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Introduccién

El modelo de regresién logistica es por excelencia, el modelo estadis-
tico més usado dentro de las instituciones bancarias y otras compaifas
dedicadas al crédito.

Por otra parte, existe un modelo muy usado dentro del analisis de su-
pervivencia conocido como el modelo de riesgos proporcionales de Cox,
que, al igual que todos los modelos tipo regresion, permite establecer un
esquema, causa-efecto entre una variable de respuesta y un conjunto de
variables explicativas. En un estudio de deuda el modelo de Cox per-
mite introducir datos censurados y con ello considerar el tiempo en que
tardara en ocurrir un evento, que es exactamente el que se define como
el evento de interés, por ejemplo, se puede considerar como el evento de
interés el tiempo al default, es decir el momento en que un cliente deja
de pagar un crédito, y como covariables la edad, el salario y el niimero
de dependientes, s6lo por mencionar algunas. Asi, este modelo permi-
tird hacer inferencias y analizar qué variables seran significativas para
modificar estos tiempos que son importantes para que se realice el pago
de una deuda.

Para el caso de poblaciones sujetas a un préstamo, en el modelo de
riesgos proporcionales de Cox se puede obtener una medicién en térmi-
nos de la posible ganancia maxima que una entidad pueda obtener si
elige cierto tipo de caracteristicas en un cliente que ayudaran a predecir
el tiempo en que tardard en dejar de pagar. Este enfoque ha sido utiliza-
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2 Introduccion

do por Stepanova y Thomas (2002); Watkins, Vasnev y Gerlach (2009)
y Andreeva (2006), entre otros autores.

En el primer capitulo de este trabajo, se presenta el concepto de cali-
ficacion crediticia (credit scoring), aspectos generales y consideraciones
de negocio, asi como la construccién estadistica de una scorecard '. Se
finaliza con la introduccién al estudio de las curvas de ROC para la me-
dicién del desempeno del modelo.

En el capitulo dos, se hace una revisiéon de la teorfa del analisis estadis-
tico de supervivencia, haciendo énfasis principalmente en el modelo de
riesgos proporcionales de Cox, desde su construccién hasta la validacion
del mismo.

Finalmente, el capitulo tres, da un panorama general de cémo debe-
rfa desarrollarse un credit scoring y sus respectivas scorecards a través
del enfoque de supervivencia, tomando en cuenta la variable default.
Se hace una revisién descriptiva de las variables y se da el bosquejo de
la, construccién de una scorecard, proponiendo un modelo construido a
partir del anéalisis de las variables, dicha scorecard tiene como objeto la
toma de decisiones, detallando lo que considera una institucién bancaria
o de préstamos para este efecto.

En esta tesis se utiliza el software estadistico R asi como su paque-
terfa OISurv, que se ha utilizado para el analisis de datos, y gréaficas,
ademas de la regresion y sus respectivos residuos.

'Una scorecard es una tarjeta que se utiliza para escribir las caracteristicas de un
cliente, y con ella se evalia si el cliente puede ser sujeto a un préstamo o no.




Capitulo 1

Calificacién crediticia

1.1. Concepto de calificacién crediticia (credit scoring)

A lo largo de la historia, la practica del crédito, ha sido imprescin-
dible y ha evolucionado de manera diferente de acuerdo a la época y
al tipo de transaccién. En general, un crédito consiste en que el pres-
tamista otorga un monto fijo al prestatario, quien a su vez liquida la
deuda mediante uno o més pagos. Uno de los retos de las instituciones
financieras es decidir a quién se le debe otorgar un crédito, debido al
riesgo que representa el incumplimiento de el o los pagos. Otro punto
importante es la cantidad del préstamo que se debe hacer, asi como las
estrategias que se deben llevar a cabo para que resulte satisfactorio y
sea un beneficio para ambas partes.

Tradicionalmente las decisiones para aprobar un crédito a un presta-
tario se tomaban de acuerdo con una entrevista, o se hacian de una
manera muy lenta. Por ello, se ha desarrollado la técnica estadistica co-
nocida como calificacion crediticia (credit scoring) que se utiliza para
decidir si se debe conceder crédito a un solicitante o no.
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La manera de operar los sistemas de calificacién crediticia es evaluar
el riesgo de hacer un préstamo a un prestatario. En caso de que dicha
evaluacion sea satisfactoria, el resultado culminara determinando que
un solicitante es solvente, lo cual significa que tiene un nivel de riesgo
bajo de dejar de pagar o de dejar pagos incompletos al prestamista.

Existen diversas técnicas para realizar la calificacién crediticia y la mayo-
rfa utiliza una muestra grande de clientes con los detalles de su solicitud
v su historial crediticio. Con ellas se determinan las conexiones entre
las caracteristicas de los clientes y qué tan buena o mala es su historia
subsecuente. Tradicionalmente, esta evaluacién se lleva a cabo estiman-
do la probabilidad de que un solicitante deje de pagar o caiga en una
condicion de ausencia de pagos, que en inglés se conoce como default; en
este trabajo, se considerard también el concepto de pago temprano, el
cual consiste en liquidar la deuda antes del tiempo establecido; el interés
por esta variable tiene que ver con las consecuencias que le ocasionan a
un negocio el que un cliente deje de pagar intereses.

Se genera una scorecard que es una tarjeta donde se va obteniendo
un puntaje de acuerdo a los atributos de los solicitantes para obtener
una calificacion final, la cual determina si el riesgo de un cliente es lo
suficientemente grande como para otorgarle un préstamo o no. De esta
manera se termina eligiendo a los clientes de mayor solvencia, lo cual ha
significado un cambio muy importante durante los tltimos afios en la
forma de determinar cuando caerd en default un cliente. Es posible que
si el tiempo al default es lo suficientemente grande, los intereses cobra-
dos durante ese tiempo compensen, o incluso excedan, las pérdidas que
resulten del default de toda la cartera de clientes. Otros factores que pue-
den afectar los beneficios para el prestamista durante una transaccién
de crédito son: cuando un cliente cierra su cuenta, si liquida su deuda de
manera prematura o si cambia de prestamista, por lo que cuando el pago
anticipado ocurra, el prestamista perderd una proporciéon del interés de
la deuda.
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1.2.  Construccién estadistica de un Credit Scoring

Los métodos para llevar a cabo la calificacion crediticia surgieron
alrededor de hace 50 anos, y eran muy distintos a los que se utilizan
actualmente. Los mas importantes han conservado su esencia hasta el
momento y estos son los estadisticos, que se utilizan para desarrollar
scorecards crediticias. La ventaja es que permiten usar el conocimiento
de las propiedades de los estimadores muestrales asf como de las herra-
mientas de los intervalos de confianza y de las pruebas de hipétesis en el
contexto de la calificacién crediticia. El uso de la estadistica es de gran
utilidad, pues se pueden identificar y remover ciertas caracteristicas de-
jando paso para trabajar tinicamente con las importantes dentro de una
scorecard. De esta manera, las preguntas que los futuros clientes respon-
den en alguna entrevista pueden ser modificadas consiguiendo mejores
caracteristicas.

Una primera opcién para decidir cudles caracteristicas son relevantes
es buscar la regla que minimiza el costo esperado de decidir si se acepta
a un nuevo cliente o no, mientras que una segunda opcién es el enfoque
de Fisher, el cual se puede ver como una forma de regresiéon lineal, y es-
to conlleva a una investigacion de otras formas de regresion que tienen
supuestos menos restrictivos que garantizan su optimalidad y desempe-
fio, ademas conducen a las reglas de puntaje lineal. Por mucho, la mas
exitosa es la regresion logistica, siendo el método estadistico més comin
para la calificacion crediticia.

El método utilizado en este trabajo, es el criterio de clasificaciéon de
Stepanova y Thomas (2002), donde se utiliza el enfoque de supervi-
vencia para revisar las caracteristicas de los clientes y con ellas poder
obtener partes especificas que sean determinantes para la calificaciéon de
dicho cliente.
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1.2.1. Disefio y uso de una Scorecard (tarjeta de puntaje)

Una scorecard o tarjeta de puntaje, es una herramienta que se utili-
za para evaluar el nivel de riesgo asociado a un cliente o un solicitante
de un préstamo, y lo hace a través de la mediciéon estadistica de pro-
babilidades o puntajes que estdn basadas en aspectos tales como tasas
de aprobacién de productos, beneficios y pérdidas, y con ellas tener una
base para tomar decisiones. Se deben determinar estadisticamente diver-
sas caracteristicas o grupos de ellas que tengan poder de discriminacién
para separar a los clientes considerados como buenos y malos.

La elaboraciéon de la scorecard es una tarea que, ademas de ser cos-
tosa, lleva una serie de implicaciones que involucran a todas las areas
de una instituciéon de crédito, de tal forma que el proceso de construc-
cion y definicién de todas las aristas que ayudan a tomar la decisién de
aceptar o rechazar al solicitante, cumpla con todos los objetivos que la
institucion necesite y que se lleve a cabo de tal forma que simule una
evaluaciéon personal que serd completamente insesgada.

Asimismo para poder decidir y hacer una buena scorecard se deben
tomar en cuenta muchos aspectos como la probabilidad de defaoult, una
definicién de mal comportamiento y periodos distintos de tiempo donde
el cliente incumple con sus pagos. Por supuesto todo dependera también
del tipo de préstamo que se esté considerando, ya sea una hipéteca, una
tarjeta de crédito, un préstamo personal u otro.

Finalmente, el uso de las scorecards y en general del credit scoring tienen
un potencial muy grande puesto que puede ser muy extensivo; brinda
diversas opciones para que el prestatario pueda detectar (antes, durante
y después del ciclo del crédito) a los clientes buenos y malos, evaluarlos
v tomar decisiones con respecto a su tratamiento. Es decir, evaluando y
revisando el comportamiento de los clientes, sus niveles de morosidad,
rentabilidad y dependiendo de los diversos comportamientos, se llevan
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a cabo acciones para favorecer a los clientes y al mismo tiempo al pres-
tatario, al ofrecer descuentos, promociones, reducciones o incrementos
de lineas crediticias, nuevos productos o algin reajuste de su deuda pa-
ra que pueda liquidarse toda y con ello optimizar ganancias y reducir
riesgos de incumplimiento.

1.2.2.  Clasificacién ordinaria de las caracteristicas

Ademas de la descripcion de los métodos y modelos con los que se
puede construir una scorecard, es necesario también ver lo que ocurre
con los datos. Un aspecto importante a considerar es como clasificar
las caracteristicas, para lo que es necesario determinar subpoblaciones.
En general existen muchas situaciones en las que cada elemento de un
conjunto de objetos pertenece a dos o mas clases, y en un estudio es-
tadistico se quiere obtener una buena separacion, por lo que se puede
realizar algiun procedimiento de asignacion basado en la informacién ob-
servada acerca del objeto.

Algunos ejemplos préacticos:

i) La conduccion de un diagnostico médico, en el cual el objetivo es
diagnosticar a cada paciente la enfermedad A o la enfermedad B.

ii) Desarrollar sistemas de reconocimiento de discursos, en el cual el
objetivo sea clasificar palabras pronunciadas.

iii) Evaluar aplicaciones financieras crediticias, en las cuales el obje-
tivo es asignar a cada solicitante ya sea en la clase de tener un
probable default o un improbable default.

iv) Filtrar mensajes de correo electronico, para decidir si son “spam”
0 son mensajes genuinos.

v) Examinar transacciones de tarjetas de crédito, para decidir si son
o no fraudulentas.
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Por supuesto, los que competen a este trabajo tienen que ver con las
caracteristicas de ser o no un buen sujeto de crédito, para poder otor-
gar un préstamo, por lo que a continuacién se describen algunos de los
métodos mas comunes.

1.2.2.1. Determinacién de subpoblaciones

Un uso importante de las caracteristicas es que se pueden separar
las poblaciones en subpoblaciones, y se pueden construir diferentes sco-
recards de cada una de estas supoblaciones, y las razones pueden ser
por politicas definidas por parte del prestatario, o bien, razones de corte
estadistico.

Las razones estadisticas de separar la poblacién en subpoblaciones se
debe a la gran cantidad de interacciones entre las caracteristicas, ade-
mas de la sensibilidad de construir una scorecard para cada uno de los
diferentes atributos de esa caracteristica. Por otro lado, podria suceder
que cuando se segmenta una poblacién no necesariamente se garantiza
una mejora en la prediccion. Si las subpoblaciones no son muy distin-
tas, no es conveniente redefinirlas, pues con muestras mas pequenas se
podria perder el desempenio del modelo que se considere.

1.2.2.2. Clasificacién ordinaria

Una vez determinadas las subpoblaciones, es necesario que para cada
caracteristica se puedan dividir las posibles respuestas en un niimero pe-
queno de clases, esto es, hacer una clasificacion ordinaria. El uso de esta
clasificacién es indispensable puesto que se pueden tener variables cate-
goricas (donde se tiene un conjunto de respuestas discretas) o variables
continuas (donde el conjunto de respuestas puede ser infinito).
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1.2.2.3. Estadistica Ji-cuadrada

Sean g; v b; los nameros de sujetos buenos y malos con el atributo
1, y sean g y b el namero total de buenos y malos. Entonces,

(gi +bi)g B (gi + b;)b

g+b Y g+0b

son el niimero esperado de buenos y malos con el atributo ¢, es decir, el
cociente para este atributo es el mismo que para la poblacién completa.

Entonces
2 (9 — G)*  (bi— B)?
§° = Z ( G + B

7

que es la estadistica con distribucién x?. Formalmente, mide qué tan
probable es que no exista diferencia en el cociente bueno:malo en las
diferentes clases, y puede compararse con la distribucion x? con k — 1
grados de libertad, donde k es el ntiimero de clases de las caracteristicas.
Sin embargo, se puede usar como una medida para ver qué tan diferentes
son las ventajas en las diferentes clases con un valor més alto, reflejando
grandes diferencias en éstas.

1.2.2.4. Estadistica de informacién

La estadistica de informacion estd relacionada con las medidas de
entropia que aparecen en la teoria de la informacion y se define como:

gi  bi gib
2 S)m()

o \g b big
En estadistica, también se conoce como divergencia o valor de informa-
ci6n y busca identificar qué tan diferentes son P(x|g) y P(x|b) cuando z

toma valores del atributo 7. La motivacion de la estadistica de informa-
cién es de la forma:
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() e (%)

)

cuando hay g observaciones y g; de ellas que son del tipo ¢ es como
sigue. El nimero de formas en las que esta distribucion ocurre es N, =
ﬁi..g,,! si hay p tipos en total. La informacién se obtiene como el
log del niimero de formas distintas en que se puede obtener el mensaje
que fue visto, de tal forma que I, = log(Ny) = log(g!) — >_,log(g:!) ~
glog(g) — >, gilog(g;). La informacion promedio es

;g ~-Y <~‘;i> (log(gi) — log(g)) = =Y (ggi> log (?)

i %

Esta estadistica de informacién se puede pensar como la diferencia de
la informacién en los buenos y la informacién en los malos, es decir,

E0- () ()

Cuando hay grandes diferencias entre P(x|g) y P(x|b) producen valores
grandes de I y corresponden a caracteristicas que son mas ttiles para
diferenciar a los buenos de los malos.

1.2.2.5. Estadistica D de concordancia de Somer

La prueba de concordancia de la estadistica D de Somer supone que
las clases de las caracteristicas estdn ordenadas de menor a mayor, la
cual, tiene la menor tasa de buenos, a la mayor, la cual tiene la tasa més
alta de buenos. La estadistica de concordancia describe si se elige uno
bueno aleatoriamente del conjunto de buenos y un malo aleatoriamente
del conjunto de malos, el atributo del malo, xp, estara en una clase menor
que el atributo del bueno, x,. Mientras més alta es esta probabilidad,
hay un mejor orden de las clases de las caracteristicas que refleja la
divisién buenos-malos en la poblacién. La definicién precisa de D, es
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el pago esperado de una variable, el cual es 1 si el orden pone al malo
debajo del bueno, y —1 si el orden pone al bueno debajo del malo, y 0
si son iguales:

D=1-P(X, < X,)—1-P(X} > X,) +0-P(X; = X,)

> j<ii) 9i = (2<i95) bi
Bt ()

1.2.2.6. Clasificacién ordinaria usando el enfoque de anélisis de supervi-
vencia

Se utilizara el criterio de clasificacion de Stepanova y Thomas (2002),
donde para asegurarse que los sistemas de calificacion crediticia predi-
cen méas acerca de los datos de lo que estos sistemas los describen, las
caracteristicas continuas tales como la edad, se dividen en clases, y los
valores de las caracterfsticas discretas con muchos valores se agrupan
del mismo modo, y cada clase se reemplaza con una variable muda o
dummy binaria.

Los enfoques tradicionales para encontrar las divisiones més apropia-
das involucran revisar el cociente bueno:malo o medidas relacionadas
para diferentes valores de la caracteristica, y entonces, agrupando los
valores con cocientes de bueno:malo similares. La eleccién de un hori-
zonte de tiempo es inherente en estos enfoques, de tal forma que los
defaults antes de ese horizonte de tiempo son malos, mientras que los
defaults después de éste, son buenos.

En el contexto de supervivencia es mas apropiado usar un enfoque que
evite la necesidad de usar un horizonte de tiempo arbitrario. También
es el caso en el que los modelos de supervivencia se construyen para
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estimar el riesgo, donde se utilizan las caracteristicas de default y pago
temprano, entonces se deben hacer los rangos de las variables de manera
distinta para los diferentes riesgos.

Por las razones anteriores es mucho méas apropiado utilizar el enfoque
de supervivencia para la clasificacion ordinaria de las caracteristicas.

El siguiente método se puede utilizar para caracteristicas continuas:

1. Dividir las caracteristicas entre 5 y 10 rangos iguales (dependiendo
del estudio).

2. Definir una variable binaria para cada rango.

3. Ajustar el modelo de riesgos proporcionales de Cox con estas va-
riables binarias.

4. Trazar los estimadores de los pardmetros para todos los rangos.

5. Elegir los rangos basados en la similitud de los estimadores de los
parametros.

1.2.3. Medicién del desempeiio del modelo

La evaluacion del desempefio del modelo de la construcciéon de una
scorecard es imprescindible, pues surge la pregunta natural de si el mo-
delo es bueno, o qué tan bueno es. Existen diferentes maneras de medir
el desempeno del modelo. Para hacerlo se debe utilizar la muestra con
la que se construy6 el modelo, y algunas veces se hace la prueba en otra
muestra para revisar que efectivamente el desempend es similar, esta
altima muestra se conoce como la muestra de retencion.

Cuando la cantidad de datos es limitada, es decir, si se tuviera, por
ejemplo, una cartera nueva de clientes, se puede probar la validez del
sistema, por métodos que construyen y prueban esencialmente el mismo
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conjunto de datos, pero sin causar errores de clasificacién para que fuese
sesgado; para ello sirven los métodos de walidacidn cruzada, leave one
out, bootstrap y jackknife.

Otro tipo de recurso que se necesita es la forma en que se pueden des-
cribir dos poblaciones distintas y sus caracteristicas, se puede medir qué
tan bien se separan los dos grupos, utilizando la distancia de Mahala-
nobis y la estadistica de Kolmogorov Smirnov (K-S). Sin embargo, se
puede extender el enfoque de K-S para obtener una buena separacion
de los dos grupos sobre el rango completo de las calificaciones. Una
forma de hacerlo es generando una curva, conocida como la curva de
la caracteristica receptora de operacion o curva ROC (Receiver Opera-
ting Characteristic), que es muy util para comparar las propiedades de
clasificacion de las diferentes scorecards.

1.2.3.1. Curvas ROC

Una vez que se han clasificado las caracteristicas, es necesario evaluar
la calidad del desempeno del procedimiento de clasificacién y revisar si
el desempefio es lo suficientemente bueno, de lo contrario mejorarlo o
incluso reemplazarlo.

El enfoque que se describe en este trabajo para hacer una evaluacién a
estos procedimientos y que ademés es ampliamente usado en la practica,
es el de la curva ROC. 1dealmente, se deberfa elegir el criterio particular
del desempeno que corresponde a un aspecto que se considera central de
algiin método especifico. Sin embargo, la mayoria de las veces es dificil
identificar un sélo aspecto central, y en cualquier caso pueden no cono-
cerse las circunstancias precisas bajo las cuales la regla se aplicara en el
futuro, pues es posible que sufra cambios. Para tal efecto, es muy tutil
tener una manera de mostrar y resumir el desempefio sobre un amplio
rango de condiciones, que es exactamente el que provee la curva ROC.
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1.2.3.2. Definicién de las curvas de ROC

Supongamos que se tiene una poblacién la cual se va a separar en
dos subpoblaciones a través de una regla de clasificacion, la manera para
hacerlo es a través de un umbral 7', entonces si se tiene un valor ¢ de
este umbral, para cada individuo cuyo puntaje s excede a t sera colocado
en la poblacion digamos, P o en la poblacion N si ocurre lo contrario.
Para poder evaluar la eficacia de esta regla de clasificacion se necesita
calcular la probabilidad de hacer una colocacién incorrecta. Con ello, se
define lo siguiente:

1. La probabilidad de que un individuo de la poblacién, P, se coloque
correctamente, es decir, la tasa de verdaderos positivos es: tp =
P(s > t|P).

2. La probabilidad de que un individuo de la poblacién, N, se coloque
incorrectamente, es decir, la tasa de falsos positivos fp = P(s >
t|N).

3. La probabilidad de que un individuo de la poblacién, N, sea co-
rrectamente clasificado, es decir, la tasa de verdaderos negativos:
tn = P(s < t|N).

4. La probabilidad de que un individuo de una poblacién, P, sea
incorrectamente clasificado, es decir, la tasa de falsos negativos:
fn="P(s <t|P).

La descripcién completa acerca del desempeiio de la regla de clasi-
ficacion se completa con las cuatro probabilidades anteriores y el valor
del umbral ¢t. Es claro que para un buen desempeno se requieres altas
tasas de verdaderos y bajas tasas de falsos. Sin embargo, esto es para
una eleccién de un umbral o un punto de partida ¢, cuya eleccién ge-
neralmente no es conocida, pero debe ser determinada como parte de
la construccion del clasificador. Variaciones de t y la evaluacion de las
cuatro probabilidades antes descritas dan toda la informacién necesaria,
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pero como tp+ fn =1y fp+tn =1 no es necesario utilizar las cuatro
probabilidades, basta con graficar la curva que se obtiene al variar ¢, pe-
ro utilizando inicamente las tasas de verdaderos positivos y verdaderos
negativos (fp,tp) como puntos, contra ejes ortogonales donde fp es el
valor de las abscisas y tp el valor de las ordenadas.

1.2.3.3. Caracteristicas generales

La curva ROC es una curva continua que se ubica en el cuadrado uni-
tario que es el que esté definido por los cuatro puntos: (0,0), (1,0), (1,1)
y (0,1), y esta curva tiene dos posibilidades extremas y poco comunes,
a partir de las cuales se puede entender la evaluacion del desempeno del
modelo: una donde P(s|P) = P(s|N) = P(s) donde ocurre que las po-
blaciones son exactamente las mismas, y la curva ROC asociada es una
linea recta que va desde el punto (0,0), al (1,1), y usualmente se conoce
como diagonal de oportunidad, puesto que representa esencialmente una
localizacion aleatoria de individuos de las dos poblaciones. Y en el otro
extremo (que es usualmente imposible) hay una separaciéon completa de
la P(s|P) y la P(s|N), y es cuando la curva ROC pasa a lo largo de los
bordes superiores de la grafica: una linea recta de (0,0) a (0, 1) seguida
por una linea recta de (0,1) a (1,1).

De este modo la curva ROC cae sobre el tridngulo superior de la gréfica.
Mientras esté més cerca de la esquina superior izquierda, més cerca se
tiene una situaciéon completa de separaciéon de poblaciones, y con ello
un mejor desempefio del modelo clasificador. No hay pérdida de gene-
ralidad si se supone que la curva siempre cae en la parte superior del
triangulo.

1.2.3.4. Puntajes continuos

Todo lo que se ha desarrollado acerca de las curvas de ROC puede ser
aplicado a cualquier tipo de escala de medicién para los puntajes S. Sin
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embargo, para un enfoque continuo se hace una forma mas conveniente
de la curva ROC. Como la curva ROC es la grafica de y(t) = h(z(t)) a
través de los valores de t, donde z(t) = P(s > t|N) y y(t) = P(s > t|P).
Cuando S es una variable continua, tendra funciones de densidad y
distribucién para cada una de las dos poblaciones. Sean f y F' la funcién
de densidad y de distribucién respectivamente, para N, y sean g y G
las correspondientes para P. Entonces, P(s|N) = f(s), P(s|P) = g(s),
z(t)=1—F(t) y y(t) = 1 — G(t). Por lo tanto, se puede obtener:

y=1-GF (1 -2z)) para 0<z<1 (1.1)

la cual sera la ecuacién més conveniente para la curva ROC con puntajes
o calificaciones continuas.

1.2.3.5. Pendiente de la curva ROC y resultados 6ptimos

Existen dos resultados interesantes, uno proveniente de la “teoria de
la decision” y el otro de la teoria de “pruebas de hipotesis”.

Costo esperado de tasas de mala calificacion

Los errores de clasificacién ocurren cuando se coloca a un individuo
que pertenece a N en P, o viceversa, y si el umbral ¢ se usa en los
puntajes del clasificador, entonces sus probabilidades respectivas, son
z(t) y 1 — y(t). Supdngase que los costos de cometer estos errores son
¢(P|N) y ¢(N|P), y que las proporciones relativas de los individuos P
v N en la poblacién son ¢ y 1 — g respectivamente. Entonces, el costo
esperado dada una mala clasificacion cuando se usa el clasificador en el
umbral ¢ serfa:

C=q[l—y@)]c(NIP) + (1 - q)x(t)c(P|N) (1.2)

Puesto que la pendiente de la curva ROC es mono6tona decreciente, el
umbral que minimiza este costo se obtiene resolviendo:
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ac

o=
y una diferenciaciéon sencilla muestra que este umbral corresponde a la
pendiente:

0 (1.3)

dy _ (1-q)c(P|N)

dr  qc(N|P)
de la curva ROC. El caso particular en el que los dos costos son iguales,
o sea ¢ = 0.5, entonces el umbral “6ptimo” (es decir, la tasa que pro-
porciona el error minimo total) estara en el punto donde la curva ROC
tiene pendiente 1, es decir, es paralela a la diagonal de oportunidad.

(1.4)
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Capitulo 2

El analisis estadistico de
supervivencia

2.1. Introduccién al anélisis de supervivencia

El analisis de supervivencia es una area de la estadistica de gran
importancia y aplicacién, es utilizado principalmente por biomédicos,
epidemidlogos, ingenieros, consultores estadisticos y también actuarios.

Un modelo de analisis de supervivencia es simplemente una funcién de
densidad de probabilidad de una variable aleatoria del tiempo de su-
pervivencia. Donde el tiempo de supervivencia se puede definir como
el tiempo hasta la ocurrencia de un evento previamente definido, este
evento se conoce como falla. Asi pues, en cualquier situacién que tenga
que ver con un modelo de supervivencia, siempre se tendrd una persona
u objeto definido y un concepto de supervivencia asociado y por ello,
de falla de la persona u objeto en cuestion. Se presentan a continuacién
algunos ejemplos de fallas y sus variables aleatorias asociadas:

1. El tiempo de vida de operacién de un foco de luz. Aqui se dice
que el foco sobrevive mientras contintie alumbrando y falla en el

19
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instante en que se quema o se funde.

2. El tiempo de vida de una persona. La persona sobrevive desde su
nacimiento o desde alguna edad preestablecida, hasta que ocurre
la muerte, lo cual constituye la falla de la persona.

3. El tiempo hasta que un prestatario deja de pagar una deuda con
alguna entidad prestamista; ya sea bancaria o con otra institucién
que le hizo un préstamo que debia ser liquidado en una serie de
pagos en determinado tiempo. La deuda subsiste mientras la per-
sona puede hacer efectivos los pagos, hasta que en determinado
momento deje de pagarlos por alguna cuestiéon personal, o porque
ha terminado de pagar la deuda, lo cual constituye la falla del
prestatario.

2.1.1. Datos censurados

Un estudio estadistico de supervivencia, es corto por motivos de cos-
to, falta de muestras, cuestiones de tiempo, o simplemente la complica-
cién natural del experimento, lo que puede generar datos u observaciones
censuradas.

Sino se observa la falla en el periodo de tiempo del estudio, o se observa
una falla que no es de interés, se le conoce como tiempo de superviven-
cia censurado, o simplemente tiempo de censura o censura. Cuando las
observaciones no son censuradas se llaman observaciones completas o
tiempos de falla.

Por ejemplo, si se mide el tiempo hasta que ciertos pacientes fallecen
o contraen cierta enfermedad, algin paciente puede estar vivo, o sin se-
fiales de enfermedad al final del periodo de estudio, lo que hace que los
tiempos exactos de falla de la supervivencia sean imposibles de conocer.
Otro ejemplo cléasico en seguros de no vida, es cuando un seguro esta
topado a cierto limite de poéliza, en el momento en el que la aseguradora




Sec. 2.1 Introduccién al analisis de supervivencia 21

toma las muestras de los costos, es decir, de la severidad de los sinies-
tros, puede ocurrir que el costo de un siniestro sea mayor al limite de
poliza, de tal forma que al contar las severidades, el valor que se tomara
en cuenta serd justamente el limite de la pdéliza y no el verdadero valor
del siniestro.

Se definiran tres tipos de datos censurados:

Censura tipo 1. Se consideran las fallas en un estudio desde ¢t = 0
hasta el final del estudio ¢;. Las fallas se van contabilizando y es
posible que algunas observaciones tarden mas tiempo del estable-
cido en el estudio, estas observaciones se conocen como censura
tipo I y su tiempo de censura es exactamente .

Censura tipo II. Cuando se realiza un estudio de supervivencia, a
veces es necesario cubrir un minimo de fallas para poder describir
mejor lo que se estd estudiando, por ello en la censura tipo II se
establece al inicio del estudio un ntmero especifico d de fallas, de
tal forma que el estudio comienza en t = 0 y finaliza en cuanto se
hayan observado las d fallas.

Censura aleatoria El estudio comienza en t = 0 y termina en
t = ty, las observaciones entran al estudio en cualquier momento
y no tienen un momento especifico de salida. Se contabilizan las
fallas hasta ¢y y las censuras ya sea que hayan ocurrido antes de
finalizar el estudio tomando t. como su tiempo de censura, o si
termino el estudio y su tiempo de censura es en t; = t.. Este tipo
de censura es frecuente en estudios clinicos donde cada paciente
es tratado con una terapia distinta.

2.1.2. Funciones para analizar el tiempo de supervivencia

Sea T el tiempo de supervivencia. La supervivencia de T se caracte-
riza por:
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Definicién. La funcidn de supervivencia se denota por Sp(t), y se define
como la probabilidad de que un individuo sobreviva mas alla del tiempo
t, es decir,

Sr(t) = B(T > t)

Ademas la funcién de supervivencia debe satisfacer:

i) Es una funcién no creciente, es decir, sean a,b € R, tal que sia < b
entonces S(a) > S(b).

ii) Es continua por la izquierda.

iii)
lim S7(t) =1 lim S7(t) =0
lim S (t) y  JMim Sr(t)
De esta manera la funcidn de distribucion de la variable aleatoria T
(definida anteriormente), se denota como Fr(t), que es la probabilidad
de ser menor a un tiempo dado t, es decir,

Pr(t) = B(T <) = 1 — (1) (2.1)

Por su parte, la funcion de densidad de T, fp(t), si T es continua, es la
derivada de la funcion de distribucion de T Frp(t), o equivalentemente
el negativo de la derivada de la funcién de supervivencia. Esto es,

fr(t) = %

Definicion. La funcidn de tasa de riesgo, recibe su nombre puesto que
se define como la probabilidad de falla durante un intervalo de tiempo
muy pequeno, suponiendo que el individuo estd vivo al inicio de ese
intervalo, o de otro modo:

Fr(t) =~ 5:57(0)

L PEST<t+AHT >t)  fr(t)
)= g At O
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También se conoce como fuerza de mortalidad o tasa instantdnea de
falla.

Definicion. La funcidn de riesgo acumulado estd definida como:

HT(t) = /t hT(x)d$

—00

2.1.3. Relaciones importantes entre las funciones de supervivencia

Ademas de la importancia que tienen las funciones previamente des-
critas, éstas estan relacionadas entre si. A continuacién se presentan las
relaciones méas importantes entre estas funciones.

1. La funcién de riesgo, también puede escribirse como:
0
St(t)

2. Ya que la funcién de densidad es la derivada de la funcién de
distribucién, tenemos:

hr(t)

(2.3)

d d d

fr(t) = a [Fr(t)] = T [1—S7(t)] = *aST(t) (2.4)

3. Sustituyendo (2.4) en (2.3) se sigue:

d
hr(t) = ) - 10y 520

4. Integrando la funcién de riesgo (2.3) de cero a t y recordando que
S7(0) = 1, tenemos:

- /Ut hr(z)dz = log St(t)
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Hr(t) = —log St (1)

Sp(t) = e Hr®)

= exp (— /0 t hT(x)dx> (2.5)

5. De (2.3) y (2.5) tenemos:
fr(t) = ho(t) - exp[—Hrp(t)] (2.6)

Existen métodos paramétricos de estimacion para el ajuste de mode-
los y para identificar factores significativos de pronéstico. Estos métodos
pueden utilizarse si se conoce la distribucién de T, sin embargo, la ma-
yoria de las veces esta distribucién se desconoce por lo que el uso de las
técnicas de las que se habla se ve muy limitado para realizar cualquier
tipo de inferencia. Los métodos tanto paramétricos como no paramé-
tricos para estimar la funcién de supervivencia, pueden encontrarse en
libros estandar de anélisis de supervivencia (por ejemplo: Collet (2009) y
Kleinbaum (2012)). El estimador no paramétrico de S7(t) méas conocido
es el estimador de Kaplan-Meier. El modelo de regresién més conocido
dentro del anélisis de supervivencia es el modelo de riesgos proporcio-
nales de Cox, en el cual no es necesario especificar la distribucién de T
v con ello se vuelve un modelo semiparamétrico, en donde se estiman
los coeficientes de regresion.

2.2. Estimador de Kaplan Meier

El estimador paramétrico mas conocido de la funcién de superviven-
cia, es el estimador producto limite, mejor conocido como el estimador de
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Kaplan-Meier (K-M), el cual ajusta la funcion de supervivencia empi-
rica, de tal forma que refleja la presencia de las observaciones censuradas.

Recordando la definicion de censura por la derecha. Sean T; y C; los
tiempos de falla y de censura de cada individuo ¢ = 1,...,n, con funcio-
nes de densidad y distribucion definidas para cada i. Se observa el par
(Y;,0;) donde

1 siT; <G

Y = min(T;, C; 0; =
TGy {0 siCh < T

de tal forma que y(;) denota la i-ésima observacion ya sea censurada
o no. Asimismo se denotara

R(y(i)) al conjunto de individuos en riesgo, es decir, todas las
observaciones que contintian en el estudio sin haber presentado
falla o censura, justo antes del tiempo t.

n; sera el nimero de individuos en R(y(;) (ya sean tiempos de
falla o de censura).

d; el nimero de fallas al tiempo y(;

pi es P(T > yy|T > yi—1)), es decir, la probabilidad de que un
individuo sobreviva en el intervalo (t;,t;—1) dado que estaba vivo
al comienzo del intervalo.

¢ =1-—pi
Recordando la regla general de la multiplicacién para eventos conjuntos
A1y As
P(Al N AQ) = P(AQ‘AI)P(Al)
Aplicando repetidamente esta regla para la funciéon de supervivencia, se
expresa

S(t) =P(T > t) sz

Y <t
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v los estimadores de p; v ¢; son

i=" ﬁi:1—@:1_1:(”2 )

Por lo tanto, el estimador de Kaplan-Meier de la funcién de super-
vivencia es

so=Ta= 10 ("2 %) -T1("%) e

Y <t Yy <t i=1

donde yu) <t < Yy1)-

Ademas de estos estimadores, también se tienen estimadores para la
varianza de la funcién de supervivencia, y con ello, se pueden obtener
los intervalos de confianza respectivos. A continuacién se presenta la
formula de Greenwood (1926) para la varianza del estimador de K-M

var(S(t)) = S*(t) > n(r;li—d-) = §2(t)zw (2.8)
y<i)§t ANAL 7 i=1 e\ )

donde yu) <t < Yy1)-
Ademas, para cada t fijo,
S(t) ~ N (8,7 (5(1))

por lo tanto, al tiempo ¢, un intervalo aproximado del 100 x (1 — «) %
de confianza para la probabilidad de supervivencia S(t) = P(T > t) esta
dado por

S(t) & 243 X s.c. <§(t)) (2.9)

donde s.e. (g(t)> es la raiz cuadrada del estimador de la varianza de la

formula de Greenwood.




Sec. 2.2 Estimador de Kaplan Meier 27

2.2.1. Estimadores del riesgo

Es importante considerar estimadores no paramétricos de la funcién
de riesgo y riesgo acumulado, por ello se presentan los mas utilizados;
considérese t; un tiempo de falla ordenado y sin repeticién tal que ¢ =
1,2,...,k <mn, con ello se tiene para h(t)

= El estimador de la funcién de riesgo en el intervalo ¢t; <t < ;41

fz(t) — L
©on(tigr — )

Este se conoce como el estimador del tipo K-M. Estima la tasa de
muerte por unidad de tiempo en el intervalo [t;, t;+1).

= La estimaciéon de la funcion de riesgo en un tiempo de falla obser-
vado t;

h(t;) = = (2.10)

y para la funcion de riesgo acumulado H(t):

» Fl estimador construido con K-M

H(t) = —1log S(t) = —log [] >
y(2><t
(A=Y —4
B ni(ni — d;)
Yy <t

» El estimador de Nelson-Aalen (1972, 1978)

Zi

Y()
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El estimador de Nelson-Aalen es la suma acumulada de las pro-
babilidades condicionales estimadas de falla desde el inicio del es-
tudio hasta el final. Este estimador es la primera aproximacién de
Taylor a (2.10).

2.2.2. El tiempo de supervivencia medio truncado
Un estimador para el tiempo medio de supervivencia truncado serfa:

— Yn)
media = S(t)dt
0
donde y(,) = maz(y;). Pueden ocurrir dos posibilidades para y,), que
sea una observacién completa o que sea una censura, en el primer caso,
esta integral truncada estaria sobre [0, co] puesto que sobre [y(n), oo} el

valor de S(t) = 0. Pero en cuando Y(n) €8 una censura, el lim¢ . S(t) #
0, es decir, la integral sobre [0, 0] estaria indefinida. Para evitar esto,
se debe truncar la integral en la ultima observacion, y(,), y se redefine
el estimador de K-M como cero después de esta obsegv\aci(’)n. Este esti-

mador es el area total bajo la curva de K-M, y como S(¢) es una funcion
discreta, la media se calcula como:

nl

media = Z (W) — va-1)) §(?J(i*1))

i=1

donde n’ = naimero de observaciones distintas Y(i)'ss n <n,y =0,

§(y(i_1)) es la altura de la funcion en y;_1).

2.3.  El modelo de Riesgos Proporcionales de Cox (PH)

El modelo de Cox se escribe en términos de la funcién de riesgo, que
puede tomar cualquier forma, incluso una funcién escalonada, pero se
debe suponer que las funciones de riesgo para diferentes individuos son
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proporcionales e independientes del tiempo. También su funcién de ve-
rosimilitud, se vuelve una verosimilitud parcial, y el hecho importante es
que la inferencia estadistica basada en la funciéon de verosimilitud par-
cial es similar a aquella basada en la funcién de verosimilitud, evitando
pérdida de informacién.

2.3.1. Definicién del modelo de riesgos proporcionales de Cox

Como su nombre sugiere, el modelo de riesgos proporcionales de
Cox posee la propiedad de que los individuos tienen funciones de ries-

. . h(tlx . .
go que son proporcionales, es decir E 21) o] cociente de las funciones

’ h(t|lx2)?
de riesgo para dos individuos con covlari)ables x1 = (z11,...,2p) ¥y
X2 = (%12, %22, ...,%p2) es una constante (i.e. que no varia con el tiem-
po t). Esta propiedad implica que la funcion de riesgo dado un conjunto
de covariables x = (x1,2,...,2;,)" se puede escribir como una funcion
de una funcién de riesgo subyacente y una funcién g(xy,...,x,) de co-

variables, o sea,

h(tlzy,...,zp) = ho(t) - g(x1, ..., 2p)

B(t]x) = ho(t) - g(x) (2.11)

La funcion de riesgo subyacente, hg(t), representa el riesgo con el tiempo
de los sujetos en la poblacion base o de referencia, y g(x) representa el
efecto de las covariables. hy(t) se puede interpretar como la funcion de
riesgo cuando todas las covariables son cero, es decir, son el vector cero,
en cuyo caso g(x) = 1.

El cociente de riesgos de dos individuos con diferentes vectores x; y
X9 €8

htlx1) _ ho(t) -g(x1) _ g(x1)
h(tlxa)  ho(t)-g(x2) g(x2)’
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bajo el supuesto de riesgos proporcionales de este modelo, es una cons-
tante, independiente del tiempo.

El modelo de Cox se escribe en términos de la funcién de riesgo y ademas
supone que la funciéon g(x) es una funcion exponencial de una combina-
ci6on lineal de covariables:

h(t,X) = ho(t) - eXi=1 i (2.12)

Definicién. Dada una funcién de riesgo base hg(t), y valores z1,...,z,
asociados a un individuo particular, el Modelo de Riesgos Proporcionales
de Cox para esa persona estd dado por la funcién de riesgo:

h(tlx) = ho(t) x g(Brzy + -+ + Bprp) = ho(t) x g(B'%)

donde g(y) = €Y es la funcién exponencial pues toma solo valores posi-
tivos; x = (1,...,2p)" es un vector columna de los valores x (llamadas
covariables); y 8 = (81, ..., 5p)" es un vector columna de coeficientes.

Se debe senalar que la funcién de riesgo base es una funcién de ¢, pero
no de las covariables, en contraste con la expresién exponencial, que in-
volucra las covariables, pero no a t, por lo que se dice que las covariables
son independientes del tiempo. Sin embargo, se pueden considerar co-
variables que dependen de t, las cuales se llaman variables dependientes
del tiempo. En este caso el modelo de Cox puede funcionar, y se conoce
como el modelo de Cox Extendido que se estudiard mas adelante.

2.3.2.  La verosimilitud parcial del modelo de Cox

En el modelo de riesgos proporcionales de Cox, los pardmetros son
las B’s en general. Para estimarlos se plantea una funcién de verosimi-
litud parcial que se basa en una probabilidad condicional de falla. Los
correspondientes estimadores maximo verosimiles para este modelo se
denotan por 3,1 Donde estos ultimos se obtendran via su correspon-
diente funcién de verosimilitud, que es una expresién que describe la
probabilidad conjunta de obtener los datos observados de los sujetos en
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estudio como una funcién de parametros desconocidos (en este caso el
vector B) para el modelo considerado.

Procedimiento de estimacién del tiempo de supervivencia sin observaciones
repetidas

Supongase que se tienen n observaciones de las cuales k son tiempos
de falla, y que las (n—k) restantes presentan censura por la derecha. Sean
ta)y < t@) < -+ < t) los tiempos de falla ordenados con covariables
correspondientes X(1,X(2), - - - X(k)- Sea R(t(;)) el conjunto de riesgo al
tiempo ¢(;), el cual consiste en todos los individuos vivos y no censurados
al tiempo ?(;). Para la falla en el tiempo {(;), condicionado al conjunto
de riesgo R(t(;)), la probabilidad de la falla de este individuo hasta el
momento en el que se observd es

exp <Z§:1 Bjxj(i))
2 1R (1)) ©XP (Eg:l 5jxﬂ>

es decir, toma en cuenta en el denominador a toda la poblacién, inclu-
vendo a los individuos que fallaron y a los que resultaron censurados, y
el numerador toma en cuenta tnicamente a los individuos que fallaron
0 les ocurrio la falla en t(;). Cada falla contribuye con un factor y por
eso la verosimilitud parcial es

@) =] (S8 -20)

(2.13)
i=1 ZlER(t(i)) exp (Zé):l ﬁjf’?jl)
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y la log-verosimilitud parcial es el logaritmo de la verosimilitud parcial

k P k p
((B) =log L(B) =Y > Biajiy — Y log | Y exp | Bz
i=1 j=1 Jj=1

i=1 leR(t(;)
(2.14)

k
= Z ﬂ/w(i) — log Z exp(8'x)) (2.15)

Los estimadores parciales maximo verosimiles (EPMV) 5 de (3 se pueden
obtener resolviendo las siguientes ecuaciones simultdneas de derivadas
parciales

a(B)) _
oB .
ol -
(8;5)) = z;[xu(z) - Auz(ﬁ)] =0 u=1,2, P
donde

ZZER(,:U))fUul eXP(Z§:1 Bixji) B ZZGR(tm)u’Uul exp(8)x
Y ieRty) P25 Bjzit) DieR(1)) XP(BX1)

y por ultimo se aplica el método iterativo de Newton-Raphson. Después
se obtienen las segundas derivadas parciales de ¢(3) con respecto a (3,
y By, con u,v =1,2,... p, y éstas son

k

82
Iuv(lg) 8ﬁuaﬁv Zl uvz /817- -'7/817) (216)
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k
:7201“11(&) U,U:1,2, 7p
=1
donde
xp(SP_, Bi;
Cuni(8) = L1eR () Tutol X5 Biwjt) Au(BAn(B) (217)

ZZER(%)) eXP(Z?:l Bjzji)

La matriz de covarianzas estimadas del EPMV B, se denota como @'(B)
o Cov(B) y es:

Var(B) = Cou(B) = [— 0 ;g;%]

Y
donde —g@légz se conoce como la matriz de informacidon observada con
—IUU(B) como su elemento (u,v) y donde I, (3) se define anteriormente
por la ecuacién (2.16). Sea el elemento v(; ;y de Var(8) en la ecuacion,

entonces el 100 x (1 — «) % intervalo de confianza para 3; es:

(Bi = zapav/its Bit zaj2v/0u)

donde z,/7 es el cuantil « /2 de una variable aleatoria normal estandar.
Puesto que el vector de parametros estimados se distribuye asintoética-
mente normal, y con ello también cada pardmetro estimado.

Procedimiento de estimacion con observaciones del tiempo de supervivencia
repetidas

De entre n tiempos de supervivencia observados se tienen k diferen-
tes tiempos de falla £(1),%(2),...,tx). Sea m(; el namero de personas
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que fallan en #(;); m;) > 1 si hay mas de una observacion con valor (;);
m(; = 1 si s6lo hay una observacién con valor t(;). Sea R(t(;) el conjun-
to de individuos en riesgo al tiempo t(;, i.e. R((;)) consiste de aquellos
tiempos de supervivencia que son al menos t;), y r; es el nimero de esos
individuos.

Para tener certeza con las observaciones repetidas, se agrega la siguiente
notacién. De cada conjunto R(t(i)), se pueden seleccionar my;) sujetos
aleatoriamente que se denotan por u(;. Hay

< T3 > . ’I“i!
me) [mi)!(ri — m)!]
posibles u;)’s. Sea U; el conjunto que contiene a todas las u;)’s. Ahora

estudiando las observaciones empatadas, sean xx = (1, Tok, - - - , xpk)’
las covariables del k-ésimo indiviuo,

Zu(j) = Z X = (21u() Z2u(j)s - - - » Zpu(j))’
kGU(j>

donde zp,(;) es la suma de la [-ésima covariable de las m(; personas
quienes estan en ug;). Sea uz*z.) el conjunto de m; personas que fallaron
al tiempo ¢, y

Zyx(3) — Z Xk = (Zlu*(i)v Zou* (i) -+ - 7zpu*(i))/
keu’,

(4)

donde zl*u*(i) es la suma de la [-ésima covariable de las m;) personas que

estan en uz‘i) (que fallaron al tiempo #(;)).

Escala de tiempo continuo. En el caso de una escala de tiempo continuo,

para las m;) personas que fallan en ¢(;), es razonable decir que los tiem-

pos de supervivencia de las m;) personas no son idénticos puesto que

los empates son en su mayoria resultado de mediciones imprecisas. Si se
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pudieran hacer mediciones precisas, estos m ;) tiempos de supervivencia
podrian ser ordenados y se podria usar la funcién de verosimilitud co-
mo en la ecuacion (2.13). En la ausencia de conocimiento del verdadero
orden (el caso real), se tienen que considerar todas las posibles ordena-
ciones de estos my;) tiempos repetidos de supervivencia. Para cada ¢;),
los m;) tiempos repetidos de supervivencia se pueden ordenar en m;!
maneras diferentes. Para cada uno de estos posibles ordenamientos se
tiene un producto como en la ecuacion (2.13) para los correspondientes
m;) tiempos. Por eso, cuando el tiempo de supervivencia se mide en
una escala de tiempo continuo, la construccién y el calculo de la funcion
de verosimilitud parcial se vuelve una tarea tediosa para m;’s grandes.

Para aproximar la funcién de verosimilitud parcial exacta, las siguientes
dos funciones se pueden usar cuando m; es grande comparada con 7;.
La primera aproximacion la publicé Breslow en 1974:

ﬁ exp (Z;*(i)ﬂ) (2.18)

i=1 {ZZGR (t)) eXP( Eﬂ)}mm

la segunda aproximacién fue desarrollada por Efron en 1977:

exp (z;*(i)ﬁ>
ZleR(t(i)) exXp (CC;,B) B [(gn(ll) :| Zleu* exp(xlﬁ)
(2.19)

k
Le(8) =TT -
#0 =l

Escala de tiempo discreto.  Si los tiempos de supervivencia son observa-
dos en tiempo discreto, las observaciones reetidas son empates reales, es
decir, estos eventos si ocurren al mismo tiempo. Cox en 1972 publicé el
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siguiente modelo logistico:

ha(t)dt ho(t)dt S

p
1 ()t 1 ho(t)dt jzlﬂjwﬂ -

exp (B’xi)

ho(t)dt
1 — ho(t)dt

Este modelo se reduce a (2.11) en la escala de tiempo continuo. Usando
el modelo y reemplazando el i-ésimo término en (2.13) con el siguiente
término con observaciones repetidas en t(;):

exp zy+ (1)
!
2u)eu; SXPZy(;)B

la funcién de verosimilitud parcial con observaciones empatadas en es-
cala de tiempo discreto es:

k expz . .3
u* (i)
La@) =] (2.20)
i=1 ZU(_j)GUi exp ZL(J)'B

El i-ésimo término en esta expresion representa la probabilidad condi-
cional de observar las my; fallas dado que hay my;) fallas en el tiempo
ts) y el conjunto de riesgo R(t(;)) en t(;). El nimero de términos en el

denominador del i-ésimo término es (" ), como se dijo antes, y sera

muy grande si los m(;) son grandes. Afortunadamente, hay un algoritmo
recursivo desarrollado por Gail (1981) que hace los célculos mucho méas
manejables. La ecuacion (2.20) se considera como una aproximacion de
la funcién de verosimilitud parcial para tiempos de supervivencia con-
tinuos con empates, suponiendo que los empates son vélidos, como si
fuesen observados en la escala de tiempo discreto.

En la mayoria de las situaciones practicas, las tres funciones de ve-
rosimilitud parcial que se acaban de mencionar son una aproximaciéon
razonablemente buena de la funcién de verosimilitud parcial exacta para
tiempos de supervivencia continuos y con empates. Cabe mencionar que




Sec. 2.4 Estimacién de la funcién de supervivencia 37

cuando no hay empates en los tiempos de evento (i.e., mey = 1), (2.18),
(2.19) y (2.20) se reducen a (2.13). El estimador parcial maximo verosi-
mil de B en (2.18), (2.19) y (2.20) se puede estimar con procedimientos
similares a los que se presentan cuando no hay empates en la subseccién
anterior.

2.4, Estimacién de la funcién de supervivencia

La funcion de supervivencia se puede estimar con el uso de modelos
paramétricos de regresién, simplemente reemplazando los pardmetros y
coeficientes en la funcién de supervivencia con sus estimadores. Sin em-
bargo, esto no funciona para el modelo de riesgos proporcionales de Cox,
pues no se conoce exactamente la forma de la funcién de riesgo base, y
por ende, tampoco la de supervivencia. Por lo que se usa una alternativa
de dos estimadores de la funcién de supervivencia que propusieron Bres-
low (1974) y Kalbfleisch y Prentice (1980). Estos estimadores se pueden
calcular por medio de software estadistico.

A continuacion se calcula la funcién de supervivencia bajo el modelo

de Cox, con covariables x;s como:

S(t,x) = exp (- /0 th(u|x)du) = exp <— exp(x'B) /O t ho(u)du>
(2.21)

~ (e (- t ho(u)du»m(m/m — [So(B)]>Px8)

donde Sp(t) es la funcién de supervivencia base. Asimismo se puede
calcular la funciéon de densidad de probabilidad de T' como:

f(t.%) = ho(t) exp(x'8)[So ()] P (2.22)
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Hay dos generalizaciones importantes:

» La funcion de riesgo base ho(t) puede variar en subconjuntos es-
pecificos de los datos.

= Las variables de regresion x pueden depender del tiempo, es decir,
x = x(t).

Una vez que los coeficientes de regresion, los (s, son estimados, solo
faltarfa obtener la funciéon de supervivencia base Sy(t). De la funcién de
supervivencia estimada se puede calcular la probabilidad de sobrevivir
mas que un determinado tiempo para algtn individuo con covariables
T1y--.,Tp.

Bajo el supuesto de que la funcién de riesgo base es constante entre
cada par observado de tiempos sucesivos de falla, Breslow (1974) pro-
puso el siguiente estimador de la funcién de riesgo acumulado base

ﬁo(t) _ Z m(i)

t(i)St zleRt“) exp(X;/B)

Siguiendo la ecuacién, la funcién de supervivencia base se puede estimar
como

So(t) = exp[~Ho()] = ] { exp o
b <t ZlERtm exp(x;0)

y la funcién de supervivencia del modelo de Cox para un individuo con
un conjunto de covariables x = (z1,...,x,) estd dado por

§(t; x) = [§O(t)]eXp(Z§:1 Bjx;) _ [So(t)}exp(ﬁlx)

S (t;x) tiene una distribucién asintoticamente normal con media
S(t,x). Como S(t;x) = exp|—H(t,x)], un estimador de la varianza
Var(S(t,x)) de S(t,x), calculado con el método delta es:
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Var(S(t,x)) ~ [S(t,x)]*Var(H(t,x))

No se obtendréa I?I(t,x) dada su complejidad. Las bandas de confianza
asintoticas para la funcién de supervivencia son:

(§(t,x)—Za/2 Var(S(t,x)), S(t,x) + Zu s 17a\r(§(t,x))>

donde z, /5 es el 100 x (1 — /2) cuantil superior de una distribucién
normal estdndar.

2.5. Diagnéstico y evaluacién del modelo de riesgos pro-
porcionales

Cualquier modelo estadistico de datos de supervivencia se debe va-
lidar y evaluar, pues para identificar riesgos y factores de prondstico
importantes es necesario revisar que el modelo sea adecuado, de otro
modo los resultados arrojados por éste serdn imprecisos. Esta es una
parte esencial de la estadistica, que por supuesto no excluye al modelo
de riesgos proporcionales.

2.5.1. Residuos para Bondad de Ajuste

Ya se han desarrollado varios métodos para enfrentar la situacién
de evaluar los residuos, para diversos ajustes, el mas popular y conoci-
do es el que se hace en regresion lineal, donde se tiene una medida de
discrepancia de los valores observados contra los valores ajustados, que
en comparacién con las técnicas de supervivencia, es mas sencillo. En
el analisis de supervivencia se tiene que lidiar con la censura, lo cual
complica la evaluacién de los residuos.

A continuacion se presentan tres tipos de residuos para el modelo de
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riesgos proporcionales, los cuales pueden graficarse contra el tiempo de
supervivencia o contra una covariable y con ello obtener informacién
sobre qué tan apropiado es el modelo de riesgos proporcionales. Tam-
bién proporcionan informacién sobre los comportamientos atipicos de
algunas observaciones. Asimismo, como en muchas de las evaluaciones
y calificaciones de modelos y ajustes, siempre puede haber subjetividad
en la interpretacion de los residuos.

Residuo de Cox-Snell (Cox y Snell, 1968)

Este residuo se obtendra a partir del siguiente teorema, acerca de la
distribucién de una variable aleatoria:

Teorema 2.5.1. Sea T la variable aleatoria del tiempo de supervivencia
y sea Y = —log(S(T)) donde S(T) es su funcion de supervivencia,
entonces

Y ~exp(1)

Demostracion. Utilizando el teorema de cambio de variable en el caso
univariado, se tiene que si fx(z) es la funciéon de densidad de una va-
riable aleatoria X, entonces la funcion de densidad de Y = g(X) esta

dada por
-1
> (2.23)

donde fx(x) es la densidad de X expresada en términos de y. Aho-
ra, sea Y = —log (S(T)) = S(t) = e7¥ =t = S l(e7Y)
Sustituyendo en (2.23) la inversa, se tiene que

Jr(S71(e™Y))

h@zhww»<

Ty(y) = dy
Fa
pero d d fr(t)
y T
a = g eSO =5
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v evaluando la inversa, se tiene

fr(Sp' (™)) _ Jr(S7(e™))
St(Sp'(ev)) ey

Y finalmente, sustituyendo

STy
fr(S=1(e~v))

e Y

Ty ()

Por lo tanto
Y ~exp(1)

Una vez demostrado el teorema, es claro, que el modelo ajustado
a los datos observados serd satisfactorio si los valores del estimador de
S(t;) para el i-ésimo individuo en #; son muy cercanos a los de S(t;), es
decir, el estimador se comportara como n observaciones de una distri-
bucién exponencial censurada con media 1.

Los residuos de Coz-Snell para el modelo de riesgos proporcionales, r¢;
para el individuo ¢ con tiempo observado de supervivencia ¢ y covariables
X; se definen como

Te, = Ho(t;) - ePXi = H;(t;) = —log 8(ti; xi)

los cuales son los riesgos acumulados estimados basados en el modelo de
riesgos proporcionales. Si el tiempo t; observado es censurado, también lo
serd el respectivo 7.,. Para saber si el modelo de riesgos proporcionales
es adecuado, la grifica de 7., y su funcién de supervivencia estimada
por Kaplan-Meier (Sks(re,)) tendria una linea recta a un angulo de 45
grados.

Residuo de martingalas (Therneau et al. 1990)

Haciendo una modificacion a los residuos de Coz-Snell, se puede ob-
tener nuevos residuos que tendrian media unitaria para observaciones no
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censuradas. Estos pueden ser mas refinados haciendo un reescalamiento
para que tengan media cero cuando hay una observacién censurada. Si
ademas los valores resultantes se multiplican por —1, se obtienen los
residuos de martingalas
TMi:&-—rc. i:1,2,...,n (224)

7

Estos residuos, utilizan r., basados en el estimador de Nelson-Aalen de
la funcién de riesgo acumulado.

En muestras grandes son no correlacionados y tienen valor esperado
igual a cero, pero no son simétricamente distribuidos alrededor de cero.
Los residuos de martingalas son siempre negativos para observaciones
censuradas y se utilizan frecuentemente para evaluar la bondad de ajus-
te del modelo de riesgos proporcionales.

Los residuos de martingalas se interpretan como la diferencia entre el
nimero observado de fallas para un individuo en el intervalo (0,t) de-
notado por §; y el nimero esperado de fallas de acuerdo al modelo. 7y,
se grafica contra el orden de rango de tiempo. Idealmente, no deberia
exhibir ningin comportamiento si el modelo es adecuado.

Residuos de devianza

Aunque los residuos martingala comparten muchas de las propieda-
des de los residuos que se manejan en otras situaciones, tales como los
del anéalisis regresiéon lineal, no son simétricamente distribuidos sobre
cero, incluso cuando el modelo ajustado es el correcto. Los residuos de
devianza, que fueron desarrollados por Therneau et.al (1990), se distri-
buyen simétricamente sobre cero. Y se definen como

D = sign(RMi)\/Q[—RMi — (SZ log(& - R]V[i)} 1= 1, 2, ...,n
(2.25)
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donde sign() es la funcién signo, la cual toma valores 1 si el argu-
mento es positivo, 0 si es cero, y —1 si es negativo.

Los residuos de devianza son residuos de martingalas que han sido trans-
formados para producir valores que se distribuyen simétricamente alre-
dedor cero cuando el modelo ajustado es el apropiado.

Es sencillo ver que los residuos de martingala rar; pueden tomar cual-
quier valor en el intervalo (—oo, 1), y para valores grandes negativos de
rari, €l término en los corchetes en la ecuacién 2.25 es dominado por
ryi- Tomando la raiz cuadrada de esta cantidad se obtiene el efecto
de acercarse mucho mas a cero. Si se consideran los residuos de mar-
tingalas en el intervalo (0, 1), el término 6;log(d; — 7ar;) en la ecuacion
(2.25) sera no negativo unicamente para observaciones no censuradas,
y tendra el valor log(1l — rpz;). Mientras mas se aproxima 7js; a uno,
log(q — rar;) toma valores negativos grandes. Y con ello los residuos de
devianza son expandidos hacfa 400 mientras el residuo de martingalas
alcanza su limite superior de uno.

Residuos de Schoenfeld

Los residuos que se acaban de describir, tienen dos desventajas. La
dependencia que tienen en los tiempos obervados de supervivencia y
ademds de que requieren un estimador de la funciéon de riesgo acumu-
lado. Ambas desventajas se pueden despreciar, con la propuesta que
realizo Schoenfeld (1982), puesto que los residuos de Schoenfeld no usan
un valor para cada individuo, pero si, un conjunto de valores, uno pa-
ra cada variable explicativa incluida en el ajuste del modelo de riesgos
proporcionales de Cox.

De este modo, el i-ésimo residuo de Schoenfeld para Xj, la j-ésima
variable explicativa en el modelo, estd dado por
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rsji = 0i{@ji — @i}
donde xj; es el valor de la j-ésima variable explicativa j = 1,2,...,p

para el i-ésimo individuo en el estudio,

o DleR( %lexp(ﬁ X1)
T Yiehu exp(8'x)

y R(t;) es el conjunto de todos los individuos en riesgo al tiempo ¢;.

Notese que los valores distintos de cero de estos residuos son solamente
para observaciones no censuradas. Més ain, si la observacién méas gran-
de en una muestra de tiempos de supervivencia, es no censurada, el valor
de aj; para esa obervacion, de la ecuacion 2.5.1, serd igual a x;; y por
ello rp;; = 0. Para distinguir los residuos que son genuinamente cero
de aquellos que se obtienen de observaciones censuradas, los altimos se
expresan como valores faltantes.

El i-ésimo residuo de Schoenfeld, para la variable explicativa X, es un
estimador del i-ésimo componente de la primera derivada del logaritmo
de la funcién de verosimilitud parcial con respecto a f3;, la cual, de la
ecuacion (2.14), esta dado por

(‘3logL 25 (255 — a1}

donde
v~ Teagexp(Bx)
7 >_rexp(B'xy)

el i-ésimo término en la suma, evaluado en 3, es entonces el residuo de
Schoenfeld para X; dado en la ecuacién (2.5.1). Y como los estimadores
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de los f3’s son tales que

dlog L(B)
9B;

los residuos de Schoenfeld deben sumar cero. Estos residuos también
tienen la propiedad de que, para muestras grandes, el valor esperado de
rpj; s cero, y son no correlacionados unos con otros.

=0

B

2.6. El Modelo de Riesgos Proporcionales de Cox para va-
riables dependientes del tiempo

En la practica es comiin que un estudio incluya ambos tipos de cova-
riables, tanto dependientes como independientes del tiempo. Por ejem-
plo, algunas variables como el género y edad (si hablamos de un periodo
menor a doce meses), no cambian con el tiempo y son recolectadas gene-
ralmente solamente una vez en un estudio. Existen otras variables que
pueden variar con el tiempo y frecuentemente se recolectan en diversos
puntos del tiempo. Es por esto que se ve la necesidad de modificar un
poco la funcién de verosimilitud (2.13), para poder admitir covariables
que varien con el tiempo. Algunos ejemplos de estas covariables son: el
tiempo en el empleo; donde se indica si un individuo contintia con em-
pleo. Estatus de fumador o niveles de obesidad al tiempo t.

De este modo, la verosimilitud parcial quedarfa entonces:

exp [Z?Zl BiTja) (t(i))}
ZleR(t(i)) €Xp [Z?ﬂ Bjmjl(t(i))}

L(B) = H

k
=1

_ exp [8'%;) (tp))]
i=1 ZleR(t<i)) exp [ﬁlle(t(i))]

(2.26)
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donde k es el ntmero de tiempos de falla distintos, R(t(;)) es el con-
junto de riesgo que contiene todas las personas en riesgo al tiempo &),
Xl(t(i)) = (flf'll(t(z’))’ xgl(t(i))), . ,SUpl(t(i)))/ denota las covariables obser-
vadas de la persona £ en el evento ordenado no censurado del tiempo
tay, y B = (B1,B2,...,Bp) denota los coeficientes desconocidos. Por
supuesto que para las variables que no varian con el tiempo sus valores
permanecen constantes en el tiempo. Por ejemplo, sea xq; la variable
asignada para el género de la persona k, entonces z1x(t) = 1,(0) = 1%
para toda t. Por lo tanto, en la practica la verosimilitud tiene combi-
naciones de covariables que dependen y que no dependen del tiempo.
La manera de estimar los coeficientes es muy parecida al método que se
usé en la seccién anterior, ademés de que los paquetes computacionales
como R, facilitan bastante el trabajo.

Existen dos tipos de covariables dependientes del tiempo: las primeras
son observadas repetidamente en diferentes puntos del tiempo previo a
la. ocurrencia del evento o al final del estudio o el tiempo de censura,
y las segundas son aquellas covariables que cambian con el tiempo de
acuerdo a una funciéon matemdtica y covariables que tienen diferentes
valores debido a diferentes factores o condiciones.




Capitulo 3

Aplicacion: datos de deudas

Los sistemas del credit scoring tradicionalmente buscan estimar la
probabilidad de que un individuo deje de pagar un cierto ntimero de
veces (previamente establecidas) encontrandolo en una situacion de de-
fault, es decir, de acuerdo a la definiciéon de malo previamente esta-
blecida. Sin embargo, utilizando el andlisis de supervivencia, serd mas
importante en qué momento del tiempo, el cliente tendra default.

Este tltimo capitulo tiene como finalidad describir el funcionamiento
de un credit scoring, utilizando el modelo de riesgos proporcionales de
Cox, y asi culminar con la integraciéon de los dos temas tratados en los
capitulos anteriores.

Se utiliz6 una base de 1,225 clientes de una entidad prestataria, esta
entidad, es en cierto modo ficticia puesto que los datos de los clientes
han sido modificados. Los datos contienen informacion sobre clientes que
adquirieron un préstamo personal sin garantia con un plazo fijo men-
sual de 36 meses. La base de datos se refiere a diversas caracteristicas de
clientes potenciales para la adquisicién de un préstamo, dichas caracte-
risticas, se describen a continuacion, enunciando el tipo de variable, ya
sea numérica o categodrica:

47
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No. | Caracteristica Tipo
1 T Edad del cliente Numérica
2 To Nuamero de hijos Numérica
3 T3 Numero de otros dependientes | Numérica
4 T4 Tiene teléfono en casa Categorica
5 5 Salario del conyuge Numérica
6 T6 Estatus del solicitante Categorica
7 7 Salario del solicitante Numérica
8 g Estatus residencial Categorica
9 g Valor de la casa Numérica
10 Z10 Balance de la hipéteca Numérica
11 11 Gastos en hipéteca o renta Numérica
12 T12 Gastos en deudas Numérica
13 T3 Gastos en ventas a plazos Numérica
14 T14 Gastos en tarjetas de crédito Numérica
15 T15 Término de la deuda Categorica
16 16 Indicador bueno/malo Categorica
17 T17 Tiempo al Default Numérica
18 1 Tiempo al pago temprano Numérica

Cabe mencionar que cuando se utiliza una base de datos de una en-
tidad prestataria, la cantidad de datos e informacién de variables que
se tiene es muy grande, con lo que los costos de procesamiento y verifi-
cacion requieren de software y equipo de gran capacidad. Esta cantidad
de datos ayuda a tener una mejor discriminacién y una seleccién mucho
maés exhaustiva de variables que ademads interactiian con otras, llegando
a una clasificaciéon ordinaria mucho mas predictiva por lo que la base que
se utiliza en este trabajo se ve muy limitada, sin embargo, a continuacién
se describe el bosquejo del desarrollo de una scorecard.
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3.1. Metodologia

Sea T el tiempo hasta caer en default o pago temprano. Sea T el
tiempo hasta el default, y de la misma forma, pero separadamente, se
define T5 el tiempo hasta el pago temprano. Asi, se aplicara el andlisis
de supervivencia de manera separada a cada una de estas variables T}
y T». Entonces, de acuerdo a Thomas (1999), el tiempo de vida de la
deuda se puede estimar como el min{T,T>}.

Se describird el comportamiento con el modelo de Cox, tomando en
cuenta primeramente la caracteristica de default como tiempo de falla.
Se hara el analisis estadistico pertinente como se describe en la parte de
andlisis de supervivencia.

El tratamiento de cada variable es distinto segin su tipo, ya sea nu-
mérica o categoérica, funcionaran como covariables en el modelo de Cox.
Seguido de esto, se creard la scorecard a través del riesgo que representen
las variables, puesto que, como es de esperarse, algunas tendrédn mayor
riesgo que otras.

3.2.  Analisis descriptivo de supervivencia

Para conocer mejor los datos con los que se trabajan y como buena
costumbre estadistica, se realiza un analisis descriptivo. Primeramente
se muestra una tabla en donde se describen cuatro tipos de variable en
la base de datos, y se especifica la tasa de aprobacién por cada caracte-
ristica:
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Total Malos (1) Buenos (0) Tasa de aprobacion
Default 508 133 375 4%
Early Repayment | 216 59 157 73%
Paid off 330 93 237 2%
Still open 171 38 133 8%
1225 323 902 4%

De donde es evidente que se llevé a cabo una buena segmentacién para la
mayoria de las caracteristicas, sin embargo, también cabe mencionar que
las proporciones para cada caracteristica con respecto a cada variable
varfan como se muestra en la siguiente tabla:

Total Tasa por caracteristica

Default 508 41 %

Early Repayment 216 18%

Paid off 330 27 %

Still open 171 14 %
1225

A continuacién se realiza un andlisis que permitird conocer cémo se
comportan los tiempos de falla y la censura de la base de datos de los
clientes que ya recibieron un préstamo. Para ello se ha utilizado R y la
paqueteria, OISurv.

En resumen para los tiempos de falla considerados como default se tiene
lo siguiente:

Call: survfit (formula = my.survd ~ 1)
records n.max n.start events *rmean
1225.000 1225.000 1225.000 508.000 27.730
*se (rmean) median 0.95LCL 0.95UCL

0.277 34.000 27.000 NA
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* restricted mean with upper limit =

36

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI  upper 95% CI

7 1216 1 0.999  0.000822 0.998 1

8 1195 1 0.998  0.001172 0.996 1

10 1139 1 0.997  0.001462 0.995 1

11 1109 5 0.993  0.002479 0.988 0.998
12 1074 16 0.978  0.004409 0.97 0.987
13 1034 10 0.969  0.005284 0.958 0.979
14 1003 29 0.941  0.007253 0.927 0.955
15 964 35 0.907  0.008998 0.889 0.924
16 921 35 0.872  0.010371 0.852 0.893
17 879 46 0.826  0.011811 0.804 0.85
18 832 40 0.787  0.012806 0.762 0.812
19 791 53 0.734  0.013844 0.707 0.762
20 737 53 0.681  0.014625 0.653 0.711
21 684 43 0.638  0.015093 0.609 0.669
22 641 36 0.603  0.015383 0.573 0.633
23 605 18 0.585  0.015495 0.555 0.616
24 587 24 0.561  0.015611 0.531 0.592
25 563 15 0.546  0.015664 0.516 0.577
26 548 10 0.536  0.015692 0.506 0.567
27 538 10 0.526  0.015713 0.496 0.558
28 528 7 0.519  0.015724 0.489 0.551
29 521 3 0.516  0.015728 0.486 0.548
30 518 4 0.512  0.015732 0.482 0.544
31 514 7 0.505  0.015737 0.475 0.537
32 507 1 0.504  0.015737 0.474 0.536
33 506 2 0.502  0.015738 0.472 0.534
34 504 3 0.499  0.015738 0.469 0.531

Call: survfit (formula = my.survpe ~ 1)
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records n.max n.start events *rmean
1225.000 1225.000 1225.000 216.000 31.452
*se (rmean) median 0.95LCL 0.95U0CL
0.282 NA NA NA
* restricted mean with upper limit = 36

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI  upper 95% CI

5 1225 1 0.999  0.000816 0.998 1

6 1224 8 0.993 0.00244 0.988 0.997
7 1216 20 0.976  0.004344 0.968 0.985
8 1195 26 0.955  0.005919 0.944 0.967
9 1168 29 0.931  0.007227 0.917 0.946
10 1139 29 0.908  0.008276 0.892 0.924
11 1109 30 0.883  0.009187 0.865 0.901
12 1074 24 0.863  0.009825 0.844 0.883
13 1034 21 0.846  0.010344 0.826 0.866
14 1003 10 0.837  0.010579 0.817 0.858
15 964 8 0.83 0.010772 0.81 0.852
16 921 7 0.824  0.010951 0.803 0.846
17 879 1 0.823  0.010979 0.802 0.845
18 832 1 0.822 0.01101 0.801 0.844
19 791 1 0.821  0.011045 0.8 0.843

Haciendo un anélisis por inspeccién de los 1225 clientes, y utilizando los
estimadores descritos en el capitulo anterior, se destaca la ocurrencia de
508 fallas y 717 censuras, es decir, 508 personas cayeron en default y el
resto se censuraron, también se tiene una mediana de 34 meses, la cual
se puede contrastar con la media que es de 27 meses y estd truncada
en t = 36 puesto que es el Gltimo tiempo que se toma en consideracion.
Asimismo, la variable pago temprano, arrojo 216 fallas, con una media
de 31 meses también truncada en ¢t = 36.
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Estimador de K-M para la variable default

Probabilidad de supervivencia

—  K-M estimador de supervivencia
o | -~~~ Intervalos de confianza

0 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo en meses

Figura 3.1: Estimador K-M para la variable default.

De inmediato se pueden contrastar también las graficas de la funcién
de supervivencia generadas por ambas variables, en donde el comporta-
miento, como era de esperarse, tiene mayores probabilidades de sobrevi-
vir al pago temprano que sobrevivir al default conforme pasa el tiempo,
es decir, que es més probable que una persona deje de pagar a que pague
antes de tiempo, coincidiendo con la media y mediana de los tiempos de
supervivencia antes mencionados (27 y 31 meses).

3.3. Tratamiento de las caracteristicas

Se estudiaron todas las caracteristicas y como ejemplo se revisara
el ingreso del solicitante con un pequeno resumen para evaluar la va-
riable y verificar impactos. Primero se observa la tabla con un resumen
descriptivo de la variable ingreso:
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Estimador de K-M para la variable default

N

Probabilidad de supervivencia

—— K-M estimador de supervivencia
_| ==~ Intervalos de confianza

0.2

Tiempo en meses

Figura 3.2: Estimador K-M para la variable pago temprano.

Resumen descriptivo

Media $21, 240
Mediana $19, 500
Varianza $252, 689, 428
Desviacién estdndar $15,896.21
Primer cuartil $9, 000
Tercer cuartil $30, 600
Minimo $0
Méximo $64, 800

De aqui se puede ver que la distribucién del ingreso de los solicitantes
estd entre 0 y 64,800, de donde ademaés se observa que la mitad de los
clientes tienen un ingreso que esta por debajo de los $19,500. También
se analiza que hay una gran cantidad de ceros en las solicitudes con lo
que se puede enviar una alerta de que el ingreso no se estd declarando,
o en su defecto, no se comprueba.
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Distribucion del Ingreso
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Figura 3.3: Histograma del ingreso

Frecuencia del Ingreso
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Figura 3.4: Frecuencia del ingreso
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3.4. Prediccion de Default

Como se mencioné en 3.1, las deudas que tengan un default, se con-
sideran como fallas mientras que el resto de las observaciones seran
censuradas. Del mismo modo, se consideran las variables en el modelo
de riesgos proporcionales de Cox (PH) bajo dos criterios:

1. Se estima qué deudas tienen default durante 36 meses (el tiempo
al default se considera a los 36 meses, pues a partir de aqui se
considera la deuda como irrecuperable.).

2. Se estiman las deudas que se siguen pagando después de 36 meses.

Una vez obtenidos los resultados del modelo de Cox, se puede ob-
servar el riesgo de caer en default, es decir, para cada cliente hay un
“puntaje”’ que refleja qué tan propenso es un cliente a dejar de pagar.
Con ello se definen puntos de corte para poder realizar una asignacién
justa para el criterio que cubra las necesidades de los prestatarios, y asi
definira una aprobacién o un rechazo sobre cada cliente de acuerdo a las
caracteristicas que presente al momento de realizar la solicitud.

Para verificar que la asignacién evalta a los clientes correctamente se
pueden producir curvas ROC y la estadistica de K-S para comparar el
desempeno de los modelos bajo los criterios que se acaban de mencionar,
puesto que es util para poder consolidar una buena discriminacién de
clientes buenos y malos de manera estadistica.

3.4.1. Modelo de Cox en datos de deuda

Utilizando los resultados del anélisis descriptivo, se tomaron en cuen-
ta todas las variables, tal y como se definié para la variable ingreso, asi
que para poder hacer una scorecard, se revisan los resultados del modelo
de riesgos proporcionales de Cox, que fueron calculados utilizando R.
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Se revisa el modelo con todas las covariables generadas, sin embargo, se
genera una optimizacién puesto que los resultados son poco adecuados;
se lleva a cabo un proceso de seleccién de variables con el criterio de
Akaike (AIC), de tal forma que R arroja los siguientes resultados:

> summary (coxph.fit)

Call:

coxph (formula = my.survd ~ x6 + x1 + x7 + x3 + x9 +
x10 + x14 + x13 + x12 + x11 + x2 +
x4 + x8 + x5)

n= 1225, number of events= 508

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>1z|)
xl  —2.064de — 03 9.979e —01 3.245e —03 —0.636 0.5249
2  —3.317e—01 7.177¢ —01 5.990e —02 —5.538 3.06e — 08 ***
3  —5.510e — 03 9.945¢ —01 2.107e —01 —0.026 0.9791
x4 1.875e¢ — 01 1.206e +00 1.549¢ —01 1.211 0.2261
b  —1.023e —05 1.000e+00 1.158¢ —05 —0.883 0.3770
z6  1.129¢ — 01 1.119e +00 1.452e —01 0.777 0.4370
7 —3.698¢ — 06 1.000e+ 00 3.778¢ —06 —0.979 0.3277
8 1.161e — 01 1.123e +00 1.531le—01 0.759 0.4480
9  —5.773e—06 1.000e+ 00 3.370e —06 —1.713 0.0867 .
10 —4.176e — 06 1.000e+ 00 3.393e —06 —1.231 0.2184
zll 1.252e — 05 1.000e +00 1.378¢ — 04 0.091 0.9276
x12  5.549e — 05 1.000e +00 3.720e — 05 1.492 0.1358
z13 2.607e — 04 1.000e +00 3.768¢ — 04 0.692 0.4890
zl14  9.205e — 05 1.000e +00 3.010e — 04 0.306 0.7598
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exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
x1  0.9979 1.0021 0.9916 1.0043
x2  0.7177 1.3934 0.6382 0.8071
x3  0.9945 1.0055 0.6581 1.5030
x4 1.2063 0.8290 0.8904 1.6342
x5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
x6 1.1195 0.8933 0.8422 1.4881
x7  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
x8  1.1231 0.8904 0.8320 1.5161
x9  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
x10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
x11 1.0000 1.0000 0.9997 1.0003
x12 1.0001 0.9999 1.0000 1.0001
x13  1.0003 0.9997 0.9995 1.0010
x14 1.0001 0.9999 0.9995 1.0007
Concordance= 0.602 (se 0.014 )

Rsquare= 0.053

Score

Step:

Call:

(logrank) test

(max possible= 0.996 )
Likelihood ratio test= 66.38 on 14 df, pP=8.649e-09
Wald test

AIC=6667.99
my.survd ~ x9 + x2

56.73 on 14 df, p=4.358e-07
59.24 on 14 df, p=1.593e-07

Df

<none>

-x9
- x2

AIC
6668.0
16673.3
1 6709.6

coxph (formula = my.survd ~ x9 + x2)

coef
x9 -6.14¢-06
x2 -3.42¢-01

exp(coef)

1.000
0.711

se(coef) z p
2.33e-06 -2.63 8.5e-03
5.72e-02 -5.97 2.3e-09
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Likelihood ratio test=59.2 on 2 df, p=1.38e-13 n= 1225,
number of events= 508

Utilizando esta informacion se redefine el modelo de Cox y se lleva a ca-
bo la regresion observando que todas las variables son estadisticamente
significativas:

Call:
coxph (formula = my.survd ~ x9 + x2)

n= 1225, number of events= 508

coef exp(coef)  se(coef) z Pr(>|z|)
x9 -6.137e-06 1.000e+00 2.332e-06 -2.631  0.00851 **
x2 -3.415e-01 7.107e-01  5.717e-02 -5.974 2.32e-09 ***

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
x9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
x2 0.7107 1.407 0.6354 0.795

Concordance= 0.596 (se = 0.013 )

Rsquare= 0.047 (max possible= 0.996 )

Likelihood ratio test= 59.22 on 2 df, p=1.379%e-13
Wald test = 49.41 on 2 df, p=1.87e-11

51.47 on 2 df, P=6.662e-12

Score (logrank) test

De aqui que las variables mas significativas son 29 y 22, las cuéles se
describen en la siguiente tabla:

Variable Descripcion exp(—coef)
x9 Saldo Hipotecario 1
x2 Numero de dependientes 1.407

Una vez realizado el modelo de riesgos proporcionales de Cox, se deben
hacer las pruebas residuos que se describieron en el capitulo anterior.
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Con estos resultados, se obtienen los riesgos asociados al default para
las variables de edad y nimero de dependientes, esta informacién es
muy 1util para predecir vy describir el comportamiento de los clientes
que cubren estas caracteristicas. Pues con esta informacion se podra
crear la tarjeta de puntaje (scorecard), pero antes se haran una prueba
de bondad de ajuste y se revisaran los residuos para corroborar que el
modelo es adecuado.

Se hace la prueba de riesgos proporcionales a través de la funcién
cox.zph de la paqueteria de supervivencia de R, de aqui, dado que el
p valor es grande para la prueba de riesgos proporcionales, de manera
individual y global por lo que es evidente que se sigue el supuesto de
riesgos proporcionales.

PH.test
rho chisq p
x9 -0.0109 0.0592 0.808
x2 0.0521 1.4872 0.223

GLOBAL NA 1.4885 0.475

Los principales residuos son los de Cox Snell se llevaron a cabo para el
modelo anterior. Y en efecto como podemos observar en la figura 3.5, los
residuales se ajustan a una linea de 45 grados, con lo que es notable el
buen ajuste del modelo. Asimismo, se revisaron los residuos de devianza
y Schoenfeld los cuales se incluyen en el apéndice.

3.5. Prediccién de pago temprano

Se puede considerar también la predicciéon de un pago temprano,
en cuyo caso se vuelve de interés puesto que la cantidad de intereses
generada por un cliente que realiza pagos prematuros, puede ser tan baja
que las ganancias podrian estarse mermando. En este caso, las deudas
que tienen un pago temprano, se consideran como fallas mientras que el
resto de las observaciones serdn censuradas.
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Figura 3.5: Residuos de Cox Snell para la variable Default.

1. Se estima qué deudas tienen pago temprano durante los primeros
doce meses, o un periodo considerable de tiempo.

2. Se estima qué deudas, se siguen pagando después de los doce me-
ses, y tendran pago temprano, durante los siguientes doce meses.

Se llevard a cabo el modelo de Cox y con éste se realizard una clasifi-
caciéon de buenos y malos a través de las covariables generadas con las
que se medira el riesgo al pago temprano. Para comparar la clasificacién
obtenida a través de los resultados del modelo de riesgos proporcionales
de Cox, se mide bajo los siguientes criterios:

1. El corte se elige en ambos modelos de tal forma que el ntimero
de malos predichos iguala al nimero actual de malos en alguna
muestra de retencion.

2. El nimero de malos y buenos correctamente clasificados por los
modelos en la muestra de retencién se comparan.

Se pueden producir curvas ROC para comparar el desempeno de los
modelos bajo los criterios que se acaban de mencionar.
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3.5.1. Elaboracién de la Scorecard y consideraciones de negocio

La creacion de la Scorecard es relativamente sencilla, una vez que

se realizo la clasificacién ordinaria con el modelo de Riesgos proporcio-
nales de Cox, puesto que ya se tienen proporciones de riesgo para cada
intervalo que afectaran de manera distinta al tiempo en que caeran en
default. Los valores simplemente son multiplicados por 100, se verifica
que clasifiquen de manera correcta entre clientes buenos y malos a tra-
vés de las curvas ROC y el KS, en nuestro ejemplo podremos ver que el
AUC es aproximadamente de 0.6, y el desempefio de nuestra agignacion
es regular.
Estas tarjetas sirven para generar estrategias que coadyuvan al desa-
rrollo de campanas y todo tipo de reglas que serdn implementadas por
un prestatario, definiendo los riesgos que estdn dispuestos a tomar, el
mercado al cual estaran dirigidos y decidir qué otras tarjetas de puntaje
pueden jugar en conjunto para poder realizar una estrategia de negocio
que lleve a la optimizacién del riesgo. Después de ello, las areas corres-
pondientes a producto y mercadotencia son las encargadas de terminar
la conclusién y cierre de los productos que se ofrecen.

Los siguientes pasos que hacen la consolidacién del ciclo del crédito
son revisar el credit scoring y ver que vaya funcionando acorde a lo es-
tablecido, y en caso de ser necesario, después de un periodo de dos afios
aproximadamente, segin el juicio de los expertos de las reglas de nego-
cios (que en realidad es el tiempo en que tarda en madurar un crédito),
se debe mantener o calibrar porque ademés la poblacién y los tipos de
crédito cambian continuamente.

Finalmente, el cierre del ciclo termina en las areas de cobranza, las
cuales también implementan estrategias de negocio y pueden utilizar
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Curva ROC para el tiempo al default
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Figura 3.6: Curva ROC para la medicion del desempenio de una Sco-
recard.

también credit scoring para mejorar estadisticamente sus estrategias.

3.6. Conclusiones

Una extensién que se menciona en este trabajo es el uso de una va-
riable de pago temprano, la cual se puede trabajar de la misma manera
que se trabajé el default, pero tomando en cuenta tinicamente un perio-
do de tiempo mas corto, podrian ser doce meses, puesto que para una
institucion de crédito importa el periodo en que se pagan intereses y, en
este caso, todos los pagos realizados durante los primeros doce meses se
consideran tiempos de falla y todo lo demés como datos censurados.

El modelo de Cox y las variables de tiempos de falla mejoran y dan
un enfoque que es poco usado por las instituciones crediticias, pero que
ha empezado a tomar relevancia, pues las areas de riesgo de crédito
siempre buscan la optimizacién y mejora de sus productos.
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Actualmente, las dreas de investigacion de los bancos e instituciones
de crédito en el mundo, estan desarrollando modelos de credit scoring
con el enfoque del anélisis de supervivencia que se describe en este tra-
bajo, puesto que se han percatado de la relevancia que tiene el tiempo
en que un cliente tarda en caer en default o, en su defecto, en hacer un
pago temprano, en lugar de sélo considerar la probabilidad de default.
Y aunque atn no se implementa en muchos lugares, por temas y com-
plicaciones de regulacién, es altamente probable que en poco tiempo se
adopte este enfoque.

En algunos paises como México es dificil tener acceso a datos de ti-
po longitudinal relacionados con créditos, por lo que no se pudo hacer
un andlisis més exhaustivo usando un caso real de nuestro pais. Un
ejercicio interesante serfa hacer una comparacién entre las scorecards
generadas a través de una regresién logistica y las generadas por el ané-
lisis de supervivencia como en Stepanova y Thomas (2002), de donde se
obtuvieron los datos para este trabajo. Stepanova y Thomas comprue-
ban que el desempefio de ambos modelos de score es muy parecido, con
la diferencia de que en el caso del analisis de supervivencia, el enfoque
es més explicativo en términos de la calificacion crediticia. Sin embargo,
la perspectiva de este trabajo es diferente y se cumplié con el objetivo
senialado en la introduccién, puesto que se realizé el bosquejo de la crea-
cién del credit scoring y su respectiva scorecard con el planteamiento

65



66 Comentarios finales

que ofrecen los modelos de supervivencia.

Es importante sefialar que con bases de datos como las que tienen las
instituciones bancarias, se puede hacer un estudio completo y mucho
mas refinado, puesto que la eleccién del universo de variables a trabajar
es mucho mas grande, lo cual seria mucho mas favorable para un credit
scoring que por su naturaleza se construye de manera estadistica.
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Apéndice A

Desarrollo en Ry diagndstico del
modelo

A.1. Cédigo y rutinas de R

Fl primer paso es cargar la base en R, a través de un archivo delimi-
tado por comas. Después se instala la paqueteris Olsurv que es la que
tiene todas las rutinas y funciones de supervivencia.

base<-read.csv ("Modelo_Ingreso_Cap3.csv",header=TRUE)
base<-read.table ("Modelo_NumHijos_Cap3.txt", header=TRUE)
attach (base)

install.packages ("OIsurv")
library (OIsurv)

Enseguida, se utiliza la funciéon Surv para definir los tiempos de falla y
de censura previamente establecidos, se hace la grafica de Kaplan Meier
v se imprime la media para su comparacién con la mediana del tiempo
al default.

my .survd<-Surv (base$STIEMP036, base$SSTATUS_D)
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default<-survfit (my.survd~1)

plot (default)

print (survfit (my.survd ~ 1), print.rmean=TRUE)
summary (default)

Se puede realizar la misma rutina para la variable de pago temprano.

my .survpe<-Surv (base$STIEMP0O36,base$SSTATUS_PE)
PE<-survfit (my.survpe~1)

plot (PE)

print (survfit (my.survpe ~ 1), print.rmean=TRUE)
summary (PE)

Se realiza un anélisis descriptivo de la variable ingreso, para definir la
construccién de los intervalos de frecuencia y as{ construir el histograma.

descriptivo<—-c (baseS$SDAINC)

summary (descriptivo)

descriptivo

hist (descriptivo, probability=TRUE, density=TRUE,
xlab="Ingreso", ylab="Probablidad", xlim=c(0,70000),
ylim=c (0, 0.00004), col="blue", main="Distribucion
del Ingreso")

hist (descriptivo, freg=T, xlab="Ingreso",
ylab="Probablidad", ylim=c(0,300), xlim=c(0,70000),
col="blue", main="Frecuencia del Ingreso")

Por ultimo se genera el modelo de riesgos proporcionales de Cox.

coxph.fit <- coxph(my.survd ~ x1 + x2 + x3 + x4 + x5,
method="breslow")
summary (coxph.fit)
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A.2. Diagnéstico del modelo

Se verifican los residuales para el modelo de riesgos proporcionales
de Cox, de tal forma que como con cualquier modelo de regresion, se
verd que el modelo es valido, y que los factores y prondsticos que se
hacen a través de este, son estadisticamente verdaderos.

Residuales de Cox-Snell

rc<—abs (base$STATUS_D — coxph.fitSresiduals)
km.rc<-survfit (Surv (rc,base$SSTATUS_D)~1)
summary.km.rc<-summary (km.rc)

rcu<-summary.km.rc $time

sSurv.rc<-summary.km.rc$surv

plot (rcu,-log(surv.rc), type="p",pch=".",
xlab="Residuales de Cox-Snell",ylab="Riesgo acumulado",
main="Cox-Snell")

abline (a=0,b=1)

Residuales de devianza

dresid <- resid(coxph.fit,type="deviance")
plot (dresid, pch=".", main="Residuales de devianza")
abline (h=0)

Residuales de Schoenfeld

plot (time[status==1],sch[,1],xlab="0rdered survival time",
ylab="Schoenfeld residual for KPS.PRE.") # time[status==1]

PH.test<-cox.zph (coxph.fit)

par (mfrow=c (3,2)); plot (PH.test, main="Residuales de Schoenfelc

summary (PH.test)
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Figura A.1: Residuales Cox-Snell.
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Figura A.2: Residuales Schoenfeld.
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Residuales de devianza
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Figura A.3: Residuales de devianza.
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