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Introduccion

La presente tesis trata sobre la arboricidad por vértices en graficas planas, es decir, cuantos
colores son suficientes para colorear los vértices de una grafica plana sin que haya ciclos de un solo
color. El concepto de arboricidad por vértices, nombrado originalmente arboricidad puntual, fue
definido por Chartrand, Kronk y Wall en [13], en donde los autores muestran que, para graficas
planas, la arboricidad es a lo mas tres y mencionan que cualquier contraejemplo al Teorema de los
cuatro colores [1, 2], en ese tiempo todavia una conjetura, tendria que tener cumplir esa cota. Aunque
el Teorema de los cuatro colores es cierto, existen ejemplos de graficas planas con arboricidad igual
a tres. El objetivo de esta tesis es estudiar el estado del arte sobre la arboricidad por vértices en
graficas planas, enfocidndonos principalmente en condiciones que garanticen que una grafica plana

tenga arboricidad a lo més dos.

Cabe destacar que la arboricidad por vértices cae dentro del area de descomposiciones de gréficas,
en donde se busca descomponer por partes ya sea el conjunto de vértices o el de las aristas de
tal forma que cada parte induzca una grafica con ciertas caracteristicas. Muchas veces a estas
descomposiciones se les llama también coloraciones, ya que se suele visualizar a los elementos de
cada parte pintados de determinado color y diferente a los de las deméas partes. El lector interesado
estd invitado a hojear el libro de Jensen y Toft [20] sobre problemas de coloraciones de graficas, asi
como literatura sobre descomposiciones similares a la arboricidad: descomposiciones relacionadas
a la k-degeneracion [21, 22, 28], descomposicién por trayectorias [7, 8, 23|, descomposicién en
subgréficas con el grado méaximo acotado [6, 9].

La tesis esta estructurada de la siguiente manera. En el primer capitulo se dan las definiciones
y resultados basicos utilizados a lo largo de toda la tesis. Mas precisamente, se definen y se dan
resultados generales de dos espacios vectoriales asociados a una multigrafica, el espacio de ciclos
y el espacio de cortes, los cuales serviran para demostrar, en el Capitulo 2, la Férmula de Euler
y més adelante, en el Capitulo 3, resultados relacionados con la grafica dual de una grafica plana.
Ademas, se define el concepto principal de esta tesis, la arboricidad por vértices, y se dan resultados

necesarios para el ultimo capitulo.

En el segundo capitulo, después de una breve mencién de los resultado topolégicos necesarios,



se da la definicién de grafica plana y se revisan los resultados basicos para trabajar con graficas
planas. Ademas se ve la relacion de los espacios vectoriales arriba mencionados de una gréfica plana
con respecto a los mismos espacios de su grafica dual, lo cual permite dar, en el Capitulo 3, una
caracterizacion de las graficas planas con arboricidad igual a dos. Al final de este capitulo se hace
una breve revisién del método de descarga, el cual serd4 una herramienta clave para los resultados
principales de esta tesis.

En el tercer y tltimo capitulo se da una demostracién de la cota mencionada arriba, para luego
pasar a estudiar, mediante el método de descarga, como la ausencia de ciclos de cierta longitud
implica que la arboricidad es a lo méas dos. Finalmente, se presenta una caracterizaciéon, demostrada

por Hakimi y Schmeichel [17] en 1989, de las graficas planas con arboricidad igual a dos.



Capitulo 1

Terminologia y resultados basicos

En este capitulo se dan las definiciones y los resultados basicos sobre graficas y multigraficas
que se utilizan a lo largo de la tesis. La primera seccién trata de resultados generales de graficas
y multigraficas. En la segunda seccién se abordan resultados sobre la conexidad y, principalmente,
sobre el espacio de ciclos y el espacio de cortes de una multigrafica. En la tercera parte se definine la
arboricidad por vértices de una gréfica, concepto principal de esta tesis, y se dan algunos resultados
generales con respecto a éste. En la ultima seccién se define qué significa que dos graficas sean
isomorfas y se dan algunos resultados al respecto, esto para justificar que en los proximos dos

capitulos no se distinga a una grafica planar de un encaje particular.

1.1. Graficas y multigraficas

Una grdfica simple G es un par ordenado (V(G), E(G)) donde V(G) es un conjunto finito no
vacio y E(G) es un conjunto de pares no ordenados de V(G). Los elementos de V(G) son los vértices
de la grafica G y los elementos de F(G) sus aristas. Si E(G) = 0, se dice que G es la grafica vacia.
Dada una arista e = {u, v}, se dice que u y v son adyacentes y que e incide en u y v. Si dos aristas
diferentes inciden en un mismo vértice, se dice que son incidentes. Dado v en V(G), la vecindad de
v, Ng(v), es el conjunto de vértices adyacentes a v y todo vértice u en Ng(v) se llama vecino de v.

El grado de un vértice v es la cardinalidad de su vecindad y se denota con dg(v).
Ejemplo 1.1.1. Sea G la grdfica simple dada por V(G) = {v1,v2,v3,v4} y E(G) = {{v1,v2},{v1,v3},
{v1,vs}, {v2,v3}, {va, va}, {v3,v4}} (véase Figura 1.1(a)).

Una multigrifica G es una tripleta (V(G), E(G),¢¢), con V(G) un conjunto finito no vacio,

E(G) un conjunto finito y 1 una funcion tal que

Y E(G) — P(V(G)) - {0}



(b) &

Figura 1.1: Ejemplos de grafica simple y multigréafica

donde P3(V(Q)) es el conjunto de subconjuntos con cardinalidad a lo mas 2 del conjunto V(G). Si
[Ya(e)] =1, con e en E(G), e es un lazo. Dado v en V(G), dg(v) = a + 2b donde b es el nimero
de lazos que inciden en v y a el nimero de aristas que inciden en él y no son un lazo. Un vértice
es un k-vértice si dg(v) = k. Anélogamente a una grafica, se define la vecindad de un vértice
de una multigrafica. Tomando la funcion identidad en el conjunto E(G), toda grafica simple es
una multigrafica con tripleta (V(G), E(G), Idg(q)). Si no se especifica méas concretamente, cuando

hablemos de una "gréfica", nos referiremos a una grafica simple.

Ejemplo 1.1.2. Sea G’ la multigrifica dada por V(G') = {v1,v2}, E(G') = {e1,ea,€3,e4} y con
funcion Yo, tal que Yar(er) = Yar(ea) = Yor(es) = {v1,va} y Yo (eq) = {1} (véase Figura
1.1(b)).

Una consecuencia de la definicién del grado de un vértice es que

Y da(v) =2|E(G)].

veV(G)

Dada una multigrafica G, el grado minimo de G es el menor de los grados de sus vértices y se le
denotara por 6(G). El grado mdzimo de G es el mayor de los grados de sus vértices y se le denotara
por A(G).

Una multigrafica H es subgrdfica de G si V(H) es subconjunto de V(G), E(H) es subconjunto
de E(G) v VG|, = Y- Dado S un subconjunto de V(G), la subgrdfica inducida por S, G[5],
es la subgrafica con conjunto de vértices S y todas las aristas de G entre vértices de S. Asi,
G — S = G[V(G) — S]. En caso de que S conste de un solo vértice v, se escribird G —v. Dado F
subconjunto de E(G), G[F] es la subgrafica que tiene por vértices los vértices en los que inciden las
aristas de F'y F(G[F]) = F. Una subgrafica H es generadora, si V(G) = V(H).

Dadas una multigrafica G y Hy, ..., Hy subgraficas de GG, definimos la unidn Ule H; como la
subgrafica H con V(H) = Ule V(H;) y Ule E(H;). Una descomposicion (por aristas) de una
multigrafica G, es una familia F de subgraficas ajenas por aristas de G, tales que E(F) # () para



toda FFe Fy
U EF) = E@G).
FeF
Sea G una multigréafica. Un camino C en G es una sucesion de vértices y aristas [vgejvies - - - exv]
tal que ¥ (e;) = {v;—1,v;}. La longitud del camino C es igual al nimero de aristas que contiene.
Si vy = vy, el camino es cerrado; en otro caso, el camino es abierto. Un paseo es un camino que no
repite aristas. Una trayectoria es un camino abierto que no repite vértices. Un ciclo es un camino
cerrado tal que los tnicos vértices que se repiten son el primero y el dltimo. Dada una grafica G
con al menos un ciclo, el cuello de G es la minima longitud de sus ciclos. Un ciclo C' es un k-ciclo
si la longitud de C' es igual a k.
Puesto que en una grafica G, entre cada par de vértices solo puede haber una arista, los caminos
pueden ser dados por una sucesiéon de vertices.
Una uv-trayectoria es una trayectoria que tiene por vértice inicial y final a v y v respectivamente.
En dicho caso, se dice que la trayectoria conecta a u con v. Dados A y B subconjuntos de V(G), una
trayectoria T' es una AB-trayectoria si existen un par de vértices u 'y v en A y B, respectivamente,
tales que T es una wv-trayectoria. Un bosque es una grafica sin ciclos. A un vértice v en V(G) tal
que dg(v) =1, se le llama hoja.

Proposicion 1.1.3. Sea G una multigrdfica. Si todos sus vértices tienen grado por lo menos dos,

entonces existe un ciclo C' en G.

Demostracion: Supdéngase que no es cierto. Sea T una trayectoria en G de longitud maxima.
Supoéngase que T = [vgejvies - - - exvg]. Como dg(v) > 2, existe un vértice u y una arista f tales
que Y (f) = {vg,u}, y como G no tiene ciclos se tiene que u # v; para toda 1 <4 < k. Definimos
T’ = [vgervies - - - epv fu] una trayectoria de longitud mayor a la de T, lo que contradice que T
fuera de longitud méaxima. Por lo tanto existe un ciclo C en G.

]

Corolario 1.1.4. Sea G un bosque con al menos una arista. Entonces G tiene al menos dos hojas.

Demostracion: Si 6(G) > 1, por la proposicion anterior G tendria un ciclo. Por lo tanto §(G) < 1.

Demostraremos por induccion sobre |V(G)| que G tiene al menos dos hojas. Si G tiene dos
vértices u y v, ambos tienen grado igual a 1. Supéngase que la hipotesis es cierta para todo bosque
G con a lo méas n vértices. Sea G un bosque con n + 1 vértices y sean v, ..., v,+1 sus vértices. Sin
pérdida de la generalidad, supongase que v, 11 es una hoja o un vértice aislado. Sea G’ = G — v, 11,
bosque con n vértices. Por hipotesis de inducciéon, G’ tiene dos hojas u; y us. Como el grado de

Un+1 €8 a lo més uno, solo puede ser adyacente a u; 6 a uy. Por lo tanto G tiene dos hojas.

[
Dada una grafica G, una k-coloracion de G es una funcion v : V(G) — {1,...,k}. Las clases
cromdticas de la coloracion son los conjuntos Vi, ..., Vi, donde V; = y~1(i). Si para toda clase



cromatica V;, G[V;] es vacia, la coloracion es propia. Al minimo natural r para el cual existe una
r-coloracion propia se le llama el nimero cromdtico de G. A éste se le denotara x(G).
Dada una grafica G, ésta es k-degenerada si para toda subgrafica H se tiene que 6(H) < k. De
lo anterior se tiene que, si G es k-degenerada, entonces 6(G) < k.
Sea G una grafica, definimos mad(G), el mdzimo grado medio (maximum average degree en
inglés), como
2|E(H)|

mad(G) = max { : H es subgrafica de G}
() V()| :

Lema 1.1.5. [18] Si G es una grdfica tal que mad(G) = q, entonces G es |q|-degenerada.

Demostracion: Supongase que no es cierto. Entonces existe H subgréfica de G tal que §(H) > |q].
Si g esta en Z™, entonces 6(H) > g+ 1 > q. Si q estd en Q — Z, entonces §(H) > [q] > g. Por lo

que

|‘§)|

5(H)

B o) . =

4= mad(G) 2 J50mT = v~ ) >4

Por lo tanto G es |g|-degenerada.

1.2. Conexidad y conjuntos de corte

1.2.1. Conexidad

Una multigrafica G es conexa si todo par de vértices esté conectado por una trayectoria. Una

grafica conexa sin ciclos es un drbol, mientras que una grafica sin ciclos se llama bosque.
Teorema 1.2.1. Sea G un drbol. Entonces |E(G)| = |V(G)| — 1.

Demostracion: Demostraremos el teorema por induccion en [V(G)|. Si |[V(G)| = 1, se tiene que
|E(G)| = 0. Supéngase que |E(G)| = |V (G)| —1 para todo arbol G con |V (G)| < n. Sea ahora G un
arbol con |V(G)| = n+ 1. Todo arbol es un bosque, por lo que G tiene una hoja v. Consideremos
ahora G — v. Sean uj,us € V(G) — {v} dos vértices. Entonces toda wjus-trayectoria T' en G,
no contiene a v pues éste tiene grado uno. Por lo tanto, G — v es conexa. Como evidentemente
G — v no tiene ciclos, entonces G — v es un arbol con |V(G — v)| = n. Por hipétesis de induccion,
|E(G —v)| =|V(G —v)| — 1. Por lo tanto |E(G)| = |[E(G —v)|+ 1= |V(G —v)| =|V(G)| — 1.
]
Una multigrafica G es k-coneza si para todo par de vértices u y v existen k uv-trayectorias que
tienen a u y v como Unicos vértices en comin, llamadas trayectorias internamente ajenas, es decir,

existen 717, ..., T} uv-trayectorias tales que V(T;) N V(T};) = {u, v} si ¢ # j. Al maximo namero de



trayectorias internamente ajenas entre dos vértices u y v se denotara por p(u,v). Las componentes
conezas de G son las subgraficas maximales bajo la propiedad de ser conexas y ¢(G) es el numero de
componentes conexas de G. Si para un vértice v se tiene que G — v tiene mas componentes conexas
que G, v es un vértice de corte. Un puente es una arista e tal que GG — e tiene mas componentes

conexas que G.
Corolario 1.2.2. Sea G un bosque. Entonces |[E(G)| < |V(G)| — 1.

Demostracion: Si G es un arbol, por el Teorema 1.2.1, se tiene la igualdad. Supéngase que G no es
conexa. Sean C1, ..., C, las componentes conexas de G. Sean vy, . . . , v, vérticesen V(Cy), ..., V(C,),
respectivamente. Definimos G’ como (V(G), E(G) U;_,{v1v:}). Entonces G’ es un arbol y G es una
subgrafica de G'. Por lo tanto |E(G)| < |[E(G")| = |V(G)| — 1.

(]

Proposicion 1.2.3. Sean G una multigrifica y e € E(G). Entonces, e es un puente si y sélo si e

no pertence a ningun ciclo.

Demostracion: Supéngase que e es un puente, entonces e no puede ser un lazo. Sean z,y € V(G)
tales que ¢¥g(e) = {z,y}. Como G — e tiene més componentes conexas, no puede existir una zy-
trayectoria T en G — e, y por lo tanto e no puede estar en un ciclo.

Ahora, supdngase que e no estd en ningun ciclo. Como no pertence a ningun ciclo, e no
puede ser un lazo, entonces existen x,y € V(G) diferentes, tales que ¥g(e) = {z,y}. Si G — ¢
no tuviera mas componentes conexas, existiria una zy- trayectoria T = [zejv; ...ery]. Entonces
C = [zejvy ... egyex] seria un ciclo en G. Por lo tanto G — e es tiene més componentes conexas y e
es un puente.

]

Dados dos vértices v, u no adyacentes de una multigrafica G, un uv-corte es un conjunto de
vértices S, tal que en G — S no existe ninguna uv-trayectoria. La cardinalidad minima de un wuwv-
corte se denota con c(u,v).

A continuacién presentamos el Teorema de Menger, un resultado clasico y de gran importancia
en Teoria de Gréficas. Sin embargo, debido a su extensiéon y a que su metodologia e ideas no son
relevantes para la presentacion de los resultados principales de esta tesis, no daremos la demostraciéon

de este teorema.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Menger, véase [4], p. 208) Sea G una multigrifica. Si u y v son

vértices distintos no adyacentes, entonces p(u,v) = c(u,v).

Dada una multigrafica k-conexa G, se tiene por el Teorema de Menger que, para todo par de
vértices no adyecentes u y v, c¢(u,v) > k, pues p(u,v) > k.
Una multigrafica conexa G es separable si existe una descomposicion de ella en dos subgraficas

conexas con un unico vértice en comin. A tal vértice se le llama wvértice de separacion y a la



descomposicion se le llama separacion de G. En otro caso se dice que la multigrafica G es no
separable.

Todo vértice de corte es un vértice de separaciéon, pero no todo vértice de separaciéon es un
vértice de corte. En el Ejemplo 1.1.2 (véase Figura 1.1(b)), la multigrafica G’ no tiene vértices de
corte y es 2-conexa. Pero el vértice v; es un vértice de separacion, por lo que G’ es separable. En
este ejemplo la multigrafica es separable por el lazo y, de hecho, los lazos son el tnico impedimento

para que una multigrafica 2-conexa sea no separable, lo cual veremos a continuacién.
Proposicion 1.2.5. Sea G multigrifica. Si G es 2-conezxa y separable, entonces G tiene un lazo.

Demostracion: Supongase que no es cierta la proposicion. Sea G una multigrafica 2-conexa,
separable y sin lazos. Sean G; y G las subgréficas de una separacion de G, y sea v el vértice
de separacion asociado. Como G no tiene lazos, |(Ng(v) — {v}) N V(G;)| > 0 para i = 1,2. Sean
v1 y vy vértices en V(G1) y en V(G3) respectivamente. Como G es 2-conexa, existen dos vqve-
trayectorias T'y T’ internamente ajenas. Si alguna de las dos no contuviera a v, existiria una arista
en E(G) incidente a un vértice de V(G1) y a uno de V(Gs2). Entonces existiria una arista que no
estd contenida ni en E(G1), ni en E(Gs2). Pero como E(G) = E(G1) U E(G3), entonces tenemos
que v estd en ambas trayectorias, lo que contradice que sean internamente ajenas. Por lo tanto,

|(Ng(v) — {v}) N V(G;)| = 0 para alguna 1 < ¢ < 2, por lo que v tiene al menos un lazo.

Siguiendo un razonamiento similar se puede probar el siguiente corolario.
Corolario 1.2.6. Todo vértice de separacion que no tenga lazos es un vértice de corte.
Dada una grafica G, un blogue es una subgrafica maximal bajo la propiedad de ser no separable.
Proposicion 1.2.7. (véase [4], p. 120) Sea G una multigrdfica. Entonces:
(a) Cualesquiera dos blogues tienen a lo mds un vértice en comin.
(b) Los bloques de G generan una descomposicion por aristas de G.
(¢) Todo ciclo estd contenido en un bloque.

Demostracion: (a) Supongase que existen bloques Bi, Bs que comparten al menos dos vértices.
Como un vértice junto con un lazo incidente a él es un bloque y B; y By tienen al menos dos
vértices, ni By ni By tiene lazos. Si V(G) = {v1,v2}, entonces Vi C Va, contradiccion a la definicion
de bloque. Por lo tanto, |V(B1)| > 2. Anélogamente, |V (Bz)| > 2. Entonces, como ambos son no
separables (graficas conexas y sin vértices de corte), sin lazos y con mas de tres vértices, By y Bs
son graficas 2-conexas. Sea B = B1 U By y sea v un vértice de B. Como By —v y Bs — v son conexas

y comparten por lo menos un vértice, se tiene que B — v es conexa. Entonces B no tiene vértices



de corte ni lazos, por lo que es no separable y contiene a By y a Bs, lo cual es una contradicciéon
con la maximalidad de By y Bs.
(b) Cada arista induce una subgrafica no separable, por lo que estd contenida en un bloque.
Debido a (a), cada arista esta en un solo bloque.
(¢) Un ciclo es una multigrafica no separable, por lo que tiene que estar contenido en un bloque.
]
Una multigrafica es bipartita si existe una particion Vi, Vs, de sus vértices tal que G[V;] tiene
por conjunto de aristas al conjunto vacio para ¢ = 1,2. Una caracterizacion de las multigraficas

bipartitas es la siguiente.

Proposicion 1.2.8. (véase [5], p. 12) Una multigrifica G es bipartita si y sélo si no tiene ciclos

de longitud impar.

Dada una multigrafica G, se le asocia una grafica bipartita B(G), llamada el drbol de blogues con
biparticion B, S, donde B es el conjunto de bloques de G y S el conjunto de vértices de separaciéon
en la grafica G y donde un vértice s € S es adyacente a un bloque B € B siy sblo si s € V(B).
Ahora, B(G) no puede tener ciclos, pues de existir un ciclo C, éste implicaria la existencia de un
ciclo que pasa por diferentes bloques de G, pero, por la Proposiciéon 1.2.7, todo ciclo esta contenido

en un bloque. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.
Lema 1.2.9. (véase [4], p. 120) Sea G una multigrifica conexa. Entonces B(G) es un drbol.

Una multigrafica G es euleriana si existe un paseo cerrado C' en G tal que E(C) = E(G). La

caracterizacién clésica de las multigréaficas eulerianas es la siguiente.

Teorema 1.2.10. (Teorema de Euler, véase [/], p. 88) Una multigrifica conexa G es euleriana

st y solo si todos los vértices tienen grado par.

Sin embargo, es de mayor interés para nosotros la siguiente caracterizacion, la cual nos permitira
relacionar el conjunto de aristas de una subgréfica euleriana de G con el espacio de ciclos de G,
del cual hablaremos en la dltima parte de esta seccion. Aunque el siguiente teorema es demostrado

para graficas en [12], la demostracion es exactamente la misma para multigraficas.

Teorema 1.2.11. (véase [12], p. 96) Una multigrifica conexa no vacia G es euleriana si y solo si

existe una descomposicion F = {G1,...,Gr} de G tal que G; es un ciclo para toda 1 <i < k.

Demostracion: Sea G euleriana. Demostraremos el teorema por induccion en m = |E(G)|. Para
m = 1,2,3 se cumple. Supongamos ahora que para toda m < k se cumple. Sea G una gréfica
euleriana con m = k + 1. Entonces, por el Teorema de Euler, todo vértice tiene grado par, por lo
que, por Proposicion 1.1.3, existe un ciclo C' en G. Si E(C) = E(G), entonces la descomposicion

trivial de F = {G} cumple. Supoéngase entonces que E(C') es subconjunto propio de E(G) y sea
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Figura 1.2: Contraccion de G’

G' = G—FE(C). Como a cada vértice se le quitan ya sean 2 aristas 6 un lazo, se tiene que dg/(v) = 2k
para algin entero k > 0. Entonces cada componente conexa de G’ es euleriana con menos de
k + 1 aristas. Por hip6tesis de induccion, para cada componente existe una descomposiciéon con la

condicion buscada. La unién de todas estas descomposiciones junto con {C'} dan la descomposicion

buscada.
Por otro lado, supongase que existe una descomposicion F = {G1,...,Gy} de G tal que G; es
un ciclo para toda i = 1,..., k. Entonces, para tédo vértice v, los lazos incidentes a v contribuyen

en 2 a su grado y, por cada arista e incidente a v que no es un lazo existe una ¢ tal que e esta en
E; y existe otra arista ¢’ en F; incidente a v. Esto implica que el grado de todo vértice es par, por
lo que G es una grafica par conexa y, por lo tanto, es euleriana.
[
Sea G una multigrafica. Una contraccion de G es una multigrafica H = (Q, E(G), ¥y ), donde
Q es el conjunto de partes de una particion de V(G) tal que para toda @ en Q, se tiene que G[Q]
es conexa y Yg(e) = {U,V} si Yg(e) = {u,v}, conuen U yvenV.

Ejemplo 1.2.12. La multigrifica H = (Q, E(G’), ¥ ) (véase figura 1.2), tomando G' la multigrd-
fica del Ejemplo 1.1.2 (véase figura 1.1(b)) y Q = {V(G')}, es una contraccion de G'.

1.2.2. Conjuntos de corte

Dados dos subconjuntos no vacios de vértices Vi, Vo C V(@) de una multigrafica G, E(Vy, Va) es
el conjunto de todas las aristas de G tales que un extremo esté en V; y el otro en V5. Un conjunto
de aristas F' es un corte si existe una particiéon no trivial de V(G) en dos conjuntos Vi, Vs tales que
F = E(V4,V3). Para un vértice v, E(v) = E({v}, V(G) — {v}) es un corte llamado el cociclo de v.

Un corte minimal es un corte no vacio que es minimal en cuanto a contencién.

Proposicion 1.2.13. Sea G una multigrifica conezxa. Entonces F = E(V1,V3) es un corte minimal

si y sélo si G[V4] y G[Va] son conexas.

11



Demostracion: Sea F = E(V1,V3) un corte minimal. Supoéngase que G[V;] no es conexa. Entonces
existe una componente conexa C' de G[V;] tal que Vi3 — V(C) # 0 y E(V(C),Va) # 0. Sea F' =
E(WV, —V(C),V2UV(C)). Entonces F’ es un subconjunto propio de F, lo que es una contradiccion
a que F' sea un corte minimal, por lo tanto, G[V;] es conexa. Analogamente, G[V5] es conexa.

Por otro lado, supoéngase que G[V1] y G[Va] son conexas. Si existiera un corte F/ = E(V;', V')
subconjunto propio de F, tal que G[Vi'] y G[V2'] son conexas, la V;’, V5’ particion de V(G) seria
diferente de V7, V5. Entonces existiria un par de vértices v, u tales que ambos estan en V; 6 ambos
en V, v estin en partes diferentes de la particion V;’, V5'. Sin pérdida de generalidad supéngase que
v,u € V1. Como G[V]] es conexa, existe una wv-trayectoria T en G[V;],por lo que T no contiene
aristas de F. Entonces T es una V;'Vy'-trayactoria, para la cual al menos una arista estd en F' y

por lo tanto en F', lo que es una contradiccién. Por lo tanto, F' es un corte minimal.

1.2.3. Espacio de ciclos y espacio de cortes

En esta seccion estudiaremos el espacio de ciclos y el espacio de cortes de una multigrafica.
Estos espacios junto con los resultados presentados aqui serviran para probar la Féormula de Euler,
férmula que es la base del método de descarga, asi como para dar una caracterizacién, en el Capitulo
3, de las graficas planas con arboricidad dos, caracterizacién que es uno de los objetivos principales
de esta tesis.

Dada una grafica G, se puede definir un espacio vectorial £(G) como el espacio dado por los
subconjuntos de F(G) con la diferencia simétrica como operacion sobre el campo finito Fo = {0, 1}.
Es decir, £(G) = P(E(QG)) y para cualesquiera Fy, Fy en E(G), Fi + Fo = F1AF,, 1F; = F1 y
0Fy = 0. Si E(G) = {e1,...,em}, entonces el conjunto {{e1},...,{en}} es un conjunto generador
de £(GQ) y como para todas ¢,j € {1,...,m} diferentes, los conjuntos {e;} y {e;} son ajenos, se
tiene que dim(E(G)) = m.

Dado F € £(G), puede tomarse a F como (A1,...,A\p), con A; € Fo para toda i € {1,...,m}
yAN=1sie esthen Fy A\ =0sinoestden F. Dados F, F' en E(G), con F = (A\,...,\p) ¥y
F'=(X\,...,\,), definimos el siguiente producto:

(F,F'y = XX
1=1

Como el campo es de caracteristica dos, (F, F') = 0 si y sélo si |F'N F’| es par (por lo que no es un
producto interior).
Dado F subespacio de £(G), definimos F+ = {F' € £(G) : (F,F') =0VF € F}.

Proposicién 1.2.14. Sea F subespacio de E(G). Entonces F* es subespacio de £(G) y dim(F) +
dim(F+) = dim(E(Q))
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Demostracion: Sea {Fi, ..., Fj} una base de F. Definimos la transformacion lineal
Fy
Fy,
con Ker(F) = FL. Entonces es F+ es subespacio de £(G). Por el teorema de la dimensién (ver

[16], p. 70), tenemos que
dim(F*+) 4+ dim(Im(F)) = m,

donde dim(Im(F)) = rang(F) = k = dim(F).
]
Definimos C(G) como el subespacio de £(G) generado por los conjuntos de aristas de los ciclos
de G. C(QG) es el espacio de ciclos de G, donde dim(C(Q)) es llamado el nimero ciclomdtico de G.
Analogamente se pueden definir £(G) para una multigrafica G (asi como el producto y los
diferentes subespacios arriba definidos).
Aunque todos los resultados de esta seccion tomados de [14] estan formulados y demostrados
para graficas, se pueden, como el autor menciona en p. 109, tomar las demostraciones sin cambio

alguno para multigréficas.

Proposicion 1.2.15. (véase [14], p. 24) Sea G una multigrifica y F un subconjunto de E(QG).

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) F esti en C(G).

(ii) F es una union disjunta (posiblemente vacia) de conjuntos de aristas de ciclos.
(#ii) Todos los vértices en la multigrifica H(F) = (V(QG), F,¥q|r) tienen grado par.

Demostracion: Para cualquier F € £(G), sea H(F) = (V(G), F, ¥¢|r)-

(i) implica (iii). Sea F' € C(G) y sea nc(F) el minimo nimero de ciclos necesarios para generar
F'. Demostraremos por induccién sobre ne(F') que todos los vértices en la multigrafica H(F') tienen
grado par. Si ng(F) = 0 6 no(F) = 1, claramente todos los vértices de H(F') tienen grado cero
6 dos por lo que se cumple (iii). Supongase que para toda F € C(G) con ng(F) < k se cumple
(iii). Sea F' € C(G) tal que nc(F) = k+ 1. Sean Cy,...,Cky1 ciclos en G que generan a F'y
sea F' = Cy + -+ + C. Por hipétesis de induccion, se tiene que todo vértice en H(F') tiene
grado par. Para todo vértice v € V(H(F)), si v ¢ V(Cry1), entonces dg(py(v) = dg(pry(v). Sea
v € V(H(F)) NV (Cky1)- Si Cry1 es un lazo, por la minimalidad del conjunto generador, se tiene
que dg(py(v) = dgpy(v) + 2. Supéngase que Cr11 no es un lazo. Ahora, las aristas de Ci41 que

inciden en v pueden 6 no estar en F’, pues Ci1 puede compartir aristas con algun otro C;, por lo
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Figura 1.3: D = D1 + D,

que dg(py(v) = dppy(v) +2 6 dgp)(v) = dg (V) 6 dgpy(v) = dgpy(v) — 2 dependiendo si no
comparten ninguna arista, comparte una o comparten dos. Por lo tanto todos los vértices de H(F)
tienen grado par.

(iii) implica (ii). Sea F € £(Q) tal que todos los vértices de H(F) tienen grado par. Demos-
traremos por induccion sobre |F| que F es la union disjunta de conjuntos de aristas de ciclos. Si
|F| =006 |F| =1 esto se cumple, pues F' es vacio o consta de un lazo. Supéngase que, para toda
F € £(G) tal que |F| < k y tal que todos lo vértices de H(F') tienen grado par, F' es la union
disjunta de conjuntos de aristas de ciclos. Sea F' € £(G) con |F| =k + 1 y tal que todos los vérti-
ces en la multigrafica H(F') tienen grado par. Como todos los vértices tienen grado par y F # 0,
por la Proposicion 1.1.3 existe un ciclo C' en H(F'). Entonces el conjunto F' = F — E(C) tiene a
lo mas k aristas, y para todo vértice v de la multigrafica H(F’) su grado es igual que en H(F)
6 dp(py(v) = dg(ry(v) — 2. Por hipétesis de inducciéon, F” es la unién disjunta de ciclos. Sean
Ci,...,C, estos ciclos. Como F' N E(C) = 0, entonces F = |J._, E(C;) U E(C), donde la union es
disjunta.

(1) implica (i). Se obtiene por definicion de C'(G).

]

Del inciso (ii) de la Proposicion 1.2.15 y del Teorema 1.2.11, se tiene que H, una subgrafica

conexa de G, es euleriana si y solo si E(H) € C(G).

Proposicion 1.2.16. (véase [14], p. 25) Junto con el conjunto vacio, el conjunto de cortes C*(G)
de una multigrifica G es un subespacio de E(G). Este subespacio estd generado por los cortes de la
forma E(v).

Demostracion: Sea C*(G) el conjunto que contiene a ) y a todos los cortes de G. Como D+D =)
y D+ 0 = D para todo D en C*(G), solo falta ver que D; + D5 estd en C*(G) para cualesquiera
dos cortes distintos Dy y Ds. Sean Vi, Vs y Uj, Us particiones de V(G) tales que Dy = (V1,15)
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y Do = (U1,Us). Sea D = Dy + Ds. D es el conjunto de aristas tales que estan en uno de los
cortes y no en el otro (figura 1.3). Sea e € D, entonces e estd en D7 y no estd en Dy o esta en
D5 y no estd en D;. Supbngase que e esta en Dy y no estd en Dy. Entonces e esta en G[Uy] 6
en G[Us]. Por lo tanto e estd en E(Vy NUy,VaNU;p) 6 en E(Vy N Us, Vo NUsz). Andlogamente, si
e estd en Do, se tiene que e estd en E(Vy NU, Vi NUsz) 6 en E(Vo N Uy, Vo NUs). Por lo tanto
D=(VinUx)u (VonUy), (Vi NU;) U (VoanUs)). Entonces D esta en C*(G).

Sea D = (V1,V2) un corte. Definimos

D':= " E(v).

veVy

Toda arista e en D tiene un extremo en Vj y otro en V5, por lo que hay un tnico v en V; tal que e

estd F(v). Por lo tanto, e estd en D’. Si una arista e esta en D', implica que solamente uno de sus
extremos incide en V7, por lo que el otro tiene que incidir en V5. Por lo tanto D = D’.

]

Al espacio C*(G) se le llama el espacio de cortes o el espacio de cociclos de G. El siguiente lema

da una caracterizacion del espacio de cortes analoga al inciso (ii) de la Proposiciéon 1.2.15. Estas

dos caracterizaciones seran de gran utilidad en los proximos capitulos.

Lema 1.2.17. (véase [14], p. 25) Sea G una multigrifica coneza. Entonces C*(G) estd generado

por los cortes minimales y todo elemento en F de C*(G) es la unidn ajena de cortes minimales.

Demostracion: Sea F' = E(V1,V,) un corte. Supongase que F' no es un corte minimal. Como G
es conexa y V; # () para i = 1,2, se tiene que F # (). Sea C' una componente conexa de G[V;] y
sean D1, ..., Dy componentes conexas de G—V(C) con k > 1 (Figura 1.4). Nétese que V(D;) C Vs
para toda 1 <i < k. Sea G; =G — V(D;) para toda i € {1,...,k}. Para cada i, G; es conexa, por
lo que, por la Proposicion 1.2.13 E(V(C),V(D;)) = E(V(D;),V(G;)) es un corte minimal. Como

estos conjuntos son ajenos, tenemos que

k k
E(V(C), Vo) = [JE(V(C),V(Di) = Y E(V(C),V(Dy)).
i=1 i=1
Si C1,...,C, son las componentes conexas de G[V1], tenemos que E(V(C;), V2) es la unién ajena

de cortes minimales para toda i en {1,...,7}. Como E(V(C}), Va),..., E(V(C,), V) son ajenos, se

tiene que
r k

E(Vi, Vo) = | J E(V(Ci), Vo) = Y E(V(C3), Va).

i=1 i=1
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Figura 1.4: Multigrafica G y las componentes conexas de G — V(C)

Teorema 1.2.18. (véase [5], p. 14) Sea S subconjunto de E(G). Entonces S esta en C*(G) si y
solo si |S N C| es par para todo C en C(QG).

Demostracion: Sea S € C*(G). Por la Proposicién 1.2.15 solo es necesario mostrar que |S N C|
para todo conjunto C' € C(G) de aristas de un ciclo. Si S = {, se tiene que |S N C| = 0 para todo
ciclo C en G. Supéngase que S # 0.

Supongase que S esta en C*(G). Por la definicion de C*(G) S no contiene lazos y por la

Proposicion 1.2.16, se tiene que existen vy, ..., v, € V(G) tales que
k
S=> E()
i=1
Entonces

(E(vi),C)

k
=1

k
(S,0) = <Z E(vi>,0> =

para todo conjunto C' € C(G) de aristas de un ciclo. Ahora, (E(v;),C) = 0 para toda i € {1,...,k}

y para todo conjunto C' € C(G) de aristas de un ciclo, pues por definiciéon E(v;) no contiene lazos

i

y las aristas de C no inciden en v; 6 solamente dos inciden en él. Entonces (S,C) = 0 y por la
definicion del producto se tiene que |S N C| es par.

Por otro lado, sea S C F(G) — {0} y supongase que |SNC| es par para todo C en C(G). Sea K
una componente conexa de G —.S. Como un lazo es un ciclo de longitud uno, S no puede contener
ninguno. Si existiera una arista e € E(G[V(K)]) NS, entonces e = {u, v} para algin par de vértices
diferentes. Como K es conexa existe una vu-trayectoria P en K. Entonces, P U {e} es un ciclo tal
que |SN(PU{e})| = 1. Por lo tanto E(G[V(K)]) NS = @ para toda componente conexa K de
G —Sy G- S no es conexa. Sean K1,..., K, las componentes conexas de G — S, donde r > 2.
Sea Q@ = {V(K1),...,V(K,)}. Definimos G’ = (Q,S,¢¢), donde ¢er(e) = {V(K;), V(K,)} siy
solo si Yg(e) = {v;, v} con v; € V(K;) y v; € V(K;). Probaremos que G’ es una multigrafica
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bipartita. Si G’ no tiene ciclos, claramente es bipartita. Supongase que G’ tiene al menos un ciclo
y sea C' = [vge1vy -+ - vg_1€,vx] un ciclo en G’'. Como cada v; es un conjunto de vértices de una
componente conexa K; en G — S para alguna 1 < j < r y S no tiene lazos, para cada v;, con
1 < i < k, existe una trayectoria 7; en la correspondiente componente conexa la cual conecta
los extremos de las aristas e; y e;11, donde ex11 = e;. Entonces existe un ciclo C' en G tal que
C'=C'"nS = CnNS. Entonces, por hipotesis, C’ tiene longitud par. Por lo que G’ es bipartita.
Sea V{, V4 la particion de V(G') y, para i = 1,2, sea

vi= | V(K.
v;eVy
Entonces S = E(V1,V2) € C*(G).
[

Ahora podemos ver cudl es la relacion entre C(G) y C*(G) y como se determinan el uno al otro.

Teorema 1.2.19. (véase [14], p. 26) Sea G una multigrifica. Entonces C(G) = C*(G) y C*(G) =
CH(G).

Demostracion: Como consecuencia del Teorema 1.2.18, tenemos que S € C*(G) si y solo si
(S,C) = 0 para todo C € C(G), por lo tanto se tiene que C*(G) = C(G) y que C(G) es
subconjunto de C**(@). Por la Proposicién 1.2.15, si F subconjunto de E(G) no esta en C(G),
entonces existe un vértice v tal que un ntimero impar de aristas de F' inciden en él. Por lo tanto
(E(v), F) = 1. Entonces, como E(v) estd en C*(G), F no esta en C*+(G). Por lo tanto, C**(G) C
C(G).

[
Teorema 1.2.20. (véase [5], p. 19) Sea G una multigrifica. Entonces dim(C*(G)) = |V (G)|—¢(G).

Demostracion: Sean Gi,...,Gy las componentes conexas de G. Sean vy,..., Vg, Vg1, ..., Uy 108
vértices de G. Sin pérdida de generalidad, supongase que v; € V(G;) para toda i € {1,...,k}.
Sea B = {vk41,...,Vn} y definimos B = {E(vi41),. .., E(v,)}. Mostraremos que B es una base de

C*(G). Por contradiccién, supongase que existen escalares a4, ..., a, no todos cero tales que

n

Z OéiE(’Ui) = @

i=k+1

Sea T el subconjunto de B formado por todos los vértices v; tales que a; # 0,7 € {k+1,k+2,...,n.
Como, para todo v € B, v esta en algin V(G;) junto con v; y G; es conexa, se tiene que dg(v) > 0.
Por lo tanto F(v) # () para todo v en B. Sean T4, ..., T} subconjuntos de T, donde T; = TNV (G;).
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Entonces
n

0= Y aBw) =3 B@) =Y B@)++ 3 E@)

i=k+1 veT veTy veT),

Ahora, si para alguna i € {1,...,k}

> E)#0,

veT;

existiria e € E(G) tal que e € E(v) y e € E(u) conv € T; y u € Tj, i # j, pues la suma total de los

cociclos de los vértices de T es igual a (). Entonces existiria una arista entre G; y G; componentes

Z E(w) =10

veT;

conexas diferentes. Por lo tanto

para toda 1 <4 < k. Sin pérdida de generalidad, supéngase que T # (. Entonces G[T}] es subgrafica
de G1. Si Ty # V(G1), entonces

0# > E()=E(T,V(G)-Th)

veTy

pues G; es conexa. Por lo tanto T3 = V(G), lo que implica que V(G1) es subconjunto de B, lo
cual es una contradiccién pues, por construccién, v; no estd en B. Por lo tanto, B es un conjunto

linealmente independiente. Como

E(v;) = B{u},V(Gi) —{v}) = Equ}, BNV(G) = Y E(v),

vEBNV(G;)

se tiene que B genera todos los cortes y, por lo tanto, es base de C*(G). Por lo que dim(C*(G)) =
1B] = [V(G)| = ¢(G).

]
Corolario 1.2.21. (véase [5], p. 19) Sea G una multigrifica. Entonces dim(C(G)) = |E(G)| —
[V(G)| + ¢(G).
Demostracion: Por la Proposicion 1.2.14 y el Teorema 1.2.19 tenemos que
[E(G)| = dim(C(G)) + dim(C*(G))
y del Teorema 1.2.20 se obtiene que
dim(C(G)) = |[E(G)| = [V(G)| + ¢(G).
]
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1.3. Arboricidad

En esta seccidon definiremos la arboricidad por vértices de una grafica, concepto llamado ori-
ginalmente "arboricidad puntual” por Chartrand, Kronk y Wall [13]. En este articulo los autores
demostraron que la arboricidad de una gréfica plana es a lo mas tres. En 1969, Chartrand y Kronk
[11], muestran una grafica plana que alcanza tal cota. El objetivo de esta tesis es presentar los re-
sultados que hay a la fecha sobre graficas planas con arboricidad a lo méas dos. Antes de hacer esto,
daremos en esta seccion algunos resultados necesarios sobre la arboricidad en gréficas en general.

Dada una grafica G, la arboricidad (por vértices) de G se define como el minimo natural r tal que
existe una descomposicion V(G) = ViUV, - - -UV,., donde G[V;] es aciclica para todad € {1,2,...,7}.
Esto es equivalente a que exista una r-coloracion aciclica, es decir, una r-coloracion tal que las clases
cromaticas induzcan subgraficas aciclicas. Se denotaré con a(G) la arboricidad de G. Hay que decir
que generalmente se entiende por coloracién aciclica una coloracién propia tal que no hay ciclos
bicrométicos. Como toda gréfica aciclica es bipartita y todas las clases cromaticas de una coloraciéon
propia generan graficas vacias, se tiene que a(G) < x(G) < 2a(G) [13]. Para toda subgréfica H,

una coloracion aciclica v de G da una coloracion aciclica v de H, por lo que a(H) < a(G).

Lema 1.3.1. Sea G una grifica y sean C1,...,C, sus componentes conexas. Entonces a(G) =

(252 a(Co)}.

Demostracion: Para cada compnente conexa C;, con 1 < i <r, sea Bi,..., B;(Ci) una particiéon
de V(C;) dada por una a(Cj)-coloracion aciclica. Sea k = 272 {a(Cy)}. Definimos By, ..., By
particion de V(G), donde B; = J_, Bi y B} = 0 si j > a(C;). Para cada 1 < j < k, G[B;] es
aciclica, pues cada G [B;] es aciclica y, de existir un ciclo, éste tendria que pasar por al menos dos
componentes diferentes. Por lo tanto a(G) < 272 {a(C;)}. Como la arboricidad de una subgrafica

de G es menor o igual a la de G, se tiene que lmé" {a(C})} < a(@G) y, por lo tanto, a(G) =

| <i<r
2 {a(C)).

Lema 1.3.2. Sea G una grifica y sean By, ..., By sus bloques. Entonces a(G) = 1??21@ {a(B))}.

Demostracion: Demostraremos el lema por induccién sobre el nimero de bloques de GG. Si GG consta
de un sélo bloque no hay nada que probar. Supdéngase que el lema es cierto para toda grafica G con
a lo mas k bloques. Sea G grafica con k + 1 bloques. Si G no es conexa, cada componente conexa
tiene menos de k£ 4+ 1 bloques. Por hipétesis de induccién, para cada componente C se cumple
que su arboricidad es igual al maximo de las arboricidades de sus bloques. Por el lema anterior
se tiene que la arboricidad de G es igual a la mayor de las arboricidades de sus componentes,
que es igual a la mayor de las arboricidades de sus bloques. Supéngase que G es conexa. Sean

Bi, ..., Bg, Br+1 sus bloques y sin pérdida de generalidad, supéngase que Bjyi es una hoja en
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k

U V(Bi)
i=1
induccion, a(G') = | 27%, {a(B;)}. Hay dos posibilidades: a(G’) < a(By41) 0 a(Bg+1) < a(G’). Sean
~v1 v 72 coloraciones aciclicas de G’ y By, respectivamente. Sea v el vértice de corte en Byq.

el arbol de bloques de G. Definimos G’ = G grafica con k bloques. Por hipoétesis de

Supoéngase que 1 (v) =i y y2(v) = j. Definimos

u) = 71 (u) st ue V(&)
v(u) { oji(12(u)) si uw€ V(Bgs1)

donde oj; es la permutacion de j con i en Spaxqi,;3 grupo de permutaciones. Sin importar si 7 < j
o0 i > j, se obtiene una coloracién aciclica con el maximo de las dos arboricidades. Como toda
coloracion aciclica de G tiene que ser una coloracion aciclica para toda subgrafica de G, no puede

haber otra coloracién con menos colores.

De los dos lemas anteriores se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. [13] Sea G una grifica. Si C1,...,C, son sus componentes conexas y By, ..., By

sus bloques, entonces a(G) = 1??2{(1(01')} = 1??§k {a(Bi)}-

El siguiente lema muestra la relacion entre la k-degeneracion de una gréfica y su arboricidad.
Después de que demos una cota para el grado minimo de una gréfica plana, este lema nos permitira
dar una demostracién de la cota para la arboricidad de una grafica plana.

Lema 1.3.4. [25] Sea k > 1 un entero. Si G es k-degenerada entonces a(G) < [EEL].

Demostracion: Demostraremos el lema por induccion sobre |V (G)|. Si |[V(G)| = 1 se tiene que
a(G) < [EEL]. Supéngase que a(G) < [EfE] para toda grafica G con |V(G)| < n. Sea G una
grafica k-degenerada con |V (G)| =n+ 1. Sea v € V(G) tal que §(G) = dg(v) <k.Sea G' =G —v
grafica k-degenerada de orden n. Por hipétesis de induccion a(G') < [EEL]. Si a(G') < [HH]
tomese la particion de V(G’) en a(G’) partes e inclayase el conjunto {v}, con lo cual se tiene una
a(G') + 1 particién de V(G) con las condiciones buscadas, por lo que a(G) < a(G') +1 < [E£2].
Supéngase ahora que a(G’) = [2EL]. Sea A4, ..., A(%W una particion de V(G’) tal que G'[4;] es
aciclica para toda i € {1,...,[Ef2]}. Si |[4; N Ng(v)| > 2 para toda i € {1,..., [5L]} entonces
de(v) > 2[5 > k + 1. Por lo tanto, existe ¢ € {1,...,a(G")} tal que |A; N Ng(v)| < 1, por lo
que agregar v en esa particiéon no genera un ciclo en la correspondiente subgréfica inducida. Por lo
tanto a(G) < [E£2].
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1.4. Graficas isomorfas

En esta seccion damos algunos resultados sobre isomorfismos de gréficas, esto con el objetivo de
justificar que, en los resultados que presentaremos sobre graficas planas, aunque la demostracion se
base en un encaje particular, el resultado no depende del encaje.

Dos multigraficas G y H son isomorfas si existen dos funciones biyectivas

0:V(G) — V(H)

9 E(G) — E(H)

tales que Y (e) = {u,v} siy solo si Yy (d(e)) = {0(u),0(v)}. En tal caso se escribird G = H. De la

definicién de isomorfismo es facil ver que se cumple la siguiente proposicién.
Proposicion 1.4.1. Sean G y H dos multigrificas tales que G = H. Entonces:
(a) da(v) =dg(0(v)) para todo v € V(G). En particular A(G) = A(H) y 6(G) = 0(H).

(b) C = [vgervy - - - exvg] es un camino (una trayectoria, un ciclo) siy sdlo si C' = [0(vg)9(e1)0(vy)

es un camino (una trayectoria, un ciclo).
(c) V(@) =|V(H)| y |E(G)| = |E(H)].

(d) x(G) = x(H).

Corolario 1.4.2. Sean G y H dos multigrificas tales que G = H. Entonces G es conexa si y sélo

st H es conexa.

Demostracion: Por la Proposicion 1.4.1, T es una uv-trayectoria si y solo si 7" es una 6(u)d(v)-

trayectoria.

|
Corolario 1.4.3. Sean G y H dos multigrificas tales que G = H. Entonces a(G) = a(H).
Demostracion: Sea V(G) = Vi, ..., V, () una descomposicion tal que G[V;] es aciclica para toda

ie{l,...,a(@)}. Si H[#(V;)] tiene un ciclo C’ para alguna i € {1,...,a(G)}, entonces seria de la
forma [0(vo)¥(e1)0(v1) - - - ¥(ex)0(vy)] para algunos vy, ...,v; € V(G) y para algunas ej,...,e; €
E(G). Por el inciso (b) de la Proposicion 1.4.1, C' = [vgeyvy - - - exvg] seria un ciclo. Por lo tanto
H[O(V;)] es aciclica para toda i € {1,...,a(G)}, por lo que a(H) < a(G). Anélogamente a(G) <
a(H) y, por lo tanto, a(G) = a(H).
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Lema 1.4.4. Sean G y H dos multigrificas tales que G = H. Entonces U : £(G) — E(H), con
I(F) = {0(e)}eer, es un isomorfismo.

Demostracion: Como |E(G)| = |E(H)|, se tiene que dim(E(G)) = dim(E(H)) y como I(F) = ()
implica que F' = (), se tiene que, si U es una transformacion lineal, Y es un isomorfismo (véase
[16], p.71). Como el campo es Fy, solamente se necesita ver que abre sumas. Sean Fi, Fy € £(G).
Sieec Fi + Fy, entonces e ¢ Fi ye € Fo 6 e ¢ Fo ye € Fi, por lo que 9(e) ¢ O(F1) y
d(e) € O(F1) 6 9(e) ¢ U(Fs) y U(e) € D(Fy). En cualquier caso 9(e) € J(F)) + 9(Fy), por lo que
D(Fy + Fy) C O(Fy) + 0(F,). Ahora, sea ¢/ € J(Fy) + (Fy), entonces € € J(Fy) 6 € € J(F).
Como ¥ es biyectiva, existe e € Fy 6 e € Fy, tal que J(e) = €/, por lo que e € F; + F». Entonces
d(e) = ¢ € I(Fi+Fy), por lo que O(Fy)+0(F,) € 9(F1+F). Porlo tanto 9(Fy+Fy) = O(Fy)+0(F»)
y ¥ es un isomorfismo.

[

Corolario 1.4.5. Sean G y H dos multigrificas tales que G = H. Entonces C € C(G) si y sdlo si

J(C) e C(H).
Demostracion: Por la Proposicion 1.2.15, sélo es necesario considerar conjuntos de aristas de
ciclos. Por el inciso (b) de la Proposicion 1.4.1, C es el conjunto de aristas de un ciclo si y sélo si
J(C) es el conjunto de aristas de un ciclo.

]

Proposicion 1.4.6. Sean G y H dos multigrdficas tales que G = H. Entonces F' € C*(Q) si y sdlo
si )(F) € C*(H).

Demostracion: Por el Lema 1.2.16 y el Lema 1.4.4, s6lo es necesario considerar cortes de la forma
E(v) para algtn vértice v. Demostraremos que J(E(v)) = E(A(v)). Sea e € E(v), entonces existe
u € V(G) — {v} tal que ¥¢ = {v,u}, y como G = H, se tiene que Yg(¥(e)) = {0(v),0(u)}.
Por lo tanto 9(e) € E((v)), lo que implica que J(E(v)) C E(#(v)). Ahora, sea ¢’ € E(6(v)).
Entonces existe v/ € V(H), tal que yy(e’) = {0(v),uv'}. Como 6 y 9 son biyectivas, existe un
tnico u € V(G)
Y (e') =vu(d(e)) = {0(v),0(u)}, lo que implica que g = {v,u}. Entonces, e € E(v), por lo que
I(E(v)) C E(0(v)).

tal que #(u) = v’ y existe una tnica e € E(G) tal que d(e) = ¢’. Por lo tanto
)

Como consecuencia del Corolario 1.4.5 y la Proposicién 1.4.6 se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4.7. Sean G y H multigrificas. Si G = H, entonces C(G) es isomorfo a C(H) y C*(Q)

es isomorfo a C*(H).
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Capitulo 2

Graficas planas

En este capitulo se revisan los resultados concernientes a graficas planas, necesarios para el
estudio de la arboricidad en el préoximo capitulo. Una gréafica plana es una grafica que se puede
dibujar en el plano de tal forma que las aristas sélo se intersequen en los vértices. La definicién
precisa de lo anterior involucra necesariamente a la topologia de R2. La siguiente seccién contiene
definiciones y resultados de topologia necesarios para el tratamiento de graficas planas. Como estos
caen fuera de la Teoria de Gréficas, los enunciaremos mas no daremos prueba alguna de ellos. En
la segunda seccién se da la definicién formal de grafica plana, asi como la de gréfica dual. Una vez
que se dan algunos resultados bésicos se pasa a estudiar la relacién entre el escpacio de ciclos y el
espacio de cortes de una grafica plana y el espacio de ciclos y el espacio de cortes de su dual. De esta
relacion deduciremos la Formula de Euler. En la dltima seccion se hace una revisiéon del método de

descarga, método que juega un papel fundamental en el préximo capitulo.

2.1. Prerrequisitos topolégicos

Un espacio topoloégico X es inconezo si existen conjuntos abiertos ajenos no vacios U; y Us en
X, tales que X = U; U Us. Se dice que X es conexo si no es inconexo. Dado un espacio topologico
X, sus componentes conexas son sus subespacios conexos maximales en cuanto a contencién.

Dado un espacio topolégico X y U C X, la cerradura de U se denotara con U. Una curva simple
C en X es la imagen de una funcion f : [0,1] — X continua e inyectiva. Se dice que la curva
C = £([0,1]) conecta a sus extremos f(0) y f(1). Una curva cerrada simple C es la imagen de una
funcion f : [0,1] — X continua tal que f(0) = f(1) y la restriccion de f a (0, 1) es inyectiva. Dada
una curva C'y su funcién f, el interior de la curva es el conjunto f((0,1)) y se denota por C. Un
espacio topologico X es conectable por trayectorias si, para cualesquiera dos puntos en X, existe

una curva simple C' que los conecta.
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Una base local de vecindades de un punto x € X es una familia B, de vecindades de x tal que
para toda vecindad U de z existe una vecindad V € B, tal que V C U.

Un espacio topolégico es localmente conectable por trayectorias si cada punto x € X tiene una
base local formada por vecindades conectables por trayectorias.

Un conjunto C separa a X si X —C no es conectable por trayectorias. Las componentes conectable
por trayectorias o regiones de X — C son las clases de equivalencia de la relaciéon definida de la
siguiente manera: dos puntos v y v de X — C' estan relacionados si existe una curva simple que los

conecte.
Proposicion 2.1.1. (véase [24], p. 158) Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes
= X es localmente conectable por trayectorias.
= Para todo abierto U C X, las componentes conectables por trayectorias de U son abiertas.

Teorema 2.1.2. (Teorema de la curva de Jordan, véase [24], p. 360) Toda curva simple

cerrada C en el plano lo divide en exactamente dos regiones. Ambas regiones tienen por frontera a

C.

Dada una curva simple cerrada C en el plano, a la region no acotada, denotada por ext(C), le
llamaremos region exterior; y a la acotada, denotada por int(C), le llamaremos region interior.
Una curva simple f en R™ es poligonal si existen z1,...,z, € (0,1) tales que f([z;, z;11]) es un

segmento de recta para toda i € {0,1,...,r}, donde 29 =0y z,41 = 1.

Lema 2.1.3. (véase [24], p- 352) Si U C R? es abierto y conectable por trayectorias, entonces

cualesquiera dos puntos en U se pueden unir por una trayectoria poligonal.

Proposicién 2.1.4. (véase [10], p.141) Sea U C R? un abierto conexo, cuya frontera OU estd
formada por lineas poligonales. Sean x1 € OU, xo € U y P una curva poligonal que conecta a x;

con xo tal que, PCU.

(a) Sizy yxo estin en la misma componente conexa de OU, entonces U— P tiene dos cormponentes

conezas y P estd en la frontera de cada una de estas componentes.

(b) Six1 yxo estdn en componentes conexas diferentes de OU, entonces U — P es conexo.

2.2. Conceptos y resultados basicos

Una multigrafica G es planar si se puede dibujar en R? de tal forma que las aristas solo se
intersequen en los vértices, es decir si se puede tomar un punto z, en el plano por cada vértice v
(puntos diferentes para vértices diferentes) y una curva simple dada por una funcion £, : [0,1] — R?

por cada arista e tal que:
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(i) Los extremos de la curva son los vértices en los que incide la arista e. Es decir, si ¥g(e) =
{vau}v entonces fe(o) =Ty Yy fe(l) =2y 0 fe(o) =Ty Yy fe(l) = Typ.

(ii) Para cualesquiera dos aristas diferentes e, €', f.((0,1)) N fer((0,1)) = 0.
(iii) Para toda e € E(G), z, ¢ fo((0,1)) para todo v € V(G).

A este dibujo se le llama encaje de G en el plano. Una multigrafica plana G es un encaje de una
multigrafica planar G. El encaje es un conjunto compacto de R?, ya que es la unién finita de
conjuntos compactos. Por lo tanto R? — G es abierto y, por la Proposicién 2.1.1 sus regiones son
conjuntos abiertos. Dado un encaje G de G, las caras de éste son las regiones de R? — é, que tienen
por frontera caminos de G o la unién ajena de caminos de G. Al conjunto de caras de un encaje G
se le denotara por F(G‘) Dada una cara f en F(G), a su frontera se le llamara camino frontera, y
a este se le denotara con d(f). A la region no acotada de R? — G se le llama cara exterior. Si para
toda e € E(G), f. es poligonal, se dice que el encaje es poligonal.

Aunque la demostraciéon del siguiente lema no es muy complicada, es puramente topologica,

motivo por el cual la omitiremos.
Lema 2.2.1. (véase [10], p. 135) Si G es planar, entonces existe un encaje poligonal G.

Dados G una multigrafica planar y G un encaje de GG, entonces G es efectivamente una multigra-
fica, tomando la tripleta (V(G), E(G), ¢g), donde V(G) = {zo}vev(a), E(G) = {f.([o, 1)}ecr@)
y Yea(fe) = {fe(0), fe(1)}. Ademas, por como fue definido un encaje, se tiene que |V (G)| = V(@)
|E(GQ)| = |V(Q)| y Yale) = {u,v} siy solo si Yea(fe) = {u,y} (es decir G es isomorfa a G).

De ahora en adelante no distinguiremos entre una multigréifica planar G y un encaje particular

G Y por el Lema 2.2.1, supondremos que todos los encajes son poligonales.

Lema 2.2.2. (véase [10], p. 145) Sea G una multgrifica plana y sea e € E(G). Entonces se cumple

lo siguiente:

(i) Sie estd en un ciclo C de G, entonces e estd en la frontera de exactamente dos caras diferentes
de G.

(i) Si e no estd en ningin ciclo, entonces e estd en la frontera de una inica cara de G.

Demostracion: (i) Si e esté en un ciclo C, sin pérdida de la generalidad, supongase que es un ciclo
minimal, es decir, que G[V(C')] = C. Obsérvese que e esta en una cara U de G — e. Como C' es un
ciclo, los vértices x1,x9 € ¥G(e) estan en la misma componente conexa de d(U) y C —e C 9(U).
Entonces, por el inciso (a) de la Proposicién 2.1.4, U — e tiene dos componentes conexas que son
las caras en cuyas fronteras esté e.

(ii) Si e no estd en ningan ciclo, por la Proposicion 1.2.3, e es un puente. Sean z1 y zo los

vértices en los que incide e. e estd en una cara U de G — e. Como e es un puente, se tiene que

25



(3]

Figura 2.1:

G — e tiene dos componentes conexas G y Go tales que z; € V(G;) para i = 1,2, es decir, estan
en componentes conexas diferentes de 9(U). Entonces, por el inciso (b) de la Proposicion 2.1.4, se
tiene que e no desconecta a U, es decir, U — e es conexo. Por lo tanto, e esta en la frontera de una
lnica cara de G.
]
Dada una grafica plana G y f € F(G), definimos el grado de f como dg(f) = a+ 2b, donde a es
el nimero de aristas en su frontera que no son un puente y b el nimero de puentes en su frontera.
Una cara f es una k-cara si dg(f) = k. G es una triangulacion si dg(f) = 3 para toda f € F(G).
De la definicién y del Lema 2.2.2 se tiene que

Y da(f)=2E(G)].
feF(@)

Si una arista e € E(G) N E(9(f)), se dice que f incide en e. Si un vértice v € V(G) N V(9(f)),
se dice que [ incide en v. Si fi, fo € F(G) son tales que E(9(f1)) N E(9(f2)) # 0, se dice que las

caras son adyacentes. Una grafica plana G es plana maximal si no existe ninguna grafica plana G’
tal que V(G) =V(G') y E(G) € E(G").

Proposicion 2.2.3. (véase [10], p. 147) Todo bosque G es planar y cualquier encaje de G tiene

una sola cara.

Demostracion: Demostraremos la proposicién por induccién sobre |E(G)|. Si |E(G)| = 0, el
bosque claramente es plano y so6lo tiene una cara. Supongase cierto para todo bosque G con |E(G)| <
k. Sea G bosque con |E(G)| = k+ 1. Sea e € E(G). Definimos G’ = G — e, bosque con |E(G")| = k.
Por hipétesis de induccién, existe un encaje G’ de G’ con una sola cara f. Entonces R? — G’ es un
abierto conectable por trayectorias. Como G es un bosque, e no es un lazo (de hecho es un puente)
y si e = {u,v}, entonces u y v estén en diferentes componentes conexas de G’. Sean i, % € R? los
puntos del encaje correspondientes a u y v, respectivamente. Sean €1 y €9, tales que existen puntos

Gy y 01 en 8(B.(i1)) y en d(B:(9)), respectivamente y que los radios a esos puntos no cruzan a G’
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mas que en los centros de las bolas (ver Figura 2.1). Entonces i1 y 01 estan en R? — G’ Por el
Lema 2.1.3 existe una trayectoria poligonal v en R? — G que conecta a 43 y 1. Tomando el radio
Uy, luego v y por ultimo el radio 90, obtenemos una trayactoria poligonal de @ a 0 que no cruza
por otros puntos a G’. Por lo tanto, existe un encaje de G en el plano. Sea G este encaje. Como
y © estan en componentes conexas diferentes de la frontera de R? — G , se tiene, por el inciso (b)
de la Proposicién 2.1.4, que R? — G es conexo, y por lo tanto G tiene una sola cara.

Proposicion 2.2.4. (véase [10], p. 149) Sea G una multigrifica plana. Si existe f € F(G) tal que

O(f) no contiene ningin ciclo, entonces G es un bosque.

Demostracion: Sea f € F(G) tal que 9(f) no contenga ningtn ciclo. Entonces () es un bosque,
el cual, por la Proposicién 2.2.3, tiene una sola cara U = R?2—9(f). Si G tuviera otra cara f' € F(G),
entonces [/ C U. Sean x € f y 2’ € f. Como U es conectable por trayectorias, existe una curva
simple a que conecta x con x’. Entonces o corta a f y a U, pues f' C U. Como « es la imagen de
una funcién continua del intervalo [0, 1] a R? y, por definicién, se tiene que f y f’ estén en diferentes
componentes conectables por trayectorias, se tiene que aNA(f) # 0. Entonces 9(f)NU # 0, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto F(G) = {f}. Si G tuviera un ciclo C, por el Lema 2.2.2, toda
e € E(C) estaria en la frontera de dos caras diferentes. Por lo tanto G es un bosque.
]
Se obtiene como consecuencia de la proposicién anterior que, si una grafica plana G no es un
bosque, entonces todas sus caras deben contener al menos un ciclo en su frontera.
La demostracién de la siguiente proposiciéon es sencilla, pero requiere algunos resultados sobre
descomposicion por orejas de graficas 2-conexas, que no son necesarios para ninguna otra parte de

esta tesis, por lo cual no la presentaremos.

Proposicion 2.2.5. (véase [{], p. 251) Si G es una multigrifica plana no separable, diferente de
K1 y K», entonces O(f) es un ciclo para toda f € F(G).

Como una grafica plana maximal con al menos tres vértices tiene que ser 2-conexa, toda cara
tiene por frontera un ciclo. Debido a que las caras son abiertos conectables por trayectorias, si
alguna cara no fuera una 3-cara, se podria agregar una arista. Esto prueba la ida de la siguiente
proposicion. El regreso es una consecuencia del Corolario 2.2.15 (que se prueba méas adelante), el
cual nos da una cota superior para el namero de aristas de una grafica plana y nos dice que sélo

las triangulaciones la alcanzan.

Proposicion 2.2.6. (véase [14], p. 94) Una grifica plana G con al menos tres vértices es plana

mazimal si y solo si G es una triangulacion.

Dada una multigrafica plana G y e € E(G), el interior de la arista e es f.((0,1)), donde f,

es la funcién asociada a la curva e. Se denotard con é. Dada G multigrifica plana, definimos la
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Figura 2.2: Multigrafica G (en negro) y su dual G* (en rojo)

multigrafica dual G* como la multigrafica dada por (F(G), E(G), g~ ), donde ¥g=(e) = {f1, f2} si
y solosie € E(O(f1))NE(I(fz2)). La multigrafica G* es planar, ya que por cada f € F(G) podemos
tomar un punto z; € f, por cada e € E(G) podemos tomar un punto z. € é y trazamos una curva
poligonal e* entre xy y s que pase por z. si e € E(I(f)) N E(I(f')), donde las curvas asociadas a

las aristas de la multigrafica dual cumplen que:
1. Sélamente se intersecan en los puntos x; correspondientes a los vértices.

2. Solamente intersecan a G en los puntos z. seleccionados en el interior de las aristas. Es decir

toda arista e, se tiene que eNe* =e* NG =eNG* = {z.}.

Ademaés, para todo punto x., existe una vecindad V, tal que V. Ne y V. Ne* son un segmento
de recta (véase la Figura 2.2). De ahora en adelante, cuando se hable de la multigréafica dual de
una multigrafica plana se estard considerando un encaje como el que se acaba de describir. De la
definicién es claro que existen biyecciones vg : F(G) — V(G*) y e¢ : E(G) — E(G*). Dada una
grafica plana G y su dual G*, la funcion ¢¢ : E(G) — E(G*), con ¢g(F) = {e* € E(G*): e € F}
es un isomorfismo. Dado F C E(G), escribiremos F* = ¢g(F).

Proposicion 2.2.7. (véase [{], p. 253) La multigrifica dual G* de cualquier multigrifica plana G

es conexa.

Demostracion: Sea G multigrafica plana y G* su dual. Para cualesquiera par de vértices de G*
existe una curva simple C' en R? — V(G) que los conecta. La sucesiéon de caras y aristas de G que
atraviesa C' corresponde a un camino en G* que conecta a los vértices.

Proposicion 2.2.8. (véase [4], p. 257) Sea G una multigrdfica plana y G* su dual. Sea C un ciclo

en G y X* el conjunto de vértices de G* que estan en int(C). Entonces G*[X*] es coneza.
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Demostracion: Por el Teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.1.2), se tiene que int(C) es

conectable por trayectorias. Sean fy f’ vértices en X*. Entonces existe una curva C’ en int(C) —
V(G) que conecta a f con f’. Por lo tanto, G*[X*] es conexa.

|

En la demostracion anterior se puede sustituir int(C) por ext(C) y la prueba sera valida. Por

lo tanto se tiene la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.2.9. Sea G una multigrifica plana y G* su dual. Sea C un ciclo en G y X* el

conjunto de vértices de G* que estan en ext(C). Entonces G*[X*] es conexa.

En el siguiente teorema y sus corolarios mostraremos la relacion entre los espacios C(G) y C*(G)
de una grafica plana G y los espacios C'(G*) y C*(G*) de su dual G*. Con esta relacion se dara, en

el proximo capitulo, una caracterizacion de las graficas planas con arboricidad igual a dos.

Teorema 2.2.10. (véase [14], p. 109) Sea G una multigrifica plana y sea G* su dual. Entonces E

es el conjunto de aristas de un ciclo si y sdlo si ¢c(E) = E* es un corte minimal en G*.

Demostracion: Por la forma del encaje de G*, dos vértices vg(f1) v va(f2) estan en la misma
componente conexa de G* — E* si y sélo si f1 y f2 estan en la misma regién de R? — E. Es decir,
toda vg(f1)va(fo)-trayectoria en G* — E* es una curva poligonal entre f; y fo en R? — E y toda
curva poligonal P entre fi y fo en R? — E define una vg(f1)vg(f2)-trayectoria en G* — E*.

Sea C' un ciclo de G' y sea E = E(C). Como R? — G C R? — C, por el Teorema de la curva de
Jordan tenemos que Vi* = {ve(f) e V(G*) : f € F(G) y f C int(C)}, Vor = {va(f) € V(G*) :
feF(GQ)y f Cext(C')} es una particion de V(G*). Por lo tanto, E* = E(V;,Va) es un corte de
G*. Por las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9, G*[V;] es conexa para i = 1,2 , y, por la Proposicion 1.2.13,
se tiene que C* es un corte minimal.

Ahora, sea E(V1*,V5*) = E* € C*(G*) un corte minimal. F tiene que contener el conjunto de
aristas de un ciclo C. Si G[E] es un bosque, por la Proposicion 2.2.3, G[E] solo tiene una cara y,
por lo tanto, para todo par de caras f1, fo € F(G) existe una curva poligonal P entre ellas y, por
lo visto mas arriba, existe una vg(f1)ve(f2)-trayectoria en G*. En particular, esto se cumple para
todo par de vértices vg(f1) € Vi* y vg(f2) € Vo*. Entonces existe una arista e* entre V1" y V5"
que no esta en E(V1*,15), cosa que no puede pasar. Por lo tanto, existe un ciclo C' en G tal que
E(C) C E. Si E(C) € E, entonces ¢g(E(C)) € E*, donde ¢c(E(C)) es un corte de G*, por lo

visto méas arriba, y E* es un corte minimal. Por lo tanto E(C) = E.

Corolario 2.2.11. (véase [5], p. 115) Sea G una multigrifica plana y sea G* su dual.
(a) E € C(Q) siy sdlo si pg(E) = E* € C*(G*).

(b) E € C*(Q) siy sdlo si pc(E) = E* € C(G*).
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Demostracion: (a) Por la Proposicién 1.2.15, E € C(G) si y sélo si es la uniéon disjunta de
conjuntos de aristas de ciclos. Por la Proposicion 2.2.7, G* es conexa. Entonces, por el Lema 1.2.17,
E* € C*(G*) si y solo si es la union disjunta de cortes minimales. Por el Teorema 2.2.10, E es
el conjunto de aristas de un ciclo en G si y sblo si £* es un corte minimal en G*. Por lo tanto,
E € C(G) siy solo si E* € C*(G*).

(b) Por el Teorema 1.2.19, (E,C) = 0 para todo E € C*(G) y todo C € C(G). Por el inciso (a),
se tiene que C € C(G) si y sblo si C* € C*(G*). Entonces, para todo E € C*(G), (E*,C*) =0
para todo C* € C*(G). Por lo tanto, por el Teorema 1.2.19, se tiene que F € C*(G) si y solo si
E* € C(G*).

Corolario 2.2.12. Sea G una multigrdfica plana y sea G* su dual.
(a) C(G) es isomorfo a C*(G*).
(b) C*(G) es isomorfo a C(G*).

Demostracion: (a) Tomando la funcion ¢¢ restringida a C(G), por el Corolario 2.2.11, da el
isomorfismo deseado.

(b) Tenemos que £(G) es isomorfo a £(G*) y, por (a), que C(G) es isomorfo a C*(G*). Entonces,
por la Proposiciéon 1.2.14 y el Teorema 1.2.19, se tiene que

dim(C(G)) + dim(C*(G)) = dim(£(G)) = dim(£(G*)) = dim(C(G*)) + dim(C*(G)).

Entonces, como dim(C(G)) = dim(C*(G*)), se tiene que dim(C*(G)) = dim(C(G*)). Como
¢ es un isomorfismo, manda conjuntos linealmente indepenientes en conjuntos linealmente in-
dependientes. Entonces, si f = {F1,...,E} es una base de C*(G), se tiene que, por el Co-
rolario 2.2.11, f* = {E1",...,E,"} es un conjunto linealmente independiente de £(G*). Como
dim(C*(G)) = dim(C(G*)), se tiene que £* es una base de C(G*). Por lo tanto, ¢¢ restringida a
C*(@) da el isomorfismo deseado.

Corolario 2.2.13. (véase [4], p. 257) Sea G una multigrifica plana. Entonces para todo corte
minimal E € C*(G), E* € C(G*) es el conjunto de aristas de un ciclo.

Demostracion: Sea E € C*(G) un corte minimal. Entonces E # (§ # E*. Si E* no es el conjunto de
arisas de un ciclo de G*, como no es vacio, por la Proposicion 1.2.15, existen E1*, ..., By € C(G*)

conjuntos ajenos de aristas de ciclos tales que



Como C*(G) = C(G*), entonces ¢g '(E*;) es un corte para toda 1 < i < k tal que es un
subconjunto propio de E corte minimal. Por lo tanto E* es el conjunto de aristas de un ciclo de G*.
]

Una consecuencia de la relacion entre C(G*) y C*(G) es la Féormula de Euler, la cual es necesaria

para el método de carga que se verd en la proxima seccion.

Teorema 2.2.14. (Formula de Euler, véase [4], p. 259) Sea G una grdfica planar. Entonces
n—m+ f=1+¢Q) para cualquier encaje G de G, donde n = |V(G)|, m = |E(G)| y f = |F(G)|.

Demostracion: Por el Corolario 2.2.12, el Teorema 1.2.20 y el Corolario 1.2.21 se tiene que
m—f+1=dim(C(G")) =dim(C*(G)) =n—c(G)

y por lo tanto n —m + f = 1+ ¢(G).
[

Teniendo ya la Formula de Euler, podemos acotar el nimero de aristas de una gréfica plana en

términos del nimero de vértices.

Corolario 2.2.15. Sea G grifica plana conexa con |V(G)| > 3. Entonces |E(G)| < 3|[V(G)| — 6

con igualdad si y solo si G es una triangulacion.

Demostracion: Si G fuera un éarbol, por el Lema 2.2.3, su unica cara tendria grado igual a
2|E(GQ)| = 2|V(G)| — 2 > 4. Si G no fuera un arbol, por la Proposicion 2.2.4, para toda cara
f € F(G), 9(f) contendria un ciclo y, por lo tanto, dg(f) > 3. En cualquier caso, se tendria que

BIF(@) < Y da(f) =21E(@)]. (1)

feFr(@)
De la Formula de Euler se obtiene que |F(G)| =2+ |E(G)| — |V(G)] v, por lo tanto,
6+3[E(G)| - 3[V(G)| < 2[E(G)],
lo cual implica que |E(G)| < 3|V(G)| — 6. Hay que notar que en (1) se cumple la igualdad si y sélo

si G es una triangulacion.

Corolario 2.2.16. Sea G una grdfica plana. Entonces 6(G) < 5.

Demostracion: Solo es necesario probarlo para graficas conexas pues, si G no fuera conexa, cada

componente conexa lo cumpliria. Supéngase entonces que G es conexa. Si 6(G) > 5, por el Corolario
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2.2.15 se tendria que

6V(G) < Y da(v) =2[E(@)| <6]V(G)| - 12,
veV(G)

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto 6(G) < 5.
]
Como ultimo resultado de esta seccion, daremos una cota superior para mad(G), el maximo
grado medio (definido en la seccion 1.1) de una gréafica plana G, en términos de su cuello. Este
lema, el cual hace uso de la Férmula de Euler, servird en el préximo capitulo para uno de los

resultados principales de esta tesis.

Lema 2.2.17. [18] Si G es una grifica plana con |V(G)| > 3 y cuello g > 3, entonces mad(G) <

29
g—2"

Demostracion: Sea H una subgrifica de G. Si H es un bosque, se tiene por el Corolario 1.2.2

que |E(H)| < |V(H)| — 1. De esto se obtiene que 2|E(H)| < 2|V (H)| — 2y, por lo tanto, ﬁ@%)ll <
2 — ﬁ < 2. Ahora, la funcién f(z) = 2%, con x > 3, es decreciente pues
—4

f(x):m<0

para toda x >3y
lim f(z) =2,

Tr—r00

por lo que ABUH] - 9 < 29 Supéngase ahora que H no es un bosque. Como H es plana, por
V()] 92 &

la Formula de Euler se tiene que |V(H)| — |[E(H)| + |F(H)| = 1+ ¢(H) > 2 de donde |F(H)| >
2 — |V(H)| + |E(H)|. Por la Proposicion 2.2.4, el camino frontera 0(f) de cada cara f contiene
un ciclo, el cual tiene longitud al menos g, por lo que g < dg(f) para toda f € F(G). Entonces
glF(H)| < 2| E(H)| por lo que

92— |V(H)| + |E(H)|) < g|F(H)| < 2[E(H)|,

lo cual es equivalente a (g — 2)|E(H)| < g(|V(H)| — 2).

Con ésto, obtenemos

2EH)| _ 29 (|V(H)[-2 29
[V (H)| §9—2< [V (H)| ><9—2'

2
Por lo tanto, mad(G) < ;5.
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Figura 2.3: U del Ejemplo 2.3.1

2.3. El método de descarga

El método de descarga es una herramienta muy utilizada en el manejo de graficas planas.
Mediante este método se han probado importantes resultados de descomposicion de graficas planas.
En particular, fue utilizado por Appel y Haken para probar el Teorema de los cuatro colores [1],[2].
Este método serd una parte clave en la demostracién de algunos resultados del préximo capitulo,
por lo que haremos una breve revisiéon de él.

Dada una clase F de graficas planas y una estructura U de vértices y aristas (por ejemplo un
ciclo de cierta longitud o una arista con extremos de ciertos grados), se dice que la estructura es
una configuracion inevitable si para toda grafica G € F, G contiene un conjunto de vértices y
aristas con estructura U. Dada una clase F de graficas planas, un conjunto de estructuras U es un
conjunto de configuraciones inevitables en F si, para toda grafica G € F, existe una U € U tal que
es una estructura de G. Por ejemplo: F la clase de todas las graficas planas y U los vértices de
grado 1,2, 3,4, 5. Por el Corolario 2.2.16, el conjunto de estructuras U/ es conjunto de configuraciones
inevitables en F.

Dada una grafica plana G, una funcidn de carga es una funciéon w de V(G) U F(G) a Z, donde
w(x) es la carga de x. Se buscan funciones de carga tales que la Formula de Euler permita determinar
un entero al que es igual la suma de todas las cargas.

Dada una clase F de graficas planas, una funciéon de carga puede ser utilizada para encontrar
un conjunto de configuraciones inevitables. Para ilustrar esto, daremos otra forma de expresar y

demostrar el Corolario 2.2.16.

Ejemplo 2.3.1. [26] Sea F la clase de grificas planas conexas. El conjunto U = {Uy,...,Us},

donde U; = ({vo, v1, ..., v}, {{vo,v1}, ..., {vo,vi}}), es un conjunto de configuraciones inevitables.

Demostracion: Sea G € F. Si G tiene menos de 3 vértices es claro que se cumple. Supéngase que
|V(G)| > 3. Entonces dg(f) > 3 para toda f € F(G). Definimos una funcién de carga

w:V(G)UF(G) — Z,
con w(z)=dg(z) —6, si z € V(G),

y w(z) =2dg(xz) —6, si z € F(G).
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Figura 2.4:

De la Férmula de Euler se obtiene que

Yo w@) = > dalx) -6+ Y 2dg(x)—6=

€V (G)UF(G) 2€V(G) 2€F(G)
6|E(G)| —6|V(G)| —6|F(G)| = —12.

Como dg(f) > 3 para toda f € F(G), se tiene que w(f) > 0. Para todo k-vértice v, con k > 6, se
tiene que w(v) > 0. Como la suma de todas la cargas es negativa, G forzosamente tiene que tener
un k-vértice con k < 5. Por lo tanto, U es un conjunto de configuraciones inevitables.

]

Dado el dibujo de una configuraciéon, cuando un vértice esté marcado con negro, querra decir
que el grado del vértice es el mismo en la grafica que en la configuraciéon. Si,en cambio, estd marcado
con blanco, no se sabe qué grado tiene en la grafica. Por ejemplo, véase la Figura 2.3, donde se
muestran la configraciones de ¢/ del Ejemplo 2.3.1.

Dada una grafica plana G y una funcién de carga w de la cual se sepa a qué es igual la suma
de todas las cargas, una redistribucion de la carga es un conjunto de reglas, las reglas de descarga,
que indican cuanto dona 6 descarga de su carga un elemento = del dominio de w a otro elemento y
del dominio. Es decir, cada regla da un ntimero k que se restard de w(x) y se sumara a w(y). Esto
se denotara con 7(z — y) = k. La carga final de cada elemento después de aplicar todas las reglas

se denotara con w’(z) para todo x en el dominio de w. Estas nuevas cargas cumplen

Z w(z) = Z w' ().

x€Dom(w) z€Dom(w)

Tlustraremos esto mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. [4] Sea F la clase de triangulaciones con grado minimo igual a 5. Entonces el

conjunto U = {T1, Tz} es un conjunto inevitable, donde:
(a) Ty es un 5-vértice adyacente a otro 5-vértice (véase Figura 2.4(a)).

(b) Ty es un 5-vértice adyacente a un 6-vértice (véase Figura 2.4(D)).
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Demostracion: Sea G € F. Tomamos, w la funcién de carga igual que en el Ejemplo 2.3.1. Sélo

habra una regla de descarga:

(R1) Todo 5-vértice v donaré equitativamente su carga entre sus vecinos (7(v — u) = —+ para
todo u € Ng(v)).

Como G es una triangulacion, para toda f € F(G) se tiene que w(f) = w'(f) = 0. Mostraremos
que w’'(v) > 0 para todo vértice v salvo si v aparece en una configuracién como 77 o Ts.
Sea v € V(G) un k-vértice.

Si k > 8, entonces se tiene que

W' (v) > w(v) - %dg(v) _ gdg(v) 6> % _ 60,

Sea k = 7. Si v tiene a lo mas 4 vecinos de grado 5, entonces w’(v) > 1 — 2 > 0. Sean {vy,...,vr}
los vecinos de v ordenados en sentido de las manecillas del reloj tal como aparecen en el encaje
(véase Figura 2.4(c)). Si v tiene mas de 4 vecinos de grado 5, al menos dos de estos son adyacentes
y w'(v) <0.

Sea v € V(G) un 6-vértice. Si v no tiene vecinos de grado 5, entonces w’(v) = w(v) = 0. Si tiene
al menos un vecino de grado 5, entonces w'(v) < —1.

Sea v € V(G) un 5-vértice. Si v no tiene vecinos de grado 5, entonces w’(v) = 0. Si tiene al

menos un vecino de grado 5 entonces w'(v) < 0.

Z w'(v) = Z w(v) = —12

VeV (G) veV(G)

Como

tiene que haber al menos v € V(G) tal que w’'(v) < 0. Por lo tanto U es un conjunto de configura-
ciones inevitables de G.

]

Dada una clase F de graficas planas, una configuraciéon U y una propiedad P, se dice que es

una configuracion reducible si un contraejemplo minimo de F a la propiedad P no puede tener a U

como estructura. El método de descarga se utiliza para lo siguiente:

(a) Encontrar un conjunto de configuraciones inevitables tal que todas sus configuraciones sean
reducibles con respecto a una propiedad P y asi probar que no existe un contraejemplo minimo.

(b) Suponer que existe un contraejemplo minimo sin ciertas configuraciones reducibles y llegar a

que la suma de las cargas después de la descarga es diferente para llegar a una contradiccion.

Ejemplo 2.3.3. [/] Sea G una grifica plana sin ciclos de longitud k, con 4 < k < 11. Entonces G

es 3-coloreable.
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Demostracion: Supongase que no es cierto y sea G un contraegjemplo minimo. Por minimalidad,

G tiene que ser 2-conexa y 6(G) > 3. Definimos una funcién de carga
w:V(G)UF(G) — Z,

con w(z)=dg(z) —6, si € V(G),
y w(z) =2dg(z) —6, si z € F(G).

Por el Ejemplo 2.3.1 sabemos que

Z w(zr) = —12

2EV(G)UF(G)

Como G es 2-conexa, por la Proposicion 2.2.5, 9(f) es un ciclo para toda f € F(G). Habra solo
una regla de descarga:

(R1) Para toda f € F(G), si dg(f) > 12, entonces 7(f — v) = 2 para todo v € V(9(f)).

Debido a que G no tiene ciclos de longitud k, 4 < k < 11, las caras de G tienen grado 3 o mayor o
igual a 12. Como G no tiene 4-ciclos, no puede haber dos 3-caras adyacentes, por lo que para todo
vértice v, el nimero de k-caras, con k > 12, incidentes a él es por lo menos {dGT(U)—‘ Sea w'(z) la
carga después de aplicar (R1).
(i) Si z es una 3-cara, entonces w'(z) = w(z) =0
(ii) Si x es una k-cara, con k > 12, entonces w'(z) = 2dg(z) — 6 — 2de(x) = 1dg(z) — 6 > 0.
(iii) Si = es un vértice, entonces w'(z) > dg(x) — 6 + 3 [dcév)] Como dg(v) > 3, entonces
w'(z) >3-6+3=0.

De esto se obtiene que

—-12= Z w(x) = Z w'(z) >0,
(G)UF(G

zeV(G)UF(G) zeV )

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, tal contraejemplo no puede existir.
]
Hay que observar que, en la demostraciéon del ejemplo anterior, se demostré que una configu-
racion inevitable de la clase de las graficas planas 2-conexas sin ciclos de longitud de 4 a 11 es un
2-vértice, configuracion que es reducible con respecto a la propiedad de ser 3-coloreable.
Hay que mencionar que este método puede llegar a ser muy complicado, Appel y Haken obtuvie-
ron 1818 configuraciones (después lo redujeron a 1476) y utilizaron més de 400 reglas de descarga

(véase [3]) en su demostracion del Teorema de los cuatro colores.
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Capitulo 3

Arboricidad en graficas planas

En este capitulo se abordar4 la arboricidad en graficas planas. Es decir, dada una grafica plana
G, queremos encontrar el minimo nimero de colores necesarios para colorear los vértices de G de
tal forma que no haya ciclos monocromaticos. En la primera seccion se mostrara que la arboricidad
de las graficas planas es a lo mas tres. En la segunda seccién se verd que la ausencia de ciclos
de cierta longitud implica que la arboricidad es a lo méas dos. En la tercera secciéon se dard una
caracterizaciéon de las gréficas planas con arboricidad dos a través de la grafica dual.

3.1. La arboricidad de una grafica plana

Como se muestra en el siguiente teorema, demostrado por Chartrand, Kronk y Wall en 1968, el
conjunto de vértices de cualquier grafica plana puede partirse en tres partes de tal forma que cada

una induzca una grafica aciclica.
Teorema 3.1.1. [13] Si G es una grdfica plana entonces a(G) < 3.

Demostracion: Si G es plana se tiene que G es 5-degenerada, pues por el Corolario 2.2.16 para
toda grafica plana G, §(G) < 5. Por el Lema 1.3.4 se tiene que

a(G) < {g—‘ =3.
]
Si G es una grafica plana con a(G) < 2, entonces toda bicoloracion de sus vértices de tal forma
que cada color induzca una gréfica aciclica es, en particular, una descomposiciéon de G en dos
graficas bipartitas, por lo que cada una de éstas tiene una coloracién propia con dos colores. De

esta manera obtenemos x(G) < 4. Por esta razon, en [13] se plantea que cualquier contraejemplo al
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(a) Pozo (f3) y fuente (f1) (b) 5-cara débil (y5 # ys) (c) Configuracion del Lema

Figura 3.1:

Teorema de los cuatro colores, en ese tiempo una conjetura, tendria que tener arboricidad igual a 3.
En 1969, Chartrand y Kronk [11] dan dos ejemplos de gréfica planas con arboricidad igual a 3 (en
si, sostenian que uno de ellos tenia arboricidad 3 y el otro arboricidad 2, error del que se da cuenta
Stein [27]). Sin embargo, evidentemente, ninguno de estos dos ejemplos contradecia el Teorema de

los cuatro colores.

3.2. Graficas planas sin ciclos de cierta longitud

En esta seccién veremos como la ausencia de ciclos de cierta longitud implica que la arboricidad

no puede ser mayor a dos. Empezaremos por los 3-ciclos.
Teorema 3.2.1. [25] Sea G una grifica plana sin 3-ciclos, entonces a(G) < 2.

Demostracion: Si G es un bosque se tiene que a(G) = 1. Supdéngase que G no es un bosque.
Entonces su cuello g > 4, de donde se obtiene que g — 2 > 2. Ahora, 92%2 =2+ 9%2 <242=4,
por lo que el Lema 2.2.17 implica que mad(G) < 4. Entonces del Lema 1.1.5 se deduce que G es
3-degenerada y, por el Lema 1.3.4, a(G) < 2.
]
Dada G una gréfica plana, un k-vértice (k-cara) se dice menor si k < 4, en otro caso se dice que
es mayor. Dado v € V(G), F(v) C F(G) es el conjunto de caras incidentes en v y Fj(v) C F(v) es el
conjunto formado por las k-caras incidentes en v. Dada f € F(G), entonces denotaremos con m(f)
al ntimero de 3-caras adyacentes a f. Dada f en F(G) y O(f) = [u1ug - - - u,], su camino frontera en
sentido de las manecillas del reloj, decimos que f es una (myms...m,)-cara si dg(u;) = m; para
i=1,2,...r.

Sea (G una grafica plana sin 4-ciclos y 2-conexa tal que 6(G) = 4. Sea v € V(G) tal que dg(v) = 4,
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entonces f; es la cara incidente en v con las aristas {v,v;} y {v,v;4+1} en su frontera, con i = 1,2,3, 4
y los indices mo6dulo 4. Diremos que fi es fuente de f3, y f3 pozo de f1, si dg(f2) = da(f1) = 3,
da(f3) =5,da(f1) > 5,da(vs) =dg(vs) =4,y da(v;) > 5 parai = 1,2 (figura 3.1(a)). Una 5-cara
es débil si es una (4,4,4,4,4)-cara y es adyacente a exactamente a cuatro 3-caras (Figura 3.1(b)).

En el siguiente lema se encontrard una configuracién inevitable para la familia de graficas planas
2-conexas con grado minimo al menos 4 y sin 4-ciclos. Esta configuracién (un tipo particular de
cara débil) es una configuracion reducible con respecto a la propiedad de tener arboricidad a lo méas

dos, lo cual se vera en la demostraciéon del Teorema 3.2.4.

Lema 3.2.2. [25] Sea G grdfica plana 2-conexa con §(G) > 4 y sin 4-ciclos. Entonces G contiene
una 5-cara [x1xox3x4w5] adyacente a cuatro 3-caras [T1y1232], [xoysxs], [r3ysea] v [xaysxs] tal que
de(y2) = 4 = d(z;) para toda i en {1,2,3,4,5} (Figura 3.1(c)).

Demostracion: Supongase que el lema es falso y sea G un contraejemplo minimo. Entonces G
es una grafica plana 2-conexa con 6(G) > 4, sin 4-ciclos y sin una 5-cara como la del enunciado.
Como G es 2-conexa, por la Proposion 2.2.5, la frontera de toda cara es un ciclo. Como G no tiene

4-ciclos, no tiene 4-caras ni dos 3-caras adyacentes. Definimos una funcién de carga

w:V(G)UF(G) — Z,

De la Férmula de Euler se obtiene que

Yo wl@)= Y () =4 =4|EG)| - 4(V(G)| + |F(G)]) = -8

€V (G)UF(G) 2EV(G)UF(G)

Ahora se definiran algunas reglas de descarga. Una vez concluida la descarga, para cada z €
V(G) U F(G) se denotara con w'(x) su carga después de la redistribucion. La contradiccion estara
en que, para toda z en V(G) U F(G), w'(z) > 0. Dados z,y en V(G) U F(G), 7(x — y) denotara
la cantidad de carga que dona x a y. Las reglas de descarga son las siguientes (véase también la
Tabla 3.1)

(R1) Toda cara f € F(G) tal que d(f) > 6, dona % a cada 3-cara adyacente, % a cada 5-cara débil
adyacente y = a cada pozo (véase Figura 3.2(a)).

(R2) Sean v € V(G) tal que d(v) > 6y f € F(G) una cara mayor incidente en v.

2

1. Si f es adyacente a dos 3-caras en F3(v), entonces 7(v — f) = 3.
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(b) R3.2 si existe f/

Figura 3.2: Descaraga

2. Si f es adyacente exactamente a una 3-cara en F3(v), entonces 7(v — f) = 1.

(R3) Sea v un 5-vértice. Sean f1, fa, f3, f4 y f5 las caras incidentes en v, ordenadas en sentido de

las manecillas del reloj.

1. Si F3(v) = {f;} para alguna i € {1,...,5}, entonces 7(v — f;_1) =7(v — fi}1) = 3,
tomando los indices médulo 5.

2. Si |F3(v)| =2, con {fi—1, fis1} = Fs(v), entonces 7(v — f;) = 2. Luego, si existe una
tnica (4,4,4,4,5)-cara ' € {fi12, fi+3} con m(f") = 4, entonces 7(v — ') = % (véase

Figura 3.2(b)). En otro caso 7(v — fiz2) = 7(v — fiy3) = ¢-
(R4) Toda 5-cara f dona 3 a cada 3-cara adyacente y = a cada pozo de ésta (véase Figura 3.2(c)).

Sea s(f) el namero de 5-caras débiles adyacentes a f y sea p(f) el namero de pozos de f. Sea

B(f) la carga de una 5-cara f después de realizar la descarga acorde con las reglas (R1)-(R4).

(R5) Sea f una 5-cara tal que m(f) <2y s(f) > 0, entonces f dona 3(f)/s(f) a cada 5-cara débil

adyacente a f.

Ahora se demostrara que, para todo € V(G) U F(G), w'(xz) > 0. Sea v € V(G) con d(v) > 4.
Desglosaremos la prueba de que w’(v) > 0 en tres casos: d(v) =4, d(v) =5y d(v) > 6.

Caso 1: d(v) = 4. Entonces w(v) = w'(v) =0

Caso 2: d(v) = 5. Entonces w(v) = 1. Como G no tiene dos 3-caras adyacentes, se tiene que |F3(v)| < 2, pues
por cada 3-cara incidente en v hay dos k-caras incidentes en v adyacentes a la 3-cara con
k >5.5i |F3(v)| <1, por R3.1 se tiene que w'(v) > £. Si |F3(v)| = 2, por R3.2 se tiene que
w'(v) = 0.
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Regla | elemento de V(G) U F(G) dona a carga

3-cara 1/3
R1 k-cara, k > 6 5-cara débil 1/5
pozo 2/15
f cara mayor, si es adyacente a dos 2/3
R2 k-vértice, k > 6 3-caras de F3(v)

f cara mayor, si es adyacente a exactamente 1/3
una 3-cara de F3(v)

5-vértice con fic1 1/3
R3.1 Fo)={f1,.... fs}

y F3(v) = {fi} Jit1 1/3
fi 2/3
5-vértice con (4,4,4,4,5)-cara f" € {fito, firs} 1/3

R3.2 Fw)={f1,.--, f5} con m(f') =4
y F3(v) = {fi—1, fix1} fit2, si no existe f 1/6
fix3, sl no existe f’ 1/6
R4 5-cara 3-cara 1/3
pozo 2/15
R5 5-cara f, con m(f) <2 5-cara débil f((){))

s(f) >0

Tabla 3.1: Reglas de descarga del Lema 3.2.2

Caso 8: d(v) > 6. Sea ty, con k € {1,2}, el ntimero de caras de F'(v) que son adyacentes a exactamente k 3-caras
de F5(v). Como d(v) > |F3(v)|+t2+1t1 y puesto que |F5(v)| > t2, se tiene que d(v) > 2tg +15.

Por lo anterior se tiene mediante R2 que:

1 2 1 2
'(v) > —ty— oty =dv) —4— Sty — =ty =
W/(0) 2 w(v) - gt — St = dv) ~4 - 3t~ ta

d(v) — 4 — %(tl +2ty) > d(v) — 4 — %d(v),

y, por lo tanto, w'(v) > 2d(v) — 4 = 2(d(v) — 6) > 0.

Ahora, sea f € F(G). Distinguiremos también en cuanto al grado de f. Como G no tiene 4-ciclos,

d(f) # 4.

= Si d(f) = 3, todas las caras adyacentes a f le donan % por (R1) o por (R4), por lo que
w(f)=—-1+1=0.

Para d(f) > 5,
a(f) =m(f)+s(f) (1)

puesto que f puede ser adyacente a caras que no sean 3-caras ni 5-caras débiles. Por cada pozo

del cual f es fuente, hay dos 3-caras adyacentes a f, pero cada 3-cara sélo puede ser adyacente a
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Figura 3.3:

un pozo de f puesto que, de los dos vértices que inciden tanto en f como en la 3-cara, uno tiene

grado mayor o igual a 5 y, para que pudiera haber otro pozo de f adyacente a la 3-cara, este vértice
deberia tener grado igual a 4. Por lo tanto, f tiene a lo mas {#J (< {@J < M) pozos. Es

decir,

- 2

o <40

Sid(f) > 6, por (R1) se tiene que

Caso 1: d(f) > 7.

Caso 2: d(f) = 6.

Entonces, por (1),(2) y (3), w'(f) > w(f) = (zm(f) + 5s(/) + Fp(f)) = d(f) —4—z(m(f) +
s(f)) = f5d(f) = d(f) — 4 = 3d(f) — 35d(f) = da(f) — {5d(f) — 4 = 2d(f) =4 > 0.

Entonces se tiene que w(f) = 2. Sea I(f) = [r122...26] ¥ [; la cara adyacente a f que incide
en los vértices z; y x;11, tomando los indices médulo 6. Si f; es una 5-cara débil, entonces
d(xz;) = d(x;4+1) = 4, lo que implica que hay tnicamente 4 caras que inciden en cada vértice
i v xiy1, de las cuales tres son f, f; y un tridngulo adyacente a f; (véase Figura 3.3). La
cuarta cara incidente en z; y x;41 es fi_1 v fi+1, respectivamente. Entonces f;_1 y f;+1 son
adyacentes a un triangulo de la 5-cara débil f;, por lo que d(fi—1) = d(fi+1) > 5, pues, si

fueran 3-caras, se formaria un 4-ciclo. Esto implica que si f es adyacente a una 5-cara débil,
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entonces m(f) < 3. O, en otras palabras, m(f) > 4 implica que

s(f)=0 (5)

Subcaso 2.1: m(f) < 4. Entonces, por (2), p(f) < 2. Por (3) se tiene que

2
W) 22— Zm(f) ~ g5() 2 o >
1 1 4
9_ = —2(6— _ =
() — £ (6 - m() - o
La tdltima desigualdad se da por (1). Entonces
, 1 1 4 4 4 2 8 2
>9_ = —Z(6— = _ - _Z - _ = > 0.
W(f) 22 gmlf) = 5 (6= m(f)) = 15 = 5 ~ 1z — 1=m(f) = 35 — 1emlf) 2 0
Subcaso 2.2: m(f) = 5. Entonces, por (5), tenemos s(f) = 0y, por (2), f tiene a lo méas dos pozos. Por (3) se

—

)s
. 2
tiene que w'(f) > 2 —5~ —2-55 = 15

Subcaso 2.3: m(f) = 6. Entonces, por (2) y (5), p(f) <3y s(f) = 0. Si f incide en un vértice v de grado al
menos 5, por (R2) o (R3), segtin sea el caso, 7(v — f) = Z, de donde obtenemos, junto
con (R1),

W) 2243 (Fmn+ b+ 2pn) 2243 -6 a2

Si f es una (4,4,...,4)-cara, entonces p(f) = s(f) = 0 (una fuente requiere dos 5-
vértices) y, por lo tanto, con (3), w'(f) >2—6- % =0.

Caso 3: d(f) = 5. Entonces w(f) = 1. Sea 9(f) = [z122...25].

Subcaso 3.1: m(f) < 2. Entonces p(f) < 1, por lo que por (R4),

81 2 wi) - (gmi+ 2pn) 21-2- 2 < 1

Si f no es adyacente a 5-caras débiles; S(f) = w/(f) > 0. Si f es adyacente a 5-caras
deébiles, w'(f) = 0 debido a (R5). Por lo tanto, w’(f) > 0 en ambos casos.

Subcaso 3.2: m(f) = 3. Entonces p(f) < 1y w'(f) = B(f). Si f no tiene pozo, entonces w'(f) = B(f) <1-3-%
por (4) y (R4). Si p(f) = 1, sin pérdida de generalidad supéngase que d(f1) = d(f2) = 3,

d(xz2) = 4 y la cara incidente en x5 pero no adyacente con f es una una 5-cara (véase
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Subcaso 3.3: m(f) = 4.

Figura 3.4:

Figura 3.4). Entonces d(x;) > 5 para i € {1,3} por definicién de pozo. Como m(f) = 3,
de las tres caras restantes { fs, f1, f5}, una es una 3-cara.

Supongase que d(f3) = 3 (el caso d(f5) = 3 es andlogo). Entonces fa, f3 € F3(x3), por

lo que |F3(z3)| > 2y, entonces, 7(z3 — f) = % por (R2) 6 (R3). Entonces

6(f)2w(f)+§—(1m(f)+125p(f))21+2_3.1_2:8_

3 3 3 15 15
Como d(z1) > 5, f5 no puede ser una 5-cara débil pero f4 tampoco, puesto que (analo-
gamente a como se vio para el caso d(f) = 6), si fy fuera una 5-cara débil, d(z4) =4y
se tendria un 4-ciclo. Entonces se tiene que s(f) = 0. Por lo tanto, w'(f) = 8(f) > 0.
Supoéngase que d(fy) = 3, entonces s(f) = 0 pues d(z1) = d(z3) > 5, lo que impide que
f5 y f3 sean 5-caras débiles. Por lo tanto, 8(f) = w'(f). Si d(z1) > 6 o d(z3) > 6, por
(R2) 7(z1 — f) =% o 7(z3 — f) = % de donde

1

1 1 2 1 1 2
! > R (. - >14+--3.-— —
W)z uh)+ 5 - (gl + mplD) 214533 -
Supoéngase que d(x1) = d(x3) = 5. Si |F3(x1)| =1, f1 es la tnica 3-cara incidente en 1,
por lo que, por (R3), se tiene que

W(f) 2 uh) 45— (i) + o) 214535 - =5

3
El caso |F3(z3)] = 1 es andlogo. Supongase que |F5(z1)| = 2. Si d(f5) > 6 0 d(f5) =5
con m(fs) < 3, por (R3) 7(z1 — f) = &. Si d(f5) =5 con m(fs) = 4, como d(fs) = 3,
entonces d(z5) > 5 (si no habria un 4-ciclo). Por lo tanto, por (R3), 7(z1 — f) = ¢,
pues f5 es adyacente a dos vértices de grado al menos 5. En cualquiera de los tres casos
anteriores se obtiene que w’'(f) > w(f)+ 5 — (3m(f) + &p(f)) 21+ -3-3— & = 5.
Sin pérdida de la generalidad, supongase que d(f1) = d(f2) = d(f3) = d(fs) = 3 (véase
Figura 3.5(a)). Por (2), p(f) < 2. Por otro lado, s(f) = 0, pues, si f5 fuera una 5-cara
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Figura 3.5:

debil, d(z1) = d(z5) = 4 y otra 3-cara no adyacente a f incidiria en cada uno de z; y
x5. Estas 3-caras serfan adyacentes a las 3-caras adyacentes a f e incidentes en x1 y x5,

con lo que se formarian dos 4-ciclos. Por lo tanto, 8(f) = w'(f) y entonces

W) 2 wh) + o) = (30 + Z00) =1+ 00 - (5 + o)) =

1 2
v(f) — <3 + 15p(f)) ;
donde v(f) es la carga que recibe de otros vértices o caras. Si mostramos que v(f) >

+ 4+ &p(f), obtendremos w'(f) > 0. Sea y; el tercer vértice de la frontera de f; tal que
O(fi) = [riyirisa], 1 <i < 4.

Si existe u € {2, 23,24} con d(u) > 5, por (R2) o(R3), obtendremos que v(f) > 7(u —

f) = 2. Como p(f) < 2, se tiene que & + Zp(f) < &+ + & = % < 2. Por lo tanto,

o(f) > 3+ Zp(f).

Si d(u) = 4 para todo u € {x2, x3, 24}, entonces p(f) = 0. Por lo tanto, s6lo es necesario
1

mostrar que v(f) > 3.

Si d(x1) > 6, como f es adyacente a una sola de las 3-caras que inciden en z, entonces,
por (R2), f recibe 3 de carga por parte de z1, por lo que v(f) > 3. Lo mismo ocurre si

) =5y |F3(z;)| = 1 para algtin i € {1,5}, 7(z; — f) = 5 por (R3), por

= o

Si d(z1) = d(z
lo que v(f) >

w

Si d(z1) = d(zs) =5y |F3(x1)| = |F3(w5)| = 2, hay una 3-cara f;’ incidente en z; que
es adyacente a f5 y no a f ni a f; (como en la Figura 3.5(b)). Como ni f ni f5 son

(4,4,4,4,5)-caras, x1 les dona a cada una % por (R3). Analogamente x5 dona % a f, por
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Figura 3.6:

lo que v(f) >

1
3

Sid(fs) > 6, d(xzy1) =5y d(x;) =4 para toda ¢ € {2,3,4,5}, entonces |F5(z1)| < 2. Si
|F3(z1)| = 1, por (R3) T(x1 — f) = %. Si [F3(z1)| = 2, comof es una (4,4,4,4,5)-cara
con m(f) =4, por (R3), 7(z1 — f) = % Por lo tanto, en cualquier caso, tenemos que

o(f) > % El caso d(z5) = 5 con d(x;) = 4 para toda i € {1,2,3,4} es analogo.

Supongase que d(f5) =5, d(x1) =5y d(z;) = 4 para toda i € {2,3,4,5}. Sea f’ la cara
incidente a x5 diferente de f, f1y f5 (véase Figura 3.5(c)). Como no hay 4-ciclos, se tiene
que d(f") > 5, lo que implica que m(fs) < 3. Si |F3(x1)| = 1, por (R3), 7(z1 — f) = 3.
Si |F5(z1)| = 2, sea f” la 3-cara incidente en x; diferente de f; (véase figura 3.5(c)), la
cual es adyacente a f5 y no a f; (pues no hay 4-ciclos). Como f es una (4,4,4,4,5)-cara
con m(f) =4, por (R3), 7(z1 — f) = 5. En cualquier caso v(f) > 1. El caso d(fs) = 5,
d(xzs) =5 con d(x;) = 4 para toda ¢ € {1,2,3,4} es analogo.

Por dltimo supéngase que f es una 5-cara débil. Como estamos suponiendo que G es un
contraejemplo al lema, se tiene que d(y2) > 5y d(y3) > 5. Sea f’ la cara con las aristas
Y23 y 3ys en su frontera (véase Figura 3.6(a)). Como no hay 4-ciclos, se tiene que
d(f") > 5 por lo que f es pozo de f'. Por lo tanto, por (R1) 6 (R4), 7(f' — f) = 1% (6).
Ahora nos hace falta mostrar que f recibe aun % de carga de otros vértices o caras. Si
d(fs) = 6, por (R1) 7(f5 — f) = £, por lo que v(f) > + + & = 1. Supéngase que
d(fs) =5y 9(fs) = [x521222321]. Sean g1, ga, g3 y ga4 las caras adyacentes a f5 en las
aristas x5z1, 2122, 2223 y 23T1, respectivamente (véase Figura 3.6(b)). Como no hay dos
3-ciclos adyacentes y d(z1) = d(x5) = 4, se tiene que d(g1) > 5y d(g4) > 5. Esto implica
que m(f5) < 2. Por lo tanto, f5 tiene a lo més un pozo.

Si m(fs) = 0, entonces f5 no tiene pozos, de donde obtenemos 3(f5) = w(f5) = 1. Como
1 < s(fs) <5, se tiene por (R5) que 1 > 7(fs — f) > &, porlo que v(f) > L + 2 = 1.
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Subcaso 3.4: m(fs) = 5.

Figura 3.7: m(f) =5

Supongase que m(f5) = 1. Entonces p(fs) = 0y, sin pérdida de generalidad, d(g>) = 3
y d(gs) > 5. Sid(z1) > 50 (g1) > 50 m(g1) < 3 entonces g; no puede ser una 5-cara
débil, por lo que las dnicas 5-caras débiles adyacentes a f5 posibles son f, g3 y g4, por
lo que s(f5) < 3. Como

B 2 w(f) - (3mts) + 2p()) = 1- 3,

B(
s(
Por lo tanto, v(f) > + 4+ & = . Si d(z1) = 4y d(g1) = 5, se tiene que m(gy) < 3
pues, como d(z1) = 4 y G no tiene dos 3-ciclos adyacentes, la cara adyacente tanto a

T(fs = f) =

Y

f5) o (1=3)
> >

1
) 3 5

NeR il V)

g1 como a gs, incidente en z; y diferente de f; no puede ser una 3-cara. Por lo tanto

o(f) > % + 1—25 = % como en el caso anterior.

Supongase que m(f5) = 2, es decir, d(g2) = d(g3) = 3. Observemos que ni g; ni g4 puede
ser una 5-cara débil. Si d(z2) > 5, entonces 7(z2 — f5) = 2 por (R2) o (R3). Como ni

g1 ni g4 son 3-caras, f5 no tiene ni es un pozo, por lo que

1 2 2 2
B(fs) =z w(fs) = | om(fs) + —=p(fs) | +7(22 = f5) =1- S+ - =1

3 15 3 3
Como la tinica 5-cara débil adyacente a f5 es f, se tiene que 7(fs — f) = B(fs) > +. Por
lo tanto, v(f) > % + 1—25 = % Supongase que d(z2) = 4, entonces B(f5) > 1 — % — 1—25 = %
(f5 podria tener un pozo). Como su unica 5-cara débil es f, entonces 7(fs — f) > %
Por lo tanto, v(f) >+ + 2 = 1.
Sea J(fi) = [%iyixi41] cara adyacente a f que incide en x; y ;41 (véase Figura 3.7).
Entonces f tiene a lo méas dos pozos y s(f) = 0, por lo que w'(f) = B(f). Si p(f) =1,
supéngase que la cara incidente en los vértices y;, 2 y y2 es el pozo. Entonces se tiene

que d(z1) > 5y d(z3) > 5. Por (R2) o (R3) 21 y @3 le donan cada uno Z de su carga a
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f, por lo que

1 2 4 5 4 2 4

"(f) > — (= = el P R

W)z ulh)— (i) + Bl +3) 15 -1 =2+

Supéngase entonces que f no tiene pozos. Si f incide en un vértice de grado al menos

5, supongase, sin pérdida de la generalidad, que d(z;) > 5. Entonces, por (R2) o (R3),
T(x1 — f) = %, por lo que

2 1 2

/ N a2 —14+ 2

W(F) 2 0(f) + 3~ am(f) =1+

Supoéngase que d(z;) = 4 para toda i € {1,2,3,4,5}. Entonces para cada x; existe una

Unica cara g; incidente en él y diferente de f, f;_1 v f;, la cual no puede ser una 3-

cara. Por lo tanto, d(g;) > 5 para toda i € {1,2,3,4,5}. Por lo anterior f es un pozo

de g; para toda ¢ € {1,2,3,4,5}, de donde se obtiene que 7(g; — f) = 1—25 para toda

i€{1,2,3,4,5}. Por lo tanto,

Entonces w’(z) > 0 para toda z en V(G) U F(G) y, por lo tanto,

-8 = Z w(x) = Z w'(x) >0,

2EV(G)UF(G) 2EV(G)UF(G)

lo cual es una contradiccion. Esto significa que no existe ningin contraejemplo al lema, por lo cual
éste es cierto.

]

Antes de probar que la arboricidad de una gréfica plana sin 4-ciclos es a lo mas dos, necesitamos

probar el siguiente lema que acota el grado minimo de una grafica plana sin 4-ciclos.
Lema 3.2.3. Si G es una grifica plana sin 4-ciclos, entonces 6(G) < 4.

Demostracion: Supongase que el lema es falso y sea G un contraejemplo minimo. Entonces G es
conexa, tiene por lo menos un ciclo y, por el Corolario 2.2.16, §(G) = 5. Definimos una funcién de
carga

w:V(G)UF(G) — Z,



Por la demostracién del Lema 3.2.2 sabemos que

Z w(z) = —8.

z€V(G)UF(G)

Definimos una tnica regla de descarga

(R1) Para todo vértice v € V(G), v reparte equitativamente su carga entre todas las 3-caras en

F3 (U)
Como G no tiene 4-ciclos, para todo vértice v se tiene que

Fy(v)]| < Ld;)J < ),

Por lo tanto, para todo vértice v y para toda f € F3(v)

dv)—4 _d(v)—4
i) = B0

=7(v—1),

y, como d(v) > 5, se tiene que

d(v) —4 8
T(v— f) > 27d(v) a00)

_o_ 8 Sy 8
5

Sea w'(z) la carga de x € V(G) U F(G) después de aplicar (R1). Demostraremos que w’(z) > 0

para todo z € V(G) U F(G).
s Sea v € V(G). Por (R1), se tiene que w'(v) > 0.

= Sea f € F(G) tal que d(f) > 5. Entonces w'(f) = w(f) > 0.

» Sea f € F(G) una 3-cara. Por (1), los tres vértices en los que incide le donan al menos 2 de

carga. Por lo tanto, w'(f) > w(f)+ £ = -1+ < > 0.

Entonces w’(z) > 0 para toda z en V(G) U F(G) y, por lo tanto,

—8 = Z w(z) = Z w'(x) >0,

z€V(G)UF(G) zeV(G)UF(G)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no puede existir un contraejemplo al lema.

Ahora ya podemos probar que la ausencia de 4-ciclos implica que la arboricidad no puede ser

mayor a dos.
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Teorema 3.2.4. [25] Si G es una grifica plana sin 4-ciclos, entonces a(G) < 2.

Demostracion: La demostracion serd por induccion sobre |[V(G)]. Si |[V(G)| < 1, entonces a(G) =
1 pues la gréfica no puede tener ciclos y, por lo tanto, es un bosque. Si 3 < |V(G)| < 4, podemos
partir a V(@) en dos partes tales que una contenga dos vértices y la otra los vértices restantes,
obteniendo asi dos subgraficas aciclicas, por lo tanto a(G) < 2. Supoéngase que para toda grafica
plana G sin 4-ciclos y tal que |V(G)| < k — 1, se tiene que a(G) < 2. Sea G una grafica plana sin 4-
ciclos y tal que |V (G)| = k. Supongamos que existe v en V(G) con d(v) < 3. Sea H = G[V(G) —v].
Entonces |V(H)| = k — 1 y, por hipétesis de induccion, se tiene que a(H) < 2, es decir existe
v : V(H) — {1,2} una 2-coloraciéon aciclica de H. Como d(v) < 3, existe ¢ € {1,2} tal que
|N(v) N y71(i)] < 1. Definiendo v(v) = 4, se puede extender v a G y por lo tanto a(G) < 2.
Entonces, por el Corolario 3.2.3, podemos suponer que §(G) = 4. Si G no es 2-conexa, por hipotesis
de induccién y por el Lema 1.3.2, cada bloque de G tiene una 2-coloraciéon aciclica, por lo que G
tiene una 2-coloracién aciclica.

Supongase que G es 2-conexa. Entonces, por el Lema 3.2.2, G contiene una 5-cara [x1zox3T4Ts)
adyacente a cuatro 3-caras [z1y1 2], [T2y223], [3ys24] ¥ [Xayaws] tal que d(y2) = 4 = d(x;) para toda
i €{1,2,3,4,5}. Sea y; el vecino de x5 diferente a 1, x4 y y4, sea yg €l vecino de z; diferente a x5, 2o
Y Y1,y sean yh y ¥4 los vecinos de y, diferentes a 2 y x5 (véase Figura 3.1(c)). Sea H = G[V(G)—ya].
Entonces H es una grafica plana sin 4-ciclos con |V (H)| = k—1. Por hipotesis de induccion, H tiene
una 2-coloracion aciclica v, la cual, digamos, usa los colores 1 y 2. Si ]’y‘l(i) N N(y2)| > 3 para
alguna i € {1, 2}, entonces, asignando el otro color a ys, tenemos que es una hoja o un vértice aislado
en la subgréafica inducida por la clase croméatica de dicho color y, por lo tanto, v se puede extender a
G. Supéngase que |y~ (i) N N(y2)| = 2 para toda i en {1, 2}. Para dar una 2-coloracién aciclica a G
a partir de v, modificando los colores de los vértices en {1, x2, T3, T4, T5 }, s0l0 es necesario evitar que
se formen trayectorias monocromaéticas en G[B]|, con B = {1, X2, T3, T4, T5, Y1, Y, Y5 s U3, Y4, Ys, Y6 I+

entre los vértices {y1, Y5, Y%, Ys, Y4, Ys, Y6 }- Lenemos dos casos:

Caso 1: y(yy) =(y5) = 1y v(x2) = (23) = 2.
Como la 3-cara [z1z2y1] esta en H, a lo més uno de los vértices z7 y y; esta coloreado con
el color 2. Supoéngase que y(x1) = 2y y(y1) = 1 (Figura 3.8(a)). En este caso se colorea
a yz con 2 y se cambia el color de x5 a 1 (Figura 3.8(b)). Esta coloraciéon no genera ciclos
monocromaticos en GG, pues tanto o como y, son hojas en las respectivas subraficas generadas
por las clases cromaticas. Lo mismo sucede si y(z1) = 1y 7(y1) = 2. Analogamente, a lo mas
uno de los vértices x4 y ys3 recibe el color 2. De la misma forma, si v(x4)2 o v(y3)2, se puede
extender la coloraciéon v a G cambiando el color de x3 y coloreando y-» de color 2. Entonces
podemos asumir que (1) = ¥(y1) = (1) = ¥(ys) = 1 (Figura 3.8(c)). Si 7(ys) = 1
se puede colorear y2 con 2 y cambiar los colores de =1 y zo (Figura 3.8(d)), con lo cual son

hojas en las respectivas subgréaficas inducidas por las clases crométicas. Por lo tanto, podemos
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Caso 2:

asumir que y(ys) = 2 (Figura 3.8(e)). Si y(z5) = 1 se hace lo mismo que cuando y(ys) = 1
(Figura 3.8(f)), donde x1, 2 y y2 son hojas en las respectivas subgraficas inducidas por las
clases cromaticas. Asi que también podemos suponer que y(z5) = 2. Si y(y4) = 1, se puede
cambiar el color a x4 y a x3, y colorear a yo con 2 (Figura 3.8(h)), donde x4, x3 y y2 son
hojas en las subgraficas monocromaticas. Supéngase entonces que y(y4) = 2. Si y(ys) = 2
se puede colorear ys con 2 y cambiar el color a los vértices x3, x4 y x5 (Figura 3.8(j)). Con
esta coloracién no hay trayectorias monocrométicas entre los vértices {y1,ys, ya, Y5, Y5, Y4 }
que solo contengan vértices de la estructura en consideracion, por lo que en las subgraficas
monocromaticas no se forman ciclos. Por ultimo supongase v(y5) = 1. En este caso se colorea
y2 con 2 y se cambia el color a los vértices x1, x3, 4 y x5 (Figura 3.8(1)): nuevamente no hay

trayectorias monocromaticas entre los vértices {y1, ys, Y1, Y5, Y5, Y4 }-

Y(ya) = v(@2) = Ly 7(y3) = v(xs) = 2.
Para i € {1,2} sea S(i) el subconjunto de elementos de {y1,¥s,y4, Y5, ys } que reciben el color
i en la coloracion . Sin pérdida de generalidad, supéngase que |S(1)| < |S(2)], por lo que
0 < |S(1)] < 2. Borramos el color de los vértices 1, %2, 3, T4, x5. Asignese el color 1 a ys.
Segun los elementos de {y1,ys, Y4, Y5, Ys} que se encuentren en S(1) se colorearan los vértices
X1, T2, T3, T4, 5 de forma que no se formen trayectorias monocrométicas en G[B] entre los
vértices {y1,Ya, Y5, Y3, Y4, Y5, Yo }-

e Si|S(1)| =0, se colorean x1, x5, x4, x5 con 1y zg con 2 (Figura 3.9(a)).

e Si S(1) ={y1}, se colorean x5, x4, x5 con 1y 1, x9 con 2 (Figura 3.9(b)).

e Si S(1)

{ys}, se colorean x,x2,25 con 1y x3, x4 con 2 (Figura 3.9(c)).

e Si S(1) ={ys} 0 S(1) = {ys}, se colorean x1, xa, x4 con 1y x3,x5 con 2 (Figuras 3.9(d)

y 3.9(e)).
e Si S(1) = {ys}, se colorean 3, x4, x5 con 1y xz1,x3 con 2 (Figura 3.9(f)).
e Si S(1) ={y1,ys}, se colorean z1, x5 con 1y za, 23,24 con 2 (Figura 3.9(g)).
e SiS(1)={y1,y4} 0S(1) = {y1,y5} 0 S(1) = {ys,ys5}, se colorean x1,x4 con 1y xo, x3, 5

con 2 (Figuras 3.9(h), 3.9(i) y 3.10(a)).

)
)
)
(
o Si S(1)
)
)
)
)

{y1,ys}, se colorean z4,x5 con 1y x1, 22,23 con 2 (Figura 3.10(b)).

e Si S(1

)
{y3,ya}, se colorean x1,xo con 1y x3,x4,x5 con 2 (Figura 3.10(c)).
)
)

( (

( (
{ys,ys}, se colorean za,x5 con 1y x1,x3,x4 con 2 (Figura 3.10(d)).

( (

( (

e Si S(1

{ya,ys5}, se colorean x1, x5, 24 con 1y x3,25 con 2 (Figura 3.10(e

(

(
e Si S(1

( )
e Si S(1) ={ys,ys}, se colorean xy,x4,25 con 1y x1,x3 con 2 (Figura 3.10(f)).
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e Si S(1) = {y4,ys}, se cambia el color de ys, se colorean zo, 23,25 con 1y con xq,z4 2
(Figura 3.10(g)).

Por lo tanto a(G) = 2, con lo que queda demostrado el teorema.
]
La siguiente longitud de ciclo a tratar es cinco, pero, para demostrar que toda grafica plana sin

5-ciclos tiene arboricidad a lo mas dos, se utilizara el siguiente lema.

Lema 3.2.5. [29] Si G es plana, sin 5-ciclos y tal que §(G) > 3, entonces eziste una arista {x,y}
con dg(x) =3 y da(y) <5.

Demostracion: Supongase que el lema es falso. Sea G un contraejemplo al lema, es decir, una
grafica plana, sin 5-ciclos y con 6(G) > 3 de tal forma que todo 3-vértice es adyacente a vértices de
grado al menos 6. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que G es conexa. Por el Corolario
1.1.4, G no puede ser un arbol y, por la Proposicion 2.2.4, para toda f € F(G), d(f) contiene un
ciclo. Entonces 9(f) es un 4-ciclo para toda 4-cara f. Como G no tiene 5-ciclos y §(G) > 3, G no

tiene las siguientes estructuras.

(C1) Una 4-cara adyacente a una 3-cara (Figura 3.11(a)).

(C2) Tres 3-caras fi, fo 'y fs con O(f1) = [vivavs], O(f2) = [vivave] y O(f3) = [v1v5v4], donde
v; # vy si i # j (véase Figura 3.11(b)).

Sea w : V(G) U F(G) — Z funcién de carga, tal que:
2d(z) — 6, si xzeV(Q),
w(z) = :
d(z)—6, si x€ F(G),
de donde, por la Férmula de Euler, se tiene que

Y. w@)= ) (2d@)-6)+ Y (dz)-6)=

€V (G)UF(G) 2€V(G) 2EF(G)
4|E(G)| — 6|V (G)| + 2|E(G)| — 6|F(G)| = —12.
Ahora, se distribuye la carga de los vértices de acuerdo a las siguientes reglas:
(R1) Si 4 < d(v) <5, entonces (v — f) = 1 para toda f € F3(v) y 7(v — f) = 3 para toda
fe F4(7)).
(R2) Si d(v) > 6, entonces 7(v — f) =
f € Fu(v).

Sea w'(z) la carga después de aplicar (R1) y (R2) para todo z € V(G) U F(G). Mostraremos a
continuacion que w’(z) > 0 para todo z € V(G) U F(G). Sea f € F(G).

para toda f € F3(v) y 7(v — f) = 1 para toda

[SJ[°]

52



(d) v(ys) =1

Y2

Y6
() ~02) =1

Figura 3.8: Caso 1

Y6 Y5

(©) v(@1) = v(y1) = v(z4) =
v(ys) =1

"
Y2




.

Ye Y5

(a) [S(1)] =0 (b) S(1) = {v1} (c) S(1) = {vs}

Yo Yo Ys

Ye Y5

(d) (1) = {va} (e) S(1) = {vs} (f) S(1) = {ys}

Ya Ya Ys

(g) S(1) = {y1,y3} (h) S(1) = {y1,ya} (i) S(1) = {y1,y5}

Figura 3.9: Caso 2
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(a) S(1) = {ys,ys}

(d) S(1) = {ys,y6} (e) S(1) = {ya,ys5} (f) S(1) ={ys,y6}

(g) S(1) = {ya, ve}

Figura 3.10: Caso 2 (continuacion)
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(a) C1 (b) C2

Figura 3.11: Estructuras prohibidas

» Si d(f) = 3, entonces w(f) = —3. Si f incide en un 3-vértice, los otros dos tienen grado al
menos 6 y, por (R2), cada uno le da % a f, por lo que w'(f) > -3 + 2% = 0. Si f no incide
en ningun 3-vértice, por (R1) y (R2), cada vértice en el que incide f le da al menos 1, por lo
que w'(f) > -3+3=0.

= Sid(f) =4, entonces w(f) = —2. Si f incide en un 3-vértice, entonces f incide en dos vértices
con grado al menos 6, los cuales dan 1 a f, por (R2); si f no incide en ningtan 3-vértice, cada

vértice le da al menos % por (R1) o (R2), por lo que, en ambos casos, w'(f) > —2+ 2 = 0.
= Sid(f) > 6, entonces w(f) =w'(f) > 0.
Sea v en V(G). Por hipotesis d(v) > 3.
» Sid(v) = 3, entonces w(v) = w'(v) = 0.

= Si d(v) = 4, entonces w(v) = 2y, por (C2), |F3(v)| < 2. Si |F3(v)] = 0, entonces, por
(R1), w'(v) > 2—4-% = 0.Si |[F3(v)| = 1, por (C1) |Fs(v)| < 1, con lo que, por (R1),
w'(v) > 2—1—1>0.8Si |F3(v)| = 2, entonces, por (C1), |[Fy(v)| = 0, por lo que (R1) da
w'(v) =2-2=0.

= Sid(v) =5, entonces w(v) =4y, por (C2), |F3(v)| < 3. Si |F5(v)| = 0, entonces |Fy(v)| <5y,

por (R1), w'(v) > 4—35 = 3. Si |F3(v)| = 1, entonces |F4(v)| < 2y, por (R1), w'(v) > 4-2 = 2.

Si |F3(v)| = 2, entonces |Fy(v)| < 1y w'(v) > 4—2—% = 3. Si |F3(v)| = 3, entonces |Fy(v)| = 0
yww)>4-3=1.
= Sid(v) > 6, entonces

3
w'(v) = w(v) = [F(v)] = 51 F3(v)]
3
= (d(v) = 6) + d(v) = |Fa(v)] = 5[ F3(v)] 2

a(w) - [Fy(0)] - SIFs(0)l. (+)
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Sea f3 9 el nimero de los pares de 3-caras adyacentes que inciden en v (por (C2)) dadas dos
3-caras adyacentes e incidentes en v, no puede haber otra 3-cara incidente a v y adyacente
a alguna de las dos 3-caras adyacentes) y sea fs1 = |F5(v)| — 2f32, el nimero de 3-caras
incidentes en v que no son adyacentes a otra 3-cara. Por (C1), por cada par de 3-caras
adyacentes que inciden en v existen dos k-caras en F'(v), con k > 6, cada una adyacente a
una 3-cara diferente. (C1) también implica que, por cada 3-cara que incide en v hay dos caras

k-caras en F'(v), con k > 6, adyacentes a la 3-cara. Por lo que,
|Fa(v)] < d(v) = [F3(v)| = (fs,1 + f32) = d(v) —2f31 — 3f3,2.
De esto se infiere

1) = )]~ 2B (0)] = dto) — [F0)] = S+ 215)
>2f31+3f32— g(f:m +2f32)

1
2f3,1_ ,

por lo que, con (x), obtenemos w’(v) > 0.

Entonces

0< Z w'(z) = Z w(z) = —12

eV (G)UF(G) eV (G)UF(G)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existe ningiin contraejemplo al lema, por lo que éste
es cierto.

]

Hay que observar que una consecuencia del lema anterior es que toda gréfica plana sin 5-ciclos

es 3-degenerada. Si G es una gréfica plana sin 5-ciclos y con §(G) > 3, por el Lema 3.2.5, G tiene

una arista incidente en un vértice de grado tres. Para toda subgrafica H de G, tal que 6(H) > 3, el

Lema 3.2.5 nos garantiza que tiene un 3-vértice.
Teorema 3.2.6. [25] Si G es una grifica plana sin 5-ciclos, entonces a(G) < 2.

Demostracion: Sea G una grafica plana sin 5-ciclos, por la observacion previa a este teorema, G
es 3-degenerada, por lo que, por el Lema 1.3.4, a(G) < 2.

]

Al igual que con los 5-ciclos, la ausencia de 6-ciclos también implica que una gréafica plana es

3-degenerada. La prueba de esto es larga, por lo que sélo citaremos el resultado.
Teorema 3.2.7. [15] Toda grifica plana sin 6-ciclos es 3-degenerada.

Corolario 3.2.8. [25] Si G es una grifica plana sin 6-ciclos, entonces a(G) < 2.
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Demostracion: Sea G una grafica plana sin 6-ciclos, por el teorema anterior, G es 3-degenerada,
por lo que, por el Lema 1.34, a(G) < 2.

]

Huang, Shiu y Wang [19] probaron que la ausencia de 7-ciclos implica que la arboricidad es a

los més dos. Dada la longitud de la prueba no la reproduciremos aqui.
Teorema 3.2.9. [19] Si G es una grifica plana sin T-ciclos, entonces a(G) < 2.

Queda la pregunta de cual es el mayor entero positivo k tal que la ausencia de k-ciclos implique
que la arboricidad es a lo mas dos. Raspaud y Wang [25] mostraron que k < 21. Sin embargo, no

se sabe aun si la cota es justa.

3.3. Caracterizaciéon de las graficas planas con arboricidad

dos

En [17], Hakimi y Schmeichel dan la siguiente caracterizacion de las graficas planas con arbori-
cidad dos.

Teorema 3.3.1. [17] Sea G una grifica plana. Entonces a(G) = 2 si y sélo si G* tiene una

subgrdfica generadora euleriana y con |V (G*)| > 1.

Demostracion: Supoéngase que a(G) = 2. Sea Vi, Vs particion de V(G) tal que G[V;] es aciclica
parai = 1,2.Sean F = E(V1,V2) y ¢a(F) = E*. Como E € C*(G), por el Corolario 2.2.11, tenemos
que E* € C(G*). Sea H = (V(G*), E*,vg~|g+). Por la Proposiciéon 1.2.15, todos los vértices de
H tienen grado par. Como la arboricidad es dos, G tiene al menos un ciclo y, por la Proposiciéon
2.2.4, O(f) contiene un ciclo para toda f en F(G). Por otro lado, todo ciclo de G tiene al menos
2 aristas en E, pues E rompe todos los ciclos. Entonces dg(v) > 0 para todo v € V(H). Si H no
fuera conexa, sean Hq, ... Hy sus componentes conexas y sea F* = (V(Hy),V(Hy)U--- UV (Hy)).
Entonces F* seria un corte en C*(G*) tal que F* N E* = (). Por el Lema 1.2.17, F* = F1*U--- Fy™,
con F;* corte minimal para 1 < ¢ < k. Entonces FY,..., F) serian ciclos contenidos en G[Vi] o
G[Vs], que son aciclicas por hipotesis. Por lo tanto H es conexa y como todos los vértices tienen
grado par, podemos concluir que H es euleriana.

Ahora supongase que G* tiene al menos 2 vértices y que tiene una subgrafica generadora H
euleriana. Sea E* = E(H). Como H es euleriana, por el Teorema 1.2.11, E* es la unién ajena de
ciclos en G*. Por la Proposiciéon 1.2.15, E* € C(G*). Por lo tanto, por el Corolario 2.2.11, FE es
un corte en G. Sea Vi, Vs la particion de V(G) tal que E = E(V4,V3). Si G fuera un bosque, por
la. Proposicion 2.2.3, |[V(G*| = 1. Por lo tanto, G tiene al menos un ciclo. Sea C' un ciclo de G.
Por el Teorema de la curva de Jordan(Teorema 2.1.2), R? — C tiene dos regiones, ext(C) e int(C).

El camino euleriano de H tiene que pasar por lo menos por 2 aristas de C' para pasar de ext(C)
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a int(C) y a ext(C) otra vez. Por lo tanto, todo ciclo C' en G tiene por lo menos 2 aristas en F,

es decir, E parte todos los ciclos. Entonces G[V;] es aciclica para ¢ = 1,2. Por lo tanto, a(G) < 2.
Como G tiene al menos un ciclo C, se tiene que 2 = a(C) < a(G) < 2, por lo que a(G) = 2.

]

Como consecuencia de este teorema, Hakimi y Schmeichel prueban el siguiente teorema, el cual

da una caracterizaciéon de las triangulaciones con arboricidad dos.

Teorema 3.3.2. [27] Sea G una grifica plana mazimal con cuatro o mds vértices. Entonces a(G) =

2 si y solo si G* es hamiltoniana.

Demostracion: Como G es plana maximal, se tiene que G* es cubica.

Supoéngase que a(G) = 2. Entonces, por el Teorema 3.3.1, G* tiene una subgrafica euleriana
generadora H, lo que implica que 2 < dgy(f) < 3 para toda f en V(H). Como todos los vértices
de H deben tener grado par, se tiene que dgy(f) = 2 para toda f en V(H), por lo que el camino
euleriano solo pasa una vez por cada vértice de H. Al ser H subgréafica generadora esto implica que
el camino es hamiltoniano.

Supoéngase que G* es hamiltoniana y sea C < G* el ciclo hamiltoniano. Entonces C' es una

subgréfica euleriana generadora de G*, lo que implica, por el Teorema 3.3.1, que a(G) = 2.

Otra consecuencia obtenida en [17] es el Teorema de Tait.

Teorema de Tait. (véase [17]) Sea G plana mazimal. Si G* es Hamiltoniana entonces G es

4-coloreable.

Demostracion: Como G* es Hamiltoniana, se tiene que a(G) = 2. Entonces G es 4-coloreable.
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Conclusiones

En esta tesis, los resultados principales que se presentan son los siguientes. Primero que nada, se
muestra que toda grafica plana tiene, a lo més, arboricidad igual a tres. Ademaés, se menciona que
esta cota es justa y se da una caracterizacion de las graficas planas con arboricidad dos en términos
de su grafica dual. Finalmente, se presentan diversas condiciones que garantizan que la arboricidad
sea dos. En particular se expone que, si G es una grafica plana sin k-ciclos, donde k£ es un entero
no menor que 3 ni mayor que 7, entonces su arboricidad es a lo mas dos [15, 19, 25].

Para concluir, queremos subrayar que la pregunta sobre cudl es el mayor entero k para el cual
toda grafica plana sin k-ciclos tenga arboricidad dos estd atn abierta, aunque si se sabe que k es
un entero entre 7 y 21 [19, 25].

60



Bibliografia

1]

2]

3]

4]
5]

[6]

7]

18]

[9]

[10]

[11]

APrPEL, K. Y HAKEN, W. Every planar map is four colorable. I. Discharging. Illinois J. Math.
21(3):429-490 (1977)

AprpPEL, K., HAKEN, W., Y KOCH, J. Every planar map is four colorable. Part II: Reducibility.
Lllinois J. Math. 21(3):491-567 (1977)

ArrEL, K. Y HAKEN, W. Evary Planar Map is Four Colorable, Contemporary Mathematics,
tomo 98. American Mathematical Society (1989)

Bonbpy, J. Y Murty, U. Graph Theory. Springer (2008)

BonNINGTON, C.P. Y LITTLE, C.H. The Foundations of Topological Graph Theory. Springer
(1995)

BoroDIN, O.V., IvANOVA, A.O., MONTASSIER, M., OCHEM, P.; Y RAspPAUD, A. Vertex
Decompositions of Sparse Graphs into an Edgeless Subgraph and a Subgraph of Maximum
Degree at Most k. Journal of Graph Theory 65(2):83-93 (2010)

BoroDIN, O.V. Y IvaANOVA, A.O. Planar Graphs Without 4-Cycles Adjacent to 3-Cycles Are
List Vertex 2-Arborable. Journal of Graph Theory 62(3):234-240 (2009)

BoroDIN, O.V. Y IvaNovA, A.O. List Strong Linear 2-Arboricity of Sparse Graphs. Journal
of Graph Theory 67(2):83-90 (2010)

BoORODIN, O., IvANOvVA, A., MONTASSIER, M., Y Raspaup, A. (k,j)-coloring of sparse
graphs. Discrete Applied Mathematics 159(17):1947-1953 (2011)

BRETTO, A., FAISANT, A., Y HENNECART, F. Eléments de théorie des graphes. Springer
(2012)

CHARTRAND, G. Y KRONK, H. The point-arboricity of planar graphs. Journal London Mat-
hematical Society 44:612-616 (1969)

61



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

CHARTRAND, G. Y LESNIAK, L. Graphs and Digraphs. Chapman & Hall/CRC (2000)

CHARTRAND, G., KRONK, H., Y WALL, C. The point-arboricity of a graph. Israel Journal
of Mathematics 6(2):169-175 (1968)

DiesSTEL, R. Graph Theory. Springer (2010)

Fuiavz, G., JUVAN, M., MOHAR, B., Y SKREKOVSKI, R. Planar graphs without cycles of
specific lengths. Furopean Journal of Combinatorics 23:377-388 (2002)

FRIEDBERG, S.H., INSEL, A.J., Y SPENCE, L.E. Linear Algebra. Prentice Hall (2003)

HaAxiMI, S. Y SCHMEICHEL, E. A note on the vertex arboricity of a graph. SIAM Journal of
Discrete Mathematics 2(1):64-67 (1989)

HANSBERG, A. Y MONTEJANO, A. Notas del proyecto “Misteriosas descomposiciones en
graficas” (2014). I Taller de Matemaéticas Discretas.

Huang, D., Suiu, W.C., Yy WaNG, W. On the vertex-arboricity of planar graphs without
T-cycles. Discrete Mathematics 312(15):2304-2315 (2012)

JENSEN, T.R. Y ToFrT, B. Graph Coloring Problems. Wiley (1994)

Lick, D.R. Yy WHITE, A.T. k-degenerate graphs. Canadian Journal of Mathematics 22:1082—
1096 (1970)

MOHAR, B. v SPACAPAN, S. Degenerate and star colorings of graphs on surfaces. European
Journal of Combinatorics 33(3):340-349 (2012)

Pon, K. On the Linear Vertex-Arboricity of a Planar Graph. Journal of Graph Theory
14(1):73-75 (1990)

PrieTo, C. Topologia bisica. Fondo de Cultura Econdémica (2013)

RAsPAUD, A. Y WANG, W. On the vertex-arboricity of planar graphs. European Journal of
Combinatorics 29(4):1064-1075 (2008)

SALAVATIPOUR, M. Graph Colouring via the Discharging Method. Tesis Doctoral, University
of Toronto (2003)

STEIN, S. B-set and planar maps. Pacific Journal of Mathematics 37(1):217-224 (1971)

THOMASSEN, C. Decomposing a Planar Graph into an Independent Set and a 3-Degenerate
Graph. Journal of Combinatorial Theory, Series B 83(2):262-271 (2001)

WANG, W. v Lin, K.W. Choosability and Edge Choosability of Planar Graphs without Five
Cycles. Applied Mathematics Letters 15:561-565 (2002)

62



	Portada 
	Índice General 
	Introducción 
	Capítulo 1. Terminología y Resultados Básicos 
	Capítulo 2. Gráficas Planas 
	Capítulo 3. Arboricidad en Gráficas Planas 
	Conclusiones 
	Bibliografía 

