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Introducción

La presente tesis trata sobre la arboricidad por vértices en grá�cas planas, es decir, cuántos

colores son su�cientes para colorear los vértices de una grá�ca plana sin que haya ciclos de un solo

color. El concepto de arboricidad por vértices, nombrado originalmente arboricidad puntual, fue

de�nido por Chartrand, Kronk y Wall en [13], en donde los autores muestran que, para grá�cas

planas, la arboricidad es a lo más tres y mencionan que cualquier contraejemplo al Teorema de los

cuatro colores [1, 2], en ese tiempo todavía una conjetura, tendría que tener cumplir esa cota. Aunque

el Teorema de los cuatro colores es cierto, existen ejemplos de grá�cas planas con arboricidad igual

a tres. El objetivo de esta tesis es estudiar el estado del arte sobre la arboricidad por vértices en

grá�cas planas, enfocándonos principalmente en condiciones que garanticen que una grá�ca plana

tenga arboricidad a lo más dos.

Cabe destacar que la arboricidad por vértices cae dentro del área de descomposiciones de grá�cas,

en donde se busca descomponer por partes ya sea el conjunto de vértices o el de las aristas de

tal forma que cada parte induzca una grá�ca con ciertas características. Muchas veces a estas

descomposiciones se les llama también coloraciones, ya que se suele visualizar a los elementos de

cada parte pintados de determinado color y diferente a los de las demás partes. El lector interesado

está invitado a hojear el libro de Jensen y Toft [20] sobre problemas de coloraciones de grá�cas, así

como literatura sobre descomposiciones similares a la arboricidad: descomposiciones relacionadas

a la k-degeneración [21, 22, 28], descomposición por trayectorias [7, 8, 23], descomposición en

subgrá�cas con el grado máximo acotado [6, 9].

La tesis está estructurada de la siguiente manera. En el primer capítulo se dan las de�niciones

y resultados básicos utilizados a lo largo de toda la tesis. Más precisamente, se de�nen y se dan

resultados generales de dos espacios vectoriales asociados a una multigrá�ca, el espacio de ciclos

y el espacio de cortes, los cuales servirán para demostrar, en el Capítulo 2, la Fórmula de Euler

y más adelante, en el Capítulo 3, resultados relacionados con la grá�ca dual de una grá�ca plana.

Además, se de�ne el concepto principal de esta tesis, la arboricidad por vértices, y se dan resultados

necesarios para el último capítulo.

En el segundo capítulo, después de una breve mención de los resultado topológicos necesarios,
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se da la de�nición de grá�ca plana y se revisan los resultados básicos para trabajar con grá�cas

planas. Además se ve la relación de los espacios vectoriales arriba mencionados de una grá�ca plana

con respecto a los mismos espacios de su grá�ca dual, lo cual permite dar, en el Capítulo 3, una

caracterización de las grá�cas planas con arboricidad igual a dos. Al �nal de este capítulo se hace

una breve revisión del método de descarga, el cual será una herramienta clave para los resultados

principales de esta tesis.

En el tercer y último capítulo se da una demostración de la cota mencionada arriba, para luego

pasar a estudiar, mediante el método de descarga, cómo la ausencia de ciclos de cierta longitud

implica que la arboricidad es a lo más dos. Finalmente, se presenta una caracterización, demostrada

por Hakimi y Schmeichel [17] en 1989, de las grá�cas planas con arboricidad igual a dos.

3



Capítulo 1

Terminología y resultados básicos

En este capítulo se dan las de�niciones y los resultados básicos sobre grá�cas y multigrá�cas

que se utilizan a lo largo de la tesis. La primera sección trata de resultados generales de grá�cas

y multigrá�cas. En la segunda sección se abordan resultados sobre la conexidad y, principalmente,

sobre el espacio de ciclos y el espacio de cortes de una multigrá�ca. En la tercera parte se de�nine la

arboricidad por vértices de una grá�ca, concepto principal de esta tesis, y se dan algunos resultados

generales con respecto a éste. En la última sección se de�ne qué signi�ca que dos grá�cas sean

isomorfas y se dan algunos resultados al respecto, esto para justi�car que en los próximos dos

capítulos no se distinga a una grá�ca planar de un encaje particular.

1.1. Grá�cas y multigrá�cas

Una grá�ca simple G es un par ordenado (V (G), E(G)) donde V (G) es un conjunto �nito no

vacío y E(G) es un conjunto de pares no ordenados de V (G). Los elementos de V (G) son los vértices

de la grá�ca G y los elementos de E(G) sus aristas. Si E(G) = ∅, se dice que G es la grá�ca vacía.

Dada una arista e = {u, v}, se dice que u y v son adyacentes y que e incide en u y v. Si dos aristas

diferentes inciden en un mismo vértice, se dice que son incidentes. Dado v en V (G), la vecindad de

v, NG(v), es el conjunto de vértices adyacentes a v y todo vértice u en NG(v) se llama vecino de v.

El grado de un vértice v es la cardinalidad de su vecindad y se denota con dG(v).

Ejemplo 1.1.1. Sea G la grá�ca simple dada por V (G) = {v1, v2, v3, v4} y E(G) = {{v1, v2}, {v1, v3},
{v1, v4}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v3, v4}} (véase Figura 1.1(a)).

Una multigrá�ca G es una tripleta (V (G), E(G), ψG), con V (G) un conjunto �nito no vacío,

E(G) un conjunto �nito y ψG una función tal que

ψG : E(G) −→ P2(V (G))− {∅}
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v1 v2
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e2e1 e3

e4

(b) G′

Figura 1.1: Ejemplos de grá�ca simple y multigrá�ca

donde P2(V (G)) es el conjunto de subconjuntos con cardinalidad a lo más 2 del conjunto V (G). Si

|ψG(e)| = 1, con e en E(G), e es un lazo. Dado v en V (G), dG(v) = a + 2b donde b es el número

de lazos que inciden en v y a el número de aristas que inciden en él y no son un lazo. Un vértice

es un k-vértice si dG(v) = k. Análogamente a una grá�ca, se de�ne la vecindad de un vértice

de una multigrá�ca. Tomando la función identidad en el conjunto E(G), toda grá�ca simple es

una multigrá�ca con tripleta (V (G), E(G), IdE(G)). Si no se especi�ca más concretamente, cuando

hablemos de una "grá�ca", nos referiremos a una grá�ca simple.

Ejemplo 1.1.2. Sea G′ la multigrá�ca dada por V (G′) = {v1, v2}, E(G′) = {e1, e2, e3, e4} y con

función ψG′ , tal que ψG′(e1) = ψG′(e2) = ψG′(e3) = {v1, v2} y ψG′(e4) = {v1} (véase Figura

1.1(b)).

Una consecuencia de la de�nición del grado de un vértice es que∑
v∈V (G)

dG(v) = 2|E(G)|.

Dada una multigrá�ca G, el grado mínimo de G es el menor de los grados de sus vértices y se le

denotará por δ(G). El grado máximo de G es el mayor de los grados de sus vértices y se le denotará

por ∆(G).

Una multigrá�ca H es subgrá�ca de G si V (H) es subconjunto de V (G), E(H) es subconjunto

de E(G) y ψG|E(H)
= ψH . Dado S un subconjunto de V (G), la subgrá�ca inducida por S, G[S],

es la subgrá�ca con conjunto de vértices S y todas las aristas de G entre vértices de S. Así,

G − S = G[V (G) − S]. En caso de que S conste de un solo vértice v, se escribirá G − v. Dado F
subconjunto de E(G), G[F ] es la subgrá�ca que tiene por vértices los vértices en los que inciden las

aristas de F y E(G[F ]) = F . Una subgrá�ca H es generadora, si V (G) = V (H).

Dadas una multigrá�ca G y H1, . . . ,Hk subgrá�cas de G, de�nimos la unión
⋃k
i=1Hi como la

subgrá�ca H con V (H) =
⋃k
i=1 V (Hi) y

⋃k
i=1E(Hi). Una descomposición (por aristas) de una

multigrá�ca G, es una familia F de subgrá�cas ajenas por aristas de G, tales que E(F ) 6= ∅ para
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toda F ∈ F y ⋃
F∈F

E(F ) = E(G).

SeaG una multigrá�ca. Un camino C enG es una sucesión de vértices y aristas [v0e1v1e2 · · · ekvk]

tal que ψG(ej) = {vj−1, vj}. La longitud del camino C es igual al número de aristas que contiene.

Si v0 = vk, el camino es cerrado; en otro caso, el camino es abierto. Un paseo es un camino que no

repite aristas. Una trayectoria es un camino abierto que no repite vértices. Un ciclo es un camino

cerrado tal que los únicos vértices que se repiten son el primero y el último. Dada una grá�ca G

con al menos un ciclo, el cuello de G es la mínima longitud de sus ciclos. Un ciclo C es un k-ciclo

si la longitud de C es igual a k.

Puesto que en una grá�ca G, entre cada par de vértices solo puede haber una arista, los caminos

pueden ser dados por una sucesión de vertices.

Una uv-trayectoria es una trayectoria que tiene por vértice inicial y �nal a u y v respectivamente.

En dicho caso, se dice que la trayectoria conecta a u con v. Dados A y B subconjuntos de V (G), una

trayectoria T es una AB-trayectoria si existen un par de vértices u y v en A y B, respectivamente,

tales que T es una uv-trayectoria. Un bosque es una grá�ca sin ciclos. A un vértice v en V (G) tal

que dG(v) = 1, se le llama hoja.

Proposición 1.1.3. Sea G una multigrá�ca. Si todos sus vértices tienen grado por lo menos dos,

entonces existe un ciclo C en G.

Demostración: Supóngase que no es cierto. Sea T una trayectoría en G de longitud máxima.

Supóngase que T = [v0e1v1e2 · · · ekvk]. Como dG(vk) ≥ 2, existe un vértice u y una arista f tales

que ψG(f) = {vk, u}, y como G no tiene ciclos se tiene que u 6= vi para toda 1 ≤ i ≤ k. De�nimos

T ′ = [v0e1v1e2 · · · ekvkfu] una trayectoría de longitud mayor a la de T , lo que contradice que T

fuera de longitud máxima. Por lo tanto existe un ciclo C en G.

Corolario 1.1.4. Sea G un bosque con al menos una arista. Entonces G tiene al menos dos hojas.

Demostración: Si δ(G) > 1, por la proposición anterior G tendría un ciclo. Por lo tanto δ(G) ≤ 1.

Demostraremos por inducción sobre |V (G)| que G tiene al menos dos hojas. Si G tiene dos

vértices u y v, ambos tienen grado igual a 1. Supóngase que la hipótesis es cierta para todo bosque

G con a lo más n vértices. Sea G un bosque con n+ 1 vértices y sean v1, . . . , vn+1 sus vértices. Sin

pérdida de la generalidad, supóngase que vn+1 es una hoja o un vértice aislado. Sea G′ = G−vn+1,

bosque con n vértices. Por hipótesis de inducción, G′ tiene dos hojas u1 y u2. Como el grado de

vn+1 es a lo más uno, solo puede ser adyacente a u1 ó a u2. Por lo tanto G tiene dos hojas.

Dada una grá�ca G, una k-coloración de G es una función γ : V (G) −→ {1, . . . , k}. Las clases
cromáticas de la coloración son los conjuntos V1, . . . , Vk, donde Vi = γ−1(i). Si para toda clase
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cromática Vi, G[Vi] es vacía, la coloración es propia. Al mínimo natural r para el cual existe una

r-coloración propia se le llama el número cromático de G. A éste se le denotará χ(G).

Dada una grá�ca G, ésta es k-degenerada si para toda subgrá�ca H se tiene que δ(H) ≤ k. De
lo anterior se tiene que, si G es k-degenerada, entonces δ(G) ≤ k.

Sea G una grá�ca, de�nimos mad(G), el máximo grado medio (maximum average degree en

inglés), como

mad(G) = max

{
2|E(H)|
|V (H)|

: H es subgrá�ca de G

}
Lema 1.1.5. [18] Si G es una grá�ca tal que mad(G) = q, entonces G es bqc-degenerada.

Demostración: Supóngase que no es cierto. Entonces existe H subgrá�ca de G tal que δ(H) > bqc.
Si q está en Z+, entonces δ(H) ≥ q + 1 > q. Si q está en Q − Z, entonces δ(H) ≥ dqe > q. Por lo

que

q = mad(G) ≥ 2|E(H)|
|V (H)|

≥

|V (H)|∑
i=1

δ(H)

|V (H)|
= δ(H) > q

Por lo tanto G es bqc-degenerada.

1.2. Conexidad y conjuntos de corte

1.2.1. Conexidad

Una multigrá�ca G es conexa si todo par de vértices está conectado por una trayectoria. Una

grá�ca conexa sin ciclos es un árbol, mientras que una grá�ca sin ciclos se llama bosque.

Teorema 1.2.1. Sea G un árbol. Entonces |E(G)| = |V (G)| − 1.

Demostración: Demostraremos el teorema por inducción en |V (G)|. Si |V (G)| = 1, se tiene que

|E(G)| = 0. Supóngase que |E(G)| = |V (G)|−1 para todo árbol G con |V (G)| ≤ n. Sea ahora G un

árbol con |V (G)| = n + 1. Todo árbol es un bosque, por lo que G tiene una hoja v. Consideremos

ahora G − v. Sean u1, u2 ∈ V (G) − {v} dos vértices. Entonces toda u1u2-trayectoria T en G,

no contiene a v pues éste tiene grado uno. Por lo tanto, G − v es conexa. Como evidentemente

G − v no tiene ciclos, entonces G − v es un árbol con |V (G − v)| = n. Por hipótesis de inducción,

|E(G− v)| = |V (G− v)| − 1. Por lo tanto |E(G)| = |E(G− v)|+ 1 = |V (G− v)| = |V (G)| − 1.

Una multigrá�ca G es k-conexa si para todo par de vértices u y v existen k uv-trayectorias que

tienen a u y v como únicos vértices en común, llamadas trayectorias internamente ajenas, es decir,

existen T1, . . . , Tk uv-trayectorias tales que V (Ti) ∩ V (Tj) = {u, v} si i 6= j. Al máximo número de
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trayectorias internamente ajenas entre dos vértices u y v se denotara por p(u, v). Las componentes

conexas de G son las subgrá�cas maximales bajo la propiedad de ser conexas y c(G) es el número de

componentes conexas de G. Si para un vértice v se tiene que G− v tiene más componentes conexas

que G, v es un vértice de corte. Un puente es una arista e tal que G − e tiene más componentes

conexas que G.

Corolario 1.2.2. Sea G un bosque. Entonces |E(G)| ≤ |V (G)| − 1.

Demostración: Si G es un árbol, por el Teorema 1.2.1, se tiene la igualdad. Supóngase que G no es

conexa. Sean C1, . . . , Cr las componentes conexas deG. Sean v1, . . . , vr vértices en V (C1), . . . , V (Cr),

respectivamente. De�nimos G′ como (V (G), E(G)
⋃r
i=2{v1vi}). Entonces G′ es un árbol y G es una

subgrá�ca de G′. Por lo tanto |E(G)| < |E(G′)| = |V (G)| − 1.

Proposición 1.2.3. Sean G una multigrá�ca y e ∈ E(G). Entonces, e es un puente si y sólo si e

no pertence a ningún ciclo.

Demostración: Supóngase que e es un puente, entonces e no puede ser un lazo. Sean x, y ∈ V (G)

tales que ψG(e) = {x, y}. Como G − e tiene más componentes conexas, no puede existir una xy-

trayectoria T en G− e, y por lo tanto e no puede estar en un ciclo.

Ahora, supóngase que e no está en ningun ciclo. Como no pertence a ningún ciclo, e no

puede ser un lazo, entonces existen x, y ∈ V (G) diferentes, tales que ψG(e) = {x, y}. Si G − e

no tuviera más componentes conexas, existiría una xy- trayectoria T = [xe1v1 . . . eky]. Entonces

C = [xe1v1 . . . ekyex] sería un ciclo en G. Por lo tanto G− e es tiene más componentes conexas y e

es un puente.

Dados dos vértices v, u no adyacentes de una multigrá�ca G, un uv-corte es un conjunto de

vértices S, tal que en G − S no existe ninguna uv-trayectoria. La cardinalidad mínima de un uv-

corte se denota con c(u, v).

A continuación presentamos el Teorema de Menger, un resultado clásico y de gran importancia

en Teoría de Grá�cas. Sin embargo, debido a su extensión y a que su metodología e ideas no son

relevantes para la presentación de los resultados principales de esta tesis, no daremos la demostración

de este teorema.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Menger, véase [4], p. 208) Sea G una multigrá�ca. Si u y v son

vértices distintos no adyacentes, entonces p(u, v) = c(u, v).

Dada una multigrá�ca k-conexa G, se tiene por el Teorema de Menger que, para todo par de

vértices no adyecentes u y v, c(u, v) ≥ k, pues p(u, v) ≥ k.
Una multigrá�ca conexa G es separable si existe una descomposición de ella en dos subgrá�cas

conexas con un único vértice en común. A tal vértice se le llama vértice de separación y a la
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descomposición se le llama separación de G. En otro caso se dice que la multigrá�ca G es no

separable.

Todo vértice de corte es un vértice de separación, pero no todo vértice de separación es un

vértice de corte. En el Ejemplo 1.1.2 (véase Figura 1.1(b)), la multigrá�ca G′ no tiene vértices de

corte y es 2-conexa. Pero el vértice v1 es un vértice de separación, por lo que G′ es separable. En

este ejemplo la multigrá�ca es separable por el lazo y, de hecho, los lazos son el único impedimento

para que una multigrá�ca 2-conexa sea no separable, lo cual veremos a continuación.

Proposición 1.2.5. Sea G multigrá�ca. Si G es 2-conexa y separable, entonces G tiene un lazo.

Demostración: Supóngase que no es cierta la proposición. Sea G una multigrá�ca 2-conexa,

separable y sin lazos. Sean G1 y G2 las subgrá�cas de una separación de G, y sea v el vértice

de separación asociado. Como G no tiene lazos, |(NG(v) − {v}) ∩ V (Gi)| > 0 para i = 1, 2. Sean

v1 y v2 vértices en V (G1) y en V (G2) respectivamente. Como G es 2-conexa, existen dos v1v2-

trayectorias T y T ′ internamente ajenas. Si alguna de las dos no contuviera a v, existiría una arista

en E(G) incidente a un vértice de V (G1) y a uno de V (G2). Entonces existiría una arista que no

está contenida ni en E(G1), ni en E(G2). Pero como E(G) = E(G1) ∪ E(G2), entonces tenemos

que v está en ambas trayectorias, lo que contradice que sean internamente ajenas. Por lo tanto,

|(NG(v)− {v}) ∩ V (Gi)| = 0 para alguna 1 ≤ i ≤ 2, por lo que v tiene al menos un lazo.

Siguiendo un razonamiento similar se puede probar el siguiente corolario.

Corolario 1.2.6. Todo vértice de separación que no tenga lazos es un vértice de corte.

Dada una grá�ca G, un bloque es una subgrá�ca maximal bajo la propiedad de ser no separable.

Proposición 1.2.7. (véase [4], p. 120) Sea G una multigrá�ca. Entonces:

(a) Cualesquiera dos bloques tienen a lo más un vértice en común.

(b) Los bloques de G generan una descomposición por aristas de G.

(c) Todo ciclo está contenido en un bloque.

Demostración: (a) Supóngase que existen bloques B1, B2 que comparten al menos dos vértices.

Como un vértice junto con un lazo incidente a él es un bloque y B1 y B2 tienen al menos dos

vértices, ni B1 ni B2 tiene lazos. Si V (G) = {v1, v2}, entonces V1 ( V2, contradicción a la de�nición

de bloque. Por lo tanto, |V (B1)| > 2. Análogamente, |V (B2)| > 2. Entonces, como ambos son no

separables (grá�cas conexas y sin vértices de corte), sin lazos y con más de tres vértices, B1 y B2

son grá�cas 2-conexas. Sea B = B1∪B2 y sea v un vértice de B. Como B1−v y B2−v son conexas

y comparten por lo menos un vértice, se tiene que B − v es conexa. Entonces B no tiene vértices
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de corte ni lazos, por lo que es no separable y contiene a B1 y a B2, lo cual es una contradicción

con la maximalidad de B1 y B2.

(b) Cada arista induce una subgrá�ca no separable, por lo que está contenida en un bloque.

Debido a (a), cada arista está en un solo bloque.

(c) Un ciclo es una multigrá�ca no separable, por lo que tiene que estar contenido en un bloque.

Una multigrá�ca es bipartita si existe una partición V1, V2 de sus vértices tal que G[Vi] tiene

por conjunto de aristas al conjunto vacío para i = 1, 2. Una caracterización de las multigrá�cas

bipartitas es la siguiente.

Proposición 1.2.8. (véase [5], p. 12) Una multigrá�ca G es bipartita si y sólo si no tiene ciclos

de longitud impar.

Dada una multigrá�ca G, se le asocia una grá�ca bipartita B(G), llamada el árbol de bloques con

bipartición B,S, donde B es el conjunto de bloques de G y S el conjunto de vértices de separación

en la grá�ca G y donde un vértice s ∈ S es adyacente a un bloque B ∈ B si y sólo si s ∈ V (B).

Ahora, B(G) no puede tener ciclos, pues de existir un ciclo C, éste implicaría la existencia de un

ciclo que pasa por diferentes bloques de G, pero, por la Proposición 1.2.7, todo ciclo está contenido

en un bloque. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.2.9. (véase [4], p. 120) Sea G una multigrá�ca conexa. Entonces B(G) es un árbol.

Una multigrá�ca G es euleriana si existe un paseo cerrado C en G tal que E(C) = E(G). La

caracterización clásica de las multigrá�cas eulerianas es la siguiente.

Teorema 1.2.10. (Teorema de Euler, véase [4], p. 88) Una multigrá�ca conexa G es euleriana

si y sólo si todos los vértices tienen grado par.

Sin embargo, es de mayor interés para nosotros la siguiente caracterización, la cual nos permitirá

relacionar el conjunto de aristas de una subgrá�ca euleriana de G con el espacio de ciclos de G,

del cual hablaremos en la última parte de esta sección. Aunque el siguiente teorema es demostrado

para grá�cas en [12], la demostración es exactamente la misma para multigrá�cas.

Teorema 1.2.11. (véase [12], p. 96) Una multigrá�ca conexa no vacía G es euleriana si y sólo si

existe una descomposición F = {G1, . . . , Gk} de G tal que Gi es un ciclo para toda 1 ≤ i ≤ k.

Demostración: Sea G euleriana. Demostraremos el teorema por inducción en m = |E(G)|. Para
m = 1, 2, 3 se cumple. Supongamos ahora que para toda m ≤ k se cumple. Sea G una grá�ca

euleriana con m = k + 1. Entonces, por el Teorema de Euler, todo vértice tiene grado par, por lo

que, por Proposición 1.1.3, existe un ciclo C en G. Si E(C) = E(G), entonces la descomposición

trivial de F = {G} cumple. Supóngase entonces que E(C) es subconjunto propio de E(G) y sea
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V (G)

Figura 1.2: Contracción de G′

G′ = G−E(C). Como a cada vértice se le quitan ya sean 2 aristas ó un lazo, se tiene que dG′(v) = 2k

para algún entero k ≥ 0. Entonces cada componente conexa de G′ es euleriana con menos de

k + 1 aristas. Por hipótesis de inducción, para cada componente existe una descomposición con la

condición buscada. La unión de todas estas descomposiciones junto con {C} dan la descomposición

buscada.

Por otro lado, supóngase que existe una descomposición F = {G1, . . . , Gk} de G tal que Gi es

un ciclo para toda i = 1, . . . , k. Entonces, para tódo vértice v, los lazos incidentes a v contribuyen

en 2 a su grado y, por cada arista e incidente a v que no es un lazo existe una i tal que e está en

Ei y existe otra arista e′ en Ei incidente a v. Esto implica que el grado de todo vértice es par, por

lo que G es una grá�ca par conexa y, por lo tanto, es euleriana.

Sea G una multigrá�ca. Una contracción de G es una multigrá�ca H = (Q, E(G), ψH), donde

Q es el conjunto de partes de una partición de V (G) tal que para toda Q en Q, se tiene que G[Q]

es conexa y ψH(e) = {U, V } si ψG(e) = {u, v}, con u en U y v en V .

Ejemplo 1.2.12. La multigrá�ca H = (Q, E(G′), ψH) (véase �gura 1.2), tomando G′ la multigrá-

�ca del Ejemplo 1.1.2 (véase �gura 1.1(b)) y Q = {V (G′)}, es una contracción de G′.

1.2.2. Conjuntos de corte

Dados dos subconjuntos no vacios de vértices V1, V2 ⊆ V (G) de una multigrá�ca G, E(V1, V2) es

el conjunto de todas las aristas de G tales que un extremo está en V1 y el otro en V2. Un conjunto

de aristas F es un corte si existe una partición no trivial de V (G) en dos conjuntos V1, V2 tales que

F = E(V1, V2). Para un vértice v, E(v) = E({v}, V (G)− {v}) es un corte llamado el cociclo de v.

Un corte minimal es un corte no vacío que es minimal en cuanto a contención.

Proposición 1.2.13. Sea G una multigrá�ca conexa. Entonces F = E(V1, V2) es un corte minimal

si y sólo si G[V1] y G[V2] son conexas.
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Demostración: Sea F = E(V1, V2) un corte minimal. Supóngase que G[V1] no es conexa. Entonces

existe una componente conexa C de G[V1] tal que V1 − V (C) 6= ∅ y E(V (C), V2) 6= ∅. Sea F ′ =

E (V1 − V (C), V2 ∪ V (C)). Entonces F ′ es un subconjunto propio de F , lo que es una contradicción

a que F sea un corte minimal, por lo tanto, G[V1] es conexa. Análogamente, G[V2] es conexa.

Por otro lado, supóngase que G[V1] y G[V2] son conexas. Si existiera un corte F ′ = E(V1
′, V2

′)

subconjunto propio de F , tal que G[V1
′] y G[V2

′] son conexas, la V1
′, V2

′ partición de V (G) sería

diferente de V1, V2. Entonces existiría un par de vértices v, u tales que ambos están en V1 ó ambos

en V2 y están en partes diferentes de la partición V1
′, V2

′. Sin pérdida de generalidad supóngase que

v, u ∈ V1. Como G[V1] es conexa, existe una uv-trayectoria T en G[V1],por lo que T no contiene

aristas de F . Entonces T es una V1
′V2
′-trayactoria, para la cual al menos una arista está en F ′ y

por lo tanto en F , lo que es una contradicción. Por lo tanto, F es un corte minimal.

1.2.3. Espacio de ciclos y espacio de cortes

En esta sección estudiaremos el espacio de ciclos y el espacio de cortes de una multig¯a�ca.

Estos espacios junto con los resultados presentados aquí servirán para probar la Fórmula de Euler,

fórmula que es la base del método de descarga, así como para dar una caracterización, en el Capítulo

3, de las grá�cas planas con arboricidad dos, caracterización que es uno de los objetivos principales

de esta tesis.

Dada una grá�ca G, se puede de�nir un espacio vectorial E(G) como el espacio dado por los

subconjuntos de E(G) con la diferencia simétrica como operación sobre el campo �nito F2 = {0, 1}.
Es decir, E(G) = P(E(G)) y para cualesquiera F1, F2 en E(G), F1 + F2 = F1∆F2, 1F1 = F1 y

0F1 = ∅. Si E(G) = {e1, . . . , em}, entonces el conjunto {{e1}, . . . , {em}} es un conjunto generador

de E(G) y como para todas i, j ∈ {1, . . . ,m} diferentes, los conjuntos {ei} y {ej} son ajenos, se

tiene que dim(E(G)) = m.

Dado F ∈ E(G), puede tomarse a F como (λ1, . . . , λm), con λi ∈ F2 para toda i ∈ {1, . . . ,m}
y λi = 1 si ei está en F y λi = 0 si no está en F . Dados F, F ′ en E(G), con F = (λ1, . . . , λm) y

F ′ = (λ′1, . . . , λ
′
m), de�nimos el siguiente producto:

〈F, F ′〉 =

m∑
i=1

λiλ
′
i.

Como el campo es de característica dos, 〈F, F ′〉 = 0 si y sólo si |F ∩F ′| es par (por lo que no es un

producto interior).

Dado F subespacio de E(G), de�nimos F⊥ = {F ′ ∈ E(G) : 〈F, F ′〉 = 0 ∀F ∈ F}.

Proposición 1.2.14. Sea F subespacio de E(G). Entonces F⊥ es subespacio de E(G) y dim(F) +

dim(F⊥) = dim(E(G))
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Demostración: Sea {F1, . . . , Fk} una base de F . De�nimos la transformación lineal

F =


F1

...

Fk


con Ker(F ) = F⊥. Entonces es F⊥ es subespacio de E(G). Por el teorema de la dimensión (ver

[16], p. 70), tenemos que

dim(F⊥) + dim(Im(F )) = m,

donde dim(Im(F )) = rang(F ) = k = dim(F).

De�nimos C(G) como el subespacio de E(G) generado por los conjuntos de aristas de los ciclos

de G. C(G) es el espacio de ciclos de G, donde dim(C(G)) es llamado el número ciclomático de G.

Análogamente se pueden de�nir E(G) para una multigrá�ca G (así como el producto y los

diferentes subespacios arriba de�nidos).

Aunque todos los resultados de esta sección tomados de [14] están formulados y demostrados

para grá�cas, se pueden, como el autor menciona en p. 109, tomar las demostraciones sin cambio

alguno para multigrá�cas.

Proposición 1.2.15. (véase [14], p. 24) Sea G una multigrá�ca y F un subconjunto de E(G).

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) F está en C(G).

(ii) F es una unión disjunta (posiblemente vacía) de conjuntos de aristas de ciclos.

(iii) Todos los vértices en la multigrá�ca H(F ) = (V (G), F, ψG|F ) tienen grado par.

Demostración: Para cualquier F ∈ E(G), sea H(F ) = (V (G), F, ψG|F ).

(i) implica (iii). Sea F ∈ C(G) y sea nC(F ) el mínimo número de ciclos necesarios para generar

F . Demostraremos por inducción sobre nC(F ) que todos los vértices en la multigrá�ca H(F ) tienen

grado par. Si nC(F ) = 0 ó nC(F ) = 1, claramente todos los vértices de H(F ) tienen grado cero

ó dos por lo que se cumple (iii). Supóngase que para toda F ∈ C(G) con nC(F ) ≤ k se cumple

(iii). Sea F ∈ C(G) tal que nC(F ) = k + 1. Sean C1, . . . , Ck+1 ciclos en G que generan a F y

sea F ′ = C1 + · · · + Ck. Por hipótesis de inducción, se tiene que todo vértice en H(F ′) tiene

grado par. Para todo vértice v ∈ V (H(F )), si v /∈ V (Ck+1), entonces dH(F )(v) = dH(F ′)(v). Sea

v ∈ V (H(F )) ∩ V (Ck+1). Si Ck+1 es un lazo, por la minimalidad del conjunto generador, se tiene

que dH(F )(v) = dH(F ′)(v) + 2. Supóngase que Ck+1 no es un lazo. Ahora, las aristas de Ck+1 que

inciden en v pueden ó no estar en F ′, pues Ck+1 puede compartir aristas con algún otro Ci, por lo
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V1 V2

U1

U2

e

Figura 1.3: D = D1 +D2

que dH(F )(v) = dH(F ′)(v) + 2 ó dH(F )(v) = dH(F ′)(v) ó dH(F )(v) = dH(F ′)(v)− 2 dependiendo si no

comparten ninguna arista, comparte una o comparten dos. Por lo tanto todos los vértices de H(F )

tienen grado par.

(iii) implica (ii). Sea F ∈ E(G) tal que todos los vértices de H(F ) tienen grado par. Demos-

traremos por inducción sobre |F | que F es la unión disjunta de conjuntos de aristas de ciclos. Si

|F | = 0 ó |F | = 1 esto se cumple, pues F es vacío o consta de un lazo. Supóngase que, para toda

F ∈ E(G) tal que |F | ≤ k y tal que todos lo vértices de H(F ) tienen grado par, F es la unión

disjunta de conjuntos de aristas de ciclos. Sea F ∈ E(G) con |F | = k + 1 y tal que todos los vérti-

ces en la multigrá�ca H(F ) tienen grado par. Como todos los vértices tienen grado par y F 6= ∅,
por la Proposición 1.1.3 existe un ciclo C en H(F ). Entonces el conjunto F ′ = F − E(C) tiene a

lo más k aristas, y para todo vértice v de la multigrá�ca H(F ′) su grado es igual que en H(F )

ó dH(F ′)(v) = dH(F )(v) − 2. Por hipótesis de inducción, F ′ es la unión disjunta de ciclos. Sean

C1, . . . , Cr estos ciclos. Como F ′ ∩E(C) = ∅, entonces F =
⋃r
i=1E(Ci) ∪E(C), donde la unión es

disjunta.

(ii) implica (i). Se obtiene por de�nición de C(G).

Del inciso (ii) de la Proposición 1.2.15 y del Teorema 1.2.11, se tiene que H, una subgrá�ca

conexa de G, es euleriana si y sólo si E(H) ∈ C(G).

Proposición 1.2.16. (véase [14], p. 25) Junto con el conjunto vacío, el conjunto de cortes C∗(G)

de una multigrá�ca G es un subespacio de E(G). Este subespacio está generado por los cortes de la

forma E(v).

Demostración: Sea C∗(G) el conjunto que contiene a ∅ y a todos los cortes de G. Como D+D = ∅
y D + ∅ = D para todo D en C∗(G), solo falta ver que D1 + D2 está en C∗(G) para cualesquiera

dos cortes distintos D1 y D2. Sean V1, V2 y U1, U2 particiones de V (G) tales que D1 = (V1, V2)
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y D2 = (U1, U2). Sea D = D1 + D2. D es el conjunto de aristas tales que están en uno de los

cortes y no en el otro (�gura 1.3). Sea e ∈ D, entonces e está en D1 y no está en D2 o está en

D2 y no está en D1. Supóngase que e está en D1 y no está en D2. Entonces e está en G[U1] ó

en G[U2]. Por lo tanto e está en E(V1 ∩ U1, V2 ∩ U1) ó en E(V1 ∩ U2, V2 ∩ U2). Análogamente, si

e está en D2, se tiene que e está en E(V1 ∩ U1, V1 ∩ U2) ó en E(V2 ∩ U1, V2 ∩ U2). Por lo tanto

D = ((V1 ∩ U2) ∪ (V2 ∩ U1), (V1 ∩ U1) ∪ (V2 ∩ U2)). Entonces D esta en C∗(G).

Sea D = (V1, V2) un corte. De�nimos

D′ :=
∑
v∈V1

E(v).

Toda arista e en D tiene un extremo en V1 y otro en V2, por lo que hay un único v en V1 tal que e

está E(v). Por lo tanto, e está en D′. Si una arista e está en D′, implica que solamente uno de sus

extremos incide en V1, por lo que el otro tiene que incidir en V2. Por lo tanto D = D′.

Al espacio C∗(G) se le llama el espacio de cortes o el espacio de cociclos de G. El siguiente lema

da una caracterización del espacio de cortes análoga al inciso (ii) de la Proposición 1.2.15. Estas

dos caracterizaciones serán de gran utilidad en los próximos capítulos.

Lema 1.2.17. (véase [14], p. 25) Sea G una multigrá�ca conexa. Entonces C∗(G) está generado

por los cortes minimales y todo elemento en F de C∗(G) es la unión ajena de cortes minimales.

Demostración: Sea F = E(V1, V2) un corte. Supóngase que F no es un corte minimal. Como G

es conexa y Vi 6= ∅ para i = 1, 2, se tiene que F 6= ∅. Sea C una componente conexa de G[V1] y

sean D1, . . . , Dk componentes conexas de G−V (C) con k ≥ 1 (Figura 1.4). Nótese que V (Di) ⊆ V2

para toda 1 ≤ i ≤ k. Sea Gi = G− V (Di) para toda i ∈ {1, . . . , k}. Para cada i, Gi es conexa, por

lo que, por la Proposición 1.2.13 E(V (C), V (Di)) = E(V (Di), V (Gi)) es un corte minimal. Como

estos conjuntos son ajenos, tenemos que

E(V (C), V2) =

k⋃
i=1

E(V (C), V (Di)) =

k∑
i=1

E(V (C), V (Di)).

Si C1, . . . , Cr son las componentes conexas de G[V1], tenemos que E(V (Ci), V2) es la unión ajena

de cortes minimales para toda i en {1, . . . , r}. Como E(V (C1), V2), . . . , E(V (Cr), V2) son ajenos, se

tiene que

E(V1, V2) =

r⋃
i=1

E(V (Ci), V2) =

k∑
i=1

E(V (Ci), V2).
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Figura 1.4: Multigrá�ca G y las componentes conexas de G− V (C)

Teorema 1.2.18. (véase [5], p. 14) Sea S subconjunto de E(G). Entonces S esta en C∗(G) si y

sólo si |S ∩ C| es par para todo C en C(G).

Demostración: Sea S ∈ C∗(G). Por la Proposición 1.2.15 solo es necesario mostrar que |S ∩ C|
para todo conjunto C ∈ C(G) de aristas de un ciclo. Si S = ∅, se tiene que |S ∩ C| = 0 para todo

ciclo C en G. Supóngase que S 6= ∅.
Supóngase que S esta en C∗(G). Por la de�nición de C∗(G) S no contiene lazos y por la

Proposición 1.2.16, se tiene que existen v1, . . . , vk ∈ V (G) tales que

S =

k∑
i=1

E(vi).

Entonces

〈S,C〉 =

〈
k∑
i=1

E(vi), C

〉
=

k∑
i=1

〈E(vi), C〉

para todo conjunto C ∈ C(G) de aristas de un ciclo. Ahora, 〈E(vi), C〉 = 0 para toda i ∈ {1, . . . , k}
y para todo conjunto C ∈ C(G) de aristas de un ciclo, pues por de�nición E(vi) no contiene lazos

y las aristas de C no inciden en vi ó solamente dos inciden en él. Entonces 〈S,C〉 = 0 y por la

de�nición del producto se tiene que |S ∩ C| es par.
Por otro lado, sea S ⊆ E(G)−{∅} y supóngase que |S ∩C| es par para todo C en C(G). Sea K

una componente conexa de G− S. Como un lazo es un ciclo de longitud uno, S no puede contener

ninguno. Si existiera una arista e ∈ E(G[V (K)])∩S, entonces e = {u, v} para algún par de vértices

diferentes. Como K es conexa existe una vu-trayectoria P en K. Entonces, P ∪ {e} es un ciclo tal

que |S ∩ (P ∪ {e})| = 1. Por lo tanto E(G[V (K)]) ∩ S = ∅ para toda componente conexa K de

G − S y G − S no es conexa. Sean K1, . . . ,Kr las componentes conexas de G − S, donde r ≥ 2.

Sea Q = {V (K1), . . . , V (Kr)}. De�nimos G′ = (Q, S, ψG′), donde ψG′(e) = {V (Ki), V (Kj)} si y
sólo si ψG(e) = {vi, vj} con vi ∈ V (Ki) y vj ∈ V (Kj). Probaremos que G′ es una multigrá�ca
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bipartita. Si G′ no tiene ciclos, claramente es bipartita. Supóngase que G′ tiene al menos un ciclo

y sea C ′ = [v0e1v1 · · · vk−1ekvk] un ciclo en G′. Como cada vi es un conjunto de vértices de una

componente conexa Kj en G − S para alguna 1 ≤ j ≤ r y S no tiene lazos, para cada vi, con

1 ≤ i ≤ k, existe una trayectoria Ti en la correspondiente componente conexa la cual conecta

los extremos de las aristas ei y ei+1, donde ek+1 = e1. Entonces existe un ciclo C en G tal que

C ′ = C ′ ∩ S = C ∩ S. Entonces, por hipótesis, C ′ tiene longitud par. Por lo que G′ es bipartita.

Sea V ′1 , V
′
2 la partición de V (G′) y, para i = 1, 2, sea

Vi =
⋃

vj∈V ′i

V (Kj).

Entonces S = E(V1, V2) ∈ C∗(G).

Ahora podemos ver cuál es la relación entre C(G) y C∗(G) y cómo se determinan el uno al otro.

Teorema 1.2.19. (véase [14], p. 26) Sea G una multigrá�ca. Entonces C(G) = C∗⊥(G) y C∗(G) =

C⊥(G).

Demostración: Como consecuencia del Teorema 1.2.18, tenemos que S ∈ C∗(G) si y sólo si

〈S,C〉 = 0 para todo C ∈ C(G), por lo tanto se tiene que C∗(G) = C⊥(G) y que C(G) es

subconjunto de C∗⊥(G). Por la Proposición 1.2.15, si F subconjunto de E(G) no está en C(G),

entonces existe un vértice v tal que un número impar de aristas de F inciden en él. Por lo tanto

〈E(v), F 〉 = 1. Entonces, como E(v) está en C∗(G), F no está en C∗⊥(G). Por lo tanto, C∗⊥(G) ⊆
C(G).

Teorema 1.2.20. (véase [5], p. 19) Sea G una multigrá�ca. Entonces dim(C∗(G)) = |V (G)|−c(G).

Demostración: Sean G1, . . . , Gk las componentes conexas de G. Sean v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn los

vértices de G. Sin pérdida de generalidad, supóngase que vi ∈ V (Gi) para toda i ∈ {1, . . . , k}.
Sea B = {vk+1, . . . , vn} y de�nimos B = {E(vk+1), . . . , E(vn)}. Mostraremos que B es una base de

C∗(G). Por contradicción, supóngase que existen escalares αk+1, . . . , αn no todos cero tales que

n∑
i=k+1

αiE(vi) = ∅

Sea T el subconjunto de B formado por todos los vértices vi tales que αi 6= 0, i ∈ {k+1, k+2, . . . , n.

Como, para todo v ∈ B, v está en algún V (Gi) junto con vi y Gi es conexa, se tiene que dG(v) > 0.

Por lo tanto E(v) 6= ∅ para todo v en B. Sean T1, . . . , Tk subconjuntos de T , donde Ti = T ∩V (Gi).
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Entonces

∅ =

n∑
i=k+1

αiE(vi) =
∑
v∈T

E(v) =
∑
v∈T1

E(v) + · · ·+
∑
v∈Tk

E(v)

Ahora, si para alguna i ∈ {1, . . . , k} ∑
v∈Ti

E(v) 6= ∅,

existiría e ∈ E(G) tal que e ∈ E(v) y e ∈ E(u) con v ∈ Ti y u ∈ Tj , i 6= j, pues la suma total de los

cociclos de los vértices de T es igual a ∅. Entonces existiría una arista entre Gi y Gj componentes

conexas diferentes. Por lo tanto ∑
v∈Ti

E(v) = ∅

para toda 1 ≤ i ≤ k. Sin pérdida de generalidad, supóngase que T1 6= ∅. Entonces G[T1] es subgrá�ca

de G1. Si T1 6= V (G1), entonces

∅ 6=
∑
v∈T1

E(v) = E(T1, V (G1)− T1)

pues G1 es conexa. Por lo tanto T1 = V (G1), lo que implica que V (G1) es subconjunto de B, lo

cual es una contradicción pues, por construcción, v1 no está en B. Por lo tanto, B es un conjunto

linealmente independiente. Como

E(vi) = E({vi}, V (Gi)− {vi}) = E({vi}, B ∩ V (Gi)) =
∑

v∈B∩V (Gi)

E(v),

se tiene que B genera todos los cortes y, por lo tanto, es base de C∗(G). Por lo que dim(C∗(G)) =

|B| = |V (G)| − c(G).

Corolario 1.2.21. (véase [5], p. 19) Sea G una multigrá�ca. Entonces dim(C(G)) = |E(G)| −
|V (G)|+ c(G).

Demostración: Por la Proposición 1.2.14 y el Teorema 1.2.19 tenemos que

|E(G)| = dim(C(G)) + dim(C∗(G))

y del Teorema 1.2.20 se obtiene que

dim(C(G)) = |E(G)| − |V (G)|+ c(G).
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1.3. Arboricidad

En esta sección de�niremos la arboricidad por vértices de una grá�ca, concepto llamado ori-

ginalmente �arboricidad puntual� por Chartrand, Kronk y Wall [13]. En este artículo los autores

demostraron que la arboricidad de una grá�ca plana es a lo más tres. En 1969, Chartrand y Kronk

[11], muestran una grá�ca plana que alcanza tal cota. El objetivo de esta tesis es presentar los re-

sultados que hay a la fecha sobre grá�cas planas con arboricidad a lo más dos. Antes de hacer esto,

daremos en esta sección algunos resultados necesarios sobre la arboricidad en grá�cas en general.

Dada una grá�ca G, la arboricidad (por vértices) de G se de�ne como el mínimo natural r tal que

existe una descomposición V (G) = V1∪V2 · · ·∪Vr, donde G[Vi] es acíclica para toda i ∈ {1, 2, . . . , r}.
Esto es equivalente a que exista una r-coloración acíclica, es decir, una r-coloración tal que las clases

cromáticas induzcan subgrá�cas acíclicas. Se denotará con a(G) la arboricidad de G. Hay que decir

que generalmente se entiende por coloración acíclica una coloración propia tal que no hay ciclos

bicromáticos. Como toda grá�ca acíclica es bipartita y todas las clases cromáticas de una coloración

propia generan grá�cas vacías, se tiene que a(G) ≤ χ(G) ≤ 2a(G) [13]. Para toda subgrá�ca H,

una coloración acíclica γ de G da una coloración acíclica γH de H, por lo que a(H) ≤ a(G).

Lema 1.3.1. Sea G una grá�ca y sean C1, . . . , Cr sus componentes conexas. Entonces a(G) =
máx

1≤i≤r{a(Ci)}.

Demostración: Para cada compnente conexa Ci, con 1 ≤ i ≤ r, sea Bi1, . . . , B
i
a(Ci)

una partición

de V (Ci) dada por una a(Ci)-coloración acíclica. Sea k = máx
1≤i≤r{a(Ci)}. De�nimos B1, . . . , Bk

partición de V (G), donde Bj =
⋃r
i=1B

i
j y Bij = ∅ si j > a(Ci). Para cada 1 ≤ j ≤ k, G[Bj ] es

acíclica, pues cada G[Bij ] es acíclica y, de existir un ciclo, éste tendría que pasar por al menos dos

componentes diferentes. Por lo tanto a(G) ≤ máx
1≤i≤r{a(Ci)}. Como la arboricidad de una subgrá�ca

de G es menor o igual a la de G, se tiene que máx
1≤i≤r{a(Ci)} ≤ a(G) y, por lo tanto, a(G) =

máx
1≤i≤r{a(Ci)}.

Lema 1.3.2. Sea G una grá�ca y sean B1, . . . , Bk sus bloques. Entonces a(G) = máx
1≤i≤k{a(Bi)}.

Demostración:Demostraremos el lema por inducción sobre el número de bloques deG. SiG consta

de un sólo bloque no hay nada que probar. Supóngase que el lema es cierto para toda grá�ca G con

a lo más k bloques. Sea G grá�ca con k + 1 bloques. Si G no es conexa, cada componente conexa

tiene menos de k + 1 bloques. Por hipótesis de inducción, para cada componente C se cumple

que su arboricidad es igual al máximo de las arboricidades de sus bloques. Por el lema anterior

se tiene que la arboricidad de G es igual a la mayor de las arboricidades de sus componentes,

que es igual a la mayor de las arboricidades de sus bloques. Supóngase que G es conexa. Sean

B1, . . . , Bk, Bk+1 sus bloques y sin pérdida de generalidad, supóngase que Bk+1 es una hoja en
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el árbol de bloques de G. De�nimos G′ = G

[
k⋃
i=1

V (Bi)

]
grá�ca con k bloques. Por hipótesis de

inducción, a(G′) = máx
1≤i≤k{a(Bi)}. Hay dos posibilidades: a(G′) ≤ a(Bk+1) o a(Bk+1) ≤ a(G′). Sean

γ1 y γ2 coloraciones acíclicas de G′ y Bk+1, respectivamente. Sea v el vértice de corte en Bk+1.

Supóngase que γ1(v) = i y γ2(v) = j. De�nimos

γ(u) =

{
γ1(u) si u ∈ V (G′)

σji(γ2(u)) si u ∈ V (Bk+1)

donde σji es la permutación de j con i en Smáx{i,j} grupo de permutaciones. Sin importar si i ≤ j
o i ≥ j, se obtiene una coloración acíclica con el máximo de las dos arboricidades. Como toda

coloración acíclica de G tiene que ser una coloración acíclica para toda subgrá�ca de G, no puede

haber otra coloración con menos colores.

De los dos lemas anteriores se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. [13] Sea G una grá�ca. Si C1, . . . , Cr son sus componentes conexas y B1, . . . , Bk

sus bloques, entonces a(G) = máx
1≤i≤r{a(Ci)} = máx

1≤i≤k{a(Bi)}.

El siguiente lema muestra la relación entre la k-degeneración de una grá�ca y su arboricidad.

Después de que demos una cota para el grado mínimo de una grá�ca plana, este lema nos permitirá

dar una demostración de la cota para la arboricidad de una grá�ca plana.

Lema 1.3.4. [25] Sea k ≥ 1 un entero. Si G es k-degenerada entonces a(G) ≤
⌈
k+1

2

⌉
.

Demostración: Demostraremos el lema por inducción sobre |V (G)|. Si |V (G)| = 1 se tiene que

a(G) ≤
⌈
k+1

2

⌉
. Supóngase que a(G) ≤

⌈
k+1

2

⌉
para toda grá�ca G con |V (G)| ≤ n. Sea G una

grá�ca k-degenerada con |V (G)| = n+ 1. Sea v ∈ V (G) tal que δ(G) = dG(v) ≤ k. Sea G′ = G− v
grá�ca k-degenerada de orden n. Por hipótesis de inducción a(G′) ≤

⌈
k+1

2

⌉
. Si a(G′) <

⌈
k+1

2

⌉
tómese la partición de V (G′) en a(G′) partes e inclúyase el conjunto {v}, con lo cual se tiene una

a(G′) + 1 partición de V (G) con las condiciones buscadas, por lo que a(G) ≤ a(G′) + 1 ≤
⌈
k+1

2

⌉
.

Supóngase ahora que a(G′) =
⌈
k+1

2

⌉
. Sea A1, . . . , Ad k+1

2 e una partición de V (G′) tal que G′[Ai] es

acíclica para toda i ∈ {1, . . . ,
⌈
k+1

2

⌉
}. Si |Ai ∩NG(v)| ≥ 2 para toda i ∈ {1, . . . ,

⌈
k+1

2

⌉
} entonces

dG(v) ≥ 2
⌈
k+1

2

⌉
≥ k + 1. Por lo tanto, existe i ∈ {1, . . . , a(G′)} tal que |Ai ∩NG(v)| ≤ 1, por lo

que agregar v en esa partición no genera un ciclo en la correspondiente subgrá�ca inducida. Por lo

tanto a(G) ≤
⌈
k+1

2

⌉
.
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1.4. Grá�cas isomorfas

En esta sección damos algunos resultados sobre isomor�smos de grá�cas, esto con el objetivo de

justi�car que, en los resultados que presentaremos sobre grá�cas planas, aunque la demostración se

base en un encaje particular, el resultado no depende del encaje.

Dos multigrá�cas G y H son isomorfas si existen dos funciones biyectivas

θ : V (G) −→ V (H)

y

ϑ : E(G) −→ E(H)

tales que ψG(e) = {u, v} si y sólo si ψH(ϑ(e)) = {θ(u), θ(v)}. En tal caso se escribirá G ∼= H. De la

de�nición de isomor�smo es fácil ver que se cumple la siguiente proposición.

Proposición 1.4.1. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces:

(a) dG(v) = dH(θ(v)) para todo v ∈ V (G). En particular ∆(G) = ∆(H) y δ(G) = δ(H).

(b) C = [v0e1v1 · · · ekvk] es un camino (una trayectoria, un ciclo) si y sólo si C ′ = [θ(v0)ϑ(e1)θ(v1) · · ·ϑ(ek)θ(vk)]

es un camino (una trayectoria, un ciclo).

(c) |V (G)| = |V (H)| y |E(G)| = |E(H)|.

(d) χ(G) = χ(H).

Corolario 1.4.2. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces G es conexa si y sólo

si H es conexa.

Demostración: Por la Proposición 1.4.1, T es una uv-trayectoria si y sólo si T ′ es una θ(u)ϑ(v)-

trayectoria.

Corolario 1.4.3. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces a(G) = a(H).

Demostración: Sea V (G) = V1, . . . , Va(G) una descomposición tal que G[Vi] es acíclica para toda

i ∈ {1, . . . , a(G)}. Si H[θ(Vi)] tiene un ciclo C ′ para alguna i ∈ {1, . . . , a(G)}, entonces sería de la

forma [θ(v0)ϑ(e1)θ(v1) · · ·ϑ(ek)θ(vk)] para algunos v0, . . . , vk ∈ V (G) y para algunas e1, . . . , ek ∈
E(G). Por el inciso (b) de la Proposición 1.4.1, C = [v0e1v1 · · · ekvk] sería un ciclo. Por lo tanto

H[θ(Vi)] es acíclica para toda i ∈ {1, . . . , a(G)}, por lo que a(H) ≤ a(G). Análogamente a(G) ≤
a(H) y, por lo tanto, a(G) = a(H).
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Lema 1.4.4. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces ϑ̂ : E(G) −→ E(H), con

ϑ̂(F ) = {ϑ(e)}e∈F , es un isomor�smo.

Demostración: Como |E(G)| = |E(H)|, se tiene que dim(E(G)) = dim(E(H)) y como ϑ̂(F ) = ∅
implica que F = ∅, se tiene que, si ϑ̂ es una transformación lineal, ϑ̂ es un isomor�smo (véase

[16], p.71). Como el campo es F2, sólamente se necesita ver que abre sumas. Sean F1, F2 ∈ E(G).

Si e ∈ F1 + F2, entonces e /∈ F1 y e ∈ F2 ó e /∈ F2 y e ∈ F1, por lo que ϑ(e) /∈ ϑ̂(F1) y

ϑ(e) ∈ ϑ̂(F1) ó ϑ(e) /∈ ϑ̂(F2) y ϑ(e) ∈ ϑ̂(F1). En cualquier caso ϑ(e) ∈ ϑ̂(F1) + ϑ̂(F2), por lo que

ϑ̂(F1 + F2) ⊆ ϑ̂(F1) + ϑ̂(F2). Ahora, sea e′ ∈ ϑ̂(F1) + ϑ̂(F2), entonces e′ ∈ ϑ̂(F1) ó e′ ∈ ϑ̂(F2).

Como ϑ es biyectiva, existe e ∈ F1 ó e ∈ F2, tal que ϑ(e) = e′, por lo que e ∈ F1 + F2. Entonces

ϑ(e) = e′ ∈ ϑ̂(F1+F2), por lo que ϑ̂(F1)+ϑ̂(F2) ⊆ ϑ̂(F1+F2). Por lo tanto ϑ̂(F1+F2) = ϑ̂(F1)+ϑ̂(F2)

y ϑ̂ es un isomor�smo.

Corolario 1.4.5. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces C ∈ C(G) si y sólo si

ϑ̂(C) ∈ C(H).

Demostración: Por la Proposición 1.2.15, sólo es necesario considerar conjuntos de aristas de

ciclos. Por el inciso (b) de la Proposición 1.4.1, C es el conjunto de aristas de un ciclo si y sólo si

ϑ̂(C) es el conjunto de aristas de un ciclo.

Proposición 1.4.6. Sean G y H dos multigrá�cas tales que G ∼= H. Entonces F ∈ C∗(G) si y sólo

si ϑ̂(F ) ∈ C∗(H).

Demostración: Por el Lema 1.2.16 y el Lema 1.4.4, sólo es necesario considerar cortes de la forma

E(v) para algún vértice v. Demostraremos que ϑ̂(E(v)) = E(θ(v)). Sea e ∈ E(v), entonces existe

u ∈ V (G) − {v} tal que ψG = {v, u}, y como G ∼= H, se tiene que ψH(ϑ(e)) = {θ(v), θ(u)}.
Por lo tanto ϑ(e) ∈ E(θ(v)), lo que implica que ϑ̂(E(v)) ⊆ E(θ(v)). Ahora, sea e′ ∈ E(θ(v)).

Entonces existe u′ ∈ V (H), tal que ψH(e′) = {θ(v), u′}. Como θ y ϑ son biyectivas, existe un

único u ∈ V (G) tal que θ(u) = u′ y existe una única e ∈ E(G) tal que ϑ(e) = e′. Por lo tanto

ψH(e′) = ψH(ϑ(e)) = {θ(v), θ(u)}, lo que implica que ψG = {v, u}. Entonces, e ∈ E(v), por lo que

ϑ̂(E(v)) ⊆ E(θ(v)).

Como consecuencia del Corolario 1.4.5 y la Proposición 1.4.6 se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 1.4.7. Sean G y H multigrá�cas. Si G ∼= H, entonces C(G) es isomorfo a C(H) y C∗(G)

es isomorfo a C∗(H).
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Capítulo 2

Grá�cas planas

En este capítulo se revisan los resultados concernientes a grá�cas planas, necesarios para el

estudio de la arboricidad en el próximo capítulo. Una grá�ca plana es una grá�ca que se puede

dibujar en el plano de tal forma que las aristas sólo se intersequen en los vértices. La de�nición

precisa de lo anterior involucra necesariamente a la topología de R2. La siguiente sección contiene

de�niciones y resultados de topología necesarios para el tratamiento de grá�cas planas. Como estos

caen fuera de la Teoría de Grá�cas, los enunciaremos mas no daremos prueba alguna de ellos. En

la segunda sección se da la de�nición formal de grá�ca plana, así como la de grá�ca dual. Una vez

que se dan algunos resultados básicos se pasa a estudiar la relación entre el escpacio de ciclos y el

espacio de cortes de una grá�ca plana y el espacio de ciclos y el espacio de cortes de su dual. De esta

relación deduciremos la Fórmula de Euler. En la última sección se hace una revisión del método de

descarga, método que juega un papel fundamental en el próximo capítulo.

2.1. Prerrequisitos topológicos

Un espacio topológico X es inconexo si existen conjuntos abiertos ajenos no vacíos U1 y U2 en

X, tales que X = U1 ∪ U2. Se dice que X es conexo si no es inconexo. Dado un espacio topológico

X, sus componentes conexas son sus subespacios conexos maximales en cuanto a contención.

Dado un espacio topológico X y U ⊆ X, la cerradura de U se denotará con Ū . Una curva simple

C en X es la imagen de una función f : [0, 1] −→ X continua e inyectiva. Se dice que la curva

C = f([0, 1]) conecta a sus extremos f(0) y f(1). Una curva cerrada simple C es la imagen de una

función f : [0, 1] −→ X continua tal que f(0) = f(1) y la restricción de f a (0, 1) es inyectiva. Dada

una curva C y su función f , el interior de la curva es el conjunto f((0, 1)) y se denota por C̊. Un

espacio topológico X es conectable por trayectorias si, para cualesquiera dos puntos en X, existe

una curva simple C que los conecta.
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Una base local de vecindades de un punto x ∈ X es una familia Bx de vecindades de x tal que

para toda vecindad U de x existe una vecindad V ∈ Bx tal que V ⊆ U .
Un espacio topológico es localmente conectable por trayectorias si cada punto x ∈ X tiene una

base local formada por vecindades conectables por trayectorias.

Un conjunto C separa aX siX−C no es conectable por trayectorias. Las componentes conectable

por trayectorias o regiones de X − C son las clases de equivalencia de la relación de�nida de la

siguiente manera: dos puntos u y v de X −C están relacionados si existe una curva simple que los

conecte.

Proposición 2.1.1. (véase [24], p. 158) Sea X un espacio topológico. Son equivalentes

X es localmente conectable por trayectorias.

Para todo abierto U ⊆ X, las componentes conectables por trayectorias de U son abiertas.

Teorema 2.1.2. (Teorema de la curva de Jordan, véase [24], p. 360) Toda curva simple

cerrada C en el plano lo divide en exactamente dos regiones. Ambas regiones tienen por frontera a

C.

Dada una curva simple cerrada C en el plano, a la región no acotada, denotada por ext(C), le

llamaremos región exterior ; y a la acotada, denotada por int(C), le llamaremos región interior.

Una curva simple f en Rn es poligonal si existen x1, . . . , xr ∈ (0, 1) tales que f([xi, xi+1]) es un

segmento de recta para toda i ∈ {0, 1, . . . , r}, donde x0 = 0 y xr+1 = 1.

Lema 2.1.3. (véase [24], p. 352) Si U ⊆ R2 es abierto y conectable por trayectorias, entonces

cualesquiera dos puntos en U se pueden unir por una trayectoria poligonal.

Proposición 2.1.4. (véase [10], p.141) Sea U ⊆ R2 un abierto conexo, cuya frontera ∂U está

formada por líneas poligonales. Sean x1 ∈ ∂U , x2 ∈ Ū y P una curva poligonal que conecta a x1

con x2 tal que, P̊ ⊆ U .

(a) Si x1 y x2 están en la misma componente conexa de ∂U , entonces U−P̊ tiene dos componentes

conexas y P está en la frontera de cada una de estas componentes.

(b) Si x1 y x2 están en componentes conexas diferentes de ∂U , entonces U − P es conexo.

2.2. Conceptos y resultados básicos

Una multigrá�ca G es planar si se puede dibujar en R2 de tal forma que las aristas sólo se

intersequen en los vértices, es decir si se puede tomar un punto xv en el plano por cada vértice v

(puntos diferentes para vértices diferentes) y una curva simple dada por una función fe : [0, 1]→ R2

por cada arista e tal que:
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(i) Los extremos de la curva son los vértices en los que incide la arista e. Es decir, si ψG(e) =

{v, u}, entonces fe(0) = xv y fe(1) = xu ó fe(0) = xu y fe(1) = xv.

(ii) Para cualesquiera dos aristas diferentes e, e′, fe((0, 1)) ∩ fe′((0, 1)) = ∅.

(iii) Para toda e ∈ E(G), xv /∈ fe((0, 1)) para todo v ∈ V (G).

A este dibujo se le llama encaje de G en el plano. Una multigrá�ca plana Ĝ es un encaje de una

multigrá�ca planar G. El encaje es un conjunto compacto de R2, ya que es la unión �nita de

conjuntos compactos. Por lo tanto R2 − Ĝ es abierto y, por la Proposición 2.1.1 sus regiones son

conjuntos abiertos. Dado un encaje Ĝ de G, las caras de éste son las regiones de R2− Ĝ, que tienen
por frontera caminos de Ĝ o la unión ajena de caminos de Ĝ. Al conjunto de caras de un encaje Ĝ

se le denotará por F (Ĝ). Dada una cara f en F (Ĝ), a su frontera se le llamara camino frontera, y

a este se le denotara con ∂(f). A la región no acotada de R2 − Ĝ se le llama cara exterior. Si para

toda e ∈ E(G), fe es poligonal, se dice que el encaje es poligonal.

Aunque la demostración del siguiente lema no es muy complicada, es puramente topológica,

motivo por el cual la omitiremos.

Lema 2.2.1. (véase [10], p. 135) Si G es planar, entonces existe un encaje poligonal Ĝ.

Dados G una multigrá�ca planar y Ĝ un encaje de G, entonces Ĝ es efectivamente una multigrá-

�ca, tomando la tripleta (V (Ĝ), E(Ĝ), ψĜ), donde V (Ĝ) = {xv}v∈V (G), E(Ĝ) = {fe([0, 1])}e∈E(G)

y ψĜ(fe) = {fe(0), fe(1)}. Además, por como fue de�nido un encaje, se tiene que |V (G)| = |V (Ĝ)|,
|E(G)| = |V (Ĝ)| y ψG(e) = {u, v} si y sólo si ψĜ(fe) = {xu, xv} (es decir G es isomorfa a Ĝ).

De ahora en adelante no distinguiremos entre una multigrá�ca planar G y un encaje particular

Ĝ. Y por el Lema 2.2.1, supondremos que todos los encajes son poligonales.

Lema 2.2.2. (véase [10], p. 145) Sea G una multgrá�ca plana y sea e ∈ E(G). Entonces se cumple

lo siguiente:

(i) Si e está en un ciclo C de G, entonces e está en la frontera de exactamente dos caras diferentes

de G.

(ii) Si e no está en ningún ciclo, entonces e está en la frontera de una única cara de G.

Demostración: (i) Si e está en un ciclo C, sin pérdida de la generalidad, supóngase que es un ciclo

minimal, es decir, que G[V (C)] = C. Obsérvese que e está en una cara U de G− e. Como C es un

ciclo, los vértices x1, x2 ∈ ψG(e) están en la misma componente conexa de ∂(U) y C − e ⊆ ∂(U).

Entonces, por el inciso (a) de la Proposición 2.1.4, U − e tiene dos componentes conexas que son

las caras en cuyas fronteras está e.

(ii) Si e no está en ningún ciclo, por la Proposición 1.2.3, e es un puente. Sean x1 y x2 los

vértices en los que incide e. e está en una cara U de G − e. Como e es un puente, se tiene que
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G − e tiene dos componentes conexas G1 y G2 tales que xi ∈ V (Gi) para i = 1, 2, es decir, están

en componentes conexas diferentes de ∂(U). Entonces, por el inciso (b) de la Proposición 2.1.4, se

tiene que e no desconecta a U , es decir, U − e es conexo. Por lo tanto, e está en la frontera de una

única cara de G.

Dada una grá�ca plana G y f ∈ F (G), de�nimos el grado de f como dG(f) = a+ 2b, donde a es

el número de aristas en su frontera que no son un puente y b el número de puentes en su frontera.

Una cara f es una k-cara si dG(f) = k. G es una triangulación si dG(f) = 3 para toda f ∈ F (G).

De la de�nición y del Lema 2.2.2 se tiene que∑
f∈F (G)

dG(f) = 2|E(G)|.

Si una arista e ∈ E(G) ∩ E(∂(f)), se dice que f incide en e. Si un vértice v ∈ V (G) ∩ V (∂(f)),

se dice que f incide en v. Si f1, f2 ∈ F (G) son tales que E(∂(f1)) ∩ E(∂(f2)) 6= ∅, se dice que las
caras son adyacentes. Una grá�ca plana G es plana maximal si no existe ninguna grá�ca plana G′

tal que V (G) = V (G′) y E(G) ( E(G′).

Proposición 2.2.3. (véase [10], p. 147) Todo bosque G es planar y cualquier encaje de G tiene

una sola cara.

Demostración: Demostraremos la proposición por inducción sobre |E(G)|. Si |E(G)| = 0, el

bosque claramente es plano y sólo tiene una cara. Supóngase cierto para todo bosqueG con |E(G)| ≤
k. Sea G bosque con |E(G)| = k+ 1. Sea e ∈ E(G). De�nimos G′ = G− e, bosque con |E(G′)| = k.

Por hipótesis de inducción, existe un encaje Ĝ′ de G′ con una sola cara f . Entonces R2 − Ĝ′ es un
abierto conectable por trayectorias. Como G es un bosque, e no es un lazo (de hecho es un puente)

y si e = {u, v}, entonces u y v están en diferentes componentes conexas de G′. Sean û, v̂ ∈ R2 los

puntos del encaje correspondientes a u y v, respectivamente. Sean ε1 y ε2, tales que existen puntos

û1 y v̂1 en ∂(Bε(û)) y en ∂(Bε(v̂)), respectivamente y que los radios a esos puntos no cruzan a Ĝ′
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mas que en los centros de las bolas (ver Figura 2.1). Entonces û1 y v̂1 están en R2 − Ĝ′. Por el
Lema 2.1.3 existe una trayectoria poligonal γ en R2 − Ĝ′ que conecta a û1 y v̂1. Tomando el radio

ûû1, luego γ y por último el radio v̂v̂1 obtenemos una trayactoria poligonal de û a v̂ que no cruza

por otros puntos a Ĝ′. Por lo tanto, existe un encaje de G en el plano. Sea Ĝ este encaje. Como û

y v̂ están en componentes conexas diferentes de la frontera de R2 − Ĝ′, se tiene, por el inciso (b)

de la Proposición 2.1.4, que R2 − Ĝ es conexo, y por lo tanto Ĝ tiene una sola cara.

Proposición 2.2.4. (véase [10], p. 149) Sea G una multigrá�ca plana. Si existe f ∈ F (G) tal que

∂(f) no contiene ningún ciclo, entonces G es un bosque.

Demostración: Sea f ∈ F (G) tal que ∂(f) no contenga ningún ciclo. Entonces ∂(f) es un bosque,

el cual, por la Proposición 2.2.3, tiene una sola cara U = R2−∂(f). Si G tuviera otra cara f ′ ∈ F (G),

entonces f ′ ⊆ U . Sean x ∈ f y x′ ∈ f ′. Como U es conectable por trayectorias, existe una curva

simple α que conecta x con x′. Entonces α corta a f y a U , pues f ′ ⊆ U . Como α es la imagen de

una función contínua del intervalo [0, 1] a R2 y, por de�nición, se tiene que f y f ′ están en diferentes

componentes conectables por trayectorias, se tiene que α∩ ∂(f) 6= ∅. Entonces ∂(f)∩U 6= ∅, lo que
es una contradicción. Por lo tanto F (G) = {f}. Si G tuviera un ciclo C, por el Lema 2.2.2, toda

e ∈ E(C) estaría en la frontera de dos caras diferentes. Por lo tanto G es un bosque.

Se obtiene como consecuencia de la proposición anterior que, si una grá�ca plana G no es un

bosque, entonces todas sus caras deben contener al menos un ciclo en su frontera.

La demostración de la siguiente proposición es sencilla, pero requiere algunos resultados sobre

descomposición por orejas de grá�cas 2-conexas, que no son necesarios para ninguna otra parte de

esta tesis, por lo cual no la presentaremos.

Proposición 2.2.5. (véase [4], p. 251) Si G es una multigrá�ca plana no separable, diferente de

K1 y K2, entonces ∂(f) es un ciclo para toda f ∈ F (G).

Como una grá�ca plana maximal con al menos tres vértices tiene que ser 2-conexa, toda cara

tiene por frontera un ciclo. Debido a que las caras son abiertos conectables por trayectorias, si

alguna cara no fuera una 3-cara, se podría agregar una arista. Esto prueba la ida de la siguiente

proposición. El regreso es una consecuencia del Corolario 2.2.15 (que se prueba más adelante), el

cual nos da una cota superior para el número de aristas de una grá�ca plana y nos dice que sólo

las triangulaciones la alcanzan.

Proposición 2.2.6. (véase [14], p. 94) Una grá�ca plana G con al menos tres vértices es plana

maximal si y sólo si G es una triangulación.

Dada una multigrá�ca plana G y e ∈ E(G), el interior de la arista e es fe((0, 1)), donde fe

es la función asociada a la curva e. Se denotará con e̊. Dada G multigrá�ca plana, de�nimos la
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Figura 2.2: Multig¯a�ca G (en negro) y su dual G∗ (en rojo)

multigrá�ca dual G∗ como la multigrá�ca dada por (F (G), E(G), ψG∗), donde ψG∗(e) = {f1, f2} si
y sólo si e ∈ E(∂(f1))∩E(∂(f2)). La multigrá�ca G∗ es planar, ya que por cada f ∈ F (G) podemos

tomar un punto xf ∈ f , por cada e ∈ E(G) podemos tomar un punto xe ∈ e̊ y trazamos una curva

poligonal e∗ entre xf y x′f que pase por xe si e ∈ E(∂(f))∩E(∂(f ′)), donde las curvas asociadas a

las aristas de la multigrá�ca dual cumplen que:

1. Sólamente se intersecan en los puntos xf correspondientes a los vértices.

2. Sólamente intersecan a G en los puntos xe seleccionados en el interior de las aristas. Es decir

toda arista e, se tiene que e ∩ e∗ = e∗ ∩G = e ∩G∗ = {xe}.

Además, para todo punto xe, existe una vecindad Ve tal que Ve ∩ e y Ve ∩ e∗ son un segmento

de recta (véase la Figura 2.2). De ahora en adelante, cuando se hable de la multigrá�ca dual de

una multigrá�ca plana se estará considerando un encaje como el que se acaba de describir. De la

de�nición es claro que existen biyecciones νG : F (G) −→ V (G∗) y εG : E(G) −→ E(G∗). Dada una

grá�ca plana G y su dual G∗, la función φG : E(G) −→ E(G∗), con φG(F ) = {e∗ ∈ E(G∗) : e ∈ F}
es un isomor�smo. Dado F ⊆ E(G), escribiremos F ∗ = φG(F ).

Proposición 2.2.7. (véase [4], p. 253) La multigrá�ca dual G∗ de cualquier multigrá�ca plana G

es conexa.

Demostración: Sea G multigrá�ca plana y G∗ su dual. Para cualesquiera par de vértices de G∗

existe una curva simple C en R2 − V (G) que los conecta. La sucesión de caras y aristas de G que

atraviesa C corresponde a un camino en G∗ que conecta a los vértices.

Proposición 2.2.8. (véase [4], p. 257) Sea G una multigrá�ca plana y G∗ su dual. Sea C un ciclo

en G y X∗ el conjunto de vértices de G∗ que están en int(C). Entonces G∗[X∗] es conexa.
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Demostración: Por el Teorema de la curva de Jordan (Teorema 2.1.2), se tiene que int(C) es

conectable por trayectorias. Sean f y f ′ vértices en X∗. Entonces existe una curva C ′ en int(C)−
V (G) que conecta a f con f ′. Por lo tanto, G∗[X∗] es conexa.

En la demostración anterior se puede sustituir int(C) por ext(C) y la prueba será válida. Por

lo tanto se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.2.9. Sea G una multigrá�ca plana y G∗ su dual. Sea C un ciclo en G y X∗ el

conjunto de vértices de G∗ que están en ext(C). Entonces G∗[X∗] es conexa.

En el siguiente teorema y sus corolarios mostraremos la relación entre los espacios C(G) y C∗(G)

de una grá�ca plana G y los espacios C(G∗) y C∗(G∗) de su dual G∗. Con esta relación se dará, en

el próximo capítulo, una caracterización de las grá�cas planas con arboricidad igual a dos.

Teorema 2.2.10. (véase [14], p. 109) Sea G una multigrá�ca plana y sea G∗ su dual. Entonces E

es el conjunto de aristas de un ciclo si y sólo si φG(E) = E∗ es un corte minimal en G∗.

Demostración: Por la forma del encaje de G∗, dos vértices νG(f1) y νG(f2) están en la misma

componente conexa de G∗ − E∗ si y sólo si f1 y f2 están en la misma región de R2 − E. Es decir,
toda νG(f1)νG(f2)-trayectoria en G∗ − E∗ es una curva poligonal entre f1 y f2 en R2 − E y toda

curva poligonal P entre f1 y f2 en R2 − E de�ne una νG(f1)νG(f2)-trayectoria en G∗ − E∗.
Sea C un ciclo de G y sea E = E(C). Como R2 −G ⊆ R2 − C, por el Teorema de la curva de

Jordan tenemos que V1
∗ = {νG(f) ∈ V (G∗) : f ∈ F (G) y f ⊆ int(C ′)}, V2

∗ = {νG(f) ∈ V (G∗) :

f ∈ F (G) y f ⊆ ext(C ′)} es una partición de V (G∗). Por lo tanto, E∗ = E(V1, V2) es un corte de

G∗. Por las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9, G∗[Vi] es conexa para i = 1, 2 , y, por la Proposición 1.2.13,

se tiene que C∗ es un corte minimal.

Ahora, sea E(V1
∗, V2

∗) = E∗ ∈ C∗(G∗) un corte minimal. E tiene que contener el conjunto de

aristas de un ciclo C. Si G[E] es un bosque, por la Proposición 2.2.3, G[E] sólo tiene una cara y,

por lo tanto, para todo par de caras f1, f2 ∈ F (G) existe una curva poligonal P entre ellas y, por

lo visto más arriba, existe una νG(f1)νG(f2)-trayectoria en G∗. En particular, esto se cumple para

todo par de vértices νG(f1) ∈ V1
∗ y νG(f2) ∈ V2

∗. Entonces existe una arista e∗ entre V1
∗ y V2

∗

que no está en E(V1
∗, V2

∗), cosa que no puede pasar. Por lo tanto, existe un ciclo C en G tal que

E(C) ⊆ E. Si E(C) ( E, entonces φG(E(C)) ( E∗, donde φG(E(C)) es un corte de G∗, por lo

visto más arriba, y E∗ es un corte minimal. Por lo tanto E(C) = E.

Corolario 2.2.11. (véase [5], p. 115) Sea G una multigrá�ca plana y sea G∗ su dual.

(a) E ∈ C(G) si y sólo si φG(E) = E∗ ∈ C∗(G∗).

(b) E ∈ C∗(G) si y sólo si φG(E) = E∗ ∈ C(G∗).
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Demostración: (a) Por la Proposición 1.2.15, E ∈ C(G) si y sólo si es la unión disjunta de

conjuntos de aristas de ciclos. Por la Proposición 2.2.7, G∗ es conexa. Entonces, por el Lema 1.2.17,

E∗ ∈ C∗(G∗) si y sólo si es la unión disjunta de cortes minimales. Por el Teorema 2.2.10, E es

el conjunto de aristas de un ciclo en G si y sólo si E∗ es un corte minimal en G∗. Por lo tanto,

E ∈ C(G) si y sólo si E∗ ∈ C∗(G∗).
(b) Por el Teorema 1.2.19, 〈E,C〉 = 0 para todo E ∈ C∗(G) y todo C ∈ C(G). Por el inciso (a),

se tiene que C ∈ C(G) si y sólo si C∗ ∈ C∗(G∗). Entonces, para todo E ∈ C∗(G), 〈E∗, C∗〉 = 0

para todo C∗ ∈ C∗(G). Por lo tanto, por el Teorema 1.2.19, se tiene que E ∈ C∗(G) si y sólo si

E∗ ∈ C(G∗).

Corolario 2.2.12. Sea G una multigrá�ca plana y sea G∗ su dual.

(a) C(G) es isomorfo a C∗(G∗).

(b) C∗(G) es isomorfo a C(G∗).

Demostración: (a) Tomando la función φG restringida a C(G), por el Corolario 2.2.11, da el

isomor�smo deseado.

(b) Tenemos que E(G) es isomorfo a E(G∗) y, por (a), que C(G) es isomorfo a C∗(G∗). Entonces,

por la Proposición 1.2.14 y el Teorema 1.2.19, se tiene que

dim(C(G)) + dim(C∗(G)) = dim(E(G)) = dim(E(G∗)) = dim(C(G∗)) + dim(C∗(G∗)).

Entonces, como dim(C(G)) = dim(C∗(G∗)), se tiene que dim(C∗(G)) = dim(C(G∗)). Como

φG es un isomor�smo, manda conjuntos linealmente indepenientes en conjuntos linealmente in-

dependientes. Entonces, si β = {E1, . . . , Ek} es una base de C∗(G), se tiene que, por el Co-

rolario 2.2.11, β∗ = {E1
∗, . . . , Ek

∗} es un conjunto linealmente independiente de E(G∗). Como

dim(C∗(G)) = dim(C(G∗)), se tiene que β∗ es una base de C(G∗). Por lo tanto, φG restringida a

C∗(G) da el isomor�smo deseado.

Corolario 2.2.13. (véase [4], p. 257) Sea G una multigrá�ca plana. Entonces para todo corte

minimal E ∈ C∗(G), E∗ ∈ C(G∗) es el conjunto de aristas de un ciclo.

Demostración: Sea E ∈ C∗(G) un corte minimal. Entonces E 6= ∅ 6= E∗. Si E∗ no es el conjunto de

arisas de un ciclo de G∗, como no es vacío, por la Proposición 1.2.15, existen E1
∗, . . . , Ek

∗ ∈ C(G∗)

conjuntos ajenos de aristas de ciclos tales que

E∗ =

k⋃
i=1

Ei
∗.
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Como C∗(G) ∼= C(G∗), entonces φG
−1(E∗i) es un corte para toda 1 ≤ i ≤ k tal que es un

subconjunto propio de E corte minimal. Por lo tanto E∗ es el conjunto de aristas de un ciclo de G∗.

Una consecuencia de la relación entre C(G∗) y C∗(G) es la Fórmula de Euler, la cual es necesaria

para el método de carga que se verá en la proxima sección.

Teorema 2.2.14. (Fórmula de Euler, véase [4], p. 259) Sea G una grá�ca planar. Entonces

n−m+ f = 1 + c(G) para cualquier encaje Ĝ de G, donde n = |V (G)|, m = |E(G)| y f = |F (Ĝ)|.

Demostración: Por el Corolario 2.2.12, el Teorema 1.2.20 y el Corolario 1.2.21 se tiene que

m− f + 1 = dim(C(G∗)) = dim(C∗(G)) = n− c(G)

y por lo tanto n−m+ f = 1 + c(G).

Teniendo ya la Fórmula de Euler, podemos acotar el número de aristas de una grá�ca plana en

términos del número de vértices.

Corolario 2.2.15. Sea G grá�ca plana conexa con |V (G)| ≥ 3. Entonces |E(G)| ≤ 3|V (G)| − 6

con igualdad si y sólo si G es una triangulación.

Demostración: Si G fuera un árbol, por el Lema 2.2.3, su única cara tendría grado igual a

2|E(G)| = 2|V (G)| − 2 ≥ 4. Si G no fuera un árbol, por la Proposición 2.2.4, para toda cara

f ∈ F (G), ∂(f) contendría un ciclo y, por lo tanto, dG(f) ≥ 3. En cualquier caso, se tendría que

3|F (G)| ≤
∑

f∈F (G)

dG(f) = 2|E(G)|. (1)

De la Fórmula de Euler se obtiene que |F (G)| = 2 + |E(G)| − |V (G)| y, por lo tanto,

6 + 3|E(G)| − 3|V (G)| ≤ 2|E(G)|,

lo cual implica que |E(G)| ≤ 3|V (G)| − 6. Hay que notar que en (1) se cumple la igualdad si y sólo

si G es una triangulación.

Corolario 2.2.16. Sea G una grá�ca plana. Entonces δ(G) ≤ 5.

Demostración: Sólo es necesario probarlo para grá�cas conexas pues, si G no fuera conexa, cada

componente conexa lo cumpliría. Supóngase entonces que G es conexa. Si δ(G) > 5, por el Corolario
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2.2.15 se tendría que

6|V (G)| ≤
∑

v∈V (G)

dG(v) = 2|E(G)| ≤ 6|V (G)| − 12,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto δ(G) ≤ 5.

Como último resultado de esta sección, daremos una cota superior para mad(G), el máximo

grado medio (de�nido en la sección 1.1) de una grá�ca plana G, en términos de su cuello. Este

lema, el cual hace uso de la Fórmula de Euler, servirá en el próximo capítulo para uno de los

resultados principales de esta tesis.

Lema 2.2.17. [18] Si G es una grá�ca plana con |V (G)| ≥ 3 y cuello g ≥ 3, entonces mad(G) <
2g
g−2 .

Demostración: Sea H una subgrá�ca de G. Si H es un bosque, se tiene por el Corolario 1.2.2

que |E(H)| ≤ |V (H)| − 1. De esto se obtiene que 2|E(H)| ≤ 2|V (H)| − 2 y, por lo tanto, 2|E(H)|
|V (H)| ≤

2− 2
|V (H)| < 2. Ahora, la función f(x) = 2x

x−2 , con x ≥ 3, es decreciente pues

f ′(x) =
−4

(x− 2)2
< 0

para toda x ≥ 3 y

ĺım
x→∞

f(x) = 2,

por lo que 2|E(H)|
|V (H)| < 2 < 2g

g−2 . Supóngase ahora que H no es un bosque. Como H es plana, por

la Fórmula de Euler se tiene que |V (H)| − |E(H)| + |F (H)| = 1 + c(H) ≥ 2 de donde |F (H)| ≥
2 − |V (H)| + |E(H)|. Por la Proposición 2.2.4, el camino frontera ∂(f) de cada cara f contiene

un ciclo, el cual tiene longitud al menos g, por lo que g ≤ dG(f) para toda f ∈ F (G). Entonces

g|F (H)| ≤ 2|E(H)| por lo que

g(2− |V (H)|+ |E(H)|) ≤ g|F (H)| ≤ 2|E(H)|,

lo cual es equivalente a (g − 2)|E(H)| ≤ g(|V (H)| − 2).

Con ésto, obtenemos

2|E(H)|
|V (H)|

≤ 2g

g − 2

(
|V (H)| − 2

|V (H)|

)
<

2g

g − 2
.

Por lo tanto, mad(G) < 2g
g−2 .
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(a) U0 (b) U1 (c) U2 (d) U3 (e) U4 (f) U5

Figura 2.3: U del Ejemplo 2.3.1

2.3. El método de descarga

El método de descarga es una herramienta muy utilizada en el manejo de grá�cas planas.

Mediante este método se han probado importantes resultados de descomposición de grá�cas planas.

En particular, fue utilizado por Appel y Haken para probar el Teorema de los cuatro colores [1],[2].

Este método será una parte clave en la demostración de algunos resultados del próximo capítulo,

por lo que haremos una breve revisión de él.

Dada una clase F de grá�cas planas y una estructura U de vértices y aristas (por ejemplo un

ciclo de cierta longitud o una arista con extremos de ciertos grados), se dice que la estructura es

una con�guración inevitable si para toda grá�ca G ∈ F , G contiene un conjunto de vértices y

aristas con estructura U . Dada una clase F de grá�cas planas, un conjunto de estructuras U es un

conjunto de con�guraciones inevitables en F si, para toda grá�ca G ∈ F , existe una U ∈ U tal que

es una estructura de G. Por ejemplo: F la clase de todas las grá�cas planas y U los vértices de

grado 1, 2, 3, 4, 5. Por el Corolario 2.2.16, el conjunto de estructuras U es conjunto de con�guraciones

inevitables en F .
Dada una grá�ca plana G, una función de carga es una función w de V (G) ∪ F (G) a Z, donde

w(x) es la carga de x. Se buscan funciones de carga tales que la Fórmula de Euler permita determinar

un entero al que es igual la suma de todas las cargas.

Dada una clase F de grá�cas planas, una función de carga puede ser utilizada para encontrar

un conjunto de con�guraciones inevitables. Para ilustrar esto, daremos otra forma de expresar y

demostrar el Corolario 2.2.16.

Ejemplo 2.3.1. [26] Sea F la clase de grá�cas planas conexas. El conjunto U = {U0, . . . , U5},
donde Ui = ({v0, v1, . . . , vi}, {{v0, v1}, . . . , {v0, vi}}), es un conjunto de con�guraciones inevitables.

Demostración: Sea G ∈ F . Si G tiene menos de 3 vértices es claro que se cumple. Supóngase que

|V (G)| ≥ 3. Entonces dG(f) ≥ 3 para toda f ∈ F (G). De�nimos una función de carga

w : V (G) ∪ F (G) −→ Z,

con w(x) = dG(x)− 6, si x ∈ V (G),

y w(x) = 2dG(x)− 6, si x ∈ F (G).
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Figura 2.4:

De la Fórmula de Euler se obtiene que∑
x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)

dG(x)− 6 +
∑

x∈F (G)

2dG(x)− 6 =

6|E(G)| − 6|V (G)| − 6|F (G)| = −12.

Como dG(f) ≥ 3 para toda f ∈ F (G), se tiene que w(f) ≥ 0. Para todo k-vértice v, con k ≥ 6, se

tiene que w(v) ≥ 0. Como la suma de todas la cargas es negativa, G forzosamente tiene que tener

un k-vértice con k ≤ 5. Por lo tanto, U es un conjunto de con�guraciones inevitables.

Dado el dibujo de una con�guración, cuando un vértice esté marcado con negro, querrá decir

que el grado del vértice es el mismo en la grá�ca que en la con�guración. Si,en cambio, está marcado

con blanco, no se sabe qué grado tiene en la grá�ca. Por ejemplo, véase la Figura 2.3, donde se

muestran la con�graciones de U del Ejemplo 2.3.1.

Dada una grá�ca plana G y una función de carga w de la cual se sepa a qué es igual la suma

de todas las cargas, una redistribución de la carga es un conjunto de reglas, las reglas de descarga,

que indican cuánto dona ó descarga de su carga un elemento x del dominio de w a otro elemento y

del dominio. Es decir, cada regla da un número k que se restará de w(x) y se sumará a w(y). Esto

se denotará con τ(x −→ y) = k. La carga �nal de cada elemento después de aplicar todas las reglas

se denotará con w′(x) para todo x en el dominio de w. Estas nuevas cargas cumplen∑
x∈Dom(w)

w(x) =
∑

x∈Dom(w)

w′(x).

Ilustraremos esto mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. [4] Sea F la clase de triangulaciones con grado mínimo igual a 5. Entonces el

conjunto U = {T1, T2} es un conjunto inevitable, donde:

(a) T1 es un 5-vértice adyacente a otro 5-vértice (véase Figura 2.4(a)).

(b) T2 es un 5-vértice adyacente a un 6-vértice (véase Figura 2.4(b)).
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Demostración: Sea G ∈ F . Tomamos, w la función de carga igual que en el Ejemplo 2.3.1. Sólo

habrá una regla de descarga:

(R1) Todo 5-vértice v donará equitativamente su carga entre sus vecinos (τ(v −→ u) = − 1
5 para

todo u ∈ NG(v)).

Como G es una triangulación, para toda f ∈ F (G) se tiene que w(f) = w′(f) = 0. Mostraremos

que w′(v) ≥ 0 para todo vértice v salvo si v aparece en una con�guración como T1 o T2.

Sea v ∈ V (G) un k-vértice.

Si k ≥ 8, entonces se tiene que

w′(v) ≥ w(v)− 1

5
dG(v) =

4

5
dG(v)− 6 ≥ 32

5
− 6 > 0.

Sea k = 7. Si v tiene a lo más 4 vecinos de grado 5, entonces w′(v) ≥ 1− 4
5 > 0. Sean {v1, . . . , v7}

los vecinos de v ordenados en sentido de las manecillas del reloj tal como aparecen en el encaje

(véase Figura 2.4(c)). Si v tiene más de 4 vecinos de grado 5, al menos dos de estos son adyacentes

y w′(v) ≤ 0.

Sea v ∈ V (G) un 6-vértice. Si v no tiene vecinos de grado 5, entonces w′(v) = w(v) = 0. Si tiene

al menos un vecino de grado 5, entonces w′(v) ≤ − 1
5 .

Sea v ∈ V (G) un 5-vértice. Si v no tiene vecinos de grado 5, entonces w′(v) = 0. Si tiene al

menos un vecino de grado 5 entonces w′(v) < 0.

Como ∑
v∈V (G)

w′(v) =
∑

v∈V (G)

w(v) = −12

tiene que haber al menos v ∈ V (G) tal que w′(v) < 0. Por lo tanto U es un conjunto de con�gura-

ciones inevitables de G.

Dada una clase F de grá�cas planas, una con�guración U y una propiedad P, se dice que es

una con�guración reducible si un contraejemplo mínimo de F a la propiedad P no puede tener a U

como estructura. El método de descarga se utiliza para lo siguiente:

(a) Encontrar un conjunto de con�guraciones inevitables tal que todas sus con�guraciones sean

reducibles con respecto a una propiedad P y así probar que no existe un contraejemplo mínimo.

(b) Suponer que existe un contraejemplo mínimo sin ciertas con�guraciones reducibles y llegar a

que la suma de las cargas después de la descarga es diferente para llegar a una contradicción.

Ejemplo 2.3.3. [4] Sea G una grá�ca plana sin ciclos de longitud k, con 4 ≤ k ≤ 11. Entonces G

es 3-coloreable.
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Demostración: Supóngase que no es cierto y sea G un contraejemplo mínimo. Por minimalidad,

G tiene que ser 2-conexa y δ(G) ≥ 3. De�nimos una función de carga

w : V (G) ∪ F (G) −→ Z,

con w(x) = dG(x)− 6, si x ∈ V (G),

y w(x) = 2dG(x)− 6, si x ∈ F (G).

Por el Ejemplo 2.3.1 sabemos que ∑
x∈V (G)∪F (G)

w(x) = −12

Como G es 2-conexa, por la Proposición 2.2.5, ∂(f) es un ciclo para toda f ∈ F (G). Habrá solo

una regla de descarga:

(R1) Para toda f ∈ F (G), si dG(f) ≥ 12, entonces τ(f −→ v) = 3
2 para todo v ∈ V (∂(f)).

Debido a que G no tiene ciclos de longitud k, 4 ≤ k ≤ 11, las caras de G tienen grado 3 o mayor o

igual a 12. Como G no tiene 4-ciclos, no puede haber dos 3-caras adyacentes, por lo que para todo

vértice v, el número de k-caras, con k ≥ 12, incidentes a él es por lo menos
⌈
dG(v)

2

⌉
. Sea w′(x) la

carga después de aplicar (R1).

(i) Si x es una 3-cara, entonces w′(x) = w(x) = 0

(ii) Si x es una k-cara, con k ≥ 12, entonces w′(x) = 2dG(x)− 6− 3
2dG(x) = 1

2dG(x)− 6 ≥ 0.

(iii) Si x es un vértice, entonces w′(x) ≥ dG(x) − 6 + 3
2

⌈
dG(v)

2

⌉
. Como dG(v) ≥ 3, entonces

w′(x) ≥ 3− 6 + 3 = 0.

De esto se obtiene que

−12 =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w′(x) ≥ 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, tal contraejemplo no puede existir.

Hay que observar que, en la demostración del ejemplo anterior, se demostró que una con�gu-

ración inevitable de la clase de las grá�cas planas 2-conexas sin ciclos de longitud de 4 a 11 es un

2-vértice, con�guración que es reducible con respecto a la propiedad de ser 3-coloreable.

Hay que mencionar que este método puede llegar a ser muy complicado, Appel y Haken obtuvie-

ron 1818 con�guraciones (después lo redujeron a 1476) y utilizaron más de 400 reglas de descarga

(véase [3]) en su demostración del Teorema de los cuatro colores.
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Capítulo 3

Arboricidad en grá�cas planas

En este capítulo se abordará la arboricidad en grá�cas planas. Es decir, dada una grá�ca plana

G, queremos encontrar el mínimo número de colores necesarios para colorear los vértices de G de

tal forma que no haya ciclos monocromáticos. En la primera sección se mostrará que la arboricidad

de las grá�cas planas es a lo más tres. En la segunda sección se verá que la ausencia de ciclos

de cierta longitud implica que la arboricidad es a lo más dos. En la tercera sección se dará una

caracterización de las grá�cas planas con arboricidad dos a través de la grá�ca dual.

3.1. La arboricidad de una grá�ca plana

Como se muestra en el siguiente teorema, demostrado por Chartrand, Kronk y Wall en 1968, el

conjunto de vértices de cualquier grá�ca plana puede partirse en tres partes de tal forma que cada

una induzca una grá�ca acíclica.

Teorema 3.1.1. [13] Si G es una grá�ca plana entonces a(G) ≤ 3.

Demostración: Si G es plana se tiene que G es 5-degenerada, pues por el Corolario 2.2.16 para

toda grá�ca plana G, δ(G) ≤ 5. Por el Lema 1.3.4 se tiene que

a(G) ≤
⌈

6

2

⌉
= 3.

Si G es una grá�ca plana con a(G) ≤ 2, entonces toda bicoloración de sus vértices de tal forma

que cada color induzca una grá�ca acíclica es, en particular, una descomposición de G en dos

grá�cas bipartitas, por lo que cada una de éstas tiene una coloración propia con dos colores. De

esta manera obtenemos χ(G) ≤ 4. Por esta razón, en [13] se plantea que cualquier contraejemplo al
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(c) Con�guración del Lema
3.2.2

Figura 3.1:

Teorema de los cuatro colores, en ese tiempo una conjetura, tendría que tener arboricidad igual a 3.

En 1969, Chartrand y Kronk [11] dan dos ejemplos de grá�ca planas con arboricidad igual a 3 (en

sí, sostenían que uno de ellos tenía arboricidad 3 y el otro arboricidad 2, error del que se da cuenta

Stein [27]). Sin embargo, evidentemente, ninguno de estos dos ejemplos contradecía el Teorema de

los cuatro colores.

3.2. Grá�cas planas sin ciclos de cierta longitud

En esta sección veremos cómo la ausencia de ciclos de cierta longitud implica que la arboricidad

no puede ser mayor a dos. Empezaremos por los 3-ciclos.

Teorema 3.2.1. [25] Sea G una grá�ca plana sin 3-ciclos, entonces a(G) ≤ 2.

Demostración: Si G es un bosque se tiene que a(G) = 1. Supóngase que G no es un bosque.

Entonces su cuello g ≥ 4, de donde se obtiene que g − 2 ≥ 2. Ahora, 2g
g−2 = 2 + 4

g−2 ≤ 2 + 2 = 4,

por lo que el Lema 2.2.17 implica que mad(G) < 4. Entonces del Lema 1.1.5 se deduce que G es

3-degenerada y, por el Lema 1.3.4, a(G) ≤ 2.

Dada G una grá�ca plana, un k-vértice (k-cara) se dice menor si k ≤ 4, en otro caso se dice que

es mayor. Dado v ∈ V (G), F (v) ⊆ F (G) es el conjunto de caras incidentes en v y Fk(v) ⊆ F (v) es el

conjunto formado por las k-caras incidentes en v. Dada f ∈ F (G), entonces denotaremos con m(f)

al número de 3-caras adyacentes a f . Dada f en F (G) y ∂(f) = [u1u2 · · ·ur], su camino frontera en

sentido de las manecillas del reloj, decimos que f es una (m1m2 . . .mr)-cara si dG(ui) = mi para

i = 1, 2, . . . r.

Sea G una grá�ca plana sin 4-ciclos y 2-conexa tal que δ(G) = 4. Sea v ∈ V (G) tal que dG(v) = 4,
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entonces fi es la cara incidente en v con las aristas {v, vi} y {v, vi+1} en su frontera, con i = 1, 2, 3, 4

y los índices módulo 4. Diremos que f1 es fuente de f3, y f3 pozo de f1, si dG(f2) = dG(f4) = 3,

dG(f3) = 5, dG(f1) ≥ 5, dG(v3) = dG(v4) = 4, y dG(vi) ≥ 5 para i = 1, 2 (�gura 3.1(a)). Una 5-cara

es débil si es una (4, 4, 4, 4, 4)-cara y es adyacente a exactamente a cuatro 3-caras (Figura 3.1(b)).

En el siguiente lema se encontrará una con�guración inevitable para la familia de grá�cas planas

2-conexas con grado mínimo al menos 4 y sin 4-ciclos. Esta con�guración (un tipo particular de

cara débil) es una con�guración reducible con respecto a la propiedad de tener arboricidad a lo más

dos, lo cual se verá en la demostración del Teorema 3.2.4.

Lema 3.2.2. [25] Sea G grá�ca plana 2-conexa con δ(G) ≥ 4 y sin 4-ciclos. Entonces G contiene

una 5-cara [x1x2x3x4x5] adyacente a cuatro 3-caras [x1y1x2], [x2y2x3], [x3y3x4] y [x4y4x5] tal que

dG(y2) = 4 = d(xi) para toda i en {1, 2, 3, 4, 5} (Figura 3.1(c)).

Demostración: Supóngase que el lema es falso y sea G un contraejemplo mínimo. Entonces G

es una grá�ca plana 2-conexa con δ(G) ≥ 4, sin 4-ciclos y sin una 5-cara como la del enunciado.

Como G es 2-conexa, por la Proposión 2.2.5, la frontera de toda cara es un ciclo. Como G no tiene

4-ciclos, no tiene 4-caras ni dos 3-caras adyacentes. De�nimos una función de carga

w : V (G) ∪ F (G) −→ Z,

w(x) = d(x)− 4.

De la Fórmula de Euler se obtiene que

∑
x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

(d(x)− 4) = 4 |E(G)| − 4(|V (G)|+ |F (G)|) = −8

Ahora se de�nirán algunas reglas de descarga. Una vez concluida la descarga, para cada x ∈
V (G) ∪ F (G) se denotará con w′(x) su carga después de la redistribución. La contradicción estará

en que, para toda x en V (G) ∪ F (G), w′(x) ≥ 0. Dados x, y en V (G) ∪ F (G), τ(x −→ y) denotará

la cantidad de carga que dona x a y. Las reglas de descarga son las siguientes (véase también la

Tabla 3.1)

(R1) Toda cara f ∈ F (G) tal que d(f) ≥ 6, dona 1
3 a cada 3-cara adyacente, 1

5 a cada 5-cara débil

adyacente y 2
15 a cada pozo (véase Figura 3.2(a)).

(R2) Sean v ∈ V (G) tal que d(v) ≥ 6 y f ∈ F (G) una cara mayor incidente en v.

1. Si f es adyacente a dos 3-caras en F3(v), entonces τ(v −→ f) = 2
3 .
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Figura 3.2: Descaraga

2. Si f es adyacente exactamente a una 3-cara en F3(v), entonces τ(v −→ f) = 1
3 .

(R3) Sea v un 5-vértice. Sean f1, f2, f3, f4 y f5 las caras incidentes en v, ordenadas en sentido de

las manecillas del reloj.

1. Si F3(v) = {fi} para alguna i ∈ {1, . . . , 5}, entonces τ(v −→ fi−1) = τ(v −→ fi+1) = 1
3 ,

tomando los índices módulo 5.

2. Si |F3(v)| = 2, con {fi−1, fi+1} = F3(v), entonces τ(v −→ fi) = 2
3 . Luego, si existe una

única (4, 4, 4, 4, 5)-cara f ′ ∈ {fi+2, fi+3} con m(f ′) = 4, entonces τ(v −→ f ′) = 1
3 (véase

Figura 3.2(b)). En otro caso τ(v −→ fi+2) = τ(v −→ fi+3) = 1
6 .

(R4) Toda 5-cara f dona 1
3 a cada 3-cara adyacente y 2

15 a cada pozo de ésta (véase Figura 3.2(c)).

Sea s(f) el número de 5-caras débiles adyacentes a f y sea p(f) el número de pozos de f . Sea

β(f) la carga de una 5-cara f después de realizar la descarga acorde con las reglas (R1)-(R4).

(R5) Sea f una 5-cara tal que m(f) ≤ 2 y s(f) > 0, entonces f dona β(f)/s(f) a cada 5-cara débil

adyacente a f .

Ahora se demostrará que, para todo x ∈ V (G) ∪ F (G), w′(x) ≥ 0. Sea v ∈ V (G) con d(v) ≥ 4.

Desglosaremos la prueba de que w′(v) ≥ 0 en tres casos: d(v) = 4, d(v) = 5 y d(v) ≥ 6.

Caso 1: d(v) = 4. Entonces w(v) = w′(v) = 0

Caso 2: d(v) = 5. Entonces w(v) = 1. Como G no tiene dos 3-caras adyacentes, se tiene que |F3(v)| ≤ 2, pues

por cada 3-cara incidente en v hay dos k-caras incidentes en v adyacentes a la 3-cara con

k ≥ 5. Si |F3(v)| ≤ 1, por R3.1 se tiene que w′(v) ≥ 1
3 . Si |F3(v)| = 2, por R3.2 se tiene que

w′(v) = 0.
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Regla elemento de V (G) ∪ F (G) dona a carga
3-cara 1/3

R1 k-cara, k ≥ 6 5-cara débil 1/5
pozo 2/15

f cara mayor, si es adyacente a dos 2/3
R2 k-vértice, k ≥ 6 3-caras de F3(v)

f cara mayor, si es adyacente a exactamente 1/3
una 3-cara de F3(v)

5-vértice con fi−1 1/3
R3.1 F (v) = {f1, . . . , f5}

y F3(v) = {fi} fi+1 1/3
fi 2/3

5-vértice con (4, 4, 4, 4, 5)-cara f ′ ∈ {fi+2, fi+3} 1/3
R3.2 F (v) = {f1, . . . , f5} con m(f ′) = 4

y F3(v) = {fi−1, fi+1} fi+2, si no existe f ′ 1/6
fi+3, si no existe f ′ 1/6

R4 5-cara 3-cara 1/3
pozo 2/15

R5 5-cara f , con m(f) ≤ 2 5-cara débil β(f)
s(f)

s(f) > 0

Tabla 3.1: Reglas de descarga del Lema 3.2.2

Caso 3: d(v) ≥ 6. Sea tk, con k ∈ {1, 2}, el número de caras de F (v) que son adyacentes a exactamente k 3-caras

de F3(v). Como d(v) ≥ |F3(v)|+ t2 + t1 y puesto que |F3(v)| ≥ t2, se tiene que d(v) ≥ 2t2 + t1.

Por lo anterior se tiene mediante R2 que:

w′(v) ≥ w(v)− 1

3
t1 −

2

3
t2 = d(v)− 4− 1

3
t1 −

2

3
t2 =

d(v)− 4− 1

3
(t1 + 2t2) ≥ d(v)− 4− 1

3
d(v),

y, por lo tanto, w′(v) ≥ 2
3d(v)− 4 = 2

3 (d(v)− 6) ≥ 0.

Ahora, sea f ∈ F (G). Distinguiremos también en cuanto al grado de f . Como G no tiene 4-ciclos,

d(f) 6= 4.

Si d(f) = 3, todas las caras adyacentes a f le donan 1
3 por (R1) o por (R4), por lo que

w′(f) = −1 + 1 = 0.

Para d(f) ≥ 5,

d(f) ≥ m(f) + s(f) (1)

puesto que f puede ser adyacente a caras que no sean 3-caras ni 5-caras débiles. Por cada pozo

del cual f es fuente, hay dos 3-caras adyacentes a f , pero cada 3-cara sólo puede ser adyacente a
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xi+1
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xi−1
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Figura 3.3:

un pozo de f puesto que, de los dos vértices que inciden tanto en f como en la 3-cara, uno tiene

grado mayor o igual a 5 y, para que pudiera haber otro pozo de f adyacente a la 3-cara, este vértice

debería tener grado igual a 4. Por lo tanto, f tiene a lo más
⌊
m(f)

2

⌋(
≤
⌊
d(f)

2

⌋
≤ d(f)

2

)
pozos. Es

decir,

p(f) ≤ d(f)

2
(2)

Si d(f) ≥ 6, por (R1) se tiene que

w′(f) ≥ w(f)−
(

1

3
m(f) +

1

5
s(f) +

2

15
p(f)

)
(3)

Si d(f) = 5, por (R4) se tiene que

β(f) ≥ 1−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
(4)

Caso 1: d(f) ≥ 7. Entonces, por (1), (2) y (3), w′(f) ≥ w(f)− ( 1
3m(f) + 1

5s(f) + 2
15p(f)) ≥ d(f)− 4− 1

3 (m(f) +

s(f))− 1
15d(f) ≥ d(f)− 4− 1

3d(f)− 1
15d(f) = dG(f)− 6

15d(f)− 4 = 3
5d(f)− 4 > 0.

Caso 2: d(f) = 6. Entonces se tiene que w(f) = 2. Sea ∂(f) = [x1x2...x6] y fi la cara adyacente a f que incide

en los vértices xi y xi+1, tomando los índices módulo 6. Si fi es una 5-cara débil, entonces

d(xi) = d(xi+1) = 4, lo que implica que hay únicamente 4 caras que inciden en cada vértice

xi y xi+1, de las cuales tres son f , fi y un triángulo adyacente a fi (véase Figura 3.3). La

cuarta cara incidente en xi y xi+1 es fi−1 y fi+1, respectivamente. Entonces fi−1 y fi+1 son

adyacentes a un triángulo de la 5-cara débil fi, por lo que d(fi−1) = d(fi+1) ≥ 5, pues, si

fueran 3-caras, se formaría un 4-ciclo. Esto implica que si f es adyacente a una 5-cara débil,
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entonces m(f) ≤ 3. O, en otras palabras, m(f) ≥ 4 implica que

s(f) = 0 (5)

.

Subcaso 2.1: m(f) ≤ 4. Entonces, por (2), p(f) ≤ 2. Por (3) se tiene que

w′(f) ≥ 2− 1

3
m(f)− 1

5
s(f)− 2 · 2

15
≥

2− 1

3
m(f)− 1

5
(6−m(f))− 4

15
.

La última desigualdad se da por (1). Entonces

w′(f) ≥ 2− 1

3
m(f)− 1

5
(6−m(f))− 4

15
=

4

5
− 4

15
− 2

15
m(f) =

8

15
− 2

15
m(f) ≥ 0.

Subcaso 2.2: m(f) = 5. Entonces, por (5), tenemos s(f) = 0 y, por (2), f tiene a lo más dos pozos. Por (3) se

tiene que w′(f) ≥ 2− 5 · 1
3 − 2 · 2

15 = 1
15 .

Subcaso 2.3: m(f) = 6. Entonces, por (2) y (5), p(f) ≤ 3 y s(f) = 0. Si f incide en un vértice v de grado al

menos 5, por (R2) o (R3), según sea el caso, τ(v → f) = 2
3 , de donde obtenemos, junto

con (R1),

w′(f) ≥ 2 +
2

3
−
(

1

3
m(f) +

1

5
s(f) +

2

15
p(f)

)
≥ 2 +

2

3
− 6 · 1

3
− 3 · 2

15
=

4

15
.

Si f es una (4, 4, . . . , 4)-cara, entonces p(f) = s(f) = 0 (una fuente requiere dos 5-

vértices) y, por lo tanto, con (3), w′(f) ≥ 2− 6 · 1
3 = 0.

Caso 3: d(f) = 5. Entonces w(f) = 1. Sea ∂(f) = [x1x2...x5].

Subcaso 3.1: m(f) ≤ 2. Entonces p(f) ≤ 1, por lo que por (R4),

β(f) ≥ w(f)−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
≥ 1− 2

3
− 2

15
=

1

5
.

Si f no es adyacente a 5-caras débiles, β(f) = w′(f) > 0. Si f es adyacente a 5-caras

débiles, w′(f) = 0 debido a (R5). Por lo tanto, w′(f) ≥ 0 en ambos casos.

Subcaso 3.2: m(f) = 3. Entonces p(f) ≤ 1 y w′(f) = β(f). Si f no tiene pozo, entonces w′(f) = β(f) ≤ 1− 3 · 1
3

por (4) y (R4). Si p(f) = 1, sin pérdida de generalidad supóngase que d(f1) = d(f2) = 3,

d(x2) = 4 y la cara incidente en x2 pero no adyacente con f es una una 5-cara (véase
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x3

Figura 3.4:

Figura 3.4). Entonces d(xi) ≥ 5 para i ∈ {1, 3} por de�nición de pozo. Como m(f) = 3,

de las tres caras restantes {f3, f4, f5}, una es una 3-cara.

• Supóngase que d(f3) = 3 (el caso d(f5) = 3 es análogo). Entonces f2, f3 ∈ F3(x3), por

lo que |F3(x3)| ≥ 2 y, entonces, τ(x3 → f) = 2
3 por (R2) ó (R3). Entonces

β(f) ≥ w(f) +
2

3
−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
≥ 1 +

2

3
− 3 · 1

3
− 2

15
=

8

15
.

Como d(x1) ≥ 5, f5 no puede ser una 5-cara débil pero f4 tampoco, puesto que (análo-

gamente a como se vio para el caso d(f) = 6), si f4 fuera una 5-cara débil, d(x4) = 4 y

se tendría un 4-ciclo. Entonces se tiene que s(f) = 0. Por lo tanto, w′(f) = β(f) > 0.

• Supóngase que d(f4) = 3, entonces s(f) = 0 pues d(x1) = d(x3) ≥ 5, lo que impide que

f5 y f3 sean 5-caras débiles. Por lo tanto, β(f) = w′(f). Si d(x1) ≥ 6 o d(x3) ≥ 6, por

(R2) τ(x1 → f) = 1
3 o τ(x3 → f) = 1

3 de donde

w′(f) ≥ w(f) +
1

3
−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
≥ 1 +

1

3
− 3 · 1

3
− 2

15
=

1

5
.

Supóngase que d(x1) = d(x3) = 5. Si |F3(x1)| = 1, f1 es la única 3-cara incidente en x1,

por lo que, por (R3), se tiene que

w′(f) ≥ w(f) +
1

3
−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
≥ 1 +

1

3
− 3 · 1

3
− 2

15
=

1

5
.

El caso |F3(x3)| = 1 es análogo. Supóngase que |F3(x1)| = 2. Si d(f5) ≥ 6 o d(f5) = 5

con m(f5) ≤ 3, por (R3) τ(x1 → f) = 1
6 . Si d(f5) = 5 con m(f5) = 4, como d(f4) = 3,

entonces d(x5) ≥ 5 (si no habría un 4-ciclo). Por lo tanto, por (R3), τ(x1 → f) = 1
6 ,

pues f5 es adyacente a dos vértices de grado al menos 5. En cualquiera de los tres casos

anteriores se obtiene que w′(f) ≥ w(f)+ 1
6 −
(

1
3m(f) + 2

15p(f)
)
≥ 1+ 1

6 −3 · 13 −
2
15 = 1

30 .

Subcaso 3.3: m(f) = 4. Sin pérdida de la generalidad, supóngase que d(f1) = d(f2) = d(f3) = d(f4) = 3 (véase

Figura 3.5(a)). Por (2), p(f) ≤ 2. Por otro lado, s(f) = 0, pues, si f5 fuera una 5-cara
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Figura 3.5:

débil, d(x1) = d(x5) = 4 y otra 3-cara no adyacente a f incidiría en cada uno de x1 y

x5. Estas 3-caras serían adyacentes a las 3-caras adyacentes a f e incidentes en x1 y x5,

con lo que se formarían dos 4-ciclos. Por lo tanto, β(f) = w′(f) y entonces

w′(f) ≥ w(f) + v(f)−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f)

)
= 1 + v(f)−

(
4

3
+

2

15
p(f)

)
=

v(f)−
(

1

3
+

2

15
p(f)

)
,

donde v(f) es la carga que recibe de otros vértices o caras. Si mostramos que v(f) ≥
1
3 + 2

15p(f), obtendremos w′(f) ≥ 0. Sea yi el tercer vértice de la frontera de fi tal que

∂(fi) = [xiyixi+1], 1 ≤ i ≤ 4.

• Si existe u ∈ {x2, x3, x4} con d(u) ≥ 5, por (R2) o(R3), obtendremos que v(f) ≥ τ(u→
f) = 2

3 . Como p(f) ≤ 2, se tiene que 1
3 + 2

15p(f) ≤ 1
3 + 4

15 = 9
15 < 2

3 . Por lo tanto,

v(f) ≥ 1
3 + 2

15p(f).

Si d(u) = 4 para todo u ∈ {x2, x3, x4}, entonces p(f) = 0. Por lo tanto, sólo es necesario

mostrar que v(f) ≥ 1
3 .

• Si d(x1) ≥ 6, como f es adyacente a una sola de las 3-caras que inciden en x1, entonces,

por (R2), f recibe 1
3 de carga por parte de x1, por lo que v(f) ≥ 1

3 . Lo mismo ocurre si

d(x5) ≥ 6.

• Si d(x1) = d(x5) = 5 y |F3(xi)| = 1 para algún i ∈ {1, 5}, τ(xi → f) = 1
3 por (R3), por

lo que v(f) ≥ 1
3 .

• Si d(x1) = d(x5) = 5 y |F3(x1)| = |F3(x5)| = 2, hay una 3-cara f1
′ incidente en x1 que

es adyacente a f5 y no a f ni a f1 (como en la Figura 3.5(b)). Como ni f ni f5 son

(4, 4, 4, 4, 5)-caras, x1 les dona a cada una 1
6 por (R3). Análogamente x5 dona 1

6 a f , por
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Figura 3.6:

lo que v(f) ≥ 1
3 .

• Si d(f5) ≥ 6, d(x1) = 5 y d(xi) = 4 para toda i ∈ {2, 3, 4, 5}, entonces |F3(x1)| ≤ 2. Si

|F3(x1)| = 1, por (R3) τ(x1 → f) = 1
3 . Si |F3(x1)| = 2, comof es una (4, 4, 4, 4, 5)-cara

con m(f) = 4, por (R3), τ(x1 → f) = 1
3 . Por lo tanto, en cualquier caso, tenemos que

v(f) ≥ 1
3 . El caso d(x5) = 5 con d(xi) = 4 para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} es análogo.

• Supóngase que d(f5) = 5, d(x1) = 5 y d(xi) = 4 para toda i ∈ {2, 3, 4, 5}. Sea f ′ la cara

incidente a x5 diferente de f , f4 y f5 (véase Figura 3.5(c)). Como no hay 4-ciclos, se tiene

que d(f ′) ≥ 5, lo que implica que m(f5) ≤ 3. Si |F3(x1)| = 1, por (R3), τ(x1 → f) = 1
3 .

Si |F3(x1)| = 2, sea f ′′ la 3-cara incidente en x1 diferente de f1 (véase �gura 3.5(c)), la

cual es adyacente a f5 y no a f1 (pues no hay 4-ciclos). Como f es una (4, 4, 4, 4, 5)-cara

con m(f) = 4, por (R3), τ(x1 → f) = 1
3 . En cualquier caso v(f) ≥ 1

3 . El caso d(f5) = 5,

d(x5) = 5 con d(xi) = 4 para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} es análogo.

• Por último supóngase que f es una 5-cara débil. Como estamos suponiendo que G es un

contraejemplo al lema, se tiene que d(y2) ≥ 5 y d(y3) ≥ 5. Sea f ′ la cara con las aristas

y2x3 y x3y3 en su frontera (véase Figura 3.6(a)). Como no hay 4-ciclos, se tiene que

d(f ′) ≥ 5 por lo que f es pozo de f ′. Por lo tanto, por (R1) ó (R4), τ(f ′ → f) = 2
15 (6).

Ahora nos hace falta mostrar que f recibe aun 1
5 de carga de otros vértices o caras. Si

d(f5) ≥ 6, por (R1) τ(f5 → f) = 1
5 , por lo que v(f) ≥ 1

5 + 2
15 = 1

3 . Supóngase que

d(f5) = 5 y ∂(f5) = [x5z1z2z3x1]. Sean g1, g2, g3 y g4 las caras adyacentes a f5 en las

aristas x5z1, z1z2, z2z3 y z3x1, respectivamente (véase Figura 3.6(b)). Como no hay dos

3-ciclos adyacentes y d(x1) = d(x5) = 4, se tiene que d(g1) ≥ 5 y d(g4) ≥ 5. Esto implica

que m(f5) ≤ 2. Por lo tanto, f5 tiene a lo más un pozo.

Si m(f5) = 0, entonces f5 no tiene pozos, de donde obtenemos β(f5) = w(f5) = 1. Como

1 ≤ s(f5) ≤ 5, se tiene por (R5) que 1 ≥ τ(f5 → f) ≥ 1
5 , por lo que v(f) ≥ 1

5 + 2
15 = 1

3 .
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Figura 3.7: m(f) = 5

Supóngase que m(f5) = 1. Entonces p(f5) = 0 y, sin pérdida de generalidad, d(g2) = 3

y d(g3) ≥ 5. Si d(z1) ≥ 5 o (g1) > 5 o m(g1) ≤ 3 entonces g1 no puede ser una 5-cara

débil, por lo que las únicas 5-caras débiles adyacentes a f5 posibles son f , g3 y g4, por

lo que s(f5) ≤ 3. Como

β(f5) ≥ w(f5)−
(

1

3
m(f5) +

2

15
p(f5)

)
= 1− 1

3
,

τ(f5 → f) =
β(f5)

s(f5)
≥
(
1− 1

3

)
3

=
2

9
>

1

5
.

Por lo tanto, v(f) ≥ 1
5 + 2

15 = 1
3 . Si d(z1) = 4 y d(g1) = 5, se tiene que m(g1) ≤ 3

pues, como d(z1) = 4 y G no tiene dos 3-ciclos adyacentes, la cara adyacente tanto a

g1 como a g2, incidente en z1 y diferente de f5 no puede ser una 3-cara. Por lo tanto

v(f) ≥ 1
5 + 2

15 = 1
3 como en el caso anterior.

Supóngase que m(f5) = 2, es decir, d(g2) = d(g3) = 3. Observemos que ni g1 ni g4 puede

ser una 5-cara débil. Si d(z2) ≥ 5, entonces τ(z2 → f5) = 2
3 por (R2) o (R3). Como ni

g1 ni g4 son 3-caras, f5 no tiene ni es un pozo, por lo que

β(f5) ≥ w(f5)−
(

1

3
m(f5) +

2

15
p(f5)

)
+ τ(z2 → f5) = 1− 2

3
+

2

3
= 1.

Como la única 5-cara débil adyacente a f5 es f , se tiene que τ(f5 → f) = β(f5) > 1
5 . Por

lo tanto, v(f) ≥ 1
5 + 2

15 = 1
3 . Supóngase que d(z2) = 4, entonces β(f5) ≥ 1− 2

3 −
2
15 = 1

5

(f5 podría tener un pozo). Como su única 5-cara débil es f , entonces τ(f5 → f) ≥ 1
5 .

Por lo tanto, v(f) ≥ 1
5 + 2

15 = 1
3 .

Subcaso 3.4: m(f5) = 5. Sea ∂(fi) = [xiyixi+1] cara adyacente a f que incide en xi y xi+1 (véase Figura 3.7).

Entonces f tiene a lo más dos pozos y s(f) = 0, por lo que w′(f) = β(f). Si p(f) = 1,

supóngase que la cara incidente en los vértices y1, x2 y y2 es el pozo. Entonces se tiene

que d(x1) ≥ 5 y d(x3) ≥ 5. Por (R2) o (R3) x1 y x3 le donan cada uno 2
3 de su carga a
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f , por lo que

w′(f) ≥ w(f)−
(

1

3
m(f) +

2

15
p(f) +

4

3

)
1− 5

3
− 4

15
=

2

5
+

4

3
.

Supóngase entonces que f no tiene pozos. Si f incide en un vértice de grado al menos

5, supóngase, sin pérdida de la generalidad, que d(x1) ≥ 5. Entonces, por (R2) o (R3),

τ(x1 → f) = 2
3 , por lo que

w′(f) ≥ w(f) +
2

3
− 1

3
m(f) = 1 +

2

3
− 5

3
= 0.

Supóngase que d(xi) = 4 para toda i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Entonces para cada xi existe una

única cara gi incidente en él y diferente de f , fi−1 y fi, la cual no puede ser una 3-

cara. Por lo tanto, d(gi) ≥ 5 para toda i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Por lo anterior f es un pozo

de gi para toda i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, de donde se obtiene que τ(gi → f) = 2
15 para toda

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Por lo tanto,

w′(f) = w(f) +
10

15
− 1

3
m(f) = 1 +

10

15
− 5

3
= 0.

Entonces w′(x) ≥ 0 para toda x en V (G) ∪ F (G) y, por lo tanto,

−8 =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w′(x) ≥ 0,

lo cual es una contradicción. Esto signi�ca que no existe ningún contraejemplo al lema, por lo cual

éste es cierto.

Antes de probar que la arboricidad de una grá�ca plana sin 4-ciclos es a lo más dos, necesitamos

probar el siguiente lema que acota el grado mínimo de una grá�ca plana sin 4-ciclos.

Lema 3.2.3. Si G es una grá�ca plana sin 4-ciclos, entonces δ(G) ≤ 4.

Demostración: Supóngase que el lema es falso y sea G un contraejemplo mínimo. Entonces G es

conexa, tiene por lo menos un ciclo y, por el Corolario 2.2.16, δ(G) = 5. De�nimos una función de

carga

w : V (G) ∪ F (G) −→ Z,

w(x) = d(x)− 4.

48



Por la demostración del Lema 3.2.2 sabemos que∑
x∈V (G)∪F (G)

w(x) = −8.

De�nimos una única regla de descarga

(R1) Para todo vértice v ∈ V (G), v reparte equitativamente su carga entre todas las 3-caras en

F3(v).

Como G no tiene 4-ciclos, para todo vértice v se tiene que

|F3(v)| ≤
⌊
d(v)

2

⌋
≤ d(v)

2
.

Por lo tanto, para todo vértice v y para toda f ∈ F3(v)

2
d(v)− 4

d(v)
≤ d(v)− 4

|F3(v)|
= τ(v −→ f),

y, como d(v) ≥ 5, se tiene que

τ(v −→ f) ≥ 2
d(v)− 4

d(v)
= 2− 8

d(v)
≥ 2− 8

5
=

2

5
(1)

Sea w′(x) la carga de x ∈ V (G) ∪ F (G) después de aplicar (R1). Demostraremos que w′(x) ≥ 0

para todo x ∈ V (G) ∪ F (G).

Sea v ∈ V (G). Por (R1), se tiene que w′(v) ≥ 0.

Sea f ∈ F (G) tal que d(f) ≥ 5. Entonces w′(f) = w(f) > 0.

Sea f ∈ F (G) una 3-cara. Por (1), los tres vértices en los que incide le donan al menos 2
5 de

carga. Por lo tanto, w′(f) ≥ w(f) + 6
5 = −1 + 6

5 > 0.

Entonces w′(x) ≥ 0 para toda x en V (G) ∪ F (G) y, por lo tanto,

−8 =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w′(x) ≥ 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, no puede existir un contraejemplo al lema.

Ahora ya podemos probar que la ausencia de 4-ciclos implica que la arboricidad no puede ser

mayor a dos.
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Teorema 3.2.4. [25] Si G es una grá�ca plana sin 4-ciclos, entonces a(G) ≤ 2.

Demostración: La demostración será por inducción sobre |V (G)|. Si |V (G)| ≤ 1, entonces a(G) =

1 pues la grá�ca no puede tener ciclos y, por lo tanto, es un bosque. Si 3 ≤ |V (G)| ≤ 4, podemos

partir a V (G) en dos partes tales que una contenga dos vértices y la otra los vértices restantes,

obteniendo así dos subgrá�cas acíclicas, por lo tanto a(G) ≤ 2. Supóngase que para toda grá�ca

plana G sin 4-ciclos y tal que |V (G)| ≤ k− 1, se tiene que a(G) ≤ 2. Sea G una grá�ca plana sin 4-

ciclos y tal que |V (G)| = k. Supongamos que existe v en V (G) con d(v) ≤ 3. Sea H = G[V (G)− v].

Entonces |V (H)| = k − 1 y, por hipótesis de inducción, se tiene que a(H) ≤ 2, es decir existe

γ : V (H) −→ {1, 2} una 2-coloración acíclica de H. Como d(v) ≤ 3, existe i ∈ {1, 2} tal que

|N(v) ∩ γ−1(i)| ≤ 1. De�niendo γ(v) = i, se puede extender γ a G y por lo tanto a(G) ≤ 2.

Entonces, por el Corolario 3.2.3, podemos suponer que δ(G) = 4. Si G no es 2-conexa, por hipótesis

de inducción y por el Lema 1.3.2, cada bloque de G tiene una 2-coloración acíclica, por lo que G

tiene una 2-coloración acíclica.

Supóngase que G es 2-conexa. Entonces, por el Lema 3.2.2, G contiene una 5-cara [x1x2x3x4x5]

adyacente a cuatro 3-caras [x1y1x2], [x2y2x3], [x3y3x4] y [x4y4x5] tal que d(y2) = 4 = d(xi) para toda

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Sea y5 el vecino de x5 diferente a x1, x4 y y4, sea y6 el vecino de x1 diferente a x5, x2

y y1, y sean y
′
2 y y

′′
2 los vecinos de y2 diferentes a x2 y x3 (véase Figura 3.1(c)). SeaH = G[V (G)−y2].

Entonces H es una grá�ca plana sin 4-ciclos con |V (H)| = k−1. Por hipótesis de inducción, H tiene

una 2-coloración acíclica γ, la cual, digamos, usa los colores 1 y 2. Si
∣∣γ−1(i) ∩N(y2)

∣∣ ≥ 3 para

alguna i ∈ {1, 2}, entonces, asignando el otro color a y2, tenemos que es una hoja o un vértice aislado

en la subgrá�ca inducida por la clase cromática de dicho color y, por lo tanto, γ se puede extender a

G. Supóngase que
∣∣γ−1(i) ∩N(y2)

∣∣ = 2 para toda i en {1, 2}. Para dar una 2-coloración acíclica a G

a partir de γ, modi�cando los colores de los vértices en {x1, x2, x3, x4, x5}, sólo es necesario evitar que
se formen trayectorias monocromáticas en G[B], con B = {x1, x2, x3, x4, x5, y1, y

′
2, y
′′
2 , y3, y4, y5, y6},

entre los vértices {y1, y
′
2, y
′′
2 , y3, y4, y5, y6}. Tenemos dos casos:

Caso 1 : γ(y′2) = γ(y′′2 ) = 1 y γ(x2) = γ(x3) = 2.

Como la 3-cara [x1x2y1] esta en H, a lo más uno de los vértices x1 y y1 está coloreado con

el color 2. Supóngase que γ(x1) = 2 y γ(y1) = 1 (Figura 3.8(a)). En este caso se colorea

a y2 con 2 y se cambia el color de x2 a 1 (Figura 3.8(b)). Esta coloración no genera ciclos

monocromáticos en G, pues tanto x2 como y2 son hojas en las respectivas subrá�cas generadas

por las clases cromáticas. Lo mismo sucede si γ(x1) = 1 y γ(y1) = 2. Análogamente, a lo más

uno de los vértices x4 y y3 recibe el color 2. De la misma forma, si γ(x4)2 o γ(y3)2, se puede

extender la coloración γ a G cambiando el color de x3 y coloreando y2 de color 2. Entonces

podemos asumir que γ(x1) = γ(y1) = γ(x4) = γ(y3) = 1 (Figura 3.8(c)). Si γ(y6) = 1

se puede colorear y2 con 2 y cambiar los colores de x1 y x2 (Figura 3.8(d)), con lo cual son

hojas en las respectivas subgrá�cas inducidas por las clases cromáticas. Por lo tanto, podemos
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asumir que γ(y6) = 2 (Figura 3.8(e)). Si γ(x5) = 1 se hace lo mismo que cuando γ(y6) = 1

(Figura 3.8(f)), donde x1, x2 y y2 son hojas en las respectivas subgrá�cas inducidas por las

clases cromáticas. Así que también podemos suponer que γ(x5) = 2. Si γ(y4) = 1, se puede

cambiar el color a x4 y a x3, y colorear a y2 con 2 (Figura 3.8(h)), donde x4, x3 y y2 son

hojas en las subgrá�cas monocromáticas. Supóngase entonces que γ(y4) = 2. Si γ(y5) = 2

se puede colorear y2 con 2 y cambiar el color a los vértices x3, x4 y x5 (Figura 3.8(j)). Con

esta coloración no hay trayectorias monocromáticas entre los vértices {y1, y3, y4, y5, y
′
2, y
′′
2}

que solo contengan vértices de la estructura en consideración, por lo que en las subgrá�cas

monocromáticas no se forman ciclos. Por último supóngase γ(y5) = 1. En este caso se colorea

y2 con 2 y se cambia el color a los vértices x1, x3, x4 y x5 (Figura 3.8(l)): nuevamente no hay

trayectorias monocromáticas entre los vértices {y1, y3, y4, y5, y
′
2, y
′′
2}.

Caso 2 : γ(y′2) = γ(x2) = 1 y γ(y′′2 ) = γ(x3) = 2.

Para i ∈ {1, 2} sea S(i) el subconjunto de elementos de {y1, y3, y4, y5, y6} que reciben el color

i en la coloración γ. Sin pérdida de generalidad, supóngase que |S(1)| ≤ |S(2)|, por lo que

0 ≤ |S(1)| ≤ 2. Borramos el color de los vértices x1, x2, x3, x4, x5. Asígnese el color 1 a y2.

Según los elementos de {y1, y3, y4, y5, y6} que se encuentren en S(1) se colorearán los vértices

x1, x2, x3, x4, x5 de forma que no se formen trayectorias monocromáticas en G[B] entre los

vértices {y1, y
′
2, y
′′
2 , y3, y4, y5, y6}.

• Si |S(1)| = 0, se colorean x1, x2, x4, x5 con 1 y x3 con 2 (Figura 3.9(a)).

• Si S(1) = {y1}, se colorean x3, x4, x5 con 1 y x1, x2 con 2 (Figura 3.9(b)).

• Si S(1) = {y3}, se colorean x1, x2, x5 con 1 y x3, x4 con 2 (Figura 3.9(c)).

• Si S(1) = {y4} o S(1) = {y5}, se colorean x1, x2, x4 con 1 y x3, x5 con 2 (Figuras 3.9(d)

y 3.9(e)).

• Si S(1) = {y6}, se colorean x2, x4, x5 con 1 y x1, x3 con 2 (Figura 3.9(f)).

• Si S(1) = {y1, y3}, se colorean x1, x5 con 1 y x2, x3, x4 con 2 (Figura 3.9(g)).

• Si S(1) = {y1, y4} o S(1) = {y1, y5} o S(1) = {y3, y5}, se colorean x1, x4 con 1 y x2, x3, x5

con 2 (Figuras 3.9(h), 3.9(i) y 3.10(a)).

• Si S(1) = {y1, y6}, se colorean x4, x5 con 1 y x1, x2, x3 con 2 (Figura 3.10(b)).

• Si S(1) = {y3, y4}, se colorean x1, x2 con 1 y x3, x4, x5 con 2 (Figura 3.10(c)).

• Si S(1) = {y3, y6}, se colorean x2, x5 con 1 y x1, x3, x4 con 2 (Figura 3.10(d)).

• Si S(1) = {y4, y5}, se colorean x1, x2, x4 con 1 y x3, x5 con 2 (Figura 3.10(e)).

• Si S(1) = {y5, y6}, se colorean x2, x4, x5 con 1 y x1, x3 con 2 (Figura 3.10(f)).
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• Si S(1) = {y4, y6}, se cambia el color de y2, se colorean x2, x3, x5 con 1 y con x1, x4 2

(Figura 3.10(g)).

Por lo tanto a(G) = 2, con lo que queda demostrado el teorema.

La siguiente longitud de ciclo a tratar es cinco, pero, para demostrar que toda grá�ca plana sin

5-ciclos tiene arboricidad a lo más dos, se utilizará el siguiente lema.

Lema 3.2.5. [29] Si G es plana, sin 5-ciclos y tal que δ(G) ≥ 3, entonces existe una arista {x, y}
con dG(x) = 3 y dG(y) ≤ 5.

Demostración: Supóngase que el lema es falso. Sea G un contraejemplo al lema, es decir, una

grá�ca plana, sin 5-ciclos y con δ(G) ≥ 3 de tal forma que todo 3-vértice es adyacente a vértices de

grado al menos 6. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que G es conexa. Por el Corolario

1.1.4, G no puede ser un árbol y, por la Proposición 2.2.4, para toda f ∈ F (G), ∂(f) contiene un

ciclo. Entonces ∂(f) es un 4-ciclo para toda 4-cara f . Como G no tiene 5-ciclos y δ(G) ≥ 3, G no

tiene las siguientes estructuras.

(C1) Una 4-cara adyacente a una 3-cara (Figura 3.11(a)).

(C2) Tres 3-caras f1, f2 y f3 con ∂(f1) = [v1v2v3], ∂(f2) = [v1v4v2] y ∂(f3) = [v1v5v4], donde

vi 6= vj si i 6= j (véase Figura 3.11(b)).

Sea w : V (G) ∪ F (G) −→ Z función de carga, tal que:

w(x) =

{
2d(x)− 6, si x ∈ V (G),

d(x)− 6, si x ∈ F (G),

de donde, por la Fórmula de Euler, se tiene que∑
x∈V (G)∪F (G)

w(x) =
∑

x∈V (G)

(2d(x)− 6) +
∑

x∈F (G)

(d(x)− 6) =

4|E(G)| − 6|V (G)|+ 2|E(G)| − 6|F (G)| = −12.

Ahora, se distribuye la carga de los vértices de acuerdo a las siguientes reglas:

(R1) Si 4 ≤ d(v) ≤ 5, entonces τ(v −→ f) = 1 para toda f ∈ F3(v) y τ(v −→ f) = 1
2 para toda

f ∈ F4(v).

(R2) Si d(v) ≥ 6, entonces τ(v −→ f) = 3
2 para toda f ∈ F3(v) y τ(v −→ f) = 1 para toda

f ∈ F4(v).

Sea w′(x) la carga después de aplicar (R1) y (R2) para todo x ∈ V (G) ∪ F (G). Mostraremos a

continuación que w′(x) ≥ 0 para todo x ∈ V (G) ∪ F (G). Sea f ∈ F (G).
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Figura 3.8: Caso 1
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Figura 3.9: Caso 2
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Figura 3.10: Caso 2 (continuación)
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Figura 3.11: Estructuras prohibidas

Si d(f) = 3, entonces w(f) = −3. Si f incide en un 3-vértice, los otros dos tienen grado al

menos 6 y, por (R2), cada uno le da 3
2 a f , por lo que w′(f) ≥ −3 + 23

2 = 0. Si f no incide

en ningún 3-vértice, por (R1) y (R2), cada vértice en el que incide f le da al menos 1, por lo

que w′(f) ≥ −3 + 3 = 0.

Si d(f) = 4, entonces w(f) = −2. Si f incide en un 3-vértice, entonces f incide en dos vértices

con grado al menos 6, los cuales dan 1 a f , por (R2); si f no incide en ningún 3-vértice, cada

vértice le da al menos 1
2 por (R1) o (R2), por lo que, en ambos casos, w′(f) ≥ −2 + 2 = 0.

Si d(f) ≥ 6, entonces w(f) = w′(f) ≥ 0.

Sea v en V (G). Por hipótesis d(v) ≥ 3.

Si d(v) = 3, entonces w(v) = w′(v) = 0.

Si d(v) = 4, entonces w(v) = 2 y, por (C2), |F3(v)| ≤ 2. Si |F3(v)| = 0, entonces, por

(R1), w′(v) ≥ 2 − 4 · 1
2 = 0. Si |F3(v)| = 1, por (C1) |F4(v)| ≤ 1, con lo que, por (R1),

w′(v) ≥ 2 − 1 − 1
2 > 0. Si |F3(v)| = 2, entonces, por (C1), |F4(v)| = 0, por lo que (R1) da

w′(v) = 2− 2 = 0.

Si d(v) = 5, entonces w(v) = 4 y, por (C2), |F3(v)| ≤ 3. Si |F3(v)| = 0, entonces |F4(v)| ≤ 5 y,

por (R1), w′(v) ≥ 4− 5
2 = 3

2 . Si |F3(v)| = 1, entonces |F4(v)| ≤ 2 y, por (R1), w′(v) ≥ 4−2 = 2.

Si |F3(v)| = 2, entonces |F4(v)| ≤ 1 y w′(v) ≥ 4−2− 1
2 = 3

2 . Si |F3(v)| = 3, entonces |F4(v)| = 0

y w′(v) ≥ 4− 3 = 1.

Si d(v) ≥ 6, entonces

w′(v) = w(v)− |F4(v)| − 3

2
|F3(v)|

= (d(v)− 6) + d(v)− |F4(v)| − 3

2
|F3(v)| ≥

d(v)− |F4(v)| − 3

2
|F3(v)|. (∗)
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Sea f3,2 el número de los pares de 3-caras adyacentes que inciden en v (por (C2)) dadas dos

3-caras adyacentes e incidentes en v, no puede haber otra 3-cara incidente a v y adyacente

a alguna de las dos 3-caras adyacentes) y sea f3,1 = |F3(v)| − 2f3,2, el número de 3-caras

incidentes en v que no son adyacentes a otra 3-cara. Por (C1), por cada par de 3-caras

adyacentes que inciden en v existen dos k-caras en F (v), con k ≥ 6, cada una adyacente a

una 3-cara diferente. (C1) también implica que, por cada 3-cara que incide en v hay dos caras

k-caras en F (v), con k ≥ 6, adyacentes a la 3-cara. Por lo que,

|F4(v)| ≤ d(v)− |F3(v)| − (f3,1 + f3,2) = d(v)− 2f3,1 − 3f3,2.

De esto se in�ere

d(v)− |F4(v)| − 3

2
|F3(v)| = d(v)− |F4(v)| − 3

2
(f3,1 + 2f3,2)

≥ 2f3,1 + 3f3,2 −
3

2
(f3,1 + 2f3,2)

=
1

2
f3,1 ≥ 0,

por lo que, con (∗), obtenemos w′(v) ≥ 0.

Entonces

0 ≤
∑

x∈V (G)∪F (G)

w′(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

w(x) = −12

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, no existe ningún contraejemplo al lema, por lo que éste

es cierto.

Hay que observar que una consecuencia del lema anterior es que toda grá�ca plana sin 5-ciclos

es 3-degenerada. Si G es una grá�ca plana sin 5-ciclos y con δ(G) ≥ 3, por el Lema 3.2.5, G tiene

una arista incidente en un vértice de grado tres. Para toda subgrá�ca H de G, tal que δ(H) ≥ 3, el

Lema 3.2.5 nos garantiza que tiene un 3-vértice.

Teorema 3.2.6. [25] Si G es una grá�ca plana sin 5-ciclos, entonces a(G) ≤ 2.

Demostración: Sea G una grá�ca plana sin 5-ciclos, por la observación previa a este teorema, G

es 3-degenerada, por lo que, por el Lema 1.3.4, a(G) ≤ 2.

Al igual que con los 5-ciclos, la ausencia de 6-ciclos también implica que una grá�ca plana es

3-degenerada. La prueba de esto es larga, por lo que sólo citaremos el resultado.

Teorema 3.2.7. [15] Toda grá�ca plana sin 6-ciclos es 3-degenerada.

Corolario 3.2.8. [25] Si G es una grá�ca plana sin 6-ciclos, entonces a(G) ≤ 2.
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Demostración: Sea G una grá�ca plana sin 6-ciclos, por el teorema anterior, G es 3-degenerada,

por lo que, por el Lema 1.3.4, a(G) ≤ 2.

Huang, Shiu y Wang [19] probaron que la ausencia de 7-ciclos implica que la arboricidad es a

los más dos. Dada la longitud de la prueba no la reproduciremos aquí.

Teorema 3.2.9. [19] Si G es una grá�ca plana sin 7-ciclos, entonces a(G) ≤ 2.

Queda la pregunta de cual es el mayor entero positivo k tal que la ausencia de k-ciclos implique

que la arboricidad es a lo más dos. Raspaud y Wang [25] mostraron que k ≤ 21. Sin embargo, no

se sabe aún si la cota es justa.

3.3. Caracterización de las grá�cas planas con arboricidad

dos

En [17], Hakimi y Schmeichel dan la siguiente caracterización de las grá�cas planas con arbori-

cidad dos.

Teorema 3.3.1. [17] Sea G una grá�ca plana. Entonces a(G) = 2 si y sólo si G∗ tiene una

subgrá�ca generadora euleriana y con |V (G∗)| > 1.

Demostración: Supóngase que a(G) = 2. Sea V1, V2 partición de V (G) tal que G[Vi] es acíclica

para i = 1, 2. Sean E = E(V1, V2) y φG(E) = E∗. Como E ∈ C∗(G), por el Corolario 2.2.11, tenemos

que E∗ ∈ C(G∗). Sea H = (V (G∗), E∗, ψG∗ |E∗). Por la Proposición 1.2.15, todos los vértices de

H tienen grado par. Como la arboricidad es dos, G tiene al menos un ciclo y, por la Proposición

2.2.4, ∂(f) contiene un ciclo para toda f en F (G). Por otro lado, todo ciclo de G tiene al menos

2 aristas en E, pues E rompe todos los ciclos. Entonces dH(v) > 0 para todo v ∈ V (H). Si H no

fuera conexa, sean H1, . . . Hk sus componentes conexas y sea F ∗ = (V (H1), V (H2) ∪ · · · ∪ V (Hk)).

Entonces F ∗ sería un corte en C∗(G∗) tal que F ∗ ∩E∗ = ∅. Por el Lema 1.2.17, F ∗ = F1
∗ ∪ · · ·Fk∗,

con Fi
∗ corte minimal para 1 ≤ i ≤ k. Entonces F1, . . . , Fk serían ciclos contenidos en G[V1] o

G[V2], que son acíclicas por hipótesis. Por lo tanto H es conexa y como todos los vértices tienen

grado par, podemos concluir que H es euleriana.

Ahora supóngase que G∗ tiene al menos 2 vértices y que tiene una subgrá�ca generadora H

euleriana. Sea E∗ = E(H). Como H es euleriana, por el Teorema 1.2.11, E∗ es la unión ajena de

ciclos en G∗. Por la Proposición 1.2.15, E∗ ∈ C(G∗). Por lo tanto, por el Corolario 2.2.11, E es

un corte en G. Sea V1, V2 la partición de V (G) tal que E = E(V1, V2). Si G fuera un bosque, por

la Proposición 2.2.3, |V (G∗| = 1. Por lo tanto, G tiene al menos un ciclo. Sea C un ciclo de G.

Por el Teorema de la curva de Jordan(Teorema 2.1.2), R2 −C tiene dos regiones, ext(C) e int(C).

El camino euleriano de H tiene que pasar por lo menos por 2 aristas de C para pasar de ext(C)
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a int(C) y a ext(C) otra vez. Por lo tanto, todo ciclo C en G tiene por lo menos 2 aristas en E,

es decir, E parte todos los ciclos. Entonces G[Vi] es acíclica para i = 1, 2. Por lo tanto, a(G) ≤ 2.

Como G tiene al menos un ciclo C, se tiene que 2 = a(C) ≤ a(G) ≤ 2, por lo que a(G) = 2.

Como consecuencia de este teorema, Hakimi y Schmeichel prueban el siguiente teorema, el cual

da una caracterización de las triangulaciones con arboricidad dos.

Teorema 3.3.2. [27] Sea G una grá�ca plana maximal con cuatro o más vértices. Entonces a(G) =

2 si y sólo si G∗ es hamiltoniana.

Demostración: Como G es plana maximal, se tiene que G∗ es cúbica.

Supóngase que a(G) = 2. Entonces, por el Teorema 3.3.1, G∗ tiene una subgrá�ca euleriana

generadora H, lo que implica que 2 ≤ dH(f) ≤ 3 para toda f en V (H). Como todos los vértices

de H deben tener grado par, se tiene que dH(f) = 2 para toda f en V (H), por lo que el camino

euleriano sólo pasa una vez por cada vértice de H. Al ser H subgrá�ca generadora esto implica que

el camino es hamiltoniano.

Supóngase que G∗ es hamiltoniana y sea C ≤ G∗ el ciclo hamiltoniano. Entonces C es una

subgrá�ca euleriana generadora de G∗, lo que implica, por el Teorema 3.3.1, que a(G) = 2.

Otra consecuencia obtenida en [17] es el Teorema de Tait.

Teorema de Tait. (véase [17]) Sea G plana maximal. Si G∗ es Hamiltoniana entonces G es

4-coloreable.

Demostración: Como G∗ es Hamiltoniana, se tiene que a(G) = 2. Entonces G es 4-coloreable.
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Conclusiones

En esta tesis, los resultados principales que se presentan son los siguientes. Primero que nada, se

muestra que toda grá�ca plana tiene, a lo más, arboricidad igual a tres. Además, se menciona que

esta cota es justa y se da una caracterización de las grá�cas planas con arboricidad dos en términos

de su grá�ca dual. Finalmente, se presentan diversas condiciones que garantizan que la arboricidad

sea dos. En particular se expone que, si G es una grá�ca plana sin k-ciclos, donde k es un entero

no menor que 3 ni mayor que 7, entonces su arboricidad es a lo más dos [15, 19, 25].

Para concluir, queremos subrayar que la pregunta sobre cuál es el mayor entero k para el cual

toda grá�ca plana sin k-ciclos tenga arboricidad dos está aún abierta, aunque sí se sabe que k es

un entero entre 7 y 21 [19, 25].
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