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Introduccidn

El sector de seguros juega un papel fundamental en la economia. Un mundo sin seguros
seria mucho menos desarrollado econémicamente y menos estable.

El reaseguro es un mecanismo financiero que aumenta la capacidad para aceptar riesgos
mayores a los que normalmente podria aceptar una aseguradora, aumenta el volumen de
los negocios, permite el desarrollo de la aseguradora y disminuye el riesgo de una posible
pérdida al distribuir los riesgos parcial o totalmente.

Este trabajo esta formado por cuatro capitulos en el primer capitulo se expone a detalle
propiedades deseables en una prima y tres principios de primaje (esquema ad hoc, esque-
ma de caracterizacion y esquema econémico). Y finalmente especificaciones sobre primas y
reaseguro.

En el segundo capitulo se explica a detalle qué es el reaseguro y tipos de reaseguro. Se
obtendran ecuaciones que se deben resolver para encontrar solucién éptima para diferentes
combinaciones de varios tipos de protecciéon de reaseguro con criterio de media-varianza, se
obtendran las ecuaciones que se deben resolver para encontrar una solucién 6ptima de las
posibles combinaciones citadas.

En el tema central del trabajo capitulo tres se dan las definiciones, suposiciones y se
establecerd el modelo matemaético. En particular se recordaran las definiciones de medidas
de riesgo: Valor en Riesgo (VaR), Valor en Riesgo de la Cola (TVaR), la transformada de
Esscher, medida de riesgo de Wang, medida de riesgo por distorsiéon y se concluye con la
comparacion de riesgos y medidas de riesgo.

En el capitulo cuarto se estudian algunos modelos de reaseguro ¢éptimo suponiendo algu-
nos otros principios de primaje con criterios de optimizacién basados en medidas de riesgo
(VaR, CTE y CVaR).

En principio se consideraran sélo formas de reaseguro cuota-parte y stop-loss. Enton-
ces, el problema consistird en determinar el coeficiente cuota-parte 6ptimo, ¢* € [0,1], y
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la retencion optima, d* € [0,00) para los acuerdos de stop-loss. La optimalidad de éstos
sera con respecto a la optimizacion del VaR y CTE para funcionales (determinado por los
principios de primaje) de la pérdida (re)aseguradora.

Posteriormente, sélo bajo el principio de primaje del valor esperado, se buscara den-
tro de una clase de funciones de riesgo cedido la forma de reaseguro 6ptimo, i.e. no se
pre-supondréd que se estd trabajando con una forma de reaseguro particular. Es decir, la
solucién al problema de reaseguro éptimo en esta parte es més ambiciosa ya que también
dard una forma explicita a la forma de reaseguro 6ptima (stop-loss, cuota-parte, share-loss,
surplus, etc).




Capitulo 1

Principios de Primaje

Algunos conceptos de teoria del riesgo como propiedades deseables que posea cualquier
método para calcular primas, continuando con principios de primaje, se describiran tres
esquemas que en la ciencia actuarial se utilizan: esquema ad hoc, esquema de caracterizaciéon
y esquema econdmico.

1.1. Primas y ordenamientos de riesgos

1.1.1. Elementos basicos de Teoria de Utilidad

Definicion 1.1.1. (Funcion de utilidad)

Se dice que una funcién v : (by,b2) — R, no-decreciente y concava en el intervalo
(b1,b2) C R es una funcion de utilidad.

Supoéngase que una utilidad v(z) esta relacionada con la riqueza de x unidades. Suena
razonable que la utilidad crezca conforme se tiene mas riqueza, por tanto es natural suponer
que la funcion v es no-decreciente, ademas, los incrementos de v(z) para valores pequenos
de z deben ser mayores para valores grandes de x, por tanto se supondra que v es concava.

Considérese dos variables aleatorias X,Y que toman valores en los ntumeros reales (R).
Estas variables se interpretaran como resultados riesgosos bajo dos diferentes tipos de de-
cisiones. También, supéngase que se pueden comparar las utilidades esperadas y que

E(v(X)) < E(v(Y)).

Entonces, con respecto a la utilidad esperada, la decisién correspondiente a Y es mejor
que la correspondiente a X.
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Ejemplo 1.1.1. (Funciones de utilidad comunes)
(i) v(z) ==z, x € (b1, ba).
(i) v(z) = 1(1 —€™), a> 0, z € (0,00).
(iii) v(z) = —(a — ), = —méx{a —,0}, a€R, z € (0,00).
v

Si las variables aleatorias X,Y representan los riesgos 6 pérdidas bajo dos tipos de
decisiones, entonces el razonamiento es ligeramente diferente. En este caso, la utilidad de
X y Y estan dadas por v(—X) y v(—Y) respectivamente y se preferira al riesgo X que el
Y siv(—X) > v(-Y).

Notaciéon 1.1.1.

w(zx) := —v(—x). Y notese que w es no-decreciente y convexa. v

La desigualdad anterior es equivalente a

E(w(X)) < E(w(Y)).

Definicion 1.1.2. (Funcién de pérdida en Teoria Econdmica)

Se dice que una funcién w : (b1, b2) — R no-decreciente y convexa en el intervalo
(b1,b2) C R es una funcion de pérdida.

Ejemplo 1.1.2. (Funciones de pérdida comunes)
(i) w(z) =z, z € (b, b2).
(ii) w(z) =€, a >0,z € (0,00).
(iii) w(z) = (r —a),, a € R, x € (0,00).
Y%

En la mayoria de las situaciones de aseguramiento (y la vida) no se conoce explicita-
mente la forma de las funciones de utilidad 6 pérdida subyacentes.
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Sin embargo, en algunos casos se pueden demostrar las dos desigualdades anteriores
para todas las funciones de utilidad ¢ pérdida.

Esto motiva los siguientes tres ordenamientos de distribuciones.

Definicién 1.1.3. (Orden parcial)

Sea X un conjunto. Un orden parcial en X es una relaciéon binaria, <, que satisface
(i) = < x (reflexividad).
(ii) Six <y yy < z, entonces x < z (transitividad).

(i) Six <y y y < z, entonces x = y (antisimetria).

En este trabajo se centrara la atenciéon en el caso en el que X es el conjunto de distri-
buciones de variables aleatorias univariadas.

Lema 1.1.1.

Para cualesquiera a,z € R

r—a=(r—a)y —(a—x)4.

Demostracion:
Caso l: z > a

(r—a), —(a—x), = mix{z—a,0} — max{a — 0}

r—a—0=x—a.
Caso 2: x <a

(r—a), —(a—2), = mix{zr —a,0} — mix{a — 0}

= 0—-(a—2x)=2z—a.

En ambos casos se concluye que v —a = (v —a), — (a — ). O
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Definicion 1.1.4. (Funcidn inversa generalizada)

Sea g : A C R — R una funcién no-decreciente. Se define la funcion inversa genera-
lizada de g, denotada por g~, como g~ : Im(g) — A tal que

g (y) =if{z:g(z) <y}

Proposicién 1.1.1.

Sea F'x una distribucién sobre R y Sx su correspondiente funcién de supervivencia
(i.e Sx(z) =1 — Fx(x)) tal que [~ |z|dFx(x) < oo, entonces

(i) /_Z(x—a dFx (z / Sx(@
(ii) /_Z(a—:c dFx (z / Sx(x

Demostracion:

Q)
/_C: (r —a), dFx(z / Sx(x
= [ @) arc + / (@ =), dFx(@) ~ [ Sx(yis
= /aoo(g;—a dFx(x /SX

_ /aooa;dFX() a/a dFx(z) - [blgrgloxSX(b)_aSX(a)Jr/a

_ /OO 2dFx(z) — a(l — Fx(a)) — 0+ aSx(a) — /Oo 2dFy(z)
= —a(l — Fx(a)) +aSx(a) = —aSx(a) + aSx(a) = 0.

/ (l‘—a dFX / SX

(ii) Anéloga. O

o0

a:dFX(:c)]
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Notaciéon 1.1.2.

Sean X, Y variables aleatorias. Se escribird X <Y si Fx < Fy. v

Definicién 1.1.5. (Ordenes estocdstico y stop-loss)
Sean X,Y variables aleatorias

(a) Se dice que X es estocasticamente dominado por Y (6 X es estocésticamente
més pequena que Y) si para toda funcion creciente £ : R — R

E(§(X)) <E(E(Y)),
y se escribe X <4 Y (siempre que E(£(X)),E(¢(Y)) < 00).

(b) Supodngase que E(X4),E(Y}) < co. Se dice que X es mas pequena que Y en
orden stop-loss si para toda funciéon creciente y convexa £ : R — R

E(£(X)) < EE(Y)),
y se escribe X <y Y (siempre que E({(X)),E({(Y)) < o0).

1.1.1.1. Orden estocastico

A continuaciéon se daran algunos resultados que harédn un poco mas intuitivo el orden
estocastico.

Teorema 1.1.1.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
() X <q Y.
(ii) Para todo z € R, Sx(z) < Sy(z).

(iii) Existe un espacio de probabilidad (', %', ') y dos variables aleatorias X', Y’

definidas en este espacio tales que X' <Y’ X 2 x yY Ly (Teorema de
acoplamiento).

Demostracion:




8 Capitulo 1 Principios de Primaje

(i) = (i)

Para z € R, considérese la funcién

5(75):{0 sit<cz

1 sit>ux,

Y noétese que

E(¢(X)) =P(X > z) = Sx(z) y E((Y)) = Sy (z).

Pero, E({(X)) <E(£(Y)), entonces Sx(z) < Sy (z).
(if) = (iii)

Considérese una variable aleatoria Z ~ Unif[0, 1] definida en algin espacio de probabilidad
(Y, F'P). Sea X' :=Fy(Z) yY' = Fy (Z); por el Teorema de Transformada Integral (6

Fundamental de la Simulacion) X’ 4 x yY’ Ly,
Y también, como Sx(z) < Sy (z), entonces Fy (x) < Fx(x) entonces
min{t e R: Fx(t) > Z} <min{t e R: Fy(t) > Z} ie. F\(Z) < Fy (Z)
X <YL
(iii) = (i)
E(¢(X") < E((Y")) pues X' <Y’y £ es no-decreciente. Entonces

E(§(X)) = E((X") <E((Y") =E(£(Y)).

1.1.1.2. Orden stop-loss

Ahora, se daran algunos resultados que facilita el entendimiento del orden stop-loss y
su importancia en reaseguro.
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Teorema 1.1.2.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X <l Y.

(b) Para todo x € R, E[(X — ) | <E[(Y —x)_].

Demostracion:

Considérese la funcion £(t) = (t — x), . Notese que £(t) es no-decreciente y convexa, enton-

ces E(€(X)) < B(E(Y), i.e E[(X — 1),] < E[(Y — 2),] O

Observacion 1.1.1.

La caracterizacion dada por E[(X —x),] < E[(Y — )] hace natural el nombre que
orden stop-loss. Si X es un riesgo que se quiere asegurar, con un nivel de retenciéon d, en-
tonces la prima neta E[(X — d), ] se conoce como prima stop-loss. v

Tal como se hizo para el ordenamiento estocéstico, también se puede demostrar un
Teorema de Acoplamiento para ordenamiento stop-loss. Para la demostracion de éste se
requerird del concepto de esperanza condicional, E (Y| X").

Teorema 1.1.3.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) X Ssl Y.

(b) Existe un espacio de probabilidad (Q',.%'.I”") y variables aleatorias X', Y’ de-
finidas en dicho espacio de probabilidad tales que X’ < E(Y'|X"), X 4 x y
v Ly,

Demostracion:
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Sea z € R. Por la desigualdad de Jensen

E[(X —2),] <E[E(Y]X)-q),]
<E[E((V' ), X")]
—E[(Y' - 2),]
_E[(Y - 1), ]

g

Ahora se obtendra una condicién suficiente para que se puedan ordenar stop-loss dos
variables aleatorias.

Teorema 1.1.4. (Criterio de corte de Karlin-Novikoff)

Supongase que E(]X|),E(]Y]) < oo y E(X) < E(Y). Si Fx(t) < Fy(t) para todo
t <ty (to € R fijo) y Fx(t) > Fy(t) para todo t > tg, entonces X <y Y.

Pero primero se demostrard un lema que facilitara la demostracion del criterio de corte
de Karlin-Novikoff.

Lema 1.1.2.

Sea 7 : R — R una funcién medible no-negativa tal que [*_|n(t)|dt < oo y

/ n(t)dt > 0. Si n(t) < 0 para todo t < to y n(t) > 0 para todo ¢ > tg (con

—00
o

to € R), entonces / n(t)dt > 0 para cualquier = € R.

xT

Demostracion del Lema:

La funcion = — [ n(t)dt es continua y no-decreciente en (—o0, tg), no-creciente en (to, 00)
y no-negativa en —oo. O

Demostracion del Criterio de corte de Karlin-Novikoff

Sea
n(t) = Fx(t) = Fy(t) = [1 = Fy ()] = [1 = Fx ()] = Sy () — Sx (1)
, entonces 7(t) < 0 para todo t < ¢y y n(t) > 0 para todo t > to.
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Integrando por partes se tiene que

/_Zn(t)dt = /0 Fy(t dt+/ Sy (t)dt
_ ( / Fy(t dt+/ Sx(t dt) E(Y) - E(X) >0,

Por tanto, [ n(t)dt > 0. Entonces, por el Lema anterior [ n(t)dt > 0.

Es decir, f — Sx(t)) f Sy (t)dt — f Sx (t)dt > 0. Entonces por la Proposi-
om LU B < o) < B — 5] .

1.1.2. Tarificacién y primas

El seguro es un contrato a través del cual el asegurador se obliga, mediante el cobro
de un prima, a indemnizar dentro de los limites pactados, el dano producido al asegurado
cuando ocurra un siniestro sobre los riesgos objeto de cobertura de dicho seguro.

El reaseguro es un acuerdo a través del cual una compania reaseguradora, accede a in-
demnizar a otra compania aseguradora por toda ¢ parte de la pérdida bajo los acuerdos de
las polizas emitidas. Por este servicio la compania cedente (aseguradora) paga a la rease-
guradora una prima.

En esta seccion se pretende estudiar brevemente algunas reglas para establecer un precio
adecuado, la prima, para un contrato de riesgos (pérdidas) X que se desea (re)asegurar.
Intuitivamente, las primas no pueden ser muy bajas ya que podria resultar en pérdidas muy
grandes para las (re)aseguradoras, pero por otro lado, las primas no pueden ser muy altas
debido a la competencia entre (re)aseguradoras.

Siendo informales, se puede considerar un principio de primaje como una regla para
asignar una prima a un riesgo a asegurar.

Definicion 1.1.6. (Principio de primagje)

Considérese una familia de riesgos (pérdidas) X. Un principio para calculo de primas
es una regla que determina la prima como un funcional, al asignar un valor 7(Fx) €
R = [—00, 00| a la distribucion del riesgo Fly.
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Notaciéon 1.1.3.
Se utilizara 7(X) en vez de m(Fx). v

Generalmente dicha prima depende de ciertas caracteristicas de Fx, como por ejemplo
la esperanza de X, ¢ la varianza X. Por ejemplo, el principio de primaje més simple es el
principio de prima neta para el que se establece que m(X) = E(X).

Definicion 1.1.7. (safety loading)

A la diferencia 7(X) — E(X) se le conoce como safety loading.

El safety loading debiése ser positivo a menos que la distribucién de X esté concentrada
en un so6lo punto.

Observacion 1.1.2.

El riesgo se modela como una variable aleatoria no-negativa X; sin embargo algunas
veces es util definir 7(X), para una variable aleatoria que también pueda tomar valores
negativos. v

1.1.3. Propiedades deseables en una prima

A continuacion, se analizardn algunas de las propiedades generales que se asocian con
la idea de un “buen” principio de primaje. Una primera realidad muy intuitiva que se de-
be indicar en cualquier modelo de tarificacion es que “generalmente”; la prima (X ) es finita.

Definicion 1.1.8.

Se dice que un riesgo (pérdida) X es asegurable si 7(X) < oo.

Sean XY, Z pérdidas arbitrarias bien definidas y con primas finitas. Se consideraran
algunas propiedades deseables.

1. Independencia.

7(X) depende solo de la funcion de supervivencia Sx, i.e. la prima de X solo depende
de la probabilidad de las colas de X. Esta propiedad establece que la prima so6lo
depende de la pérdida del riesgo asegurable y de la probabilidad de que dicha pérdida
ocurra, no de la causa de la pérdida.
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2.

10.

Recargo de riesgo (risk loading).

E(X) < m(X),

El recargo para el riesgo es deseable ya que generalmente se necesita que el principio
de primaje cobre al menos el valor esperado de la pérdida por (re)asegurar el riesgo.

. Ausencia de safety loading injustificado.

Si k > 0 es una constante, entonces w(k) = k.

A diferencia de la propiedad de recargo de riesgo, si se sabe (con probabilidad 1) que
el riesgo es constante al nivel k, entonces no hay razén para cobrar recargo de riesgo
pues no hay incertidumbre en dicho riesgo.

Pérdida maximal 6 ausencia de rip-off.

(X)) < esssup(X) :=sup{z € R: Fx(z) < 1},

. Proporcionalidad, equivarianza ante escalamientos 1 homogeneidad en primer grado.

Si ¢ > 0 es una constante, entonces m(cX) = em(X).

. Sub-aditividad

(X +Y)<n(X)+n(Y),

La propiedad de sub-aditividad implica que las (re)aseguradoras no puedan tomar
ventajas de dividir el riesgo en partes.

Super-aditividad

(X +Y)>n(X)+nY),

. Aditividad

(X +Y)=n(X)+n(Y),

Generalmente cuando los riesgos son independientes es deseable que se cumpla la
propiedad de aditividad. En general, 7(X + Y') depende de la distribucion conjunta
de X eV.

. Aditividad para riesgos independientes.

Si X e Y son independientes, entonces m(X +Y) = 7(X) + n(Y).

Aditividad para riesgos comono6tonos.
Si X e Y son comonotonos, entonces m(X +Y) = 7(X) + m(Y).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Equivarianza, consistencia ¢ invarianza ante translaciones.
Si k > 0 es una constante, entonces (X + k) = 7(X) + k.

Monotonia puntual.
Si para todo w € Q, X(w) <Y (w), entonces 7(X) < 7(Y).

Preservacion de dominancia estocéastica de primer orden.
Si Sx(x) < Sy(x) para todo x > 0, entonces 7(X) < 7(Y).

Preservacion del orden estocéastico.
Si X <Y, entonces 7(X) < m(Y).

Preservacion del orden stop-loss.
Si E[(X —d)+] <E[(X — d)4] para todo d > 0, entonces 7(X) < m(Y).

Continuidad.

lim 7((X —d)+) =7n(X) y lim 7n(X Ac) =n(X).

d—0+ c—00

Compatibilidad bajo mezclas.
Para cualquier a € [0,1] y Z si m(X) = 7(Y), entonces

m(aFx + (1 —a)Fy) = n(aFy + (1 — a)Fy).

Proposiciéon 1.1.2.

(a) Si se cumplen las propiedades de ausencia de safety loading injustificado y de
aditividad, entonces se cumple la propiedad de consistencia.

(b) Si se cumplen las propiedades de translacion y proporcionalidad, entonces se
cumple la propiedad de ausencia de safety loading injustificado.

(c) Sise cumplen las propiedades de monotonia puntual e independencia, entonces
se cumple la propiedad de dominancia estocéastica de primer orden.

Demostracion:

(a) Sea X una pérdida y 7(+) un principio de primaje que cumple con las propiedades de

ausencia de safety loading injustificado y de aditividad. Entonces,

(X +k) = n(X)+n(k) porla aditividad
= m(X)+ k por la ausencia de safety loading injustificado
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(X 4+ k) =7(X)+ k.

(b) Sea X una pérdida y m(-) un principio de primaje que cumple con las propiedades de
translaciéon y proporcionalidad. Entonces,

(k) =7(0-X+k) = m(0-X)+k por la propiedad de translacion
0-m(X)+Ek por la proporcionalidad
= 0+k=k

w(k) =k

(c¢) Inmediata.

1.2.  Principios de primaje

En esta seccion se describirdn tres esquemas que la ciencia actuarial utiliza para esta-
blecer principios de primaje. Esta divisién en tres esquemas es un tanto arbitraria ya que
un principio de primaje puede surgir a partir de mas de uno de los esquemas.

El primer esquema se conoce como esquema ad hoc ya que en éste se define un principio
de primaje potencialmente razonable y posteriormente se verifica que satisfaga algunas de
las propiedades deseables de una prima.

De manera inversa, el esquema de caracterizacién primero establece las propiedades
que debe satisfacer el principio de primaje y posteriormente se encuentra el 6 los principios
de primaje que satisfagan dichas propiedades. Inmediatamente se puede observar que este
esquema es més complicado y riguroso, es por esto que muchas veces no necesariamente se
puede caracterizar al conjunto de principios de primaje que satisfaga la lista de propiedades
deseadas. La practica més comun es que se encuentra al menos un principio de primaje que
satisfaga las propiedades y con éste se trabaja.

Quiza el esquema mas subjetivo y anquilosado para desarrollar un principio de primaje
es el esquema econémico. Bajo este esquema, se adopta una teoria econémica particular
y se determina el principio de primaje resultante. Algunas propiedades surgen mas de un
razonamiento teérico que practico, las que se puedan explicar se detallan a continuacion.
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1.2.1. Esquema ad hoc

En esta seccion se dard una lista de los principios de primaje mas conocidos. La profesion
actuarial ha propuesto diversos principios, entre los que se encuentran.

(P0) Principio de prima neta

Este principio aunque parezca muy simple es muy utilizado ya que en éste subya-
cen ideas de Teoria de Grandes Numeros al “suponer” que el riesgo es esencialmente
inexistente si la aseguradora vende una cantidad suficiente de polizas sobre riesgos
independientes e idénticamente distribuidos.

(P1) Principio de la esperanza 6 del valor esperado
m(X) = (1+ p)E(X),
con p > 0 que se interpreta como un escalamiento del safety loading.

(P2) Principio de la varianza

para algian 8 > 0.
(P3) Principio de la desviacion estandar
7(X) =E(X) 4 0/Var(Z),
con 6 > 0.

(P4) Principio mixto

Var(X)
X)=E(X —_—
() = E(X) +0-grs)
con 6 > 0.
(P5) Principio de la variacion modificada
Var(X)

m(X) =E(X) + kiv/Var(X) + ko ki, ko > 0.

E(X)

(P6) Principio del valor medio
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(P7)

(P9)

(P10)

(P11)

(P12)

(P13)

(P14)

(P15)

Principio de la p-media
(X) = (B(X")"/7,

para algin p > 1.

Principio de la semidesviacion

7(X) = E(X) + ki \/E [(X - E(X))ﬂ k€ (0,1).

Principio Holandés
m(X) =E(X)+ SE [(X —E(X)),],8 € (0,1].
Principio de Wang
w00 = [ Asx0)ar
donde A : [0,1] — R es no-decreciente, concava, A(0) =0y A(1) = 1.

Principio de Gini
m(X) = E(X) + B ||X - X']],

donde 8 > 0y X es una variable con la misma distribucién de X pero independiente
de X.

Principio del percentil generalizado
T(X) =E(X)+ B [Fx(1 —p) —E(X)] con 8,p € (0,1).

Principio del TVaR

1
r(X) = 1/1 Fi(z)dz,p € (0,1).

—-bp

Principio de la semivarianza

7(X) = E(X) + BE [(X - E(X))ﬂ 3> 0.

Principio de la utilidad cuadratica

(X)) =E(X) + v — /2 — Var(X), con vy > 0y ~? > Var(X).
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(P16) Principio de la covarianza
m(X) =E(X)+2pVar(X) — fCov(X,Y),
con 8 > 0y Y una variable aleatoria.

(P17) Principio exponencial

o(X) = élog (EC*)) 5> 0

(P18) Principio de Esscher

para alguna variable aleatoria Z.

(P19) Principio de Riesgos Proporcionales

para algan 9 € (0,1).

(P20) Principio Suizo.
La prima resuelve la ecuacién

Elu(X —pr(X))] = u((1 - p)m (X)),
para algin p € [0,1] y una funcién u creciente y convexa.

(P21) Principio de riesgo ajustado

m(X) = /Ooo 1 - Fx(a)]"/? da,

para algin p > 1.

(P22) Principio del e-cuantil
m(X) =Fy(1—¢),

i.e. la prima méas pequena tal que la probabilidad de una pérdida es a lo mas e.

(P23) Principio de la desviacion absoluta.
Definase £(X) = E(|X — med(X)|). Para § > 0 constante

m(X) = E(X) + 8- £(X).
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1.2.2. Esquema de caracterizacion

Primero se notard que el principio de primaje de Wang se puede obtener a partir de
este esquema.

Teorema 1.2.1.

(i) Si el principio de primaje, 7(-), satisface las propiedades de independencia,
monotonia puntual, aditividad para riesgos comonétonos, ausencia de safety
loading injustificado y continuidad. Entonces existe una funcion 7 : [0,1] —
[0, 1] no decreciente tal que n(0) =0, n(1) =1y

7(X) = /0 " (S (2))d.

Ademis, si entre los riesgos asegurables se encuentra una variable aleatoria con
distribucién Bernoulli con pardmetro p, entonces 7 es tnica.

(ii) Si ademés de las hipotesis del inciso (i) se cumple la propiedad de sub-
aditividad, entonces 7 es concava y se obtiene el principio de primaje de Wang.

Ahora, se obtendré el principio de riesgos proporcionales agregando una propiedad a las
hipétesis de Teorema anterior.

Corolario 1.2.1.

Sea m(-) un principio de primaje que satisface las propiedades de independencia,
monotonia puntual, aditividad para riesgos comono6tonos, ausencia de safety loading
injustificado y continuidad. Si 7(-) cumple ademés con la propiedad de que para
X :=1-Y con I ~ Bnlli(q) y Y independientes se cumple que 7(X) = n(I)w(Y),
entonces existe ¥ > 0 tal que n(z) = z¥ para todo x € [0, 1].

Finalmente, si se supone que se satisface la propiedad de Recargo de Riesgo, entonces
la constante ¥ en el Corolario anterior esta en el intervalo [0,1]. Por tanto, también se
caracteriz6 al principio de primaje de Riesgos Proporcionales.

1.2.3. Esquema econémico

Quizéa la teoria més conocida para fines de primaje sea la Teoria de la Utilidad Espera-
da; con ésta, se obtiene el principio de la Utilidad Equivalente. Si se utiliza Teoria Dual de
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Yaari en vez de Teoria de la Utilidad Esperada se obtendra el principio de primaje de Wang.

El principio de Esscher también se puede obtener a partir de Teoria de la Utilidad Es-
perada. Supongase que la aseguradora j toma el riesgo X; (j € {1,2...,n}) y tiene una
funcion de utilidad w;(z) = 1 — e~**. Biihlmann (1980, 1984) defini6 un equilibrio cuando
la utilidad esperada de cada aseguradora se maximiza. Este equilibrio coincide con lo que
en Teoria Economica se conoce como Intercambio éptimo de Pareto (Borch (1963, 1968),
Taylor (19921, 1992II)).

Teorema 1.2.2.
En equilibrio, el precio de la pérdida X est4 dado por

E [XeAZ]

m(X) = Eo7]

donde Z := X; + Xy 4 ... + X, es el riesgo agregadoy%::/\%ﬂL)\%—F...ﬁLﬁ.

Este Teorema establece que un intercambio de riesgos de Pareto 6ptimo con utilidad
exponencial, el precio estd dado por el principio de Esscher para el riesgo agregado Z y
una tolerancia al riesgo agregada de 1/A. Bithlmann (1984) generaliz6 este resultado para
aseguradoras con otras funciones de utilidad. Wang (2001 a y 2001 b ) compar6 el principio
de Wang con el que se establece en el Teorema 1.2.2.

1.2.3.1. El principio de utilidad cero

Considérese una funciéon de utilidad v : R — R estrictamente creciente.

Definicion 1.2.1.

El principio de utilidad cero define la prima del riesgo X, 7(X), como la solucién a
la ecuacion

Es decir, la aseguradora establece la prima de tal manera que, con respecto a la funcion
de utilidad v(z), la utilidad v(0) del surplus inicial = = 0, sea igual a la utilidad esperada
del surplus w(X) — X que resulta de asegurar el riesgo X a la prima 7(X).

Observacion 1.2.1.
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La prima 7(X) es la misma para todas las funciones de utilidad v*(x) := av(z) + b con
v(-) que satisface E [v(7(X) — X)] = v(0) pues

Epv*(n(X)—-X)] = Elav(r(X
= aE (v(m(X

— X))+ b

)
)= X))+

Definicion 1.2.2.

Se dice que un principio de primaje es mono6tono con respecto al orden < en cierta
familia de funciones de distribucion si Fiy < Fy implica que 7(X) < 7(Y).

Teorema 1.2.3.

El principio de utilidad cero dado por E [v(7(X) — X)] = v(0) tiene safety loading
no-negativo y no tiene safety loading injustificado. También es mono6tono con respecto
al orden stop-loss, <.

Demostracion:

Sea ¢ > 0 una constante, entonces E(v(7r(c) — ¢)) = v(0) si y solo si v(7(c) — ¢) = v(0)
pues v(7(c) — ¢) no es aleatorio. Entonces como v(-) es estrictamente creciente 7(c) —c = 0.
De aqui que 7(c) = c. Es decir, no hay safety loading injustificado.

Ahora, por la desigualdad de Jensen E(v(7(X) — X)) < v (E(n(X) — X)) es decir,
v(0) = E(w(n(X) —2)) <v(n(X) —E(X)) i.e v(0) < v(w(X) — E(X)) y por la monotonia

de v(-) se tiene que 0 < 7(X) — E(X), i.e. el principio de primaje tiene safety loading no
negativo.

Finalmente, sean X,Y dos riesgos tales que X < Y. Considérese la funcién

&(x) = —v(ec—x).

Afirmacion: £ es no-decreciente y convexa.

Prueba:
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Si x; < xg entonces ¢ — x1 > ¢ — xg; por tanto v(c — x1) > v(c — x2) i.e —v(c—x1) >

—v(c—x2) . &(w1) < E(w2)

Como X <4 Y entonces E(£(X)) < E(£(Y)), es decir E[—v(c — X)] < E[-v(c—=Y)] 6
equivalentemente E[v(c — Y)] < E[v(c — X)]. De aqui que n(X) < 7(Y).
U

Ejemplo 1.2.1. (Principio exponencial)

Considérese la funcion de utilidad v(z) = 2(1 — e%") (a > 0). Nétese que v(0) = 0, de
aqui que

E(v(m(X) — X)) =v(0) =0si y solosi E [%(1 — emamX)=X))] =
siysolosil—E [e‘a( m(X)- X)] = e~ (E(e?X) si y solo si e2™X) = E(e?X)
si y solo si w(X) = Llog(E(e™X)).

Proposicién 1.2.1.

m(X) = Llog(E(e®)) es aditivo para riesgos independientes.

Demostracion:

Sean X, Y riesgos independientes. Entonces,

()
(]E (eaXan))

= Liog (B(e)E@Ee))

[log (E(eax)) + log (E(e“y))]

(X +Y)

\
—
o

o]

\
—
Q

o
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Bajo ciertas condiciones de regularidad sobre la funcién de utilidad, el principio expo-
nencial se caracteriza como el tnico principio de utilidad cero que es aditivo para riesgos
independientes.

Teorema 1.2.4.

Supongase que la funciéon de utilidad v : R — R tiene primera y segunda derivadas
continuas tales que

d d?

(I’) = 17 ﬁ?)(@') = —a,

v(0) =0, —v
dx =0 =0

para algin a > 0. Sea w(-) la prima definida por el principio de utilidad cero
E[v(m(X) — X)] = v(0) para variables aleatorias no-negativas y supongase que
7(X +Y) = 7(X) + 7(Y),

para cualesquiera riesgos asegurables independientes X y Y. Entonces,

(X) = Llog(E(e"X)) sia>0
| E(X) sia=0.

1.2.4.  Algunos resultados para diferentes principios de primaje

En esta pequena seccién se estableceran algunas propiedades que seran utilizadas en
Capitulos posteriores.
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Proposicién 1.2.2.

Los siguientes principios de primaje son homogéneos en primer grado, i.e.
m(cX) = en(X) para ¢ > 0.

(1) 7(X) = (1+BE(X), 8>0,
(2) 7(X) =E(X) + 8/Var(X), B> 0.

(3) m(X) =E(X) + BY%E5%, B>0.

(4) m(X) =E(X) + 8/ Var(X) + 75052, B,y >0.
(5) m(X) = VE(X?).

(6) 7(X) =E(XP)/P, p>1.

(7) w(X) = E(X) + B\/E[(X —E(X))3], §€(0,1).
(8) m(X) = E(X) + BE[(X — E(X))4], B € (0,1].
= [ (P(X > )P at.

(10) m(X) = E(X) + BE(]X — X'|) donde X’ es una variable con la misma distri-
bucién de X pero independiente de X.

(11) =(X) = E(X) + S[F _1( —p) —EX)], >0pe(0,1).

(12) « —1f1p x)dx, p € (0,1).

Demostracion:

(1) 7(cX) =1+ P)E(cX) =1+ B)E(X) =c[(1+ BE(X)] = en(X).
(2)

m(cX) = E(cX)+ By Var(X) =cE(X)+ v/ cVar(X)
= c[E(X)+ BV Var(X)] =cn(X)
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®)
ar 2 ar
R(X) = B(eX) + prgrod = cB(X) + B g
= ¢|E(X) Bvlg()(()) .

(4) Inmediata de (2) y (3).

(5)
= VE[(¢X?)] = VEE[(X?)] = eVE[(X?)] = en(X).
(6)
w(cX) = EYP[(cX?)] = EYP[(PXP)] = (&) PEVP(XP)
EVP(XP) = enr(X).
(7)

7(eX) = E(cX)+ By/Bl(eX —B(eX))?]
= CE(X) + By/E[(X — E(X))3]

= c[E(X) + 8y/E[(X ~E(X))3] = en(X).

(8) Inmediata del inciso anterior.

(9) Notese que

P(cX >t) = P(X >t/c)y con el cambio de variable u =t/c
P(cX > t))YPdt = / (P(X > u)YPedu
0

o0

P(X > u)YPdu = en(X).

J, =
o

m(cX) = E(cX)+ BE[lcX — cX'|]
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(11) Notese que

Fl(l-p) = imf{z€R:Fx(2)>1-p}=mf{zeR:P(cX)<2)>1-p}
= Inf{zeR:P(X)<z/c)>1-p}
= cinf{zeR:P(X)<z/c)>1-p}
= ¢ Fy'(1-p).

Proposicién 1.2.3.

1. Si X e Y no estan correlacionados, entonces el principio de la varianza es
aditivo.

2. Si X e Y estan correlacionados negativamente, entonces el principio de la va-
rianza es subaditivo.

3. Los prinicipios de la desviaciéon estandar y de la varianza modificada son pro-
porcionales.

4. Si X e Y estan correlacionados negativamente, entonces los principios de la
desviacion estandar y varianza modificada son subaditivos.

Demostracion:

1. Sean X, Y no correlacionados
T(X+Y) = EX+Y)+yVar(X +Y)
(X (Y)+~v(Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y))
(X Y)+~y(Var(X)+Var(Y) +0)
(E(X) +vVar(X)) + (E(Y) +yVar(Y))
= 7(X)+n(Y)

E(X) +E
E(X) +E
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T(X+Y)=7n(X)+n(Y).

2. Sean X,Y correlacionados negativamente

T(X+Y) = EX+
- E(X
< E(X

I
—~~

Y)+4Var(X +Y)
)+ v(Var(X) +Var(Y) +2Cov(X,Y))
(

) +E(Y
J+EY) +yVar(X) + Var(Y))

E(X) +vVar(X))+ (E(Y) +yVar(Y))

— (X)+7(Y)

(X +Y) <n(X)+nY).

3. Para el principio de la desviacion estandar.

Seac>0

m(cX)

= E(cX)+ 0+/Var(cX)

= cE(X)+ 0+/c*Var(X)
= cE(X)+0-cy/Var(X)
— ¢ [E(X) + 9\/Var(X)} = en(X

Para el principio de la varianza modificada

m(cX)

— B(ex) 407
— E(X) QW
_ E(X)—F@C\Iéa(g(())()
— ¢|E(X) HVEE%) (X).
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Proposicién 1.2.4.

(i) El principio de la desviacion absoluta es aditivo.

)
(ii) El principio de la desviacion absoluta es proporcional.
(iii) El principio de la desviacion absoluta es consistente.
(iv) Si a < 1, el principio de la desviacién absoluta es mondtono con respecto al
ordenamiento estocastico.

Lema 1.2.1.

Sean v,w : R — R dos funciones no-decrecientes y Y una variable aleatoria. En-
tonces, para todo y € [0, 1]

Eyyy )W) = Fyry + Funy ).

Demostracion:

Notese que para cualesquiera y € (0,1),t € R

Fv_(y)(y) <t siysolosi Fyy)(t) >ysiysolosi Plo(Y)<t)>y
siysolosi P(Y <vl(t))>ysiysolosi & Fy (v (t) >y
siysolosi  Fy(y) <o l(t)siy solosi v(Fy (y) <t

sz_(y) =vo F;

Analogamente, se puede demostrar que F (y)y = wo Fyy F(;er)(y) =(w+w)oFy.

w

Entonces,

Florwyyy = (v+w)oFy =voFy +wokFy, =F,on + Fopy




Sec. 1.2 Principios de primaje 29

Definicién 1.2.3. (Comonoticidad)

Se dice que dos riesgos X, Y son comono6tonos si existen dos funciones no-decrecientes
v,w: R — R, un espacio de probabilidad y una variable aleatora Z en este espacio
tales que
D
(X,Y) = (v(2),w(Z)).

Lema 1.2.2.

Si X,Y son riesgos comonotonos tales que E(X),E(Y) < oo, entonces el principio
de primaje de la desviacién absoluta es aditivo, i.e.

(X +Y)=n(X)+n(Y).

Demostracion: Como para el principio de la desviacién absoluta se cumple que
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y por el Lema anterior se satisface que

1

1/2
(X +Y) = /O (1— a)Fy,y ()d + /1 LR
1

1/2
_ /0 (1= @) F )i (Dt + /1 O 0

1/2 1/2

- /O (1— a)Fy, (t)dt + /O (1— a)Fy, (1)t
1 1

+ /1 (1+ @)y (D)t + /1 (1+a)Fy (1)t

/2 /2
1/2 - 1 B
_ (/O (1 - a)Fy (Dt + /1/2(1 +a)Fy, (t)dt>
1/2 - 1 -
+ ( [ orgon [ ovorg, (t)dt)

1/2 1
= (/ (1-— a)F)}(t)dt —|—/ (1+ a)F;(t)dt)
0 1/2

1/2 - 1 -
+ (/O (1— a)Fy (t)dt + /1/2(1 L a)F; (t)dt)

= 7(X)+n(Y).

1.3.  Especificaciones sobre primas y reaseguro

En un acuerdo de reaseguro se divide a la pérdida X de manera que X = I,(X)+g(X),
donde I,(X) es la parte que retiene la aseguradora y g(X) es la parte que se cede a reaseguro.
A I, se le conoce como funcidn de retencion y a g se le conoce como funcion de pérdida
cedida. Ademaés, se supondréa que tienen la siguientes propiedades

» I4(-) y g son no-decrecientes. Esta suposicion hace sentido ya que cuando una pérdida
crece, la aseguradora y la reaseguradora tienden a pagar més por dicha pérdida.

e 0< I(e) <xy 1,(0) =0,
Ejemplo 1.3.1. (Ejemplos cldsicos de funcion de retencion)

Algunos ejemplos de funciones de retenciéon son
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» [,(x) = cx para un reaseguro proporcional, donde ¢ € (0,1).

v Iy(x) = d Az =:min{x,d} para un reaseguro stop-loss, donde d > 0.

En el capitulo 2 se dardan mas detalles de estos tipos de reaseguro.

Considérese riesgos de la forma X = Zjvzl U;, donde N es una variable aleatoria que
toma valores en N y las variables aleatorias Uy, Us, ... se interpretan como riesgos “indivi-
duales”. Se puede interpolar la idea de funcién de retenciéon a las pérdidas locales de tal
manera que para la i-ésima reclamacion (de tamano U;), la reaseguradora sea responsable
de ¢;(U;) = U; — 1,,(U;). Se supondré que las funciones de retencion “individual” Iy, (-) tiene
las mismas propiedades que la funcién de retencién “global” ;.

Sea v una funcion de utilidad y 7,(X) la prima que se paga a la reaseguradora; entonces
la utilidad de la reaseguradora esta dada por

N
v 7.‘-g(“)() - ZgZ(Ul) ’
=1

Si en el acuerdo “global” se utiliza una funciéon de retencién I, entonces la utilidad de
la reaseguradora estara dada por v(mg(X) — g(X)).

El siguiente Teorema sugiere que para la reaseguradora un acuerdo global algunas veces
es “mejor”.

Teorema 1.3.1.

Sea X una pérdida asegurable de la forma X = ZZ]\LI U; vy v : R — R una funcién
concava no-decreciente. Para reaseguro local con funciones de riesgo cedido {g;}5°;,
existe una funcién g tal que

N
E(g(X)) =E <Z gi(Ui)> :
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Demostracion:

Para cualquier x > 0, definase g(z) :=E {Zf\il 9:(U;)

X:x].

Por la definicién constructiva de la esperanza condicional se tiene que

N
E(g(X)) =E (Z gi(Ui)> :
i=1

Y como la aplicacion z — v(my(X) — x) es concava, entonces por la desigualdad de Jensen
y la propiedad de torre para esperanza condicional se tiene que

- S}
| on-o( )

= Elv(my(X) —g(X))].

Observacioéon 1.3.1.

Es importante notar que la funcion g(z) = E [Zf\il gi(Up)| X = x} del Teorema ante-
rior no necesariamente es una funcién de pérdida cedida ya que no se puede agurar siempre
que sea no-decreciente. Se tienen que dar algunas condiciones para que g efectivamente sea

una funciéon de pérdida cedida. v

Definicion 1.3.1.

Sean X = (X1,...,X,),Y = (Y1,...,Y),,) vectores aleatorios en R™. Se dice que X
esta dominado estocasticamente por Y si para cualquier funciéon medible £ : R* — R
creciente en todos sus argumentos

E(¢(X)) <E((Y)),

siempre que E(£(X)),E(£(Y)) estén bien definidas. Se escribe X <g Y.
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Definicion 1.3.2. (Funcién de frecuencia de Pdlya de orden 2)

Se dice que una funcion f: R — R"™ es una funciéon de frecuencia de Polya de orden
(2 6 PFy) si para cualesquiera x1 < x9, y1 < 2

flxr — yl) f(xl —y2)
flxa—y1) flo2—1y2) =0

Ejemplo 1.3.2.

Las distribuciones Unif(a,b), Gamma(a,\) con a > 1y Weibull(r,\) con r > 1 son
funciones de frecuencia de Pdlya. v

Lema 1.3.1. (Teorema de Efron)

Sean Xi,...,X, variables aleatorias no-negativas independientes con funciones de
densidad f1,..., fn, respectivamente. Si para todo i € {1,...,n} f; es funciéon de
frecuencia de Poélya entonces para cualesquiera 0 < t; <9, X, L St Xy,

A continuacion se daran condiciones suficientes para que g(z) := E {Zfil 9i(Up)| X = x]

sea efectivamente una funcion de pérdida cedida.

Teorema 1.3.2.

Sea n € Ny fijoy ¢1,...,gn funciones de pérdida cedida arbitrarias. Considérese el
riesgo X = Zf\;l U;, donde N = n es determinista, Uy, ..., U, independiente y U;
continua con funcién de densidad PFb, fy,. Entonces

N

> gty

=1

g(z) =E

X:x],

es una funcion de pérdida cedida

Demostracion:

Notese que
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X:m]

Z(Ui - gi(Ui))‘ X = fU] .

i=1

x—g(z) = E [x — Zgi(Ui)
i=1

= E

ademads la funcion f(u) := > (u; — g;(u;)) es no-decreciente en cada argumento.
=1

Entonces por el Teorema de Efron g(x) y  — ¢g(x) son no-decrecientes. Y como ¢;(U;) < Uj,
entonces para cualquier z > 0

> gty S Ui
i—1 i=1

S 0<g(x) <z yg(0)=0.

0<E X=z|<E

X:x] =z

O
Finalmente, se dard una propiedad deseable para que un principio de primaje haga
sentido con una estructura de reaseguro.

Definicion 1.3.3.

Para un riesgo X, se dice que un acuerdo de reaseguro con funcién de retencion I,
es compatible con respecto al principio de primaje 7(-) si

m(X) = 7(Iy(X)) + (X = I,(X)).

Proposicién 1.3.1.

Para cualquier funcién de retenciéon I, el correspondiente acuerdo de reaseguro es
compatible con respecto al principio de la desviacién absoluta.

Demostracion:

Como las funciones I, y g son no-decrecientes y las variables I4(X), g(X) = X — I,(X) son
comondétonas, entonces por el Lema (1.2.2) se cumple que para el principio de la desviacion
absoluta

m(X) = m(Iy(X)) + m(X — Iy(X)).




Capitulo 2

Esperanza y varianza como criterio de
optimizacion en reaseguro

2.1. Concepto de Reaseguro

El reaseguro es un acuerdo a través del cual una compania reaseguradora, accede a in-
demnizar a una compaiia aseguradora por toda 6 parte de la pérdida bajo los acuerdos de
las polizas emitidas. Por este servicio la compania cedente (aseguradora) paga a la rease-
guradora una prima.

El proposito del reaseguro es diversificar el riesgo. El reaseguro ayuda a proteger a las
aseguradoras en contra de las pérdidas imprevistas 6 extraordinarias permitiendo asi ex-
pandir su capacidad de tomar mas riesgo.

La operacién se plasma en un contrato de reaseguro el cual contiene una serie de cldu-
sulas de caracter técnico, comercial y legal, que regula la relaciéon entre asegurador y rease-
gurador.

En la operacién del reaseguro es muy comun hablar de los siguientes conceptos:
(i) Asegurado: objeto del riesgo (persona o bien o conjunto de ambos).
(ii) Aseguradora: la compania que asume directamente el riesgo.

(iii) Cedente: es el nombre que asume la aseguradora cuando cede el(los) riesgo(s) a la
reaseguradora.

(iv) Retrocesionaria: es el nombre que se da a otra reaseguradora que recibio de la
cedente, parte del riesgo que ésta asumi6. Debido a que la operacién de reaseguro
puede repertirse tantas veces como sean necesarias.

35
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(v) Reaseguradora: la compania hacia la cual se transfiere total o parcialmente el riesgo
por parte de la aseguradora.

(vi) Retencion: es el limite que sobre cada riesgo, una institucion de seguro puede retener
por su cuenta.

(vii) Prioridad: es el limite que por concepto de siniestros en cada ramo, una institucion
de seguros acuerda retener, en caso de siniestro (o siniestros acumulados) sobre un
mismo riesgo segin sea el tipo de contrato, que se definirdn en el transcurso del
documento.

A continuacion se ilustra el ciclo del seguro:

Asegurado Asegurador Reasegurador

Retrocesionaria

Figura 1. Ciclo del seguro.

2.1.1. Tipos de contrato de Reaseguro

Por su naturaleza contractual el reaseguro puede ser obligatorio ¢ facultativo:

En el contrato de reaseguro obligatorio (automatico): una vez que se establecieron
las condiciones de reaseguro para un tipo de operacién el asegurador estd obligado a ceder
y el reasegurador estd obligado a aceptar.

El contrato de reaseguro facultativo: tanto el asegurador como el reasegurador tienen
la facultad de ceder y aceptar el riesgo respectivamente.

2.1.2. Estructuras de Reaseguro

Por su naturaleza técnica los contratos podran ser proporcionales 6 no-proporcionales:

En Reaseguro Proporcional, el reasegurador acepta una parte proporcional de la
responsabilidad asumida sobre un riesgo suscrito por la cedente (asegurador), haciéndose
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cargo tanto de las obligaciones (siniestros), como de los derechos (primas, previa deduccion
de una comision de reaseguro destinada a cubrir los gastos de adquisicion y administracion).
En este tipo de contratos, se hace una transferencia proporcional de: suma asegurada, prima
y siniestro.

En los contratos proporcionales exiten al menos dos formas en las que se puede desa-
rrollar el reaseguro: cuota parte y surplus.

En Reaseguro no-proporcional: se basa en que la reparticién de responsabilidades
entre la cedente y el reasegurador se establece sobre siniestros y no con base en la suma
asegurada, dando un limite de retencion (el reparto es no proporcional entre la cendente y
el reasegurador).

Existen al menos tres formas en que se puede desarrollar el reaseguro no-proporcional:
Working Cover, XL Catastrofico y Stop Loss.

2.1.3. Estructuras de Reaseguro Proporcional

2.1.3.1. Reaseguro Cuota-parte

En este contrato de reaseguro, la cesién al reasegurador consiste en un porcentaje pro-
porcional de la suma asegurada, prima y siniestros que se consideren.
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Cuota-Parte

O Asegurador 70%
E Reasegurador 30%

Suma asegurada

Siniestro A Siniestro B Siniestro C  Siniestro D Siniestro E

Figura 2. Reparticion de suma asequrada en reasequro cuota-parte.

Ejemplo 2.1.1. (Reaseguro Cuota-parte)

A continuacion se presenta un ejemplo de este tipo de contrato, en el cual una ase-
guradora coloca un riesgo en un contrato de reaseguro cuota-parte (Aseguradora 70 % |,
Reaseguradora 30 %). La suma asegurada es de $100,000. Si se cobra una prima de $20,000
para el riesgo y se tiene un siniestro de $50,000 entonces la forma de distribuir la prima,
suma asegurada y siniestro es la siguiente:

Aseguradora (Retencion) Reaseguradora
Suma Asegurada $100,000 | $100,000(0.7)=70,000 | $100,000(0.3)=30,000
Prima $20,000 $20,000(0.7)—14,000 $20,000(0.3)—6,000
Siniestro $50,000 $50,000(0.7)—35,000 | $50,000(0.3)—15,000
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2.1.3.2. Reaseguro surplus

En este contrato surplus la retencién de la cedente se establece en forma de una can-
tidad sobre cada riesgo se le denomina linea ¢ pleno de retencién. La responsabilidad de
la reaseguradora se establece como un miltiplo de la linea . La capacidad de cobertura de
un contrato: es la suma de la responsabilidad maxima que asume el reasegurado més la
responsabilidad del asegurado.

Surplus

O Asegurador
O Reasegurador
O Reasegurador
B Asegurador

Monto de suma asegurada

Primer Surplus

Pleno de Retencion

Siniestro A Siniestro B Siniestro C  Siniestro D Siniestro E

Figura 3. Reparticion de suma asegurada en reasequro surplus.

Ejemplo 2.1.2. (Reaseguro surplus)

A continuacién se presenta un ejemplo de este tipo de contrato. En él la compania ase-
guradora tiene una linea de $52,000 y cedera parte del riesgo a una reaseguradora a través
de un contrato de surplus. El primer surplus, cuenta con 20 lineas, cada linea es de $52,000
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por lo que el primer contrato tiene una capacidad de $1,040,000. El segundo surplus tiene
una cobertura de 10 lineas y su capacidad es por $520,000. La suma asegurada del riesgo es
de $1,500,000, la prima que se cobra es de $46,000 y se presenta un siniestro de $175,000.
A continuacion se presenta la distribuciéon de cada uno de los rubros:

Capacidad del contrato=%$1,612,000
Capacidad de reaseguro—=$1,560,000
Retencion 1° surplus 2° surplus

1L 20L 10L
Suma asegurada 52,000 1,040,000 408,000
$1,500.000 r500,000 = 347 % T.500:000 — 09-33 % T500000 = 27-2%
;;Igr(l;oz (46,000)(3.47 %)—%$1,596.20 | (46,000)(69.33 %)—$31,891.80 | (46,000)(27.2%)=$12,512
;;17‘;’95330 (175,000)(3.47 %)=$6,072.5 | (175,000)(69.33 %)=$121,327.5 | (175,000)(27.2 %)=$47,600

Observacion 2.1.1.

Obsérvese que es de naturaleza proporcional con base en la suma asegurada ya que de
ella depende la proporciéon de prima y siniestro correspondiente a cada parte. v

2.1.4. Estructuras de Reaseguro No-Proporcional
2.1.4.1. Reaseguro Exceso de pérdida por riesgo

También llamado WXL- Working Cover. Este tipo de contrato cubre los montos de
siniestros “individuales” que sobrepasa la prioridad, hasta una capacidad del contrato de
reaseguro Working Cover. Hay que destacar que este contrato opera riesgo por riesgo, por
lo tanto, si en un acontecimiento se afectan varias polizas, se analizara por separado cada
poliza para saber en cual de ellas entra la cobertura de este contrato.
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XL por riesgo

O Asegurador
O Reasegurador
8 Aseguradaor

MWonto de siniestro

Poliza A Poliza B Paliza C Paoliza D Paoliza E

Figura 4.Reparticion de monto de siniestro en exceso de pérdida por riesgo.

Ejemplo 2.1.3. (Ezceso de pérdida por riesgo)

Una compania contratd un reaseguro de exceso de pérdida por riesgo, con la siguiente
estructura: una cobertura de $60,000 en exceso de $ 40,000. Si se produce un siniestro de
$75,000, la cedente tendréa que tomar a su cargo $40,000 y el reasegurador pagara $35,000.

2.1.4.2. Reaseguro Exceso de pérdida por evento

También llamado XL-Catastrofe (Cat XL), se suma los siniestros de un mismo riesgo y
la prioridad se aplica sobre el total de esa suma. Cubre a todos los siniestros causados por
un mismo evento asi como a todas las pélizas que afecto.
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Monto del Siniestro

O Aseguradaor
O Reaseguradaor
& Asegurador

XL por evento

Siniestro 1

Siniestro 2

Siniestro 3

Siniestro 4 Total del evento

Figura 5. Reparticion de monto de siniestro en exceso de pérdida por evento

Ejemplo 2.1.4. (Ezceso de pérdida por evento)

Se considera que la compania aseguradora cuenta con un contrato de reaseguro de exceso
de pérdida por evento que cubre $350,000 en exceso de $150,000. La responsabilidad de los

siguientes siniestros :

Siniestros | Aseguradora | Reaseguradora
$120,00 $- $-
$250,000 $- $-
$600,000 $- $-
Total | $970,000 $150,000 $350,000

Observacion 2.1.2.

Obsérvese que el total de los siniestros $970,000, la aseguradora participa
con $150,000+$470,000=%620,000. La reaseguradora participa con $350,000. v
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2.1.4.3. Reaseguro stop-loss

Mediante este tipo de contrato el asegurador establece el porcentaje méximo de sinies-
tralidad global que esta dispuesto a soportar al final de un ejercicio (anual), corriendo a
cargo del reasegurador el exceso que se produzca. El reasegurador pagara el exceso de Indice
de Siniestralidad=Siniestralidad total dividido por la prima emitida, cuando este sobrepase
una cierta prioridad por ejemplo si la prioridad es de 110% y si el Indice de Siniestralidad
es de 130 %, el reasegurador pagara los 20 puntos encima de la prioridad.

Stop-Loss
. = Asegurador

4 j B Reasegurador
5 12+
m ———————————————————————
= :
® 10 -~
g
c 08~
o |
S 06 -
@ '
o :
g 04

02

0.0 -

2012 2013 2014 2015 2016
Afio

Figura 6. Reparticion de indice de siniestralidad en Stop-Loss

Ejemplo 2.1.5. (stop-loss)

Una compania durante el ano 2014, emiti6 una prima de $4, 376,000 y tuvo $7, 220, 400
de siniestros ocurridos. De acuerdo al indice de siniestralidad al final del afio, se contrato
la siguiente estructura de reaseguro para el afio 2015: la primer capa de reaseguro paga el
80 % del 35 % del indice de siniestralidad en exceso de 85 %. La segunda capa de reaseguro
paga el 90 % del 40 % del indice de siniestralidad en exceso de 120 %.
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Prima emitida=$4,376,000

Siniestralidad ocurrida=$7,220,400

Retencion 1° Capa 2° Capa
(35% XS 85%) (35% XS 85%)
Aseguradora (85%) ($4376000) = $3,719,600 | (20%) (35%) ($4376000) = $306,320 | (10%) (40%) ($4376000) = $175,040
Reaseguradora

(80%) (35%) ($4376000) = $1,225,280 | (90 %) (40 %) ($4376000) = $1,575, 360

Indice de Siniestralidad es de IS = % =1.65=165%

Aseguradora(sobrante) 5 %
(5%)(4, 376, 000) = 218, 800
Total Aseguradora
3,719,600 + 306, 320 4+ 175, 040 4 218,000 = 4, 419, 760
Total Reaseguradora
1,225,280 + 1,575, 360 = 2, 800, 640
2.2.  Recuento de estructuras de reaseguro

Hoy en dia es bastante natural que en la operacién del seguro no se utilice solamente un
tipo de reaseguro tal como el cuota-parte, surplus, exceso de pérdida 6 stop-loss; es bastante
comun (y principalmente en grandes riesgos) que se utilice una combinacion de varios tipos
de proteccién de reaseguro en un programa més completo de reaseguro.

La idea de este capitulo es estudiar programas de reaseguro para un portafolio dado
utilizando un criterio de media-varianza.

Particularmente, se pondra atencién en un reaseguro surplus en combinacién con un
exceso de pérdida por proteccion de riesgo en portafolios heterogéneos de suscripcion.

Se obtendran las ecuaciones que se deben resolver para encontrar solucién 6ptima para
las siguientes combinaciones:

Exceso de pérdida después de un surplus.

Exceso de pérdida después de un cuota-parte.

Stop-loss después de un cuota-parte.

Cuota-parte después de un stop-loss.
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» Cuota-parte después de un exceso de pérdida.
» Cuota-parte después de un surplus.

= Cuota-parte antes de un surplus.

Hasta el momento, sélo se han considerado problemas de reaseguro 6ptimo que conside-
ran un unico tipo de reaseguro y un criterio de optimizaciéon dado; sin embargo, la practica
del reaseguro involucra coberturas mas intricadas y complejas.

Si se observa el comportamiento del mercado de reaseguro, se pueden concluir algunas
afirmaciones con respecto a la operacion de reaseguro:

» Generalmente se combinan coberturas proporcionales y no-proporcionales.

= Muchas veces el reaseguro proporcional incluye una protecciéon surplus. Sin embar-
go, la mayoria de los problemas de optimizaciéon de reaseguro proporcional, se les
considera como protecciones separadas.

= Es muy comin combinar coberturas “por riesgo” y “por evento”. Si ambos tipos de
protecciones son independientes en el sentido de que la cobertura por riesgo no ejerce
influencia en la cobertura por evento, entonces se puede describir al programa de
reaseguro a través de coberturas independientes. Si esta hipdtesis de independencia
no se cumple, se necesitaran modelos méas complejos para describir el riesgo y la
interaccion de las diferentes coberturas de reaseguro.

» Las coberturas no-proporcionales y el reaseguro surplus generalemente se divide en
“capas” y cada “capa” tiene sus propias condiciones. Combinar las condiciones de cada
“capa’, no necesariamente es equivalente a considerar una gran “capa’”; por ejemplo,
cada capa puede tener diferentes clausulas de co-reaseguro, diferente ntumero de re-

instalaciones, clausulas pro-rata (por tiempo, reclamaciones 6 ambos), clatsulas de
bonos por no-reclamacién, etc.

» En reaseguro no-proporcional se cede el riesgo muchas veces hasta cierto nivel. Aque-
llos riesgos que superen este limite superior regresaran a la retencién de la aseguradora
original. Lo mismo aplica a aquellos riesgos después de que se supera el ntimero de re-
instalaciones por capa. Generalmente este exceso depende del primer riesgo retenido,
lo que hace que el anélisis de la retencion sea més complicado.

» La mayoria de los portafolios son bastante heterogéneos y esta heterogeneidad implica
una desviacion adicional de lo que se desea ceder al mercado de reaseguro. De hecho;
la mayoria de las veces, esta falta de homogeneidad es un factor importante para
combinar diferentes estrategias de reaseguro.
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Aunque ya se ha teorizado con respecto a varios puntos de los mencionados anterior-
mente, solo se centrard la atenciéon en tres topicos relacionados con éstos:

s Descubrir la combinaciones bésicas de coberturas de reaseguro. Para esto, se hara la
suposicion de que no hay subdivisiéon de las capas, no hay subdivision de las diferentes
condiciones (contractuales) y no hay exceso de riesgo debido a las limitaciones de
reaseguro.

» Analizar y caracterizar la influencia de la heterogeneidad inducida por la diferencia
en la exposicién en el riesgo por poéliza, por ejemplo a través de la suma asegurada.

= Siguiendo el objetivo del trabajo; describir y aplicar un criterio de optimizacién prac-
tico para reaseguro.

Implicitamente, no se considerarén riesgos de cola-larga ya que la mayoria de los razo-
namientos estan motivados por negocion de cola-corta (por ejemplo, incendio, accidentes
personales, etc). Sin embargo, si se ignora el tiempo entre la ocurrencia del siniestro y la
reclamacion del mismo, esta limitaciéon se puede evitar.

El reaseguro clasico se puede clasificar en dos tipos: proporcional y no-proporcional.
Para estudiar estos tipos de reaseguro se considerara un portafolio de n riesgos. Para cada
i, €l i-ésimo riesgo se caracterizard por una exposicion al riesgo k; (por ejemplo, la suma
asegurada, la pérdida méxima posible 6 términos de la poéliza original), la prima 7;, las
reclamaciones individuales X;; y las reclamaciones por ano y entidad X; = 27]“:1 Xij,
parai € {l,...,n}, j€{l,...,n;}

2.2.1. Reaseguro proporcional

En este caso, se comparten proporcionalmente todas las caracteristicas de cada riesgo,
i.e. se comparten proporcionalmente la exposiciéon al riesgo, la prima y las reclamaciones
entre la aseguradora y la reaseguradora.

Supoéngase que se cede proporcionalmente por riesgo en una proporcion 1 — ¢; € [0, 1],
i.e. la retenciéon por riesgo de la aseguradora se hace en proporciéon c;. En este caso, la
prima, la exposiciéon y las reclamaciones se dividiran de la siguiente forma:

Retencion Cesion
Prima > e CiTi Yo (I —c)m
Exposicion Yo Cik Yo (T —ci)ki
Reclamacion | Y700, 300 X, = >0 6Xy | D00, 20 (1 — )Xy = >0 (1 — ¢i)X;

En términos préacticos, se utilizan reglas simples para definir dichas proporciones de
estas cesiones de riesgo. Dichas reglas se conocen como tipo surplus y cuota-parte.
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2.2.1.1. Reaseguro surplus

Para el reaseguro surplus se distribuye la exposiciéon de manera proporcional con res-
pecto a la exposicién por cada riesgo k;. Si £ es la exposicion que retiene la aseguradora
(que se conoce como linea, prioridad 6 pleno), entonces la proporcion de riesgos que se hace
esta dada por

(ki—=4)+ O sil >k

l—¢=——""——= ,
Ki —"‘j;e sifl < kg
Es decir,
1 sil > Ri
C; = X
L ogiv< K;

Ri

2.2.1.2. Reaseguro cuota-parte

En este caso, la aseguradora cede un proporcién fija de todos los riesgos, i.e. para todo
1, C; = C.

2.2.2. Reaseguro no-proporcional

Con esta forma de reaseguro se intenta mitigar los incrementos en las reclamaciones
(tanto en frecuencia como en severidad). El reasegurador tomara las reclamaciones que, en
cierto sentido, son muy altas. Esto significa que la reaseguradora toma las reclamaciones
que exceden un franchise ¢ prioridad. En este caso, para cada riesgo X, la retencion estéa
dada por min{X, d} y la cesion no-proporcional estd dada por max{X — §,0} =: (X — ),

donde ¢ es lo que se conoce como “prioridad” 6 “retencion”.

En la practica, existen diferentes formas de definir dicho nivel de reclamacion (en la
cesion no proporcional).

» Por riesgo: X = (X;; — 0)4, que corresponde a lo que se conoce como reaseguro de
exceso de pérdida por riesgo (facultativamente).

» Por accidente 6 evento: X = (Xg — )4, donde Xz =3 ; = Xj; si la reclamacion
j del riesgo ¢ es conscuencia del evento 6 accidente =, que corresponde a lo que se
conoce como reaseguro de exceso de pérdida por evento 6 accidente.

= Por ano: X = <<Z?:1 271:1 Xij> — 5) , que corresponde a lo que se conoce como
+

reaseguro stop-loss
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2.2.3. Combinacién de protecciones de reaseguro en la practica

Para combinar el reaseguro no-proporcional de manera estructurada, se respeta el si-
guiente orden: primero un exceso de pérdida por riesgo, después un exceso de pérdida por
evento 6 accidente y finalmente un stop-loss. Una protecciéon surplus debiése ser la primera
en un conjunto de protecciones aunque un cuota-parte siempre podria ir antes.

Una cesion cuota-parte se puede hacer en cualquier orden ya que la proporcion fija siem-
pre es aplicable al portafolio como un todo o después de cualquier proteccién de reaseguro.

Si se separa una parte especifica de los riesgos asegurados, entonces se puede construir
dos 6 mas protecciones de reaseguro paralelas: una para los riesgos asegurados separados
y otra reasegurando todos los riesgos restantes. En la préctica, esto se hace generalmente
para eventos naturales catastroficos ya que éstos generalmente estan protegidos de manera
exclusiva por coberturas de exceso de pérdida por evento.

Una protecciéon surplus después de un exceso de pérdida implicard que los riesgos ase-
gurados mas grandes (que se ceden sisteméticamente a través del surplus) tengan mucho
mayor potencial de recuperarse gracias al exceso de pérdida.

2.3.  Criterio de optimizacién

En la literatura existen diferentes criterios de optimizacién en reaseguro. Uno de los
criterios mas usados es el criterio de media-varianza, que consiste en la maximizacion de
la ganancia esperada con la restriccion de una varianza fija 6 bien, la minimizacién de la
varianza bajo la restriccién de una ganancia esperada constante.

Otro criterio muy popular es el criterio de probabilidad de ruina' que consiste en la
maximizaciéon de la ganancia esperada con la restriccién de que la probabilidad de ruina
sea menor que cierto nivel (fijo) 6 bien la minimizacion de la probabilidad de ruina con la
restrccion de que la ganancia esperada esté por debajo de un nivel especifico (fijo). Bajo este
criterio también se puede seleccionar si la probabilidad de ruina se calculard en horizonte
finito u horizonte infinito.

En este capitulo se utilizara el criterio de media-varianza. Sin embargo, se modificara
un poco para poder darle una mejor interpretacién: Se minimizara el costo del riesgo neto
retenido i.e. el riesgo retenido después de la intervenciéon de todo el programa de reaseguro.

'P(UX(R, < 0)) =P (min{n € N: R,, < 0}) (horizonte infinito) 6 bien P (U7 (R,, < 0)) (horizonte fini-
to) donde R, =u+n— Y ., X; con u la reserva inicial de la aseguradora y {X;} variables aleatorias que
representam los montos de los siniestros.
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Definicion 2.3.1. (Costo del riesgo retenido)

El costo del riesgo retenido se define como el precio adicional a pagar, superior al
riesgo esperado cedido a reaseguro mas un miltiplo fijo de la desviaciéon estandar
retenida.

Este precio adicional superior al riesgo esperado de lo que se cede a reaseguro se conoce
como loading de reaseguro. Se supondré que el loading de reaseguro es proporcional al riesgo
(esperado) cedido a reaseguro, i.e. el principio de primaje del valor esperado. Esta propor-
cién puede variar por tipo de protecciéon y puede depender del orden de las protecciones de
reaseguro.

El multiplo de la desviacién estdndar retenida se interpreta como el costo de asignacién
de capital para tener el riesgo. Se supondra que el capital asignado es proporcional a la
desviacion estandar (por ejemplo en un factor 4.5), pero debido a la compensacion con
otros riesgos retenidos se reduce en un algun otro factor (por ejemplo 80 %). Esta asignacion
de capital debe tener cierto rendimiento (por ejemplo 25 %). Esto implica que el costo de
capital asignado también es proporcional a la desviacion estdndar retenida (por ejemplo,
4.5-0.8-0.25 =0.9).

Observacion 2.3.1.

La suposicién de una relacién explicita entre la desviacién estandar y el capital asigna-
do implicitamente implica que s6lo se estan considerando riesgos con volatilidad acotada.
También al establecer esta restriccion con respecto a la desviacion estandar implica que
el costo de asignaciéon de capital como un miltiplo de la desviacién estdndar no necesa-
riamente implica la existencia de una soluciéon de reaseguro 6ptima. Y como trabajar con
desviacion estdndar es equivalente al criterio de media-varianza “modificado”, entonces el
criterio de media-varianza “clasico” también es equivalente. v

Notacién 2.3.1.

» 7*: Prima recibida por la aseguradora (neta de reaseguro facultativo). Aunque no se
estd suponiendo una forma de valuacion (primaje) de la aseguradora pero en general
™ > E(X).

» [,(X): Riesgo retenido por la aseguradora. Este es el riesgo retenido por la asegura-
dura después de la aplicacién de todas las protecciones de reaseguro.

» 0-0(ly(X)): Costo del capital colocado; donde o(Y") denota la desviaciéon estandar
de Y y 0 es un parametro fijo.
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» Riesgo cedido 6 reasegurado: Y ;" ; g;(X), donde g; es la i-ésima proteccion de rease-
guro (no ordenada), i.e. cuota-parte, surplus, stop-loss o exceso de pérdida.

» Costo del recargo de reaseguro: » .~ A\;E[g;(X)] donde Aj,...,\, son parametros
fijos.

Notese entonces que se cumple la relacién
n
X = LX)+ g(X)
i=1

por tanto

E(X) = E[[,(X)] + E

ZQi(X)]
=1

o(X) <o(ly(X)) +o (Z%(@)
i=1

Definicién 2.3.2. (Ganancia del sub-portafolio de la asequradora después de rease-
guro)

Se define la ganancia del sub-portafolio de la aseguradora después de reaseguro, G,

como
n

Gy =7"—I,(X)— 2(1 + A)E(gi(X)) — fo(I,(X))

Proposicién 2.3.1.

n

E(Gh) = 7" —E(X) = Y NE(gi(X)) — 0o (Ly(X))
i=1

Se desea maximizar esta ganancia esperada E(G1) con una desviacion estandar fija
(Iy(X))-
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Para optimizar esta ganancia se utilizaran multiplicadores de Lagrange; donde w; serén
los parametros no especificados para describir a las protecciones de reaseguro (por ejemplo,
la retencién cuota-parte, la linea surplus, la prioridad del exceso de pérdida, la prioridad
del stop-loss, etc.) y n* el multiplicador de Lagrange. Entonces, para todo j se tiene que
resolver

0= 52E(G1) = 52 (7" —E(L(X)) = Tiy (1+ ME(:(X)) + (0" = 0) g0 (L (X))
sujeto a

o(Iy(X)) =k

Sin=mn*—0, este problema de Lagrange se puede describir mediante la variable

n

G=n"—EX) - ) E(a(X))

i=1

con la restriccion Var(I,(X)) = k2.
Si se define ¥ = E(G) + nVar(G), entonces
a7V = 507 E(G) + 155 Var(G) =0
sujeto a
Var(I,(X)) = k*

O equivalentemente,

— Y Mg E (g (X0) + g Var(L,(X)) = 0
sujeto a
Var(I,(X)) = k*

Observacioéon 2.3.2.

En adelante, se expresard a la restriccion de la varianza como o(Iy(X)) = z - o(X),
donde z € [0,1] y por supuesto o(X) < oo. v

Esta representacion tiene la ventaja de que seréd maés sencillo controlar los valores condi-
cionales y representacion grafica de soluciones 6ptimas. Esto también facilita la interpreta-
cion del capital asignado ya que aunque no se sepa exactamente cémo se asigna el capital,
es facil discutir las consecuencias de programa de reaseguro en términos de la volatilidad
retenida a través de la minimizacion del costo de reaseguro (en vez de centrarse en los
mérgenes de ganancia que, por cierto, son desconocidos).




52 Capitulo 2 Esperanza y varianza como criterio de optimizacién en reaseguro

2.3.1. Restricciones de la estructura de loading de reaseguro

Dado el numero limitado de coberturas y lo competitivo del mercado de reaseguro, se
puede decir que los loadings no estan muy influenciados por los parametros de proteccion
asi que suena razonable que una primera aproximacién considere porcentajes constantes de
loading.

Algunos factores que si inciden en los porcentajes de loading son el ramo, el riesgo
asegurado (el reaseguro de desastres naturales tiene loadings diferentes a los de reaseguro
de incendio), la ubicacion geogréfica, los méargenes de la téarifa de seguro (particularmente
en reaseguro proporcional), etc. Esto significa que antes de analizar algin problema de
optimizacién de reaseguro se debe conocer muy bien el mercado que se esté considerando y
como en la mayoria de los modelos, mientras méas variables se incorporan, su tratamiento
se vuelve més complejo.

2.4. Exceso de pérdida después de un surplus

Ya se menciond antes que una cobertura exceso de pérdida generalmente se aplica des-
pués de una proteccion surplus. Por supuesto que se puede aplicar primero un exceso de
pérdida y posteriormente un surplus, sin embargo, es mas usado desde una perspectiva
facultativa (lo que significa que se tendran condiciones individuales). Entonces, sin pérdida
de generalidad, los riesgos retenidos después de reaseguro facultativo se pueden ver como
riesgo suscrito directamente en condiciones retenidas.

Se supondra un portafolio de riesgo que se describira a través de una variable aleatoria
X que representa al proceso compuesto X = Zf\i o X; donde N es una variable aleatoria
que cuenta el nimero de reclamaciones y X; representa la variable aleatoria de la reclama-
cion individual ¢ que depende de un valor de exposicion k (como la suma asegurada) que se
caracteriza por una variable aleatoria K con funcién de densidad fx y funcién de distribu-
cion Fg (k) = fok fr (k)dk. Se supondra que X es una mezcla de las posibles reclamaciones,
X&) con exposicion k.

Observacion 2.4.1.

Fi () es la funcion de distribucion de los valores expuestos de las polizas que tienen una
reclamacion NO la funcion de distribucion de los valores expuestos de (todas) las polizas
aseguradas. v

Se supondra un reaseguro surplus con una linea retenida L y una prioridad de exceso

de pérdida R. Algunas veces, se expresa a dicha prioridad como una proporcién, r, de la

. : _ R
linea L, i.e. r = .
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Notacion 2.4.1.

= Se denotard al riesgo individual retenido con exposicion k después de surplus como
Xék) y después de la prioridad R como Xék) AR

= Se denotard a la combinacién de todos los riesgos retenidos después de surplus como
X1, y después de la prioridad R como X7 A R

\Y
El riesgo retenido después de la linea de surplus L y prioridad exceso de pérdida R esta
dado por

N

IFR =N "((XL)i A R)
=0

Con el Teorema de la esperanza iterada se puede demostrar que
E[I}F] = E(N)E[X, A R]
También con el Teorema de la varianza iterada
Var(N) —E(N)
E(N)

El costo total de reaseguro es igual a (1 + X\ )E(N)[E(X) — E(X)] para el surplus mas
la parte para el exceso de pérdida después de surplus estéd dada por (1+ A\,)E(N)[E(X) —
E(XL VAN R)]

Var(I}®) = E(N) |[E[(Xp A R)?] + E2(Xy A R)

Notacion 2.4.2.
« DSX, :=E[I[F

DSXy = Var(I;")

DSXs5:= (1+ A)E(N)[E(X) — E(X.)]

DSXy = (14 \)E(N)[E(XL) — E(XL A R)
. Var(N)—E(N)
"CETEM

v
Notese que W(L,R) =n- DSXs — (DSX; + DSXs + DSX3). Entonces las ecuaciones
de Lagrange toman la forma
0 0 0

— (L = —DSXo— —(DSX{+DSXs+DSX 2.1
D, (L, R) o, SXo 8wj( SXy+ DSXs 4+ DSX3) (2.1)
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donde w; = L y wy = R.

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene el siguiente resultado. La prueba no se realiza
por su complejidad. Robert Verlaak (2002).

Proposicion 2.4.1.

r+cE(YLAT) =

[ fe(B)E[(Y® A )Q]dk +E(YL A7) [ fr(R)EY® Ar)dk
fL fx(R)E(Y®) Ar)dk — q - fL fx(B)E(Y () dk
[ [E[(Y® A ) ] + SE(YL Ar)E(Y®) A 1)] fre(k)dk

- T TEC® A7) — (Y ®)] )k 22

donde q = ’\”/\7_36 € (0,1), r = %; para todo k > 0 Y(¥) = X( y para todo L > 0

X
YL:TL'

Observacion 2.4.2.

Notese que cuando r — oo, el lado izquierdo de la ecuacion (2.2) vale co y el lado
derecho estd acotado si ¢ < 1. Entonces, para x < 1, siempre se usard una proteccion de
exceso de pérdida (excepto para L = 0 que implicara que x sea cero). v

Hasta el momento no se ha utilizado la restriccién de la varianza
Var(I;’R) = 2?Var(X),z € [0,1]

6 equivalentemente

E[(X, A R)?] +¢-E3(XL A R) = 2°[E(X?) + <E*(X)], = €[0,1] (2.3)
Equivalentemente,
E[(Xy ArL)?] 4 ¢-E*(Xp ArL) = 2?[E(X?) + sE*(X)], = € [0,1] (2.4)

Para un retencién L dada, esta expresion tiene una solucién tinica para R, si en caso de
que R = oo el lado izquierdo de la formula es mayor que el lado derecho. Analogamente,
dado R, extra expresion tiene una solucién unica para L; si L = oo, el lado izquierdo es
mayor que el lado derecho.

Para encontrar una solucion factible para L y R, se utiliza el siguiente proceso iterativo:
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Paso 0: Seleccionar un valor inicial de L (por ejemplo al resolver la ecuacion (2.4) con
respecto L haciendo R =L 6 R = c0).

Paso 1: Para la solucion resultante L, resolver la ecuacion (2.2) con respecto a 7.

Paso 2: Para la prioridad resultante r, resolver la ecuacion (2.4) con respecto a L. Si
L se convierte en oo, resolver la ecuacion (2.4) para R y detener la iteracion.

Paso 3: Repetir hasta la convergencia de Ry L.

Sin embargo, no es claro si este algoritmo induce una solucién dnica ¢ si se obtiene un
6ptimo local. Se necesita agregar algunas hipotesis con respecto al comportamiento de X (%)
6 de Y®) con respecto a K.

241 Casoc=0

En caso de que E(N) = Var(N) (el ejemplo por excelencia es cuando N tiene distribu-
cion Poisson) entonces el exceso de pérdida después de un surplus se reduce a

I EBIY W A )2 fre (k) d
S [E® Ar) — gBY ®))] frc(k)dk

(2.5)

T =

Notese que esta ecuacién en r es independiente del ntimero de reclamaciones pero si
depende de la retenciéon L y la distribuciéon de la exposicion K.

Sir >0, entonces [;° E(Y® A7) fr(k)dk > q - I E(Y ™) fr (k)dk.
En este caso, la restricciéon de la varianza esté dada por
E[(XL ArL)?] = 2°E(X?), z € [0,1]

242 Caso X =Lz

Como X®) = kZ, entonces Y %) = % ~ Z para todo k. De aqui que la ecuacion (2.2)
se reduce a

E[(Z A7)?] +E(YL AT)E(Z A7)
E(ZAr)—qE(Z)

r+¢-E(YLAr) =
Es decir,

E[(Z Ar)?]+s-q-E(YL Ar)E(Z)
E(Z A1) —qE(2)

r =
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A partir de esta expresion es claro que r depende del nimero de reclamaciones (ponde-
rado por el factor <), de la retencion L y de la distribucion de la exposicion por el uso del
factor E(Yz A r).

Observacion 2.4.3.

Notese que si E(Z Ar) — ¢-E(Z) > 0, entonces r > 0. Inversamente, esta condicion es
verdadera si se se supone que r € (0,00) ya que

(i) Si¢ >0, entonces r +¢-E(Y A7) es positivo.

(ii) Si¢ € [—1,0), entonces E(Y, A7) <E(Z Ar) <rlo cual implica que ambos lados de
la ecuacion (2.6) son positivos.

\Y
En este caso, la restriccion de la varianza estd dada por
E[(XL A R)?] + sE*(X[ A R) = 22 [E(Z*)E(K?) + ¢ - E*(Z)E*(K)]
243, Casoc=0y X® =Lz
A partir de los dos casos particulares anteriores se tiene que
ro ElZATY) (2.8)

E(Z Ar)—qE(Z)

En esta expresion, » no depende de la retenciéon L, ni del nimero de reclamaciones, ni
de la distribucién de la exposicion K.

Una vez que se tiene una prioridad, es relativamente fécil resolver la expresién para L
utilizando la restriccién de la varianza. Esta restrccién es un poco menos compleja aritméti-
camente y tiene la ventaja de que ambas ecuaciones se pueden resolver por separado. En este
caso la restriccion de la varianza esta dada por E[(Xp A R)?] = 2?E(Z%)E(K?), x €[0,1].

2.4.4. Cuota-parte como caso especial de un surplus

Si se define una medida de exposicion igual a 1 para todos los riesgos en el portafolio
asegurado y la retencion L cualquier valor fijo en el intervalo [0,1], entonces el correspon-
diente reaseguro surplus es un cuota-parte con una cesién en proporciéon 1 — L.

Para esta medida de exposicion se tiene que para todo k& > 0, Y*) = X*) x|
Xp=L-X,Yp~X,r=Ry fx(k)=0para k# 1y fx(k)=1.
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2 2 —
E[(X AR)*] +<E (XAR),o<q:/\z /\q<1
E(X A R) — gE(X) e

R=—¢-E(XAR)+

La restriccion de la varianza Var(IX") = 22Var(X), x € [0,1] se convierte en
L?[E[(X A R)?] +¢E*(X A R)] = 2*[E(X?) + ¢E*(X)], € [0,1], L € [x,1]

2.5. Exceso de pérdida y cuota-parte

En este caso, los riesgos retenidos estan dados por Ig’R = Zfio(cX@-/\cR) =c Zi]io(Xi/\
R), donde R representa la prioridad del exceso de pérdida en términos del 100 % del tamano
de la reclamacioén.

La expresion para el riesgo retenido establece por un lado que primero se aplica un
cuota-parte y después un exceso de pérdida con una prioridad ¢ - R; y por otro lado que
primero se aplica una prioridad de exceso de pérdida R y posteriormente un cuota-parte
con una retenciéon c.

Evidentemente ambas aplicaciones tendran el mismo riesgo retenido para la asegurado-
ra, sin embargo la diferencia en el orden de la aplicacion es fundamentalmente diferente.

La aplicaciéon sz\i o(cX; A cR) establece que los reaseguradores cuota-parte no estan
participando en el exceso de pérdida. Esta falta de participacién significa que no se tiene
participacion en las recuperaciones de la intervencién de exceso de pérdida pero tampoco
participan en la prima de exceso de pérdida.

La apliacion sz]\; o(Xi A\ R) establece que los reaseguradores cuota-parte también par-
ticipan en la proteccion exceso de pérdida. Esto significa que estos reaseguradores tienen
derecho de manera proporcional a las primas del exceso de pérdida. Este hecho se conoce
como el principio de compartir la fortuna del reaseguro cuota-parte, que en la practica casi
nunca ocurre.

Esta observaciéon con respecto al principio de compartir fortuna es oportuna ya que ésta
genera una contradiccién con las suposiciones que se estdn haciendo.

Si el reasegurador cuota-parte paga su parte en la protecciéon exceso de pérdida comin,
entonces éste incrementara su costo de estructura. Para compensar este costo adicional es
necesario incremientar el loading-factor del cuota-parte. Para garantizar que se obtendra
el mismo resultado este incremiento debe ser nominalmente igual al loading del exceso de
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pérdida. En teoria este loading puede ser mas pequeno debido a la disminucién de los costos
de administracion y la menor volatilidad pero no se considerara esta potencial reduccion.
Sin embargo, ambos loadings no estan en la misma base, lo cual implica que para diferen-
tes prioridades de exceso de pérdida se consideraran diferente factor de loading. Todo esto
significa que la hipotesis del principio de primaje medio constante ya no es valido.

Sin embargo, para evitar este problema, se supondra que la aseguradora cedente paga
directamente la prima de exceso de pérdida. Esto hace que en vez de pasar la prima de
exceso de pérdida a través del contrato cuota-parte y recuperarlo en una forma indirecta
a partir de la estructura de loading. En la préctica es facil de entender, pero es dificil de
encontrar. La situacién inversa es la mis comin.

Esta interpretacion alternativa permitiré, al menos teéricamente, el mismo resultado de
la correccién del loading y se aproxima razonablemente con el principio de primaje del valor
esperado constante.

2.5.1. Exceso de pérdida después de un cuota-parte
Como ya se menciond antes, el riesgo retenido es igual a Ig’R = ZfV:O(CXZ- A cR) =

Czi]io(Xi A R). Por tanto

E(Io™) = ¢ E(N)E(X A R)

Var(N) —E(N)
E(N)

El costo de reaseguro total es (1 —c)(1+A\g)E(N)E(X) para el cuota-parte mas la parte
del exceso de pérdida después del cuota-parte (1 + Az)E(N) [E(cX) — E(cX A cR)]

Var(Ioh) = ¢ |E(N)E[(X A R)?] + E(N)E*(X A R)

Notacién 2.5.1.

DQX, := E[I"]

DQXs := Var(Io™)

DQX3 = (1—¢)(1+ A\)E(N)E(X)
DQX1 = (1 + X\)E(N) [E(cX) — E(cX A cR)]
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Por toda la discusiéon que se tuvo como un caso especial del planteamiento para el
surplus, entonces

E[(X A R)?] +<E?(X A R) Az — Ag

R+cE(X ANR)= E(X A R) — q-Var(X) G = N €(0,1) (2.9)

Se puede comparar la ecuacion (2.9) con las ecuaciones (2.2), (2.6) y (2.8). El numera-

dor del lado derecho de la ecuacion (2.2) se puede ver como una férmula generalizada de

la varianza con ponderacion. La ecuacion (2.6) es muy comparable con la ecuacion (2.9);

las tnicas diferencias son la que generan el factor E(Yz A7) y el hecho de que X y R re

reemplazan por Z y r, respectivamente. Es decir, es de notarse cuanto se parecen estos dos

programas de reaseguro totalmente diferentes cuando se consideran “unidos” (como en la
ecuacion (2.8)).

Se puede concluir que la prioridad de exceso de pérdida 6ptima es independiente de la
proteccién cuota-parte y en un principio serd independiente de la restriccion de la varianza,
siempre que el parametro R implique que ¢ € [0, 1].

Como E[(X AR)?]+<E3(XAR) > 0y paras € (—1,00), R > ¢E(X AR), se puede consi-
derar que una solucion factible para R debe satisfacer la desigualdad E(XAR)—¢-E(X) >0
y por tanto R > ¢ - E(X).

Si R — o0, el lado izquierdo de la ecuaciéon tiende a oo y el lado derecho estd acotado
(si ¢,x < 1), esto implica que siempre se usard una proteccion exceso de pérdida.

En este caso, la restriccion de la varianza Var(Io™) = 22Var(X),z € [0, 1] se convierte
en

¢ [E[(X A R)*] + <E*(X A R)| = 2*[E(X?) + <E*(X)],z € [0,1] (2.10)

y dicha condicion implica que ¢ € [z, 1].

Observacion 2.5.1.

Si ¢ = 1, i.e. no hay proteccién cuota-parte, sélo es necesario resolver la siguiente
ecuacion en R

E[(X A R)?] 4 <E?(X A R) = 22[E(X?) + ¢E?(X)] (2.11)

\Y

Para encontrar una solucién factible para ¢ y R, se puede aplicar el siguiente algoritmo:
» Resolver la ecuacion (2.9) para R.

» Verificar con la ecuacion (2.10) si el correspondiente valor de ¢ es menor 6 igual que
1. Si ¢ < 1, se puede tomar a dicho R y su correspondiente ¢ como solucién 6ptima
combinada. Si ¢ = 1, se resuelve la ecuacion (2.11) para R.
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2.5.2.  Cuota-parte después de un exceso de pérdida

En esta combinacién también se presenta el problema de que no necesariamente se
satisface el principio de primaje de valor medio constante. Si el reasegurador que esté
participando como cuota-parte incrementa su loading con la correspondiente proporcién en
el loading del exceso de pérdida entonces se obtienen los siguientes costos de reaseguro:

» Para el exceso de pérdida (1 + A\;)E(N)[E(X) — E(X A R)]
» Para el cuota-parte (1 —c¢)(1 + A\y)E(N)E(X A R)

= Para el loading del exceso de pérdida, los reaseguradores con la participaciéon cuota-
parte directamente recuperaran la correspondiente parte proporcional (1—c)\;E(N)[E(X)—
E(X AR)], pero se supondra que éstos recuperaran este costo adicional indirectamente
a través de la estructura de loading.

En este caso, el riesgo retenido es Ig’R = CZfio(Xi A R); por tanto se satisfacen las
expresiones para esperanza y varianza de la seccidon anterior. El costo de reaseguro es igual
a (14+X)E(N)[E(X)—E(X A R)] para el exceso de pérdida (antes del cuota-parte) mas la
participacion en el cuota-parte (1 —¢)(1 4+ A\g)E(N)E(X A R).

Notaciéon 2.5.2.

DXQl = DQXl

DXQQ = DQXQ

DXQs3 := (1+ \)E(N)[E(X) — E(X A R)]

DXQy = (1—¢)(1 + A)E(N)E(X A R)
\Y

En este caso, en vez de resolver las ecuaciones de Lagrange, se obtendra la soluciéon de
este problema optimizando el beneficio esperado con respecto a ¢, manteniendo bajo control
el parametro R.

En este caso la funcion de ganancia, G(c, R), se define como

n

Ge, R) = m* = I(X) = Y (1 + N)E(g:(X))
i=1

Entonces, el valor esperado de dicha ganancia estad dado por
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E[G(¢,R)] =" —E(X) —E(N) [A(1 — 0)E(X A R) + N [E(X) — E(X A R)]]
y la restriccion de la varianza

¢ [E[(X A R)?] +sE*(X A R)] = 2?[E(X?) + sE*(X)]

A partir de esto se obtiene

QR(C) _ —a2? E(X?) 4+ E*(X _ —1E[(X A R(c)?] + sE*(X A R(¢))
dc 3 [R(e) +sE(X AR(e)]S(R(c)) ¢ [R(c)+sE(X A R(c)]S(R(c))
Entonces,
%E[G(c, R = E(N)[-A(1 - SRIR(c) + ME(X A R) + \S(R)R(c)]

B g\ E[(X A R)?] +<E*(X A R)

= AE(N) [E(XAR)—(HC) Rt B A B
Esta derivada es igual a 0 si

c—q E[(X A R)?] +<E3*(X A R) Az — Ag € (0,00) (2.12)

"RE(XAR)-E[(X AR?Z 17 7 ),
y como RE(X A R) > E[(X A R)?], entonces ¢ > 0.
Observacion 2.5.2.

Notese que si R — oo, entonces el lado derecho de la ecuacion tiende a 0 y el lado izquie-
ro esté acotado por ¢ € [0,00) (por supuesto si ¢ > 0). Entonces para x < 1, una proteccion
exceso de pérdida siempre se usard, excepto en el caso en el que ¢ = 0 (y por tanto x = 0). V

Si se combina la ultima ecuacion con la restriccion de la varianza (2.10) se obtiene que
E[(X A R)?] + <E*(X A R)]’
2[ [( ) ] ( )]2 _ xz[E(XQ) +§E2(X)]
[RE(X AR) —E[(X A R)?|

De nuevo, como RE(X A R) — E[(X A R)?] > 0, entonces todos los otros términos son
positivos. Por tanto,

[E[(X A R)?] + <E2(X A R)?
E(X?) + ¢E2(X)

RE(X AR) —E[(X AR)? = i\/
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O equivalentemente

E[(X A R)?| q [E[(X A R)?] +<E2(X A R))?
E(XAR) ' zE(X AR) E(X2) 4 ¢E2(X)

mume+quwR)l q |E[(X AR +E2(X AR)
E(X A R) T E(X?) + ¢E2(X) ()

= —E(XAR)+

donde g = )‘”’)\7_2‘1 € (0, 00).

Notese que esta expresion solo depende de R y no de ¢, donde ambos son desconocidos.
Para encontrar una solucién factible para ¢ y R, se puede aplicar el siguiente algoritmo:

(i) Resolver la ecuacion (2.13) para R.

(ii) Verificar con la ecuacion (2.10) si el correspondiente valor de ¢ es menor 6 igual que
1. Si ¢ < 1, se puede tomar a dicho R y su correspondiente ¢ como soluciéon 6ptima
combinada. Si ¢ = 1, se resuelve la ecuacion (2.11) para R.

2.5.3. Stop-loss como un caso particular del exceso de pérdida

Si el nimero de reclamaciones es fijo, i.e. ¢ = —1 y N = n, entonces la proteccién exceso
de pérdida se reduce a una suma asegurada de protecciones stop-loss. Para n = 1, el exceso
de pérdida se reduce a un stop-loss.

Como antes, el riesgo retenido es igual a I = Yoio(eXiAeR) =c¢> " (X;i AR). DE
aqui que

E[Io] = ¢ nE(X A R)

Var(Io®) = ¢® [nE[(X A R)?] — nE*(X A R)]

Estas expresiones hacen evidente que se tiene una formulaciéon anédloga a la del stop-loss,
excepto por el multiplo no aleatorio n.

2.5.3.1. Stop-loss después de un cuota-parte

La ecuacion (2.9) se convierte en
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Esto implica que la prioridad stop-loss 6ptima es independiente de la proteccién cuota-
parte y tampoco depende de la restriccion de la varianza (en el caso de que el P obtenido
tenga un corresponiente ¢ < 1).

Observacion 2.5.3.

Si en la ecuacion (2.14) se hace P — oo, entonces el lado izquierdo tiende a oo y el lado
dererecho esta acotado (si ¢ < 1). Por tanto, para = < 1, siempre se utilizara el stop-loss. V

La restriccion de la varianza se convierte en

o(X)
=r————,2€(0,1],c€ 1 2.15
¢ xO'(X/\P)’x [’ ]76 [1.7 ] ( )
2.5.3.2. Cuota-parte después de un stop-loss
La ecuacion (2.12) se convierte en
Var(X A P) As — g

€ [0, 00) (2.16)

CTUPEXAP) _E(XAP? 1T

Ag
Y como E[(X A P)?] <E(X A P), se cumple que ¢ > 0.
Observacion 2.5.4.
Notese que si en la ecuacion (2.16) se hace P — oo, entonces el lado derecho de la
ecuacion tiende a 0 y el lado izquierdo es la constante ¢ € (0,00). Por tanto, para x < 1,

siempre se utilizaréa el stop-loss; excepto si ¢ = 0 (en este caso x = 0) v

Finalmente, la ecuacion (2.13) se convierte en

P E[(X A P)?] q Var3(X A P)
E(XAP) = 2E(XAP) Var(X)
- E(XAP)+W % W ,qus;q)\qe[O,oo)

que es interesante pues en esta ecuaciéon sélo hay dependencia del parametro desconocido
P y es independiente de c.
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2.6. Surplus y cuota-parte

Como las protecciones cuota-parte y surplus son proporcionales, cuando se combinan
entonces el principio de primaje de la media constante no es importante.

La descripcién de esta combinacion se puede hacer desde un contexto del modelo indi-
vidual y del modelo colectivo. Por congruencia con las otras combinaciones se hara desde
el contexto del modelo colectivo.

En este caso, para cualesquiera c, k, L > 0 se satisface que

W  Jerx®  sik<L [(eX)®  sik<L
L LX) sik>L | L(ex)® sik>L

Entonces, se puede concluir que cch) = (cX)i’z) y por tanto cX = (cX)(r). Esta
expresion establece que el orden de aplicacién de la combinacién cuota-parte y surplus no
tiene influencia en el riesgo retenido.

Se supondré que el reaseguro surplus tiene una retencion L (expresada en términos del
100 % del tamano la reclamacion) y una retencion ¢ del cuota-parte.

Se denotara por ngk) al riesgo individual retenido con una exposicién k después de la
retencion surplus L y se denotard por X a la combinacién de todos los riesgos retenidos.

El portafolio de riesgos retenido después de la retencién surplus L y la retencién cuota-
parte c esta dada por

N N N
It =Y (Xp)i =) (c- Xp)i= > [(eX)er)s (2.17)
=0 =0 =0

2.6.1. Surplus después de un cuota-parte
A partir de la expresion para el portafolio de riesgo retenido (2.17), la esperanza y
varianza de dicho portafolio estan dadas por

E[I0] = cE(N)E(XL)

Var(N) — E(N)
E(N)
El costo total de reaseguro es (1 —¢)(1 + Ay)E(N)E(X) para el cuota-parte mas (1 +
Ae)cE(N)[E(X) — E(XL)] que es la parte del surplus después de cuota-parte

Var(Io%) = E(N) |E[XZ] + E3(X1)
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Notaciéon 2.6.1.

DQS, :=E[I5"]

DQSsy := Var(Igc’L)
DQS3 = (1—c¢)(1+ X\)E(N)E(X)
DQSy = (1 + Ae)cE(N)[E(X) — E(XL)]

. Var(N)—E(N)
"= TTEM

v

En este caso, U(c, L) = n- DQSs — [DQS1 + DQS3 + DQS,], entonces la ecuaciones de
Lagrange estan dada por

0 0 0
7\I/<C, L) = 7DQSQ — 7[DQ51 + DQS;3 + DQS4] wy =c¢, we =1L
ow; Tow ow;
Entonces,

E(X2)+<E2(XL) I EY W] fi (k) dk
E(XL) - [ E(Y ®)?] fx (k)dk

donde para todo k > 0, Y¥) = % y Q= )\EA;\q

Obsérvese que la prioridad surplus 6ptima es independiente de la proteccién cuota-parte
y de la restriccion de la varianza (Si la L que se obtiene hace que ¢ < 1).

L=|—E(XL)+ (2.18)

La altima ecuacién es muy parecida a la que se obtuvo para el caso de exceso de pérdida
(si en la ecuacion (2.9) se intercambia R por L). Si se interpreta al numerados como una
varianza normalizada del portafolio, entonces la diferencia més significativa es la que se
debe al cociente de las integrales.

La restriccion de la varianza Var(I;’L) = 22Var(X), x € [0,1] se convierte en

A [E(XE) + sE*(X1)] = 2’E(X?) 4+ <E*(X),z € [0,1],c € [0, 1] (2.19)

Si no hubiese proteccién cuota-parte, i.e. ¢ = 1, s6lo se tendria que resolver la siguiente
ecuacion con respecto a L

E(X?) +¢E*(X1) = 2°E(X?) + ¢E*(X) (2.20)

Observacioéon 2.6.1.
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En general, la varianza del portafolio retenido después de una protecciéon surplus es una
funcion no-decreciente de L; entonces la ecuacion (2.20) no necesariamente tiene solucion
tnica. Sin embargo, si se supone que ¢ € [—1,00) entonces la derivada siempre serd po-
sitiva, se tendra decreciemiento estricto y por tanto solucién tnica. También, a partir de

la ecuacion (2.18) se establece que el conjunto de soluciones factibles para L debe cumplir

E(X7) > QE(X) para que se satisfaga que Q% < L. v

Para encontrar una solucion factible para ¢ y L, se puede aplicar el siguiente algoritmo:

(i) Resolver la ecuacion (2.18) para L en el conjunto {L € R: L > L* E(X)—q¢-E(X) =
0}

(ii) Verificar con la ecuacion (2.19) si el correspondiente valor de ¢ es menor 6 igual que
1. Si ¢ < 1, se puede tomar a dicho L y su correspondiente ¢ como solucién 6ptima
combinada. Si ¢ = 1, se resuelve la ecuacion (2.20) para L.

2.6.2. Cuota-parte después de Surplus

El riesgo retenido es igual a

N N N
I;’L = CZ(XL)Z' = Z(CXL)i = Z[(CX)CL]i
i=0 i=0 i=0

De aqui que DQS1 := DSQ1y DQSs := DSQ2 como se establecid en la secciéon anterior.

El costo total de reaseguro es igual a (1 + A\)E(N)[E(X) — E(X1)] =: DSQ3 para el
surplus (antes del cuota-parte) mas el cuota-parte (1 —¢)(1 4+ A\y)E(N)E(Xy) =: DSQ4.

En este caso, ¥(c,L) = n- DSQ2 — [DSQ1 + DSQ3 + DSQ4], entonces la ecuaciones
de Lagrange estan dada por

0 0 0
+—V(c,L) =n57—DSQ2 — -—[DSQ1+ DSQ3 + DSQ4], w1 =c, wa =L
8’[1)]' awj 8wj
Entonces,

LI B9 fic k)

c = QE(XF) + <E*(Xy)] S EY W) fic (k) dk
L

E(Xp)-E(X3)| ,  (221)

donde Q) = )‘5/\_:“’ € (0, 00).

Observacioéon 2.6.2.
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En esta expresion, la retencion del cuota-parte puede ser negativa, por tanto L debe
satisfacer que

fL k) fK( )
fL Y (8] f (k)dk

Esta es una condicion técnica bastante complicada de probar en general. A partir de

E(X1) - E(X7) >0

ahora, se supondra que dicha condiciéon se cumple. v
La restriccion de la varianza Var(l CL) 22 - Var(X), x € [0,1] en este caso toma la
forma
o E y(®)? fK( )dk _ QP [E(XE) + EA(Xp))?

E(Xr) -E(Xi)| =
fL YO fic (k) 7 E(X) + B (X)
Como se estd suponiendo que las expresién entre corchetes es estrictamente positiva,
entonces

1+Q\/IE(X%)+§IE2(XL)
z \| E(X2) + <E2(X)
f (k))2 f (k)dk E(X?) 4+ ¢E2(X1) Q [E(X?)+cE2(Xy)
?L Y0 frc (k)dk = —<B(Xz) + LIE(XL) ! x\/E(XL2)+gE2(X)

(2.32)
donde @ = )‘e/\;q)‘q € (0,00).

La altima ecuacién es muy parecida a la que se obtuvo para el caso de exceso de pérdida
(si en la ecuacion (2.13) se intercambia R por L). Si se interpreta al numerados como una
varianza normalizada del portafolio después de una proteccién surplus, entonces la diferen-
cia mas significativa es la que se debe al cociente de las integrales.

Para encontrar una solucién factible para ¢ y L, se puede aplicar el siguiente algoritmo:
(i) Resolver la ecuacion (2.22) para L.
(ii) Verificar con la ecuacion (2.21) si el correspondiente valor de ¢ es menor 6 igual que

1. Si ¢ < 1, se puede tomar a dicho L y su correspondiente ¢ como solucién 6ptima
combinada. Si ¢ = 1, se resuelve la ecuacion (2.20) para L.
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2.7. La varianza como medida de riesgo en el reaseguro éptimo

Ya se dijo en los capitulos anteriores que el reaseguro es la transferencia de riesgo de
una aseguradora (directa) a una segunda entidad de seguros: una reaseguradora.

Los ejemplos méas conocidos son el cuota-parte y el stop-loss. En el reaseguro cuota-parte,
la reaseguradora cubre parte de la reclamacion X, esta parte esta dada por g4(X) :=c- X,
donde ¢ € (0,1) es un parametro y en el reaseguro stop-loss, g (X) := (X —d)_, donde
d > 0 también es un pardmetro.

Proposicién 2.7.1.

La aplicacién g — Var(X — g(X)) = Var(l,(X)) sujeto a que m = Var(g(X)) se
minimiza si g*(X) = ¢X, i.e un cuota-parte donde m > 0 es un namero fijo que se
interpreta como la prima que se paga al reasegurador.

Proposicion 2.7.2. (Daykin et. al. 1994)

La funcién gg(t) = (t — d)+ es la solucion al problema de minimizacion

min{Var(X — g(X))} sujeto a la condicién 7 = (1 + p)E(g(X))

donde, como antes,p > 0 se conoce como safety loading.

La idea de esta secciéon o es obtener reaseguro 6ptimo bajo otros principios de primaje
basados en la media y la varianza por parte de la reaseguradora.

Ya en el capitulo 1 se dieron dos principios de primaje que son muy utilizados en la
practica. Dichos principios son

™ =E(g(X)) + By/Var(g(X)) y m = E(g(X)) + BVar(g(X))

y éstos se conocen como principios de la desviacién y la varianza, respectivamente. También
se definieron algunos otros principios como

1. El principio mixto
Var(g(X))

™ = (X)) + B o

2. El principio modificado

m =E(g(X)) + 1/ Var(g(X)) + fVar(g(X))
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Estos principios son de la forma

E(9(X)) = &(m, /Var(g(X)))

donde £ : (0,00) X [0,tr) — R con y/Var(X) < t < ooy se satisfacen las siguientes
caracteristicas:

(%) &(m,0) ==
(ii*) t +— &(m,t) es no-creciente, concava y diferenciable.

La condicion (i*) esté relacionada con la propiedad de ausencia de safety loading injustifi-
cado.

Si 7% denota a la solucion de la ecuacion E(X) = £(x, {/Var(X)) en > 0, entonces
(i*) implica que 7} = ¢ para cualquier ¢ > 0.

Definicion 2.7.1. (Funcién dptima)

Se dice que una funcién g es 6ptima si es una solucién del siguiente problema

min /Var(X — g(X)) sujeto a E(g(X)) = &(m, /Var(g(X)))

0 < g(x) < z para todo > 0

Mas adelante se demostrara que las funciones 6ptimas son de la forma g*(x) = c(z — d) .
con ¢ € (0,1], d > 0. Este tipo de reaseguro se conoce como reaseguro change-loss.

2.7.1. Reaseguro global

Sea X una variable aleatoria no-negativa de pérdida y supéngase que 0 < Var(X) < oc.

Notacion 2.7.1.

sup(X) =sup{z € R: Sx(x) > 0}. v

El objetivo es encontrar una regla que minimice el riesgo de la cedente, medida en
términos de la varianza de X — g(X) sujeto a la restriccion de que g € G(&) donde

G(&) = {9+ E(9(X)) = &(m, v/Var(¢(X))),0 < g(x) < z para todo v > 0}
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De aqui que se tiene el problema de optimizacién

min {Var(X — g(X)}

Teorema 2.7.1.

1. Si existen ¢,d € R tales que

(i) ¢ € (0,1],d € (0,sup(z))

donde &(m,t) = J&(m,t)
(iii) cRE [(X — d)+] =&(c, /Var((X — d)+))

Entonces g*(z) = c¢ (v — d) . es una solucién al problema (3)

(i) —E[(d—X),] = &mey/Var((X —d),)) = (1 — ¢)y/Var((X —d),)

2. Si E(X) > &(m,04), entonces existen ¢,d € R tales que cumplen (i), (ii) y (iii).

Demostracion:

1. Notese que

Var(X — ¢g(X)) = Var(X) + Var(—g(X)) + 2Cov(z, —g(X))
= Var(X) 4 Var(g(X)) — 2Cov(X, g(X))

También obsérvese que

Cov(X,9(X)) = Cov(X —d,g(X))

< Cov((X —d)+,9(X)) + E(9(X)) [E[(X —d),] -~ E(X — d)]

y como E[(X —d),| — E(X —d) = E[(d — X),] entonces
Cov(X, g(X)) < Cov(X —d) ,g(X)) + E(g(X))E[(d - X),]

donde (5) se convierte en igualdad si g(z) = 0 para x € [0, d]

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Var(X — g(X)) > Var(X) + Var(g(X)) — 2\/Var((X — d)+)Var(g(X))

(5)

—2E[(d — X)) J¢(m, / Var(g(X)))
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Si se define t = #ﬁ% se tiene que

Var(X —g(X)) > Var(X)+(t*—2t)Var((X — d),)—2E[(d — X)_J&(m, ty/Var((X —d),))
(6)
y (6) se convierte en igualdad si g(x) = ¢ (z — d)_, por las hipotesis (ii*) y (ii) el lado
derecho de (6) es una funcion en ¢ convexa que alcanza su minimo en ¢ = c.
Por (i) y (iii) se puede concluir que g* € G(§); y de aqui que para cada g € G(&)
Var(X — g(X)) > Var(X — ¢"(X))

2. Ahora, se demostrara que existen ¢, d € R tales que se cumplen (i),(ii) y (iii) del inciso
1.

Para s € [0,b1], t € [0,1], definase C(s,t) := tE[(X —s),] — &(m, /Var((X —s),)),
donde b; € R es tal que C(b1,1) = 0.
Notese que C(0,1) = E(X4) — &(m, y/Var(X4)) > 0,
Jim €(b,1) = lim {B[(X ~b),]} ~ &(r,Var(X —b),)
=0—¢(m,0)=-7<0
y la aplicacion s — C(s, 1) es continua, entonces existe by € (0,sup(X)).

Por la convexidad en (ii*), para cada s € [0,b;], existe un unico punto t, tal que
C(s,ts) =0y como C es continua, entonces la aplicacion s — t5 es continua.

Ahora, para s € [0,b1],t € [0, 1] definase

v(s,t) = Var(X) + (t* — 2t)Var((X — s)y) —2E[(s — X)_ J&(m, ty/Var((X —s),))

Como para cada s € [0, b1] la funcion (s, t) es estrictamente convexa en ¢, existe un
tnico punto 75 tal que (s, 75) = min (s, ).

t€[0,1]
Notese que 79 = 1 y que la aplicacion s — 75 (s € [0,b;1]) es continua ya que ’yé(s,t)
es continua.

Entonces se tiene que 0 < tg < 1 = 719 y 5, = 1, de aqui que existen ¢,d € R tales
que d € (0,b1), c€ (0,1] y ¢ =tg = 74.
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O
Lema 2.7.1.
Si se cumplen las condiciones (i), (ii) y (iii) y Fx(d) > 0, entonces E(X) > &(m, 0x).
Demostracion:
Como Var((z —d), ) < Var(X) y E((z — d)) < E(X) entonce
E(X) > cE(X) > cE[(z — d)+] = ¢(m, ey /Var((z — d)+)))
> 5(71-1 CUX) > f(ﬂ-v UX)
U

Otra perspectiva importante en problemas de reaseguro éptimo es la que propusieron
Deprez & Gerber (1985). Deprez & Gerber decian que una funcion de pérdida cedida es
6ptima si maximiza la esperanza de la funcién de utilidad de la cedente sobre el espacio de
todas las reglas de cesion de riesgo. i.e

maximizar E [u (¢(X) — H(g(X)) — X)] sobre todo g(X)

donde H(g(X)) es un principio de primaje convexo y con derivada de Gateaux, y u es una
funcién no-decreciente y concava.

Young (1999) generalizo6 los trabajos de Deprez & Gerber (1985) para cubrir el principio
de primaje de Wang (ya que este principio no es Gateaux-derivable).

Ejemplo 2.7.1. (Principio de primaje del valor esperado, Pesonen (1984))

Supoéngase que m = (1 + p)E(g(X)), donde p > 0 es el coeficiente de safety-loading.
En este caso, {(m,t) = {7. Por el Teorema anterior, g*(z) = (X — d), es una funcién de

retencion optima si ™ = (1 4 p)E[(X — d)4], que en este caso se cumple. v

Ejemplo 2.7.2. (Principio de la desviacion estindar, Gajek € Zagrodny (2000))

Supongase que 7 = E(g(X)) + 84/ Var(g(X)), 8 > 0. Entonces &(m,t) = m — St. De
nuevo, por el Teorema 1, si E(X) + Sox > m, entonces una funcién de pérdida cedida
optima esta dada por g*(z) = ¢ (X —d) ., donde ¢,d € R satisfacen

—BE[(d - X) ]+ (1 —¢)y/Var((X —d),) =0
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cE[(X —d)_ ]+ ¢By/Var((X —d),)

Ejemplo 2.7.3. (Principio de la varianza)

Supongase que m = E(g(X)) + BVar(g(X)), # > 0. También se supondra que E(X) +
Bo% > 7. Entonces, una funcién de pérdida cedida 6ptima esta dada por g*(z) = ¢ (z — d),
donde ¢, d € R satisfacen

—2eBE((d—X),)+1—c=0, y cEB(X —d),]+c*BVar(X —d),) =

Ejemplo 2.7.4. (Principio de la varianza modificada)

Supongase que ™ = E(g(X)) +5V£rg(x , B> 0. Entonces {(mr,t) = 3(7+ /72 + 45¢2)

para t € [0, ZW] Si 2¢/Box <7 <E(X) + Bvar , entonces ¢*(X) = ¢(x — d), es una
funcién de pérdida cedida 6ptima, donde ¢, d € R satlsfacen

—2¢BE[(d— X), ]+ (1—c) \/772 — 48e2Var((X —d),) =0

Var((X —d),) _

cE((X —d),) +cp E[(X —d),]

2.7.2. Reaseguro local

Sea {X;};°, una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas definidas en (2,.#,P). Sea N una variable aleatoria discreta con valores en Z tal
que E(N) < oo e independiente de Xi, Xs,.... De la manera cléasica en teoria de riesgo
X1,Xo, ..., se interpretan como una sucesién de reclamaciones en un periodo de tiempo
y N el ntumero de relamaciones sobre ese periodo. Considérese un reaseguro local con la
misma funcion de pérdida cedida g, i.e cada reclamacion se dividird entre la cedente y la
reaseguradora de tal forma que para una reclamaciéon de tamano Xj;, la reaseguradora tome
9(X;). La (re)aseguradora querra una estructura de reaseguro que minimice la varianza de
su responsabilidad sujeto a las restricciones 0 < g(z) < z y E(g(X)) = &(m, v/ Var(g(X))).
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El problema de minimizacién correspondiente estd dado por

N
min Var (2:()(Z - g(XZ))) (8)

9€G(¢) =1

El problema (4.37) se puede estudiar de manera anéloga al problema (3), ya que

=1

N
Var (Z(Xi - Q(Xi))> = E(N)Var(X — g(X)) + (E(X) — E(9(X)))” Var(N)

Para t € [0,1], s > 0 sea

v(s,t) = E(N) (Var(X) + (t2 —2t)Var((X —s), ) — 2E((s — X) . )&(m, ty/ Var((X — s)+))>
+ Var(N) (E(X) —&(m, ty/Var((X — 5)+)))2

Teorema 2.7.2.

1. Si existen ¢,d € R tales que

(i) ¢ € (0,1], d € (0,sup(X))
(ii) y5(d,c) = 0, donde y(s,t) = %’y(s,t)

(iii) cE((X —d) ) = &(m,/Var((X —d),))

Entonces g*(z) = ¢ (z — d) . es una solucién del problema (4.37).

. ! E(N)o
2. SIE(X) > 71y —&(m toox) < W
donde ¢y € R es tal que t()E(X) = {(m,tpox), entonces existen ¢,d € R tales

que cumplen (i), (i) y (iii).

Demostracion:

1. Notando que

N
Var (Z(Xi - g(&))) = E(N)Var(X — g(X)) + (E(X) — E(g(X)))” Var()
i=1
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con argumentos analogos a los del Teorema anterior se tiene que Var (Zfi (X — g(XZ))) >

v(d, t) para cualquier g € G(§) y t € [0,1]. Esta desigualdad se convierte en igualdad
si g(z) = c(z —d), con c que haga que g pertenezca a G(§).

Notese que para cualesquiera t,d € R

E(X) —&(m,ty/Var((X —d) ) > E(X) —{(7,0) =E(X) -7 >0

Por tanto, la aplicacion ¢ — v(d,t) es convexa (¢t > 0) y por (ii), para cada g € G(§)

N N
Var (Z (X; - g(Xm) > 1(d,c) = Var ( (X, - g*(XZ-»)
=1

i=1
1.e

N N
Var (Z (X; — g*(Xi))) < Var (Z (X; — g(Xﬁ))
=1 i=1

2. La demostracion de esta parte es andloga a la del Teorema anterior, sin embargo g
. . . ’
ahora no necesariamente es 1 y se supondra que tg < 79 i.e 72(0,150) < 0, que es
equivalente a

—Var(N) [E(X) — &(m, toox)] & (. toox) < E(N)ox (1 - to) (16)
Como toE(X) = &(m,toox) paraty <1y

E(N)ox

(07 S G BT

Entonces se cumple (16)

Ejemplo 2.7.5. (Principio de la desviacion estdndar)

Supongase que m = E(g(X)) + S/ Var(g(X)), E(X) > nmy B € [O, %]. Una
funcion de pérdida cedida optima esta dada por g*(x) = ¢ (z — d),, donde ¢, d € R satisfa-

cen
E(X) —7+¢By/Var((X —d),)o%

—E[(d— X),]6 + BV

+ (1 —=c¢)y/Var((X —d),) =0
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cE[(X — al)Jr + ¢SE[(X — d)+]] =7

Ahora, se estudiaré el problema (4.37)
N
grengl'(fé) Var (;(Xi - Q(Xi))> (8)
pero con una restriccion méas “relajada” que g € G(€) i.e
E(g(X)) = &(m, v/ Var(g(X))) y 0 < g(z) <z
i.e se considerard el siguiente problema de optimizacién
N
961211;(15) Var <;(Xi - Q(Xz'))) (17)
donde
g€ Ga(6) = {90 < E(g(X)) < B(X), E(g(X)) = &(r, y/Var(g(X))) }

Claramente G(&) C Gr(§) de aqui que la regla 6ptima ¢**, induce a un riesgo mas pequeno
que g* en el primer Teorema de esta seccion.

Teorema 2.7.3.
Si E(N?) < oo y la aplicaciéon
t= (1- 1) E(N)ok + (E(X) - &(m tox))* o

alcanza su minimo en ¢t = ¢, bajo la restriccion 0 < {(m, tox) < E(X).
Entonces la soluciéon al problema (4.12) estéa dada por

97 (x) = c(z = E(X)), +&(m, cox)

Demostracion:

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Var(X — ¢g(X)) = Var(X) + Var(g(X)) — 2Cov(X, g(X))
> Var(X) + Var(g(X)) — 20x04x) = (O'X — (Tg(X))2
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i.e Var(X —g(X)) > (ox — O'g(X))2 y laigualdad se da si g(z) = tz+s para algunos s,t € R.

Entonces, para cualquier g € Gg(&)

2

v

E(N) (0x — 040x))° + 0% (B(X) = £(m, 040x)))

N
Var (Z(Xi - Q(Xi))>

=1

N
> (1—c)’E(N)ok (B(X) — &(m,cox))? = Var (Z(Xi - g**(&-)))

i=1
ie
N 2 N 2
Var <Z(XZ- - g**(Xi))> < Var (Z(Xi - g(Xi))>
i=1 i=1
y como g** € Gg(§) entonces se cumple el resultado. O

Ejemplo 2.7.6.

Supongase que m = E(X) + 34/ Var(g(X)) por el Teorema anterior, se tiene que la regla
de reaseguro 6ptimo esté dada por

g (x) =clx —E(X)—Box)+

céonde ¢ minimiza (1 — t)*E(N)o% (E(X) — 7 + tBox)? con respecto a t € W/_BE;X), 5;){].
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Capitulo 3

Medidas de riesgo

3.1. Introduccién

Generalmente los agentes econdémicos que se encuentran en una situacion de riesgo tie-
nen que evaluar y comparar sus posiciones financieras. Gracias a acuerdos internacionales
como Basilea II y Solvencia II, las instituciones financieras y las companias de seguros
deben estar atentos a la creacidon de reservas para hacer frente a los riesgos a los que se
enfrentan, es decir, necesitan una cuantificaciéon de riesgo asumido. Dichos riesgos pueden
ser riesgos de mercado (cambio en el valor de un titulo), de crédito (riesgo de no cumplir sus
compromisos financieros), operativo (fallo de los procesos internos 6 externos) 6 de modelo
(por ejemplo, suponer rendimientos Gaussianos cuando no lo son).

La idea de este capitulo es estudiar un poco de la teoria tradicional de medidas de riesgo.
Primero se revisara la definicién axiomética de éstas, posteriormente se definiran el Valor
en Riesgo (VaR), Valor en Riesgo de la Cola (TVaR), Valor en Riesgo Condicional (CVaR),
y Expected Shorfall (ES). Después se generalizaran estas medidas particulares a partir de
la transformada de Esscher, las medidas de riesgo de Wang y las medidas de riesgo por
distorsion. Finalmente, se relacionardn algunas de estas medidas con el valor esperado de
coberturas de reaseguro stop-loss.

3.2. Descripcién axiomética de las medidas de riesgo
El estudio tradicional de las medidas de riesgo generalmente inicia con las condicio-

nes que se tendrian que establecer para poder hablar de un orden parcial 6 relaciéon de
preferencia en la que se construyan medidas de riesgo tales que

X XY siysolosi p(X) < p(Y),

79
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donde, como antes, X representard el monto de una pérdida y se interpretard a p(X) como
el capital que se debe poseer para hacerle frente a la pérdida X. Es decir, p cuantifica el nivel
de peligro inherente del riesgo X . Valores grandes de p(X) indicaran que X es “peligroso”
en cierto sentido (que se especificara mas adelante).

Observacion 3.2.1.

En este capitulo no se le dard una componente temporal a las variables de riesgo, y
muchas de las definiciones se pueden extender para riesgos que evolucionan a través del
tiempo de manera relativamente sencilla. v

Definicion 3.2.1.

Una medida de riesgo es una funciéon que se define en el espacio de las variables
aleatorias y toma valores en R.

Algunas propiedades naturales 6 deseables de las medidas de riesgo son:
(i) Invarianza en ley: Si X Z Y, entonces p(X) = p(Y).
(ii)) No decrecimiento 6 monotonia: Si X > Y c.s., entonces p(X) > p(Y).
(iii) Invarianza ante translaciones: Para todo k € R, p(X + k) = p(X) + k.
(iv) Homogeneidad: Para todo A € Ry, p(AX) = X p(X).
(v) Sub-aditividad: p(X +Y) < p(X) + p(Y).

(vi) Convexidad: Para todo 5 € [0,1], p(BX + (1 —B)Y) < Bp(X) + (1 —B)p(Y).

Este enfoque constructivista ayudo6 al desarrollo de la Teoria de Decisiones con la de-
finiciébn axiomatica de las medidas de riesgo p al definir los conceptos de coherencia y
convexidad en las medidas de riesgo.

Observacion 3.2.2.

Generalmente se considerardn medidas de riesgo invariantes en ley. v

En la ciencia actuarial hay cierto paralelismo entre las medidas de riesgo y los principios
de tarificacion que se revisaron en el Capitulo 1 (incluso hay cierta discusion sobre su origen
historico), las primeras muy relacionadas con cuestiones “financieras” y las segundas con la
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“industria aseguradora”.

Definicion 3.2.2.

(i) Se dice que una medida de riesgo es monetaria si es monétona e invariante ante
translaciones.

(ii) Se dice que una medida de riesgo es convexa si es monetaria y convexa.

(iii) Se dice que una medida de riesgo es coherente si es monetaria, homogénea y
sub-aditiva.

Proposicion 3.2.1.

(i) Si p es una medida de riesgo invariante ante translaciones, entonces
p(X — p(X)) =0

(ii) Si p es una medida de riesgo coherente, entonces p(0) = 0.
(iii) Si p es una medida de riesgo convexa y p(0) = 0, entonces

(a) Para A € [0,1], p(AX) < X-p(X).
(b) Para A € [1,00), p(AX) > X-p(X).

Demostracion:

(i) Imediata.
(ii) p(0)=p(0-X)=0-p(X)=0, pues p(-) es homogénea.
(iii) (a) Sea A € [0,1]

pAX) = p(AX + (1 =A)0) < Ap(X) + (1 = A)p(0)
Ap(X)+0
A p(X).

2 p(AX) < Ap(X).
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(b) Sea A € [1,00)

p(X):pG.AX) _ p(i-)\X—F(l—i)O)
1

Proposicion 3.2.2.

Si p es una medida de riesgo monetaria y homogénea, entonces la convexidad y la
sub-aditividad son equivalentes.

Demostracion:
Sea p una medida de riesgo, monetaria y homogénea.

Si p es sub-aditiva, entonces para € [0,1] y X, Y riesgos,

p(BX+(1-0)Y) < p(BX)+p((1—=pP)Y), pues p es sub-aditiva
= Bp(X)+ (1 —P)p(Y), pues p es homogénea

Si p es convexa, entonces
v+ 3v) < Lo+ Lo
Plat Tt ) =3°F P
de aqui que por la homogeneidad,

S+ = (5 4+ 37)

Sp(X+Y) < p(X) +p(Y)
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Definicion 3.2.3.

Sea p una medida de riesgo. Se define la region de riesgos aceptables por la medida
p como

A:={X:p(X) <0}

Definicion 3.2.4.

Sea A una region de riesgos aceptables. Se define la medida de riesgo inducida por
A como

pa(X) :=mf{meR: X —m e A}

Proposicién 3.2.3.
Sea p una medida de riesgo monetaria.
(i) p es convexa si y solo si A es convexo.

(ii) p es homogénea positivamente si y sélo si A es un cono.

Demostracion:

(i) (=) Trivial
(<) Supodngase que A es convexo. Sean X7, Xo variables aleatorias y mj, mg nameros
reales tales que X1 — my, Xo —mg € A.

Como A es convexo, para todo A € [0, 1]

)\(Xl — 'ml) + (1 — )\)(XQ — mQ) cA

Entonces p(A(X1 —mq) + (1 —X)(X2 —mg)) <0,
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equivalentemente

p()\Xl + (1 — A)XQ — Amq — (1 — /\)mg) <0

De aqui que por la invarianza ante translaciones

p(AX1 + (1= \) X3 < Amy + (1 — Nmg

En particular, para m; = p(X1) y ma = p(X2)

pAX1 + (1= A)Xa < Ap(X1) + (1 = AN)pXo

.. p es convexa .

(ii) (<) Supodngase que A es un cono. Entonces para todo X —m € A se cumple que
AMX —m) € A (para A > 0). Entonces p(A(X —m)) < 0, y por la invarianza ante
translaciones p(AX) < Am. En particular si m = p(X), p(AX) < Ap(X).

(=) Si X —m ¢ A, entonces A(X —m) € A, por tanto p(A(X —m)) > 0, ie.
p(AX) > Am. En particular para m = p(X) se cumple que p(AX) > Ap(X)

Definicion 3.2.5.

Sean X,Y variables aleatorias. Se dice que X e Y son comondtonas si existe una
variable aleatoria Z y transformaciones ¢, 1 tales que X 2 o(Z), Y L V(7).

Proposicion 3.2.4.

Sea p una medida de riesgo coherente. p es aditiva para riesgos comonotonos si y solo

1
si existe una funcion ¢ : [0, 1] — R no-creciente tal que p(X) = / g(t)F (1 —t)dt.
0
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Definicion 3.2.6.
Sea p una medida de riesgo

(i) Se dice que p es aditiva para riesgos comondtonos si para X,Y comondtonos,
p(X +Y) = p(X)+ p(Y).

(ii) Se dice que p es de correlacion méximal con respecto a una medida p si para
todo X, p(X) =sup{E(X -U) : U ~ u}.

(iii) Se dice que p es de coherencia fuerte si para cualesquiera X,Y
sup{p(X +Y)} = p(X) 4 p(Y) donde X 2x y Y Dy

Proposicién 3.2.5.

Sea p una medida de riesgo convexa. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) p es de coherencia fuerte.
(ii) p es aditiva para riesgos comondtonos.

(iii) p es de correlacién maximal.

Definicion 3.2.7.

Sea u una funcién de utilidad concava y estrictamente creciente. Se dice que p(X)
es un equivalente cierto, asociado a una pérdida X, si se satisface

u(p(X)) = E(u(X)) 6 bien p(X) =" (E[u(X)])

Ejemplo 3.2.1.

Considérese una funcion de utilidad exponencial u(z) = 1 — e~ %% (que esta asociado a
aversion al riesgo).

Notese que v/ (z) = e y u" () = =029 de aqui que

_u//<x) _ __926791 _p
u'(x)  fefr
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Ademas,

1
y=1—e9 g ysolosiz= —élog(l—y)

Entonces un equivalente cierto asociado a la pérdida X es

p(X) = 7 Tos(E(e~"Y)

Esta medida de riesgo se conoce como medida de riesgo de entropia. Y ndtese que

oep(X) = 2 2 log(B(e))

Esta dltima expresion se conoce como transformada de Esscher y se estudiaria mas
adelante.

\%

3.3. Algunas medidas de riesgo importantes

3.3.1. Valor en Riesgo (VaR)

El concepto de Valor en Riesgo (VaR, por sus siglas en inglés Value-at-Risk) se definid
en los anos 1990’s para “cuantificar” los desastres financieros de ese periodo. A continuacion
se dara la definicion formal de este concepto.

Definicién 3.3.1. (Funcidn inversa generalizada)

Sea g: A C R — R un funciéon no-decreciente. Se define la funcion inversa generali-
zada de g, que se denota por g—, como g~ : Im(A) — A tal que

g (y) =nf{z:g(z) > y}.
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Definicion 3.3.2.

Se define el valor en riesgo, VaR al nivel a € (0,1) como el cuantil al nivel (1 — ),

ie. pa(X) :=VaRx(a) =inf{r e R: Fx(x) >1—a}.

Observacion 3.3.1.

(i) Con esta notacion, p,(X) es una funcién no-creciente con respecto a .

(ii) VaRx () < x siy solo si Sx(x) < 'y se supondra que 0 < a < Sx(0) para evitar
casos triviales (pues si a > Sx(0), entonces VaRx(a) = 0).

(iii) Si Fy es continua entonces, VaRy(a) = Sy (a) = Fx'(1 — a).

Teorema 3.3.1.
Sea a € (0,1).

1) Si gles Hma funcié? creciente y continua por la izquierda entonces VaRy x(a) =
F. (@) = g(Fy' (@) = g(VaRx(a)).

(ii) Si g es una funcién decreciente, continua por la derecha y Fx es biyectiva
entonces VaRyx)(a) = Fg*&) (@) = g(F5'(1 - a)) = g(VaRx(1 — a)).

Corolario 3.3.1.

El VaR es una medida de riesgo homogénea e invariante ante translaciones, i.e.
(i) Para A > 0, VaR\x(a) = A - VaRx(«).
(ii) Para k € R, VaRx k(o) = VaRx(«a) + k.

Demostracion:

(i) Considérese la aplicacion g(z) = Ax.
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Notese que g es creciente, entonces por el Teorema anterior.

VaRyx(a) = VaRyx)(a) = g(VaRx(a)) = A - VaRx(«a)

(ii) Considérese la aplicacion g(z) = = + k.

Notese que g es creciente, entonces por el Teorema anterior.

VaRxk(a) = VaRyx)(a) = g(VaRx(a)) = VaRx(a) + k

Aunque también se pudo demostrar a partir de la definicién,

VaRxip(a) = mf{z€R: Fxik(z) >1—a}
mf{zeR:P(X+k<z)>1-a}
inf{zeR:P(X<z—-k)>1—-a}
mf{zeR:Fx(z—k)>1—a}
f{zeR:Fx(z) >1—a}+k
= VaRx(a)+k

Ejemplo 3.3.1. (El VaR no es sub-aditivo)

Considérese dos riesgos independientes X, Y tales que X ~ Pareto(1,1),Y ~ Pareto(1,1),
ie.
1
PIX>t)=PY >t)=——, t>0.
(X > 1) =P > 1) = .
o 1 1
Notese que fx(t) = fy(t) =

Tot1+t  (1+1)?2
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Entonces,

t t—x 1 1
PIX+Y <t) = // dyd
Krvsn = | Grorargr®™
t

- /0 (U4 2) 2 [~(1+9) 5] de
- /t(1 +2)"2dz — /t(1 +2) 21+t —2) e
0 0

_ 1 1 /t dx
N 1+t Jo A+z2)2(1+t—2x)

_11[1/tdx+1/tdx+1/tdx}
N L+t (24t )y (T+2)2 2+1)2 )y AI+2) 2+1)2 )y 1+t+)

_ 1 [ I 1 log(1 + 1) log(l—l—t)}
1+t 2+t (Q4+t)2+t)  (2+1)? (241)?

B 2+t)+(1+¢)—1 2log(l+1¢)

T 4@+t (241)2

B 2(1+1) 2log(1+1)

T A2+t (240)2

_ 2 2log(1+1)

24+t (241)?

También nétese que

1
=1l—asiysolosiz=——1.
x o

Fx(z) =1— asiy sélamente si 1 — ]

Por tanto,

1
VaRx(a) = VaRy(«a) = o 1

Finalmente,
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2 2log(1+2VaRx(a))
P(X +Y <2VaR = 1— —
(X +Y < 2Vakix(a)) 2+ 2VaRx(a) (24 2VaRx(a))?
_ 4 1 _ 1llog(1+2VaRx(a))
B 1+VaRx(a) 2 (14 VaRx(«a))?
1 ee(e2(io)
- 1+1-1 2 (1+1-1)
log (2 -1
_ 1o Mleele=b)
2 )
2 2
= 1—a—alog<—1> <l—-«
2 «a
Entonces,
P(X +Y <VaRx(a)+ VaRy(a)) <1-a.
Por tanto,

VaRx(a) + VaRy(a) < VaRx iy («).

.. El VaR no es una medida de riesgo sub-aditiva.

3.3.2.  Valor en Riesgo de la cola (TVaR)

El VaR analiza la probabilidad de eventos raros y extremos, el TVaR esta interesado en
qué sucede (en promedio) cuando ocurren estos eventos extremos.

Definicién 3.3.3. (Tail-Value-at-Risk (TVaR))

Se define el Tail-Value-at-Risk (TVaR) al nivel a € (0,1), como

1 (634
TVaRx(a) = a/ VaRx (1 —t)dt.
0

En otras palabras, el TVaR es el “promedio” de los valores en riesgo con nivel superior a
1—a.

Observacion 3.3.2.
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Existe una funcién de distribucion ﬁX (que se conoce como la transformada de Hardy-
Littlewood de Fx) tal que para todo v € (0, 1)

Fx'(a) = TVaRx(«)

i.e. existe una variable aleatoria X con funcion de distribucién F 'y tal que TVaRx(a) =
VaR (). Es decir, el TVaR de un riesgo X es el VaR de la transformada de Hardy-
Littlewood de X. v

Lema 3.3.1.

1
1—a

(i) TVaRx(0) = E(X).

(i) TVaRx(a) =

[IE(X) - /Oa VaRX(t)dt}

(iii) La aplicacién a — TVaRx(a) es no-decreciente.

(iv) TVaRx(a) > E(X).

Demostracion:

Notese que

1

1
1
TVaRx(a) = /VaRX(t)dtZ

—

1
— /a VaRx(o)dt

- ! VaRy(a)(1 - a) = VaRx(a).

l—«

Entonces, TVaRx(a) > VaRx(«).

Ahora,
1 1 1 r ra 1 «
. / VaRx(t)dt — / VaRy (t)dt + / VaRy(t)dt — / VaRX(t)dt]
11—« a 1—« 1J0 a 0
1 r rl a
_ / VaRy (t)dt — / VaRX(t)dt]
11—« LJo 0
1 B o
= = [0 - /0 VaRX(t)dt].
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Por tanto,
0
TVaRx(0) = —— [E(X) —/0 VaRX(t)dt] =E(X).

Ademis,

% (;a /: VaRX(t)dt> - liaaa </a1 VaRX(t)dt> + </: VaRX(t)dt> % (1ia>
_ —1ia [6‘1 /la VaRX(t)dt] +(1_1a)2/: VaRx (t)dt

1
= —1Oé[VaRX(a)—VaRX(1)]+(1_1a)2/a VaRx(t)dt

1—
 TVaRx(a) — VaRx(«a)
- (1—a) =0

Por tanto la aplicacion o — TV aR,« es no-decreciente.

Finalmente, TVaRx (o) > TVaRx(0) = E(X). O

Definicién 3.3.4. (Esperanza Condicional de la cola)

Se define la esperanza condicional de la cola al nivel de probabilidad a € [0,1] de X,
CTEx(a), como
CTEx(a) :=E(X | X > VaRx(a)).

Es decir que el CTE es la pérdida media en el “peor” de los casos (al nivel 1 — ).

Si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién Fly, se puede definir alterna-
tivamente a la esperanza condicional de la cola de X al nivel a, CT Ex(«), como la media
de la distribucién de la a- cola superior

0 si & < VaRx(a)

Uy (€ a) = };X(f—(l—oz)), G e Vaky(a) (3.1)

Esta definicion alternativa hace sentido pues

) Jim wx(eo) = i =00 12020,
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(ii) lim ¥x(&a)=0
E—o0
(iii) Ux (&, ) es no-creciente pues Fx es no-creciente

(iv) Wx(&, «) es continua por la derecha y con limite por la izquierda pues

lim — Ux(§,a)=0=Vx(VaRx(a),a)

§—VaRx (o)

El VaR garantiza que la pérdida no sea mayor que su valor (el VaR) con la alta proba-
bilidad (1 — ) y el CTE refleja la magnitud de la pérdida catastrofica (6 riesgo de la cola)

en su « - cola superior.

Proposicién 3.3.1.

(i) Para k € R constante, CT Ex;(a) = CTEx(a) + k.

1 [e.e]
(ii) CTEx(a) = VaRx () + / Sx(z)dzx.
«Q V(le(a)

Demostracion:

(i)

CTEx(a) = /oo €4y (£, 0) :/Oo " (FX“) - (1_0‘)> + VaRx(a)

—00 VaRx «

1 [e.9]
_ ! / ¢dFx(€) + VaRx(a)
& JVaRx ()
= 1/ Sx(z)dx + VaRz(a)
& JVaRx ()
(i)
1 o
CTEx k(o) = VaRxip(a)+ Oé/v et )SX+k(33)d90
any (&
1 o0
= k+VaRx(a)+ / Sxir(x)dx
& JVaRx (a)+k
1 oo
= k:+VaRX(a)+/ Sx(x —k)dx
& JVaRx (a)+k

1 o0
= k+VaRx(a)+ — / Sx(x)dx
Q@ VCLRx(a)

= k+CTEx(a)
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O

Definicién 3.3.5. (Valor en Riesgo Condicional)

Se define el Valor en Riesgo Condicional al nivel de probabilidad a € [0,1] de X,
CVaRx(«), como

CVaRx(«a) :=E(X —VaRx(a)|X > VaRx(a)).

Proposicién 3.3.2.
Para o € [0,1)
(i) CVaRx(a) = CTEx(a) — VaRx(a).
(ii) CVaRx(a) > CTEx(«a) := E(X|X > VaRx(a)).

Definicion 3.3.6.

Se define el ezpected-shortfall al nivel de probabilidad « € [0,1] de X, ESx (), como

ESx(a) :=E[(X —VaRx(«))4].

Lema 3.3.2.
Se puede calcular alternativamente el ezpected-shortfall como

(i) ESx(a) =E[X —VaRx(a)|X > VaRx(a)] - Sx(VaRx(a)).

(i) ESx(a) = / VaRx (0t — (1 — a)VaRy(a).

o

Demostracion:

(i) Por la formula de Probabilidad Total
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ESx(a) =E[(X —VaRx(a)+|X <VaRx(a)]-P(X <VaRx(«))
+E[(X —VaRx(a))+|X > VaRx(a)] - P(X > VaRx(«a))
=0+ E[X —VaRx(a)|X > VaRx(a)]-P(X > VaRx(«))
=E[X —VaRx(a)|X > VaRx(a)] - Sx(VaRx(«))
O

Proposicién 3.3.3.

Sea a € [0, 1].
(i) TVGR)((CK) = VaRX(a) + ﬁESX(a)

1

(i) CTEx(a) = VaRx () + Sx(VaRx (o))

ESx(a).

Demostracion:

(ii) Por el inciso (i) del Lema anterior.

ESx(a) = CVaRx(a)-Sx(Varx(w))
= [CTEx(a) —VaRx(a)] Sx(VaRx(«))

Es decir
ESX (a)

CTEx(a) =VaRx(«) + Sx(VaRx(@))"

(i) Por el inciso (ii) del Lema anterior.

ESx(a)
(1-a)

1 1
= / VaRx (t)dt — VaRx ()

Es decir,
ESX (Oz)

(1-a)

TVaRx(a) = VaRx(a) +
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Corolario 3.3.2.

Sea X un riesgo. Si Fx es continua entonces,

CTEx(a) =TVaRx(a).

Demostracion:
) ESx(a) ESx(a) )
C F t t = . Ent 1 -
omo Fx es continua entonces 1—a) Sx(VaRx(a)) ntonces, por la proposi
cion anterior TVaRyx () = CTEx(«). O

Proposicion 3.3.4.

El TVaR es invariante ante translaciones y es homogéneo, i.e. para A € R;, c€R
TVaRxic(a) =TVaRx(a) +cy TVaRyx(a) = A - TVaRx(a).

Demostracion:
Sea c € R,
I 1t
TVaRx (o) = / VaRx oyt = —— / VaRx(t) + o] d
= 12 {/a VaRx (t)dt + ¢(1 — a)} 1= /a VaRx (t)dt + ¢
= TVaRx(a)+c
Sea A € Ry,
I I
TVaRyx(a) = - /a VaRyx (fdt = —— /a MVaRx (t)dt
1 1
= P t)dt
AL_O{/Q VaRx( )d]
= M- TVaRx(a).
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Proposicién 3.3.5.

Sea X un riesgo y « € R tal que Sx(x) > 0. Sea A un evento tal que P(4) = Sx(z).

Entonces
E(X|A) <E(X|X > x).
Demostracion:
P(AN(X P(X A)P(A
PAIX > g) = DANX >2) P> 2 APA) _py gy

Sx () Sx (z)

Pero también,

EX|X >z2)=EX —z|X >z)+=x

—x—i—E[ —z|(X >z)NA]-P(A|X > z)
E[X —z|(X > x)NA9)] - P(A°| X > x)
>x—|—E[X—x|(X >xz)NA]-P(A|X > x)
=2+ EX —z|(X >z)NA4] - P(X > z|A)
>z +EX —z|/(X >2)nA]-P(X > z|A)
+EX —z|(X <z)NA] - P(X < z|A)
= E(X]4)

E(X|X >z) > E(X|A)
O
E(X|A) representa la cantidad promedio de la pérdida cuando se sabe que el evento

A se lleva a cabo. La proposicion (3.3.2) establece una cota para el valor esperado de la
pérdida una vez que ocurri6 el “peor” de los escenarios.

Teorema 3.3.2.

El TVaR es sub-aditivo, i.e.

TVCLRXer(Oé) < TVaRX(a) + TVaRy(a).
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Demostracion:

TVaRxiy(a) = E(X|X+Y > VaRx4y () +E[Y|X +Y > VaRx 4y (a)]
< E(X|X >VaRx(a)) +E(Y|Y > VaRy(«))
= TVaRx(a)+ TVaRy(a)

N

O
Teorema 3.3.3.
El TVaR es monoétono, i.e. Si X <Y c.s., entonces TVaRx(a) < TVaRy ().
Demostracion:
TVaRy(a) = E[Y]Y > VaRy(a)]
> E(Y|X > VaRx(«a))
> E(X|X > VaRx(«a))
= TVaRx(«a)
2. TVaRy(a) > TVaRx (o)
0

Corolario 3.3.3.

El TVaR es una medida de riesgo coherente para riesgos continuos.

Proposicion 3.3.6.

El TVaR y el VaR son medidas de riesgo aditivas para riesgos comondtonos.

Para un nivel de confianza « > 0 (fijo) se puede demostrar que el TVaR es la medida
de riesgo coherente méas pequena que es superior al VaR. Méas adelante se demostraré este
resultado para una clase de medidas que se conoce como medidas de distorsion.
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Definicién 3.3.7. (Rango natural del grado de confianza)

El parametro a € (0,1) de las definiciones de VaR, CVaR, TVaR y CTE satisface
que 0 < a < S5(0).

3.3.3. La transformada de Esscher

La medida de riesgo de Esscher consiste en la prima pura de la transformada de Esscher
del riesgo inicial.

Definicion 3.3.8. (Medida de Riesgo de Esscher)

La medida de riesgo de Esscher del riesgo X con parametro h > 0, Esx(h), se define
como (XehX)
E(Xe d
————= = —log(Mx(h
ey = i B (B)),

donde Mx(-) es la funcion generadora de momentos de X.

Esx(h) :=

Observacion 3.3.3.

Esx(h) es simplemente el valor esperado de la transformada de Esscher, X},, de X cuya
funciéon de distribucién esta dada por

dFx p(t) =

donde Fx es la funcién de distribucion de X, y

Fxa(t)= [ eﬁ;%‘)) dFy (1),

Es decir,

ESX(h) = E(Xh) = /OOO udFXJl(u).
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Proposicion 3.3.7. (La medida de riesgo de Esscher es invariante ante translacio-
nes)

La medida de riesgo de Esscher es invariante ante translaciones, i.e. para c € R

Esxic(h) = Esx(h) + c.

Demostracion:
Notese que
_ h(X+e)| _ RX hc| _ ke

MXJrc(h)—E[e } —E{e e } =e"“Mx(h)
Entonces,

log[Mx 4c(h)] = log[e"“Mx (h)] = hc + log[Mx (h)]
Finalmente,

d d
Esxye(h) = —-log(Mxc(h)) = —- (hc + log[Mx (h)])
dh dh
d
= c+ an log[Mx (h)] = c+ Esx(h).
O
Proposicion 3.3.8.
La aplicacion h — Esx(h) es no-decreciente.

Demostracion:
Notese que

d 00 o) 2

Lpx,) = / W2d Py (1) — / wdFy (1)

dh 0 ’ 0 ’

= Var(Xp) > 0.
O

Observaciéon 3.3.4.
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La medida de riesgo de Esscher de X es mayor que el valor esperado de X, i.e.

E(Xe%X)

B(x) — )

Esx(h) > Esx(0) =
\Y

Ya se demostré que la medida de riesgo de Esscher es invariante ante translaciones, sin
embargo, dicha medida no es mondtona.

Ejemplo 3.3.2. (La medida de riesgo de Esscher no es mondtona)

Considérese riesgos X,Y tales que

1 1 1
P(X <) =P(X =0,Y =0)U(X =3,Y =3) U(X =6,V =)} = s + 5+ 5 = 1
X <Yecs
Ademés
s P(X=0)=P(X=0,Y=0+P(X=0Y=3)=1+1=2
» P(X =6)=P(X=6,Y =6)=1
-P(Y:O):IP’(X:O,YZO):%
-}P’(Y:?)):IP’(X:O,Y::;):%
-}P’(Y:G):IP’(X:G,Y:G):%
Es decir,
2 siz=0 L G056
3 sty =Y, 9,
P(X=z)=<¢1 siz=6 y P(Y:y):{3 Y .
0 en otro caso
0 en otro caso
Entonces
E(XezX)  0e1/20P(X = 0) + 6e(L/DSP(X = 6)
Esx(1/2) = Xy  o(1/2)0 1/2)6
E(ezX)  eW/20P(X =0) + e1/26P(X = 6)
(

6e*(3) 6e3  120.5132215

= = = 5.45665799
% + 63(%) 2+e3  22.08553692
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Ademas,
Bsy(1/2) E(YezY) 0e1/20P(Y = 0) + 3¢L/D3P(Y = 3) + 6e1/26P(Y = 6)
S = =
v E(edY)  e/DOB(Y =0) + e(/23P(Y = 3) + e(/26P(Y = 6)
3e3/2 4 6¢®  13.44506721 + 120.5132215
_ s Abe T — 5.23045338
Entonces X <Y c.s. pero Esx(3) £ Esy(3). v

3.3.4. Medidas de Riesgo de Wang

A continuacioén, se estudiaran ciertas medidas de distorsiéon para variables aleatorias
X >0 c.s. (entonces Fx(z) =0 para x < 0.)

Definicion 3.3.9. (Funcion de distorsion)

Se dice que una funcion g : [0, 1] — [0, 1], no-decreciente tal que g(0) =0y g(1) =1
es una funciéon de distorsion.

Definiciéon 3.3.10. (Medida de Riesgo de Wang)

Se define la medida de riesgo de Wang con respecto a la funcién de distorsion g, py,
como

p(X) = [ o1 = Fx)ido = [~ g(Sx(a)ds.

Observacioéon 3.3.5.

Notese que con la aplicacion g(z) = x
pg(z) = / 9(Sx(z))dxr = / Sx(z)dr =E(X)
0 0

Y si g(t) > t para todo t € [0, 1] entonces, py(X) > E(X). v
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Proposicién 3.3.9.

(i) Sigi, g2 son medidas de distorsion tales que g1 < ga, entonces pg, (X) < pg, (X).

(ii) Sea X un riesgo, X > 0 c.s. La medida de riesgo de Wang con respecto a la
funcién de distorsion g se puede reescribir como

1
po(X) = [ VaRx(1 = a)dgla).

Demostracion:

(i) Como g1, g2 son positivas, por la monotonia de la integral
pX) = [ aSx@)de < [ gaSx(e))ds = p(X)
(i)
00 oo Sx (z)
p(X) = [ atsxyie = [ [T dytaras

- /01 /Osxl(m) da:dg(a):/ol VaRx(1— a)dg(e)

Ejemplo 3.3.3. (El VaR como medida de Wang)

Considerése la funcién de distorsion ga (z) = I, o0)(T)-

Notese que

0 siSx(z)<a

0 siz<a
[} — t o S =
Jo() { entonces go(Sx(z)) {1 G Sx(r) > a

1 siz>a«

Es decir,
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0 siFx(r)>1—-a 0 siz>VaRx(w)
1 siFx(z)<l—-a

9a(Sx () = { )1 osiz< VaRx (o)

Entonces,

oo VaRx (o)
Pgo (X) = /0 9a(Sx(x))dx :/0 ldz = VaRx(«)

JPge (X)) =VaRx(a)
Es decir, el VaRx(«) es una medida de riesgo de Wang asociada con la funcién de distor-
Si0n ga (7) = Ija,00)(T)- v
Ejemplo 3.3.4. (El TVaR como medida de Wang)
Considerése la funcion de distorsion g,(x) = min {E, 1}, con a € (0,1) fijo. Notese que
a

—<lsiysblosiz<a
o

Entonces,
€ .
Jgolz) = min{g,l} = {04 Srsa
Q 1 siz>a.
De aqui que,
wa(Sxl@)) = SXOEQU) si Sx(z) < «
1 si Sx(z) > «
B Sx () siz > VaRx(«a)
N 1 ) six < VaRx(a).
Entonces,

P (X) = /0 " ga(Sx(2))dz

VaRx () ()
- / ldz + / Sx(@) 4,
0

VaRX (a) «

1 (o]
= VCLR)((OZ) + — / SX(x)das
« V(le(a)

= TVaRx(a).
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Notese que g, es la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria con distribucién
uniforme en el intervalo [0, a].

Es decir, el TVaRx(«) es una medida de riesgo de Wang asociada con la funcion de
distorsion go(x) = min {E, 1}. v
o
Sin embargo, generalmente no existe esta representacion como medida de Wang para el
expected-shortfall.
Ejemplo 3.3.5. (El ES no es una medida de Wang)

Considérese X ~ Unif[0,1]. Entonces

0 siz<O
Fx(z) =<z sixel0,1]
1 siz>1

De aqui que en este caso VaRx(a) = . Entonces,

1
ESx(a) = E[(X —VaRx(a))4] = / VaRx(t)dt — (1 — a)VaRx(«)

1 —a?

= /ltdt—(l—a)a: 5 —(1-a)a

1 1
= S0- a? —2a + 2a%) = (1= o)

Si existiera una funciéon de distorsion g, tal que ESx (o) = pg, (X), entonces se cumpliria

1
1
BSx(0) = 0 (X) = [ g0(1 = a)do = 51— a2
Si ahora se considera Y ~ Bnlli(q), para ¢ € (0,1 — q]
ESy (@) = q = pg.(Y) = 9a(9)-
Entonces,

%(1_04)2 _ /Oaga(l—x)dx—i—/(:(l—x)dx

%(1 —a)?+(1-a).

Y

Es decir,
0>(1-a)a
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Por tanto, a < 0 (que es una contradiccion). Entonces se puede concluir que el ezpected-
shortfall en este caso no es una medida de Wang. v

De manera analoga, se puede probar que el CTE no es una medida de Wang.
Ejemplo 3.3.6. (El CTE no es una medida de Wang)

Considérese X ~ Unif[0,1]. En este caso CTEx(a) = a + 152. En caso de que el CTE
fuese una medida de Wang se tendria que cumplir

l-a !
CTEx (o) =t —— —/ ga(l — x)dz.
0

Equivalentemente,

! 1+«
/ go(x)dz = 5
0

Si ahora se considera Y ~ Bnlli(q), para ¢ € (0,1 — ], entonces CTEy(a) = 1. De
aqui que se tendria que cumplir

9a(q) = pgo(Y) = CTEy () = 1

1 1
1
[ [ ao=1-15
0 0 2

Hecho que seria una contradiccion pues « varia entre todo el intervalo (0,1). v

Para finalmente,

Ejemplo 3.3.7.

Considérese la funcién de distorsion
gx)=1—(1-2)?06>1
Entonces la correspondiente medida de Wang asociada a g es
po(X) = [ o= Fx(@)de = [ 1= (1= (0= Fx@) e = |11 = (Fe(a) e

Sin embargo, recuérdese que si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas con funcién de distribuciéon Fx, entonces

Fméx{Xl,...,Xn}(x) = P(méX{le ceey Xn} < l’) = (FX('Z‘))n
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Es decir,
Sma',x{Xl,...,Xn}(:E) =1- (FX(x))n

Entonces,
pg(X) = E(max{Xy,..., Xp}).

Ejemplo 3.3.8. (La medida de riesgo de “Riesgos Proporcionales”)

Considérese la funcién de distorsion

En este caso,

P = [ o(Sx(@Nde = [ (Sx(@)ide = [T~ Fx(a)bda,

y a esta medida se le conoce como la medida PH o de Riesgos Proporcionales y se denota
como

PHy(w) = py(X) = [~ (Sx ().

0
Obsérvese que si § = 1, entonces PH;(z) = / Sx(z)dxr = E(X) v
0

Proposicién 3.3.10.

Las medidas de riesgo de Wang son invariantes ante translaciones, homogéneas y
mondtonas.

Demostracion:

Sea c € R,
pg(X +¢) = /0 VaRx1.(1 — a)dg(a)
= /0 [VaRx(1 — a) + ¢)] dg(«)

1 1
= /VaRX(l—a)dg(a)—l—c/ dg(«)
0 0
= py(X) +elg(1) — 9(0)) = py(X) + (1= 0) = py(X) +c.
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Sea A € R,

1

pg(AX) = /OVaRAX(la)dg(oz)
1

= /O)\VaRX(l—oz)dg(oz)

1
= )\/O VaRx (1 — a)dg(a)
= A pg(X).

Observacion 3.3.6.

Si la funcién g es concava, entonces la aplicacion = — ¢g(Sx(x)) es continua por la
derecha y por tanto la funcién de supervivencia de cierta variable aleatoria; de aqui que

po(X) = /0 ” o(Sx (@) da

es efectivamente un valor esperado, asociado con una variable aleatoria con funcién de su-
pervivencia g(Sx (z)).

Teorema 3.3.4.

Sea py una medida de Wang. Si la funcién de distorsion g es concava, entonces py es
sub-aditiva.

Corolario 3.3.4.

Sea py una medida de Wang. Si la funcién de distorsion g es concava entonces py es
una medida coherente.

El siguiente resultado muestra que el TVaR es la medida de Wang, méas pequena aso-
ciada con una funciéon de distorsion concava que es mayor que el VaR (con el mismo nivel
de confianza/probabilidad), i.e. el TVaR es la medida de riesgo coherente més pequenia que
excede al VaR.
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Teorema 3.3.5.

Sea X un riesgo y o € (0, 1). Entonces,

TVaRx (o) =min{py(X) : g es concava y py(X) > VaRx(a)} .

Demostracion:

El TVaR es la medida de riesgo de Wang asociada con la funcién de distorsion concava
min {E, 1}. Ademas ya se probo que TVaRx(a) > VaRx(a). Entonces
o

TVaRx (o) > inf {pg(X) : g es concava y py(X) > VaRx(a)}

Para demostrar la otra desigualdad, considérese una funcién de distorsién g, concava
tal que py(Y) > VaRy (a) para cualquier riesgo Y. Sea g € (1 —a, 1) y Y, ~ Bnlli(q).

Como
0 siy <0
Fy(y)=q1—-q siye0,1]
1 siy > 1,

entonces VaRy (o) = 1. Ademas py(Yy) = g(g). Como g(x) < 1y se tiene que cum-
plir que py(Yy) > VaRy,(a) entonces gq) = 1. Esta condicion debe cumplirse para todo
ge(1—a,l).

Esto significa que g vale 1 en el intervalo (o, 1). Como g es concava, entonces
, [z
g(x) > mln{—, 1} , € (0,1).
!

Por tanto, py(X) > TVaRx (o). Esta desigualdad se cumple sin importar cudl es la
funcion de distorsion concava g tal que py(X) > VaRx (o).

Entonces,

TVaRx (o) < 1inf{py(X): g es concavay py(X) > VaRx(a)}.
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3.3.5. Medidas de riesgo por distorsion

Las medidas de Wang son un caso particular de las medidas de riesgo por distorsién,
definidas para variables aleatorias que no necesariamente son positivas.

Definicién 3.3.11. (Medida de riesgo por distorsidn)

Se dice que p es una medida de riesgo por distorsion si

1
o) = [P = udglu)

donde g es una funcién de distribucion en [0,1] que se conoce como funciéon de
distorsion.

De manera andloga a las medidas de Wang, se puede reescribir a las medidas de riesgo
por distorsion.

Teorema 3.3.6.

Si p(+) es una medida de distorsién con funcion de distorsion g, entonces

0o 0
o) = [ gt = Px(e)dz = [ 11901 = P

—00

Demostracion:

1
p(X) = /0 F'(1— u)dg(u)
1

Fx (0)
- / Fx'(1 —u)dg(u) + / Fx'(1 = u)dg(u)
0 Fx(0)

Integrando por partes y haciendo el cambio de variable u = Fx(z), se puede reescribir
la medida de riesgo como

0o 0
p(X) = [ a0 = Fx@yds = [ - g1 = Px(a)lde.

—00
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Observacion 3.3.7.

Si g es la funcion de distribucion de una variable aleatoria Unif[0, 1], i.e. g es la funcién
identidad en (0,1). Entonces,

pX) = [ Bxande [ (1= 0- Pa(@)da

—0o0

_ /OOO Sx(z)dz — /_(; Fx(2)da
E(X)

Ejemplo 3.3.9.
Considerése una funcién de distribuciéon g(z) = z¥. A la medida
1
px (k) = / F' (1 — wku*du
0

también se le conoce como medida de riesgos proporcionales cuando k < 1, pues asi g seria
concava.

Definicion 3.3.12. (Funcion espectral)

Una funcion espectral es una funcion ¢ : [0, 1] — Ry no-creciente tal que

1
/ o(t)dt = 1
0

Definicion 3.3.13. (Medida de riesgo espectral)

Se define la medida de riesgo espectral asociada con la funcion espectral ¢, py, como

po(X) = [ P ot




112 Capitulo 3 Medidas de riesgo

Proposicién 3.3.11.

(i) Sipg(X) es una medida de riesgo espectral, entonces es coherente.

(ii) Las medidas de distorsion con funciéon de distorsion concava son medidas es-
’
pectrales con ¢ =g .

3.4. Comparacion de riesgos y medidas de riesgo

Como se menciond anteriormente, existe una relacion fundamental entre la comparacién
de riesgos y las medidas de riesgo.

3.4.1. Orden inducido por el VaR

Definicion 3.4.1.

Sean X, Y riesgos. Se dird que X es menos peligroso que Y, con respecto al VaR, si
para todo o € (0,1)
VaRx (o) < VaRy(a).

Se denotard como X <y.p Y.

La relacion <y ,r que se acaba de definir, constituye un orden parcial en el espacio de
las leyes de probabilidad (se puede verificar que es reflexiva, transitiva y anti-simétrica).
Como en el Capitulo 1, esta relacidon se denotard entre variables aleatorias en vez que entre
distribuciones de probabilidad. Con esta notacién, la antisimetria no implicard igualdad
de variables aleatorias si no igualdad de las correspondientes funciones de distribucion, i.e.

X 2ver Y vY Xyer X implicard que X 2y,
Notacién 3.4.1.

La relacion <y,p también se denota como =g, <1, <psp (en Teoria de Dominancia
Estocastica). v

A continuacion, se estudiaran algunas condiciones equivalentes para que se cumpla la
relacion X <y.r Y.
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Proposicién 3.4.1.

Sean X, Y variables aleatorias. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) X 2ver Y.
(ii) Para todo t € R, Fx(t) > Fy(t).

(iii) Para todo t € R, Sx(t) < Sy (t).

A continuacion se estudiaréan algunas propiedades y caracterizaciones de la desigualdad
estocastica X <y.r Y.

La propiedad anterior establece que X <y ,r Y cuando la funcién de supervivencia de
X,Y son mutuamente dominantes.

Teorema 3.4.1.
Sean X,Y variables aleatorias. si y sélo si existen variables aleatorias

(i) X 2yar Y si y solo si para toda funcion creciente g, E(g(X)) < E(g(Y))
(siempre que E(g(X)),E(g(Y)) existan).

(ii) X =<yqur Y siy solo si para toda funcion g tal que, ¢’ > 0 se cumple que
E(g(X)) < E(g(Y)) (siempre que E(g(X)), E(g(Y)) existan).

Demostracion:

(i) Si U ~ Unif]0,1], entonces por el Teorema de Transformada Integral se cumple que
xZ VaRx(U) (por ser un cuantil). Entonces,

1
E(g(X)) = E(g(VaRx(U)) = /0 o(VaRx(t))dt

< /Olg(VaRy(t))dt
= E(g(Y)).
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t —
(ii) Considerése la aplicacion x — —® <x>, donde @ es la funcion de distribucion de
o

la normal estandar. Nétese que dicha aplicacion es creciente. Entonces,

wlo ()] <ele ()]

Entonces,

rx o) = 8fo(X0)] <xlo (X))

= ]P)(Y > xt,a)

Haciendo o — 0, se tiene que P(X > t) <P(Y > t).

g

El siguiente resultado establece una condicién suficiente para que haya una relaciéon de do-
minancia entre las funciones de densidad.

Proposicion 3.4.2.

Sean X,Y variales aleatorias. Si existe ¢ € R tal que fx(t) > fy(t) para todo t < ¢
y fx(t) < fy(t) para todo t > ¢, entonces X <y,r Y.

Demostracion:

Para x < ¢, se cumple que

Fy(z) = /Ozfx(t)dtz/Oxfy(t)dt:Fy(m)

y para x > ¢, se cumple

Sx(x) = /oofx(t)dtz/Oofy(t)dt:Sy(x).

X 2ver Y.
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g

La siguiente pregunta de interés es la comparacién de dos riesgos sabiendo que superan un
cierto nivel de t. Es decir,

(X[X >1t) 2var (Y]Y > ¢)

independientemente del nivel de ¢. La pregunta es interesante ya que puede ocurrir que
X =vaer Y perono (X|X > t) <yar (Y|Y > t). El siguiente ejemplo exhibe dicha situacion.

Ejemplo 3.4.1.
Considérese X ~ Unif(0,3) y Y variable aleatoria con densidad
1 1 1
fy(y) = 61[0’1] (y) + 51[1,2} (y) + 51[2,3] (v)

y funciéon de distribucién

(
% siy € [0,1]
y 1
Fy(y) = Z—g siy € (1,2
3 siy € (2,3)
1 siy > 3.
X 2var Y
Notese ademéas que
0 siz<l1 0 siz<l1
Fx(x)—Fx(1 . _ .
Fypysy = { D g e (1,3) =S =1 size(1,3)

1 six >3 1 six > 3.

Es decir, (X|X > 1) ~ Unif(1,3). Ademas,
3 2
fyiy>1(y) = 51[1,2] (y) + 51[2,3] (y)

LYY 21) 2ver (XX > 1)
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Proposicién 3.4.3.
Sean X, Y riesgos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) Para todo t € R, (X|X > t) Sy.r (Y]Y >10).

(ii) La aplicacion t — g}’;((g es no-decreciente.

(iii) Para cualesquiera u < v, Sx(u)Sy(v) > Sx(v)Sy (u).

Se puede hacer esta comparacion estocastica condicionada a partir del indice de riesgo

i) =55

Proposicion 3.4.4.
Sean X, Y riesgos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) Para todot € R, (X|X > t) =yer (Y|Y >1).

(ii) Para todo t € R, rx(t) > ry(t).

Demostracion:

X X
log(Sx) es no-decreciente. Esto es equivalente a que se satisfaga rx(t) —ry(¢) >0

S S
El cociente —~ es no-decreciente si y s6lo si log (SY> es no-decreciente, i.e. log(Sy) —

pues % (log(Sy (t)) —log(Sx(t))) = rx(t) — ry(t) > 0. Entonces, por la proposicién ante-
rior (X|X >t) <yer (Y|Y >1t). O

Notacion 3.4.2.

En virtud de la proposiciéon anterior se utiliza la notacién

(XX >1t) 2ver (Y]Y >t) siysolosi X <p, Y.
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Supongase que la tasa de riesgo se disminuye en un factor &, i.e.

rx=«(t) = rx(t) <rx(t), para & >1

§

Sxe(t) = exp{—/otrx*(s)ds} :exp{—é/otrx(s)ds}
_ <exp{—/0trx(s)ds}>l/£

= (Sx()VE.

Entonces,

Entonces PH¢(X) = E(X*), pues
E(X*) = /OOO Sx«(t)dt = /Ow(sx(t))l/fdt = PH¢(X)

Es decir, la medida de riesgo PH reemplaza el riesgo inicial X por un riesgo transformado
X*, cuya tasa de riesgo es menor y simplemente se calcula su esperanza, y por la proposicion
anterior, para cualquier ¢ € R

(XX >t) Sver (XF| X" >t).
3.4.2. El Cociente de verosimilitudes y el principio de Esscher
Ahora, se intentaran hacer comparaciones
(Xla <X <a+h) 2ver (Y]a <Y <a+h),

para cualquier nivel a € R, e incremento h > 0. Esto corresponde a la situacién en la que
una reaseguradora cubre la capa (a,a + h) de un riesgo X, i.e.

0 siX <a
Xaarn =§X—a sia<X<a+h
h si X >a+h,

i.e. a es la retencion y h es el limite.
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Proposicién 3.4.5.

Sean X,Y variables aleatorias con funcion de densidad fx, fy, respectivamente. Si

fx(t)

™0 es decreciente en la unién de los soportes de X e Y, 6 equivalentemente
Y

fx(u)fy(v) > fx(v)fy(u) para todo u <wv

Entonces para todo a € R,h >0

(X|CL§X§(L+h) =VaR (Y|CL§Y§CL+h).

Demostracion:

La demostracion es directa con la Proposiciéon 3.4.3 dado que paraa < u <b<w

IP’(nggb)<P(u§Y§b)

Pla<X <b) “ Pla<Y <b)
si y s6lo si

P(a§X<u)>P(u§X§b

Pla<Y <u) ~ Plu<Y <b)
Y entonces,

]P’(ng<b)>]P’(b§X< )

Plu<Y <b) ~Pb<Y <w)
si y s6lo si

Notaciéon 3.4.3.

En virtud de la proposiciéon anterior se usa la notacién

(Xla<X <a+h)=ver Y]a<Y <a+h)siysolosi X <, Y.
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Si X}, es la transformada de Esscher de X, entonces el cociente de verosimilitudes de X y
X}, es proporcional a e® que es una funcion de x decreciente, entonces por la proposicion
(3.4.5)
(X]a <X <b) 2var (Xpla < X <)

para a < b.

Proposicién 3.4.6.

Si (X]a <X <b) =ver (Y]a <Y <b) para cualesquiera a < b, entonces para todo
h > 0, ESX(h) < ESy(h).

Demostracion:

Por la proposicion (3.4.5) para cualesquiera u < v

fx () fy (v) = fx(v) fy (u).

Entonces

ehu ehv ehu ehv

mfo(u)fY(v) > mmfx(v)fy(u)'

De aqui que para cualesquiera u < v, fx, (u) fy, (v) > fx, (V) fy, (u), .. (X]a < X <b) <var
(Y]a <Y <b). O

3.4.3. Comparacién uniforme del TVaR

Ahora, se estableceran criterios para hacer comparaciones en término del TVaR.

Definicion 3.4.2.

Sean X,Y variables aleatorias tales que E(]X|), E(|Y]) < oo. Se dird que Y es més
peligroso que X, con respecto al TVaR si para todo a € [0, 1]

TVaRx(a) < TVaRy ()

Se denotard X <y.r Y.

Observacion 3.4.1.
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El hecho de que E(|X]),E(|Y]) < oo garantiza la existencia del TVaR y la definicion
tenga sentido. En muchos de los resultados que se enunciaran mas adelante, se pedira dicha
finitud en la media. Esta hipotesis adicional, hace diferentes las comparaciones =<y,r y

=TVaR- v

La relacion <y ,r también se denota como =g (como en el Capitulo 1, y de nuevo viene
el paralelismo), <2 =< (orden convexo-creciente para los probabilistas) y <gsp.

A continuacién se restringira la atenciéon en la relacion X <ry,.r Y a varibles que sa-
tisfagan ademés que E(X) = E(Y) y esta relacion se denotard como X <¢ox Y.

Definicion 3.4.3. (Orden convexo)
Sean X, Y variables aleatorias tales que E(|X]),E(]Y]) < oo

E(X) = E(Y)

X Zcx Y siyso6losi =
X 21vaer Y>

equivalentemente

TVaRx(0) = TVaRy (0)

X <cx Y siysolosi =
TVaRx(a) < TVaRy(a), para todo a € (0,1).

Proposicién 3.4.7.

Sean X,Y variables aleatorias. Si X =<ys,r Y y E(X) = E(Y) entonces
Sy (z) = Sx(x) para todo = € Ry.

Demostracion:

Como E(Y) —E(X) = /OOO(Sy(x) — Sx(z))dx = 0, entonces Sy (z) — Sx(z) = 0, i.e.
Sx(l'):Sy(w). O

3.4.4. TVaR y primas stop-loss

Las relaciones de orden <ryv.r v <cx tienen una interpretacién en términos de primas
stop-loss.
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Proposiciéon 3.4.8.

Sean X,Y variables aleatorias tales que E(|X|), E(]Y]) < co. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) Para todo t € R, E[(X — t),] < E[(Y — t))].

(ii) Para todo p € [0,1],
P P
/ Fit(w)du > / Fy 'l (u)du. (3.2)
0 0
(iii) Para todo p € [0, 1],

1 1
/ Fit(u)du < / Fyl (u)du. (3.3)
P P

Demostracion:

1 1
Como E(X) = / Fil(u)du y B(Y) = / Fy'(u)du para todo p € [0,1], las desigual-
0

0
dades (3.2) (3.3) son equivalentes.

P
Entonces, se demostrara que E[(X —¢)4] < E[(Y —t)+] es equivalente a / Fyt(w)du >
0

P
/ Fy ' (u)du. Se demostrara el resultado para funciones de distribucion continuas que si
0

intersectan en un nimero finito de puntos; el razonamiento general es similar pero con de-
talles técnicos mas elaborados.

Como E[(X —t)4] < E[(Y —t)4)], entonces F'x es menos que Fy hasta el primer cru-
zamiento y Fy domina a Fy después del ultimo cruzamiento y como E(X) = E(Y), Fx y

Fx se deben intersectar al menos una vez.

Ahora, sean (yo,p0), (y1,p1), (y2,p2) tres puntos de interseccion de F'x y Fy tales que
Yo < Y1 < Yo

La hipotesis de continuidad garantiza que para i € {0,1,2}

pi = Fx(yi) = Fy (),
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Como para todo t € R E[(X —t)4] <E[(Y — t)4] entonces

Sx(z)dr < Sy (z)dz.

Y2 Y2

Por tanto,

1 [e’s)
[ Etwdn = w-p)+ [ Sx(ys

P2 Y2
< p(l-p)+ | Sy(z)de
Y2
1
= /F;l(u)du
p2

(3.4)

Entonces para u € [p1,pa], Fyx' (u) — Fy'(u) < 0. Por tanto, la aplicacion p +

1
/ v (u)]du. es no-decreciente para p € [p1,ps]. Entonces, por la expresion

p
(3.4), para todo p € [p1, p2]

1 1
/ Fil(u)du < / Fy (u)du.
P P
De nuevo, como E[(X —t)1] < E[(Y —t)4] entonces

Yo Yo
FX(a;)de/ Fy (z)dz

—00 —00

De aqui que

Po
/ Fil(u)du = yopo — dx
0

> Yopo — dx

/_iFX(fU)
/_Z:FY(%)
- /OpoF (u)du.

(3.5)

(3.7)

Entonces para u € [po,p1], F)}l(u) - F;l(u) > 0. Por tanto, la aplicacion p

p
/ [F);l(u) — Fgl(u)]du. es no-decreciente para p € [pg, p1]. Por tanto, para p € [pg, p1]
0

/Op Fy'(w)du > /Op Fyl(w)du

(3.8)
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Entonces, con las ecuaciones (3.6) y (3.8), se obtiene la expresion (3.2).

Para la otra implicacién, como

1 1
F)}l(u)dug/ Fy 'l (uw)du,

P2 P2
entonces,

/ " Sx(@)dr =

Y2

De aqui que para x € [y1, y2| se tenga que Sx () — Sy (z) < 0y entonces para y € [y1, y2]
o0

la aplicacion y — / [Sx(x) — Sy (x)]dz sea no-decreciente. De aqui que para y € [y1, ya2].
y

/yoo Sx(z)dx < /yoo Sy (z)dz

Pero por (3.2) se tiene que

Po Po
/ Fit(u)du > / Fy 'l (u)du.
0 0

Entonces,

Yo Po 1
Fy(@)ds = yom— [ Fy'(u)du
oo 0
Po 1
< yopo — / Fr (u)du
0
Yo
= Fy (x)dx (3.9)

Es decir, para = € [yo, y1] se tiene que Fx(z) — Fy(z) < 0y entonces para y € [yo, y1]
y

la aplicacion y — / [Fx(z) — Fy(z)]dx es no-creciente. Entonces por la expresion (3.9)

Yy Yy
/ Fy(2)de < / Fy (2)dz, y € [yo, il.
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O

Corolario 3.4.1.
Sean X,Y riesgos tales que E(|X|),E(|Y]|) < oy E(X) = E(Y)
(i) X <¢x Y siy solosipara todot € R, E[(X —t)+] <E[(Y —t)4].

(ii)) X <rver Y siy solo si para todo t € R, E[(X — )] <E[(Y —t)4].

Entonces, los ordenamientos <cx v =7v.r se pueden interpretar como primas de rease-
guro asociados a una cobertura stop-loss i.e. comparaciéon del tipo <7y.r y Scx permitird
comparar contratos stop-loss con diferentes retenciones.

3.4.4.1. TVaRy funciones convexas

De la misma forma que la relaciéon <y,g esta relacionada con funciones crecientes, las
relaciones <¢ox v STv.r estan relacionadas con funciones convexas, y convexas crecientes
como lo establece el siguiente resultado.

Proposicion 3.4.9.
Sean X,Y variables aleatorias tales que E(|X|), E(]Y]) < oo

(i) X 2¢x Y siy soélo si para toda funcion convexa E[g(X)] < E[g(Y)]
(siempre que E[g(X)], E[g(Y)] existan).

(i) X <¢x Y siy solo si para toda funcion g : R — R tal que ¢” > 0 E[g(X)] <
E[g(Y)] (siempre que E[g(X)], E[g(Y)] existan).

Demostracion:
(<) Esta implicacion es directa pues la aplicacion x +— (x — t)4 es convexa.

Entonces E((X —t)+) < E((Y —t)4). De aqui que por el inciso (i) del Corolario (3.4.4),
X =<cxY.

(=) Como toda funcién convexa g es el limite uniforme de la sucesion de funciones convexas,
{gn}r2, definidas como
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gn(z) = i + af" x+2/3 N
7=0

donde agn), agn) € R, B(()n), ,B%n), - ,,Bén) >0y0< t(()n) < tgn) <...< tﬁ{”

Aplicando el operador esperanza de ambos lados

n

Elg(X)] = o +ad"EX) + Y AMEX — "))
j=0

< of” +afEX) + Y BE(Y o

—~

-n))+] pues X <cx Y
=0
= Elg(Y)].

Entonces, por el Teorema convergencia mondtona

Elg(X)] = lm E(gn(X)) < lim E(X)(gn(Y)) = E(Y).

n—oo n—00

La demostracion del inciso (ii) es analoga a la demostracion del Teorema 3.4.1

O
Proposicién 3.4.10.
Sean X,Y variables aleatorias tales que E(|X|),E(]Y]) < oo
(i) X =2rver Y siy solo si E[g(X)] < E[g(Y)] para toda funciéon convexa y

creciente E[g(X)] < E[g(Y)] (swmpre que E[g(X)] < E[g(Y)] existan).

(i) X 2rver Y siysolosi E[g(X)] < E[g(Y)] para toda funcion g : R — R talque
g, 9" >0 (siempre que E[g(X)], E[g(Y)] existan).

Observacion 3.4.2.

Heuristicamente, las funciones convexas son aquellas que toman sus valores mas altos
en intervalos de la forma [—o0, a]U[b, >0, a < b. Por esta razon, si X <cx Y 6 X <ry.r Y,
Y “toma valores extremos” con “més” frecuencia que X, i.e. Y es mas “variable” que X.

Una justificacion adicional es que si X <¢x Y entonces

VaRx(a) < VaRy(a)
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esto viene del hecho de que la aplicacién = +— g(x) = 22 es convexa. v

El siguiente resultado es una caracterizacién del TVaR con respecto a la esperanza
condicional.

Teorema 3.4.2.

Sean X,Y variables aleatorias. X <¢x Y si y solo si existen variables aleatorias
X ,}7 (definidas en el mismo espacio de probabilidad) tales que X Lx , Y Ly y
E [f/(;z] ~- X

Demostracion:

Supongase que existen variables aleatorias XY tales que X 2x , Y 2y yE [Y‘X } =
X Sea g una funcién convexa; entonces
Elg(X)] = Elg(X)]=E |g (E(V]X))]
< E [(E[g(?)\f(])} en virtud la desigualdad de Jensen
= E[g(Y)] =E[g(Y)].
Es decir, E(g(X)) < E(g(Y)). De aqui que por la proposicion 3.4.4.1, X <cx Y . O

Corolario 3.4.2.

Sean X, e variables aleatorias independientes tales que E(e) = 0. Entonces

X cx X +e¢

Finalmente, se daran criterios para decidir si X <¢gx Y 6 X <ry.r Y en términos de
la funcién de distribucion.

Proposiciéon 3.4.11.

Sean X, Y variables aleatorias tales que E(X) = E(Y). Si existe una constante ¢ € R
tal que, para todo =z < ¢, Fy(z) > Fx(x) y para todo = > ¢, Fy(x) < Fx(x);
entonces X <¢ox Y.
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Demostracion:
Para t > ¢
E[(X —1),] = / P(X > 2)dz
t
< P(Y > x)dx
t
= E[(Y —1)]
Parat <e
t
E[(X —t)4y] = E(X) —/ P(X > z)dx
0

Proposicion 3.4.12.

Sean X, Y variables aleatorias tales que E(X) < E(Y). Si existe una constante ¢ € R
tal que, para todo =z < ¢, Fy(z) > Fx(x) y para todo = > ¢, Fy(z) < Fx(x);
entonces X <7y.r Y.
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Capitulo 4

Reaseguro éptimo bajo las medidas de riesgo

VaR, CTE y CVaR

4.1. Introduccién

En la literatura de Teoria del Riesgo, cuando se estudian modelos de reaseguro éptimo,
generalmente se supone que la prima de reaseguro se determina bajo el principio del valor
esperado.

En el capitulo anterior, ya se estudiaron algunos de estos modelos de reaseguro 6ptimo
bajo los criterios de valor esperado y la varianza. Pero principalmente en el principio del
valor esperado. Esto motiva que se quiera estudiar como se modifican los modelos de rease-
guro 6ptimo cuando no necesariamente se supone el principio del valor esperado.

La idea de esta seccién es estudiar algunos modelos de reaseguro 6ptimo suponiendo
algunos otros principios de primaje y, ain mdas importante, con criterios de optimizacién

basados en las medidas de riesgo: VaR, CTE y CVaR.

En un principio se consideraran so6lo formas de reaseguro cuota-parte y stop-loss. En-
tonces, el problema consistird en determinar el coeficiente cuota-parte 6ptimo, ¢* € [0, 1],
y la retencion 6ptima, d* € [0, 00) para los acuerdos de stop-loss. La optimalidad de éstos
serd con respecto a la optimizacion del VaR y CTE para funcionales (determinado por los
principios de primaje) de la pérdida (re)asegurada.

Posteriormente, sélo bajo el principio de primaje del valor esperado, se buscard den-
tro de una clase de funciones de riesgo cedido la forma de reaseguro 6ptimo, i.e. no se
pre-supondra que se estd trabajando con una forma de reaseguro particular. Es decir, la
soluciéon al problema de reaseguro éptimo en esta parte es més ambiciosa ya que también

129
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dara una forma explicita a la forma de reaseguro 6ptima (stop-loss, cuota-parte, share-loss,
surplus, etc).

Finalmente, se dard un pequefio giro al suponer el principio del valor esperado y se
supondrd un principio relacionado con la varianza y se utlizaran al VaR y al CVaR para
determinar también la forma de reaseguro 6ptimo. Tampoco se pre-supondrd una forma
de reaseguro si no también se determinaré éste; concluyendo que el reaseguro por capas es
Optimo (i.e. una combinacion de stop-loss y cuota-parte).

472. Descripcion del problema

Como antes, X denotara la pérdida (agregada) inicial que toma una aseguradora en
cierto periodo de tiempo (a la que se le aplicara reaseguro). Se supondra que X es una
variable aleatoria no-negativa en un espacio de probabilidad (€2, .%#,P) con Fx continua en
(0,00) con un posible salto en = 0. También se supondrd que E(X*) < oo para todo
k € Ny. En una estructura de reaseguro, la aseguradora cede parte de esta pérdida, g(X),
a la reaseguradora y la aseguradora retendrd I,(X) = X — g(X). Al igual que en los capi-
tulos anteriores, se llamara a la funcion g, funcion de pérdida cedida y a I, como funcion de
retencion ¢ de pérdida retenida. Una restriccion natural es que la funcion de riesgo cedido
satisfaga que 0 < g(z) < =.

Debido a esta transferencia de riesgo, la aseguradora paga a la reaseguradora una prima
de reaseguro. Por tanto, la suma de la pérdida retenida maés la prima de reaseguro se puede
interpretar como el costo total de administrar el riesgo cuando se considera una estrategia
de reaseguro.

Notacion 4.2.1.

7g(X) denotara la prima de reaseguro que la aseguradora paga a la reaseguradora por
la transferencia del riesgo g(X) y T4(X) representara el costo total 6 exposicion total al
riesgo de la aseguradora bajo una estructura de reaseguro. Entonces,

Ty(X) = 1y(X) + my(X)
v

En particular, si se supone el principio de primaje del valor esperado se vera que el
safety loading de la prima de reaseguro juega un papel fundamental para la obtenciéon de
esta estructura de reaseguro 6ptimo.
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Entonces, cuando se considera una estructura de reaseguro, se tiene interés en la expo-
sicion total al riesgo T,(X) en vez de directamente X. Esto claramente sugiere que si se
selecciona una funcion de pérdida cedida adecuada se podra reducir la exposicion al riesgo
de una aseguradora.

Ya se dijo que en los mercados asegurador y reasegurador hay una gran variedad de
estructuras de reaseguro. Entre éstas, se pueden considerar principalmente

» Cuota-parte: g(z) = cz, Iy(x) = (1 — ¢)x con ¢ € (0,1).

» Stop-loss: g(z) = (x — d)4, Ig(x) = x Ad con d € [0,00).

» Change-loss: g(x) = c(x — d)4, Ig(z) = (1 — c)x + c(x A d).

Dos casos particulares en este capitulo son el reaseguro stop-loss y el reaseguro cuota-
parte. En caso del reaseguro sea stop-loss se escribira X = I (X) + Xf{l, y en el caso de
que el reaseguro cuota-parte se escribird X = I4(X) + X} .

El objetivo de este capitulo es utilizar las medidas de riesgo VaR, CTE y CVaR para
encontrar una estructura de reaseguro 6ptimo. La optimalidad radicara en la minimizacion
de estas medidas de riesgo para la exposicion total al riesgo T4(X). Entonces, lo primero
que hay que hacer es dar las definiciones de estas medidas de riesgo.

A continuacion se daran las definiciones, suposiciones y se establecerd el modelo mate-
méatico. En particular, se recordaran las definiciones de Valor en Riesgo (VaR), Esperanza
Condicional de la cola (CTE) y Valor en Riesgo Condicional (CVaR) y se estudiaran algunas
propiedades de éstos en términos del problema de (rea)seguramieno que se esta estudiando.
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Definicién 4.2.1.
Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx y a € (0,1)

(i) Se define el Valor en Riesgo al nivel 1 — o como el cuantil al nivel 1 — a y se
denota por VaRx (), es decir

VaRx(a)=mf{z e R: Fx(z) >1—a} =inf{z e R: Sx(2) < a}.

(ii) SiE(X) < oo, se define la Esperanza Condicional de la Cola al nivel 1 —«, que
se denota como CTEx («), como

CTEx(a) = VaRx(a) + $ /V OOR ., Sx(@ds = E(X ~ VaRx (@),

(iii) Si E(X) < oo, se define el Valor-en-Riesgo Condicional, CVaR, de X al nivel

de confianza 1 — o como

1 «
CVaRx (o) = a/ VaRx (s)ds.
0

Como T,(X) = I,(X) + m4(X) refleja todo el costo de asegurar una pérdida para una
funcién de pérdida cedida g, la idea de administracion de riesgos de la aseguradora consis-
tird -en términos préacticos- en que las medidas de riesgo asociadas con T,(X) sean lo més
pequenas posibles.

Primero, se empezara con dos estructuras particulares de reaseguro: cuota-parte y stop-
loss. Dado que ya se decidi6 utilizar reaseguro cuota-parte ¢ stop-loss se resolverd

(a)

VaRTqS(X) (a; c*) = CIEI%(I;I;]{VCLRT(IS(X) (Oé; C)} (41)

(b)
CTETqS(X) (a; c*) = cgférh{CTEqu(X)(a; C)} (42)

(c)
VaRTsl(X)(a; dr) = glgg{VaRTsl(X)(a; d)}. (4.3)

CTEr, (x)(o;d*) = ggg{CTETsl(X)(Oé; d)}. (4.4)
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para diferentes principios de primaje y se dardn expresiones explicitas de los parametros
c* y d* 6ptimos.

Posteriormente, sélo bajo el principio del valor esperado se resolvera

(a)

VaRy,, (x)(a) = Ignelél {VaRTg(X)(a)} : (4.5)
(b)
CTEq,, (x)(o) = min {CTE7,(x)(a)} . (4.6)

Donde G es la clase de funciones de pérdida cedida que consiste de funciones convexas cre-
cientes, g, definidas en [0,00) tales que para todo x > 0, 0 < g(z) < z, pero excluyendo
a la funcién constante cero. Es decir, esta segunda 6ptica es ligeramente méas compleja ya
no que se sabe previamente la estructura de reaseguro que se usard; de hecho, la solucion
también especificard la forma del contrato de reaseguro (cuota-parte, stop-loss, surplus,
combinaciones de éstos, etc.

Finalmente, para principios de primaje de (re)aseguro relacionados con la varianza de
forma

m(X) =E(X)+¢Var(X)), (4.7)

(donde ¢ : [0,00] — [0, 00] es una funcién no-decreciente tal que £(0) = 0) se resolvera

(a)

VaRr, (x)(a) = gfleléTi{VGRTg(X) (@)}, (4.8)
(b)
CVaRr,. (x)(a) = gnelé&{CVGRTg(X)(a)}v (4.9)

donde G es la clase de funciones de pérdida cedida admisibles, Gt := {0 < g(z) <z :
I4(-) y g son no-decrecientes}.

En particular para (x) = -z se analizara el principio de la varianza y con {(z) = 6/x
el principio de la desviacién estandar.

Es decir, en la tltima parte se establecera que el reaseguro por capas es 6ptimo con
respecto a las medidas de riesgo VaR y C'VaR y todos los principios relacionados con la
varianza, adicionalmente se determinarin los pardmetros 6ptimos del reaseguro por capas.
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4.3.  Optimizacion bajo el criterio del VaR

4.3.1. Optimizacion de reaseguro cuota-parte

Ya se estableci6 que cuando hay un acuerdo de reaseguro, se divide la pérdida entre la
aseguradora y reaseguradora. En particular, para el caso del reaseguro cuota-parte

X =I(X)+ X¥ = (1-¢)X + cX.

Ademas, la variable del costo total de la aseguradora cuando hay una acuerdo de rease-
guro cuota-parte estd dada por

Tpo(X) = Lo (X) + 7(X%) = (1 — )X + 7(cX).

Entonces por el corolario 3.3.1 del Capitulo 3, el VaR de la variable del costo total de
la aseguradora esta dado por

VaRr, x)(a) = VaRy, x)(a) + m(XE) = VaRp, (x)(a) + m(cX).

Es decir, VaRr, (x)(a) depende del valor de VaR;, (x). Por tanto, el siguiente objetivo
es obtener una expresion para dicha cantidad.

Primero, se obtendra la funciéon de supervivencia de la variable I,4(X) = (1 — ¢)X.

Proposicion 4.3.1.

La funcién de supervivencia de la retenciéon de la aseguradora bajo reaseguro cuota-

SX< z ) sicel0,1)

parte es

1—c
0, sic=1.

St x)(T) =

Demostracion:
Caso1: Sie=1

Stex) (@) =P((1-c)X >x) = glingoSX({) =0.
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Caso 2: Si c € [0,1)

SIqS(X)(a;)—]P’((l—c)X>x)—IP<X> ° >—SX( xc).

Notacion 4.3.1.

Para a € (0,1),c € [0,1), VaRy, (x)(a;c) serd el VaR de I;5(X) con cesion del cuota-
parte c. \Y

Corolario 4.3.1.

Sia € (0,5x(0)), ¢ € [0, 1]. Entonces el Valor en Riesgo de la retencion y costo total
estan dados por

(i) VaRIqS(X)(a;c) =(1- c)S)_(l(a) =(1-c¢)VaRx(a).

(ii) VaRr,, (x)(a;¢) = (1 - 0)Syt (@) + m(cX).

Demostracion:

(i) Se puede demostrar directamente con el corolario (3.3.1) del Capitulo 3. Alternativa-
mente,

VaRp (x)(ase) = Wf{z e R: S (x)(2) <a}

= fnf{zER:SX< i Soz}
1—c
«

= (1—¢)-inf{zeR:Sx(z) <
= (1-c¢)VaRx(a).

}

(ii) Inmediato.
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A continuacion se enunciara el primer resultado en el que se establecen las condiciones
necesarias para la existencia del parametro de cesién 6ptimo bajo el criterio del VaR.

Teorema 4.3.1.

Considerése el problema de optimizacion

VaRr, x)(a;c’) = min {VaRy, (x)(a;c)}.
c€[0,1]
(i) Supongase que el principio de primaje satisface que 7(0) = 0. Ademés que
m(cX) = en(X) para ¢ > 0 constante. Entonces el problema de optimizacion
tiene solucion y el coeficiente 6ptimo de cuota-parte estd dado por:

. JoO si m(X) > Syt ()
‘T si m(X) < Syl(a),

y cualquier ¢* € [0,1] serd optima si 7(X) = Sy (a).

(ii) Sila aplicacion ¢ — m(cX) es estrictamente convexa para ¢ € [0, 1], entonces
existe solucion si y solo si existe una constante ¢* € (0,1) tal que
%W(CXNC:C* — Sy (@) = 0y dicho ¢* es el coeficiente cuota-parte 6ptimo.

Demostracion:

(i) Notese que

VaRTqS(X)(a; c) = (1- c)S_l(a) + em(X)
= Syl(@) +e(m(X) - Sit(a)).

Es decir, la aplicacién ¢ — VaRr, (x)(a;c) es una recta con pendiente (m(X) —
Sx'(a)) y ordenada al origen Sy (a).

e Sim(X) !

— Sy (@) > 0 entonces el minimo de VaRy, (x)(«;c) se alcanza en ¢ = 0.
e Sim(X)—Sy'(a) < 0entonces el minimo de VaRr, x)(a;c) se alcanza en ¢ = 1.

e Si m(X) — Sy (a) = 0 entonces VaRr, x)(a;c) = Sx'(a) es constante con
respecto a ¢ € [0, 1], por lo tanto todo ¢ € [0, 1] es 6ptimo.
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(ii) Como VaRr, (x)(a;c) = (1— ¢)Sx'(a) + m(cX), entonces

0
&VaRTqS(X) (a;0) = —S)_(l(oz) + —m(cX),

9? d?
@V@Rqu(x) ((X; C) = @W(CX)

Como ¢ — m(cX) es convexa, entonces ¢ — Valr, ) es convexa. Entonces

s(x) (asc
VaRr, (x)(a;c) alcanza su minimo en c* tal que %VaRTqS(X)(a;c)]c:c* = 0 ie.
-Syt(a) + %W(CX”CZC* =0. O
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Proposicién 4.3.2.

Considérese el problema de optimizacion

Valig, oo ese) = min {Valiy, coase)}

Para los siguientes principios de primaje, la cesion 6ptima es ¢* = 0si 7(X) > Sy'(«)
y ¢ =1si 1(X) < Sy'(a).

(1) 7(X)=(1+B)EX), >0

(2) 7(X) =E(X) + 8/ Var(X), 8> 0.

Var(X)
E(X) ’

(3) m(X) = E(X) + 3> 0.

VaR(X)

(4) m(X)=E(X)+8 VC”’(X)""YTX),

B,v > 0.

(5) 7(X) = VEX?).

(6) m(X)=EXP)/P p>1.

(7) w(X) = E(X) + B\/E[(X —E(X))3], §€(0,1).

(8) m(X) = E(X) + BE[(X — E(X))4], 8 € (0,1].
(9) 7(X) = [P (P(X > t)V/P dt.
(10) 7(X) =E(X) + BE(]X — X'|) donde X’ es una copia independiente de X.
(11) m(X) = E(X) + B[Fx' (1 —p) —E(X)], >0 pe (0,1).
(12) m(X) =21 [\ Fg'(a)dz, p € (0,1).
Demostacion:

Por la proposicion 1.2.2 del Capitulo 1, estos principios de primaje son homogéneos en

primer grado, i.e. m(cX) = e¢n(X) y el Teorema 4.3.1 demuestra este resultado. O
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Proposicién 4.3.3.

Considerése el problema de optimizacion

(1)

(iii)

VaRy, xy(a: ") = min {VaRr, (x)(a;0)}.
c€[0,1]
Para el principio de primaje 7(X) = E(X) + - Var(X), > 0; el problema
de reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima ¢* € (0,1) si y sélo si E(X) <
Sy'(a) <E(X)+28-Var(X) y el coeficiente cuota-parte 6ptimo es

Sx' (o) — E(X)
26 - Var(X)

c =

Para el principio de primaje 7(X) = E(X) + BE[(X — E(X))2], 8 > 0; el
problema de reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima ¢* € (0, 1) si y sélo si
E(X) < Sx'(a) < E(X) + 28E[(X — E(X))2],

y el coeficiente cuota-parte 6ptimo si

S5 e) ~E(X)
2BE[(X ~ E(X))Z]’

*

Para el principio de primaje m(X) = E(X) + v — /72 — Var(X),y > 0, 42 >

Var(X); el problema de reaseguro cuota-parte tiene soluciéon éptima c¢* € (0,1)
siy solo si Syl (a) > E(X)y

[Sx' (@) — E(X)]y

VVar(X)[Var(X) + (S5 (a

|
=
s’
S

y el coeficiente cuota-parte 6ptimo si
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(iv) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) +25Var(X) — fCov(X,Y), f >0
y Y variable aleatoria; el problema de reaseguro cuota-parte tiene soluciéon
optima ¢* € (0,1) si y solo si E(X) > fCov(X,Y) y E(X) — BCov(X,Y) <
5’)—(1 <A4BVar(X)+E(X) — BCou(X,Y) y coeficiente cuota-parte 6ptimo es

Syt (a) —E(X) + BCou(X,Y)
48V ar(X)

¢ =

(v) Para el principio de primaje 7(X) = %E(eBX), B > 0; el problema de reaseguro

cuota-parte tiene solucion optima ¢* € (0,1) si y sélo si existe una constante
c¢* € (0,1) siy sblo si existe una constante ¢* € (0,1) tal que

E(Xe ) = 5! (a)E(e” ),

y dicha c¢* es el coeficiente cuota-parte 6ptimo.

4.3.2. Optimizacién de reaseguro stop-loss

Como antes, cuando hay un acuerdo de reaseguro, se divide la pérdida entre la asegu-
radora y reaseguradora. Para el caso del reaseguro stop-loss

X=IgX)+X=(XANd)+(X-d),.

Ademas, la variable del costo total de la aseguradora cuando hay una acuerdo de rease-
guro stop-loss esta dada por

Ta(X) = La(X) + m(X3) = (X Ad) +7((X - d)-).

Entonces por el Corolario 3.3.1 del Capitulo 3, el VaR de la variable del costo total de
la aseguradora esta dado por

VaRy,(x)(a) = VaR x)(a) + m(XE) = VaRp,x)(a) + 7((X —d)4).

Es decir, VaRy,(x)(a) depende del valor de VaR;(x). Por tanto, el siguiente objetivo
es obtener una expresion para dicha cantidad.

Primero, se obtendra la funcion de supervivencia de la variable Iy(X) = X A d.
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Proposicién 4.3.4.

La funcién de supervivencia de la retencion de la aseguradora bajo reaseguro stop-loss

es
Sx(z) size0,d)
S _
1)) {o siaz>d.

Demostracion:

Srux)(x) = PIa(X)>z) =P(X Ad> )

= PXANd>2, X <d)+P(XANd>z, X >d)
PX >z, X<d)+P(X>d) siz<d
0 siz>d

Po<X<d)+PX>d siz<d

{
v
b
b

0 siz>d
_ Sx(z (d)+ Sx(d) siz<d
o siz>d
) Sx(z) sizel0,d
B 0 sixz > d.

O
Notacion 4.3.2.

Para a € (0,1),d € [0,00], VaRp (x)(a; d) serd el VaR de Iy (X) con retencion stop-loss
d. v

A continuacién se probara un lema técnico.

Lema 4.3.1.

- 0 sid € [0,5% ()]
S x)dx = d . -
/VaR,Sl(X)(a;d) a(0(?) / Sx(z)dz sid> Sy ().

5% (@)
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Demostracion:

/OO Srao0(r)dr = /d Sx(x)dx

VaRr , (x)(o;d)

d
/ Sx(x)dx side 0,8y (a)]
d
= d
/ Sx(z)dz sid>Sy'(a)
5x'(a)
0 side[0,5%" (a)]
— d
B / Sx(z)dz sid>Sy'(a).
55 (a)

Proposicion 4.3.5.

El valor en riesgo de la retencién y costo total de la aseguradora esta dada por
(1)
d side 0,55 ()]

VaR id) =
a Isl(X)(a ) {SXl(a) sid> S;(l(oz).

(ii)
d+7((X —d)y) side 0,8y (a)]

VaRr, x)(a;d) = {S)}l(a) +7(X —d)y) sid> S)}l(oz).

A continuacion se enunciara un resultado en el que se establecen las condiciones nece-
sarias para la existencia del pardmetro de retencién 6ptima bajo el criterio del VaR.
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Teorema 4.3.2.

Considérese el problema de optimizacion

Valir,o(es d”) = pia{VaBr, oo e d))

Supoéngase que el principio de primaje de reaseguro 7((X — d)4) es decreciente con
respecto a d.

(i) El problema de minimizacion stop-loss tiene solucién 6ptima si se cumple al-
guna de las siguientes condiciones:

(a) La aplicacion d — d + 7((X — d)4) es creciente en [0, Sy (a)].

(b) Existe una constante dy € (0, Sy (a)) tal que la aplicacion d — d-+m((X —
d)+) es creciente en [0, dg] y decreciente (dp, Sy ()].

Ademas si se cumple (a) 6 (b), la retencion 6ptima d* esta dada por

o {o si m(X) < Sy ()
oo si m(X) > Syt(a),

yd*=006d" =oo0sim(X)=S: ().

(ii) Si el principio de primaje satisface dh’m m((X —d)4+) = 0y existe una constante
—00

do € [0, 00) tal que la aplicacion d — d+7((X —d)4+) es decreciente en [0, dp] y
creciente en (dp, 00) entonces el problema de minimizacion de reaseguro 6ptimo
tiene solucién si y sélo si

Syt (@) > do + w((X — do)).

Ademas, si el problema de minimizacién tiene solucién, dg es el nivel de reten-
cién 6ptima de VaRy, (x)(a;d) y

min{VaRr, x)(a;d)} = do + (X —do)+).

Demostracion:

Recuérdese que




144 Capitulo 4 Reaseguro 6ptimo bajo las medidas de riesgo VaR, CTE y CVaR

d+7(X —d)y) side 0,8y (o)

Vafimoleid) = {S;?l(oz) +((X —d)4) sid>Syl(a).

Como d + 7((X — d)+) es decreciente, entonces d — Sy (a) + 7((X — d)4) de-
creciente, pero no se puede afirmar algo con respecto al crecimiento ¢ decrecimiento de
d— S)_(l (@) + 7((X — d)+). Entonces, d — VaRr, x)(a;d) es decreciente si d > Syt (a).

Ademas, si lim 7((X —d)1) = 0 entonces lim VaRy, (x)(a;d) = Sy'(@) (1a hipotesis
d—o0 d—o0 °
de que dh’m m((X — d)+) = 0 es natural, pues si la retencion de la aseguradora es “alta”
—00

entonces la prima de reaseguro serd “baja’”.

Entonces, para mostrar la existencia de una solucién 6ptima, sblo se tiene que buscar
en el intervalo [0, Sy' (a)]. En dicho intervalo,

VaRTsl(X) (Od; d) =d+ 7T((X - d)+)
Entonces,

» Si se cumple la hipétesis (i-a), entonces VaRy x)(«; d) alcanza su minimo en d = 0.
sl( )

= Sise cumple la hip6tesis (i-b), entonces VaRy, (x)(a; d) alcanza su minimo en d = oo,
Pero VaRy,(x)(a;0) =0+ 7((X - 0)4) =7(X) y dlim VaRr, (x)(o;d) = S;(l(a).
Es decir,

o {0 si m(X) < S ()
oo sim(X) > Syt(a).

Supéngase que Sy (a) > do + m((X — dp)+). Notese que dy € (0,55 (a)), pues si
dy > Sy'(a) entonces m((X —dp)+) +do > Sy' (), que seria una contradiccion a la hipo-
tesis.

Como dy € (0, Sy (), Sx'(a) > do + (X —do)4) = VaRp,x)(o;do) y d = d +
7((X—d) ) es decreciente enn [0, do] y creciente en [dg, 00) entonces ming>o{VaRy, x)(a;d)}
existe.

Como existe el punto critico de d — d + 7((X — d)+) y mingso{VaRz,x)(;d)} =
VaRr, x)(a;do) entonces Syt (a) > do+ (X — do)+). O




Sec. 4.3 Optimizacién bajo el criterio del VaR 145

Lema 4.3.2.
Para d < 0 se satisface
1. 2E[(X - d)4] = ~Sx(d).
2. Param € Ny, ZE[(X —d)7] = —mE[(X —d)7'].

3. ZVar[(X —d)4) = —2(1 — Sx(d))E[(X — d)4].

Demostracion:
1. -
LEix — )= 2 /d Sx(@)dz = —Sx (d)
2.
;dE[(X —d)7 = ;d (m /doo(x - d)mlSX(x)da:> .
= m;d /doo(ac —d)" 1 Sx (z)dx + /doo(a: —d)" Sy (z)dx.
— m(m—1) /d (x — d)™Sx (¢)dz = —mE[(X — d)").
3.
Varl(X —d),] = o [BIX — %~ E((X )]
= “2B[(X - ] - (X~ d).]
= OE[(X )]~ 2E[(X — d)] SEI(X —d).)

= —9E[(X —d),] + 2E[(X — d);](—Sx(d))
= —2(1 - Sx(d)E[(X — d)4].

Observacion 4.3.1.




146 Capitulo 4 Reaseguro 6ptimo bajo las medidas de riesgo VaR, CTE y CVaR

Si la prima 7 (-) satisface la hipotesis (ii) del Teorema 4.3.2 y dj es la tnica constante en
[0, S5 ()] tal que d — d+7((X —d)+) es decreciente en [0,dp] y creciente en [do, Sy ()],
entonces es la tinica solucién al problema de optimizacién 4.3. v

Proposicion 4.3.6.

Considérese el problema de optimizacion

VaRr,x)(e:d”) = min {VaRr,x)(e;d)}.

Para los siguientes principios de primaje, la retencion éptima es dgp = 0 si 7(X) <
Syt(a) y d* = oo si m(X) > Syt (a):

(i) 7(X) = VEX2).

(i) 7(X) =E(XP)Y/P, p>1.

(ii)) w(X) = E(X) + 8\/E[(X —E(X))3], 8€(0,1).

(iv) = [TO(B(X > t)YP dt.

(v) 7(X) = E(X) + ﬁ[F)} (1-p)~E(X)], 8> 0pe (0,1),
(vi) 7 —lflp x)dz, p € (0,1).

(vil) m(X) = éE(e/BX) B> 0.
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Proposicién 4.3.7.

Considerése el problema de optimizacion

VaR d*) = VaR cd) .

aBr, (s d’) = min {VaRr, x)(e;d)}

(i) Para el principio de primaje w(X) = (1 + B)E(X),8 > 0; el problema de
reaseguro stop-loss tiene solucion 6ptima d* € (0,00) si y sélo si

o0

S¢l(@) >do+ (1+8) | Sx(x)da
do
—1 1 . . e
donde dy = S 55/ Ademas es la unica retencién éptima.
(ii) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) + SE[(X — E(X))+], 8 € (0,1]; si

existe dp > 0 tal que 8- Sx(do + E[(X — dp)+]) = 1 entonces el problema de
reaseguro stop-loss tiene solucion 6ptima d* € (0,00) si y sélo si

S5M(@) > do +E[(X — do)+] + BE[(X — do)+ — E[(X — do)])+].
Ademas, d* = dg es la tnica retencién 6ptima.

(iii) Para el principio de primaje m(X) = E(X) + Var(X), B > 0; si existe dy > 0
tal que 2BE[(X — dy)+] = 1, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene
solucion 6ptima d* € (0,00) si y sélo si.

Sx'(@) > do > E[(X — do)+] + BVar((X — do)+],

Ademas, d* = dj es la tnica retencién 6ptima.
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(iv) Para el principio de primaje 7(X) = E(X)+ SE[(X —E(X))2], 8 > 0; si existe
do > 0 tal que 2BE[(X — dy — E[(X — dp)+)+] = 1, entonces el problema de
reaseguro stop-loss tiene solucion 6ptima d* € (0,00) si y sélo si

Sx'() > do +E[(X — do)+] + BE[((X — do)+ +E[(X — do)+])}].
Ademas, d* = dy es la tnica retencién optima.

(v) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) + v — /v2 — Var(X), v > 0,
72 > Var(X); si existe dg > 0 tal que
E[(X — do)+]

V= Var((X —dg)]
solucion 6ptima si y soélo si

= 1, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene

Syt(a) > do + E[(X — do)+] +v — V72 — Var[(X — do)+]-

Ademas, d* = dy es la tnica retencién 6ptima.

4.3.3. Eleccién 6ptima del tipo de forma de reaseguro

La idea de Cai & Tan (2007), suponiendo el principio de primaje de esperanza para la
prima de reaseguro my(X) = (1+p)E(g(X)) (donde p > 0 es el safety loading, es determinar
las funciones de pérdida cedida que minimicen las medidas de riesgo (VaR y CTE) del costo
total T5(X) en algunas clases de funciones pérdida particulares.

Definicion 4.3.1.

Sea G la clase de funciones de pérdida cedida que consiste de funciones convexas
crecientes, g, definidas en [0,00) tales que para todo x > 0, 0 < g(z) < z, pero
excluyendo a la funcién constante cero.

Observacion 4.3.2.

Todas las funciones en G son continuas en [0,00) ya que son mondtonas y convexas. V

El modelo de reaseguro 6ptimo se puede formular de la siguiente manera

(i) Optimizacion del VaR
VaRy,, (x)(a) = I;lelg {VaRTg(X)(a)} . (4.10)
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(ii) Optimizacion del CTE

Un primer planteamiento intentard encontrar la posible soluciéon mediante “aproxima-
ciones”. Para esto, se necesitaran algunas definiciones auxiliares.

Definicion 4.3.2.

Sea H la clase de las funciones de pérdida cedida que consiste de todas las funciones
no-negativas, h, definidas en [0, 00) de la siguiente forma

n

Paran € Ny, h(z) := chd-(x —dnj)+s (4.12)
j=1

donde para todo n € Ny, ¢, ; > 0, d,, ; > 0 son constantes tales que

n
0< chd <1,
Jj=1

¥ {dnm},,_; €s una sucesion finita, no-decreciente.

Es importante estudiar reaseguro 6ptimo en H ya que H es una subclase de G. Ademas
con una metodologia andloga a la de Miiller & Stoyan (2002) Teorema 1.5.7 p.18 con res-
pecto a un orden creciente convexo, cualquier funcién en G es el limite de una sucesion de
funciones H, i.e. H es una subclase densa en G. Por tanto, utilizando algunos teoremas de
convergencia del VaR y CTE, se demostraréd que las funciones 6ptimas en H, que minimizan
el VaR y el CTE del costo total, T,(X), (para h € H) también minimizan 6ptimamente al
VaR y CTE del costo total, T,(X), para g € G.

La importancia de los primeros resultados que se analizardn es que establecen que el
reaseguro 6ptimo puede tener forma stop-loss, cuota-parte 6 change-loss, dependiendo de
los niveles de confianza de las medidas de riesgo y del safety loading que se esté cobrando.

Se supondré que X tiene funcion de distribucion Fx continua en (0, 00) con un posible
salto en x = 0. Esto permite que X se pueda representar como una suma aleatoria Zf\; 1 X

Bajo la suposicién de que la prima de reaseguro se determina utilizando el principio
de prima esperada, para cualquier funcion h(z) = Z?Zl cn,j(x — dnj)+ € H la prima de
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reaseguro sobre la pérdida cedida h(X) se puede escribir como

m(X) = (14 B = (1) | Yen [ Sxtadde] (4.13)
=1 n.j

Notacion 4.3.3.

Para ¢ € {1,...,n} definase

i i
Apii=1- E Cnj y Bni = g Cn,jdn,j-
j=1 7j=1

Proposicién 4.3.8.

La pérdida retenida para las funciones en H se puede escribir como
In(z) =2 —h(z) =237 cnj(x—dnj)t

x si r <dpn

. 4.14
An,i -T+ Bn,i 51 dn,i <z< dn,i—i—l ( )

ie{l,...,.n—1}

App-x+ Byy si T >dyn.

)

Si se escribe I (X) de la forma que se hace en la proposicion anterior se puede observar

que I (X) es una funcion de X coéncava no-decreciente, ademas los coeficientes de Ip(X)
satisfacen

Apidn g1 + Bni = Apit1dnit1 + Bpjig1 parai € {1,...,n —1}.

A partir de la expresion (4.14) se puede demostrar el siguiente resultado
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Proposicién 4.3.9.

La funcién de supervivencia de la retencién aproximada de la reaseguradora estéi
dada por

Sx(x) si x <dp

Sx(ﬁi;“) si ief{l,...,n—1}

Sinx)(@) = Apidni 4+ Bni <o < Apidy i1 + By

(4.15)

_Bn n :
Sx (%T) S1 T > An,ndn,n + Bn,rm

donde si A, ; = 0 para algin i € {1,...,n}, entonces Sx (i@) = lim Sx(z)

7,1 T—+00

A partir de (4.15) se puede determinar que el VaR de I;(X) al nivel de confianza 1 — «
estd dado por

([ Sy (o) si Sy(a) <dna

An,iS_(Oé)-i-Bn,i si iE{l,...,n—l}
VaRyp, (x)(a) = X dni < S5(0) < dnisi (4.16)

ApnSy(a) + By s dppm < Sy ().

Y por tanto también se puede obtener una expresion para el VaR de T}, (X)

( S)_((Oé) + ﬂ'h(X) si S}(O&) < dn,l
. An,iS;(a)—i-Bn,i-i-Wh(X) si iE{l,...,n—l}
VaRa, i (@) = dni < Sy(a) < dnita
ApnSy(a) + Bpy +mp(X)  si dppn < Sy(a).
Notacién 4.3.4.
* 1 * —( %
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Y noétese que

W(@) =+ pl* /:O Sx(t)dt, >0, (4.18)

u(w) = S (o) + — / T St > 0. (4.19)
P* Js5(x) N

Vv

W(d) =d*+ 5 [ Sx(t)dt
=Sy (p*) + p% fg:i((p*) Sx (t)dt = u(p*),

1 © 1
YO =0+ 2 /0 Sx(t)dt = - E(X) = (14 pE(X)

El objetivo de esta seccion es obtener la funcién de pérdida cedida éptima en la clase G, g%,
bajo el criterio del VaR, es decir, se resolveré el problema de optimizacion (4.10). Como ya
se dijo antes, primero se encontraran los 6ptimos en la clase H y se probara que también

son Optimos en G.

Es decir, seré suficiente encontrar solucién al problema de optimizacién

Los siguientes dos resultados seran ttiles para garantizar que las aproximaciones tam-
bién hacen sentido en el problema de optimizacion.

Lema 4.3.3.

todo z >0

y para

Para cualquier g € G, existe una sucesion de funciones {hy,} -, C H tal que para

lim h,(z) = g(x),

n—o0

n e Ny hy(z) < g(z) <.

Proposicién 4.3.10.

Las funciones de perdida cedida éptimas que minimizan el VaR del riesgo total de
la aseguradora en la clase H también son 6ptimas en la clase G.
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Demostracion:

Sea h* € H una funcion de pérdida cedida 6ptima (en la clase H) bajo el criterio VaR.

Se desea demostrar que para cualquier g € G
VaRTh* (X) (Oé) < VaRTg(X) (Oé)
Por el Lema 4.3.3 existe, una sucesion de funciones {h,},-; C H tal que

h;m hn(z) = g(x) para todo x € [0, 00),
v hn(z) < g(x) < o para cualesquiera n € Ny y z € [0, 00).

A partir de (4.21) y por el Teorema de Convergencia Dominada

lim E [y, (X)] = E [nlgrolo hn(X)} — E[g(X)].
Y por la optimalidad de h* en H se tiene que para cualquier n € N
VaRrp, . (x)(a) < VaRThn(X)(a).
Ahora, sean z1,x2 € [0,00), 21 < xa.
Afirmacion: I, (z1) < I, (v2) y Ig(w1) < Iy(22)

Prueba:

Por la convexidad en G y H,

z1 — 22 < hn(21) — hn(22) ¥ 21 — 22 < g(21) — 9(22)
De aqui que
71— hp(71) < 22 — hp(22) vy 71 — g(71) < 22 — g(22)
i.e.

In, (1) < I, (72),

Iy(z1) < Ig(2).

Entonces, las funciones I, y I, son crecientes y continuas. De aqui que

(4.21)
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Jim T, (X) = 1w (I, (X) + 78, (X))
= lim (I4, (X) + (1 + p)E(hn (X))

p
= 1,(X) + (14 p)E(9(X)) = Ty(X).
Entonces lim VaRg, (x)(a) = VaRq,(x)(a) y por tanto

n—oo

VaRTh*(X)(O‘) < VaRTg(X)(a)

Ahora, se intentard encontrar soluciones al modelo de reaseguro 6ptimo

VaRg,. (x)(a) = min {VaRThn (X)(a)}
Para o € (0,1) fija y n € Ny, definase
D, ={(dni....dnpn):0<dp1 <---<dppn},
DY ={(dpj-..,dnn): Sx(a) <dn1 < <dnn},

Dn:{(dn,lvdn,n)ogdnl<Sdn,ngs)_((a)}

Notese que {D% ?:0 forma una particiéon de D,,,i.e D,, = U?:OD% ysii#£j D;ﬂD% =0

Notacion 4.3.5.

Para h(z) = 377 ¢ j(x — dnj)+ € H, se denotard como VaRrp, (x)(@;dn1, ..., dny)
al VaR del costo total de la aseguradora correspondiente a la funcién de pérdida cedida h

como funcién de dp, 1, ..., dpp-

Di :{(dn,l--'adn,n):ogdnlS"'Sdnigs_(a)Sdn,i+1§"'§dn,n}aie{iela""

_1}>
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Proposicién 4.3.11.

Para cualquier h(z) = 377 ¢ j(x — dy,j)+ € H y un nivel de confianza 1 — « tal
que 0 < a < Sy (a).

(i) Si(dpi,...,dnn) € DY, entonces

_ IR oo
VaRTh(X)(a; dni,- . sdnn) =Sy (a) + E Z Cn,j / Sx(z)dx
j=1 dn,;j

(ii) Para cualquier i € {1,...,n — 1} si (dn1,...,dnn) € DY, entonces
i i
VaRy, (x) (@ dn sy dnn) = [ 1= eny | Sx(@) + > cnytb(dn)
j=1 j=1

1 n
+EZ

o0
cn,j/ Sx(x)dx.
j=i+1 dn.j

(iii) Si (dn,--.,dnn) € D], entonces

Va'RT;,,(X) (a; dn,la ce 7dn,n) =11~ Z Cn,j S)_((a) + Z Cn,jw(dn,j)'
j=1

La idea es que con estas expresiones para VaRy, (x)(a;dp,1, ..., dnn) se estudie su mi-
nimo sobre el conjunto D, (para n € N.) a partir de su infimo sobre D! (para cada
i€{0,1,...,n}).
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Proposicién 4.3.12.

Considérese un nivel de confianza 1 — o tal que 0 < a < Sy («). Para cualquier
h(z) = Z?Zl Cn,j(x — dn,j)+ € H con coeficientes ¢, 1,¢n 2, - - ., Cnyn dados.

(i) Sip* < Sx(0)y Sx(a) > u(p*), entonces
r%l’n VaRg, x)(;dp, ... dnn) = Sx(a) + Z Cn,j(u(px) — Sy (a)),
j=1

n

y el valor minimo del VaR se alcanza en d,1 = ---=d,, =d* 6 en
W) = enjle—d)p = enj(x— S5 (p"))+-
j=1 j=1
(ii) Si p* > Sx(0) y Sy (a) > 4(0), entonces

r%fn VaRy, xy(;dp, - dnn) = Sy () + Z Cn,j(1(0) — Sx (o)),

y el valor minimo del VaR se alcanzaen d,1 =---=d,, =006 en
n
h*(x) = ch,jx.
j=1

(iii) Para los demds casos, minp, VaRg, x) (o;dp1,...,dnp) No existe.

Con todos estos elementos, ya se estd en condiciones de establecer el resultado principal
de esta seccion. Dicho resultado compara el minimo VaRr, (x)(a;dn1, .- -, dnn) en D, para
cada n € N,.
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Teorema 4.3.3.
Considérese un nivel de confianza 1 — « tal que 0 < a < Sy (a).
(i) Sip* < Sx(0) y Sx(a) > u(p*), entonces

1;1618 VaRr,(x) (o) = u(px),
y el valor minimo del VaR se alcanza en
fra) = (z = d%)4
(ii) Si p* < Sx(0) y Sy(a) =wu(p*), entonces

r;lel’él VaRy,(x)(a) = Sx(a).

y el valor minimo del VaR se alcanza en
(@) = c(z = d)y,
para cualquier constante ¢ € (0, 1].
(iii) Si p* > Sx(0) y Sy (o) > 1(0), entonces

min Vak, (x) (@) = ¥(0) = (1+ p)E(X)

y el valor minimo del VaR se alcanza en
fra) = .

(iv) Sip* > Sx(0) y Sy () = (0), entonces

min VaRz, x) (o) = Sy (a),

y el valor minimo del VaR se alcanza en

f(x) = ca,

para cualquier constante ¢ € (0, 1].

Demostracion:
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Obsérvese que todas las funciones de pérdida cedida en este Teorema pertenecen a la
clase H; y con lo demostrado anteriormente, es suficiente demostrar la optimalidad de estas
funciones en la clase H, i.e. que para cualquier h(z) = Z?Zl Cnj(r —dnj)y € H,

VaRr,. (x)(a) < VaRr, (x)(a).

(i) Por el inciso (i) de la Proposicion anterior y la hipotesis de que Sy (a) > u(p*) se
tiene que

VaRTh(X)(a) > I%ﬁl VaRTh(X)(a; dni,. . sdypn) = Sy(a) + Z Cn,j(u(p®) — Sy (@)

> Sx(a) +u(p®) = Sx(a) = ulp?).

Y también por el inciso (i) de la Proposicion anterior, VaRr , (x)(a) = u(p") si
Z?:1 Cn,j = 1, i.e. si g*(;(;) = (.7} _ d*)+,

- VaRy, x)(a) 2 u(p®) = VaRr,, x)(a).
(ii) Por el inciso (i) de la Proposicion anterior y la hipotesis de que Sy (o) = u(p*) se
tiene que

VaRTh(X) (a) Z Hll)fn VaRTh(X) (O[, dn,17 ctcy dn,n)

n

= Sx(a) + ) eay(u(p®) = Sx(@) = Sx().

j=1

Y también por el inciso (i) de la Proposicion anterior, VaRr,, (x)(a) = Sx(a) si
> j=1Cnj = ¢ e sl g*(z) = c(x — d*)4 para cualquier c € (0, 1]

< VaRy,(x)(@) 2 Sx(a) = Valz,. (x)(@)

La demostracion de los incisos (iii) y (iv) es analoga. O

Observacion 4.3.3.

El Teorema anterior establece que para el problema de optimizaciéon basado en el VaR,
las estructuras 6ptimas estan dadas por

» Reaseguro stop-loss para el inciso (i).

» Reaseguro change-loss para el inciso (ii).
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» Reaseguro cuota-parte para los incisos (iii) y (iv).

Ejemplo 4.3.1.

Considérese la funcion de pérdida cedida g(X) = X, i.e. la aseguradora cede toda su
pérdida a la reaseguradora.

En este caso I4(X) = 0 y la exposicion total de la aseguradora esta dado por Ty(X) =
7y(X) = (1+ p)E(X).

Sin embargo, el VaR de una constante es la constante misma; entonces VaRr, (x) () =
(14 p)E(X) = 4(0). Ademas, como Sx(-) es no-decreciente y Sx(d*) = Sx(Sx(p*)) = p*
entonces

d* o
(1+pEX) = (1+p)( ; Sx(x)dx + 5 SX(x)dm>

. L[ .
> S+ [ Sx(@de = ()
P JSx(p%)
ul(p?) < $(0) = (1 + PE(X).
Por tanto, VaRy,(x)(«) es mas grande que los minimos VaR en los incisos (i) y (ii) del
Teorema anterior. Pero, g(X) = X es 6ptimo en los incisos (iii) y (iv). v

Ejemplo 4.3.2.

Considérese la funcion de pérdida cedida g(X) = ¢X con ¢ € (0,1], i.e. la aseguradora
considera una estructura de reaseguro cuota-parte.

En este caso I;(X) = (1 — ¢)X y la exposicion total de la aseguradora esta dado por
Ty(X)=(1—-¢)X +¢c(1+ p)E(X). De aqui que

VaRy, (x)(@) = (1 - )VaRx(a) + (1 + p)E(X) = (1 - ¢)Sx(a) + ¢(1 + p)E(X),

y como u(p*) < ¥(0) = (1 + p)E(X), entonces para los incisos (i) y (ii) del Teorema
anterior VaRr, x)(a) > (1 — c)u(p*) + cu(p*) = u(p*). En el inciso (iii), VaRy, x)(a) >
(1 —c)y(0) + c¢(0) = 9(0) = ¢(1 + p)E(X). Y sorprendentemente g(X) = c¢X es 6ptimo
en el inciso (iv). v
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Ejemplo 4.3.3.

Counsidérese la funcion de pérdida cedida g(X) = (X —d)4 con d € [0,00), i.e. la ase-
guradora considera una estructura de reaseguro stop-loss.

En este caso I,(X) = X Ad y la exposicién total de la aseguradora estd dado por
Ty(X) =X ANd+ (1+ p)E[(X — d)+]. Se puede probar que bajo las hipotesis del inciso (i)
del Teorema anterior, ming>o{VaRy, (x)(a)}) = u(p*) y que el minimo VaR se alcanza en

Sx(p"). v

4.3.3.1. Perspectiva constructivista

Ahora, se volverdn a revisar algunos de los argumentos dados en la secciéon anterior
ligeramente mas intuitivos. Con la “ventaja” de que la aproximacion por funciones céoncavas
no es necesaria.

Sea A(g) := VaRr,(x)(«). Por las propiedades de continuidad del VaR

p) )
Iy(VaRx (@) + (1 + p)E(9(X))
—Sx( a) = g(Sx (@) + (1 + p)E(9(X)).
)

. A(g) = Sx(a) = g(Sx (@) + (1 + p)E(9(X)). (4.22)

De aqui que el problema de optimizacion (4.10) se puede reescribir como

A(g) = VaRr, (x) (a) = VaRIg x)(@) + (14 p)E(g(X)
1

min {A(g)} = min {Sx (@) = 9(Sx () + (1 + PE(g(X))} . (4.23)

El siguiente Lema excluye el caso en que g es no nula pero es idénticamente cero en el
intervalo [0, Sy (v)].

Lema 4.3.4.

Una funcién de pérdida cedida, g € G, que es no nula pero idénticamente 0 en
[0, S% ()] no es 6ptima para el problema (4.23)

Demostracion:

Sea g € G no nula pero idénticamente 0 en [0, Sy (a)]. Considérese g1 = g € G. Nétese
que
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= 55(0) — La(se) + T (g(x)
= Sy(a)+ (1;p)E(9(X))
< Sy(a)+ (1+ p)E(g(X)

S A(gr) < A(g).

.. g no es Optima .

g

Gracias a este resultado se supondra que G no contiene funciones de pérdida cedida no
nulas pero idénticamente cero en [0, Sy (a)].

El siguiente lema demuestra que las funciones de pérdida que minimizan A(-) deben
ser de la forma g.q(7) := c(v —d)_ para algin (c,d) € [0,1] x [0, S5 (a)). El conjunto
de dichas funciones se denotard por Q Notese que C; CgGy Q contiene a la funcién lineal
geo(r) =c(x —0), =cr,x > 0,c€[0,1] y también la funcion nula gg 4(x) = 0.

Lema 4.3.5.

Sea g € G una funcién de pérdida cedida no nula. Entonces existe g1 € G tal que

A(g1) < Alg)

Demostracion:

Sean ¢’ (Sx()) y g_(Sx()) las derivadas derecha e izquierda de g en Sy (a), respec-
tivamente.

Seae € [g_(Sx(a)), g (Sx(a))]. Entonces la recta que pasa por el punto (Sy (a), g(Sx(a)))
con pendiente ¢ es una tangente a la funcion convexa g (y por tanto siempre esta por debajo
de la funcién convexa).
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Como para todo z > 0, 0 < g(x) <z y g no es idénticamente cero en [0, Sy ()], enton-
ces € € (0,1].

La ecuacion de dicha recta es
9(x) = g(Sx (@) = e(x — Sx (@)).
Sea d la interseccion de dicha recta con el eje de las abscisas, i.e
0—g(Sx(a)) = e(d - Sx(a)),

6 equivalentemente

4= Sx(a) - Zg(Sx(@)) € 0,5y (@).

Definase g1(z) := e (x —d)_,z > 0. Notese que g1 € G y ademas

91(Sx (@) +
a) = Sx(a) + 29(Sx(a))) ;.

%g(s)_((a)))-y

I

Mm o o
1
/N N

De aqui que

= Sx(a) = g1(Sx(a)) + (1 + p)E(g1(X))
< Sy(a) —g(Sx(a)) + (1 + p)E(9(X)) =

= Algr) < Alg)
Es decir, g1 es una funcion tal que A(g1) < A(g). O

A(g)

Cuando se minimiza A(g) = Sy (o) —g(Sx (a))+(14+p)E(g(X)) hay dos “fuerzas” opues-
tas: el término —g(Sy (a)) requiere que g sea lo més grande posible en Sy («) y el término
(1+ p)E(g(X)) requiera que g sea lo mas posible pequeiia posible. Si el valor de g(S («))
es fijo, entonces se forza a g a ser una recta que pasa por el punto (Sy (), g(Sx(a))). Por
tanto, es suficiente considerar la clase GCg para resolver el problema (4.23).

Como cada funcién de pérdida cedida g.q € G esta completamente especificada por los
parametros c y d, entonces se podra resolver el problema de optimizaciéon mediante técnicas
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de célculo tradicionales.

El siguiente Teorema ya se demostrd (al menos parcialmente) y de nuevo considera el
problema de optimizacion basado en el VaR. Es ligeramente diferente al que se di6 en la
seccién anterior ya que también se considera a funciones nulas en regiones adecuadas.

Teorema 4.3.4.
Para o € (0, Sx(0)) fija, se cumple que

(i) Si p* < Sx(0) y Sy(a) > u(p*), entonces el valor minimo de A sobre G es
¥(d*) y la funcién de pérdida cedida 6ptima es g*(z) = (x —d*),.

(i) Sip* < Sx(0)y Sx () =u(p*), entonces el valor minimo de A sobre G es 1(d*)
y la funcién de pérdida cedida 6ptima es g*(r) = c(z — d*), para cualquier
ce[0,1].

(iii) Si p* > Sx(0) y Sx(a) > ¥(0) = (1 + p)E(X), entonces el valor minimo de
A sobre G es ¥(0) = (1 + p)E(X) y la funcion de pérdida cedida 6ptima es
9" (z) = =.

(iv) Si p* > Sx(0) y Sx(a) = ¥(0)
A sobre G es ¥(0) = (1 + p)E(X
g*(z) = cx para cualquier ¢ € [0, 1].

(1 + p)E(X), entonces el valor minimo de
y la funcién de pérdida cedida éptima es

—

(v) Para todos los demas casos, el valor minimo de A sobre G es S («) y la funcion
de pérdida cedida 6ptima es ¢g*(z) = 0.

Demostracion:

Sea gcq(v) = c(x —d), con (c,d) € [0,1] x [0,Sy(a)) una funciéon de pérdida cedida
en Q Entonces.

A(gea) = Sy(a) = gea(Sx(a)) + (1 + p)E(gea(X))
= S a) —d), + (1+p)cE[(X —d),]

B
|
o
—
i

= Sy(a) —c(Sy(a) - al)Jr +c(1+p) /doo Sx(z)dx.

Para minimizar A(g.q) en la region [0,1] x [0, S5 («)) primero se considerara ¢ > 0.
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Tomando la derivada parcial de A(d,4) con respecto a d € (0, Sy («)) se tiene que
5iA(gea) = 37 (Sx(@) = c(Sx(a) —d) + c(1+p) [;° Sx (2)dzx)
—c— (14 p)Sx(d) = c[1 - (1 + p)Sx (d)].

Notese que la aplicacion d — ¢[1 — (1 + p)Sx(d)] es no-decreciente i.e %A(gad) =0 si

y solo si Sx(d) = ?1[) = p* 6 equivalentemente si d = d*.

Bajo las suposiciones de que p* < Sx(0) y Sy () > u(p*) se tiene que d* = Sy (p*) <
Sy (c). Por tanto A(g.q) alcanza su valor minimo en d = d* sin importar el valor de c.
Entonces se redujo el problema bidimensional a dos problemas unidimensionales sucesivos.
Ahora se considerara la derivada de A(g.q4+) con respecto a c.
FeAgear) = 5 (Sx(@) = e(Sx (@) = d*) + el + p) [T Sx (w)da)
— —(S5(0) = d*) = (14 p) 2 Sx(a)da
=d*+ (1 +p) [;X Sx(x)dz — Sy (a)

= Y(d*) = Sx (@) = u(p) — Sx(a) <0,
i.e. la aplicacion ¢ — A(gcq4.) es no-creciente; por tanto su valor minimo es ¢ = 1, y la
funcion de pérdida cedida 6ptima es g1 4«(x) = (v — d) _ y también

o0

Alge) = Sx(a) = (Sxla) =) +(1+9) |~ Sx(opto
= @) [ Slds = uid)

Una observacién importante es que si ¢ = 0, entonces
A(go,a) = Sx(a) > u(p”) = ¢(d") = Algra-),

para cualquier d € [0, Sy (o)) O

Ejemplo 4.3.4.

Supoéngase que X ~ exp (TIOO)’ ie
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En este caso
1 si <0

Sx(z) =

6—0.000112 si :L,Z(L

y Sy (a) = —1000Ln(c) y Sx(0) = 1. Se consideraran casos:
Caso 1: p=0

En este caso p* = ﬁ =1y (0) = E(X) = 1000. Por el Teorema anterior, el esquema

de reaseguro 6ptimo dependera del nivel de tolerancia al riesgo a.

1. Si Sy(a) > ¢(0) = E(X) (i.e —1000Ln(a) > 1000), es decir a < 0.3679, entonces
g (w) z (inciso (iii) del Teorema anterior).

2. Si Sy(a) =9(0) =E(X) (i.e Ln(a) = —1), es decir a = 0.3679, entonces g*(x) = cx
para cualquier ¢ € [0,1] (inciso (iv) del Teorema anterior).

3. Si Sy(a) < ¥(0) = E(X), es decir o > 0.03679, entonces g*(z) = 0 (inciso (v) del
Teorema anterior).

El nivel de riesgo es a = 0.3679. Si el nivel de tolerancia al riesgo es muy alto (superior
a «), entonces no se tendra que comprar reaseguro; en otro caso, lo 6ptimo es comprar
reaseguro para toda la pérdida X.

Caso 2: p=0.2

En este caso p* = fp =35 = 715 =52 =083y d = S(p*) = 18232y u(p*) =
W(d*) = 1182.32

L. Si Sx(a) > u(p*), i.e a < 0.3066, entonces g*(z) = (v —182.32)_ (inciso (i) del

Teorema anterior).

2. Si Sx(a) = u(p*), i.e a = 0.3066, entonces g*(z) = c (v — 182.32), para cualquier
¢ € ]0,1] (inciso (ii) del Teorema anterior).

3. SiSy(a) <wu(p*),i.ea > 0.3066, entonces g*(x) = 0 (inciso (v) del Teorema anterior)

Obsérvese que cuando la prima es alta (p subio de 0 a 20 %), el nivel de tolerancia «
decrece de 0.3679 a 0.3066. Cuando el nivel de tolerancia es alto, (mayor que 30.66 %) lo
6ptimo es no comprar reaseguro. Por el contrario es pequeno (menor que 30.66 %) lo ideal
es comprar un reaseguro stop-loss con un deducible de 182.32. v
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4.4 Optimizacién bajo el criterio del CTE

4.4.1. Optimizacion del reaseguro cuota-parte CTE

Como antes, la variable de pérdida se divide como X = I,4(X)+ XF = (1—¢)X + X
y la variable del costo total de la aseguradora cuando hay una acuerdo de reaseguro cuota-
parte es Tos(X) = Ips(X) + 7(XE) = (1 — )X + 7(cX).

Entonces por el Corolario 3.3.1 del Capitulo 3, el CTE de la variable del costo total de
la aseguradora esta dado por

CTETqS(X)(a) = CTEIqS(X)(Oé) + F(X}I;) = CTELIS(X)(O‘) + W(CX).

Es decir, CT Er,, (x)(c) depende del valor de CT Ey_ (x). Por tanto, el siguiente objetivo
es obtener una expresion para dicha cantidad.

Notacién 4.4.1.

Para a € (0,1),c € [0,1), CTE}, (x)(a;c) sera el CTE de I;5(X) con cesién del cuota-
parte c. \%

Proposicion 4.4.1.

Si a € (0,5x(0)), c € [0, 1], entonces

1 _ o
CTE;, (x)(a;¢) = (1 — )Sx(a) + c/ Sx(x)dx.
S

Demostracion:

1
CTEIQS(X)(O(;C) = VCLR]qS(X)(Oé;C)ﬁLa

1 (o]
= (1—c)VaRx(a)+ / Sx < i ) dx
@ J(1-c)VaRx(a) l-c

1 _ o
= (1-c¢)VaRx(a)+ C/ Sx(x)dx.
« VaRx ()

[e'¢)
/ S]qS(X)(LE)dx

VllRIqS(X)(CM)
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Corolario 4.4.1.

Si a € (0,S5x(0)), ¢ € [0, 1], entonces

CTEr, (x)(a;¢) = (1 - c)S)_(l(a) + 1= /SOO Sx(z)dx 4+ m(cX).

a % (@)

En seguida, se enunciara un resultado en el que se establecen las condiciones necesarias
para la existencia del parametro de cesién 6ptima bajo el criterio del CTE.

Teorema 4.4.1. (Considerése el problema de optimizacidn)

CTETqS(X) (a;c*) = Crerférh{CTEqu(X) (a;¢)}.

(i) Supoéngase que el principio de primaje de reaseguro satisface que mw(0) = 0.
Ademas que 7(cX) = em(X) para ¢ > 0 constante. Entonces el problema de
minimizacién tiene solucion y el coeficiente 6ptimo de cuota-parte estd dado
por

(ii) Sila aplicacion ¢ — m(cX) es estrictamente convexa para ¢ € [0, 1], entonces
existe solucion si y so6lo si existe una constante ¢* € (0,1) tal que

%W(CX”CZC* —v(a) = 0y dicho ¢* es el coeficiente cuota-parte optimo.
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Proposicién 4.4.2.

Considérese el problema de optimizacion

OTEr,.0(03¢) = cle%lh {CTEr, x)(a;0)}

Para los siguientes principios de primaje, la cesion 6ptima es ¢* = 0si 7(X) > Sy'(«)
y ¢ =1si 1(X) < Sy'(a).

(1) 7(X)=(1+B)EX), >0

(2) 7(X) =E(X) + 8/ Var(X), 8> 0.

Var(X)
E(X) ’

(3) m(X) = E(X) + 3> 0.

(4) 7(X) = E(X) + 8/ Var(X) + 7V£(§()§ ) By >0

(5) 7(X) = VEX?).

(6) m(X)=EXP)/P p>1.

(7) w(X) = E(X) + B\/E[(X —E(X))3], §€(0,1).

(8) m(X) = E(X) + BE[(X — E(X))4], 8 € (0,1].
(9) 7(X) = [P (P(X > t)V/P dt.
(10) 7(X) =E(X) + BE(]X — X'|) donde X’ es una copia independiente de X.
(11) m(X) = E(X) + B[Fx' (1 —p) —E(X)], >0 pe (0,1).
(12) m(X) =21 [\ Fg'(a)dz, p € (0,1).
Demostracion:

Por la Proposicion 1.2.2 del Capitulo 1, estos principios de primaje son homogéneos en

primer grado, i.e. m(cX) = e¢n(X) y el Teorema 4.3.1 demuestra este resultado. O




Sec. 4.4 Optimizacién bajo el criterio del CTE 169

Proposicién 4.4.3.

Considerése el problema de optimizacion

VaRy, xy(a: ") = min {VaRr, (x)(a;0)}.
c€[0,1]
(i) Para el principio de primaje m(z) = E(X) + Var(X), > 0; el problema de
reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima ¢* € (0,1) si y solo si E(X) <
v(a) < E(X) 4+ 28Var(X) y el coeficiente cuota-parte 6ptimo es

«_ v(a) - E(X)
28Var(X) -

(ii) Para el principio de primaje m(X) = E(X) + SE[(X — E(X))2], 8 > 0; el
problema de reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima c¢* € (0, 1) si y solo si
E(X) < v(a) < E(X) +28E[(X — E(X))3],

y el coeficiente cuota-parte 6ptimo si

. (@) —E(X)
2BE[(X —E(X))3]

C

(iii) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) +~v —/+? = VarX),v > 0, 2>
Var(X); el problema de reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima ¢* € (0, 1)
si y solo si v(a) > E(X) y

[v(a) ~ E(X)ly _
Var(X)[Var(X) + (v(a) — E(X))?] ’
y el coeficiente cuota-parte 6ptimo si
. [v(0) ~E(X)]y
Var(X)[Var(X) + (v(a) — E(X))?]
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(iv) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) +25Var(X) — fCov(X,Y), f >0
y Y variable aleatoria; el problema de reaseguro cuota-parte tiene soluciéon
optima ¢* € (0,1) si y solo si E(X) > fCov(X,Y) y E(X) — BCov(X,Y) <
v(a) < 4BVar(X) +E(X) — BCou(X,Y) y coeficiente cuota-parte 6ptimo es

o v(a) —E(X)+ BCov(X,Y)
4BVar(X) '

(v) Para el principio de primaje 7(X) = %E(X)(eﬁx), B > 0 el problema de
reaseguro cuota-parte tiene solucion 6ptima c¢* € (0,1) si y solo si existe una
constante ¢* € (0, 1) si y solo si existe una constante ¢* € (0,1) tal que

E(Xe” ) = v(a)E(e”?),

y dicha ¢* es el coeficiente cuota-parte déptimo.

4.4.2. Optimizacién del reaseguro stop-loss

Como antes, la variable de pérdida se divide como X = Iy(X) + X& = y la varia-
ble del costo total de la aseguradora cuando hay una acuerdo de reaseguro cuota-parte es
Ta(X) = Ia(X) + (X3) = (X Ad) + 7((X — d)4).

Entonces por el Corolario 3.3.1 del Capitulo 3, el CTE de la variable del costo total de
la aseguradora esta dado por

CTEr,x)(a) = CTEL,(x)(@) + m(X}) = CTE;,x)(a) + 7((X — d)).

Es decir, C’TETsl(X)(a) depende del valor de C'T'Eyp(x). Por tanto, el siguiente objetivo
es obtener una expresion para dicha cantidad.

Notacion 4.4.2.

Para o € (0,1),d € [0,100], CTE},,(x)(c;d) sera el CTE de I(X) con retencion stop-
loss d. v
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Proposicién 4.4.4.
Parad > 0,a € (0,5x(0), EL CTE de la retencion de la aseguradora esta dada por
d si d € [0,5% (o)),

d
Syt(a) + — /1 Sx(z)dr sid> Sy'(a).
SX (a)

CTEISl(X)(@; d) =

Demostracion:

1 o)
CTE[SL(X)<CM; d) = V&R[Sl(x)(a; d) + — / S[Sl(X)(.Z')dﬂf
« VaRISl<X) (a)

d side0,Sy (a), 1 [®
_ » ' [ 71)(( )] +/ Srx)(x)dz
Sy (a) sid> Sy () @ JVaR;  (x)(a)
d si d € (0,55 (a)],
— 1 [
Sty [ Sxds s> Si)
@ JsiH(a)

Corolario 4.4.2.
Para d > 0,a € (0,5x(0), el CTE del costo total de la aseguradora esta dada por

d+m((X —d);) sidel0,Sy ()]

CTE 1d) =
() (5 d) {G(d) si d > Sy (),

donde By L
Gld) = 57 (@) + - [ Sx(a)da+ (X ~a).).

En seguida, se enunciara un resultado en el que se establecen las condiciones necesarias
para la existencia del parametro de retencién 6ptima bajo el criterio del CTE.
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Teorema 4.4.2.

Considérese el problema de optimizacion

OT Eryo0es &) = ip{ OT By (e )}

(i) Sila aplicacion es creciente en [0, Sy’ (a)]. El problema de minimizacion stop-
loss tiene solucion si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
_ d .
(a) G(d) = Sy'(a) + 2 fs)—(1(a) Sx(x)dr + 7((X — d)4) es concava para d >
Sx'(@).
(b) Existe una constante dy > Sy () tal que G(d) es creciente en [Sy («), do]

y decreciente para d > dj.
Ademas si se cumple (a) 6 (b), la retencion 6ptima d* esta dada por
b {o si m(X) < v(a)
oo sim(X) > (),
yd*=006d" =o00sim(X)=u(a).

(ii) Existe una constante do € [0, Sy (a)) tal que la aplicacion d — d+7((X —d)4)
es decreciente en [0,dp), creciente en (do, Sy'()) y Sy (a)) > do + 7((X —
do)+)-

Ademas, si el problema de minimizacién tiene solucién, dy es el nivel de reten-
cion optima de CT Er, (x)(a;d) y

min{CT By, x)(a;d)} = do + 7((X — do)+).
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Proposicién 4.4.5.

Considerése el problema de optimizacion

CTEr,(x )(a d*) = dg(l)nl] {CTETsl( )(a;d)}.

Para los siguientes principios de primaje, la retencion 6ptima es d* = 0 si 7(X) <
v(a) y d* =00 si m(X) > v(a):

= [C(P(X > )P, p e (0,1).
(ii) 7(X) = E(X) + ﬁ[F;?l(l —p) ~E(X)], >0, pe0,1].

(iii) 7 = lfl L, Fy (z)dz, p e (0,1).
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Proposicién 4.4.6.

Considerése el problema de optimizacion

CTEr,x)(o;d*) = drén[(l;nl] {CTEr, x)(;d)} .

(i) Para el primaje 7(X) = (1 + B)E(X), 8 > 0; si dy = S)_(l (H_lﬂ) €

(0,53 (@) v Sx'(a) > do + (1 + B) fdooo Sx(z)dx se cumplen, entonces el
problema de reaseguro stop-loss tiene solucion 6ptima d* = dy.

(ii) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) 4+ SE(X)[(X —E(X))4], 8 > 0; si
existe dy > 0 tal que 3Sx(do + E[(X —do)+] =1, d € (0, S5 () ¥

Syt (a) > do + E[(X — do)+] + BE[(X — do)+ — E((X — do)+)+],

se cumplen, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene soluciéon 6ptima

d* = dp.

(iii) Para el principio de primaje 7(X) = E(X)+ gVar(X), 8 > 0; si existe d* = dj
tal que 26E[(X — do)+] =1, do € (0, Sk () ¥

Sit(a) > do + E[(X — do)+] + BVar[(X — do)+],

se cumplen, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene soluciéon 6ptima

d* = dp.

(iv) Para el principio de primaje 7(X) = E(X)+ SE[(X —E(X))2], 8 > 0; si existe
do > 0 tal que 28E[(X — do) — B[(X — do)+]] = 1, do € (0, S5 (a) ¥

Sx'(a) > do +E[(X — do)4] + BE[(X — do)2],

se cumplen, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene soluciéon 6ptima
d* = dy.

(v) Para el principio de primaje 7(X) = E(X) + v — /72 — Var(X), v > 0; si

E[(X —do)+]  _ 1, dog € (0,55 () v

iste d 0 tal
existe do > U tal aue 5Ty (X — do) 4]

S5 (@) = do +E[(X — do)+] +7 — 7% = Var[(X — o)),

se cumplen, entonces el problema de reaseguro stop-loss tiene solucién 6ptima

d* = dp.
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4.4.3. Eleccion 6ptima del tipo de forma de reaseguro CTE

Para el estudio del reaseguro 6ptimo bajo el CTE, la metodologia es andloga a la que
se utilizé para el VaR.

También se considerara el hecho de que las funciones de pérdida cedida 6ptimas en la
clase H (las que minimizan el CTE del costo total de la aseguradora) también son 6ptimas
en la clase G. De nuevo, suponiendo el principio de primaje de esperanza.

Ahora, se consideraréa el siguiente problema de optimizacién, en la clase de funciones de
pérdida cedida ‘H

El problema de optimizacion bajo el criterio del CTE es méas complicado que el que se
analiz6 para el VaR. El siguiente lema permitira facilitar el estudio y llevarlo de la manera
més parecida posible al problema de reaseguro éptimo considerando el VaR.

Lema 4.4.1.

Para cualquier g € G, existe una sucesion de funciones {h,},-; € H tal que

lim h,(x) = g(x) para todo z € [0, 00),

n—0o0

y para o < S5 (0),

lim P |1, (X) > VaRIhMX)(a)} =P [L,(X) > VaRy,x)(a)] - (4.25)

n—o0

Proposicién 4.4.7.

Las funciones de pérdida cedida éptimas que minimizan el CTE del riesgo total de
la aseguradora en la clase H también son 6ptimas en la clase G.

Demostracion:

Sea h* una funcién de pérdida cedida 6ptima en H,
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Se desea demostrar que para cualquier g € G
CTEq,, (x)(a) < CTEq,(x)(a), (4.26)

como VaRy, x)(a) = VaRy, (x)(a) + m,(X) y utilizando la relacion entre el VaR y el CTE
se tiene que

o S z)dx
Nater, ey @) im0 @)

CTE a) = VaR o) +
Thn(X)( ) Ihn(X)( ) P[Ihn(x)zvathn(X)(a)} (427)

+(1 4 p)E [hn(X)],
y también
f\(;:ng(m (@) STy(x) (@)dz

B[Iy(X)>VaRy . ()] (4.28)

CTETQ(X) (Oé) = Vang(X) (Oé) +

+(1+p)E[g(X)].

[e.o]

n—1 & H tal que para cualquier

Por el Lema 4.4.1 existe una sucesion de funciones {h,}
z € [0,00),

lim hy,(z) =g(x) con 0 < hy(x) <g(z)<zy

n—oo

lim P |1, (X) > VaR,,_ (X)(a)} = P [I,(X) > VaRy, (x)(a)]

n—oo

Como E(X) < oo, por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que

lim E [hn ()] = E[g(x)].

n—o0

Recuérdese que I,(z) =  — g(x) es una funcién no-decreciente y continua, de aqui que

nlingo VaR[hn (X) (a) = VaR,[g(X) (Oé)
n—00

Sean Yp, = I, (X) — Vary, x)(a)y k(y) = yH[(g.)oo). Notese que £(Yp,,) .8 k(Yy) y

0<v(Yy,)=|X— VaRIhn(X)(a)} <X cs.

]I{X—VaRIhn (x0(@=<0}

Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada
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lim S1, (x)(x)dx = lim E[k(Yy,)]
n—o0 VaRIhn(X)(a) hn( ) n—o00
4.29
— E[(Y,) (4.29)

Es decir que lim CTEy, (x)(a) = CTE; (x)(a) y por la optimalidad de h* en H se
n—o00 n g
tiene que para cualquier n € N

CTEq,. (@) < CTEx;, (o),

(X)

para finalmente concluir que

CTETh* (X) (Oé) < CTETQ(X) (Oé)
O

Para encontrar una solucion del modelo de reaseguro 6ptimo (4.24) se partira de una
expresion explicita para el CTE del costo total. De nuevo, como

VaRrp, (x)(a) = Varg,(x)(a) + mg(X)

CTEr,(x)(a) = CTE[, (x) (@) + mg(X),

utilizando la relacién entre el VaR y el CTE se tiene que

f\?:rlg(x) (a) SIQ(X) ($)dl’

CTE = VaR
1,00(@) = VaRy, (o) (@) + 5 [I3(X) > VaRy, (x) ()]

+ 7y (X). (4.30)

Analogamente al problema de optimizacion del VaR para cualquier h(x) = Z?Zl n,j(z—
dn.j)+ € H se expresard al CTE de la pérdida cedida h(x) como funcion de d,, 1, ..., dn p.

Notacién 4.4.3.

Para h(z) =37, cnj( — dnj)+ € H, se denotara como CTEr, (x)(@;dn,1 ..., dp,y) al
CTE del costo total de la aseguradora correspondiente a la funcion de pérdida cedida h(z)
como funcién de dy, 1 ..., dpp.

Para x > 0, definase la funcion

v(z):=Sy(x)+ — /SOO Sx(t)dt (4.31)
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De manera analoga a la que se hizo cuando se resolvié el problema de optimizaciéon del
VaR, se encontraran expresiones para CTEq, (x)(a;dn,1...,dn ) dependiendo de en qué
conjunto Dy, se encuentra (dp1...,dnn)-

Proposicién 4.4.8.

Para cualquier h(z) = 377 ¢nj (¥ — dnj), € H y un nivel de confianza 1 — « tal
que 0 < a < Sx(0).

(i) Si (dn1,---,dnn) € DY, entonces

1 1\ < o0
CTEq, x)(;dn1s- -+ dnn) = v(a) + <* - ) ch,j/ Sx (z)dx.
proa) =" a,,
(ii) Parai € {1,...,n —1}si (dn1,...,dn,) € D}, entonces
CTEq, (x)(;dna, .-y dnn) = | 1= Z Cnyj | V() + ch,j¢(dn,j)

j=1 j=1
1 1)\ « >

+ | —=—— Cn.i Sx(z)dz.

(5=a) Xy ], 55
j=i+1 »J

(iii) Si (dn,--.,dnn) € D], entonces

CTEz, (x)(dnt, o dnpn) = [ 1= eny | v(@) + ) enjth(dny).
j=1 j=1
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Proposicién 4.4.9.

Sea h(z) = > 0_; cnj(¥ — dnj)+ € H con los coeficientes ¢y1, ..., ¢p,n dados y un
nivel de confianza 1 — « tal que 0 < o < Sx(0).

(i) Si o< p* < Sx(0), entonces

r%l'n {CTE7, (X)(;dn1,...,dnpn)} =v(a) + Z enj(u(p®) —v(a)), (4.32)
y el minimo CTE se alcanza en dy,1 = --- = dpn = d* i.e.
W) = > englz — ')
j=1
(i) Si a = p* < Sx(0), entonces
nﬁin{CTETh (X)(asdna,. .. dnn)} =v(e),

y el minimo CTE se alcanza en cualquier (dy1,...,dp,) i€
n
h*(az) = chJ(JI - d*)+,
j=1

siempre que (dp1,...,dny) satisfaga que d* < dp1 < -+ < dpp.
En particular, el minimo CTE se alcanza en (d*,...,d") i.e.

W) = 3 engla = d)+.
j=1
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(iii) Si o < Sx(0) < p*, entonces
min {CTEp, (x)(@idna, - dnn)} = (@) + > enj(1h(0) — v(@),

y el minimo CTE se alcanza en dy,1,...,d,, = 0 i.e.
n
h*(z) = chij.
j=1

(iv) Para todos los demas casos Hll)fn {CTETh(X)(a; dn1,... ,dnm)} no existe.

Es decir, al comparar el minimo de CTETh(X)(a;dn’l ... dpy) para cada n € Ny se
encontraran soluciones al problema de optimizacion (4.24). A partir de la Proposicion (4.4.7)
se estableci6 que estas soluciones también son funciones de pérdida cedida 6ptimas en la
clase G y por tanto soluciones del modelo de reaseguro éptimo

CTEr,. (x)(a) = I;lelél {CTE7,(x)(a)} .

Teorema 4.4.3.
Sea 1 — « un nivel de confianza tal que 0 < a < Sx(0).
(i) Si o< p* < Sx(0), entonces I;lelg {CTETg(X) (@)} = u(p*) y el minimo CTE se
alcanza en g*(x) = (z — d*)4.
(ii) Si a = p* < Sx(0), entonces Ignelél {CTETQ(X) (@)} = u(p*) y el minimo CTE se
alcanza en cualquier
n
g () =D cnjl@—dnj)t € H,
j=1
tal que d* < dp1 <--- <dpn, n €Ny,
(iii) Si o < Sx(0) < p*, entonces min {CTETQ(X)(Q)} = u(p”) y el minimo CTE se

geG
alcanza en

g*(z) = z.
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Demostracion:

Notese que todas las funciones de pérdida cedidas en este Teorema estédn en la clase H
y por tanto, sblo es necesario demostrar la optimalidad de cada una de estas funciones en
H, i.e. para cualquier h(z) =377, cn (7 — dnj)+ € H

VaRTg* (X) (Oé) < VaRTh(X) (Oé)

(i)

Obsérvese que si a < p* < Sx(0), entonces Sy > Sy (p*) =: d* y por las propiedades de
¥ se cumple (S (a)) > 1(d*); y a partir de las definiciones de las funciones u(-),v(-), 9 (-)
se tiene que v(a) > u(a) = Y(Sy () y ¥(d*) = u(p*). Por tanto, u(p*) < v(«a).

De aqui que por el Lema anterior

CTEqz, (x)(a) > Hll)in {CTEs, (xy(asdn1, ... dnn)}

n
= v(@)+ ) enylulp’) —v(@)] = u(p?).

j=1

Y por el inciso (i) del lema anterior; si Z?:l cnj = 1, st CTEq, (x)(a) = u(p®), ie.
¢(2) = (@ — d°)s.
(i)
Por el inciso (ii) del Lema anterior, para cualquier h € H se cumple que
CTE7, (x)(a) = I%l’n {CTETh(X)(a; dni,- .- 7dn,n)} =v(a).

De nuevo, por el inciso (ii) del Lema anterior; si g* es de la forma tal que d* < d,; <
. < dyn (n € Ny) entonces CTEq, (x)(a) = v(a).
(iif)

Por las definiciones de v(-) y ¥(-) se tiene que (Sy(a)) < v(a) y por las propiedades
de 9, 1(0) < ¥(Sy(a)). Por tanto, 1(0) < ¥(Sy(a)) < v(a) y por el inciso (iii) del Lema
anterior, para cualquier h € H.
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CTETh(X) (a) Z H[l)fn {CTETh(X) (a; dn,ly ey dn,n)}
= v(a)+ Y eng[(0) —v(a)] = v().
j=1

También, por el inciso (iii) del lema anterior; si E?:l ¢n,j = 1, entonces CTETg* x)(a) =
v(a). Que en este caso corresponde a g*(z) = x. O

4.4.3.1. Perspectiva constructivista

Sea B(g) := CTEr,(x)(a). Por las propiedades del CTE

B(g) :=CTEg,(x)(a) | |

B E|(Zs(X)—VaRr, x) ()

= VaRTq (X) (Oé) + ]P’[Tg (X)ZVaRTg<X)(Oé)]+

E[(IQ(X)*VaRIg(X)(a))J (4'33)
P[I4(X)>VaRy,(x)(a)]

= VaRTg(X)(a) +

= S(a) — g(Sx (@) + (1 + p)E(g(X)) + E[éf?:§f>vjféffﬁfz>)f]

Primero se estudiaran algunas propiedades cualitativas que las funciones de pérdida ce-
dida deben tener. Esto ayudaréa a que se reduzca la clase de las funciones de pérdida cedida
para resolver el problema de minimizacion.

Se puede demostrar que la funcion de distribucion de I4(X) tiene a lo mas un punto de
discontinuidad en [0, 00). Si tal discontinuidad existe, entonces I, debe ser de la forma.

_[b) s ace)
Ig(w)—{ beg) si xe(eo,oo(;-

Para alguna funcioén b(+) estrictamente creciente y continua y ey € [0, 00) constante. En este
caso, b(eg) es el unico punto de discontinuidad de la funcién de distribucion de I,(X) y la
correspondiente funcién de pérdida cedida g es una linea recta con pendiente 1 de ey hacia
adelante.

Sia > P(X > eg) (6 equivalentemente Sy («) < e), entonces P(I3(X) > VaRp, (x)(a)) =
a 'y de aqui que (4.33) se convierte en

E[(I,(X) — VaRy,(x) ()]

«

B(g) = Sx(a) = g(Sx (@) + (1 + p)E(g(X)) + (4.34)
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Observacion 4.4.1.
La ecuacion (4.34) también cumple la funcién de distribucion de I, es continua. v
Por otro lado; si o« < P(X > eg) (6 equivalentemente S («) > ep), entonces
P(I4(X) = VaRp, (x)(a)) = P(X > eg) = Sx(ey) >
y de aqui que

E[(14(X) — VaR;, (x)())
Sx(eg)

B(g) = Sx(@) = 9(Sx(a)) + (1 + p)E(9(X)) + +]- (4.35)

Observacion 4.4.2.

Siep =0 (i.e. si g(x) = x), entonces el término Sx (ey ) en el denominador de la tltima
expresion serd 1, y si ey € (0, VaRx(«)), entonces si alcanzara al punto Sx(ep). v

Notese que el vector (g(X),I4(X)) es comonétono ya que g y I, son no-decrecientes.
También, la aplicacion Y — E[(Y — Sy (a))+] es comonotona aditiva (Dhaene et al. (2006)).

Por tanto,
E |(I4(X) — VaR]g<X)(a))+:| +E [(g(X) — VaRg(X)(a))+] =E[(X — VaRX(a))+]

y también por Dhaene et al. (2006)

<

E[(9(X) = VaRyx)(a)) ] = aRy(x)(z)dz — aVaRgyx)(a)

9(Sx (x))dz — ag(Sy ()

ﬁo\ﬂ

Notaciéon 4.4.4.

El conjunto de todas las funciones de pérdida cedida que son rectas con pendiente 1 a
partir de eg (con ey € [0, Sy (a))) se denotard por G. v
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Lema 4.4.2.
(i) Si g € G, entonces
B(g) = Sx(a) —g(Sx(a)) + (1 + p)E(g(X ))
E[(X — VaRx (« - I3 g E ))dz + ag(Sy (o )) (4.36)
SX( € )
(i) Si g € G\ G, entonces
B(g) = Sx(a) = g(Sx (@) + (1 + P)E(Q(X))
E[(X — VaRx (« fo (Sx(x))dz 4+ ag(Sy(a ))
equivalentemente
B(g) = Sx (@) + (1 + p)E(9(X))
41 {E[(X ~ VaRx(a)),] - /ag(S_ (x))dx} | (4.37)
o + . X

Observacion 4.4.3.

1.

Como las ecuaciones (4.36) y (4.37) son diferentes, entonces las funciones en G requie-
ren un andlisis diferente.

El término — fo ))dx en (4.37) es no-creciente en g y depende solo de la cola
de g, i.e del valor de g( ) para z > Sy (a). Pero el término (1 + p)E(g(X)) es no-
decreciente en g; entonces por el argumento que se utiliz6 en el Lema 4.3.5, implica
que si la funcién de pérdida cedida 6ptima pertenece a g\é , ésta debe ser de la forma

— _ (z) . _
g(x) =c(x—d), I[O’S;((a)] para algin (c¢,d) € [0,1) x [0, Sy ()]

. Las funciones de pérdida cedida no-nulas que son idénticamente cero en [0, Sy (a)]

(que corresponden al caso en el que ¢ > 0y a = Sy (a)) no se pueden excluir ya que
el Lema 4.3.4 ya no es valido.

4. Si ¢ =1 pero d < Sy (a) no es permitido, pues en este caso g € G.
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Lema 4.4.3.

[0, Sy ()], entonces

Si g1,92 son dos funciones de pérdida cedida en G \ G tales que g1 = g¢o sobre

B0 o) = (101 ) [ 0 - pnarc)

Demostracion:

A partir de la ecuacion (4.37)

1

B(g1) — B(g2) "

(1+p) /;O( )[91(25) — g2(2)]dFx () —

(1+ p)Elgs (X) — g2(X)] - © /0 101(S5 (@) — 92(Sy ()

o @)~ @ (e)

(100 3) [ ) - osonarsn)

Notese que 1+p—é>Osiysélosi 1+p> é si y soélo si 1—J1rp < a, i.el+p—é>0
si y sblo si p* < . De aqui que si p* < «, entonces la cola de la funciéon de pérdida cedida
debe ser lo méas pequena posible. Si a = p*, entonces B(g1) = B(g2) y por tanto la cola de

la funcion de pérdida cedida no tiene efecto en B(-).

g

Como el Lema anterior considera a la clase G \ G, ahora se centrara la atencion en G.
En el siguiente resultado se observa que si la funcién de pérdida cedida 6ptima pertenece a

G, ésta debe ser una funcién stop-loss.

Lema 4.4.4.

Para todo g € G existe una funcién stop-loss g1 ()
d € (0,5 (a)) tal que B(g1) < B(g).

(r —d), € G para algin

Demostracion:

Si g(z) = x, entonces g1 (x) := z satisface el resultado. Supongase que g tiene pendiente

en 1 apartir de e para algin e € [0, Sy («)).
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Considérese la funcion g1(z) = (z — (e — g(e))),. € G. La funcion g; es la funcion stop-
loss que coincide con g a partir de e.

Notese que g(Sy (X)) = g1(Sx(a)) y por construccion [ g(Sx (z))dz = [ g1(Sx (x))d.

Ademas, por la convexidad de g se tiene que g; < g sobre [0, ¢] y por tanto E(g; (X)) <
E(g(X))-

Finalmente,

B(g1) = Sx (@) + g1(Sx (@) + (1 +p)E(g (X))

+E[(X VaRx (« ] fo 91(Sx (z))dx + ag1(Sx ()
Sx(e —9(6))
= Sx(a) +9(5x(a) + (1 +p)E(g (X))
+E[(X VaRx(a)). | =[5 9(Sx())dz + ag(Sy(a))
Sx (e —9(6))
< Sx(@) +9(Sx (@) + (1 +p)E(g (X))
N E [(X — VaRx(a)),] S{i( ) x))dx + ag(Sy(a)) _ B(y).

donde la ultima desigualdad se debe al hecho de que Sx(e) < Sx(e — g(e)) y el nume-
rador es positivo.
. g1 € G satisface que B(g1) < B(g).
O
Primero se considerara el problema de minimizacion de B(:) sobre la clase G de todas

las funciones stop-loss, gq(z) = (v —d), con d € [0, Sy (a)]. Notese que si d € [0, 55 (a))
entonces g4 € G pero 95 () ¢G.

Lema 4.4.5.
Sea a € (0,Sx(0)). Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(i) Si p* > Sx(0), entonces el minimo valor de B sobre G es 1(0) es la funcién de
pérdida cedida 6ptima es g*(z) = x.

(ii) Si p* < Sx(0), entonces el mismo valor de B sobre G es ¢(d* A Sy (a)) v la
funcién de pérdida cedida 6ptima es g*(z) = (z — (d* A S;((a)))Jr.
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Demostracion:

A partir de las ecuaciones (4.36) y (4.37), para gq(z) = (z — d), con d € [0, Sy ()]
B(ga) = d+ (1+ p)E[(X —d), ] = ¢(d).

Tomando la derivada parcial de B(gq) con respecto a d se obtiene

0

%B(gd) = ;d (d+ (1 +pE[(X —d),]) =1—(1+p)Sx(d),

y noétese que la aplicacion d — 1 — (1 + p)Sx(d) es no-decreciente, por tanto B(gq) es
convexa en d.

También %B(gd) =0siysolosil=(1+p)Sx(d), es decir, %B(gd) = 0 si y solo si
d= Sy (p*) =d".

De aqui que, si p* > Sx(0), entonces %B(gd)‘d:0+ > 0 y por tanto alcanza su valor
minimo (0) en d = 0. Si p* < Sx(0), entonces B(g,) alcanza su valor minimo sobre G ya
sea en d = Sy (o) 6 en d = d*, el que sea més pequeno. Entonces, el valor 6ptimo de d es
min {d*, Sy (@)} y el correspondiente valor minimo de B es 1(d* A Sy (a)).

A continuacion se obtendran funciones de pérdida cedida 6ptimas y los correspondientes
valores minimos de B(-) dependiendo en qué orden ascendente estan «, p* y Sx(0).

Caso 1: a < p*
Primero obsérvese que o < p* implica que 0 < d* < Sy (o).

Sea g € G\ G. Ya se dijo que se puede suponer que g(z) = ¢ (z — d), -
algtn (c,d) € [0,1) x [0, Sy (a)].

Considérese la funcion de pérdida cedida
gi@)=clx—d),+(1—-c)(z— S)_((a))+ para x > 0.

Como g,g91 € G\ Gy o < p*, entonces por el lema (4.4.3) se cumple que B(g1) < B(g),
i.e. g1 representa un mejor contrato de reaseguro que g. Considérese otra funcién de pérdida
cedida ga2(z) = (x — €)1 := (x — (Sx(a) — 91(Sx(@))))+, que es una funcién stop-loss que
coincide con g en [Sy (a), 00]. Obsérvese que si e < Sy () (o equivalentemente d < Sy («v)),
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entonces go € Q~ .

Como 1 = g1 en 850). o), entonces (S5)) = (S5(0) v Jf 5 =
Jo 91(Sx(2))dx; de aqui que se satisface que

B(g2) = Sx(a) — g2(Sx (o)) + (1 + p)E(g2(X))
L E (X = VaRx(a)),] — [5 92(Sx (2))dz + aga(Sx (@)
Sx(e) ’

B(g1) = Sx (@) — g1(Sx(a)) + (1+p)E(g (X))
E[(X — VaRx (), ]| — fo 91(Sx (@))dz + agi(Sx(a ))'

+
Pero, E(g2(X)) < E(g1(X)), por tanto; si e < S;((a) entonces g es mejor que g en el
sentido de que B(g2) < B(g1).

Como B(gz) < B(g1), por el Lema 4.4.4 cualquier g € G (ya sea que esté en G 6 no) esté
por debajo de alguna funcion stop-loss (x — d)4 con d € [0, Sy (a)]. Entonces, utilizando el
Lema 4.4.5 se tiene la siguiente conclusiéon

1. Si a < Sx(0) < p*, entonces la funcion de pérdida cedida 6ptima estd dada por
g*(x) = z, y el valor minimo de B(-) sobre G es (0).

2. Si a < p* < Sx(0), entonces la funcién de pérdida cedida Optima estd dada por
g*(x) = (x — d*)4, y el valor minimo de B(-) sobre G es ¥(d*).

Caso 2: a = p*
Primero se consideraré el caso en el que g € GNG€. Como en el caso a < p*, se supondra
que
g(x) =c(z —d)4 - I[Oys);(a)](x)v

para algin (¢, d) € [0,1] x [0, S5 (a)].

Por el Lema 4.4.3, el valor para > Sy (a) no tiene efecto en el valor de B(g) (pues
como a = p*, entonces 1 + p + é = 0). De aqui que se puede suponer naturalmente que g
tiene la forma

Ged(r) = c(x — d) 4 - Ijp 00)(T)-
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para algin (c,d) € [0,1] x [0, S5 (a)].

Por el Lema 4.4.2,

B(ge,d) = c(1+ p)E[(X —d)+ z)dx + cd,
Derivando con respecto a d sobre [0, Sy ()] se tiene que
L B(gd) = (14 p) S BIX —d)] be=cll (1 +p)Sx(d).  (139)
Sin embargo,
[l = (1+p)Sx(d)] < c[l = (1+p)Ix(Sx(a))] =c[l — (1 +p)a] = [l - %] = 0.

Es decir, %B(gc,d) <0,, i.e. la aplicacion d — B(g.,q) es no-creciente, por tanto el valor
optimo de d es Sy (o) y las funciones de pérdida cedida 6ptimas en G N G tienen que ser
idénticamente 0 en [0, Sy (ov)].

Para funciones de pérdida cedida en G, por el Lema (4.4.4) solo se necesita considerar
funciones stop-loss g(x) = (x —d) 4 con deducible d € [0, Sy (a)]. Por el Lema (4.4.5), todas
estas funciones stop-loss no son tan buenas como g(x) = (x — Sy («))+, que es idéntica-
mente 0 en [0, Sy (o)].

Con los mismos argumentos que para g € G NG aplicado en g € G se tiene que para
cualquier g € G que sea idénticamente 0 en [0, Sy (a)] serd optima si o = p*.

Notese que B(0) = Sy () + LE[(X — VaRx(a))4], de aqui que el valor minimo de B
es (S (a)) = P(d").

Caso 3: a > p*

Para g € G, el andlisis es analogo al caso 2, las funciones de pérdida cedida en G no son
tan buenas como g(z) = (z — Sy (a))+.

Para g € G N GS; por el Lema (4.4.3), la cola de g debe ser lo méas pequena posible.
Entonces se supondré que g(x) = c(x — d) 1 - Ij ooy (x) para algin (c,d) € [0,1] x [0, Sy (a)]

(como en el Caso 2).

Por la ecuacion (4.38) se tiene que
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O Blg) =1~ (14 p)Sx(d)] < et — (1 +)Sx(S5(0)]

de aqui que el valor 6ptimo de d es Sy («).

Como la cola de las funciones de pérdida cedida debe ser lo més pequena posible, se
puede concluir que la funcién de pérdida cedida éptima es la funcién nula g = 0 y el co-
rrespondiente valor minimo de B es ¥(Sy (a)). v

Ejemplo 4.4.1.

De nuevo, para X ~ exp(1/1000). Si p = 0, entonces p* =1y g*(x) = x. Es decir, no
importa cuél es el nivel de tolerancia al riesgo, siempre es 6ptimo reasegurar toda la pérdida.

Si el reaseguro es méas costoso, por ejemplo p = 20 %, por tanto p* = 0.8333. Entonces,
la estructura de reaseguro dependerd del valor de «. Si el nivel de tolerancia al riesgo, «, es
mayor que p* entonces lo 6ptimo serd no tener estructura de reaseguro. Si o es menor que
p*, entonces es 6ptimo comprar un reaseguro stop-loss con deducible d* = 182.32 L.

45, Optimizacién bajo los criterios del VaR y CVaR para principios de
primaje relacionados con la varianza

En esta tdltima seccién se resolveran el problema de minimizacién

VaRr . (x)(a) = ;géﬂ{VaRTg(X) (@)},

CVaRr,. (x)(a) = QYIE%E{VGRT!,(X) (@)},

para principios de primaje relacionados con la varianza

m(X) =E(X) + (Var(X)).
Notaciéon 4.5.1.

(i) z:=essinf(X) :=sup{r € R: Sx(z) =1} =sup{z € R: Fx(z) = 0}.
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(i) z :=esssup(X) :=sup{z € R: Sx(z) >0} =sup{z € R: Fx(z) < 1}.

Y

Observacion 4.5.1.
Como 0 <1—a<1-Sx(VaRx(a)) se tiene que 0 < ess —inf(X) < VaRx(a) <
ess — sup(X). v

Una de las propiedades que tiene el CVaR, a diferencia del VaR, es que el CVaR es una
medida de riesgo coherente (el VaR no satisface la propiedad de sub-aditividad).

4.5.1. Reaseguro 6ptimo bajo los criterios del VaR y CVaR

El objetivo de esta seccion es analizar y resolver los problemas de optimizacion (4.8) y
(4.9) cuando se suponen principios de primaje relacionados con la varianza y el conjunto
de soluciones admisibles est4 dado por GT.

Notacion 4.5.2.
» Para 0 <a <b< o0, Lgy(z) :=min{(r —a)y,b—a} = (r—a)y — (v —0)4

Para d € [0, VaRx ()], definase

wi(d) := E[Lgvary @) (X)]w2(d) = E[LY; vary (o) (X)]
Obsérvese que para d € [0, VaRx (a)]

Proposicién 4.5.1.

wi(d) = E[L@vary(a)(X)]

VaRx ()
— E[(X —d);] — E[(X — VaRx(a))4] = /d Sx (x)d,

Y también,

) VaRx ()
wa(d) = E[LZ, oty oy (X)] = 2 /d (z — d)Sx (2)dz.
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Teorema 4.5.1.

Si la prima de reaseguro se calcula a través del principio relacionado con la varianza
(4.7), entonces el reaseguro por capas es 6ptimo bajo el modelo (4.8) (i.e. basado en
el VaR) en el sentido de que para cualquier funcion de pérdida cedida g € G, se
puede construir una cobertura de reaseguro por capas g(z) = L(q,vary(a)(T) para
algin d € [0, VaRx ()] tal que

VaRTg(X) (o) < VaRr,(x) (@),
y ademas

/ — { d
gnelg}r VaRTg(X)(a) Ogdgr‘?i%x(a) Q(d),

donde Q(d) := d + wi(d) + £(wa(d) — wi(d)), d€[0,VaRx(a)l.

En virtud del Teorema anterior, el reaseguro por capas es 6ptimo bajo el criterio del
VaR suponiendo un principio de primaje relacionado con la varianza. Es importante notar

que

en este Teorema, el deducible 6ptimo de la capa de reaseguro depende de la regla de

correspondencia de la funcién de recargo, €. En el siguiente corolario, se supondrén algunas
condiciones para esta funcion de recargo y se encontrard la capa de reaseguro de manera
analitica.

Corolario 4.5.1.

Si la prima de reaseguro se calcula mediante un principio relacionado con la varianza
tal que £’(z) > 0 para cualquier x > 0, entonces la funcion de pérdida cedida, g*,
que resuelve el problema de reaseguro 6ptimo (4.8) esta dada por
—N T
9 (@) = LG vary o) @)

donde

d* := min {d € [essinf(X),VaRx ()] : € (wa(d) — w?(d))wi(d) <

N |
H/_/

Demostracion:

Derivando Q(d) con respecto a d se tiene que
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Pero,

(w2(d) —wi(d)" = wh(d) — 2wi(d)wi(d)
= —2w1(d)[1 - SX(d)]

Entonces,
Q') =201~ Sx(@)] | 5 + 2031~ Sx ()]

De aqui que si d € [0,ess — inf(X)), entonces 1 — Sx(d) = 0 y por tanto Q'(d) = 0.
Y Q(d) = Q(ess — inf(X)). Entonces sélo es necesario encontrar el infimo de Q(d) sobre
(essinf(X),VaRx(«)). En este caso, se tiene que 1 — Sx(d) > 0 y por tanto we(d) —
w?(d) es estrictamente decreciente (pues tiene derivada negativa). Ademds, como & es no-
decreciente entonces £”(x) > 0 y wi(d) es no-creciente, de aqui que wy (d)¢' (w2 (d) —w?(d))
sea decreciente y también w1 (d)¢' (wa(d) —w?(d)) = 0si d = VaRx(«). Entonces, se pueden
concluir los siguientes casos

= Sid> d*, entonces Q'(d) > 0y si Si d < d*, entonces Q’(d) < 0.

Entonces, el valor minimo de Q(d) en [essinf(X), VaRx ()] se alcanza en d = d*. [

Analogamente, se daréan condiciones para garantizar la existencia de una solucién 6pti-
ma bajo la medida de riesgo CVaR.
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Teorema 4.5.2.

Si la prima de reaseguro se calcula a través del principio relacionado con la varianza
(4.7), entonces el reaseguro por capas es 6ptimo bajo el modelo (4.9) (i.e. basado en
el CVaR) en el sentido de que para cualquier funcién de pérdida cedida g € G, se
puede construir una cobertura de reaseguro por capas §(x) = L4 () para algunos
¢,d que cumplen 0 < d < VaRx(a) < c tales que

CVaRTg(X) (o) < CV@RTQ(X) ().

y ademas

) _ , g
geg+ CValir,x(e) OSdSVIEII%I;((a)ScW( :©)

donde

W(d,c) =E(X Vd)+ (; - 1> E[(X —¢)4]

+& (2 /dc(x —d)Sx(x)dx — (/dCSX(x)d:c>2> )

En particular, si VaRx («) = esssup(X), entonces la capa de reaseguro que resuelve
el problema de optimizacion basado en el VaR también es una solucion del problema
(4.9)

4.5.2. Reaseguro éptimo bajo los principio de la varianza y de la desviacién estandar

Por los Teoremas de la seccién anterior, se sabe que el reaseguro por capas es 6ptimo
bajo los criterios del VaR y del CVaR cuando se supone cualquier principio relacionado
con la varianza, y de hecho, dichos problemas de optimizacién se redujeron a problemas de
optimizacién de uno y dos pardmetros, respectivamente; permitiendo que con técnicas de
calculo tradicionales se puedan resolver dichos problemas. A continuacién, se profundizaré
en los principios de primaje de la varianza y de la desviacién estandar. Dicho analisis sera
util dada la popularidad de dichos principios de primaje y permitird hacer énfasis en la
dependencia de los parametros.

45.2.1. Reaseguro éptimo y principio de la varianza

Ya se dijo que el principio de primaje de la varianza estd dado por

7(X) =E(X)+yVar(X), paraalginy >0
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Notese que en este caso £(z) = v y por tanto £’ (x) = 0. De aqui que se puede utilizar
el Corolario 4.5.1. Dicha conclusién se resume en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5.2.

Si se utiliza el principio de primaje de la varianza, entonces la funcién de pérdida
cedida, g, que resuelve el problema de reaseguro 6ptimo (4.8) estd dada por

95 (%) = Lz varx (a)) (T),

donde

1
d;, := min {d € [z, VaRx(a)] : E[(X —d)4+] < > +E[(X — VaRX(a))+]} .
Ademés, si VaRx(«) = T entonces ¢} también es solucion del problema de optimi-
zacion (4.9).

Por supuesto, se analizard mas adelante el problema de reaseguro 6ptimo basado en el
CVaR cuando VaRx(a) < Z.

A partir de este momento se supondra que la funcion de supervivencia, Sx, es conti-
nua en (0,00) y es estrictamente decreciente en una vecindad de VaRx(«) y entonces si
0 < a < Sx(0), se cumplira que VaRx(a) < Z.

Notacién 4.5.3.

D {<d, o) € int([z, VaRs(a)] x [VaRx(e).a) [ Sxla)ds = -ve—d = 2;}

\%

Ahora, se demostrard un lema que permitird analizar qué tan “grande” es el conjunto

D.

Lema 4.5.1.

Si Sx es continua en (0,00) y es estrictamente decreciente en una vecindad de
VaRx(«), entonces |D| < 1.




196 Capitulo 4 Reaseguro 6ptimo bajo las medidas de riesgo VaR, CTE y CVaR

Demostracion:

Por el Teorema de la Funcion Implicita, para cualquier ¢ € (VaRx(«)Z) la ecuacion

C
1
Sx(t)dt = —, z < a < z,,
/a 2y “

tiene a lo més una solucion a(c).

Ademés, si (a(c),c) € D, entonces a(c) es diferenciable,

’ SX (C)
a(c) = ——= <1,
= Sxae)
y ¢ — a(c) es estrictamente creciente. Por tanto, si |D| # 0, D debe tener a lo més un
elemento. O

Notacién 4.5.4.

Cy 1= Sup {c € [VaRx(),7] : /xc Fx(x)dx < (1/a—1)

dy ::sup{de (z,VaRx(a)) :E[(X —d)_] :%yf—dé 1}

donde sup @ := —o0. O

Notese que si & = oo, entonces d, = —o0. v

Proposicion 4.5.3.

Si Sx es continua en (0,00) y estrictamente decreciente en una vecindad de
VaRx(a), entonces la funcion de pérdida cedida que resuelve el problema de rease-
guro 6ptimo (4.9) con el principio de la varianza esta dado por

L(dp](ﬂj), (d, C) €D si "D| >0
0% (x) = (@ —dy) 4 si D=0 yd, #—00

T N Cy en otro caso.
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Demostracion:

Por el Teorema 4.5.2, el problema de optimizacién bajo el principio de la varianza se
puede simplificar mediante el problema de optimizaciéon de dos parametros

min = W(d,c),

0<d<z,<c

donde W (d, ¢) ahora esta dada por

a

W(d,o) = d+E[(X - d)+]+<1 _ 1> E[(X — ¢)4] [/dcg(t — d)Sx (t)dt — (/dCsX(t)dt_)Zl

Si la funcion de supervivencia Sx () es continua en (0, c0) y es estrictamente decreciente
en una vecindad de VaR,(«), entonces W(-,-) es diferenciable y tiene derivadas parciales.

;W(d,t) — 29(1 — Sx(d)) <217 - /d SX(t)dt> , (4.39)
1
ch(d, £ = 298x(c) /d P(tydt = 25— | (4.40)

para 0 < d < VaRx(a) <ec.

. . L 0 .
Si T = oo, entonces la ecuacién anterior implica que 8—W(d, ¢) > 0 para c suficiente
c

grande.

. . 0 .
Si T < oo, entonces para cualquier ¢ > T 8—W(d, ¢) > 0 y para cualquier d < z entonces
c

0
—W(d 0.
8d ( 7C) >
Entonces, el minimo de W (d,c) en 0 < d < VaRx(a) < c. se alcanza en un subconjunto

compacto de [z, VaRx ()] x [VaRx(d),Z].

Ademés por el Teorema de Fermat, el minimo de W (d, ¢) en [z, VaRx (a)]x[VaRx(d), ]
se alcanza el algin punto estacionario 6 permanece en la frontera.

Si (d,c) € int([z, VaRx(a)] x [VaRx(«),Z]) es un punto estacionario de W (-,-), en-
tonces
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0 0
%W<d C) e
Como Sx(d) < 1y Sx(c) > 0, entonces [7 Sx (z)dz = 27 yc—d= ,y . Es decir, todos

los puntos estacionarios de W (-, -) en int([z, VaRx(a)] X [VaRx(a), z]) son el conjunto D.

—W(d,c) =0

Ahora, se encontraran los puntos minimos de W (-,-) que se encuentran en la frontera
de [z,VaRx(a)] x [VaRx(«a),Z|. Para esto, se dividira dicha frontera en tres subconjuntos
disjuntos, i.e. I([z, VaRx(a)] X [VaRx(«),z]) := D1 U Dy U D3, donde

Dy :={z} x [VaRx(«a), 7],
Dy := (z,VaRx(a)) x {Z},

D3 := (z,VaRx(a)) x {VaRx ()} U{VaRx(a)} x [VaRx(«a),Z].

Y se dividira el analisis en tres casos:

» Si (z,¢) € Dy es un punto minimo de W (-, -), entonces por la expresion de %W(d, ¢)

en (4.39) se tiene que
1 C

De aqui que ¢ € C, donde

c::{ VaRx(a /SX $<}.

Ademas, ¢ debe ser un solucién al problema de minimizacion min W(z,y).
ye[VaRx (a),7]

Entonces, segun la expresion (4.40) se tiene que ¢ = ¢,.

Si (d,z) € Dy es un punto minimo, entonces por el Teorema de Fermat y la expresion
(4.39) se tiene que para d € (z, VaRx(«))

;y:/;SX(:L‘)d:L’: E[(X — d), /FX )z <

1/04—1
2y

Yentonces,i—dgﬁyd:dv

0
En Dj3 se demostrara que W(-,-) no tiene minimos. Como %W(d, ) la=vaRy (a)=c>
0 entonces W(d,c) no es minimo en el punto (VaRx(«),VaRx(a)). Ademas, si
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(VaRx (@), c) eDgc\ {(VaRx(«),VaRx(«))} es un punto minimo por (4.39)

se cumple que Sx(t) > L y
VaRx () 2y
¢ Sx(t)
c—VaRx (o) > / dt < .
( x(@) VaRx (a) SX(VGRX(Q») 2va
c 1 1
Por tanto, / Fx(t)dt > Fx(VaRx(a))(c — VaRxa) > < .
VaRx (a) 2y

Entonces por la expresion de aaW(VaRX(a), ¢) en (4.39)
c

se tiene que W(VaRx (), c) > minyewary o)z W(VaRx(a),y), lo cual contradice
la suposicion de que (VaRx(«),c) es un punto minimo.

Analogamente, si (d, VaRx(a)) € D3\ {(VaRx(a),VaRx(a))} es un punto minimo
de W (-, -), entonces por el Teorema de Fermat y (4.39)

VaRx () 1 VaRx () 1 _
/ Sx(t)dt > — y / Fx(t)dt > 0‘27 , z < d < VaRx(«a), por
d d

2y
tanto, VaRx (o) —d > 27%, hecho que contradice lo siguiente
1 VaRx ()
= / Sx()dt > Sx(VaRx (a)) [VaRx(a) — d] = a(VaRa — d).
d

Después de todos los argumentos que se analizaron, se puede concluir que el valor minimo
de W(-,-) debe estar en el conjunto

Co={z€R% : I(z = (z,¢p),¢o €C) + I(z € D) + I(z = (dy, 7)) > 0}

donde I(-) es la funcién indicadora.

Ademas por el Lema 4.5.1; si D # @, entonces |D| = 1. Sin pérdida de generalidad,
supongase que D = {(dp,cp)}. En este caso, se demostrara que d, = —co y ¢, ¢ C y que
el valor minimo de W(-,-) se alcanza en (dp,cp). De forma mas especifica, si d, # —oo,
entonces por la definicion de d,

T 1 cp 1
S xdﬂc::/ Sx(x)dr vz —d, < —
[ sx@in= 5= [T sxir ya-a <o

Pero en la demostracion del Lema 4.5.1 se prob6 que ¢ —a(c) es estrictamente creciente;
por tanto T — d, > cqg —dp = ﬁ lo cual contradice la ecuacién anterior.

Si C # @, entonces existe ¢ € [VaRx(«),cp) tal que fxc Sx(x)dx = % yC[VaRx(a),d.
Y como ¢ — a(c) es estrictamente creciente entonces para cualquier ¢ € C
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IN

/x " Fy(2)da / " Py (o)d

1 l/aa—1
<Cd—dD—f: /a

T TRy 2y 2y

Entonces, por la definicion de ¢, se cumple que ¢, > ¢y ¢, ¢ C.

Si |[D| =0y d, # —o0, se pueden utilizar argumentos analogos para demostrar que

ey ¢ C.

Recuérdese que si C # &, entonces
1 &
o0 = E[(X —dy)4] = Sx(z)dx.
v dy

Entonces existe ¢ € [VaRx(«),z) tal que ff Sx(x)dx = % y C = [VaRx(«a),¢]. De
aqui que para todo ¢ € C B

/; Fy(z)de < /:Fx(w)dx

~ 1 1
= c—2— —<T—dy— —
27y 2
1/a—1
< 2

y cv ¢ C. En este caso, W(-,-) alcanza su maximo en (dy,Z) y L(g, z)(X) = (X —dy)+
(un reaseguro stop-loss con deducible d,, es 6ptimo.

Finalmente, si D = @ y d, = —o0, entonces W(-,-) alcanza su minimo en (z,¢,). Y
como W(z,c,) = W (0, c,) entonces la estrategia de reaseguro éptimo considerard a la fun-
cién de pérdida cedida como g:¢ = Lo, (x) =2 Ney O

4.5.2.2. Principio de la desviacién estandar

Ahora se analizara el problema de reaseguro 6ptimo bajo el principio de la desviacion
estandar

7(X) = E(X) + 0y/Var(X),
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En este caso £(t) = O/t y también &'(t) = 2%/% = gt*1/2 y '(t) = —%t{"/? < 0.

Como £(t) < 0, entonces no se puede aplicar el Corolario 4.5.1 para el principio de la
desviacion estandar.

Lema 4.5.2.

Sea x(d) := EEZ%, d € ]0,VaRx(«)). x es una funcion no-decreciente con supremo

1
Sx(VaRx(a)—)"

Demostracion:

) VaRx(a) rVaRx (o)
wid) = /d /d Sx (&) S (y)dady
VaRx(a) rVaRx(a)
=2 [ e < p)Sx(@Sxwdndy
d d

. /d v [ /d ’ 5X<x>dx] Sx (y)dy

VaRx(a)
< 25x(d) /d (y — d)Sx(y)dy = Sx(dywa(d).

De aqui que derivando x con respecto a d se tiene que

, 2
X(d):m

Por tanto, x es no-decreciente en [0, VaRx(«)).

(wa(d)Sx(d) — wi(d)) >0,
Con argumentos anélogos, se puede demostrar que
VaRx () Y
@) > 2suVarxte-) [ | [1as] sk
d d

= Sx(VaRx(a)—)wsz(d)

. _ 1
y se puede observar que dTVEg;(a) x(d) = S Vaia @)
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Proposicion 4.5.4.

Si la prima de reaseguro se calcula mediante el principio de la desviacién estandar,
entonces la funcion de pérdida cedida, g%, que resuelve el problema de optimizaciéon

rgnelg{VaRTg(X) (@)},

estd dada por

*

95 () = L(az vary (o)) (%),
donde d} estd dada por

d* :=min{d € [z, VaRx(a)]: x(d) > 6*+1 6 d = VaRx(a)},

Ademis, si VaRx () = x entonces g también es solucion al problema de reaseguro
6ptimo

min{CVaR )t

geg{ 7,(x) (@)}

Demostracion:

Siz = VaRx(a), entonces L(qyvary(a)(T) = VaRx(a) —dy por tanto para cualquier
d € [0,VaRx ()] se tiene que Q(d) = VaRx(«a). Si z < VaRx(«), entonces la expresion
(4.39) implica que x(d) > 1. Como la funciéon de recargo es &(z) = 6/x para el principio

de la desviacion estandar se tiene que
1 / w?(d)
"(d) = 6(1—Sx(d)|>— 4 —1~—
1 / 1
= 6(1— d)|=—4]———
Y como para cualquier d € [0,z] Q'(d) = 0, entonces Q(d) = Q(z). A partir de
>

la ecuacién anterior se puede observar que @Q'(d) > 0 si y solo si x(d) > 6% + 1 (con
d € (z,VaRx(a))).

Como x(+) es una funcién creciente, entonces @(d) alcanza su minimo valor en d = dZ.
Por el Teorema 4.5.1, g7 es una soluciéon del problema de reaseguro éptimo bajo el criterio
del VaR suponiendo el principio de la desviaciéon estandar. Ademés, por el Teorema 4.5.2
si VaRx(a) = Z, entonces ¢g¥ también es una solucion del problema de reaseguro 6ptimo
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bajo el criterio del CVaR. O

Observacion 4.5.2.

Si lim Sx(VaRx(a) —1/n) > ﬁ, entonces df = VaRx(«) y en este caso, el rease-
n— o0

guro 6ptimo esta dado por g¥(z) = 0, i.e. bajo el principio de la desviacién estandar y el

criterio del VaR, si el coeficiente 6 es muy grande (que es equivalente a que el reaseguro sea

costoso), entonces la aseguradora no cedera el riesgo.

\Y

La siguiente tarea que surge naturalmente es encontrar solucién al problema de opti-
mizacion bajo el criterio del CVaR (en el entendido de que se estd suponiendo el principio
de la desviacion estandar) cuando VaRx(a) < z. Como antes, también se supondra que
la funcion de supervivencia, Sx, es continua en (0,00) y estrictamemte decreciente en un
vecindad de VaRx («).

Notacién 4.5.5.
Sean d, ¢ tales que x < d < VaRx(a) <c <=z

_ f;2(m —d)Sx(x)dz

o(d,c) :
N N FRL

Y

o(d,c) == fdc Fx(w)da )
’ Vo(d,e)—1 f; Sx(x)dx

Obsérvese que ¢(d, VaRx(a)) = x(d).

Lema 4.5.3.

Si la funcién de supervivencia, Sx, es continua en (0,00) y estrictamente decreciente
en una vecindad de VaRx («), entonces ¢(-,-) vy ¢(+,-) son continuas y estrictamente
crecientes en cada argumento.

Demostracion:

La derivada de ¢(d, c¢) con respecto a d esta dada por
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9 2
9d” ) = ([T ox @z

X (SX(d) /dCQ(:c —d)Sx(x)dx — </dc SX(:(:)dx>2> ,

y la derivada de ¢(d, ¢) con respecto a ¢ esta dada por

2Sx(c) [j(c+d —2x)Sx (x)dx
fd SX dx)

con un argumento de Fubini andlogo al que se utiliz6 cuando se domostré que x es
creciente, se tiene que

Sx(d) /;2(37 —d)Sx (z)dx — (/dCSX(:c)dw>2

_ 2/; /dy(SX(d) — Sy (@))deSx (y)dy > 0,

*<Z>( ¢) =

entonces, %qﬁ(d, c¢) > 0. Ademas

/C(c b d— 22)Sx (2)dz = /C(c +d—22)(Sx () — Sx((c+d)/2))dz > 0,
d d
por tanto %qﬁ(d, c)>0y %(b(d, ¢)=0si [j(c+d—22)Sx(x)dx = 0.

De nuevo, con argumentos de Fubini se puede demostrar que

</chX(:c)d:v>2 _ //FX ) (y)dady
=2 [ ([ #xtiy) Fx(opte

/:2(95 —d)Sx(z)dx — (/dc Sx(x)da:)2 = 2/; </dr Fx(y)dy> Sx (z)dz.

Derivando con respecto a c la funcion ¢?(d, ¢) en las ecuaciones anteriores se tiene que




Sec. 4.5 Optimizacién bajo los criterios del VaR y CVaR para principios de primaje relacionados con
la varianza 205

[ Fx(z)dx
(i (7 Fx (y)dy) Sx ()de)*

([ (] rxwan) (@) - Pe(o)si (as
[ Fx (z)dx

(5 (¥ Fx(y)dy) Sx(z)dz)?
< [( [ it (Pt - Ftanas > o

Entonces, como %@Z(d, ¢) >0y ¢(d,c) > 0 se concluye que %np(d, c) > 0.

0 o B
%90 (d,C) -

También, derivando con respecto a d la funcion ¢?(d, c) se tiene que
Fx(d)
(Ji (J3 P (w)dy) Sx(x)dr)’
< [ Fs) (=) [“sxwar—e-a [ sxay) de>o
d d T

c
Sx(y)d .
% es decreciente con respecto

0 B
%(p (d,C) -

La tltima desigualdad se obtiene del hecho de que
a .

Entonces, como %@Q(d, c) >0y ¢(d,c) > 0 se concluye que %@(d, c) > 0.
Notacién 4.5.6.

c—d

7= { (0.0 € nllz Vares @] x Varts(a) ) o b

=~ 6(d0) :92+1}

\Y

A continuacién se demostrard un resultado con respecto a la cardinalidad de F que
facilite la “localizaciéon” de soluciones 6ptimas.

Lema 4.5.4.

Si la funcion de supervivencia, Sx, es continua en (0,00) y es estrictamente decre-
ciente en una vecindad de VaRx (), entonces |F| <1
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Demostracion:

Ya se demostré que ¢(-,-) es diferenciable y %qﬁ(d, ¢) > 0. Entonces, por el Teorema
de la Funcién Implicita, para cualquier ¢ € (VaRx(a)) la ecuacion ¢(d,c) = #2 + 1 (con
d € (z,VaRx(«))) tiene a lo més una solucion.

Ademés; si (d(c),c) € F, entonces d(c) es derivable con respecto a ¢ y su derivada esta
dada por

fd (c+d(c) —2x)Sx(x)dx
) fd(c) 2(z — d(c))Sx (z)dz — (f;(c) Sx(x)d:n>2

De aqui que por la Regla de la cadena,

c—de) ) _ 1 g
(f;(c) SX(w)dx) (Ji Sx(:c)dx)2 ) </d<c>( () = Sx(e)

e /d ’ (SX(d(c))—SX(x))dx>

_ V(d,c)
(Ji Sx(z)d ) d) [ 2(x — @sx< )da — ([ Sx (x)dx)?)
Ji(f; s < ))da)(Sx (d) — Sx (y))dy

= oG MXLh4UDSﬁwm&@®>’

donde d(c) se escribié simplemente como d para no complicar la notacion y V' (d, ¢) esta
dado por
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Vo) /dC(SX(x) ~ Sx(c))dz (SX(d) /;2(95 —d)Sx(z)dr — (/dc Sx(x)dx>2)

— Sx(c) /dC(SX(d) — Sx(z))dx x /dc(c+ d—2x)Sx(x)dx

~ [ sty (Sx(d) [ 2 - yscwe - ([ sx<x>das)2>

+ Sx(0) /d Sx(w)da x (2/;@ ~ 2)Sx(x)dz — Sx(d)(c — d>2>
=2 [“sxwiex | [ [ (sxla@) - sxapsi )i

- 5x(0) [ (e~ u)(Sx(@) - x|
=2 [ sxtoyto x| [ [ Sxtonte) (50 - Sx)iy

= $x(e) [ (e~ )(Sx () - Sx ()i
_ z/dc Sx(x)dz x /d (/yc(sx(@ _ SX(C))dx> (Sx(d) — Sx(y))dy.

Por tanto; si F es no vacio, entonces F debe tener un sélo elemento.
Notacion 4.5.7.

Definase

Cs i = ml’n{c € [VaRx(a),z] : p(z,c) > :l/();_l 6c= i‘}

_ E[(X —d)4] VVar[(X —d)4]
= : — < - 7 - =
ds :=sup {d € (z,VaRx(a)): 2 —d < - y 0 E[(X —d)4]
Y notese que si & = oo, entonces dy = —00. \Y,

En la siguiente proposicion se dara una expresion explicita para la soluciéon del problema
de optimizacion bajo el criterio del CVaR.
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Proposicion 4.5.5.

Si la funciéon de supervivencia, Sx, es continua en (0,00) y es estrictamente de-
creciente en una vecindad de VaRx («), entonces la funcién de pérdida cedida que
resuelve el problema de reaseguro 6ptimo (4.9), suponiendo el principio de primaje
de la desviaciéon estandar, estd dada por

L(d7c]($), (d, C) e F si |./T"| >0

o Jr—dis S IF| =0 y dy # oo
B 0 si|Fl=0,ds#—0c0 yl+62>1/a
T N Cg en otro caso.
Demostracion:

La demostracion es parecida a la de la proposicion (4.5.3). Por el Teorema (4.5.2), el
problema de reaseguro 6ptimo basado en el CVaR con el principio de la desviaciéon estandar
se reduce a minimizar W (d, ¢) sobre 0 < d < VaRx(«a) < ¢, donde

W (d,c) :=d+E[(X —d){] + (; - 1) E[(X — ¢)4]

+ 9\//;2@ — d)Sx(z)dx — (/d SX(:c)dx>2.

Suponiendo que Sx es continua en (0,00) y estrictamente decreciente en una vecindad
de VaRx (a), W(-,-) es diferenciables y sus derivadas parciales estan dadas por

0 1 1
W (d, ) = 6(1  Sx(d)) (9 - ¢@Lc)—1> . (4.41)
aaCW(d, ¢) = 6Sx(c) («p(d, oY = 1) . (4.42)

Si (d,c) € int([z,VaRx(a)] x [VaRx(«),Z]) es un punto estacionario de W (-,-), en-
tonces %W(d, c)=0= %W(d, c¢). Y por las ecuaciones (4.41) y (4.42) esto es equivalente
a

c—d 1

de)=1+6"y ——— = —
¢(d,c) =1+ yfcdSX(a:)dx o
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Si W (-,-) es minimo en (z,c1) € Dy, entonces a partir de la expresion de %W(@, c1) en
(4.41) se puede concluir que % — —L_ para ¢ € B, donde
#(z,c1)—1

B:={cec [VaRx(a),7]: ¢(z,c) > 6%+ 1}

Wiz,e1) CG[V;%I)?(Q),Z] Wiz,e)
Si (d,z) € D2 es un punto minimo de W (-,-), entonces por la igualdad en (4.41) y el
Teorema de Fermat se tiene que adW(d z)=0y pd,z)— 1/%_1 < 0. Por tanto, d = ds.
Ya se demostr6 que W (-, ) no tiene puntos minimos en D3N {(VaRx(a), VaRx(a))}¢.
Si W (-,-) se minimiza en (d,VaRx(a)) € DsN{(VaRx(«), VaRX( )) }¢, de nuevo por la
ecuacion (?7) y el Teorema de Fermat, %W(d, VaRx(a)) =0y 3 2W(d,VaRx(a)) > 0,
que es equivalente a

VaRx(a) —d 1
#(d,VaRx(a) =1+6 y > —,
fcvaRX (@) Sx (:C)dl‘ o

Esto lleva a la contradicciéon
VCLRX (a) —d < 1 _ l
deaRx(Oé) Sy(z)dz  Sx(VaRx(a)) a

Por otro lado, si (VaRx(a),c) € DsN{(VaRx(a),VaRx(« ))}C es un punto minimo
de W(-,+), con un argumento anéalogo se puede demostrar que %W(VaRX( a),c) <0y
1

. Por tanto,
c—VaRx ()
= -1
fVaRX (a) Sx (l‘)dx

< c—VaRx(a) _1> _ 1/a—1
(¢ =VaRx(a)Sx(VaRx(a))) 6

1
— <
a

¢(VaRx(a),c)—1 —

o(VaRx(a),c) >

D= =

>

De aqui que W(VaRx(a),c) > mingeyary(a)z) W(VaRx(a),y), lo cual es una con-
tradiccion al hecho de que (VaRx (), c) es un punto minimo.

Finalmente, por el Lema (?7), si 1 + 62 < é, entonces

6(VaRx(a), VaRx (a))x(VaRx (@) = é S 1402

punto minimo de W (-,-). En el caso de que 1+ 6?2 > 1 , con los mismos argumentos se puede
aR

y entonces ad W (VaRx(a),VaRx(«)) > 0. Por tanto (VaRx(«),VaRx(a)) no es un
(
W(VaRx(a),VaRx(a)) <0y 3 W(VaRX( ), VaRx(a)) > 0.Y como

demostrar que %
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¢y @ son crecientes, entonces W(-,-) puede alcanzar su minimo en (VaRx(a), VaRx(«)).
Después de todos los argumentos que se analizaron se tiene que

min CVaRr,x)(a) = min W(d,c)

ge (d,c)eKs
Y
1 cy —dy
—_ — ]_ + 62 = e ~ o <~ — d ,C
a ( ) d;’ Sx (x)dx oldn;crr)
S (en +du — 22)Sx (2)da 0
= - > 0.
(Jay Sx(w)dx)?
Si ds # oo, entonces ¢(ds, ) = 1+ 02; y como =4O g estrictamente creciente,
fd(c) Sx (z)dx
entonces

T —ds cyg —dyg 1

_ > — =
fdws SX(Q:)dq: dII; Sx(z)dx o

lo cual contradice la definicion de ds. Ademas; si B # &, entonces existe ¢y € (cq, Z] tal
que ¢(z,c0) = 1+ 62 y B = [cg, Z]. Por tanto, para todo ¢ € B

o(z,c) > o(z,c0) = % (M - 1)

> 1 CH—dH 1 _l/a—l
0 dchX(x)da: 0

entonces, por la definicion de ¢4 se tiene que ¢ < ¢o y ¢s ¢ B.

Si ademas F = @ y ds # —o0, entonces

z-d,

fjs Sx(x)dx

[ (@ +ds — 22)Sx (z)da
([ Sx (w)dw)?

Y como ¢(ds, Z) = 1462y ¢(-,-) es creciente, entonces para cualquier ¢ € [VaRx (a), 7]
tal que B = @ se cumple que ¢(x,c¢) < 1+ 6% De aqui que Ks = {(ds,2)}, W(-,")

> ¢(ds, 7)

1
(1 2
Lo+
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alcance su minimo en (ds,z) y la estructura de reaseguro stop-loss (con deducible ds),
Lg, 7(X) = (X — ds)+, sea 6ptima.
Si F=@,ds=—-0c0yl+6%> é, se puede demostrar que c¢s ¢ B. Si B # @, entonces

para todo ¢ € B

B 1 Ch— X _
o(z,c) = ¢(£7 c) -1 (f;o Sx(z)dx 1)

> qﬁ(g,c)—lZOZl/a_l.

Ademis, VaRx («) ¢ Bpues ¢(z,VaRx(a)) < ¢(VaRx(a),VaRx(a)) = x(VaRx(a)) =
1 =1+ 6% De aqui que también ¢; ¢ B, K = {(VaRx(a), VaRx(a))} vy el reaseguro
optimo sea g (x) = 0.

En otro caso, se tiene que Ks = {(z,cs)}, i.e. el minimo de W (-,-) se alcanza en (z, cy)
y W(z,cs) = W(0,cs) de aqui que se puede escoger la estructura de reaseguro 6ptimo

Lo,c,] () =z Acs.
Ejemplo 4.5.1.

De nuevo, suponiendo que las pérdidas tienen una distribucion Pareto y o = 5%, se
tiene que Sx(x) = ﬁ, dy=—00,z2=0y VaRx(a) =3472 < T = oc.

Ademas, estableciendo un coeficiente de recargo § = 3 y resolviendo las ecuaciones

i = = KD (1) o)

1 c—d
a  [7Sx(z)dz
se tiene que d = 0.977 y ¢ = 9.115, i.e. F = {(0.977,9.115)}. De aqui que la funciéon de
pérdida cedida 6ptima bajo el criterio del CVaR suponiendo el principio de la desviacion

estandar esta dada por

=(c+1)(d+1),0<d<VaRx(a) <c< o0

9:¢ = mi{(x — 0.977),,8.138}




212 Capitulo 4 Reaseguro 6ptimo bajo las medidas de riesgo VaR, CTE y CVaR




Conclusiones

La busqueda para un reaseguro 6éptimo ha permanecido como un problema fascinante
constantemente estudiado por académicos actuarios del ramo. Varios modelos de reaseguro
han sido propuestos en la literatura, que van desde el acercamiento académico puro hasta
los que estan orientados a la practica.

En este trabajo se propone propiedades deseables en una prima. Se describieron tres
esquemas que la ciencia actuarial utiliza para establecer principios y se concluye que el
esquema ad hoc es més razonable para poner en préctica.

Existen diversos caminos de investigaciéon para encontrar un reaseguro 6ptimo, uno de
los caminos que se consideré en el Capitulo dos fue: encontrar una soluciéon 6ptima para
un un portafolio dado utilizando un criterio de media-varianza, es muy comun que en la
operacion del reaseguro no solo se use un tipo de reaseguro (cuota-parte, surplus, exceso de
pérdida, 6 stop loss), es bastante comun que que se utilice una combinacion de varios tipos
de proteccidon de reaseguro. Se presentaron las posibles estructuras de reaseguro y se obtu-
vieron las ecuaciones que se deben de resolver para encontrar una solucién éptima de las
siguientes estructuras de reaseguro: exceso de pérdida después de un surplus, cuota-parte
como caso especial de un surplus, exceso de pérdida y cuota-parte, exceso de pérdida después
de un cuota-parte, cuota-parte después de un exceso de pérdida, stop-loss como un caso
particular del exceso de pérdida, cuota-parte después de un stop-loss, surplus y cuota-parte
y surplus después de un cuota-parte utilizando un criterio de media-varianza, que consistid
en maximizar la ganancia esperada con una desviacién estandar fija para optimizar esta
ganancia se utilizé6 multiplicadores de Lagrange, para encontrar una solucién factible, se uti-
liz6 un proceso iterativo sin embargo en ocasiones el acercamiento es académicamente puro.

Esto motivd que se estudiara como se modifican los modelos de reaseguro 6ptimo cuan-
do no necesariamente se supone el principio del valor esperado.

En el Capitulo cuatro se estudiaron algunos modelos de reaseguro 6éptimo suponiendo
algunos otros principios de primaje y, atin més importante, con criterios de optimizaciéon
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basados en las medidas de riesgo: VaR, CTE y CVaR.

Se encontro el resultado del problema de optimizacion de reaseguro cuota-parte para
el pardmetro de cesién 6ptimo bajo el criterio del VaR y se present6 varios resultados con
diferentes principios de primaje. De igual forma se mostro el resultado de optimizacion de
reaseguro stop-loss para la existencia del pardmetro de retencién éptima bajo el criterio del
VaR y se presentaron varios resultados con diferentes principios de primaje.

Se encontro el resultado del problema de optimizacién de reaseguro cuota-parte para el
parametro de cesién 6ptimo bajo el criterio del CTE y se present6 varios resultados con
diferentes principios de primaje. De igual forma se mostro el resultado de optimizaciéon de
reaseguro stop-loss para la existencia del pardmetro de retencién éptima bajo el criterio del
CTE y se presentaron varios resultados con diferentes principios de primaje.

Posteriormente, sélo bajo el principio de primaje del valor esperado, se encontré dentro
de una clase de funciones de riesgo cedido la forma de reaseguro 6ptimo, i.e. no se supone
que se trabaj6é con una forma de reaseguro particular. Es decir, la solucién al problema
de reaseguro 6ptimo fue méas ambiciosa ya que también se muestra explicita la forma de
reaseguro Optima (stop-loss, cuota-parte, share-loss, surplus, etc).

Finalmente, se supone el principio del valor esperado y también un principio relacionado
con la varianza, se utilizé al VaR y al CVaR para determinar también la forma de reaseguro
6ptimo. Tampoco se supone una forma de reaseguro, también se determiné éste; concluyen-
do que el reaseguro por capas es 6ptimo (i.e. una combinacion de stop-loss y cuota-parte).
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