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Resumen

El objeto de estudio de la tesis es la representacion espinorial de una superficie Lorentziana
en el espacio pseudo Euclideano R?2. Probaremos que una inmersién isométrica de una super-
ficie Lorentziana simplemente conexa en R?? es equivalente a un campo espinorial normalizado
que es solucién de una ecuacion de Dirac sobre la superficie. Ademas, usando los cuaternios y
los niimeros de Lorentz, daremos la relacién explicita entre la inmersion isométrica y el campo
espinorial por medio de una féormula de representacién, que puede ser considerada como una
formula generalizada de Weierstrass. Aplicando la férmula de representacion obtenemos una
nueva representacion espinorial de una superficie Lorentziana en los pseudo espacios de for-
ma tres dimensionales de R??. Deduciremos una férmula generalizada de Weierstrass de una
superficie Lorentziana en R*2?. Finalmente usaremos la férmula de representacién para dar la
descripcion local de una superficie Lorentziana plana con haz normal plano y aplicacién de
Gauss regular en R??2, y para dar una descripcién conforme de una superficie Lorentziana plana
en las pseudo esferas de R?2.

Palabras clave: Inmersiones isométricas; Superficies Lorentzianas; Operador de Dirac;
Geometria espinorial; Representacién de Weierstrass.
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Abstract

The study object of the thesis is the spinor representation of a Lorentzian surface in the
pseudo Euclidean space R?2. We prove that an isometric immersion of a simply connected
Lorentzian surface in R*? is equivalent to a normalised spinor field solution of a Dirac equa-
tion on the surface. Moreover, using the quaternions and the Lorentz numbers, we give the
explicit relation between the isometric immersion and the spinor field by means of an explicit
representation formula, which may be regarded as a generalised Weierstrass representation for-
mula. Applying the representation formula in R?? we obtain a new spinor representation of a
Lorentzian surface in the three dimensional pseudo space forms of R%2. We deduce a generalised
Weierstrass representation of a Lorentzian surfaces in R*2. Finally we use the representation
formula to give the local description of a flat Lorentzian surface with flat normal bundle and
regular Gauss map in R*?, and to give a conformal description of a flat Lorentzian surface in
the pseudo spheres of R?2.

Keywords: Isometric immersions; Lorentzian surfaces; Dirac operator; Spin Geometry;
Weierstrass Representation.
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Introduccion

Esta tesis se encuentra enfocada en la teoria de inmersiones isométricas de superficies
Lorentzianas en el espacio pseudo Euclideano R?*2, usando métodos de la geometria espino-
rial, los cuaternios y los niimeros de Lorentz.

La tesis consta de tres partes. La primera esta dedicada al estudio de los invariantes de
segundo orden de una superficie Lorentziana en R%2. En la segunda parte presentaremos los
resultados principales de la tesis: el teorema de representacion espinorial y la formula de rep-
resentacién espinorial de una superficie Lorentziana en R?*2. En la tltima parte de la tesis,
describiremos los resultados obtenidos al aplicar la formula de representacion espinorial. Una
breve descripcién de cada parte de la tesis es dada a continuacion.

1. Sobre superficies Lorentzianas en R*?

Consideremos el espacio pseudo Euclideano R*? definido como el espacio R* equipado con
la métrica indefinida de signatura (2, 2)

(-,) == —daj + da? — das + da3.

Diremos que una superficie M C R?? es Lorentziana si la restriccién de (-, -) a M es una métrica
Lorentziana, i.e. de signatura (1, 1) : el haz tangente 7'M y el haz normal N M de una superficie
Lorentziana estan equipados con métricas Lorentzianas sobre sus fibras.

La segunda forma fundamental de una superficie Lorentziana M en un punto x es una apli-
cacion cuadratica T, M — N,M. Los invariantes numéricos de la segunda forma fundamental
son los invariantes de segundo orden de la superficie en x, y determian localmente la geometria
extrinseca de la superficie en R*2. Nuestro propdsito es determinar completamente estos in-
variantes: adicionalmente a los cuatro invariantes naturales ]ﬁ >, K, Kx y A que son la norma
Lorentziana del vector de curvatura media, la curvatura Gaussiana, la curvatura normal y el
resultante de la segunda forma fundamental que traduce la convexidad local de la superficie,
nuevos invariantes aparecen en algunos casos degenerados.
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Para realizar la descripcién completa de los invariantes de segundo orden de una superficie
Lorentziana M en un punto x es necesario realizar un estudio sistematico de los invariantes
numéricos de una aplicacién cuadratica ¢ : R — R,

También estudiaremos las hipérbolas de curvatura asociadas a la segunda forma fundamental
de una superficie Lorentziana M en un punto x. En el contexto Riemanniano, este concepto es
analogo a la elipse de curvatura. La hipérbola de curvatura asociada a una aplicacién cuadratica
q: RY — RY! es un objeto geométrico cuyas propiedades pueden ser descritas algebraicamente
por medio de los invariantes numéricos de la aplicacién cuadratica ¢; por ejemplo, cuando el
invariante K es distinto de cero la hipérbola de curvatura es no degenerada y su posicién con
respecto al origen de R"! depende del signo del invariante A.

Describiremos los invariantes de segundo orden de una superficie Lorentziana y las hipérbolas
de curvatura asociadas a la segunda forma fundamental en el Capitulo 1 de la tesis.

En el Capitulo 2 vamos a introducir la aplicaciéon de Gauss (generalizada) de una superficie
Lorentziana orientada M C R%2. Nuestro objetivo ahora es estudiar la relacién de la aplicacién
de Gauss con los invariantes de segundo orden de la superficie.

La relacién principal que obtendremos (y que serd 1til en capitulos posteriores) viene dada
por una férmula que involucra la diferencial de la aplicaciéon de Gauss, la curvatura de Gauss K
y la curvatura normal Ky de una superficie Lorentziana. Posteriormente, usaremos la aplicacion
de Gauss y los invariantes de segundo orden para estudiar las direcciones asintéticas sobre la
superficie: veremos como el signo del invariante A determina la existencia de dichas direcciones,
y que junto con el invariante Ky determinan el caracter causal de estas.

Existen varios trabajos relacionados a esta parte de la tesis. Posiblemente los més significa-
tivos en este tépico son dos. El primero dado por C. L. E. Moore y E. B. Wilson [41], donde
establecen que la segunda forma fundamental de una superficie Riemanniana en R* puede ser
clasificada por una configuracién consistente en un punto y una elipse en el espacio normal (la
elipse de curvatura), y que esta configuracién determina los invariantes numéricos. El otro dado
por J. A. Little [39], donde usando los invariantes numéricos de la segunda forma fundamental y
la descripcién de la elipse de curvatura describe una teoria de singularidades sobre la superficie.

Recientemente, P. Bayard y F. Sdnchez-Bringas [7, 8, 9] estudiaron (de manera simplificada
y esquemadtica) la descripcion de los invariantes de segundo orden de una superficie de tipo
espacio en R*!, de una superficie de tipo tiempo en R*! y de una superficie Riemanniana en
R*. En [9] estudiaron también algunas relaciones entre la aplicacién de Gauss y los invariantes de
segundo orden de una superficie de tipo tiempo en el espacio de Minkowski R*!. Esencialmente,
usando estas ideas estudiaremos los invariantes de segundo orden y la aplicacién de Gauss de
una superficie Lorentziana en R?2.

Los resultados principales de esta parte de la tesis estan incluidos en [6] y fueron aceptados
para su publicacién en la revista Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Section: A
Mathematics.
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2. Representacion espinorial de superficies Lorentzianas
en el espacio R?*?

En esta parte probaremos los resultados principales de la tesis: el teorema de representaciéon
espinorial y la féormula de representacién espinorial de una superficie Lorentziana en R?2.

En principio estudiaremos los preliminares algebraicos concernientes a la geometria espino-
rial del espacio R?? : dlgebras de Clifford, grupo espinorial y la representacién espinorial. La
referencia principal para el estudio de las algebras de Clifford de espacios vectoriales pseudo
Riemannianos (y de todos los conceptos introducidos en esta parte de la tesis) es [36], vea
también [17] para el caso Riemanniano.

En el Capitulo 3 de la tesis, usando los cuaternios y los niimeros de Lorentz, describiremos
un modelo para el dlgebra de Clifford C1(2,2) de R*?, para el grupo espinorial Spin(2,2) y
para la representacion espinorial. Algunas de las construcciones que presentamos son similares
a las dadas por P. Bayard [2, 3|. Gran parte del capitulo estd dedicado a establecer que los
modelos considerados son isomorfos a los establecidos en la literatura.

Posteriormente, en el Capitulo 4, estudiaremos algunas propiedades del haz espinorial de
R2?2 y la geometria espinorial inducida a una superficie Lorentziana en R?*2; deduciremos la
férmula de Gauss espinorial que nos brinda las ideas necesarias para demostrar el teorema de
representacion espinorial que describimos a continuacion.

El teorema de representacion espinorial. Consideremos una superficie Lorentziana sim-
plemente conexa (M, g) y un haz vectorial Lorentziano E de rango dos sobre M equipado con
una conexién compatible. Supongamos que fueron dadas estructuras espinoriales sobre los haces
TM, E 'y denotaremos por XM, X F los correspondientes haces espinoriales asociados. Definire-
mos el haz espinorial producto tensorial ¥ F ® XM y denotaremos por D el operador de Dirac
sobre este haz asociado a la conexiéon producto tensorial. La primera parte del Teorema 4.3.1,
donde precisaremos los enunciados, dice lo siguiente.

Supongamos que He ['(E) es una seccion de E. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) eziste un campo espinorial normalizado p € T'(XE ® X.M) que es solucion de
la ecuacion de Dirac
Do =H -,

b) existe una inmersion isométrica F : (M,g) — R*? con vector de curvatura
media H y haz normal E.

El esquema de la prueba es dado a continuacién. Consideremos una inmersién isométrica
F: (M,g) — R*? el hecho que b) implica la afirmacién a) es una consecuencia de la férmula de
Gauss espinorial (Proposicién 4.2.2 y Corolario 4.2.3). Reciprocamente, supongamos que (M, g)
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es una superficie Lorentziana abstracta (i.e. no necesariamente inmersa en algin espacio) y que
v € I'(YE ® XM) satisface la hipdtesis a); veremos que existe una 1—forma 7 sobre M con
valores en C1(2,2) tal que el campo espinorial ¢ resuelve la ecuacién de tipo Killing

para todo X € TM (Lema 4.3.3). Las condiciones de integrabilidad para n son precisamente
las ecuaciones de Gauss, Ricci y Codazzi (Proposicién 4.3.2). Finalmente, usando el teorema
fundamental de las subvariedades (vea por ejemplo [11, Theorem 2.4]) conseguimos el resultado.

La férmula de representacién espinorial. Consideremos (M, g), E, H y XE ® XM como
en las hipdtesis de la seccion anterior.

Supongamos que el campo espinorial ¢ € I'(XFE ® SM) es solucién de la ecuacién de Dirac
Dy = H- w. Usando los cuaternios y los nimeros de Lorentz, podemos definir un producto
punto con valores vectoriales ((-,-)) sobre el haz espinorial ¥E ® XM; este producto punto
permite definir la 1—forma ¢ : E ® TM — R*? por

§(X) = (X - ¢,9))-

Mostraremos que £ es una isometria (Lema 4.4.1), que su restriccién a T'M es una 1—forma
cerrada (Lema 4.4.2) y que por tanto existe una inmersién isométrica F : M — R?? (tnica
salvo movimientos rigidos) tal que

dF = ¢.

Entonces mostraremos el Teorema 4.4.4 el cual afirma que la 1—forma £ induce una isometria
entre £ y el haz normal de F/(M) C R*?, que preserva conexiones y segunda forma fundamental.

Los argumentos de encima prueban la formula de representacion espinorial de una superficie
Lorentziana en R%2. Este es el contenido de la segunda parte del Teorema 4.3.1.

La inmersion isométrica inducida por el campo espinorial ¢ viene dada explicita-
mente por la formula de representacion espinorial

F:/§:M—>R2’2,

donde, para cada X € TM, £(X) = ((X - p,p)) es una 1—forma cerrada sobre M
y toma valores en R?2.

Diferentes aplicaciones de esta formula de representacion espinorial son obtenidas a partir de
una simple observacién: una inmersién isométrica F : M — R?? es inducida por la restriccién
a la superficie Lorentziana M de un campo espinorial constante de R*2. Cuando la férmula
de representacién espinorial en R?? es escrita en marcos méviles adaptados a la inmersién
conseguimos férmulas no triviales.



Entonces aplicaremos la férmula de representacién espinorial en R?? y de manera casi directa
probaremos los siguientes resultados.

» La férmula de Weierstrass de una superficie Lorentziana minima (i.e. H = 0) en R*?
(Corolario 4.4.5); aunque este resultado ya fue establecido en [15, Theorem 2.1], nosotros
obtenemos aqui una interpretacion espinorial de esta formula.

» Fl teorema fundamental de las subvariedades [11, Theorem 2.4] en el caso de superficies
Lorentzianas en R*? (Corolario 4.4.6); vea el enunciado preciso en la Remarca 4.2.1.

También obtenemos nuevos resultados, todos ellos son descritos en la tercera parte de la tesis.

Los resultados principales de esta parte de la tesis se encuentran en [5] y fueron publicados
en la revista Journal of Geometry and Physics.

Para concluir la seccion, indicaremos algunos trabajos relacionados a esta parte de la tesis.
La representacion espinorial de una superficie M en R? por medio de un campo espinorial v que
es solucién de la ecuacién de Dirac Dy = Hvp (H es la curvatura media de M) fue posiblemente
dada por primera vez por L. P. Eisenhart [16] en 1909. Esta representaciéon de una superficie
en R? fue establecida también por otros autores, entre ellos: R. Kussner y N. Schmitt [31], 1.
A. Taimanov [47]. Todos ellos estudiaron esta relacién en términos locales con el fin de obtener
formulas explicitas.

En el afio 1998, Th. Friedrich [17] dio una interpretacién muy simple de la descripcién de una
superficie en R3. Considere una inmersién isométrica de una superficie M en R? con curvatura
media H y un campo espinorial constante ® sobre R? : la restriccién de ® a la superficie,
) := @)y, es un campo espinorial no constante sobre M, con respecto a la geometria intrinseca
de la superficie, que satisface la ecuacién de Dirac Dy = H1i. Reciprocamente, supongamos
que 1 es un campo espinorial normalizado sobre una superficie abstracta M que satisface la
ecuacién de Dirac de encima. Existe un endomorfismo simétrico £ : TM — TM tal que
satisface la ecuacion de tipo Killing Vx9 = E(X) - 9. Las condiciones de integrabilidad para
E son las ecuaciones de Gauss y Codazzi, por el teorema fundamental de superficies, el campo
espinorial v induce una inmersién isométrica de M en R3. Usando estas ideas, algunas de las
generalizaciones que se dieron son las siguientes.

B. Morel [42]: superficies en S* y en H? (2005).

M. A. Lawn [33]: superficies Lorentzianas en el 3—espacio de Minkowski R*! (2008).

J. Roth [45]: superficies Riemannianas en 3—variedades homogeneas (2010).

M. A. Lawn y J. Roth [34]: superficies en 3—espacios de forma (2011).
» P. Bayard, M. A. Lawn y J. Roth [4]: superficies en 4—espacios de forma (2013).

P. Bayard [2]: superficies de tipo espacio en el 4—espacio de Minkowski R3! (2013).
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3. Aplicaciones de la férmula de representacion espinorial

En esta ultima parte de la tesis, presentaremos los resultados nuevos que obtuvimos al aplicar
la férmula de representacién espinorial de una superficie Lorentziana en R?2. La mayoria de
estos resultados se encuentran en [44] y fueron aceptados para su publicacién en la revista
International Journal of Geometric Methods in Modern Physics.

3.1- Superficies Lorentzianas en 3—espacios de forma de R??

Los 3—espacios de forma, i.e. de curvatura constante 0 y 1, de R?? son: los espacios de
Minkowski R?! y R12 las pseudo esferas H*! (espacio de anti-de Sitter) y SH2.

En los Teoremas 5.2.2, 5.2.10, 5.3.2 y 5.3.4 obtendremos nuevas caracterizaciones espinoriales
de una inmersién isométrica de una superficie Lorentziana en los espacios R>!, H*! R12 y S1:2,
respectivamente. Las caracterizaciones obtenidas son dadas en términos de un campo espinorial
que es solucion de una ecuacion de Dirac intrinseca sobre la superficie y son mas simples que
las representaciones dadas por M. A. Lawn y J. Roth [32, 33, 34] quienes necesitan dos campos
espinoriales para sus caracterizaciones.

En el caso de superficies Lorentzianas en los espacios de Minkowski R?! y RY2, conseguire-
mos ademas férmulas de representacién de la inmersién (Proposiciones 5.2.3 y 5.3.3). Més atn,
veremos como el teorema de representacién y la férmula de representacién en R*! (resp. en
R1?) permiten deducir los siguientes resultados.

» Una férmula generalizada de Weierstrass en R*! (Teorema 5.2.4); este resultado coincide
con la férmula de Weierstrass dada por S. Lee [37, Theorem 2|. En particular, en el caso
en que la superficie es minima (i.e. H = 0), obtenemos en la Remarca 5.2.6 la clasica
férmula de Weierstrass dada por J. Konderak [27, Theorem 4].

» Una transformacién entre superficies Lorentzianas minimas en las pseudo esferas de R??
y superficies Lorentzianas de curvatura media constante 1 en los espacios de Minkowski
de R??, andloga a la transformacién dada por H. B. Lawson [35], quien asocia a cada
superficie minima en S* una superficie de curvatura media constante —1 en R3.

Todos estos resultados son descritos en el Capitulo 5 de la tesis. Los resultados concernientes
a los espacios de Minkowski fueron incluidos en [5], los otros se encuentran en [44].

Los trabajos relacionados a esta seccién son los siguientes. La representacion espinorial
de una superficie Lorentziana en R*! fue dada por M. A. Lawn [32, 33|, esta caracterizacién
espinorial fue la generalizacién al caso Lorentziano de la representacién de superficies en R? dada
por Th. Friedrich [18]. La representacién espinorial de una superficie Lorentziana en los espacios
RY2 ST v H*!, fue descrita posteriormente por M. A. Lawn y J. Roth [34]; andlogamente,
estas caracterizaciones espinoriales en las pseudo esferas S1? y H*!, fueron la extensién al caso
Lorentziano de la representacién de superficies en S* y en H? dada por B. Morel [42].
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3.2- La representacién generalizada de Weierstrass en R??

En el Teorema 6.1.1 propondremos una férmula generalizada de Weierstrass en R*? que afir-
ma lo siguiente. Las componentes del campo espinorial que representa la inmersion isométrica
de una superficie Lorentziana en R?? satisfacen un sistema diferencial lineal (la ecuacién de
Dirac) sobre la superficie y la inmersién isométrica inducida es entonces descrita explicitamente
en términos de dichas componentes. La prueba de nuestra férmula generalizada de Weierstrass
no es trivial y esencialmente consiste en encontrar un marco espinorial conveniente sobre la
superficie.

Como casos particulares de esta férmula generalizada de Weierstrass en R%*2, obtenemos
directamente los siguientes resultados.

» Una nueva férmula de representacién de una superficie Lorentziana minima en R??2; esta
férmula viene dada en términos de las componentes del campo espinorial que representa
la inmersién (Corolario 6.1.2).

= Nuevas férmulas generalizadas de Weierstrass de una superficie Lorentziana en los espacios
de Minkowski R*! y R*? (Corolarios 6.2.1 y 6.2.2). La férmula generalizada en R*! (que
obtenemos aqui) coincide con la férmula de Weierstrass descrita en la seccién anterior.

Todos estos resultados son descritos en el Capitulo 6 de la tesis y fueron incluidos en [44].
Los trabajos relacionados a esta seccién son los siguientes.

En el contexto Riemanniano, el trabajo mas importante en este tépico es la férmula de
representacién de Weierstrass de una superficie minima en R* dada por K. Weierstrass [48] en
el afio 1866. La férmula de Weierstrass afirma que las superficies minimas en R® pueden ser
parametrizadas localmente por medio de dos funciones holomorfas, siendo esta una herramienta
muy poderosa para el andlisis de las superficies minimas. Una extensién de la férmula de
Weierstrass para superficies genéricas no minimas en R? fue dada por L. P. Eisenhart [16], en
términos de funciones que no necesariamente eran holomorfas. Esta misma extension fue re-
descubierta por K. Kenmotsu [26]; posteriormente, B. G. Konopelchenko [28, Section 1] propuso
una extension diferente pero equivalente a la anterior. Finalmente, usando las misma ideas, una
formula generalizada de Weierstrass para superficies Riemannianas en espacios 4—dimensionales
fue propuesta por B. G. Konopelchenko [29, 30].

En el contexto Lorentziano tenemos lo siguiente. J. Konderak [27] describi6 una férmula de
representacion de Weierstrass de una superficie de Lorentz minima en el espacio de Minkowski
R*! similar a la férmula de Weierstrass de una superficie minima en R3 [48]. Por otro lado, S.
Lee [37] describié una férmula de Weierstrass para superficies Lorentzianas en R*! similar a la
férmula propuesta por B. G. Konopelchenko [28] para una superficie en R3. Nuestra férmula
generalizada de Weierstrass en R*? extiende estas descripciones.
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3.3- Superficies Lorentzianas planas con haz normal plano en R??

En este apartado, vamos a utilizar los invariantes de segundo orden y la aplicacion de Gauss
de una superficie Lorentziana en R*? (primera parte de la tesis).

En los Teoremas 7.2.9 y 7.2.15 presentaremos una descripcion de la estructura local de una
superficie Lorentziana plana con haz normal plano (i.e. K = Ky = 0), invariante A no nulo
y aplicacién de Gauss regular en R%2. Estos resultados aparecen una vez que consideremos un
marco espinorial paralelo sobre la superficie, esto es posible pues las curvaturas de Gauss y
normal son nulas; al describir el campo espinorial que induce la inmersién isométrica en R*2,
en dicho marco espinorial, obtenemos férmulas simples que permiten alcanzar la descripcion.

Como consecuencia de nuestros teoremas de descripcion local, mostraremos que tales su-
perficies Lorentzianas dependen localmente de:

= cuatro funciones reales de una variable real, dos de las cuales corresponden a la solucién
de un sistema diferencial hiperbdlico, en el caso en que el invariante A es positivo sobre
la superficie (Corolario 7.2.10);

» una funciéon holomorfa y dos funciones reales de una variable real en el caso en que el
invariante A es negativo sobre la superficie (Corolario 7.2.16).

También daremos resultados sobre la descripcién local en el caso degenerado en que el
invariante A es nulo sobre la superficie Lorentziana.

Todos los resultados de encima vienen en el Capitulo 7 de la tesis; los resultados principales
fueron incluidos en [5].

Los trabajos relacionados a esta seccion son los siguientes.

El estudio de las superficies Riemannianas planas con haz normal plano en R* fue realizado
por M. Dajczer y R. Tojeiro [13], quienes establecieron que tales superficies dependen localmente
de cuatro funciones reales de una variable real, dos de las cuales corresponden a una soluciéon de
una ecuaciéon de onda homogenea (ecuacién parcial hiperbdlica). Los mismos autores estudiaron
las superficies de tipo espacio planas con haz normal plano en el espacio de Minkowski R>!,
mostraron que estas superficies dependen localmente de una funcién armonica sobre el plano
junto con dos funciones reales de una variable real. Recientemente, P. Bayard [2] obtuvo pruebas
espinoriales de estos resultados.

3.4- Superficies Lorentzianas planas en pseudo esferas de R??

En el Teorema 8.2.1 mostraremos una férmula de representacién conforme de una superficie
Lorentziana plana en una pseudo esfera de R%2. Una tal superficie puede ser vista como una
superficie plana con haz normal plano y con aplicacién de Gauss regular en R?2. Como en
la seccién anterior, consideramos un marco espinorial paralelo sobre la superficie y por tanto
podemos describir el campo espinorial que representa a la inmersion isométrica en dicho marco.
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La inmersién inducida en la pseudo esfera toma una forma especial después de identificar R??
con un espacio de matrices 2 x 2 con coeficientes en los nimeros de Lorentz.

Como consecuencia obtenemos la estructura local de una superficie Lorentziana plana en
una pseudo esfera de R?2.

» Una superficie Lorentziana plana en una pseudo esfera de R*? es el producto (en los
cuaternios) de dos curvas en dicha pseudo esfera (Corolario 8.2.2).

Los resultados descritos encima vienen en el Capitulo 8 de la tesis y fueron incluidos en [44].
Los trabajos relacionados con esta seccién son los siguientes.

La descripcién de una superficie plana en la esfera unitaria S* € R* como el producto (en los
cuaternios) de dos curvas en S*, es un trabajo clasico que fue descrito por L. Bianchi a finales
del siglo XIX; una descripcién detallada de esto es dada por M. Spivak [46, pag. 140-158].

Una representacion conforme de una superficie Riemanniana plana en el espacio hiperbdlico
y en el espacio de de Sitter 3—dimensionales fue dada por J. A. Galvez, A. Martinez y F. Milan
[19, 20]. Recientemente, P. Bayard [2] obtuvo una descripcién similar de una superficie en el
espacio hiperbdlico, esta incluye una interpretacion espinorial.

Apéndice

Al final de la tesis presentaremos un corto apéndice en el cual describiremos los conceptos
fundamentales sobre superficies de Lorentz. Usaremos los nimeros de Lorentz para modelar
estas superficies, de manera analoga al uso de los nimeros complejos para modelar las super-
ficies de Riemann. Los conceptos detallados son las aplicaciones y 1—formas conformes sobre
superficies de Lorentz (andlogos a las aplicaciones y 1—formas holomorfas), estos nos seran
utiles para la mejor comprension de varios resultados de la tesis.
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Parte 1

Sobre superficies Lorentzianas en R*?






CAPITULO 1

La segunda forma fundamental de una
superficie Lorentziana en R%?

Consideremos una superficie Lorentziana M en el espacio R?2. La segunda forma fundamen-
tal de la superficie en un punto x es una aplicacion cuadratica T,M — N, M. Los invariantes
numéricos de la segunda forma fundamental son los invariantes de segundo orden de la superficie
en 7, y determinan localmente la geometria extrinseca de la superficie en R?2.

El objetivo de este capitulo es obtener la descripcién de los invariantes de segundo or-
den de una superficie Lorentziana en R?? : adicionalmente a los cuatro invariantes naturales
|I:7 1>, K, Ky y A que son la norma Lorentziana del vector de curvatura media, la curvatura
Gaussiana, la curvatura normal y el resultante de la segunda forma fundamental que traduce
la convexidad local de la superficie, nuevos invariantes aparecen en algunos casos degenerados.

Para realizar la descripcién completa de los invariantes de segundo orden de una superficie
Lorentziana M en un punto x es necesario realizar un estudio sistemético de los invariantes
numéricos de una aplicacién cuadrética ¢ : RM — R

El resultado principal del capitulo es el Teorema 1.1.12 en donde presentamos una clasi-
ficacién de las aplicaciones cuadraticas de R%!' en RY!'. Este teorema en particular implica
la estructura algebraica de la segunda forma fundamental (en un punto) de una superficie
Lorentziana en R?? para una coleccién de invariantes dados.

También describiremos las propiedades algebraicas de la hipérbola de curvatura asociada a
una aplicacién cuadrética ¢ : Rb — R Por ejemplo, cuando el invariante Ky es no nulo, la
hipérbola de curvatura es no degenerada y su posicién con respecto al origen de RV depende
del signo del invariante A. Cuando K es nulo, la hipérbola de curvatura se degenera a la unién
de dos semi rectas o a una recta cuya direcciéon depende del signo de |ﬁ > — K.
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1.1. Aplicaciones cuadraticas de R'!' en R!!

Consideremos el espacio R'! definido como el espacio R? equipado con la métrica Lorentziana
(-,+) := —dxp + daj.

El espacio RY! es conocido como el plano de Lorentz.

Recordemos que una aplicacién ¢ : RYY — RU! es cuadrética si para todo A € R y cua-
lesquiera u,v € RY g(Au) = Nq(u) y la aplicacién

i, 0) = 5{atu+ ) a(w) — a(w)}

es bilineal sobre R}, De manera natural, la coleccién de todas las aplicaciones cuadréticas de
R en R! es un espacio vectorial real al cual lo denotaremos por Q(RY, R

Diremos que un vector no cero u € R"! es un vector de tipo espacio (resp. de tipo tiempo,
o de tipo luz) si su norma Lorentziana |u|? := (u, u) es positiva (resp. negativa, o nula).

Vamos a suponer que el plano de Lorentz R"! se encuentra canénicamente orientado (por
la base candnica) y temporalmente orientado: diremos que un vector de tipo tiempo u € Rb?
es futuro dirigido si su primera componente en la base candnica es positiva.

Consideremos el subgrupo conexo de isometrias Lorentzianas directas de R, esto es, las
que preservan la orientacién de espacio y tiempo

o cosh¢ sinh ¢ _
SO(1,1) == {(Smh(b COSM}) }gb e ]R} cO(1,1);

algunas propiedades elementales de este grupo pueden ser encontradas en [43]. El grupo SO(1,1)
actiia por derecha y por izquierda sobre el espacio Q(RY* R!!) por composicién

SO(1,1) x QR R x SO(1,1) — QR RM)
(91,9:92) — g10q0gs.

Nuestro objetivo principal es conseguir la descripcién del conjunto cociente

SO(1, D\Q(R"', R*)/SO(1,1).

Formas asociadas a una aplicacion cuadratica. Para una aplicacién cuadratica ¢ y un
vector v € RY!, consideremos la forma cuadratica real

(¢, v) R — R
u +— {(q(u),v).



Denotaremos por S, : RYt — RbM al endomorfismo simétrico asociado a la forma (g,v) con
respecto a la métrica (-, -), i.e. para cada u € R

Consideremos las siguientes aplicaciones asociadas a la aplicacién cuadratica ¢q. Definimos
Ll .ol .ol 1,1
L,:R*" =R, QR =R 'y A, :R"xR" >R

dadas respectivamente por

L) = 50(S,), Qo) =det(S,) ¥ Aglmm) =[S0, S

para cualesquiera v, vy, vy € RY. Aqui, [S,,, S,,] denota el endomorfismo S, 0 S,, — S,, © S,
que es anti-simétrico sobre RV y por tanto se identifica con un nimero real € tal que su matriz

(0 0)

en lo que sigue haremos implicita esta idenficacion.

en la base canénica de RV! es

Note que la asignaciéon v — S, es lineal, por tanto, las aplicaciones L, Q); y A, son formas
lineal, cuadratica y bilineal anti-simétrica sobre R>! respectivamente. Estas formas asociadas
a ¢ se encuentran relacionadas por el siguiente lema.

Lema 1.1.1. La forma cuadrdtica ®, = Lg — Qg satisface la siguiente identidad:
By (11) Py (1) = By(11,10)% = Ag(11, 1), (1.1)

para todo vy, vy € R, donde Ci>q denota la forma bilineal y simétrica tal que &Dq(u, v) = ®,(v)
para todo v € RV En particular, la signatura de ®, es (r,s) con 0 <r,s <1.

Una prueba de este lema puede realizarse por un calculo directo una vez que representemos
los endomorfismos simétricos S,, y S,, por sus correspondientes matrices en la base canénica
de RY!. Daremos una prueba directa de este lema en la Observacién 1.1.2.

Para una isometria g € SO(1,1), denotaremos por S, y S¢ los endormorfismos simétricos
asociados a las formas cuadréticas (q,v) y (g o g,v) respectivamente. Tenemos

(S9(u),u) = (gog(u),v) = (S,(9(w)), g(u)) = (g~ Svg(u),u),

para cada u € R"!, por lo tanto SY = ¢71S,g. Asi, las formas L,, ®, y 4, son invariantes por
la SO(1,1)-accién por la derecha sobre g, i.e. para cada g € SO(1,1) se satisface

Lgog = Ly, DPiog = @4 y Agog = Ay



Las formas asociadas a una aplicacién cuadratica g permitiran probar lo siguiente: cuando la
forma ®, es no cero, las formas L,, ®, y A, determinan completamente a ¢ médulo la SO(1,1)-
accion por la izquierda; cuando ®, es identicamente cero, la forma L, junto con un vector
pg € RM ) determinan a ¢ médulo la SO(1, 1)-accién por la izquierda (Lemas 1.1.4 y 1.1.6).

Reduccion de una aplicacion cuadratica. Vamos a denotar por S al espacio vectorial
real de todos los endomorfismos simétricos y de traza cero sobre R, i.e.

S = {s:R"" — RY | s lineal, tr(s) = 0,5 = s'}.

Notemos que S puede ser naturalmente equipado con una métrica Lorentziana: si s € S,

definimos su norma Lorentziana como |s|* := %tr(sz); expresando s en la base candnica de R
conseguimos

|s|? = —det s. (1.2)

By = (_01 (1)) v By = ((1) _01> (1.3)

forman una base ortonormal Lorentziana para el espacio vectorial real S : (Ep, Ey) forma una
base para Sy de (1.2) tenemos —|Ey|> = |E1|> = 1y (Ey, E1) = 0, i.e. (Ey, E1) son vectores
ortonormales en S de tipo tiempo y de tipo espacio respectivamente.

Las matrices

Finalmente, consideremos asociada a la aplicacion cuadratica ¢, la aplicacién lineal

f o RY — S
v — SV:=S, - L,(v)d;

f4(v) es asi, la parte sin traza SO del endomorfismo simétrico S,,.

Observacién 1.1.2. Para cada vy, v € RY se satisface

(v, v0) = (fo(vn), fo(2))  y Ag(vi,ve) = [fo(11), fo(12)], (1.4)

donde, si s y s’ pertenecen a S, el corchete [s, s'| denota el determinante de los vectores s y s' en
la base (Ey, E1) de S. De la identidad de Lagrange sobre sobre el espacio Lorentziano (S, (-,-)),
i.e. usando

’8‘2’3/‘2 = <S7sl>2 - [573/]27
y las igualdades en (1.4) obtenemos una prueba directa de la identidad (1.1).
De aqui en adelante diremos que una base (eg, e;) de RY! se encuentra positivamente ori-

entada si tiene la orientacion de la base canodnica y si el vector ey es un vector de tipo tiempo
futuro dirigido.



Existe una accién natural del grupo de isometrias Lorentzianas SO(1,1) sobre S dada por

SO(1,1) xS — S
(9,8) — g 'sg,

tal que |g~tsg|? = |s|?, para cualesquiera s € Sy g € SO(1,1). Para un vector de tipo espacio
s € S (i.e. |s|* > 0), la 6rbita SO(1,1), de s bajo el grupo de isometrias SO(1,1) contiene
salvo un factor escalar al vector F; € S, i.e. existe una isometria Lorentziana g € SO(1, 1) que
satisface

g 'sg = \Ey,

donde \? = |s|2. Por lo tanto, existe una tinica base ortonormal positivamente orientada de RY?
tal que la matriz de s en dicha base es de la forma s = £./|s|2E}.

Observacién 1.1.3. Cuando s € S, s # 0, su polinomio caracteristico estd dado por
ps(7) = 2% + det(s),

por lo tanto, el signo de su norma Lorentziana |s|* = — det s determina su forma candnica de
la siguiente manera:

1- s es diagonalizable si y sélo si |s|*> >0 (s € S es un vector de tipo espacio).

En tal caso, en alguna base ortonormal positivamente orientada de R
s =++/|s|?E;.

2- s es no diagonalizable si y sdlo si |s|? < 0.

a) Si|s|> < 0 (s de tipo tiempo), en alguna base ortonormal positivamente orientada

de RM
s = ++/—|s|?Ep.

b) Si|s]* =0 (s de tipo luz), escribiendo

1 1
(Eo + Ev) y Ny

::E ;:E

(N1, N2) es una base formada por vectores de tipo luz en S tal que (Ny, No) = 1,
entonces

N, (El_EO)v

s==+N;, i=1,2

en una adecuada base ortonormal positivamente orientada de R>!.

Para conseguir la reduccion de la aplicacion cuadratica ¢, vamos a considerar a continuacion
cuatro casos de acuerdo al rango de la aplicaciéon f, y la signatura de la forma cuadrética ®,.
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1. rango(f,) = 2. Por (1.4), este caso es equivalente a A, # 0; por tanto, de (1.1) la signatura
de @, es (1,1).

Consideremos 1y € RY! tal que ®,(19) = 1, asi de (1.4) S} € S es unitario y de tipo espacio;
por lo tanto, existe una tinica base ortonormal positivamente orientada (e, e;) de R tal que
en esta base

Svy = Ly(v9)I £ Ey.

Para un vector arbitrario v € R%| supongamos que en la base (eg, e;) tenemos

SB = al/EO + bI/E1?

usando las féormulas de (1.4) tenemos ®(vy,v) = +b, y A,(vp,v) = £a,, por lo tanto

S, = L,(v)Id % (A,(vo, V) Eo + ®(vo, V) Ey). (1.5)

De manera analoga, si consideramos 1y € R tal que () = —1, podemos encontrar una
tinica base ortonormal positivamente orientada en R%!, tal que para todo v € Rb!

S, = Ly(v)Id % (®(vy, v)Ey + Ay(vo, v)Ey). (1.6)

2. rango(f,) = 1y ®, # 0. Por (1.4), este caso es equivalente a A, = 0, asi f,(R"!) C S
es una linea recta (siguiendo una direccién) de tipo espacio o de tipo tiempo de acuerdo a la
signatura de @,.

Supongamos primero que f,(R"!) es una linea de tipo espacio en S; existe vy € RY! tal que
P, (1p) = 1, luego SBO es unitario y de tipo espacio, por tanto, existe una tinica base ortonormal
positivamente orientada (eg, e;) de R tal que la matriz de S, en esta base es

S,/O = Lq(Vo)Id + El.

Nuevamente, para cada v € RY! podemos escribir (en la base (eg, 1))
Sl, = Lq<1/)fd + CL,,EO + byEl,
donde ®,(vy,v) = £b, y 0 = A,(1y,v) = *a,, por tanto para cada v € R

S, = L,(v)Id + ® (v, v)E}. (1.7)

En el caso en que f,(R"!) es una linea de tipo tiempo en S, podemos tomar v, tal que
®,(1p) = —1, asi, existe una tinica base ortonormal positivamente orientada (eg, e;) de R tal
que para cada v € Rb!

Sy, = Ly(v)Id £ ®(v, v)Ey. (1.8)



Definamos
QB RM) = {g € QR BM) : @, £ 0);

escribiendo
P :={(L,®,A): ® # 0 tiene discriminante no-positivo y (1,1) es vélido}

donde L,® y A son formas lineal, bilineal simétrica y bilineal antisimétrica sobre R>! respec-
tivamente, el siguiente resultado es vélido:

Lema 1.1.4. La aplicacién ©; : Q(RM RY)/SO(1,1) — P, dada por
4] — (Lg) Ppg)» Ajq)

es sobreyectiva y dos a uno.

Demostracion. Para mostrar la sobreyectividad de ©7 tomemos (L, ®, A) € Py, como & # 0
tenemos dos casos a tratar: ® tiene signatura (1,1) o tiene rango 1. Para el primero de estos,
definamos S, en una base ortonormal positivamente orientada de R"! fija, como en (1.5) o en
(1.6). Anédlogamente, cuando ® tiene rango 1, dependiendo del signo de este, podemos definir
S, como en (1.7) o en (1.8). Puesto que en cualquier caso, Ly, ®, y A, no determinan el signo
de S, tenemos claramente que ©; es una aplicacién dos a uno. n

Existe una accién natural por la izquierda del grupo SO(1, 1) sobre @Q;(R" R"!)/SO(1,1),
bajo esta accion, las formas Ly, y ®(q se convierten en

Lgog) = Lig) © gy Dyolg) = Pigj © 9" (1.9)

mientras que Ay, se mantiene invariante: si denotamos por S, y 9.5, los endomorfismos simétri-
cos asociados a las formas cuadréticas (g, v) y (g o ¢, V), tenemos la relaciéon

95, = Sg-1u,
para cualesquiera v € R y g € SO(1,1); por lo tanto
Agolg(1,v2) = A (97" w1, g7 1) = det(g™") Ay (1, 12).
Si el grupo SO(1, 1) actia sobre P; por
g(L,® A):=(Log ', ®og' A), (1.10)
la aplicacién © es SO(1, 1)-equivariante y por tanto induce una aplicacién a dos hojas
O, : SO(1,)\Q(R", RN /SO(1,1) — SO(1,1)\P,. (1.11)
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Ya que la igualdad (1.1) permite recuperar la forma A, salvo el signo, a partir de la forma
®, la descripciéon del conjunto cociente

50(17 1)\@1(R1717 Rl’l)/SO(lu 1)
serd obtenida con la reduccién simultanea de las formas Ly, y @, sobre R'!; esto lo haremos

en las Proposiciones 1.1.10 y 1.1.11.
3. rango(f,) = 1y ®, = 0. En este caso f,(R"!) es una linea recta de tipo luz en S y tenemos:
Lema 1.1.5. Existe un vector ju, € RV, unitario de tipo espacio o de tipo tiempo, o de tipo luz

distinguido, y una base ortonormal positivamente orientada (eg,e;) de RM tal que, para todo
v € RYY la matriz de S, en (eg, e1) es dada por

S, = Lyw)Id+ (uq, V)N, (1.12)

donde N = Ny o Ny (vea la Observacion 1.1.3). El vector ju, y la base (eg, e1) estdan definidos
de manera Uunica.

Demostracion. Ya que |S2* = (f,(v), fy(v)) = 0y f, es lineal, existe una aplicacién lineal

A, : RV — R tal que la matriz de S en la base canénica de R es dada por

SO =\, (V)N,

v

para cada v € R, donde N = N; o N,. Definimos el vector u, € R tal que A\, (v) = (i, V),
para cada v € Rb asi,
50 = (g )V (113)

Por una rotaciéon de un angulo lorentziano 1) € R obtenemos una tnica base ortonormal posi-
tivamente orientada (eq,e;) de R, tal que la matriz de SO en esta base es dada por

SY = (e iy, V)N.

v —

Escogiendo ¢ adecuadamente (dicha eleccién es de manera tinica) obtenemos una tnica base
ortonormal positivamente orientada de R™! tal que la matriz de SY en esta base satisface (1.13)
con [pg? =41, -1 0 pg = 2(£1, £1). O

Definamos 1
Hoi={p € RY : |uf* = +1 0 p= (1, +1)}

escribiendo

QQ(Rl’l,Rl’l) — {q c Q(Rl’l,Rl’l) . (I)q — Oafq 7é 0}

Py = (RY)* x Hy,

donde (RY)* representa el conjunto de formas lineales sobre R, tenemos:
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Lema 1.1.6. La aplicacién O, : Qo(RM RYM)/SO(1,1) — P, dada por
g — (Lig), 1q))
es sobreyectiva y dos a uno.

Demostracion. Cada elemento (L, 1) € P, corresponde a dos clases en Qo(R", R")/SO(1,1)
cuando definimos S, en la base canénica de R como en (1.12) con N = N; o No. O

Si ademas, SO(1, 1) actia sobre P, via la accién
g-(Lp) = (Log™".g.p).

donde g.u = g(p) cuando |p|?* = £1 y g.u = p cuando |u|* = 0, entonces la aplicacién Oy es
SO(1,1)-equivariante y por tanto induce una aplicaciéon a dos hojas

O, : SO(1, 1)\Q2(RM RY) /SO(1,1) — SO(1,1)\ P.
La descripcion del conjunto cociente
SO(1, D)\Q2(RM, RM)/SO(1,1)

sera obtenida con la reduccién simultanea de la forma L, y el vector py € Ho.

4. f, = 0. En este caso S, = L,(v)Id para cada v € R, Definamos
Qs(RY,RY) = {g € QR R") : &, =0, f, = 0};
escribiendo Py := (RM')*, la aplicacién

O3 : SO(1,D\Q3(RY, R /SO(1,1) — SO(1,1)\Ps
[q] — [Lyg]

es biyectiva, donde como antes, la accién de SO(1,1) sobre P3 es dada por g.L = Lo g~'. Por
lo tanto, la descripcién del conjunto cociente

SO(1, )\Qs(R™, R™)/SO(1,1)

sera obtenida con la reduccién de la forma lineal Lig.

Definicién 1.1.7. Una aplicacion cuadrdtica q : RYY — RY es casi umbilica si
rango(f,) =1 y  P,=0;

esto equivalentemente significa que fo(R“') es una linea de tipo luz en S. Una aplicacidn
cuadrdtica q : RV — RY es umbilica si f, = 0.

11



Invariantes numéricos. En esta seccion vamos a definir invariantes niimericos sobre el con-
junto cociente

SO(1, \QR", R")/SO(1,1)

asociados a las formas Lig, Qg Ajq ¥ Pq-

Definicion 1.1.8. Consideremos
1. el vector H € R tal que, para cada v € R, Lig(v) = (H,v), y su norma Lorentziana
[H|* := (H, H);
2. los dos numeros reales
K :=1trQq Y A = det Qq,

donde tr Qg y det Qg son la traza y el determinante del endomorfismo simétrico de R
asociado a Qg por la métrica sobre RM;

3. el numero real Ky tal que

1
Ajg = 5 Knwo,

donde wy es el determinante en la base candnica de RYM (la forma de drea sobre RY:!).

Los ntimeros \ﬁ |2, K, Ky y A son invariantes por la SO(1, 1)-accién por la izquierda sobre
[q] € QRY RM)/SO(1,1) y asi definen invariantes sobre SO(1,1)\Q(R" RY)/SO(1,1) :
por ejemplo, si Ug y 9Ug son los endomorfismos simétricos asociados a las formas cuadraticas

1

Qg ¥ Qgolq Tespectivamente, tenemos la relacion Ug = gUgg ™", por lo tanto

K = tr Qgopg = tr WUg = tr Ug = tr Qg = K.

Observacién 1.1.9. Cuando un elemento del cociente es dado por la sequnda forma funda-
mental de una superficie Lorentziana en R?*2, ﬁ, K y Ky corresponden al vector de curvatura
media, la curvatura de Gauss y la curvatura normal de la superficie; el invariante A es similar
al invariante A introducido en [39] para superficies en RY. Esta es naturalmente la motivacidn
para estas definiciones.

Los invariantes de la forma cuadratica @, tienen una expresion simple en términos de

estos invariantes: denotemos por Us el endomorfismo simétrico sobre R*! asociado a la forma
cuadratica ®(,, de un célculo directo conseguimos

- 1
tr @y =trUp=|H’—K vy det @y = det Up = ZK?V (1.14)
Vea [7, Lemma 1.4] para férmulas andlogas en el caso de aplicaciones cuadraticas R* — R
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La reduccion simultanea. De acuerdo a las secciones previas, tenemos dos casos a tratar:

1. ;) # 0. En este caso, la clase [¢] € Q(R",R")\SO(1,1) es determinada por las formas
P v Lig (Lema 1.1.4), reduciremos el endomorfismo Us junto con el vector H, considerando
a su vez dos casos dependiendo si U es diagonalizable o no.

Proposicién 1.1.10. El operador Ug is diagonalizable si y sélo si U2 =0 o
(JH? = K)? - K% > 0.

En tal dltimo caso, eriste una tnica base ortonormal positivamente orientada (ug,u;) de RYM

<8 2) (1.15)

tal que la matriz de Ug en (ug,uy) es

donde
(|2 - i¢uw
a:= (1.16)
Y
H2 :F HZ —
p.o U \/ . (1.17)
Ademds, definiendo o, 8 € R tal que H = aug + Bus, tenemos
J— HP 4 A - LK 1.18
of = s (@] + A - (K} (1.18)
! 1 1
B3 = TR (b2|H\2 +A— ZK]?V) : (1.19)

Demostracion. La primera parte de la proposicion se sigue del hecho que Ug es diagonalizable
siy sdlo si Uy = 0 o 3(tr Uy)? > det Ug, junto con las igualdades en (1.14) (U§ es de tipo
espacio en S, vea la Observacion 1.1.3) implican (1.16)-(1.17).

Para deducir la segunda parte de la proposicion, consideremos la forma cuadratica ) =
L? — ® y su endomorfismo simétrico asociado Ug : RV — RYY; su matriz en la base (ug, u;) es

—a?—a af
Ug = .
¢ (—ﬂﬁ W—Q
Las férmulas tr Ug = K, detUg = A (Definicién 1.1.8) y las igualdades en (1.14) implican
(1.18)-(1.19). O

Ahora estudiaremos el caso Ug no diagonalizable.
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Proposicion 1.1.11. El operador Ug es no diagonalizable si y solo si
U§#0 y (|HP - K)’ - K3 <0, (1.20)

Y tenemos:
1- si (|H|? — K)? — K% < 0, existe una tnica base ortonormal positivamente orientada (ug,u;)
de RYY tal que la matriz de Us en (ug,uy) es

e e G A

-1 0

Escribiendo H = aug + Buy, tenemos

. . 1 .
=g (cip A eae) g (1R A ), oz

donde

1 1 1 oa =
U= - (—A + ZKJQV — 5|H|2(|H|2 — K)) .
VEE - (P - K)

2- si (|H|? — K)? — K% = 0, eziste una tinica base ortonormal positivamente orientada (ug, uy)
de RM tal que la matriz de Ug en (ug,up) es

|]‘7|2 —K /1 0 &1 &9
—_— 1.2
2 0 1 + —&9 —&1 ( 3>

donde e1 = +1, e9 = 1. Escribiendo H = aug + Buy, tenemos

. 2 . 2
H\Q—&?w) <|H|2+£1v)
2 &1 <| 2 _ &1
= = =7 1.24
@’ =7 - 5= . : (1.24)

donde v = —A + KTIQV - %|ﬁ|2(|ﬁ|2 — K) es no nulo.
Ademds, v =0 si y sélo si |H|* = 0; en tal caso,

K% K?

A=—N_—" H>=0 1.25
YK (1.25)

y —
H = aug + Buy, con «a==2f (1.26)

define nuevos invariantes «, (.

Demostracién. 1- En tal caso U es de tipo tiempo en S y su reduccién es dada por 2- a) en la
Observacién 1.1.3, asi probamos (1.21). Las férmulas en (1.22) pueden ser obtenidas como las
férmulas (1.18)-(1.19) en la Proposicién 1.1.10.
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2- Aqui, U es de tipo luz en S, y su reduccién es dada por 2- b) en la Observacién 1.1.3,
que prueba (1.23). También conseguimos las férmulas (1.24) como en la Proposicién 1.1.10.
Ademas, calculando A = det Ug como en la prueba de la Proposicién 1.1.10, con Ug dado
aqui por (1.23), facilmente conseguimos

v =€ (a? + B%) + 2e00.

Asi, v =0siy sélosi a==£0, ie. |]—ii|2 = 0; las férmulas en (1.25) se obtienen facilmente. [

2. & = 0. En este caso, si f, # 0, la clase [¢] € QR",R")/SO(1,1) es determinada por
la forma Ly junto con el vector pig (Lema 1.1.5) y debemos reducir la forma Lig y pq-

Recordemos que g es tal que |py|* = £1, 0 pyy = %(il, +1); definimos el vector

Lo s 2 41
prg =4 il } (1.27)
I si pg = 5(£1L,£1)

la]

donde ,u[Lq] denota la reflexion de py, con respecto a la diagonal principal de R%! en el primer
caso, y /uef d el tinico vector de tipo luz tal que (yq, ,ufq]> = % en el segundo caso. Ahora, definimos
a'y (8 tal que

—

H = apg + Buy- (1.28)

Los nimeros « y  son nuevos invariantes. Supongamos que estamos en el primer caso de
(1.27) , para g € SO(1, 1) tenemos Lo = Ligog~" (primera igualdad en (1.9)), juntando esto
con (1.12) conseguimos

Hgolg] = 9-Hiq)- (1.29)
El vector H , dual a la 1—forma L, satisface

(OH,v) = Lo (v) = Lig(g™'v) = (H,g7'v),
para cada v € R por lo tanto 9H = gH; definiendo a4, 3; por
0 = Q1 fhgo[q] T 51,“;0[,]]7
de (1.28)-(1.29) tenemos

apg + Buig = H = g7 (H) = onpg + Prisig)s

por lo tanto a = a; y 8 = fs.

La clasificacién. En esta seccidon reuniremos todos los resultados obtenidos en las secciones
anteriores y daremos la clasificacién de las aplicaciones cuadriticas RVt — RY! en términos de
sus invariantes numéricos.
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Diremos que un conjunto de invariantes dados esencialmente determinan una clase en el
conjunto cociente

SO(LI\Q(R™M, RM)/SO(1,1),

si determinan completamente un nimero finito de clases (correspondiente a la eleccién de signos
en las formulas dadas en las secciones previas).

Teorema 1.1.12. La clase [q] € SO(1,1)\Q(R", R")/SO(1,1) estd determinada por sus
mvariantes en la siguiente manera:

1. 8i ® # 0 entonces lo siguiente es vdlido:

a) si (|H|?2 — K)2 — K% #0, los invariantes K, Ky, |H|% A esencialmente determinan
[al;
b) si (|H|?> — K)2 — K% = 0, entonces tenemos:
1) si |[H|? #0, los invariantes K, |H|?, A esencialmente determinan [q];

2) si |1':;I|2 =0, el invariante K junto con los nuevos invariantes o y B definidos en
(1.26) esencialmente determinan [q|.

2. 5i ® =0 entonces Ky =0, |[-_])|2 — K =0yA=0, y tenemos lo siguiente:

a) si f, # 0, los invariantes o y B definidos en (1.28) esencialmente determinan [q] (q
es casi-umbilica);

b) si f, =0, entonces |H|? determina [q] (q es umbilica,).

Demostracidn. Sélo consideraremos el caso (|H|*> — K)? — K% > 0 ya que la prueba en los otros
casos es similar.

Recordemos primero la definicién de ©; dada en (1.11). Por la Proposicién 1.1.10, ©([q])
es la clase de (L, ®, A) € P, donde las formas L, ® y A estan definidos en la base candnica
(ug, uy) de RY! por

a 0 1 0 1
L= (. 8), Cb:(o b) Y AziKN<—1 0)’

donde a, b, o y (B satisfacen (1.16)-(1.18); mds precisamente, recordando (1.10), si g € SO(1,1)
es tal que g(ug) = o, g(u1) = @y, donde (ug, %) es la base dada por la Proposicién 1.1.10,
tenemos g.(L, @, A) = (L,, D, Ay).

Ya que podemos escoger un signo en las definiciones (1.16)-(1.17) de a y b, y como a y
[ estan determinados salvo el signo por (1.18)-(1.19), 16 clases corresponden al conjunto de
invariantes dados (dos clases corresponden a cada una de las ocho elecciones posibles para a, b,
y B ya que la aplicacién ©; en (1.11) es dos a uno). O
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1.2. La hipérbola de curvatura de ¢ : R — R

En esta seccién describiremos algebraicamente las propiedades de la hipérbola de curvatura
asociada a una aplicacién cuadrética g : R» — RY! usando los invariantes de g.

Definicién 1.2.1. La hipérbola de curvatura asociada a la aplicacion cuadrdtica ¢ : RVt — R
es definida como el subconjunto de R

H = {@ cv € RV )P = j:l}.

[o]?

—

.

Denotaremos por O el origen de RY!; el centro de H es el punto C tal que OC= H (H

es el vector de curvatura media de ¢, vea la Definicién 1.1.8). Diremos que un punto P de la
—

hipérbola es de tipo espacio (resp. de tipo tiempo) si este es tal que CP es un vector de tipo
espacio (resp. de tipo tiempo) de R

Genéricamente, la hipérbola de curvatura en el caso no degenerado, i.e. cuando el invariante
Ky es no nulo, es dada como en la siguiente figura:

En este caso, tenemos la siguiente descripcién explicita de la hipérbola de curvatura H. Las
pruebas de las afirmaciones se obtienen por un calculo directo por tanto son omitidas.

Proposicién 1.2.2. Si Ky # 0, la hipérbola de curvatura es no degenerada, y la siguiente
descripcion es valida:

1- si U =0, la hipérbola de curvatura es

. HP? - K
H:{H+V:|V|2:—’ ’2 };

sus asintotas son dos lineas de tipo luz en RY y cuando [v]* > 0 (resp. |v|* < 0) la
hipérbola esta compuesta por puntos de tipo espacio (resp. de tipo tiempo);
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2.

si US # 0 y Ug es diagonalizable con eigenvalores a # b como en la Proposicién 1.1.10, los
ejes de H estan dirigidos por los eigenvectores uy y uy de Ug, y su ecuacion en (H, ug, u;)
es dada por

2 2
-V T T — 4
b a

sus asintotas son rectas de tipo tiempo (resp. de tipo espacio) si a > b (resp. a < b), y
ademds, cuando a,b > 0 la hipérbola contiene puntos de tipo tiempo y de tipo espacio
(resp. contiene sélo puntos de tipo espacio), si a,b < 0 la hipérbola contiene sélo puntos
de tipo tiempo (resp. contiene puntos de tipo tiempo y de tipo espacio);

si Up es no diagonalizable, tenemos dos casos que corresponden a los casos en la Proposi-
cion 1.1.11:

a) si UY es de tipo tiempo (en S), la ecuacidn de H es dada por

AP -K) VKR - UpKP, k)

V1V vy = 1;
- 2 2 2 )
K5 Ky

una de las asintotas es de tipo tiempo y la otra es de tipo espacio, y la hipérbola
contiene puntos de tipo tiempo y de tipo espacio;

b) si U es de tipo luz (en S), la ecuacién de H es dada por

l—a , 2 1+a2 l4+a , 26 l—a ,
7V1 + ?VIVQ + 7 =1 0 7V1 -+ ?Vlyg — 7V2 =1
donde a = u ye==+1. Si H es dado por la primera ecuacion (resp. la sequnda

ecuacion,), este tiene una asintota de tipo luz, que es la recta vy = —euvy (resp. la
recta vy = evy); su otra asintota es de tipo tiempo (resp. de tipo espacio) si a > 0,
y es de tipo espacio (resp. de tipo tiempo) si a < 0; ademds, H contiene puntos de
tipo tiempo y de tipo espacio (resp. sdlo puntos de tipo espacio, o sdlo puntos de tipo
tiempo).

Observaciéon 1.2.3. Si el invariante Ky es no nulo, el endomorfismo Ug es invertible y en-
tonces podemos definir

o*:RM — R
v o— {(1,Ug'v).

La aplicacion ®* forma entonces una ecuacion intrinseca de la hipérbola de curvatura H : para
todo v € R,

H+veH siysdlosi & v)=1

Esto nos da un mecanismo eficiente para escribir la hipérbola de curvatura en casos especificos,
ya que Ug puede ser facilmente escrito en términos de la seqgunda forma fundamental.
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Daremos ahora una interpretacion del signo del invariante A en términos de la posicién del
origen O de RY! con respecto a la hipérbola de curvatura H. Supongamos que U2 # 0y Ug es
diagonalizable con eigenvalores a y b como en la Proposicion 1.1.10; usando el endomorfismo
Uq dado en la prueba de la Proposicién 1.1.10, calculamos

042 ﬁQ
A=detUp=ab(1+——=
€ Q a(+a b),

por lo tanto,

2 Oé2

A>0 si y sélo si — - —<1.
b a

Por una traslacién en R, esto equivale a que el origen O esté en el interior o sobre la hipérbola
de curvatura H dada en el sistema (ug,u;) por

(1, — B)? . (11 — @)?

=1.
b a

Todos los demas casos pueden ser tratados de manera similar.
Observaciéon 1.2.4. Si el invariante Ky es no nulo, obtenemos:
s A >0 sty solo si O esta en el interior de H;
» A =0 siysolosi O esun punto de H; y

s A <0 siysolo si O estd en el exterior de H.

En el caso Riemanniano, una interpretacion analoga para el signo del invariante A y la elipse
de curvatura es dada en [39].

Para finalizar la seccién, daremos la descripcion de la hipérbola en el caso Ky = 0 :

Proposicién 1.2.5. Si Ky =0 y &, # 0, tenemos dos posibilidades:

1- la imagen de f; es una recta de tipo espacio; en este caso la hipérbola se degenera a la
union de dos semi rectas:

a) si |H|>— K #0, la hipérbola es

{HiMMﬁP—Kul, 1§)\<+oo} 0 {ﬁi—)\\/l{—|ﬁ|2u0, 1§)\<+oo},

dependiendo del signo de ]ﬁP - K;
b) si |H|? — K =0, la hipérbola es

{F[i)\(u0+u1),1§)\<+oo} 0 {ﬁj:)\(uo—ul), 1§)\<+oo},
esto ocurre cuando Ug es dado por (1.23) con 1 = —1;
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2- la imagen de f, es una recta de tipo tiempo; en tal caso la hipérbola se degenera a una

linea recta:
a) si |[H|>— K #0, la hipérbola es
[’_j + RUO 0 [’_j =+ Rul,

donde el primer caso ocurre si |H|> — K > 0 y el sequndo caso si |H|? — K < 0;
b) si |H]?— K =0, la hipérbola es
ﬁ—I—R(Uo—Ul) o ﬁ+R(U0+U1),

esto ocurre cuando Ug es dado por (1.23) con e1 = 1.

Para ambos casos 1- y 2- de encima: a) corresponde a Ug diagonalizable y b) a Ugp no
diagonalizable, y la base (ug,u1) es dada por las Proposiciones 1.1.10 y 1.1.11 respectivamente.
Notemos ademds que A > 0 en el caso 1- y que A <0 en el caso 2-.

Proposicién 1.2.6. Si Ky =0 y &, = 0, consideramos dos casos:
1- f, # 0; en tal caso la hipérbola se degenera a una recta con un punto removido

{ﬁ + A, A€ R\{O}} :

donde g es el vector distinguido definido en el Lema 1.1.5; en tal caso A =0, y q es

casi-umbilica;

2- f4 = 0; la hipérbola entonces se degenera al punto final del vector ]—7; q es umbilica.

.O / .O OO

() (b) (c)

En la figura, (a) y (b) son las hipérbolas de curvatura degeneradas descritas en los casos 1-y
2- de la Proposicién 1.2.5 respectivamente, mientras que (c) es la hipérbola del caso 1- de la

Proposicién 1.2.6.
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CAPITULO 2

La aplicacion de (Gauss de una
superficie Lorentziana en R%?

Consideremos una superficie Lorentziana orientada M en el espacio R*2. Denotaremos por
G171(R2’2) la variedad Grassmaniana 4—dimensional de los planos Lorentzianos orientados que
pasan por el origen en R*2.

La aplicacion de Gauss generalizada de la superficie Lorentziana M es
G:M— G171(R2’2)

que asocia a cada punto x de la superficie su plano tangente Lorentziano orientado T, M. Nuestro
objetivo ahora es estudiar la relacion de la aplicacién de Gauss con los invariantes de segundo
orden de la superficie.

El resultado mas importante de este capitulo viene dado en la Proposicion 2.2.4, en donde
presentaremos una formula que relaciona la diferencial de la aplicacién de Gauss con las cur-
vaturas Gaussiana K y normal K de la superficie Lorentziana.

Cuando la aplicacién de Gauss de la superficie Lorentziana es regular, i.e. una inmersion,
las inmersiones consideradas de M en R*? son no triviales (en la terminologia de J. L. Weiner
[49]), i.e. no estén contenidas en hiperplanos de R*?2. La férmula descrita en el parrafo anterior,
junto con la hipétesis G regular nos sera 1til en posteriores capitulos.

Obtendremos también relaciones entre el invariante A y la diferencial de la aplicacién de
Gauss, estas aparecen al estudiar las direcciones asintéticas sobre la superficie Lorentziana:
veremos como el signo del invariante A determina la existencia de dichas direcciones y su
caracter causal como hicieron P. Bayard y F. Sédnchez-Bringas [9].
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2.1. El espacio de los bivectores de R*?

Consideremos un espacio vectorial real £ de dimensién finita n.
El espacio k-producto alternante A*E es definido como el espacio vectorial real generado
libremente por elementos, llamados k-vectores, de la forma

Ul/\UQ/\/\Uk

donde uy,...,u; € E, estan sujetos a las condiciones siguientes:

v (up+au) Aug A+ Ay = (ug Aug A -+ - Aug) + a(vg Aug A -+ Auyg), para cualesquiera
v, U, .., up € By a€eR,

n Up(1) A Ug) A AUy = €(0)ur Aug A -+ Ay, para toda o € S, permutacién de k
elementos, donde ¢(o) denota la signatura de la permutacién o.

Cuando k es igual a 2 diremos bivectores en lugar de 2—vectores y asi A%2E es el espacio de los
bivectores de F.

Dada una base {uy,...,u,} de E, los k-vectores
{uil/\%A---/\uik EANE: 1< <ig< - <ik§n} (2.1)

forman una base para A*E, por lo tanto, el espacio A*E tiene dimensién (Z)

Cuando E se encuentra equipado con una métrica (-, -), podemos definir una métrica sobre
el espacio A*E de la siguiente manera. Para los k—vectores basicos dados en (2.1) definimos

<ui1 ) u]'1> e <ui1 ’ ujk>
(Wiy ANy Ao Ny, wgy Aug, A -+ - A, ) = det :
<uik7 uj1> T <uik7 ujk>

y extendemos por bilinealidad a todo A*E.

En lo que sigue, vamos a considerar el caso particular en que E es el espacio R*2. El espacio
A’R?? de los bivectores de R*? tiene dimensién real 6 y dada {eg, 1, €2, €3} la base canénica
de R?2, los bivectores bésicos

{ei/\ej:OSi<j§3}

tienen norma Lorentziana
2./, . o N — e ?le.]?
lei Nej|” = (e; Nej e Nej) = lei|”|ej] .
Asi, la métrica sobre el espacio A2R*? inducida por la métrica de R*? tiene signatura (2,4).
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Cuando R?? estd orientada por la base candnica {eg, €1, €2, €3}, podemos identificar
4732,2
AN R ~ R,

donde eg Aej Aey Aeg se identifica con 1 € R. Esta identificacién nos permite definir el producto
cufia sobre los bivectores de R?? por

A A’R*? x A°R*? — R

(2.2)
(p, P)—pAYD.

El producto cuiia A es una forma R-bilineal y simétrica sobre el espacio de bivectores de R??.

Definamos ahora el operador estrella de Hogde
*: A°R?? — A’R??

para ser el endomorfismo simétrico sobre el espacio de bivectores de R?2, asociado al producto
cufia con respecto a la métrica de A2R?*2, i.e.

(0, 0"y =p N Y (2.3)

para cualesquiera p,p’ € A2R?2,

El operador % actiia sobre los bivectores bésicos de R*? de la siguiente manera:
*(eg Nep) = —eg A eg, *x(eg Nex) =—eg Nes  y  x(egANes) = —ep Aes. (2.4)
En efecto, consideremos por ejemplo el bivector ey A e1 : podemos escribir

eo/\el E QO el/\e]
1<J

para algunos «;; € R, entonces tenemos
(x(eg Ney),e Nes) = (eg ANer) A(er Nes) 0 siysolosi e, Aes =es Aes;
por lo tanto, x(eg A e1) = aas(e2 A e3) donde
—ao3 = (anz(ea A eg),ea Neg) = (x(eg Aep),ea Aes) = (eg Aep) Aea Aeg >~ 1.
Analogamente conseguimos,
*(ea Neg)=—egANep, (egNez)=—(egNex) v *(e3 Aey) = —eg A es. (2.5)

Las igualdades en (2.4) y en (2.5) nos dicen que el operador estrella de Hodge es una
involucién sobre el espacio de bivectores de R?2, i.e. > = Idp2p2.2.
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Consideremos los ntimeros de Lorentz definidos como
A={u+tov: u,veR, c ¢ R, o*=1}.

Con las operaciones usuales, A es un algebra sobre R, asociativa, conmutativa y con unidad.
Vea en el Apéndice A algunas referencias sobre los nimeros de Lorentz.

El espacio de los bivectores de R*? admite una estructura de A-mddulo: consideremos la
accion de los ntimeros de Lorentz sobre A2R?? dada por

A x APR?? — A’R??
(a,p) —>a-p

donde o € A actiia sobre un bivector como
o-pi=—%p. (2.6)
Las igualdades en (2.5) garantizan que los bivectores basicos
E, =ey Nes, Ey:=e3Ne; v Ez:=eNey (2.7)

forman una base de A%2R?*2 como A-méddulo.

Ahora vamos a definir una norma adecuada sobre A?R*2. Consideremos la aplicacién

H: A’R%>? x A°R*? — A

(2.8)
(p,0') — (0, p) —o (P A D).

H es una forma R—bilineal y simétrica. Mas atin, H es una forma o-bilineal: para cualesquiera
p,p’ en A’R?*?2 tenemos

H(o-p,p)=(o-p,p)—0c(c-pAp)
= (—*p,p) +0 (xpAP)
=—pAp +o ($p,p)
=aH(p,p).

Finalmente, la base de A’R*? como A—mdédulo dada en (2.7) es H—ortonormal: para i # j
tenemos H(E;, E;) = 0y H(Ey, E1) = H(Es, E3) = —H(E,, E3) = —1; por tanto, podemos
identificar

NR¥2~ AEAE®AE; ~ A, (2.9)

donde A" es el espacio 3-dimensional A? equipado con una norma de signatura (—, +, —).
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2.2.

La Grassmanniana de los planos Lorentzianos en R??

En esta seccion, estudiaremos la variedad Grassmanniana 4—dimensional Gy 1(R*?) de los

planos Lorentzianos orientados que pasan por el origen en R?2.

Consideremos un plano P en Gy ;(R*?); supongamos que (z,y) es una base ortonormal

orientada de P, entonces el bivector p := x A y satisface:

pAp=0 vy (p,p)=-1

Reciprocamente, supongamos que un bivector p € A%R??2 satisface las condiciones de encima;

la primera condicién nos dice que p se descompone, i.e. existen vectores z,y € R*? tales que

p=zxANy.

Veremos que los vectores x e y definen un plano Lorentziano orientado P : con respecto a la

norma Lorentziana del vector x, dos cosas pueden suceder:

1-

(x,z) # 0 : podemos suponer que (x,y) = 0 (en otro caso podemos reemplazar y por

_ A{=zy)
Y= @)

los vectores z e y tienen caracter causal diferente. Supongamos que el vector x es de tipo

x y el valor de p no cambia) y asi, la segunda condicién de encima nos dice que

tiempo y que y es de tipo espacio (el otro caso es similar), el plano generado por los

. sy . . .
vectores unitarios {\xl’ m }, donde por ejemplo |z| := /|(z,2)|, es un plano Lorentziano
orientado (si es necesario reemplazamos x por —z);

(x,z) = 0 : la segunda igualdad implica que (x,y) = +1, sélo consideraremos el caso
(z,y) = 1 ya que el otro caso es similar. Si |y|* = 0, los vectores {w—\;iy, %} son ortonor-
males de tipo tiempo y de tipo espacio respectivamente y satisfacen p = x—\;%’ A\ %, 1.€.

el plano generado por ellos es un plano Lorentziano orientado. Si |y|> # 0, el vector

¥ =x— %y es tal que (z/,y) = 0, [2/|?|y|> = =1y p = 2/ Ay, el plano generado por

estos vectores es Lorentziano orientado (si es necesario reemplazamos z’ por —z’).

Por los argumentos de encima, podemos identificar la Grassmanniana

G11(R*) ~ {pe N’R**: (p,p) = —1, pAp=0} = Q. (2.10)

Usando la definicién (2.8) de la norma H sobre A?R*? y la identificacién (2.9) conseguimos

0= {pe AR Hipp) = —1} _—
={p=pE1 +p2E>+ psE;3 € A’R?? . —pf +p§ — p% =1}
~ {p = (p1,p2,p3) € A2 —p? —l—p% —p?) =—1},

i.e. la Grassmanniana de planos Lorentzianos orientados en R?? es un hiperboloide de una hoja

en el espacio 3—dimensional A2
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El espacio tangente a la Grassmanniana Q. Para un plano p en la Grassmanniana Q,
usando la igualdad en (2.11) podemos calcular el espacio tangente a la Grassmanniana Q en p,
este viene dado por

7,0 = {g e A2R2?: H(p,€) = o}. (2.12)

Consideremos el plano p*, el complemento ortogonal de p con respecto a la métrica de
R*?. Supongamos ademas que (eq, €1), (€2, €3) son bases ortonormales orientadas de los planos
pt v p respectivamente, tales que (eg,e1, ez, e3) es una base ortonormal orientada de R2Z;
consideremos la base H—ortonormal (E1, By, E3) de A*R?*? como A—mdédulo definido en (2.7).

Ya que p =ey Ae3 = Ey v H es o—Dbilineal, tenemos
T,Q = {&FEy + &Es 1 &,8& € A} = AB, ® AE;; (2.13)

ademds, usando la descomposicién en (2.9) de A’R*? conseguimos N,Q = AF;.

Por otro lado, ya que p* @, p = R?2, un plano p’ suficientemente cercano al plano p satisface
pt ®p' =R?*? y entonces p’ es la grafica de una aplicacién lineal vy : p — pt, i.e.

P ={u+vy(u): uep}

En efecto, para cada u € p C R?>? = pt @ p’ existen los vectores v(u) € pt,y(u) € p/, tnicos,
tales que u = —v(u) + y(u); la asignacién p 3 u +— v(u) € p* es lineal: para cualesquiera
up,u; € py todo A € R tenemos

y(uo + Auy) — (y(uo) + Ay(uy)) = v(ug + Auy) — (v(ug) + Av(uq))
como los subespacios p* y p’ son independientes, conseguimos
v(ug + Aug) = v(ug) + Av(uy).

Con esto, un vector de 7,Q es la variacién infinitesimal de aplicaciones lineales p — p*, por lo
tanto, tenemos la identificacion

T,Q ~ L(p,p"). (2.14)

En lo que sigue, vamos a describir explicitamente la identificacién (2.14). Para el plano
p=exNesz € Q, usando (2.13), cada vector ¢ del espacio tangente 7,Q puede ser escrito de la
forma

§:a02 60/\€2+(103 60/\€3+CL12 €1A62+6L13 61/\63

para algunos a;; € R (i = 0,1, j = 2,3); buscaremos una curva adecuada
p(t) : (_676) - Q7

con € > 0, tal que p(0) =py p'(0) =¢&.
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Supongamos inicialmente que p(t) = x(t) A y(t) donde z(t), y(t) son curvas ortogonales en
R%? tales que z(0) = e3 y y(0) = e3. La condicién & = p/(0) = 2/(0) A ez + e2 A /(0) implica

2'(0) = agzeo + arzer +biea +boes vy y'(0) = —ageeo — arzer + bzes — bre,

para by, by v bs niimeros reales arbitrarios.

Consideremos las curvas
i‘(f) = €9 + t(aogeo + a13€1) y g(t) = €3 — t(aogeo + a1261>;
escribiendo « := agzeg + aize1 v B = —age€y — a12€7 conseguimos

(@(t),z(t)) = -1+ al* vy (G), () =1+¢[B]

Notemos que para t suficientemente pequeno, la curva Z(t) es de tipo tiempo mientras que ()
es una curva de tipo espacio en R%2.

Definamos la curva
()
V1 —t2af?

x(t) es una curva de tipo tiempo unitaria. Por otro lado, la curva g(t) + (x(¢),75(t))x(t) es

x(t) :=

ortogonal a x(t) y ademds tenemos

() + (x(0), g(0)x(t), 5(1) + (x(b), §(1)x(t) ) = [F(O)]° + (x(t), §(1))* > 0;

por lo tanto, la curva

es de tipo espacio unitaria y ortogonal a x(t).

Finalmente, la curva buscada es p(t) := x(t) A y(t) € Q, que satisface p(0) =es Aeg3=py
P(0)=aNes+e AN =E.

Para conluir, notemos que cada p; := p(t) es un plano Lorentziano orientado en R?? generado
por x; 1= x(t) y y: := y(t), i.e. pr = {rx; + sy: : r,s € R}. Si escribimos

x =x(0)+tx'(0)+0(*) vy =y(0)+ty'(0) +O(t),

conseguimos
rx; + sy = (reg + ses) +t(ra+ sp) + O(t?),

para cualesquiera r, s € R, por lo tanto

Dt = {U — t{u, ex)a +t{u,e3) 3+ Ot : u e p}.
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De esta manera, cada p; es la grafica de la aplicacion lineal
Vi(u) == —t{u, ea)ar + t(u, e3) 8 + O(t?)

y por tanto
d

72| Vi) = —(u, ea)ar + (u, e5) .

Los argumentos de encima prueban el siguiente lema que usaremos en la préxima seccion.

Lema 2.2.1. Con respecto la identificacion (2.14): parap =es Aes € Q y o, 8 € p* el vector
tangente a Q en p
E=alNes+e N[ € TpQ

se identifica con la aplicacion lineal

Vip — QDL

u — —(u,es)a + (u,e3)fs.

La aplicaciéon de Gauss y la segunda forma fundamental. En este apartado, estudiare-
mos una relacion entre la aplicacion de Gauss y la segunda forma fundamental de una superficie
Lorentziana en R%2.

Supongamos que la superficie Lorentziana M esta orientada en espacio y en tiempo: el haz
tangente T'M y el haz normal NM estan orientados, y para todo x € M, una componente
de {u € T, M : (u,u) < 0} y una componente de {u € N, M : (u,u) < 0} son distinguidas;
un vector tangente o normal a la superficie perteneciente a una tal componente serd llamado
futuro-dirigido. Ademds, adoptaremos la siguiente convencién: una base (u,v) de T, M o de
N, M seré llamada positivamente orientada (en espacio y en tiempo) si este tiene la orientacion
de T,M o de N, M y si (u,u) <0y (v,v) >0, con u futuro dirigido.

La segunda forma fundamental I : T,M — N,M en cada punto = es una aplicacion
cuadratica entre los planos Lorentzianos orientados: una tal aplicacién cuadratica define natu-
ralmente un elemento de SO(1, 1)\Q(R", RY1) /SO(1,1), dado por su representacién en marcos
ortonormales positivamente orientados de T, M y N, M. Los invariantes numéricos y la hipérbola
de curvatura introducidas en el capitulo anterior son asi naturalmente alcanzadas por la segunda
forma fundamental de la superficie.

Usando los bivectores de R?? podemos dar la siguiente definicién. La aplicacion de Gauss
orientada de una superficie Lorentziana M en R?? es dada por

G:M — Q (2.15)

r +—— eaes,

donde (es, e3) es una base ortonormal positivamente orientada de T, M (recuerde que ey es un
vector de tipo tiempo y e3 es un vector de tipo espacio).
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Fijemos un punto = de la superficie Lorentziana M y consideremos (eg, e1) y (e, e3) bases
ortonormales positivamente orientadas de N, M y T, M respectivamente. Consideremos un mar-
co geodésico local (eq, e3) tangente a la superficie definido en una vecindad del punto z que
extiende a la base (ey,e3) de T, M, i.e.

es(x) = eq, es(r) =e3 y Veej(x)=0.

Asi, la aplicacion de Gauss orientada viene dada localmente por G = ey A e3. Derivando esta
expresion conseguimos

dG.(u) = deg(u) Aes(x) + ez(x) A dey(u)
= (Vyea(x) + I (es(x),u)) Neg + ex A (Vyes(x) + I (ez(x),u))
= II(eg,u) Nes+ex AIl(u,es), (2.16)

para cada u € T, M, donde Il : T,M x T,M — N,M es la segunda forma fundamental de
la superficie (escrita como una forma bilineal sobre T, M). Escribiendo G(x) = ex A ez =: p, la
igualdad (2.16) y el Lema 2.2.1 implican que el vector tangente dG,(u) € T,Q se identifica con
la aplicacién lineal

"M — N,M
v o— —(v,ex) 1 (u,es) + (v,e3)11(u,es),

que coincide con II(u,v). Obtenemos asi la siguiente relacién.

Proposicién 2.2.2. Para cualesquiera v € M y u € T,M, el vector dGy(u) € Tgm)Q se
wdentifica con la aplicacion lineal

[I(u,”): T,M — N,M
v o— 1I(u,v).
Para terminar, escribiendo es = u y e3 = v, tenemos G(z) = uAu' y de (2.16) conseguimos
dGy(u) = IT(u,u) ANu' +u AT (u,u'). (2.17)

La identificacién (2.14) implica que un vector tangente a la Grassmanniana en G(x) se interpreta
como un movimiento infinitesimal del plano tangente, la férmula (2.17) nos permite dar la
siguiente interpretacién del vector dG,(u). Existen movimientos infinitesimales

ty = —u NII(u,u) y ry:=uANIl(uu) € Teu)Q;

el movimiento infinitesimal ¢, es un movimiento de rotaciéon de T, M en el hiperplano T, M &
RII(u,u) sobre el eje Ru'. Andlogamente, r, es un movimiento de rotacién de T,M en el
hiperplano T, M @ RII(u,u’) sobre el eje Ru.
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La forma de area sobre la Grassmanniana Q. Para un punto x de una superficie
Lorentziana M en R*? orientada (en espacio y en tiempo), consideremos (eg,e;1) v (es,€e3)
bases ortonormales positivamente orientadas de N, M y T, M tales que (eg, €1, e2,€3) es una
base ortonormal positiva de R%2.

La forma de area wg sobre la Grassmanniana Q esta definida en cada bivector p de Q como
la forma bilineal alternada con valores en los ntimeros de Lorentz

wo(p) : 1,9 xT,0 — A
(&1,8) > —det(p, &1, &),

donde el determinante de los vectores (p, &1, &) es tomado con respecto la base H—ortonormal
(E1, By, E3) de A*R*? como A-médulo definida en (2.7).

En el siguiente lema daremos formulas que seran ttiles en el resto del presente capitulo.

Lema 2.2.3. Supongamos que la sequnda forma fundamental de la superficie Lorentziana M

__f(a c¢ e g
11 = (C b) €o + (g f) €1. (218)

Los invariantes de sequndo orden de la superficie en x satisfacen:

|ﬁ|2:—(“;b)2+(f;e)2 K = (ab—cf) + (¢ — &)

en el punto x estd dada por

Ky=cle+ f)—gla+b) y A= i(af—eb)2—|— (ag — ec)(bg — fe).

Demostracion. La prueba de estas féormulas es obtenida por un calculo directo una vez que
escribamos los endomorfismos simétricos asociados Se,, Se, en forma matricial y usemos la
Definicion 1.1.8 de los invariantes numéricos. O

A continuacién daremos el resultado principal del capitulo, la férmula que relaciona la
diferencial de la aplicacién de Gauss, la curvatura de Gauss K y la curvatura normal Ky de
la superficie Lorentziana M. Esta féormula en R?? es andloga a las dadas en [2, 3] en el caso de
superficies Riemannianas en R3! y en R*.

Proposicién 2.2.4. Consideremos una superficie Lorentziana M en R*? orientada (en espacio
y en tiempo). La aplicacion de Gauss G : M — Q de la superficie M satisface

G*WQ = (K + O'KN)WM,

donde wyy es la forma de drea canonica de M, i.e. el determinante en alguna base ortonormal
positivamente orientada.

Demostracion. Como encima, consideremos (e, €1) y (ea, e3) bases ortonormales positivamente
orientadas de N, M y T, M tales que (eg, €1, €2, €3) es una base ortonormal positiva de R*?2.

30



Supongamos que la segunda forma fundamental de la superficie en el punto x esta dada
como en (2.18), i.e.

11(62,62) = aeg + eeq, II<€3,€3) :b€0+f€1 y 11(62763) = ceg + geq;

usando la igualdad (2.16), podemos escribir la diferencial de la aplicacién de Gauss dG, en la
base (E1, By, F3) de A’R*? como A—mébdulo, conseguimos

1 0 0
Gx)= (0], dGule)=|—etoc| vy dGailes)=|—g+ob
0 —g+oa —f+oc

De un célculo directo obtenemos

Gwo(7)(eg, €3) = wo(G(x))(dG (e2), dG(e3))

1 0 0
=—det |0 —e+oc —g-+ob
0 —g+o0a —f+oc

= (ab—ef) +(¢* =) +a(c(f +e) —gla+b)
=K+ o0Ky;

la ultima igualdad fue dada en el Lema 2.2.3. O]

Usaremos la Proposicién 2.2.4 en la tercera parte de la tesis cuando estudiemos las superficies
Lorentzianas planas con haz normal plano (K = Ky = 0) y aplicacién de Gauss regular.

Superficies Lorentzianas con aplicacion de Gauss regular. Diremos que la aplicacién
de Gauss G : M — Q de una superficie Lorentziana M es regular si dG, es inyectiva en cada
punto x de la superficie.

En este apartado veremos brevemente por que es natural considerar superficies Lorentzianas
en R?? con aplicacién de Gauss regular.

Lema 2.2.5. Para cada x de M tenemos dG, : T,M — Tgu)Q es inyectiva si y solo si la
sequnda forma fundamental I1 : T, M x T,M — N,M en x es no degenerada.

Demostracion. Escribiendo I1(-,-) := Iy(-,-)eq + I11(-,-)e; en (2.16), conseguimos
dG.(u) = Iy(ez, u)eq A ez + I (ea,u)e; A ez — Io(u,e3)eq A ea — 111 (u, e3)e; A e,

para cada vector tangente u € T,M. Por lo tanto, dG,(u) = 0 si y sélo si Ily(u,e;) =
IL(u,e;)=0,7=2,3, de [I(u,-) =0. O
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El primer espacio normal de la superficie Lorentziana M en R?? en el punto x es definido
como el espacio vectorial real generado por la imagen de la segunda forma fundamental 11, i.e.

Ni(z) == spang{lI(u,v) : u,v € T,M} C N,M. (2.19)

Ya que /I toma valores vectoriales en N, M, en general tenemos dim(N,(z)) < 2.

El espacio osculador de la superficie en z es definido como el subespacio
T,M @& Ny(v) C T,R*?,

Diremos que el espacio osculador en el punto x es degenerado, si el primer espacio normal N, (z)
es 1—dimensional siguiendo la direccion de un vector de tipo luz.

Lema 2.2.6. Supongamos que K =0 en x y que dG, : T, M — Tg,)Q es inyectiva. Tenemos
G'H, = H(dG,,dG,) =0  siysdlosi II(-,-)= A",

donde X\ es una forma bilineal y simétrica sobre T, M, y donde v € N, M es un vector de tipo
luz. Aqui, H es la norma sobre A’R?? definida en (2.8).

Demostracion. Supongamos que G*H, = H(dG,,dG,) =0, i.e. para cada u € T, M tenemos
(dGo(u),dGy(u)) =0y dGa(u) AdGy(u) =0,
donde (-, -) es la métrica de A*R*?; usando la igualdad (2.16) conseguimos
\I[1(eg,u)|* = |II(es,u)* =0 ¥y det (e,e0) (L1 (€2, u), I (e3,u)) =0 (2.20)
para cada u € T, M. La segunda igualdad de (2.20) implica
Il(ey,e9) = Aoll(eg,e3) y  Il(es,e3) = A3ll(es, e3), (2.21)

para algunos Mg, A3 € R, por lo tanto, exite una forma bilineal y simétrica A : T, M x T, M — R
tal que
II(7 ) = )‘(7 ')11(627 63)'

Mostraremos ahora que v := II(eg,e3) € N, M es un vector de tipo luz. Ya que K = 0, la
ecuacién de Gauss y (2.21) implican A\gA3 = 1 0 |11 (e3, e3)|> = 0. Supongamos por contradiccién
que |II(eg,e3)|> # 0 : de la primera igualdad en (2.20) tenemos A3 = A2 = 1, as{ Ay = \3; de
(2.21) tenemos

I1(eg,e9 — Age3) =0 y I1(e3,ea — Ageg) = 0,

i.e. I1(-,e5 — Agez) = 0 que es una contradiccién pues dG,, es inyectiva (Lema 2.2.5).

La afirmacién reciproca se obtiene facilmente usando (2.16) y (2.8). O

32



La siguiente proposiciéon garantiza que las inmersiones isométricas que consideramos son no
triviales (en la terminologia de [49]), i.e. no estdn contenidas en hiperplanos de R*2.

Proposicién 2.2.7. Supongamos que K =0 en x y que el espacio osculador T,M & Ni(x) es
no degenerado. Tenemos dG, es inyectiva si y solo si dim Ny(x) = 2.

Demostracion. Supongamos primero que dG, es inyectiva y pensemos por contradiccion que
dim Ny (z) < 2 :sidim Ny(x) =0, i.e. [I(+,-) = 0, tenemos una contradiccién; si dim Ny (z) = 1,
existe una forma bilineal y simétrica A : T, M x T, M — R, y un vector normal v € N, M, con
[v]? # 0 (el espacio osculador es no degenerado), tales que

usando (2.16) conseguimos
dG.(u) = (A(es,u)egs — Aez, u)es) A v.

Ya que K = 0, la ecuacién de Gauss implica A(ez, e2)A(e3, e3) = A(eq, €3)?, y ast
Ales, e3)dGo(e2) — Alea, €2)dGa(es) = 0;

como dG, es inyectiva, A(eg, e3) = A(eg, e3) =0, asi I1(ez, ) = 0 una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos dim N;(z) = 2 y pensemos por contradiccién que dG, no es
inyectiva. Por el Lema 2.2.5, existe u € T, M tal que I1(u,-) = 0, entonces escogemos u* € T, M
tal que (u,u*) es una base, asi la imagen de II es 1—dimensional siguiendo la direccién del
vector 11 (u*,u*), una contradiccion. O

La estructura algebraica de la segunda forma fundamental. En lo que sigue, vamos a
dar férmulas explicitas de la segunda forma fundamental de la superficie Lorentziana M C R??
para un conjunto de invariantes dados, en particular, en el caso en que la superficie es plana
con haz normal plano con aplicaciéon de Gauss regular.

Supongamos que en el punto © € M, rango(f;;) = 2 y la signatura de ®;; es (1,1),
asumiremos ademas que

(|HP —K?-K}>0 y |HP-K>o0. (2.22)

Vamos a describir la segunda forma fundamental en la base de eigenvectores (ug,u1) de Ug
dado en la Proposicién 1.1.10. La segunda hipédtesis en (2.22) implica que los eigenvalores a, b
son positivos; escribiremos b = Vb. El vector normal vy = %ul es tal que ®y;(1p) = 1. Ademas,
de un célculo directo tenemos (i[[(y(],uo) =0y @Ij(uo,ul) = b, y asi, para todo v € N, M
tenemos

11 (v, v) = blw, uy).
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Por otro lado, Ar;(vp,u1) = 0y la ecuacién (1.1) implica A%, (vg, uo) = a, asi Ar(vp,v) =
a(v,ug) donde a = \/a o —y/a. Por lo tanto, en alguna base ortonormal positivamente orientada
(627 63) de TxM,

Suo = —Oéjd:l: A[[(V(),U())El = <—Oé :Fa>

+a -«
y
= +b 0
Sul :B[dﬂ:q)][(yo,ul)EQI (BO ﬂIFb)
(donde usamos la forma (1.5) de S,), y conseguimos
—a Fa —6FDb 0
11 = . 2.23
(ﬂFa &>u°+( 0 ﬂqﬁb)ul 229

Usando el Lema 2.2.3, conseguimos los invariantes numéricos clasicos de la segunda forma
fundamental en términos de los invariantes a,b,ay 3 :

H* = —a® + 87, K=—-a’+ 3 —a® - v’
A=—-a’f+v’*+a%w? y Ky =2ab.

Cuando la superficie Lorentziana es plana con haz normal plano, i.e. K = Ky = 0, con apli-
cacion de Gauss regular, con los mismos argumentos de encima, podemos describir la segunda
forma fundamental de la superficie de acuerdo a los casos del Teorema 1.1.12.

Proposicion 2.2.8. Supongamos que en el punto x € M, se tiene K = Ky = 0 y dG, inyec-
tiva. La estructura algebraica de la sequnda forma fundamental I1 es la siguiente:
A- Si |H|? # 0; la matriz de U, es dada por

1—2 0

M (Us, (uo, w1)) = |H|? ( 0

), para 1 =0, 1.

Escribiendo H = au; + fui_; € N, M, consequimos:

A.1-
[ —ax (1) a? -2 0 ' -5 0 '
Il = < 0 o+ (_l)l\/m> U; + ( 0 B) U1 —i,
en este caso A = %(a? — %) > 0;
A.2-

_ —a F(=1)'B2—a) (=5 0 |
Il = (ZF(—l)Z ﬁ2 — OJ2 a ) U + < 0 ﬁ) Ur—i,

con invariante A = 3*(a? — %) < 0.
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B- Si ]ﬁ|2 =0y ®;; #0; la matriz de U es dada por

€1 €2

M (Us, (ug,uq)) = ( ) . para € = £1, € = £1.

—€2 —€

Si escribimos H := aug + Buy € N, M, tenemos lo siguiente:

—a*1 0 = 0
1=
( 0 ai1>u0+< 0 5i62)“1’

en este caso A = (o — €33)* > 0;

17— (_O‘ ﬂ) u
Fl «

y el invariante A = —(a + €33)? < 0.

B.1- sie; =—1:

B.2- si €1 = 1:
—B  *e
+ (j:EQ /B Uy,

Cuando A = 0 el espacio osculador de la superficie es degenerado (vea la Proposicion 2.2.6).

C- |H|? =0, &5 = 0 : en este caso A = 0, para € = 1 (i.e. cuando N = Ny, Ny resp.),
tenemos:

C.1- Casi-umbilica: H = aprr + Bugr,

1= (_Oil_ ‘ a__1€> s + (_6 5) Hir

el caso |urr|* = £1 y 8 = 0 no puede ocurrir pues dG, es inyectiva. Si |urr|> =0y B8 =0,
el espacio osculador de la superficie es degenerado.

_[(—a 0 -5 0
I]—(O a>u0+<0 B)“b

en este caso, el espacio osculador de la superficie es degenerado.

C.2- Umbilica: H := aug + Buy,

2.3. Direcciones asintoticas

Para finalizar el presente capitulo, vamos a estudiar las direcciones asintéticas sobre una
superficie Lorentziana en R?2. Estas direcciones se encuentran definidas por medio de la difer-
encial de la aplicacion de Gauss de la superficie; veremos como su existencia y su caracter causal
estan relacionados con los invariantes de segundo orden de la superficie.
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Consideremos una superficie Lorentziana M en R*? orientada (en espacio y en tiempo) y
G : M — Q su aplicaciéon de Gauss. Fijemos un punto x de la superficie y consideremos la
forma cuadrética

§:T,M — A'R*~R
1
U — ide(u) A dGy(u).

Diremos que un vector tangente no cero u € T, M define una direccion asintdtica en x si
satisface la ecuacién 6(u) = 0.

Para cada u € T, M, considere un vector v’ € T, M tal que G(z) = u A u/, entonces la
igualdad (2.17) implica
O(u) = I (u,u") N TT(u,u) ANuAu'.

La interpretacion geométrica de la forma cuadratica ¢ es la siguiente: para cada u € T, M, el
valor de d(u) mide la independencia lineal de las rotaciones infinitesimales de T,,M sobre los
ejes Ru y Ru’. Cuando u es una direccién asintoética, los hiperplanos de rotacion infinitesimal
T.M @RI (u,u) y T,M & RII(u,u) coinciden, i.e. en la direccién u, de manera infinitesimal,
y como suma de dos rotaciones, el plano tangente gira en un hiperplano de R??2,

Existencia de direcciones asintoticas. Probaremos que ezisten direcciones asintoticas so-
bre el espacio tangente T, M si y sélo si el invariante A es no negativo en x. En el caso en que
A es nulo en x diremos que la direccion asintética es doble.

Como antes, consideremos (eg, 1) y (€2, €3) bases ortonormales positivamente orientadas de
N, M y T, M tales que (eq, €1, €2, e3) es una base ortonormal positiva de R%?. Supongamos que
la segunda forma fundamental de M en el punto z estd dada como en (2.18), i.e.

11(62,62) = aeg + eeq, [I<63,€3) :b€0+f€1 y 11(62763) = ceg + geq.

Usando la igualdad (2.16), directamente obtenemos 6(u) = I1(u,e3) A I1(u,ez) A e A e3, para
cada u € T, M; asi, denotando por ¢ la forma bilineal y simétrica tal que §(u,u) = §(u), para
cada u € T, M, tenemos

eb—af

d(ex) = ec — ag, 6(es) =bg—cf v O(es,e3) = 5 (2.24)

Finalmente, escribiendo u = res + seg € T, M, podemos calcular la ecuaciéon intrinseca para las
direcciones asintoticas

§(u) = (ec — ag)r® + (eb — af)rs + (bg — cf)s* = 0; (2.25)

fijando r y usando una férmula del Lema 2.2.3, es sencillo ver que (2.25) considerada como una
ecuacién cuadrética en s tiene discrimiante 4A7r?.
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Caracter causal de las direcciones asintoticas. Consideremos el endomorfismo simétrico
us : T,M — T,M asociado a la forma cuadratica J; definamos la traza y el determinante
(calculados con respecto a la métrica) de la forma cuadrética 6 por

tr(0) :==tr(us) y det(d) := det(us).

Para estudiar el caracter causal de las direcciones asintéticas, vamos a introducir la forma
cuadratica 6° : T,M — R definida por

=6 — %w(é)(-, 3, (2.26)

donde (-, -) denota la métrica de la superficie M.

Lema 2.3.1. Las siguientes igqualdades son vdlidas:

tr(d) = —Ky, disc(0) := —det(d) = —A, (2.27)
disc(8?) := — det(8°) = iK}{, —A. (2.28)

Demostracion. Las igualdades en (2.27) se obtienen por un célculo directo usando las igualdades
en (2.24) y las férmulas del Lema 2.2.3:

tr(0) = —d(ez) + d(e3) = —(ec — ag) + (bg — ¢f) = —Kn;
det(d) = —d(eq)d(e3) + 5(62, e3) = —(ec —ag)(bg — cf) + }l(eb —af)*=A.

Ahora, usando (2.26) tenemos

1 —0(e2) — 5Kn  —0(ea, e3)
0y _ _ = — N 2 ’
det(97) = det(us — 5 Kyld) = det ( o(ez,e3)  O(es) — 5K

— 5(e2)S(es) + 8(en, €3) — %(—5(62) +6(es)) x4+ iKQ A= EK?V.

[]

Vamos a suponer que la segunda forma fundamental I de la superficie en x es tal que

rango(fir) =2, i.e. Kn # 0. De (2.26) tenemos lo siguiente,
C 0 1 2

du)=0 siysélosi 0 (u) = 5K]\/|U| . (2.29)

El caracter causal de las direcciones asintéticas entonces depende del signo de las formas

cuadraticas 4,6" y sus discriminantes. Existen dos casos principales, dependiendo de disc(d).

Empecemos analizando el caso en que disc(d) < 0, i.e. cuando estan definidas dos direcciones

asintéticas distintas; entonces dividimos la discusién en cuatro casos, de acuerdo al signo de §°.
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1- disc(6°) > 0 : si 6° es positivo (resp. negativo), las soluciones u de (2.29) son necesariamente
de tipo espacio (resp. de tipo tiempo) si Ky > 0, y de tipo tiempo (resp. de tipo espacio) si
KN < 0.

2- disc(6°) < 0 : denotemos por ugz el endomorfismo simétrico de T, M asociado a ¢°; entonces
tenemos |uso|? = — det(us) y en alguna base ortonormal positivamente orientada (e, e3) de
T, M, la matriz de uso queda

1
M (ugo, (€2, e3)) = £/ —|ugo|? (_01 0) :

Escribiendo u = res + ses, entonces (2.29) queda
d(u) =0  siysolosi + 2/ —|ugp|?rs = Kn(r* — s2). (2.30)

Asi, si u = rey + ses es una solucién no trivial de §(u) = 0, también lo es W := —seq + re;.
Observe que estas soluciones son necesariamente de tipo espacio o de tipo tiempo, y que si una
de ellas es de tipo espacio, la otra es de tipo tiempo; asi, una direccion asintética es de tipo
espacio y la otra es de tipo tiempo.

3- disc(6°) = 0, 6 # 0 : entonces tenemos |ug|> = — det(us) = 0, y el nucleo de uso es una
linea nula en T, M; existe asi una unica linea de tipo luz de soluciones para las ecuaciones en
(2.29). La otra solucién independiente es asi una linea de tipo tiempo o de tipo espacio. Pero,
usando nuevamente (2.29), si §° > 0 (resp. §° < 0) su solucién es necesariamente de tipo espacio
(resp. de tipo tiempo) si Ky > 0y de tipo tiempo (resp. de tipo espacio) si Ky < 0.

4-6° =0 : entonces 6(u) = —Kn|ul?, v 6(u) = 0 < |ul> = 0. Note que H = 0 en tal caso: ya
que Ky # 0, podemos suponer que la signatura de ®;; es (1, 1), con

(JHP —=K)?-K}>0 y |H?—-K>0.
Usando (2.23) conseguimos la férmula intrinseca en términos de los invariantes a, b,y /3 :
d(u) = +a(f £ b)u; + a(f F b)uj F abuju,,

y por lo tanto, °(u) = +af(u? + ud) F 2baujuy. Ya que 6 = 0y Ky = 2ab # 0, conseguimos
a=p8=0,ie H=0.
A continuacién presentamos un cuadro en donde se muestra un resumen del caracter causal

de las direcciones asintéticas. Los resultados obtenidos son similares al caso de las superficies
de tipo tiempo en el espacio de Minkowski 4—dimensional dados en [9)].

Para simplificar la presentaciéon vamos a suponer que Ky > 0; si Ky < 0 se obtiene un
resultado analogo, basta cambiar la palabra espacio por tiempo y tiempo por espacio.
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Signatura §°

disc(d) <0
dos direcciones asintdticas
(distintas) que son

disc(6) = 0,0 #0
una direccién asintotica
doble que es

tipo espacio

tipo espacio

tipo tiempo

tipo tiempo

1 tipo espacio - 1 tipo tiempo

No es posible

1 tipo luz - 1 tipo espacio

tipo luz

1 tipo luz - 1 tipo tiempo

tipo luz

tipo luz con H=0

No es posible.
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Parte 11

Representacion espinorial de
superficies Lorentzianas en R2:2
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CAPITULO 3

Espinores algebraicos del espacio R2:2

En el presente capitulo describiremos los preliminares algebraicos necesarios concernientes a
la geometria espinorial del espacio R?? : dlgebra de Clifford, grupo espinorial y la representacion
espinorial. La referencia principal para el estudio de las algebras de Clifford de espacios vecto-
riales pseudo Riemannianos, y todos los conceptos introducidos en este capitulo, es el libro de
H. B. Lawson y M. L. Michelsohn [36]; véase también el libro de Th. Friedrich [17] para el caso
Riemanniano.

Vamos a construir un modelo para el dlgebra de Clifford de R?2, el grupo espinorial y
su correspondiente representacion espinorial. Para este propdsito, veremos que es muy util y
conveniente introducir los nimeros de Lorentz y los cuaternios. Con estas herramientas, el
algebra de Clifford de R?? es caracterizada como una subélgebra de matrices de tamafio 2 x 2
cuyas componentes pertenecen al algebra de cuaternios con coeficientes en los nimeros de
Lorentz complejificados, el grupo espinorial es descrito como una pseudo esfera generalizada y
la representacion espinorial como una representacion matricial usual.

Finalmente, veremos que cada uno de los modelos descritos en este capitulo son isomorfos
a los dados en la literatura; una herramienta muy ttil para construir estos isomorfismos es el
uso de los nimeros de Lorentz.

Numeros de Lorentz y cuaternios. Consideremos los niimeros de Lorentz
A={ut+ov:u,veR o ¢ R,o*=1}
(vea algunas referencias en el Apéndice A), y su complejificacion denotada por
Ac = ARC~{u+ov:u,veC}.
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Consideremos también H*¢ el dlgebra de los cuaternios con coeficientes en Ac definida por

HAC .= {Co1+GI+GJ+GK (o, G,¢,¢G e Act,

donde I, J y K estan sujetos a las relaciones

P=7P=K=-1, IJ=-JI=K.

Vamos a considerar la subdlgebra
Hy := {p = pol +ipr] + paJ + ipsK € HA® : pg, p1, pa, p3 € A} C HAS

esta subalgebra es conocida como los niimeros para-cuaternios con coeficientes en los niimeros
de Lorentz; vea [32]. También consideremos el subespacio vectorial

Hy = {q=igo! +q] +igs] + gz K € H* : qo,q1, 0,3 € A} C HAC,

Note que el producto de un elemento en H; por un elemento de Hj esta en Hj, asi, el subespacio
H; tiene una estructura natural de Hy-mddulo; ya que

HA = H, @ H, (3.1)

el algebra HAC es un éalgebra Z,-graduada.

Para cada ( = (o1 + (11 + (J + (3K € HA¢ definamos
=Gl + Gl + G + K. (3.2)

donde @ significa la conjugacion en A extendida de manera C-lineal sobre A¢ (i.e. para cada
¢; = uj +ov; € Ac tenemos CAJ = u; — ov;); consideremos también la conjugacién usual en H-Ac
dada por

(=Gl =Gl = GJ — GK.

Estas operaciones son tales que, para cualesquiera ¢, (" € HA¢ :

(= vy &=Cc¢
Finalmente, consideremos la aplicacion

H:HA x HAc — A (3.3)
¢+ ¢

(¢, ¢) — s = CoGo + C1¢1 + GG + CaG3

donde ¢ = (ol + (11 + GoJ + K y ¢ = (1 + (11 + ¢5J + (K claramente la aplicacién H es
Ac-bilineal y simétrica.
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3.1. El Algebra de Clifford de R??

Denotaremos por H#¢(2) al conjunto de matrices 2 x 2 con coeficientes en H4¢. Si fijamos
la base candnica (eg, €1, €2, €3) de R*? un vector x = (g, 71, T2, x3) € R*? tiene norma

|z|? = (z,7) = —2) + 23 — 25 + 13

Consideremos la aplicacién de Clifford

v:R*»? — HA<(2) (3.4)
N 0 otxgl + 211 + 129 + 23K
—oixgl + x11 + txeJ + 23K 0 ’

i.e. 7y satisface
10
2 _ 2
s =—le (5 ).

El algebra de Clifford de R*?, que denotaremos de aqui en adelante por Cl(2,2), es una
subalgebra de HA¢(2) descrita a continuacién. Usando la aplicacién de Clifford v calculamos
los elementos de orden uno en el dlgebra de Clifford C1(2,2), estos son

s = (0, 0) = (1 0) =5 ) =3 5).

Los elementos de orden en dos en C1(2,2) son

sante) = (% _2). tant= (707 %) aente= (70 2,

—oil

sented = 'y ) o= (7 0) e = (1)

Los elementos de orden tres en C1(2,2) estan dados por

v(eo)v(er)y(e2) = (U(;( _((T)K) , (eo)v(er)y(es) = (U(;J _%U> )

santente = (0 7o) aententa = (£ 7).

—1

Finalmente el elemento de orden cuatro (o elemento volumen) en C1(2,2) es dado por

Aeo)r(env(en(es) = (g 0 ) |

—0
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Usando los elementos de orden dos y cuatro podemos generar la subalgebra de elementos pares
Cly(2,2) C CI(2,2) dada por

Clo(2,2) = { <€ 103) e HAc(2) | p € HO} ~ Hy; (3.5)

andlogamente, el subespacio de los elementos impares Cl;(2,2) C Cl(2,2), generado por los
elementos de orden uno y tres, estd dado por

ClL(2,2) = {(2 g) cHA(2): g€ Hl} ~H,. (3.6)

Reuniendo (3.5) y (3.6) obtenemos el dlgebra de Clifford de R*?

Cl(2,2) = {(Zqi %) € HA(2) : p € Hy, q € Hl}.

Mis adelante mostraremos que este modelo del dlgebra de Clifford de R?? es isomorfo al
algebra matricial My(R) como es descrito en [36, pag. 29).

Observacion 3.1.1. Con respecto a la descomposicion (3.1), eziste un isomorfismo de dlgebras
Cl(2,2) < Hy®H, = HA

P q

( A> — (p.9),

q D

donde el producto sobre HAC es inducido por el producto sobre C1(2,2)

(p q) Pod\_ (p+ad pd+ap
q p)\d 1 ' +pqd qq +pr')’
i.e. para cada (p,q) y (p',q') € HAC tenemos

(p,q)- (', q) = (o0’ +ad',pd + qp).

Consideremos la inclusién canénica de R*? en Cly(2,2) (i.e. inducida por la aplicacién de
Clifford 7) dada explicitamente por

R*? — Cl(2,2)

v = (20, 21, 22, 73) > y(7) = <O q)

donde q := gizgl + 211 + iw9J + 23K € H; es tal que q7 = qq = —|z|*.
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Ya que ¢ = —¢, tenemos

H(q,q) = qq = |z,
i.e. la restriccién de la aplicacién H, definida en (3.3), al subespacio R*? C H; ~ C1;(2,2)
coincide la métrica (-,-) de R*?.

0 /
Consideremos otro vector y € R*? y escribamos v(y) = (7 %) , donde ¢’ € H, entonces
q
tenemos N
qq" 0 -
z-y=7(2)y(y) = | ~ad € Ho
0 q¢

y su H—norma satisface
H(z-y,z-y) = H(qq,qd) = H(a, ) H(d,¢') = |=]"|y|*
Del mismo modo, para una coleccién de vectores xy, s, . . ., z, € R?? tenemos
H(zy @y Xy @y - Ty oo ) = |21 P20+ |20, (3.7)
donde z; - x; = y(z;)y(x;). Finalmente, la identificaciéon x ~ v(x) puede ser escrita como
R*? ~ {oigol + qi] +iqaJ + 3K € Hy : qo, q1, 42, g3 € R},
de un célculo directo, esto equivale a

R2? ~ {q €H, :T=—q } C H,. (3.8)

3.2. El grupo espinorial

Consideremos la restriccién de la aplicaciéon H (vea (3.3)) a la subdlgebra Hy ~ Cly(2,2)
del algebra de Clifford C1(2,2), esta viene dada por

H = H|HOZH0XHO — A (39)
(p,p') +—— pophy — PPy + P2py — P3P

donde p = pol +ip1l + poJ + ips K y p' = py1 +ipil + phyJ + iph K.

La aplicacién H (dada en (3.9)) permite definir el grupo espinorial como

Spin(2,2) :={p € Ho: H(p,p) =py — pi + 13 —p3 =1} C Cly(2,2). (3.10)

La identidad (3.7) garantiza que esta definicién del grupo espinorial Spin(2,2) coincide con
su definicién abstracta.
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Mostraremos que el grupo espinorial Spin(2,2) es isomorfo al grupo Sly(R) x Sly(R) como
es descrito en [36, pag. 56].

La siguiente observacién sera de gran utilidad aqui y a lo largo de la tesis.
Observaciéon 3.2.1. Cada elemento a = u+ ov € A puede ser escrito de forma unica como

_1—|—U 1—0

a 5 (u+v)+

(U—U),

donde los coeficientes en esta expresion satisfacen

(120)2:1207 (1;0)2:1;0 ) (120)(1;“)20, (3.11)

Consideremos el conjunto Ms(A) de las matrices de tamano 2 x 2 con coeficientes en los

numeros de Lorentz, y
Sly(A) :={P € My(A) | det(P) =1} C Ms(A),

el conjunto de matrices con determinante 1.

De la Observacion 3.2.1, cada P € M(.A) puede ser escrito (de manera tinica) como

14+0 1—0
= P P
2 1+ 2 2

P

donde Py, P, € M(R) (son matrices 2 X 2 con coeficientes en R); usando las propiedades en

(3.11) obtenemos

1+0o l1—0

det P = det P, +

det Pg.

Si suponemos que det P = 1, la igualdad de encima se escribe como
1 1
§(detP1+detP2):1 y é(detPl—detPg)zo,
de donde det P, = det P, =1, i.e. Py, P> € Sl3(R); tenemos definida asi una biyeccion

Sly(A) <> Sly(R) x Sla(R) (3.12)
P +— (Pl, PQ)

Supongamos que @ = 22Q; + 52Q, € Sly(A); ya que

140 l—-0o 1+o -0 l1+o 1—-0o
PQ:( 5 P+ 5 Pz)( 5 Q1+ 2 QQ)Z 5 P + 5 PQs,

la biyeccién dada en (3.12) es en efecto un homomorfismo (y por tanto un isomorfismo) de
grupos.
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Proposicién 3.2.2. El grupo espinorial Spin(2,2), definido en (3.10), es isomorfo al grupo
Sls(R) x Sly(R).

Demostracion. Mostraremos que el grupo espinorial Spin(2,2) es isomorfo al grupo Sla(A) y
usaremos el isomorfismo (3.12) para concluir el resultado.

Para cada p = pol +ip1 I + poJ + ips K € Spin(2,2) definamos

Po—P1 P2—DP3
M, = e My(A), 3.13
o(p) (—p2 —P3 Po+ p1> 2(A) ( )

que satisface
det My(p) = pg — pi +p3 — 15 = H(p,p) = 1.

La aplicacién My : Spin(2,2) — Sly(A) es una biyeccion: la inyectividad es directa. Para

b) € Sly(A) y escribamos

. a
mostrar la sobreyectividad, tomemos ( J
c

a+d d—a b—rc b+c
= 142 I J—1 K
p 5 iy it Ty

a

entonces p € Spin(2,2) y My(p) = (c

d) . Finalmente, de un calculo directo conseguimos

Mo(p p") = Mo(p)Mo(p'),

ara cada p,p’ € Spin(2,2); tenemos asi un homomorfismo biyectivo entre el grupo espinorial
p p,p p

Spin(2,2) y Sly(A). O

El isomorfismo construido entre el grupo espinorial Spin(2,2) y Sl(.A) en la prueba de la
Proposicién 3.2.2 puede ser visto como un isomorfismo de algebras que contienen a estos como
subgrupos.

Lema 3.2.3. Ezxiste un isomorfimo de dlgebras
Hy <~ My(A),

que asocia a cada p = pol + ip1l + poJ + ipsK € Hy la matriz My(p) definda en (3.13). La
aplicacion H definida sobre Hy coincide con el determinante en My(A), i.e.

H(p,p) = det Mo(p), (3.14)

para todo p € Hy.

De manera similar, con respecto al subespacio H; C HA¢ tenemos la siguiente identificacion.
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Lema 3.2.4. FEzxiste un isomorfismo de espacios vectoriales
H; +— iMs(A),

que asocia a cada q =1qol + 11 +i1qxJ + qs K € Hy, la matriz

iMy(q) ::Z-<QO+Q1 Q2+C]3>.
—q2+q qo— G

La aplicacion H definida sobre Hy coincide con — det, i.e.
H(q,q) = —det My(q), (3.15)

para cada q € Hy.

La relacion entre los isomorfismos construidos en los Lemas 3.2.3 y 3.2.4 es la siguiente.
Para cada p € Hy y cada q € H; tenemos pq € H; y se satisface

Mi(p q) = Mo(p)Mi(q) y  Mu(ip) = Mo(p).

Por tanto, para cualesquiera p,p’ € Hy y ¢q,q¢ € Hy

M(ip p') = Mo(p)Mo(p") v Mi(ig ¢') = Mo(iq)Mi(q") = —Mi(q)Mi(q');

ademads, con respecto a la operacion - (que fue definida en (3.2)) tenemos

— —

My(p) = Mo(p) v  Mi(q) = Mi(q),

donde, P e M (A) representa la matriz cuyas componentes son las conjugadas en A de las
componentes de P € My(A).

Ahora veremos como los isomorfismos dados en los Lemas 3.2.3 y 3.2.4 permiten establecer
un isomorfismo entre el dlgebra de Clifford C1(2,2) con el dlgebra matricial My(R).

Usando el isomorfismo de algebras dado en la Observacién 3.1.1, obtenemos el siguiente
isomorfismo de algebras

CU(2,2) <=5 My(A) @ iMy(A) (3.16)
(p,q) <— (Mo(p),iMi(q))

donde el producto en el dlgebra My(A) @ iM5(.A) viene dado por
(P.Q)-(P.Q) = (PP'=QQ.i |PQ'+ QP ) (3.17)
vea la Observacién 3.1.1 y las relaciones de encima de los isomorfismo My y M.
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Ahora, para cualesquiera p € Hy y ¢ € Hy, p+q =~ (p,q) € Cl(2,2), usando (3.14)-(3.15)
conseguimos la relacion

H(p+q,p+q)=H(p,p)+H(q,q) +2H(p,q)
= det My(p) — det M1(q) + 2H (p, q); (3.18)

ademas, de un calculo directo

2H (p, q) = i{tr(Mo(p))tr(Mi(q)) — tr(Mo(p)Mi(q))},
asi (3.18) queda como
H(p+q,p+q) = det(Mo(p) + iMi(q)),

i.e. la aplicacién bilineal H definida sobre HA¢ ~ C[(2,2) coincide con la aplicacién determi-
nante definida sobre el dlgebra Ms(A) @ iMs(A) via el isomorfismo de dlgebras (3.16).

Por otro lado, consideremos dos matrices P, Q € Ms(.A), escribiendo

_1—1—0 1—0 _1—1—0 l1—0

P P.
5 1+2 2 y Q 2Q1+2

P

@2,

donde Py, P, Q1 y Q2 € My(R), conseguimos

1+o0

(PiQ) =~

(Pl, ZQl) + 1_TU(PQ, ZQQ) € MQ(A) () ZMQ(.A),

para otras matrices P’y Q' € M(.A), el producto sobre My(A) @& iMy(A) dado en (3.17) se

escribe como

(PiQ) - (P,iQ") =52 (PP — Q1@y,1[P1Q) + Q1 P3))
1-0o
2

+57 (P Py — Q2Q1,1 [PQ5 + Q2 P]) (3.19)
donde
1+o 1—0 140 1—0
P= SR+ vy Q=0 0

con PllaPQIa /1 YQIQEMZ(R)

Con la notacién del parrafo anterior podemos mostrar el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.5. La siguiente aplicacion

P @
P — (L B

es un isomorfismo de dlgebras, donde el dlgebra My(A) @ iMs(A) estd equipado con el producto
dado en (3.19) y My(R) estd equipado con el producto matricial usual.
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Demostracion. Claramente la aplicacion es un isomorfismo de espacios vectoriales. Escribiendo

. ~ Pl Ql Y AN Pl/ Q/l
rio= (1 0y = (0.

el producto definido en (3.19) garantiza

(P,iQ) - (P',iQ") ~ (_P1P1/ - Q1Q; PO+ Q1p21>

(PQ5 + Q2P)) PPy — (20

como queriamos. O

La Proposicién 3.2.5 junto con el isomorfismo de dlgebras (3.16) entre el dlgebra de Clifford
Cl1(2,2) y el dlgebra My(A) @ iMs(A) establecen el resultado ya conocido; vea [36, pag. 29].

Corolario 3.2.6. El dlgebra de Clifford C1(2,2) de R*? es isomorfo al dlgebra matricial My(R).

El cubriente doble Spin(2,2) — SO(2,2). En este apartado vamos a mostrar que el grupo
espinorial Spin(2,2) C Cly(2,2) es el cubriente doble no trivial del grupo de isometrias SO(2, 2)
del espacio R?2.

Recordemos que el grupo semi-ortogonal O(2,2) es el grupo de aplicaciones lineales de R*?
que preservan la métrica (-,-). Como es descrito en [43, pag. 237], este grupo consta de cuatro
componentes conexas; la componente conexa de la identidad SO(2,2) es el subgrupo de O(2, 2)
de isometrias de R?? que preservan la orientacién en espacio y tiempo. Ademds, fijando la base
canénica de R?? podemos escribir

€ 0(2, 2) : det(aij) > O,det(bl]) >0 ,

donde * denota un nimero real cualquiera.
Lema 3.2.7. Para cada p € Spin(2,2) y q € R*? tenemos pq(p)~' € R*?; ademds, se satisface

lpa(®) ' = |qf*.

La prueba de este lema es sencilla: la condicién pp = 1, implica (p)~! = P = p, por tanto

(r4(3)) =par--pap-—(va (5))

y (3.8) implica el resultado. La norma de este vector satisface
lpa(p) 1> = H(pa(p) ™", pa(p) ") = H(g,q) = lq|*
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Lema 3.2.8. Para cada p € Spin(2,2), la aplicacion lineal

R2,2 ; RZ,Z

~—1

q — pq(p)

es una transformacion de SO(2,2).

Usando los lemas anteriores podemos definir la aplicacién ® : Spin(2,2) — SO(2,2) que
asocia a cada p € Spin(2,2), la aplicacién lineal

d(p) : R*? — R?*? (3.20)
q — pa(d)"

La aplicacién ® es un homomorfismo de grupos: dados p, p’ € Spin(2,2) y ¢ € R*? tenemos

—1 ~
/

O(pp')g = (pp')a(pp’) =pEa@)")D)" = 2(p) o @(p)g.

Por otro lado, supongamos p € Ker(®) C Spin(2,2), i.e. ®(p)q = ¢, para todo q € R*?, o
equivalentemente
pg = gp, para todo ¢ € R*2.

Escribamos p = pol + ipr I + poJ + ipsK € Spin(2,2) y tomemos inicialmente ¢ = ey ~ oil
esto implica que las componentes de p son reales, i.e. p; € R, para i = 0, 1,2, 3. Por otro lado,
tomando ¢ = e; >~ I, obtenemos p, = p3 = 0. La eleccion ¢ = e5 ~ i.J implica p; = 0. Por lo
tanto, p = pol con py € R. Ya que p2 = H(p,p) = 1, se tiene p = 1. Asi, Ker(®) = {+1, -1},
y hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.9. El homomorfismo de grupos
¢ : Spin(2,2) — SO(2,2)

definido en (3.20), es el cubriente doble no trivial de SO(2,2).

El 4lgebra del Lie del grupo espinorial. El dlgebra de Lie de Spin(2,2) estd definido por
spin(2,2) := T, Spin(2,2).

Ya que Spin(2,2) = H~'(1), donde la aplicacién H : Hy — A es tal que H(p) = H(p,p), el
espacio tangente en 1 € Spin(2,2) es dado por

T,Spin(2,2) = kerdH; = ker(p — H(p, 1)),

por lo tanto,
spin(2,2) =iAl @ AJ ®iAK C Hy.
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Consideremos la base real {ei e 1< jit,5 =0, 1,2,3} del algebra de Lie spin(2,2).
Estamos interesados en dar una expresion explicita para el término

D (e; - €;)

donde @, : spin(2,2) — s0(2,2) es la derivada del cubriente doble ® en la identidad 1 de
Spin(2,2).

El algebra de Lie s0(2,2) del grupo de isometrias SO(2,2) de R*? est4 dada por

0Oz —a b
—d

50(2,2) = z 2 S cx,y,a,b,c,d €R
b d y 0

Definamos para 0 < ¢ < j < 3 la matriz A;;, cuyo valor en la componente (7, ) es —1, en
la componente (j,17) es igual a (—1)*7 y que en todas las otras entradas es igual a cero; por

ejemplo
00 0 0 000 0
0 0 —1 0 000 —1
Ay = Are —
12 0 -1 0 o}’ 18 000 0
00 0 0 010 0

Claramente el siguiente resultado es valido.

Lema 3.2.10. La coleccion de matrices {A;; : 0 < i < j < 3} es una base real para el dlgebra
de Lie s0(2,2).

Proposicién 3.2.11. La derivada en la identidad 1 € Spin(2,2)
D, : spin(2,2) — s0(2,2)
del cubriente doble ® definido en (3.20), satisface
D, (e; - ej) = 2¢;A;,

para cualesquiera 0 < i < j <3, donde €; = (ej, €;).

Demostracion. Vamos a distinguir dos casos.

a) i + j impar. La propiedad que caracteriza a este caso es el hecho que los vectores e; y e;
tienen caracter causal diferente. Consideremos la curva

t — cosh(t)1 + sinh(t)e; - e; € Spin(2,2).
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Directamente de la definicién podemos calcular la matriz

cosh(2t) .-+ —¢;sinh(2¢)
P (cosh(t) 1+ sinh(t)e; - €;) = : :

(—1)"*"e¢;sinh(2t) ---  cosh(2t)

b) i+ j par. A diferencia del caso anterior, el caracter causal de los vectores e; y e; es el mismo.
En este caso consideremos la curva

t — cos(t)1 +sin(t)e; - e; € Spin(2,2).
De un célculo tenemos
cos(2t) -+ —€;sin(2t)

O (cos(t)1 +sin(t)e; - e;) = : :
(=1)"*e;sin(2t) -+ cos(2t)

Los elementos no especificados en ambos casos son iguales a cero. De un calculo directo
obtenemos la prueba de la proposicién. O

3.3. La representacién espinorial

La subalgebra Hj, posee una estructura compleja que consiste en la multiplicacion por la
derecha por el elemento J, i.e. consideremos el endomorfismo

HO — HO
§ — &J,

tal que (£J)J = =&, para todo & € Hy. De aqui en adelante, esta es la estructura compleja que
consideraremos sobre el espacio Hy.

Notemos que la subdlgebra H, puede ser escrita como
Ho=RI®oRJI)+iI(Ri®dRI)+o[(RI®RI)+iI(R1BRJ)],

por tanto, como espacio vectorial complejo Hy tiene dimension 4.

En lo que sigue vamos a describir la representacién espinorial de Spin(2,2).
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Existe una accién natural del algebra de Clifford C1(2,2) sobre Hy que describimos a con-

o 0 o1l
0= \—¢iz 0 )’

y el isomorfismo de dlgebras sobre C1(2,2) que consiste en la multiplicacién por la derecha por

poay,(pay( Vo) (T2 2 )
q p q p —oil 0 o —oiq

Ya que €2 = 1, este isomorfismo separa el &lgebra de Clifford C1(2,2) en dos eigenespacios

tinuacion. Consideremos el vector

el vector ey,

vectoriales correspondientes a los eigenvalores +1 y —1, el eigenespacio con eigenvalor —1 viene

{(§A‘€g>ecuzm|gem}:ﬂ%. (3.21)
oi§ &

Definamos la aplicaciéon

dado por

p:Cl(2,2) — End(H,),

que asocia a cada <Ii qA) € Cl(2,2) el endomorfismo sobre Hy dado por
q p
§ —oif (p q) § —oif . =
~ '~ o~ el P ~ o~ ~ pé + oig€. 3.22
‘ (026 £ q p) \oi& ¢ ‘ ¢ (3:22)

donde las identificaciones son dadas en (3.21).

Proposicién 3.3.1. La aplicacion p : Cl(2,2) — End(Hy), definida por (3.22), es una rep-
resentacion compleja, inyectiva e irreducible del dlgebra de Clifford C1(2,2).

Demostracion. Por definicién p es una representacién compleja del dlgebra de Clifford C1(2, 2),

i.e. conmuta con la estructura compleja de Hy. Supongamos que <Zi ﬁ) € kerp, esto es
p

equivalente a
p€ +oig = &,

para cada £ € Hj : tomando £ = 1 (resp. £ = o1) obtenemos p = 1 — oiq (resp. p = 1 + oiq),
esto implica ¢ =0y p =1, asi p es inyectiva.

Finalmente, cualquier subespacio invariante y no trivial de Hj, contiene necesariamente un
vector (o la suma de vectores) de la base real canénica de Hy, ya que la representacion tiene
la forma & — p& + aiqg, con p € Hy v g € Hy, podemos generar toda la base real al hacer
variar p y ¢, y que por la invarianza debera pertenecer a dicho subespacio, de esta manera este
subespacio necesariamente es todo H. O
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La representacion espinorial del grupo espinorial Spin(2,2) es dada por la restriccion de p
a Spin(2,2) C Cly(2,2) ~ Hy; esta restriccién viene dada explicitamente por

p:Spin(2,2) — Endc(Hy) (3.23)
p +— (£ €Hy+—— p& e Hy).
La representacion espinorial en este modelo es dada por la multiplicacién por la izquierda sobre

un algebra: la estructura de algebra permitira escribir férmulas de representacion explicita.

En la Proposicion 3.2.2 probamos que los grupos Spin(2,2) y Sla(R) x Sla(R) son isomorfos.
En lo que sigue probaremos que la representacion espinorial de Spin(2,2) sobre el espacio Hj
(definida en (3.23)) es equivalente a la representaciéon producto tensorial del grupo Siy(R) x
Sly(R) sobre C* @ C%. Como hicimos en la prueba de la Proposicién 3.2.2, el paso intermedio
es considerar el grupo Sly(A) y su representaciéon canonica.

Recordemos que las representaciones complejas canénicas de los grupos Sla(A) vy Sla(R)
vienen dadas por

SL(K) —  Endc(K2)

a b R 21 . az1 + bzo 7

c d 29 cz1 + dz
donde K= A, o R, y K¢ = Ac, o C, denota su complejificacién respectivamente. Recordemos
el isomorfismo entre los grupos Sly(A) y Slh(R) x Sly(R) dado en (3.12).

Lema 3.3.2. Eziste un isomorfismo entre los espacios vectoriales complejos A% y C* ~ C*@C?
que hace conmutativo al siguiente diagrama

Sly(A) Endc(AZ)

| |

Sly(R) x Slao(R) — Ende(CH)

Demostracion. Como hicimos en la Observacién 3.2.1, cada elemento u 4+ ov € A¢ (aqui,
u,v € C), puede ser escrito de manera tinica como

1+o 1+o
5 (u+v)+

u+ov= (u—v);

de la misma manera podemos descomponer los elementos de AZ%.
Consideremos la aplicacion

u+v

u+ ov u +
@:(U,JFM,)EA?C — y e C.

u —
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Es facil ver que @ es un isomorfismo de espacios vectoriales complejos; ademads, para cada

_1+a 14+0o

P = —0=Pi+ — =P € Sh(A),

el siguiente diagrama
A2 _P_ A2
C ®
% i(p
4 (P1,P2) C4
es conmutativo. En el diagrama, P denota a su representacién y la aplicacién (P, Py) opera

0) € M,(R) sobre C*. O

como la matriz !
0 B

Ahora, con respecto al isomorfismo dado en la Proposicién 3.2.2 entre los grupos Spin(2, 2)
y Sly(A) tenemos lo siguiente.

Lema 3.3.3. Existe un isomorfismo entre los espacios vectoriales complejos Hy y A%, tal que
el stguiente diagrama

Spin(2,2) s Endc(Hy)

| |

Sly(A) — Ende(A2)

es conmutativo.

Demostracion. Consideremos la aplicacién W : Hy — A% definida por

W(e) ( o — & +i(& — &) )

=& —&+i(+&)

para cada & = &gl + 161 + &J 4+ i&3K € Hy. Observemos que ¥ es un isomorfismo de espacios
vectoriales complejos y de un calculo directo tenemos que el siguiente diagrama

p(p)

Ho —— Hp
T T

2 MO(p)

Az 4’-’4%

es conmutativo, para cada p € Spin(2,2). Aqui My(p) € Sly(A) fue definido en (3.13), y
nuevamente con abuso de notacién, My(p) : A% — A2 denota su representacion. H

Como consecuencia de los lemas anteriores tenemos

Proposicién 3.3.4. Eziste un isomorfismo entre los espacio vectoriales Hy y C* @ C? que
hace equivalentes a la representacion espinorial de Spin(2,2) y a la representacion candnica de
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La descomposicion de la representaciéon espinorial. El endomorfismo
p(cl): &€ Hy— o€ € Hy

satisface p(o1)* = Idy,, por tanto separa a la subélgebra Hj en dos eigenespacios correspondi-
entes a los eigenvalores +1 y —1,
Hy=S"® S,

donde
St {e€Hy|oE =€ vy S i={¢cHy|ot— ¢} (3.24)

Mas explicitamente, estos subespacios estan dados por

St=(1+0)[(Ri®aRJ)+iI(RI®eRJ)] v S =1-0)|[(RieRJ)+iI(RIDRI)],
(3.25)
de donde dim¢(S¥F) = 2.

Los subespacios ST, S~ son invariantes por la representacién espinorial: basta notar que o 1
conmuta con los elementos pares Cly(2,2) del algebra de Clifford, en particular, o1 conmuta
con los elementos de Spin(2,2); asi, para cualquier p € Spin(2,2)

o (p(p)§) = o (p€) = p(c) = p(p)(c§) = £p(p)¢,

para cada £ € S*. Por tanto, la representacion espinorial p se divide en dos representaciones
=:p" @ p : Spin(2,2) — Endc(ST) ® Endc(S7). (3.26)

Lema 3.3.5. Las representaciones p™ : Spin(2,2) — Endc(ST) son irreducibles y no equiva-

lentes.

Demostracion. Para mostrar que las representaciones p™ y p~ no son equivalentes, supongamos

por el contrario que exista ¢ : ST — S~ un isomorfismo de espacios vectoriales tal que

pt(p)

S‘i’HS‘i’

o

p(p

ST—=5"

es conmutativo, para cada p € Spin(2,2). En particular, para o1 € Spin(2,2) y £ € ST, se
tiene (&) = @(0&) = (&) = —p(§), luego ¢ = 0, una contradiccidn. O

Para referencias posteriores remarcamos la propiedad utilizada en esta prueba.

Observaciéon 3.3.6. El elemento volumen eg - ey - ey - e3 ~ o del dlgebra de Clifford C1(2,2),
actia como +Id sobre ST y como —Id sobre S™.
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Espinores bajo la separacién R>? = R x RI!

Consideremos la separacion R?? = RY x RY de modo que la métrica correspondiente a
cada factor viene dado por —dx3 + dx? y —dz3 + dz? respectivamente. Con respecto a esta
separacién tenemos la correspondiente inclusion de grupos de isometrias

SO(1,1) x SO(1,1) C SO(2,2)
(G1.62) © (91 0).

0 g2

El objetivo es describir el cubriente doble del grupo de estructura SO(1,1) x SO(1,1)
inducido por ® (el cubriente doble de SO(2,2) definido en (3.20)), i.e. caracterizar el subgrupo

d1(SO(1,1) x SO(1,1)) C Spin(2,2).

Para esto, vamos a introducir algunas aplicaciones A — A (todas ellas consideradas en
[14, 27]) que nos permitiran dar una descripcién mas sencilla de dicho subgrupo. Fijemos
a=u-+ov € Ay notemos que el polinomio A-valuado 1+ a + a? 4 ... + a” se encuentra bien
definido; escribiendo (como en la Observacién 3.2.1)

1+o0 l1—0o
a=— (u+v)+

(u =)

y usando (3.11), tenemos para cada n € N

n_ 1to -0

a 5 (u+v)" + (u—v)"

asi, podemos escribir sin ambigiiedad

~a"  l4ox~(utv)" 1—0=(u—20)"
;n! ) nZ:D TR ;} nl

Definamos la aplicacion exponencial

que satisface por definicién

1 1-—
o — —_;— Ue“+” + 5 Ueu_v, (3.27)

donde a = % (u+v) + 52 (u—v) y donde ¢"** es la aplicacién exponencial usual de niimeros

e

reales.
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La aplicacion exponencial e : A — A nos permite definir las funciones hiperbélicas como en el
caso complejo: definimos las funciones coseno hiperbdlico y seno hiperbélico A-valuadas por

cosh(a) := % y sinh(a) := %

Usando la identidad (3.27) conseguimos

cosh(u—v) 'y sinh(a) = sinh(u+v)+

1
cosh(a) = o cosh(u+v)+ 7 sinh(u—v),

siendo cosh(u+v) y sinh(u=£wv) las funciones hiperbélicas reales. Ademas, usando las propiedades
de las funciones hiperbdlicas reales, podemos mostrar

cosh(a) = cosh(u) cosh(v)+o sinh(u) sinh(v) y  sinh(a) = sinh(u) cosh(v)+o cosh(u) sinh(v).
(3.28)

Usando la definicion de @, de un céalculo directo tenemos
®71(SO(1,1) x SO(1,1)) = {#£(cosh(a) 1 + sinh(a)il) | a € A} =: S} C Spin(2,2);
més explicitamente, escribiendo a = u + ov € A, de (3.28) conseguimos
cosh(a) 1 + sinh(a)il = (cosh(v) 1 + o sinh(v)il).(cosh(u)1 + sinh(u)il), (3.29)

y no es dificil calcular

cosh(2v)  —sinh(2v) 0 0
. : —sinh(2v)  cosh(2v 0 0
®(+(cosh(a) 1+ sinh(a)il)) = 0 (20) O( ) cosh(2u)  — sinh(2u)
0 0 —sinh(2u)  cosh(2u)

Por lo tanto, ®(+(cosh(a) 1+ sinh(a)il)) es la transformacién de R?*? que consiste en la trans-
formacién de Lorentz de 4ngulo —2v y —2u en cada factor RY! respectivamente.

Escribiendo

Spin'(1,1) := {£(cosh(v) 1 + sinh(v)oil) | v € R}, (3.30)
Spin"(1,1) := {£(cosh(u) 1 + sinh(u)il) | u € R}, (3.31)

la igualdad (3.29) implica
SY = Spin’(1,1).Spin”(1,1) = Spin’(1,1) x4, Spin”(1,1),
y tenemos el cubriente doble

®: 5S4 — SO(1,1) x SO(1,1).
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La restriccién de las representaciones espinoriales irreducibles p* (definidas en (3.26)) al

subgrupo SY C Spin(2,2),

p* 8L C Spin(2,2) = Endc(S%),

(3.32)

se dividen, cada una de ellas, en dos representaciones irreducibles no equivalentes como es

descrito a continuacién. Consideremos

Stt={cecST|il¢=¢ vy S :={¢cST|il¢ =—¢);

(3.33)

los subespacios ST1, S~ son invariantes por la representacién p* (ya que il conmuta con cada

elemento de SY) y satisfacen

St =8 g5

asi, la representacién p* se divide en la suma de dos representaciones
pr=ptT@p Sy — Endc(ST) @ Ende(ST).
Podemos calcular de manera explicita las representaciones

ptt S — Ende(STY) vy p Sy — Ende(STT):

140 1—0
(1) eme y (137)cm0

mds atn, si £ € ST C ST tenemos 1€ = &, por tanto, para cada a = u+ov € A

si £ € ST, tenemos

p*(£(cosh(a) 1 4 sinh(a)il))§ = +(cosh(a)1 4 sinh(a)il)§

= +e%
1+o 1—-0
— :]: u+v uU—v
(—2 e + 5 € ) '3
= +e"t¢;
por otro lado, si suponemos £ € S™~ C ST tenemos i[§ = —&, y asi

p~ (E(cosh(a) 1 + sinh(a)il))¢ = +(cosh(a)1 + sinh(a)il)&
= te %

1 1-—
-+ ( i T emuv 4 — Je“*”) 13

2
= ie_(”+”)§,

(3.34)

para cada a = u + ov € A. Asi, las representaciones p™, p=~ de S sobre ST y ST respec-

tivamente, son irreducibles y no equivalentes.
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De manera similar, en el caso de la representaciéon p~ de S, los subespacios
St ={¢e S |ilé =&} y S™ti={¢e S |ilE=¢} (3.35)

son invariantes bajo p~ y satisfacen S~ = ST~ @ S~+. Asi, la representacién p~ se divide en la
suma de dos representaciones

p-=p" " @p TSy = Endc(STT) ® Ende(ST), (3.36)
dadas explicitamente por

p (% (cosh(a) 1+ sinh(a)il)) : € € St~ — e V¢ € S+

p~t(£(cosh(a) 1+ sinh(a)il)): £ € ST — +e* "¢ € S
las representaciones p™~ y p~ T son irreducibles y no equivalentes.
Con respecto a las expresiones explicitas dadas en (3.25) de los subespacios Sty S~ de Hy,
los subespacios definidos en (3.33) y (3.35) se escriben como

St =(0+o)(1+i)(RI®RJT), S =1+o0)(1—i)(RIDRJ), (3.37)
St =(1-0)1—i)(RI®RJ), S~ =(1-0)(1+i)(RI®RJ),

1.e. estos subespacios son rectas complejas de H.

Observacion 3.3.7. El elemento eqg-ey ~ oil actia como +1d sobre ST y sobre ST, y actia
como —Id sobre S~ y sobre S™t. Por otro lado, el elemento es-es3 ~ il actia como +I1d sobre
Sty sobre S™T, y actia como —Id sobre ST y sobre ST

Los célculos explicitos de encima muestran el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.8. Consideremos p1 = pi ® p] y pa = pg ® py las representaciones espino-
riales de Spin'(1,1) y Spin”(1,1) respectivamente. La representacion producto tensorial

p@pa=(pf®@p5) @ (pr ©@p3) @ (o7 @p3) @ (o1 @p5) (3.38)

de Spin/(1,1)xSpin”(1,1), es también la suma de las representaciones naturales e, £e 4
+e' " e U sobre C, con a = u + ov, donde v € R describe el Spin’(1,1)-factor y u € R el
Spin”(1,1)-factor de Spin'(1,1) x Spin”(1,1) como en (3.530) y (3.31). La representacion

Spin’(1,1) x Spin”(1,1) — FEndc(Hy)
(91,92) — plg) : € — gg,

donde g = g1gs € S = Spin/(1,1).Spin”"(1,1), es equivalente a la representacion py @ pa, y la
descomposicion (3.37) de ST y S~ corresponde a (3.38).
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CAPITULO 4

La representacion espinorial de una
superficie Lorentziana en R%?

En este capitulo presentaremos los resultados principales de la tesis: el teorema de repre-
sentacién espinorial y la formula de representacion espinorial de una superficie Lorentziana en
el espacio pseudo Euclideano R?? (Teoremas 4.3.1 y 4.4.4).

El teorema de representacion espinorial afirma que una inmersién isométrica de una super-
ficie Lorentziana en R%? es equivalente a un campo espinorial normalizado que es solucién de
una ecuacion de Dirac sobre la superficie. Por otro lado, usando los cuaternios y los niimeros
de Lorentz, podemos describir explicitamente una féormula de representacion de la inmersién
isométrica inducida por el campo espinorial.

Entonces aplicaremos la férmula de representacién en R?? y obtendremos pruebas simples
de los siguientes resultados.

= La formula de Weierstrass de una superficie Lorentziana minima (i.e. H = 0) en R22
(Corolario 4.4.5); esta extiende la férmula de Weierstrass de una superficie de Lorentz
minima en R?! dada en [27, Theorem 2|. Una férmula de representacién de una superficie
Lorentziana minima en R?*? fue dada recientemente en [15, Theorem 2.1]; sin embargo,
nosotros tenemos aqui una interpretacion espinorial de la representacion.

» Fl teorema fundamental de las subvariedades ([11, Theorem 2.4]) para el caso particular
de una superficie Lorentziana en R%?; Observacién 4.2.1 y Corolario 4.4.6.

También obtendremos nuevos resultados, todos ellos son descritos en los posteriores capitulos
de la tesis.
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4.1. El haz espinorial del espacio R*?

Denotaremos por Qg2 el haz de marcos ortonormales positivamente orientados en espacio y
en tiempo de R*? y por Qp22 — Qe su estructura espinorial. Consideremos la representacién
espinorial p : Spin(2,2) — Endc(Hp) descrita en (3.23) del capitulo anterior.

El haz espinorial de R%? es el haz asociado a la estructura espinorial Qge. y a la repre-

sentacién espinorial p, i.e.
ZR2’2 = QR2,2 Xp Ho-

El haz espinorial ¥R?? es isomorfo al haz trivial R*? x Hy. En efecto, ya que R?*? tiene
haz tangente trivial, el haz de marcos ortonormales positivamente orientados (en espacio y
en tiempo) es trivial Qge2 = R*»? x SO(2,2), y por lo tanto, su cubriente doble es trivial
Qre22 = R?? x Spin(2,2); asi, el haz espinorial viene dado por

YR*? = (R*? x Spin(2,2)) x, Hy
y el isomorfismo buscado es dado por

YR*? &y R?? x H,
[(2,1),v] +— (2,v).

Las secciones del haz espinorial ¥R?? son los campos espinoriales de R*2. Con respecto
a la identificaciéon del parrafo anterior, los campos espinoriales de R?? se identifican con las
funciones C* de R*? con valores en Hj : un campo espinorial

¢:x € R — (z,v(1)) € TR

se identifica naturalmente con la funcién v : R*»? — H,.

Un producto natural sobre el haz espinorial. El objetivo ahora es definir un producto
sobre el haz espinorial YR?? y estudiar sus propiedades.

Consideremos la aplicacién A-bilineal y simétrica H : Hy x Hy — A definida en (3.9).

La aplicacién H es tal que H (&, €) = &€, para cada & € Hy; usando esto, facilmente podemos
deducir las siguientes propiedades: para cualesquiera &, &' € Hy,

1- para p,p’ € Hy ~ Clo(2,2) se satisface
H(p-&p-&)=Hp.pH(EE) v Hp-&§p' &) =Hpp)H(S), (4.1)
en particular, cuando p € Spin(2,2) C Hy ~ Cly(2,2) tenemos
H(p-&p-&)=H(): (4.2)
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2- con respecto a la operacién~ (que fue definida en (3.2)) tenemos

esto implica, para cada ¢,q € Hy ~ Cl;(2,2) son validas

— —

H(q-§,q-§)=—-H(q,q)H (&) v  Hlqg-&4q -8 =—H(q,q)H(EE); (4.4)

3- finalmente, para cada ¢ € R?*? C H; tenemos

—

H(qg-&€)=H(q- &) (4.5)

En las igualdades dadas en (4.4), el término H(q,q'), para ¢,q € H;, esta definido como la
restriccién de la aplicacién H : HAC x HAc — A (definida en (3.3)) al subespacio Hj; en
particular para ¢, ¢ € R*? satisface H(q,q') = (¢,¢'), donde (-,-) es la métrica de R*.

Consideremos el producto escalar R—bilineal y simétrico
(-,) :=ReH(-,-) : Hy x Hy — R, (4.6)

definido como la parte real de H, donde si a = u + ov € A, la parte real de a es Re(a) := u.
Este producto escalar real tiene signatura (4,4); usando (4.2) y (4.5) las siguientes propiedades
son validas: para cada &, ¢ € Hy,

1- para cada p € Spin(2,2) C Hy tenemos

(p-&p-&) =) (4.7)
2- para cada ¢ € R*? C H, tenemos

(0-£,&) = q-¢), (4.8)
esto implica, para cada ¢, ¢ € R*? C H, es valido

(q-&q -8 =—(,d) &8 v (a-&a-&)=—]d*( ). (4.9)

Ahora veremos como la aplicacién H se extiende al haz espinorial XR?? de R??2.

Consideremos una estructura de A-médulo sobre el haz de Clifford C1(TR*?) por la multi-
plicacién por la izquierda por el elemento volumen

oi=¢ey-e1-ey-e3 € CI(TR*?),

donde (eg, ey, e9,€3) es el marco ortonormal global sobre R*»? cuyo valor en cada z de R*?
coincide con la base canénica de R?*2; vea la Seccién 3.1.
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La misma estructura de A—mddulo es inducida sobre el haz espinorial ¥R?? de R?*? por
medio de la accién de Clifford

CZ(T]RQ’Q) ® YR?*? — YR*?;
en particular, esta estructura satisface
- (X-p)=(0-X)-o=-X-(0-9p),

para cada ¢ € ¥R?? y X € TR?*?,

Las igualdades (4.2) y (4.7) indican que la aplicacién H y el producto escalar real (-, -) preser-
van la accién del grupo espinorial Spin(2,2) sobre Hy; esta propiedad junto con la estructura
de A—modulo sobre el haz espinorial YR?? (introducida en el parrafo anterior) permiten definir
la aplicacion

H:YR** x ¥R*? — A (4.10)
(o, ¢") — H([g], [])

que es A-bilineal y simétrica, y el producto escalar real

(-,-):=Re H(-,-) : IR*?2 x TR*2 — R
(@) — (e, )

que tiene signatura (4,4), donde [¢], [¢'] € Hy denotan las coordenadas de ¢ y ¢’ en un marco
espinorial de R?2.

Usando la definicién de H sobre H, conseguimos

—

HX o o) =H(p,X-¢) v (X-0,¢)=(pX ¢)
para cualesquiera ¢, ¢’ € XR*? y cada X € TR*? (vea (4.5) y (4.8)).

Observacién 4.1.1. Consideremos un campo espinorial ¢ de R*? tal que H(p, p) = 1. Para
cualesquiera v,V € E se satisface

<€2'€3'<P7V'V/'90>:O~

En efecto, tomado coordenadas en un marco espinorial que estd sobre la base candnica de R??
tenemos e - e3] =il y [v-v']| =al+ obil cona,beR, asi, de (4.1) consequimos

H(62~63-g0,1/-u'-<,0)ZH(€2'€3,V'V,)H(%<P)
= H(il,al+ obil)
= —ob € oR.

68



4.2. El haz espinorial inducido a una superficie Lorentziana

Consideremos una superficie Lorentziana M en R?2. Denotemos por E su haz normal y por
B :TM x TM — E su segunda forma fundamental definida por

B(X,Y)=VxY — VyY,

donde V y V son las conexiones de Levi Civita de M y R*? respectivamente’.

Asumiremos que los haces TM y FE estan ambos orientados en espacio y en tiempo, i.e.
estan orientados, y para todo p € M, una componente de {X € T,M : (X, X) < 0} y una
componente de {X € E, : (X, X) < 0} fueron distinguidas, en una manera continua; un
vector tangente o normal a la superficie perteneciente a una de estas componentes distinguidas
se llamara futuro dirigido.

Ademas adoptaremos la siguiente convencién: una base (X,Y’) de T,M o E, se dird pos-

itivamente orientada en espacio y en tiempo si esta tiene la orientacién de T,M o E,, y si
(X, X) <0y (Y,Y) >0 con X futuro dirigido.

Las ecuaciones fundamentales de una superficie Lorentziana en R?2.  Con la notacién
de encima, supongamos ademas que el haz normal E esta equipado con la conexion normal y que
(€0, €e1) v (€2, e3) son bases ortonormales positivamente orientadas de E'y T'M respectivamente.

La segunda forma fundamental B : TM x T'M — FE satisface las siguientes ecuaciones
fundamentales (vea por ejemplo [43]):

1- K = |B(ea, e3)]* — (B(ea, €3), B(es, e3)) (ecuacién de Gauss),
2- Ky = ((Sey 0S¢, — Sey 0 S¢y)(€2), €3) (ecuacion de Ricei),

3- (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X, Z) = 0 (ecuacién de Codazzi),

donde K y Ky son las curvaturas de M y E, y donde V es la conexién natural inducida sobre
T*M*?® E.

En la ecuacion de Ricci, como es usual, si v € F, S, representa el endomorfismo simétrico
sobre T'M tal que
(S,(X),Y)=(B(X,Y),v), (4.11)

para cualesquiera X,Y € T'M.

El reciproco de la afirmacion de encima es el teorema fundamental de las subvariedades para
el caso particular de una superficie Lorentziana en R*? descrito a continuacién.

! Adoptamos una notacién distinta del haz normal y la segunda forma fundamental a la usada en la Parte I
de la tesis ya que en las secciones siguientes pueden representar objetos abstractos.
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Observacion 4.2.1. (Vea el enunciado general en [11, Theorem 2.4]) Supongamos que M es
una superficie Lorentziana abstracta y E es un haz vectorial abstracto de rango 2 sobre M,
equipado de una métrica Lorentziana y una conexion compatible. Supongamos ademds que M
y E estdn orientados en espacio y en tiempo. Entonces, si existe una aplicacion bilineal y
simétrica
B:TM xTM — FE,

que satisface las ecuaciones fundamentales 1-, 2- y 3- de encima, localmente, existe una inmer-
sion isométrica de M en R*? con haz normal E y sequnda forma fundamental B. La inmersion
es ademds tinica salvo movimientos rigidos de R*2.

Como se mencion6 al inicio de este capitulo, obtendremos una prueba sencilla de este teorema
en el Corolario 4.4.6.

4.2.1. La formula de Gauss espinorial

La restriccién del haz espinorial de R?? a la superficie Lorentziana M viene dada por

YR*? ~ M x Hy;

|M =

vea la Seccion 4.1. Los haces tangente T'M y normal F a la superficie, pueden ser dotados
de estructuras espinoriales de modo que el producto tensorial de los correspondientes haces
espinoriales asociados XM y X F satisface

SR% ~ LE ® LM;

vea la Proposicién 3.3.8. Vea en [40] una prueba general en el caso Riemanniano.

Nuestro objetivo ahora es estudiar la relacién entre las conexiones espinoriales de los haces
espinoriales de R*2, M y E. Deduciremos la férmula de Gauss espinorial como consecuencia de
la férmula de Gauss de la inmersién de la superficie M en R?2. Una prueba de la férmula de
Gauss espinorial en su versién general para subvariedades Riemannianas es dada en [1, 22].

La férmula de Gauss de la inmersién de la superficie M en R?? expresa lo siguiente: con

respecto a la separacién

TR?*?

M =EeTM,

para cualesquiera X,Y € TM y v € E, se satisface
Vx(v+Y) = (Vir—5,(X))+ (VxY + B(X,Y)),

donde V¥ es la conexién de Levi-Civita del haz normal E y donde S, : TM — TM es el
endomorfismo simétrico definido en (4.11). Explicitamente, para cada X € T'M tenemos

Vxeo = VEey — S (X), Vxer=Vier — S, (X) y Vyxey = V¥es + B(X, ). (4.12)
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Recordemos que Q22 denota el haz de marcos ortonormales positivamente orientados (en
espacio y en tiempo) de R*2. Andlogamente, denotaremos por Qg y Qs los haces de marcos
ortonormales positivamente orientados (en espacio y en tiempo) de E'y M respectivamente.

Consideremos s; = (eg, €1) y s = (€2, e3) marcos ortonormales locales positivamente orien-
tados de 'y T'M respectivamente; entonces, la concatenacion

s = (eg, €1,€2,€3) : M — Q2.2

define una seccion local de QQre.2 restricta a M, i.e. s es un marco ortonormal local positivamente
orientado de R?? restricto a M.

Consideremos la 1—forma de conexién asociada a la conexién de Levi Civita V de R%? :
w TQR2,2 — 50(2, 2)
dada localmente por

W(dS(X)) = Z€i<vxei, €j>Az'j’ € = <67;, €i>7 (413)

i<j

para cada X € TM, donde {A;; : 0 <i < j <3} es la base real de s0(2,2) (Lema 3.2.10).
Analogamente, consideremos las 1—formas de conexién asociadas a las conexiones de Levi
Civita VP y V, de £ y M respectivamente:

Ww¥ TQp — s0(1,1) vy WM TQuy — so(1,1)
dadas localmente, para cada X € T'M, por

WE<d81<X>) = —<V)E(60, €1>A01 y wM(dSQ(X)> = —<V{)\(/[62, €3>A23. (414)

Si denotamos por pg : Qg — M y py - Qa — M las proyecciones candnicas de los haces
de marcos sobre la superficie M, entonces

Q=QpxuQu= {(51,52) € Qe xQum: pe(s) :pM(32)} (4.15)

es el SO(1,1) x SO(1,1)—haz de marcos ortonormales positivamente orientados (en espacio
y en tiempo) de R*? adaptados a la separacién T]R‘zj’; = FE®TM. La 1—forma de conexién
asociada a la conexiéon VE @ VM sobre el haz Q, es denotada por w” ®wM y es dada localmente
por

(WP @ wM)(ds(X)) == wP(ds1 (X)) + wM(dsy(X)).
Usando (4.12), (4.13) y (4.14), para cada X € T'M tenemos

w(ds(X)) — (W @wM)(ds(X)) = - Y &(B(X,¢)),e)Ay. (4.16)

i=0,1 j=2,3

71



Por otro lado, consideremos las 1—formas de conexién @, o™ y @ obtenidas como los
levantamientos a spin(2,2), spin(1,1) y spin(1,1) de las 1—formas de conexién w,w™ y w?
respectivamente. Por ejemplo, considerando la proyeccion 7 : Qpz2 — Qpez, el levantamiento
w es definido por el siguiente diagrama:

\
(&
\
\
\
N
-
hat

TQRQ’Q /?> TQRQ,z T>50(2, 2)

donde 9, : spin(2,2) — s0(2,2) es la derivada del cubriente doble ® : Spin(2,2) — SO(2,2);
en particular, si escogemos un marco espinorial § € Qgz22 sobre el marco s = (eg, €1, €2, €3) € @,
i.e. m(5) = s, las 1—formas de conexién @ y w estén relacionadas por

®, 0 &(d3(X)) = w(ds(X)) (4.17)

para cada X € T'M.
Usando la igualdad (4.16), (4.17) y la Proposicién 3.2.11, para cada X € T'M conseguimos
D(d3(X)) — @7 @aM)(di(X)) == Y &(B(X,¢;), )P Ay

i=0,1 j=2,3

1
=—= Y ae{B(X.e)),e)ei ¢

i=0,1 j=2,3

-5« (Z (B(X. ej>,e@->ez-) “

j=2.3 i=0,1
1 3
=3 Y 6B(X,¢5) ¢
=2

= % D eei- B(X,¢p). (4.18)

71=2,3

Ahora consideremos las derivadas covariantes V, VZ¥ v VM gobre los correspondientes
haces espinoriales XR?2 X F y ¥ M respectivamente. Por ejemplo, considerando la representacion

espinorial p : Spin(2,2) — Endc(Hp), la derivada covariante V sobre un campo espinorial
© = [3,v] de R*?, es dada para cada X € TM por

Vg = [s dv(X) + p. (B(d3(X))) v] (4.19)

= [5, dv(X) + % > e (Vxene;)les 61]7’]

1<j

donde la segunda igualdad se obtuvo usando (4.17), (4.13) y la Proposicién 3.2.11.
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Anélogamente, las derivadas covariantes V>¥ y V=M aplicadas a los campos espinoriales
1 = [51,v1] € ZE y 99 = [32,v5] € ¥ M satisfacen para cada X € TM

VEEp, = [gl, dvi (X) + pl*(JJE(d§1(X)))v1] (4.20)
y
VEMy, = [52, dvs(X) + pg*(JJM(d§2(X)))v2]. (4.21)

En las féormulas de encima, p; y po son las representaciones espinoriales de los grupos Spin/(1, 1)
y Spin”(1,1) tales que la representacién producto tensorial

p1 ® pg: Spin’(1,1) x Spin”(1,1) C Spin(2,2) — Endc(Hy)
es equivalente a la representacion espinorial p; vea la Proposicion 3.3.8. En particular tenemos

po (@ @ @) (dS(X)) ) (00 @ v2) = (1 @ pa). (@ @ ) (dS(X) ) (01 © v2)

- (Pl*(oﬁE(dél(X)))w) ® Vs + U1 ® (Pz*(@M(d§2(X)))U2>'
(4.22)

Finalmente, consideremos un campo espinorial ¢ sobre R?? restricto a la superficie M, i.e.
o € mfﬂvj ~YE ® XM;
escribiendo ¢ = ¥y ® 1y = [51, v1] ® [32,v0] = [§,v], donde § = (51, 5,) y v = v; ® vy, ya que
dv(X) = dvi(X) ® vy + v @ dva(X),
usando las igualdades dadas en (4.18)-(4.22), conseguimos

Vxp — (ViE ® ldsy + ldsg ® V;E(M)tﬂ =Vxp— (V§(E¢1 ® Y2 + Y1 ® V?(M%)

= [5.p.(@(d5(X)) v = (@ @ ") (d5(X)) o]

21
= [8, 3 > eile;- BIX, ej)]v}
=23
1
b > e B(X¢)) -,
=23

para cada X € T'M. Definiendo la conexién espinorial
Vx = V¥’ @ Idsy + Idsp ® VY

sobre el haz espinorial ©F @ M asociado a la estructura espinorial Q — @, donde Q es el haz
construido en (4.15), tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 4.2.2. Para cualquier campo espinorial @ sobre R*?, su restriccién a la superficie
Lorentziana M, satisface la formula de Gauss espinorial

3
— 1
VXQOZVXQO—FE;EJEJ”B(Xaej)'@7 (423>
]:
para cada X € TM, donde €; = (e;,e;), con j =2,3.

Una consecuencia de la férmula de Gauss espinorial de una superficie Lorentziana en R??
es la siguiente. Consideremos un campo espinorial paralelo ¢ de R>2, i.e. Vo = 0 : en la
trivializacion

YR*? ~ R*? x H,,

los campos espinoriales paralelos de R*? se identifican con las funciones constante R>2 — H,.
La restriccién de ¢ a la superficie |y =: ¢ es no trivial (no paralelo) sobre la superficie y
satisface la ecuacién de tipo Killing

3
1
]:
para todo X € T'M.

La igualdad (4.24) permite recuperar la segunda forma fundamental de la superficie de la
siguiente manera. Supongamos que el campo espinorial ¢ es tal que H(p,p) = 1, usando (4.9)
y la Observacién 4.1.1, de un céalculo directo conseguimos

<B(X7Y)7V> = _<B(X’Y)'90’V'90> = _2<Y'VX907V'90>a

para cualesquiera X,Y €e TM y v € F.

La consecuencia mas importante de la formula de Gauss espinorial es la siguiente.

Corolario 4.2.3. Supongamos que el campo espinorial ¢ (de R*? restricto a la superficie)
satisface la ecuacion (4.24). Entonces p es solucion de la ecuacion de Dirac

Dp=H ¢,

donde
Dy = —ey- Ve, +e3- Ve,

es el operador de Dirac definido sobre el haz espinorial X E ® XM, y donde
- 1
H:=—-trB
2
es el vector de curvatura media de la superficie Lorentziana M.
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4.3. El teorema de representacion espinorial

4.3.1. La construccidon inversa

Supongamos que (M, g) es una superficie Lorentziana abstracta? orientada en espacio y en
tiempo, £ — M es un haz vectorial Lorentziano orientado en espacio y en tiempo de rango 2
sobre M, equipado con una conexién compatible.

Supongamos también que los haces vectoriales 'y TM estan equipados con estructuras
espinoriales; denotaremos por X FE y XM los correspondientes haces espinoriales asociados.
Si (ep,e1) v (e2,e3) son marcos ortonormales positivamente orientados de E y T'M, en los
respectivos haces de Clifford tenemos (e - €;)? = 1y (eg - €3)> = 1; por lo tanto, los haces
espinoriales X F y XM se dividen en

YSE=YTE® X E y SM=YXTMeX M

donde eq - €; actia como +Id sobre X" E y como —Id sobre ¥~ E, mientras que e, - 3 actia
como +Id sobre X1t M y como —Id sobre ¥~ M.

Consideremos el haz espinorial producto tensorial definido por
Y =YFER®RXM,

entre el haz espinorial X F y el haz espinorial M. Naturalmente, podemos equipar al haz
espinorial ¥ con la conexién producto tensorial definida por

V =V @ Idsy + ldsp @ VY,

donde V=¥ y V*M denotan las conexiones espinoriales de ¥E y XM respectivamente.

Definamos también el producto de Clifford sobre > como sigue. Para cada ¢ = 11 @y € X,
ya que Y1 € XE v ¢y € XM, definimos

{X'sz):(X-Ewl)@% si X eT(B),
X p=1¢,® (X mth) si Xel(M),

donde ‘g v -); denotan las acciones de Clifford sobre ¥ E y XM respectivamente y donde
a=a"—a €eXE=XTE® X E.

Finalmente, definamos el operador de Dirac sobre el haz espinorial ¥ por
DQD = —ey - Vezgp + ez - V63§p7 (425)

donde (es, e3) es un marco ortonormal positivamente orientado de T'M.

2La superficie no necesariamente se encuentra inmersa en un espacio ambiente.
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Denotaremos por pg : Qp — M y py - Qar — M los SO(1,1)—haces principales de marcos
ortonormales positivamente orientados en espacio y en tiempo de E y T'M. Los cubrientes
dobles Qr — Qg y Qum — Qu son las estructuras espinoriales dadas sobre E y T'M, con
proyecciones naturales pg : @E — My pu: QM — M.

Definimos el Spin’(1,1) x Spin”(1,1)—haz principal
Q= Qp xu Qu = {(51,53) € Qp x Qu : Pr(51) :ﬁM(SE)}

sobre M: el haz espinorial ¥ = S E ® ¥ M es el haz vectorial asociado al haz principal Q — M
y a la representaciéon p; ® pe del grupo de estructura Spin’(1,1) x Spin”(1,1), i.e.

S~ Q x Ho/p1 @ pa.

Ya que el grupo St = Spin/(1,1).Spin”(1, 1) estd contenido en el grupo espinorial Spin(2, 2),
que preserva la aplicacion H definida sobre Hy, el haz espinorial ¥ es naturalmente equipado
con una aplicaciéon A-bilineal y simétrica

H:SxY— A
definida como en (4.10), y con un producto escalar real de signatura (4,4)

() =Re H(-,-) : T x X = R.

También podemos definir el producto punto con valores en Hy por

((,):Ex¥X — Hy (4.26)

(¢, ) > ail¢']le],

donde [p] v [¢'] € Hj son respectivamente las componentes de ¢ y ¢’ en alguna seccién local de
Q. Este producto punto es A-bilineal y satisface las siguientes propiedades: para cualesquiera
o, €Yy X eFE®TM tenemos

(o N =(ghe v (X -0,8)) ==, X - ). (4.27)

Notemos también que, por definicién oiH (p, ¢’) es el coeficiente de i1 en la descomposicién de
({(p,¢')) en la base i1,1,iJ, K de H; como A-médulo, asi (4.27) implica

—

H(p,o)=H(¢ @) v H(X-p,¢)=Hp, X ¢), (4.28)

para cualesquiera ¢, ¢’ € Xy X € E@® TM; en particular su parte real satisface

(p, o) ={0) v (X p¢)=(p,X ¢ (4.29)
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Finalmente, la segunda igualdad en (4.28) implica

H(X 0¥ - ¢) = —(X,Y)H(p,9) (4.30)
y por lo tanto

para cualesquiera ¢, ¢’ v X, Y € E®TM.

Notaciéon. Vamos a introducir la notacién que usaremos de aqui en adelante.

Denotaremos por (eg, €1) v (es, e3) marcos ortonormales positivamente orientados en espacio
y en tiempo de E y T'M respectivamente, con ey y ey vectores unitarios de tipo tiempo futuro
dirigidos (vea el inicio de la Seccién 4.2).

Por otro lado, salvo mencién explicita, si § € () es un marco espinorial dado, los corchetes
[ - ] denotaran las coordenadas en Hj de los campos espinoriales en el marco espinorial 3, i.e.
para cualquier ¢ € 3,

e ~[5[p]] € E:QXHO/m@pg.

También usaremos los corchetes | - | para denotar las coordenadas en el marco espinorial
§ de los elementos del algebra de Clifford CI(E @& TM). Los elementos X € Clo(E & TM) e
Y € Cli(E @ TM) serén representados respectivamente por [X]| € Hy y [Y] € H; tales que, en

el marco s,
v~ (K0 v~ (0 )
o) 7 TR o)

con respecto a la acciéon de Clifford sobre el haz espinorial ¥ tenemos

—~

(X -0l =[X]lg] vy [Y-¢=0iY]g]

Ademés, en un marco espinorial 5 € Q tal que 7(3) = (eg, €1, €2, e3), donde 7 : Q — Q1 X1 Qs
es la proyeccion natural sobre el haz de los marcos ortonormales positivamente orientados de
E®TM adaptados a la separacion, los vectores ey, €1, e5 y e3 € Cly(E@TM) son representados
respectivamente por oil,[,iJ y K € Hy; recuerde la definicién de la aplicacién de Clifford ~
dada en la Seccion 3.1.

4.3.2. Ecuaciones fundamentales y campos espinoriales

En esta seccién presentaremos el teorema principal de la tesis sobre la representacion espino-
rial de una superficie Lorentziana en el espacio pseudo Euclideano R??; este teorema extiende
a la signatura (2,2) los resultados principales de [4] y [2] en el contexto Riemanniano en los
espacios Euclideano y de Minkowski respectivamente.

A continuacién presentamos el teorema central de la tesis.
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Teorema 4.3.1. Supongamos que (M, g) es una superficie Lorentziana simplemente conexa y
que E — M es un haz vectorial Lorentziano de rango 2 equipado con una conexion compatible.
Asumamos también que los haces TM y E estdn ambos orientados en espacio y en tiempo, y
que estan equipados con estructuras espinoriales dadas: consideremos ¥ = Y E ® XM el haz
espinorial definido en la Seccion 4.3.1 y D su operador de Dirac definido en (4.25).

Consideremos H € I'(E) una seccion de E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1- eziste un campo espinorial ¢ € I'(X) con H(p,p) =1 que es solucion de la ecuacion de
Dirac
Dy =H -

2- existe un campo espinorial p € T'(X) con H(p,¢) = 1 que es solucion de la ecuacion de

tipo Killing
3

1
Vxe=—5> ¢ B(X¢) ¢ (4.32)

j=2
para todo X € TM, donde €; = g(ej,e;) y donde B : TM x TM — E es una aplicacion
bilineal y simétrica con

L1
H = §t7”gB,

3- existe una inmersion isométrica F : (M, g) — R?? con haz normal E, sequnda forma
fundamental B y curvatura media H.

Por otro lado, la inmersion isométrica inducida por el campo espinorial ¢ es dada por la
formula de representacion

Fz/ﬁ:(M,g)—)Rm,

donde & es la 1-forma cerrada sobre M con valores en R*? definida por

§(X) = (X - p,0)),

para todo X € T'M.

Demostracion. Para su mejor comprension, dividiremos la prueba del teorema en dos partes:
primero probaremos la equivalencia de los enunciados 1—, 2— y 38—, posteriormente vamos a
dedicar la Seccién 4.4 para probar la formula de representacion.

Suponiendo que la afirmacién 8— es valida, usando la férmula de Gauss espinorial descrita
en la Proposicién 4.2.2 conseguimos (4.24) que es la afirmacién 2 — . Finalmente, el Corolario
4.2.3 garantiza que la afirmaciéon 71— es valida.

Reciprocamente, mostraremos que la afirmacion 1 — implica §— usando la Proposicion 4.3.2
de abajo y el teorema fundamental de subvariedades (vea el enunciado preciso de este teorema
en la Observacién 4.2.1). O
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Proposicién 4.3.2. Consideremos (M, g), E, % y H como en las hipotesis del Teorema 4.5.1.
Asumamos que eziste un campo espinorial ¢ € T'(X) con H(p,p) = 1 que es solucion de la
ecuacion de Dirac

Do =H- . (4.33)

Entonces la aplicacion bilineal
B:TM xTM — E

definida para cualesquiera X,Y € I'(TM) y v € I'(E) por
(B(X,Y),v) = —=2(X - Vyp,v- @) (4.34)

es simétrica, satisface las ecuaciones fundamentales de Gauss, Ricci y Codazzi, y es tal que

.1
H = Str,B. (4.35)

En lo que sigue, usaremos la misma notacién (-, -) para denotar los productos escalares reales
sobre T'M, sobre E y sobre 3.

Como en [18] y después en [42, 33, 45, 34] en codimensién uno, y en [4, 2] en codimension
dos, la prueba de la Proposicion 4.3.2 esta basada en el hecho que tal campo espinorial es
necesariamente una solucién de (4.32) con esta aplicacién bilineal B. Este es el contenido del
siguiente lema cuya prueba serd realizada en la Seccion 4.3.3.

Lema 4.3.3. Supongamos que el campo espinorial ¢ € I'(X) es una solucion de la ecuacion de
Dirac (4.33) con H(p, @) = 1. Entonces, el campo espinorial ¢ resuelve la ecuacion tipo killing

Vxp =n(X) -,

donde n(X) := —1 Z?:z eje; - B(X,ej), para cada X € I'(TM).

Demostracion de la Proposicion 4.3.2. Facilmente deducimos que la aplicacion bilineal B es
simétrica y que satisface (4.35): usando la ecuacién de Dirac (4.33) conseguimos

62'Ve3¢:€3've2@—62'63'ﬁ'%
usando (4.34) y la Observacién 4.1.1 tenemos
(B(eg,e3),v) = —2(eg - Voo, v - ) = —2(e3 - Ve,0,v - ) = (B(es, e2),v),
para cada v € E. Por otro lado, de (4.34) y la igualdad (4.31) conseguimos
(~B(es, ) + Bles, es),v) = ~2(Dp,v - 0) = ~2(IF - 9,0 ¢) = 2(FF,v),

para cada v € F.
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Ahora mostraremos que la aplicaciéon bilineal B satisface las ecuaciones fundamentales de
Gauss, Ricci y Codazzi. Para esto, en principio calculemos la curvatura espinorial del campo
espinorial ¢ : para cualesquiera X,Y € I'(T' M) tenemos

R(X,Y)p :=VxVyp - VyVxp - Vixyp
=Vx(n(Y)-¢) = Vy(m(X) - ¢) =n([X,Y]) - ¢
=Vx(n(Y)) o= Vy(m(X)) ¢ —n(X,Y]) - p+n) Vxe—n(X) - Vye
= (Vx(n(Y)) = Vy(n(X)) —=n([X,Y])) - ¢ + (n(Y) - n(X) = n(X) -n(Y)) - ¢.

Notemos que el primer sumando de encima es la diferencial exterior covariante de la 1—forma
1 definida por
d"n(X,Y) == Vx(n(Y)) = Vy (n(X)) = n([X, Y]);

por lo tanto, la curvatura espinorial de ¢ se escribe como

R(X,Y)p=d"n(X,Y) o+ ) nX)—n(X) nY))- e (4.36)

Vamos a calcular los sumandos en (4.36). De aqui en adelante, denotaremos también por V
la conexién natural sobre el haz de Clifford CI(E & TM).

Primero calcularemos la diferencial exterior de la 1—forma 7. Consideremos e; y ez tales
que Ves|, = Ves|, = 0, por tanto

Vx(n(Y)) = Vy(n(X)) —n([X,Y]) =

_ %vx(eg B(Y.e2) — 5 B(Y, e3)) — %vy(e2  B(X,es) — €5+ B(X, 3))
_ %@ B(IX, Y], ) + %eg B(X, Y], e5)

= (e VxB(Y.e2) — e VxB(Y,e9) — e2- VyB(X,e0) 3 - Ty B(X, 3
— ez B(VxY,es) +e2- B(VyX,e2) +e3- B(VxY,e3) —e3- B(Vy X, e3))

1
= 5(62 : (VXB(Y, 62) - B(VX}/, €2> - VYB<X, 62) + B(VyX, 62))

—e3- (VxB(Y,e3) = B(VxY,e3) — VyB(X, e3) + B(Vy X, e3))
- % (eg : ((?XB)(Y, e2) — (Vy B)(X, 62)) —e3- ((%(B)(Y, es) — (VyB)(X, 63)>> ,

! 3 e ((@XB)(Y, e;) — (VyB)(X, ej)) . (4.37)

=2

dVn(X,Y) = —

Ahora, calcularemos el segundo sumando en la igualdad (4.36). Para simplificar los términos,

80



escribiremos B;; = B(e;, €;), para j = 2, 3; tenemos lo siguiente

A(n(es) - n(e2) —nlea) - nles)) =

= (eg- B3y —e3- Ba3) - (e2- Bay — €3 - Byg) — (€2 - Bay — €3 - Bas) - (e2 - B3y — e3 - Bag)
=ex-e3- (23223 — (B2 B33 + B33322)) + (B2 - B3z — Bsg - By + Bss - Byz — Bas - Bsg)
=2 (’323’2 - <322, B33>) € -e3+ (322 « Boz — Bag - Bay + Bs3 - Bag — Bos - 333) .

Ahora, si escribimos Bj; = By;eq + Bjje1 tenemos para k = 2,3

Seoer = Biyes — Bises v S. ex = —Bjges + Bises;
escribiendo A := Bgy - Bog — Boag - Bog + B33 - Bas — Bag - Bss, de un célculo directo

A=2 (BSQ - Byy — BYs - Byy + By - Bys — By - Byg) eq - €1
= _2<(S€0 © S€1 - 861 o Seo) (62>7 63>60 + €1,

por lo tanto

es) - (ea) — n(ea) - nles) = —5 (1Bl = (B, B) 2

1
_§<<Seo o) Se1 — Sel ¢] Seo) (62), 63>€0 c€e1. (438)

Por otro lado, vamos a calcular la curvatura espinorial R(X,Y )y, dado en (4.36), de otra
manera. Escribiendo ¢ = 11 ® ¢ € X = X F ® Y M; la curvatura espinorial se escribe como

R(es, e3)p = RE(€2> e3)h1 @ Yy + 11 ® RM(€2, e3) o,

donde R¥ y RM denotan al tensor de curvatura espinorial sobre ¥F y XM respectivamente.
Usando la identidad de Ricci en el caso semi-Riemanniano sobre X FE tenemos

1 1

RE(€27 63)% = —§<R(€27 63)607 €1>€0 cep -y = _§KN€0 e -,

analogamente, sobre ¥ M tenemos

1 1
RM(€27 63)% = —§<R(€2, 63)627 €3>62 ce3 Py = —§K€2 - e3 - 1o;

por lo tanto

1 1
R(es, e3)p = —QKNeO ey p— §K€2 e3 - Q. (4.39)

Para finalizar la prueba de la proposicién requerimos del siguiente lema.

Lema 4.3.4. SiT =}, ;c3tijei - ¢; es un elemento de orden 2 de CUE)RCUHTM) tal que
T -p=0, donde p € I'(X) es un campo espinorial tal que H(p, ) # 0, entonces T = 0.
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Usando el lema de encima junto con las igualdades (4.37), (4.38) y (4.39) reemplazadas en
(4.36), deducimos las igualdades

K = |B(627 63)|2 - <B<627 62)’ B<€37 63))
Ky = <(Seo © Sel - 561 © Seo) (62>> 63>
(VxB)(Y,e;) — (VyB)(X,e;) =0,  j=2,3,

que son respectivamente las ecuaciones fundamentales de Gauss, Ricci y Codazzi. O

Observacion 4.3.5. Podemos escribir la aplicacion bilineal B y por tanto H en términos de
la 1-forma n : para cualesquiera X, Y € T M tenemos

B(X,Y) =Y -n(X) —n(X) Y

y por lo tanto H = —es - n(ea) + €3 - n(es).

4.3.3. Demostracion del Lema 4.3.3

Consideremos la estructura de A-médulo o := ey - e; - €5 - €3 definida sobre el haz de Clifford
CI(E®TM) por la multiplicacién por la izquierda y sobre el haz espinorial ¥ = ¥ E ® XM por
la accién de Clifford. La aplicacién H : ¥ x ¥ — A es A-bilineal con respecto a la estructura
de ¥ como A—mddulo, mientras que la accién de Clifford satisface

o (X-p)=(0-X)-p==X (0-9),

para cualesquiera p € Xy X € E@ T'M. Vea la Seccion 4.1.

Usando las propiedades (4.28) y (4.30) tenemos que los campos espinoriales

{907 €r-€3-p, €3-€1 ", 61'62'(10}

son H—ortogonales con H—norma 1, —1, 1, —1 respectivamente. En efecto, notemos que si i # j
tenemos

H(p,ei-e;-¢)=H(ei-p,e;-¢) =—(ei,e;)H(p, ) =0;

por otro lado, cuando i, 7, k son diferentes dos a dos, tenemos
H(ei-ej-p,ep-ej-p)=H(es '@61@ ) = _|€j|2H(€i707\ek ) =0.
Para calcular su H—norma usamos la igualdad
Hei ej poei-e;9) = H(e2 ;o5 0) = —lei Hle; - p.e; - 0) = leilley .

82



En particular tenemos

Vxp=H(Vxp,0)p—H(Vxp,er-e3-plez-e3-¢
+H(VXS0763'€1 '90)63'61'SD—H(VXQD,el'62'90)61'62'90,

para cada X € T'M. Afirmamos que
H(Vxp,p) =0 'y H(Vxper-e3-p)=0.

En efecto, la primera igualdad es consecuencia directa de la hipdtesis H (¢, ¢) = 1. La segunda
igualdad es consecuencia de la ecuacién de Dirac (4.33): supongamos que X = es, tenemos

H(Ve,p,e5-e3-¢) = H(ey - Ve,i0, €3 )

= H(es - Vesp,es3- ) — H(H - ¢, e5- ¢)

(4.30) -
=" —|es|?H(Veyp, 0) — (H,e3)H (i, ) = 0;

la prueba es analoga si X = e3. Por lo tanto podemos escribir
Vxp= (H(Vx% es-er-ples-er — H(Vxp, er-eg)er - 62)"P = n(X) - .
Por otro lado, usando las relaciones o -e3-e1 = eg-€y y 0- €1 - €3 = €g - €3, podemos escribir
n(X)=ex-va+es-vs, (4.40)
para algunos 1o, 3 en E que dependen de X. Ademas, ya que
(Blej. X),v) "2 —2(e; Vv 0) "2 —2(Vxpe; v 0) = —2(0(X) - g, v ),
para cada v € E' y j = 2,3, usando (4.40) conseguimos
(B(ej, X),v) =—2(ea- 1o -p,€j-v-@) —2(ez-v3-p,ej-V-p). (4.41)
Usando la Observacién 4.1.1 y la igualdad (4.31) conseguimos

<B(e27X>>V>:_2<V2'907V'90>:2<V27V> y <B(637X)7V>:2<V3'907V'90>:_2<V3>V>7

para cada v € E, i.e. vy = %B(eZ,X) y U3 = —%B<€3,X), conseguimos asf
1 1 1g
n(X)=ey-va+e3-v3= g6 B(es, X) — 563 B(es, X) = —5 Zejej - B(ej, X),

Jj=2

como queriamos.
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4.4. La féormula de representacion espinorial

Supongamos que (M, g), E, Xy H son dados como en las hipotesis del Teorema 4.3.1.

Consideremos un campo espinorial ¢ € I'(3) con H(p, ¢) = 1 que es solucién de la ecuacion
de Dirac
Do =H - . (4.42)

Definamos la 1-forma & sobre M, con valores vectoriales en Hl, por

¢:EOTM — M,
X — (X -p,0))

donde el producto punto ((-,-)) fue definido sobre ¥ en (4.26).

Usando las igualdades en (4.27) conseguimos

L — e~

€X) = (X -0,0)) = — (0, X -0)) = —((X - 0, 0)) = —£(X),

para cualquier X € E@TM, i.e. la 1—forma £ toma valores en R*?; vea la identificacién (3.8).

Lema 4.4.1. La 1—forma & : E®TM — R*? es una isometria, i.e.

<€(X)75(Y)> = <X> Y>7 (4.43)

para cualesquiera X,Y € E & TM.

Demostracion. £ es inyectiva: supongamos por contradiccién que X € E @ T'M es tal que

_ -~

0=2&(X) = (X v, 9) = ail][X - o] = =[][X]e],

ya que H(p, ) = [¢][¢] = 1, deducimos que [X] = 0.
¢ preserva la métrica: usando (4.26) conseguimos

EX)EY) = (X -0, )Y -9, 0)) = [l X][e] [V ][] = [i0] [XT[Y ][]

por lo tanto,

(€(x), €0V = 5 (EXe) + E0E)) = Tl (R + T0) 7 = (X, v,

para cualesquiera X,Y € E® TM. O

En particular, cuando restringimos la 1—forma & al haz tangente T'M conseguimos una
propiedad fundamental; este es el contenido del siguiente lema.

84



Lema 4.4.2. La 1-forma & : TM — R?? es una 1—forma cerrada, i.e. dé = 0.

Demostracion. Como antes, consideremos (es, e3) un marco ortonormal positivamente orientado
de TM. Para i,j € {2,3} tenemos

d(&(e;))(ei) = (Veies - 0, 0)) + (€5 - Veip, ) +{{e; -, Vey0)),

por lo tanto,

d§(ez, e3) = d(£(e3))(ea) — d(€(ea))(e3) — &([ez, e3])

((e3- Veri0,0)) — (€2 Vg, 0)) + ({3 0, Ve, 0)) — ((€2 - 9, Vs ).

Usando (4.27) conseguimos las siguientes igualdades

— —

((e3- 9, Ve,0)) = —((e3- Ve, 0,0)),  ({e2- 9, Vey0)) = —({€2- Vey0, ),

y asi, sélo debemos calcular la diferencia

— —

((e3 - Ve, 0,90)) — ((e2 - Vg0, 90)) = ((e3 -2 Ve, 0,62 - ) + ((ea - €3 - Ve, €3 )
= ((e2- Ve, 0,62 €3 9)) — ((e3 - Vg, €2 €3 )
= —((Dy,es-e3-p))
= —<<ﬁ “p,e2- €3 9)).

Por lo tanto tenemos

—

d¢(ez, e3) = —<<ﬁ P, e e30)) + <<ﬁ P, €3 €3°Q));

pero ya que

—
— —

((H-p.er-e5-0)) =—((p. H ez e5-9)) = ({ea-e3- 0, H-p)) = (H - p,e5- €5 ),

conseguimos finalmente d¢ = 0, como queriamos. O

Por el Lema de Poincaré, existe (localmente) una aplicacién diferenciable
F:M— R*?

primitiva de la 1—forma &, i.e. tal que dF = &; ademas, por el Lema 4.4.1 la aplicacién
diferenciable F' es una inmersién isométrica.

Nuestro objetivo ahora es mostrar que la 1—forma £ induce en efecto una isometria entre
el haz vectorial E y el haz normal N(F(M)) de F(M) en R*? que preserva conexiones y la
segunda forma fundamental. Para este propdsito, el siguiente lema nos sera de gran utilidad.
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Lema 4.4.3. Consideremos un campo espinorial ¢ € I'(X) tal que H(p,p) = 1. Para cua-
lesquiera X €e TM,v € E eY € I'(E)UT(TM) se satisface lo siguiente.

1- ( ((VxY - 0,0)),8(v) ) = —(VxY -, v ),
2- H( ((Y - Vxp,9)),&(v) ) =—-H(Y - Vxp,v-p),

5 H( (Y -0, Vx@)), &) ) = H( (Y - Vxp,0)), £(v) ).

En el lema, los productos de la izquierda (-,-) y H estédn definidos sobre Hj;, mientras que
a la derecha estan definidos sobre el haz espinorial X..

Demostracion. Todas las igualdades son probadas directamente como sigue.

1- Ya que (g, ¢) = 1 tenemos

(VXY - 0,00),60) ) L (e(VxY),e0)) 2 (vavim) 2 —(ay o).

2- Usando (4.26) y [¢][¢] = 1 tenemos

WY - Vxp,0)) = —[v-@llel[e][Y - Vx| = —[v- ¢][Y - Vxo;

por tanto,

H({(Y - Vxp,0)),§v)) =

3- Usando (4.27) tenemos

(Y- 0,Vxp)) = =({0,Y - Vxo)) = =((Y - Vxp,9)),

por tanto

HO WY - 0. Vx@)) &) ) = I (<<Y v 90>>,§(V)> y (<<Y -/Vx\sm@)af/(;))
H (

Finalmente mostraremos el resultado principal de la seccién.
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Teorema 4.4.4. La aplicacion

Oy E— M x R??
X € B, — (F(x),£(X))

es una isometria entre E y el haz normal N(F(M)) de F(M) en R*?, preservando conexiones
y la sequnda forma fundamental.

Demostracion. Fijemos X € TM eY € I'(E)ULI(TM), i.e. £(Y) es normal o tangente a F'(M).
Diferenciando la aplicacién £(Y) : M — R%? C H; conseguimos

dE(YV))(X) = (VXY - 9,0)) + (Y - Vxp, 0)) + (Y - 0, Vixip)). (4.44)

Reemplazando las igualdades dadas en el Lema 4.4.3 en (4.44), tenemos que H (d({(Y))(X),£(v))
es igual a

H( (VxY - 0,90)),6W) )+ H( (Y - Vxp,9)), &) )+ H( (Y -0, Vx)), (V) )
(VXY - 0,0)), () ) + H( (Y - Vxp,0)),6) ) + H({(Y -9, Vx9)),{(v) )
(VxY - ,v-0) —HY -Vxp,v-9) = HY -Vxg,v- )
(VxY -po,v-9) =2(Y - Vxp,v- ),

por lo tanto
(dEYNX),E(W)) = —(VxY - p,v-9) =2(Y - Vxp,v - ).
Supongamos que Y € T'M; ya que (VxY,v) =0, para cada v € I'(E), (4.31) implica

(4.34) (4.43)

(dEY))(X),£(v)) = =2(Y - Vxp,v- ) =" (B(X,Y)r) =" {{(B(X,Y)),{()),
esto significa que la componente de d(£(Y))(X) normal a F(M) es
d(E(Y))(X)" = ¢(B(X,Y)),

i.e. P preserva la segunda forma fundamental.
Supongamos ahora que Y € ['(F). Para cada v € F se satisface

(Y -Vxpo,v-p)=0: (4.45)
ya que (Vxp, p) =0, usando (4.29) conseguimos
{e0 - Vxp,e0-¢) = (e1-Vxp,e1-9) =0,
por tanto, el término genérico de (4.45) es
(€0 Vxp e1-9) = (Vxp,eo-er- @) = (n(X)-p,e0-e1-¢).
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Escribiendo n(X) = ug - eg + uy - €1, donde ug, u; € TM dependen de X, tenemos

(N(X) - p,e0-e1- ) = ((ug-eo+ur-er) p,eo-e1- o)
= —(eo - uo - p,e0 €1 p) +{e1-ur-p,er-epp)
(4.31)
= —(uo-p,e1-9) = (ur-p,e0-9) =0,
esto demuestra la afirmacién (4.45). Tenemos entonces

4.31) (4.43)

(dEVNX). W) = —(VxY o, 9) ") (Vi) "2 (g(VxY) Ev)),
esto significa que la componente de d(£(Y))(X) normal a F(M) es
dEY))(X)Y = E(TxY),
i.e. Oy preserva conexiones. O

Diferentes aplicaciones de la férmula de representacion espinorial son obtenidas a partir de
la siguiente simple observacién. Suponiendo que Fy : M — R?? es una inmersién isométrica de
una superficie Lorentziana y considerando ¢ = o 1) la restriccion a la superficie M del campo
espinorial constante o1 € Hy de R??; si

F=f&  €0=(X 00 (4.46)

es la inmersion dada en el Teorema 4.3.1, entonces F' ~ Fj. Esto es en efecto trivial ya que

_

§(X) = (X - 9,9)) = —[#l[X][e] = [X],

en un marco espinorial § de R*? que estd encima de la base canénica (en un tal marco [¢] =
o1). La férmula de representacion (4.46) cuando es escrita en marcos méviles adaptados a la
inmersion da lugar a férmulas no triviales.

En lo que sigue del capitulo (y de la tesis) presentaremos consecuencias obtenidas al aplicar
la formula de representacién espinorial.

Superficies Lorentzianas minimas (i.e. H = 0) en R*?. La inmersién isométrica
: 2,2
F:(M,g) —R

dada por el Teorema 4.4.4 esta dada por

r=[e=([o[a[a[a)

esta férmula generaliza la clasica representacién de Weierstrass.
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Consideremos la estructura de Lorentz ¢ : TM — TM inducida sobre la superficie al
tomar la clase conforme de la métrica g (vea el apéndice A, vea también [51]), y consideremos
las 1—formas

g, o, g, 03 - TM — A

definidas por
ap(X) =& (X) + 0 &(0X), k=0,1,23,

para cada X € T'M.

Corolario 4.4.5. M es una superficie Lorentziana minima en R*? si y sélo si las 1—formas

Qp, iy, iy Y iz son conformes’.

Demostracion. Consideremos a := u + ov € U C A — M un pardmetro conforme tal que la
métrica de la superficie se encuentra dada localmente por

gu = N (—du® 4+ dv®) con A >0,

y supongamos que (9, 0,) esta positivamente orientada. Usando la ecuacién de Dirac Dy = H P
conseguimos
H=0 sii 0, Va,po=0, Vae. (4.47)

Por otro lado, ya que las 1—formas a4, (k = 0,1,2,3) preservan la estructura de Lorentz,
1.e. satisfacen
ap(0X) = oap(X),

para todo X € T'M, consideremos las aplicaciones v, ¥, ¥, 13 : M — A tales que
ap = Yoda, oq =1Yrda, ay =1Prda, a3z = Ysda;
las aplicaciones v, estan dadas explicitamente por
U = (0u) = &(0u) + 0&(0,), £ =0,1,2,3.
Usando Vy, 0, = Vj,0, facilmente conseguimos

0u(E(D.) = 0(&(D,)) sl Bu- Voo =y Va0,
mientras que Vy, 0, = Vg, 0, implica

0u(&r(0u)) = 0u(&k(0y))  sii Oy~ Vo, =0, Vo, p;

de (4.47) tenemos H = 0sivy sélo si cada 1y (k =0,1,2,3) satisface 0,1 = 00, (ecuacién
(A.1) en el Apéndice A) i.e. si y sélo si las aplicaciones 1y, 11,19 y 13 son conformes. H

3Vea en el apéndice A la definicién de aplicacién y 1—forma conformes sobre una superficie de Lorentz.
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Asi, si M es una superficie Lorentziana minima en R?2, la inmersién se escribe como

F:%e(/ao,/al,/ag,/ag)
= Re ( / Yoda, / ida, / oda, / wgd&)

donde g, 11, 15 ¥ 13 son aplicaciones conformes, esta es la formula de representacion de Weier-
strass para superficies Lorentzianas minimas en R?2, que extiende la cldsica representacién de
Weierstrass de superficies de Lorentz en R*»! dada por J. Konderak [27, Theorem 2]. Esta rep-
resentacion también fue dada por M.P. Dussan y M. Magid [15, Theorem 2.1|; sin embargo,
nosotros tenemos aqui una interpretacion espinorial de la representacion.

El teorema fundamental de las subvariedades. Similarmente a los casos Euclideano y
de Minkowski ([4] y [2] resp.), el Teorema 4.4.4 brinda una prueba espinorial del teorema fun-
damental de las subvariedades para el caso de superficies Lorentzianas en R?? (vea el enunciado
preciso en la Observacion 4.2.1):

Corolario 4.4.6. Podemos integrar las ecuaciones de Gauss, Ricci y Codazzi en dos pasos:

1- primero resolviendo
Vxe=n(X)-¢
donde

3
1
n(X) = -3 > ejej - B(X,¢)),
j=2

(exziste una solucion ¢ en I'(X) tal que H(p,p) = 1, 1inica salvo la accion natural por la
derecha de Spin(2,2) sobre I'(Y) );

2- entonces resolvemos
dF = ¢

donde £(X) = ((X -, ) (la solucidén es tnica, salvo traslaciones en R** C Hy ).
La multiplicacién por la derecha por una constante perteneciente a Spin(2,2) en el primer

paso y la adicién de una constante perteneciente a R*? en el segundo paso, corresponden a un
movimiento rigido en R*2,
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Parte 111

Aplicaciones de la féormula de
representacion espinorial
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CAPITULO 5

Superficies Lorentzianas en pseudo
espacios de forma de R??

Nuestro objetivo en el presente capitulo es conseguir la representacion espinorial de una
superficie Lorentziana en los pseudo espacios de forma 3—dimensionales de R*2. Estos pseudo
espacios son los espacios de Minkowski R*! R!? y las pseudo esferas H?!, S1? de R?2.

La relevancia de los resultados que presentaremos radica en su simplicidad. Caracterizare-
mos la inmersion isométrica de una superficie Lorentziana en los pseudo espacios de forma en
términos de un campo espinorial intrinseco que es soluciéon de una ecuacion de Dirac sobre
la superficie; asi, nuestros resultados son mas simples a los dados por M. A. Lawn y J. Roth
[32, 33, 34] en donde requieren dos campos espinoriales para la representacion.

Como consecuencia de las caracterizaciones descritas en el parrafo anterior conseguimos lo
siguiente.

» Una férmula de representacién explicita de la inmersién en R*! (resp. RY?) en términos
del campo espinorial.

s Una férmula generalizada de Weierstrass que describe la inmersion conforme de una su-
perficie de Lorentz en R%!. Esta férmula coincide con la representacién de Weierstrass
dada por S. Lee [37]; en particular, cuando la superficie es minima obtenemos la clésica
férmula de Weierstrass en R%! dada por J. Konderak [27].

= Una transformacion entre las superficies Lorentzianas minimas en las pseudo esferas y las
superficies Lorentzianas de curvatura media constante uno en los espacios de Minkowski
de R*?; esta es andloga a la dada por H. B. Lawson [35], en donde asocia a cada superficie
minima en S? una superficie de curvatura media constante en R3.
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5.1. La inmersién inducida a un pseudo espacio de forma

En todo el capitulo vamos a suponer que (M, g) es una superficie Lorentziana orientada
(en espacio y en tiempo) y que F es un haz vectorial Lorentziano orientado (en espacio y en
tiempo) equipado con una conexién compatible. Consideremos ¥ = ¥ E ® XM el haz espinorial
producto tensorial y D su operador de Dirac; vea la Seccién 4.3.1.

Con la notacién del Capitulo 3, consideremos la accién a la derecha del espacio H; sobre H

HO X Hl — HO
(& q) — oi gy
esta accién es Spin(2,2)—invariante (la accién de Spin(2,2) sobre Hy es por multiplicacién a

la izquierda), por tanto induce una accién por la derecha sobre el haz espinorial ¥ = X E ® XM
por elementos en H;. Mas explicitamente, tenemos una accién

YoH;, — X
(p,q) — peq
tal que [p ® q] = 0i [p]q, donde como antes, [¢] € Hy denota las coordenadas de ¢ en algin

marco espinorial.

Con respecto a la accién de Clifford por vectores X € CI(E @ TM) este producto satisface

X-(pogqg)=—(X-p)eq, (5.1)

para cualesquiera ¢ € ¥ y ¢ € H; la H—norma satisface

H(peoq,peq)=—H(p,9)H(q,q), (5.2)

ademds, escribiendo p = T + ¢~ € X =XT @ X conseguimos

(poq)™=p eq. (5.3)

En todo el capitulo, vamos a suponer también que el haz vectorial E es trivial, esto es,
E = Rey®Re; donde eq y e son secciones paralelas y ortonormales de E tales que (eg, eg) = —1
y (e1,e1) = 1; ademds, asumiremos que eq es futuro dirigido y que el marco (eg, 1) estd positi-
vamente orientado. Por otro lado, consideremos H una seccién de E y ¢ € I'(X) una solucién

de la ecuacion de Dirac
Dp=H -, H(p, ) = 1. (5.4)

De acuerdo con el teorema de representacién espinorial (Teorema 4.3.1), el campo espinorial ¢
define una inmersién isométrica M < R?? (tinica, salvo traslaciones), con haz normal E y con
vector de curvatura media H.
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Consideremos los espacios de Minkowski 3—dimensionales R?>! y R%? en R*? C H; dados
por
R?*! = (i)t y  RY:=(I)*

donde i1 y I son los primeros vectores de la base canénica de R*? C Hj; el espacio de anti-de
Sitter 3—dimensional e indice 1 (6 pseudo espacio hiperbdlico)

H2! = {x e R2? | (z,z) = —1} c R*? (5.5)
de curvatura constante negativa —1, y la pseudo esfera 3—dimensional con indice 2
2= {x € R2? | (z,2) = 1} c R2? (5.6)

de curvatura constante positiva 1.

Consideradas como variedades diferenciables el espacio de anti-de Sitter H*>! y la pseudo
esfera S'? son difeormorfos a S! x R? (vea por ejemplo [43, pag. 108]). Notemos que, con esta
definicién, los espacios R*>! y H*! tienen signatura (+ + —), mientras que los espacios R}? y
S'2 tienen signatura (+ — —).

Consideremos (eg, e3) un marco ortonormal positivamente orientado de T'M. En la siguiente
proposicion, vamos a dar una caracterizacién de las inmersiones isométricas en los pseudo
espacios de forma R*»!, RY2 H?*! y S1? (salvo traslaciones) en términos del campo espinorial
¢ solucién de la ecuacion (5.4).

Proposicién 5.1.1.  1- Asuma que
H=He y o egrp=p. (5.7)
Entonces la inmersion isométrica M — R*? pertenece a R**.

2- Asuma que
H=Hey 'y e -po=—pel. (5.8)

Entonces la inmersion isométrica M — R*? pertenece a RY2.
3- Considere la funcion F = ({eg - ¢, ¥)), y asuma que
H=ey+Hey y dF(X)=((X-9¢) (5.9)
para todo X € TM. Entonces la inmersién isométrica M — R?? pertenece a H?'.
4- Considere la funcion F = ((—e1 - v, ¥)), y asuma que
H=-Heg+er y dF(X)=((X-9,0)) (5.10)
para todo X € TM. Entonces la inmersién isométrica M — R?? pertenece a S%2.
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Reciprocamente, supongamos que la inmersion isométrica M — R*? pertenece a R*! (resp.
RYM2 H>! SY2) entonces (5.7) (resp. (5.8), (5.9), (5.10)) es vdlido para algin marco ortonormal
paralelo (eg, e1) de E.

Demostracion.  1- Asumamos que (5.7) es valido, calculemos

((eo - @, ) = ({0, ) = 0iH(p, ) = 0il.

De esta manera, el vector constante oil € R*?* C H; es normal a la inmersién (por el
Teorema 4.4.4, ya que este es (eg)), por tanto, la inmersién pertenece a R?!.

Anélogamente, asumiendo que (5.8) es valido, tenemos

((e1- 9, 0)) = —((p e l,p)) =—ailpllpel] =p|[p]l =1

donde [p] € Hy representa el campo espinorial ¢ en un marco dado § € Q adaptado
a la base (eq, e, eq,e3) (vea la Seccién 4.3.1). El vector constante I es asi normal a la
inmersion y conseguimos el resultado.

Asumiendo que (5.9) es vélido, la funcién F' es una primitiva de la 1—forma £(X) =
((X -, 9)), v es asi la inmersién isométrica definida por ¢ (que estd definida de manera
tinica, salvo traslaciones); ya que la norma de ((eg - ,¢)) € R*? C H; coincide con la
norma de ey (que es constante igual a —1), la inmersién pertence a H?>!.

Andélogamente, supongamos que (5.10) es valido, la funcién F' es una primitiva de la
1—forma £(X), y por tanto, es la inmersién isométrica inducida por ¢ (unica, salvo
traslaciones); como ((—e; - ¢, p)) € R*?* C H; tiene norma constante 1, la inmersién
pertenece a S'2.

Para las afirmaciones reciprocas, escogemos (e, e1) tal que ((eo - ¢, ¢)) = il en el primer

€caso,

tal que ((e1 - p,¢)) = I en el segundo caso, tal que ({(ey -, p)) es normal a H*! C R*?

en el tercer caso, y tal que ((—e; - ¢, ) es normal a S* C R*? en el cuarto caso. Escribiendo

los espinores en un marco espinorial § adaptado a (e, €1, €9, €3), facilmente deducimos (5.7) y

(5.8).

Para el tercer (resp. el cuarto) caso (5.9) (resp. (5.10)) es inmediato pues ({(eg - ¢, ¥))

(resp. ({(—e1 - @, ¢))) es la inmersién. O

Para realizar la descripcion espinorial de las superficies Lorentzianas en los pseudo espacios

L . 7 veni . :
de forma 3—dimensionales de R?2, es conveniente separar nuestro estudio en dos casos: cuando

el vector normal a la superficie en el pseudo espacio es un vector de tipo espacio (pseudo espacio
de forma en R*? de indice 1) 0 es un vector de tipo tiempo (pseudo espacio de forma en R*?
de indice 2).
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5.2. Superficies Lorentzianas en R*! y en H?!

En esta seccién mostraremos como la Proposicién 5.1.1 1-y 3- se relaciona con los criterios
de representacién espinorial de superficies Lorentzianas en R*! y H?! dados por M. A. Lawn
(32, 33], y por M.A. Lawn y J. Roth [34] respectivamente.

Vamos a definir un producto escalar real sobre el haz espinorial ¥ M de la siguiente manera:
sobre C? definamos el producto escalar real

a-+ib a' + b ad +a'd—bcd —bec
= 11
<(c+id) ’ (c’+id’)> 2 ’ (5.11)

Puesto que la accién del grupo espinorial Spin(1,1) sobre C? es dada por la multiplicacién

de signatura (2, 2).

por e* en la primera componente y por e en la segunda componente, el producto escalar (-, -)
es Spin(1, 1)-invariante, por lo tanto, induce un producto escalar real

()1 SM x SM — R.

Usaremos este producto escalar en esta seccién (y sélo en esta seccién); como es usual escribire-
mos [1]? := (1, 9). Este producto escalar satisface

W) =@ vy (Xwyd)=—(, X -u¢), (5.12)

para cualesquiera ¢, € XM y X € T M.

Finalmente, consideremos la estructura compleja canénica ¢ de XM, esta es lineal con re-
specto a la accién de Clifford de T'M, i.e.

(X m ) =X m (09),

para cada X € T'M.

Asuma que M C H C R%*2, donde H es el hiperplano R?!, o el espacio de anti-de Sitter
H?! de R*2, y considere ey, e; campos vectoriales unitarios de tipo tiempo y de tipo espacio
respectivamente, tal que

R22=Rey @, TH v TH=Re &, TM.

Los espinores intrinsecos de M se identifican con los espinores de H restrictos a M, que a su
vez se identifican con los espinores positivos de R?? restrictos a M. Este es el contenido de la
siguiente proposicion.
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Proposicion 5.2.1. FErxiste una identificacion de haces espinoriales

SM s vt
P

C—lineal, y tal que, para cualesquiera X € TM y € XM,
(Vx9)* = Vxy (5.13)
las acciones de Clifford estan relacionadas por
(X mp) =X e 97, (5.14)

para cada X € T'M, y se satisface

1+o
2

H(y*9") = 1% (5.15)

Demostracion. Con la notacién de la Seccién 4.3.1, el haz espinorial de M y el haz espinorial
positivo de R?? restricto a M vienen dados por

SM=Qux,, C* vy YH=0Qx, S,
donde p; : Spin(1,1) — Endc(C?) es la representacién espinorial del grupo Spin(1,1) y donde
pt o Spin/(1,1) x Spin”(1,1) C Spin(2,2) — Endc(S™)

es la representacién espinorial del grupo de estructura Spin’(1,1) x Spin”(1,1), dada por
(91,92) = pt(g192) para cada (g1, go) € Spin/(1,1) x Spin”(1,1); vea (3.26).

Si consideramos §, € Qg marco espinorial que esta sobre el marco ortonormal paralelo y
globalmente definido (e, e;) de F, y el encaje candnico

Spin(1,1) 3 g — (1,9) € Spin/(1,1) x Spin"(1,1) C Spin(2,2),
conseguimos un encaje natural de haces principales Spin(1, 1)—equivariante
QM — QE XM QM
s = (80,9).

Por otro lado, la aplicacién lineal h : C* — ST definida por

h(ZiZ;) - 1ZJ[(a+d)1+i(d—a)l+(b—c)J—i(b+c)K |

es un isomorfismo de espacios vectoriales complejos Spin(1,1)—equivariante, i.e. para cua-
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z .
1) € C? se satisface

h <m(g) (2)) =p"(g) h (2) :

La prueba de esta afirmacion es directa, basta notar que si u € R es el parametro que determina

lesquiera g € Spin(1,1) y (
22

a g € Spin(1,1), pi(g) actia sobre C? por la multiplicacién por 4e* en la primera componente
y por e " en la segunda.

Finalmente, la aplicacion [5‘, (Zl)} — {(é’o, 3),h (21” es el isomorfismo buscado entre los
29 )

haces espinoriales XM y X*. La propiedades del isomorfismo se obtienen directamente: usando
el hecho que 5, es paralelo conseguimos (5.13); las propiedades (5.14)-(5.15) se las obtiene por
un calculo directo. O

Si denotamos por D), el operador de Dirac intrinseco sobre M definido por

Dyp = —eg -y Ve, + €3 v Ve,

donde (eg,e3) es un marco ortonormal positivamente orientado de TM y ¢ € XM, y usando
(5.13)-(5.14), obtenemos una relacién entre el operador de Dirac Dy, con el operador de Dirac
D del haz espinorial ¥ dada para cada ¢ € ¥M por

(Duyp)" = —ea-e1- Ve,ib" +eg-er - Vo = —ep - DY, (5.16)

Si ¢ € I'(X) es una solucién de la ecuacién (5.4), podemos considerar ¢ € LM tal que ¥* = ¢™;
de (5.16), este satisface

(D))" = —ey - H -4 (5.17)

Note también que ¥ # 0, ya que H(p,p) = 1 : si ¢ = 0, tendriamos ¢ = ¢~ y por tanto
_ _ — — 1_0- . . ’ « ey
1=H(p,p) =H(p™,¢7) € 5%R, lo que es imposible. Aqui y en adelante, la descomposicién

© = @1 + ¢~ representa la descomposicién ¥ = X @ X,

Superficies en el espacio de Minkowski R?!. Presentamos el teorema de representacién
espinorial de superficies Lorentzianas en el espacio de Minkowski 3—dimensional R?!.

Teorema 5.2.2. Supongamos que M C R*! es una superficie Lorentziana con curvatura media
H, entonces existe un campo espinorial ¥ € XM solucion de la ecuacion de Dirac

Datp = H, WP =1. (5.18)

Reciprocamente, supongamos que (M, g) es una superficie Lorentziana, que H : M — R es
una funcion diferenciable dada y que existe un campo espinorial ¢ € ¥ M solucion de (5.18).
Entonces eriste una inmersién isométrica de (M, g) en R*! con curvatura media H.
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Demostracion. Supongamos inicialmente que M «— R?! < R?2; recordemos que la inmersién
M < R*? es inducida por un campo espinorial ¢ (la restriccién a la superficie de un campo
espinorial constante de R*?) y que toma valores en R%!. Ya que ¢ € I'(X) es solucién de la
ecuacién (5.4), usando (5.7) y (5.17), el campo espinorial ¢y € LM definido por ¢* = ¢*
satisface

(Dytp)* = —ey - H -9p* = —He? - p* = Hy*

ademds, ya que ey - ¢ = ¢~, podemos calcular

H(p, ) = H(W* ) + Hleg - 0", eq - %) = H()*, 1)) + H(eZ - %, ) = 2Re H (1", "),

por tanto (5.15) implica
1= H(p. ) = ¢

Reciprocamente, supongamos que 1) € XM es una solucién de la ecuacién (5.18), definamos
et ="y o7 = ey - ¥, entonces el campo espinorial

pi=p +p =" te Yt €D
satisface la ecuacién (5.4) con H:=He,. En efecto, puesto que ¢ es paralelo,

Do = D" —eo- DY* =er - (Duyp)" —eo - ex - (Duip)”
=e1- (HY)" +e1-eo- (HY)
= Hey - (" +eo-Y");

y la norma de ¢ es H(p, @) = [1|?> = 1. Asi, existe una inmersién isométrica de (M, g) — R*?
con vector de curvatura media H; ya que (5.7) es vélido, la inmersién pertenece a R*1. [

Una solucién de (5.18) es equivalente a una inmersion isométrica de la superficie Lorentziana
en R*!. Obtenemos asf una caracterizacion espinorial de las inmersiones isométricas de super-
ficies Lorentzianas en R*!| m4s simple a la representacién espinorial obtenida en [32, 33] en
donde se requieren dos campos espinoriales para dicha representacion.

En lo que sigue, describiremos una férmula de representacion explicita para la inmersion.
Para todo ¢ € XM, denotaremos por «(v)) el campo espinorial cuyas coordenadas, en un marco
espinorial dado, son las conjugadas complejas de las coordenadas de v en este marco, y por
= ¢t — ¢, la conjugacién usual en X M. Si suponemos ademds que |1|?> = 1, escribiendo
x := 1, de un célculo directo podemos mostrar que el conjunto

{X, a(x), ix, ia(x)} (5.19)

es (-, -)-ortonormal con signatura (—,+, —,+); en particular, es una base real de ¥ M (i es la
estructura compleja natural de ¥ M, tal que la accién de Clifford es C—lineal).
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Proposicién 5.2.3. Supongamos que ¢ € XM es una solucion de la ecuacion (5.18) y defi-
namos ¢ = P* + ey - p* € 3. Entonces, para todo X € TM se satisface

§(X) = (X - ¢, )
= —(X m,a(x) T+ (X v, ix) (i) — (X v, ia(x)) K. (5.20)

Notemos que (X -y, x) = 0 y por tanto £(X) puede ser interpretado como las coordenadas de
X .m0 en la base ortonormal (5.19). La formula F = [ € representa la inmersidn.

Demostracion. Por un calculo directo podemos mostrar la igualdad

_1+J

(W1, 92)) = —5— (Y1, ¥2)id = (Y1, (W) ] + (1, )i — (¥n, ia(n)) K), (5.21)

para cualesquiera 1,1, € X M.

El campo espinorial ¢ = ¢* + ¢ - ¢* induce una inmersién de la superficie en R*! (vea la
prueba del Teorema 5.2.2) cuya derivada es dada por

—

§(X) = ((X - ¢,0)) = {(X mr ¥)", ())) + ({(X ar )", (0)7);

usando la igualdad (5.21) obtenemos directamente la férmula (5.20).

Por otro lado, de (5.14) tenemos
(X yt) =X e =X-eg-eq-er-1h=X-¢o- 0",
asi, de (5.12) y (5.15) conseguimos
(X m i, ¥) = ~(X mp,¢) = —2ReH((X -3 9)",9") = —2ReH(X - e9 - ", 9") = 0,
donde la ultima igualdad es vélida por (4.30). O
La representacién espinorial de una superficie Lorentziana en R*! (Teorema 5.2.2) y la

férmula explicita de la inmersién (5.20), nos permite deducir una férmula generalizada de
Weierstrass en R%!. Para cada a € A escribiremos |a|? := aa.

Teorema 5.2.4. Consideremos tres funciones diferenciables 1,09 : A — Ayp: A — R
tales que

R

(5.22)
Oatha = —piy

y |11]? — |12)* # 0. Denotaremos por v a una curva arbitraria desde un punto fijo a un punto
arbitrario en A. Las siguientes formulas
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Fy = / <¢2J1da+72)\2¢1da>7
Y
F2+0F3 :/<$%da+$§d&\>,
Y
m_wg_/wymw@@, (5.23)
5

definen una inmersion conforme F = (Fy, Fy, F3) : A — R*! de una superficie de Lorentz. La
métrica inducida de la inmersion es dada por

9= —([1]* = [vo|*)*dada, (5.24)

y la curvatura media de la inmersion satisface

p2

H? =4 .
([t1]? = [1h2]?)?

(5.25)

Reciprocamente, una inmersion isométrica de una superficie Lorentziana simplemente coneza
en el espacio de Minkowski R*' puede ser descrita como encima.

El teorema de encima es una generalizacion al caso Lorentziano de la férmula generalizada
de Weierstrass de una superficie en R? (vea por ejemplo [30, Section 2]).

Las funciones 11,1 representan (salvo una identificacién) las componentes de un campo
espinorial ¢ € ¥ M, en un marco espinorial adecuado, solucién de la ecuacién de Dirac (5.18).
Nuestro trabajo sera encontrar dicho marco.

Demostracion del Teorema 5.2.4. La prueba de la afirmacion directa se obtiene facilmente. En
principio, notemos que el sistema (5.22) implica

Du(othn) = Da(vothn) v Du(¥d) = 0a(¥3),

ast, las férmulas en (5.23) no dependen de la curva «. La métrica inducida g = dFf — dF3 +dF?
y la curvatura media de la inmersién se obtienen de un calculo directo.

Reciprocamente, consideremos (M, g) una superficie Lorentziana simplemente conexa en
R*! con curvatura media H; supongamos ¢ € I'(XM) es dado como en el Teorema 5.2.2 y
fijemos (eq, e3) un marco ortonormal positivamente orientado de T'M. Consideremos « : M — R
una solucion de la ecuacion

Oa = —d([eg, e3], €2) (e2) + d{[ea, €3], €3)(e3), (5.26)

donde [ es el operador de d’Alembert (i.e. el operador de Laplace en signatura (1, 1)) definido
por Oa := div(grad «).
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Definamos el marco tangente
e, := cosha ey 4+ sinh a e; y es := sinh v e + cosh v e

obtenido por una rotacién del angulo Lorentziano a del marco tangente (eq, e3).

Eziste una funcion no nula A : M — R* tal que [Aey, Aeg) = 0. En efecto, notemos que la
condicién [Ae,, Aes] = 0 es equivalente al sistema

{idA(eg) = da(es) — (Ve,e3, e0) (5.27)

%d}\(@Q) = da(eg) + <v6362, 63>.
Supongamos que A > 0 y escribamos A = e#; el sistema (5.27) queda como dy = w, donde
w = —(da(es) + (Vesea,€3)) €5 + (dafes) — (Ve,e3,€2)) €3,

y donde €}(X) = (X, e;) denota la 1—forma dual a e; (j = 2,3). Por lo tanto, la ecuacién de
compatibilidad del sistema (5.27) es 0 = d(du) = dw, i.e.

d(w(Y))(X) = d(w(X))(Y) —w(X,Y]) =0,

para cualesquiera X,Y € T'M; de un célculo directo, esta ecuacién equivale a (5.26), asi (5.27)
es soluble. Por tanto, existe un sistema de coordenadas (9, d,) sobre la superficie tal que

Supongamos que A > 0y que el marco (e,, e3) se encuentra positivamente orientado. De un
calculo directo conseguimos

(Ve,e2,e3)e3 — (V0,300 = (da(ey) — (Ve,e3,e9))es — (da(eg) + (Vegea, e3))es,

1 1
= Xd/\<€3)e3 - Xd)\(€2)€2,
OuA Oy OpA Oy
T 2%

donde usamos el sistema (5.27) en la segunda igualdad.

Consideremos ahora (eq, e;) un marco ortonormal positivamente orientado normal a M, tal
que s = (eo,e1, ez, e3) es un marco adaptado a la inmersién en R%!, es decir, R*! = (e)=.
Consideremos § = (3, 55) € Q un marco espinorial sobre el marco s tal que las coordenadas de
€p,€1,€, V €3 en s son respectivamente oi1,1,iJ y K € Hy, y supongamos que

_ (d +it
wz |:827 (C/+Zd’):| e XM.

103



Consideremos el parametro conforme a = u 4+ ov : U C A — M, y las funciones

1 1-— 1 1-—
_ ;Ua’+ 20 R Sl YA}

d :
y e 5 5

(O

Usando el isomorfismo de la Proposicién 5.2.1 y la igualdad en (5.28), la ecuacién de Dirac
Dy = Hip se escribe como

aa(\/X?Dl) = _%H(\/X%)
(VM) = S H(V ),

conseguimos asi (5.22).

(G

Escribiendo v = ( W ) y X = m%” + n%“ € T'M, el producto de Clifford se escribe como

2

2o

- ), Z:=m—+on,
2

X =

y la norma de 1 (definida en (5.11)) satisface |¢)|* = [11]? — |1)2|?; ademads, no es dificil verificar

a(x) = (_Jfl) ,ix= (_%) y ia(y) = -0 (_%) :
Asf, la inmersién (5.20) (inducida por el campo espinorial ¢) se escribe como
600) = (wothz + Gan?) T+ 5 (B 4 92)z + (5 + 99)2) ) + 3 (B — 0)e — w0} — B)2) K
va que z = Ma(X) y 2 = A\da(X) conseguimos las férmulas en (5.23). 0

En el caso particular en que la funcién p = 0, obtenemos la clasica representacion de
Weierstrass para superficies Lorentzianas minimas en R?!.

Corolario 5.2.5. Las siguientes formulas
1
F = a%6/—)(1)(26@%
42
= %e/ (X% + X%) da,

v
F3=8m [ (xi—x3) da, (5.29)
v

donde x1 = 1 y x2 = Y9 son aplicaciones conformes, definen una inmersion conforme de una
superficie de Lorentz minima en R*!,
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Observacion 5.2.6. La inmersion minima conforme (5.29), es similar a la formula dada por

J. Konderak [27, Theorem 4]: supongamos que |x1|* # 0 y escribamos

X2
9=

G = xfda vy :
X1

entonces ® es una 1—forma conforme tal que dP >0 y1—gg #0, con esto (5.29) es dada por

(Fy, Fy, F3) = (?Re/%gq),?)?e/(l +92)(I>,§Re/a(1 —g2)(I>> ,
y gl gl

que coincide con la formula dada por J. Konderak.

Superficies Lorentzianas en el espacio de anti-de Sitter H*!. Supongamos inicialmente
que la inmersién inducida M < R?*? pertenece a H?!, i.e. H = H>*'; la Proposicién 5.1.1, 3-
garantiza que existe localmente un marco ortonormal paralelo (e, e;) positivamente orientado
de E que satisface (5.9).

Con respecto al isomorfismo de haces espinoriales de la Proposicion 5.2.1, consideremos el
campo espinorial ¢ € XM (tal que [¢|* # 0 ya que H(p,p) = 1) dado por

pt =y, (5.30)

donde p = T + p~ € ¥ = X1t @ X~ es la descomposicion usual del haz espinorial. Usando la
relacién (5.17) el campo espinorial v satisface

(Dah)* = —ey - H-9p* = —ey - (eg + Hey) -9 = HY* + 9, (5.31)

donde ¢ = 1T — ¥~ es la conjugacién usual en LM que satisface eg - e1 - ¢* = E*

La segunda hipétesis de (5.9) indica que la funcion F = ({eq - ¢, ) : M — H>! es la
inmersion inducida por el campo espinorial ¢, i.e. para cada X € T'M se satisface

d({{eo - £, P)))(X) = (X -9, )). (5.32)

Ya que ¢ resuelve la ecuacién Vxp = n(X) - ¢ (Teorema 4.3.1), de un céalculo directo tenemos

—

d({{eo - @, 0)))(X) = (X -0,0)) it [n(X)] = [n(X)] = o X], (5.33)

para cada X € TM. Escribiendo n(X) = X - eg + X3 - €1, donde X, Xy € T'M dependen de
X, y usando la relacién (5.14) tenemos
Vxy*=n(X) " =X1-e1-e-e1- "+ (Xo - 0)”
=X 'E*+(X2 M Y)”
= (X m )"+ (Xz o 0),
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por tanto, de (5.15) conseguimos

d(|91?)(X) = 2(Vx¥,¢) = 4ReH (V" 1)
= AReH (X1 -m ), 0*) + 4ReH ((Xy -3 )", 0)
= 2(X1 a0, ¥) 4 2(X3 ar 1, 0);

el segundo sumando de la derecha es cero por (5.12), y ya que

— —_ —

(X)) = (X)) = [X1][eo] + [Xo][er] — [Xu)[eo] — [Xa]en]
= —O'Z[Xl] + [XQ]] — O'Z[Xl] — [XQ]]
= —QOi[Xl],

tenemos [X;] = —3[X], de donde conseguimos

d([Y[*)(X) = —(X 3 ¥, ). (5.34)

Ya que (X -y ¥, 1) = 0 (vea la Proposicién 5.2.4), tenemos || = cte # 0.

Por otro lado, como la descomposiciéon ¥ = X @ X~ es ((-,-))—ortogonal, tenemos que
(5.32) equivale a

d({{eo- 07, 0"N) (X) = (X 97, 0)).

Escribiendo F} := {{eg - ¢~, ")), tenemos F = F|, — F} y ademas

—

-1 = <F, F> = FF = H(Fl,Fl) + H(Fl,Fl) = 2§R€H(F1,F1) = 2<F1,F1>,

notemos que

_ 1+0 _ _ 1+0 —
H(F, Fy) = =leo - o7 ]lp et ]leo - 7] = =—<— WP Heo - 7 e0 - ¢7) = ——— [P H(p,97),
asi,
1

D) = <F1,F1> = %eH(FhFﬁ = _|¢|2§R6H<90_;<P_)7 (5'35)

de donde H(p™,p7) = I_T"ﬁ (va que H(¢™.¢7) € :52R). Por tanto,
_ 14+o0 1—0 1
L=H(p,p) = Hlp", 0 ) + H(p™,¢7) = —— 0] + — E

implica |¢]* = 1.

Finalmente, usando (5.31) tenemos que el campo espinorial ¢ € XM, definido por ¢* = ¢,
satisface la ecuaciéon de Dirac

Do = Hip + 4, 1Y)? = 1. (5.36)
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Reciprocamente, consideremos (M, g) superficie Lorentziana orientada (abstracta) y H :
M — R una funcién diferenciable dada. Supongamos que existe un campo espinorial ¢ € XM
que satisface la ecuacién (5.36); definamos ¢ := ¢* € £ty H := ey + He, donde (eq, e;) es
algin marco ortonormal paralelo positivamente orientado de E, entonces

Dot =1+ (Dyt))" = Hert)" +ex-eq-er 9" = (eo + Hey) - 0" = H - o7, (5.37)
y ademads, usando (5.15) conseguimos

- 1+o

[prlle™] = H(p" ¢") = HW",9") = —— (5.38)

Buscaremos ahora la manera de definir un campo espinorial = € X7 que resuelva la ecuacién
Do~ =H-p

con H(p™, ™) = 15%; esto junto con (5.37)-(5.38) nos permitird concluir que ¢ := T +¢~ € &
es solucién de la ecuacién de Dirac

—

Do=H-¢
con H(p,p) = 1. Notemos que ¢~ debe ser definido tal que la funcién

—

F={{eo-0,0) = (e 97, 0")) = ((e0- o7, "))

sea la inmersién inducida por ¢, i.e. dF(X) = ((X - ¢, ¢)), para cada X € T'M.

Lema 5.2.7. Consideremos una funcion Fy : M — 1+T"]H[l tal que (Fy, F) = —%. Si el campo
espinorial o~ es solucion del sistema

{F1 = ((eo- 97, ¢")) (5.30)
dF(X) = ({(X-¢7,¢7))
entonces o~ = —eq - (¢ @ F1). Ademds,
_ 1—0
H(p™,¢7) = —5 (5.40)
y la funcion Iy resuelve la ecuacion en HT"]HL
Ay (X) = w(X)F, (5.41)

donde w(X) := —ci((X - eg - T, T)).

Reciprocamente, supongamos que la funcion Fy : M — HT"Hl es solucion de (5.41) con
(Fy, Fy) = —%. Entonces el campo espinorial ¢~ 1= —ey - (¢ o Fy) satisface (5.40) y resuelve
el sistema (5.39).
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Demostracién. Supongamos que ¢~ resuelve (5.39). Ya que Fy = ({eg-¢ ™, ™)) = aipt]leo- v ],
usando (5.38) conseguimos

. o - l+o _ -
" o i = ail™]Fy = [ [et]leo - 7] = ——5—leo -] = —leo - ¢,
i.e. —eg-p~ = @t @ F, esto implica ¢~ := —eq- (¢ @ F}). La igualdad (5.40) es directa. Ahora,

usando la segunda ecuacién en (5.39) conseguimos
dR(X) = (X 97 9")) = (X e (p" @ 1), ¢7)) = [0T][X - eo][¢T][F1] = w(X)F.

Las afirmaciones reciprocas se prueban de manera analoga. O

Ya que @ = —w, usando (5.41) conseguimos H (dFy(X), Fy) = 0, por lo tanto, (Fy, F}) =
ReH (Fy, Fy) es constante. Por otro lado, tomando la derivada exterior

0=d(dF)=dwAF)=doNF, —wANdF} = (dw — w Aw)F},
la ecuacién de compatibilidad de (5.41) es dada por
dw(X,Y) = w(X)w(Y) — w(Y)w(X). (5.42)

Lema 5.2.8. La ecuacion (5.42) es vdlida para cada X,Y € TM.

Demostracion. Note que
—0oi dw(ez)(e2) = —((Vesez - eo- 0, 07)) — ({ez €0 V0T 0™)) — ({e3 - €0 - 07, V1)),
por tanto,

—0i dw(ez, es) = ((e2- €0 - Ve, 07, 07)) — ({es -0 - Ve, 07, 07)) 4+ ((e2- €0 - 07, Vey01))
- <<63 T €0 - 90+’ v52§0+>>
= ((e2- €0 Ve, —eg-eg- Ve, 0, 07)) — ({ea- €0 - Vet —e3-eg - V0, 01)).

Ahora, usando (5.37) conseguimos

<<62 "€o - v63()04_ —€3-€Co- v62§0+7 ¥ €o - (6 6290 —C2- Veasp ) 7§0+>>

((
((eo- (es- €2+ (e2- Veyp*) —e2-Ve,07) ,01))

((eo- (€3 e€2- (63 Vet —H- 90+> —ey- Ve390+> ,07))
((

(«

€0 * H'€2'63'(10+790+>>
ex-es- o o))+ H{(eT ¢")),
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donde usamos H = eg+ He; y que eg-e1-e3-e3- " =0 -t = ¢ notemos que

((ea-es- ot oh)) + H((ot,0T)) = —((ea-es- ", 0")) + H((0",¢T)),

por tanto —oi dw(eq, e3) = 2{{ey - e3- T, ™). Por otro lado,

w(eg)w(es) —w(es)w(ez) = —((e2-eo- T, 0 ) {(es-eo- 9", 0")) + ({es-eo- 0,0 ) ((e2 -0 - T, 7))

= W[GQ - €] [¢+]m[€3 - €] [90+] - W[Gs - €] [¢+]W[€2 €] [90+]
l1+0—— n
5 [pT]lez - es][p™]

= —2fpler-es- ¢7] = 20i{(ea- €5 - o*,0M)),

=2

asi, la ecuacién (5.42) es vélida. O

Por lo tanto, la ecuacién (5.41) es soluble para alguna funcién Fj, y podemos definir el

campo espinorial p~ := —ey - (¢T @ F}) € 7. La siguiente propiedad es fundamental.
Proposicién 5.2.9. El campo espinorial o~ = —eq - (o1 @ F}) € X7 satisface la ecuacion
Do~ =H-¢ . (5.43)

Demostracion. En principio note que (5.1) implica
X - Vx(gT o F) = —(X-Vxpt) o By — (X - o) o dF (X). (5.44)

Vamos a calcular el segundo término de la derecha de (5.44):

—

D(X) = —0i((X “eg- gt 1)) = —ailleo - 97, X - 01)) = [X - ot ][en - 0],

—_—

luego dFy(X) = w(X)Fy = [X - ¢t][eo - ™| Fy, por tanto,

(X - %) @ dFy(X)] = 0i[X - 9 ]dF (X) = 0i[X - oH]IX - o7 len - 97T, (5.45)
pero ya que
X - oK o7 = HX o7, X - 0%) = ~|XPH{p" o) = - 2 |XP
Y — —
gileo - "R = [(eo - ¢*) ¢ Fi] = —[eo - (97 0 F1)] =[]
e (X 9%) 0 dF (X)) = ———ZIXPlp] = X Pl ).

2
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Si reemplazamos esta dltima igualdad en (5.44) conseguimos
X Vy(pt o) =—(X-Vxo") o F| + | X2 (5.46)
Usando (5.46) y (5.37) conseguimos

D(p" e F1) = (- Vo) @ Fi = |eal’0™ — (€3 Veyp™) 0 Fy + [es|*
= (€2 Verp" — €3+ Vey0t) 0 Fy + 207
= —Dy* e Fy +2¢~
= —(H-p") e Fi +2p"
=H-(p" e F1)+2p"
:—117'60-90_+2g0_
=@ +Hey-e-p,

finalmente Do~ =eq- D(pT @ F1) =eq- (¢~ + Heg-e1-9~) = (eo+ Hey) - p~. O
El campo espinorial ¢ := ¢ + ¢~ € X, donde o7 = ¢p* y ¢~ = —eq - (¢* @ F}), satisface

la ecuacién de Dirac Do = H - ¢; ademés H(p, ) = 1 (por (5.38) y (5.40)) y la funcién
F:=F —F = {{e-p, ) : M — R>? satisface

dF(X) = (X -0, 0)),

con (F, F') = —1. Asi, las condiciones de (5.9) son validas, concluimos que la inmersién isométri-
ca inducida por el campo espinorial ¢ pertenece a H*!'. Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 5.2.10. Considere (M, g) una superficie Lorentziana orientada (en espacio y en
tiempo) y H : M — R una funcién diferenciable dada. Son equivalentes:

1- existe un campo espinorial 1 € XM, que satisface

Dty = Hp + 1), W?=1; (5.47)
2- existe una inmersion isométrica M — H?' con curvatura media H € R.

La representacion dada en el teorema de encima es mas simple a la representacion espinorial
de superficies Lorentzianas en H*! dada por M. A. Lawn y J. Roth [34] en donde requieren dos
campos espinoriales para su caracterizacion.

Finalmente notemos que la ecuacién de Dirac (5.31) junto con la igualdad (5.34) es similar
a la caracterizacion espinorial de superficies Riemannianas en el 3—espacio hiperbdlico dada
por B. Morel [42] y por P. Bayard [2] usando espinores en dimension 4.
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5.3. Superficies Lorentzianas en R'? y en S'?

Como en la seccién anterior, en este apartado vamos a relacionar la Proposicién 5.1.1 2- y
4-, con el criterio de representacién espinorial de superficies Lorentzianas en RY? y en S? dado
por M. A. Lawn y J. Roth [34].

Sobre C? definamos el producto escalar real

a-+1b a + b '__ac'—i—a’c—i-bd’—i-b’d
c+1id)  \cd +id T 2 ’

de signatura (2,2). Este producto escalar es Spin(1,1)-invariante, por lo tanto, induce un
producto escalar real sobre el haz espinorial XM tal que

W)= v) v (Xu )=, X u1), (5.48)

para cualesquiera ©,¢’ € ¥XM y X € TM. Usaremos este producto escalar real (y sélo este)
en el resto de la seccién; escribiremos || := (1,) y atn denotaremos por i la estructura
compleja candnica sobre ¥ y sobre X M.

Supongamos que M C H C R?*2, donde H es el hiperplano R, o la pseudo-esfera S'?
de R??, y consideremos ey, e; campos vectoriales unitarios de tipo tiempo y de tipo espacio
respectivamente, tal que

R2’2:R61@LTH y TH:Re()@J_TM

Los espinores intrinsecos de M se identifican con los espinores de H restrictos a M, que a su
vez se identifican con los espinores positivos de R*? restrictos a M.

Proposicién 5.3.1. Existe una identificacion de haces espinoriales

SM s vt
Y=y

C—lineal tal que, para cada X € TM vy todo 1) € XM,
(Vxy)" = Vxy
las acciones de Clifford estan relacionadas por
(X ar )" =i eo- X " (5.49)

y ademds,
14+0

AR (5.50)

H(y",¢") =
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Demostracion. La prueba de la proposicion es andloga a la prueba de la Proposicion 5.2.1. La
funcién h : C> — ST dada por

AN 1
h (Zizz) = —J; 02_\/5[(a+b+c+d>1+i<_a—b+c+d)]+(—a+b—c+d)J+z'(a—b—c+d)K]

es un isomorfismo en las fibras de los haces espinoriales en cuestion. O

La relacién entre el operador de Dirac intrinseco D) (del haz espinorial ¥ M) y el operador
de Dirac D (del haz espinorial ¥) es dada por

(Dyh)* =i e - DU (5.51)

Si ¢ € I'(X) es una solucién de la ecuacién (5.4), consideremos ¢ € XM tal que ¢* = ¢™;
usando (5.51) conseguimos

Notemos también que ¢ # 0 (ya que H(p,p) = 1). Como en la seccién anterior la descomposi-
cion ¢ = ot + ¢~ representa la descomposicién ¥ = Xt ¢ X,

Superficies Lorentzianas en el espacio de Minkowski R"2. Presentamos el teorema de
representacion espinorial de una superficie Lorentziana en R%2.

Teorema 5.3.2. Supongamos que existe una inmersién isométrica M — RY2 con curvatura
media H. Entonces existe un campo espinorial v € XM solucion de la ecuacion de Dirac

Dy =iHy, [P =—1. (5.53)

Reciprocamente, considere (M, g) una superficie Lorentziana abstracta orientada (en espacio
y en tiempo) y H : M — R una funcion diferenciable dada; supongamos que existe un campo
espinorial ¥ € XM solucion de la ecuacion (5.53), entonces existe una inmersion isométrica
de (M, g) en R, con curvatura media H € R.

Demostracién. Supongamos que M — RM y ¢ € ¥ es solucién de la ecuacién (5.4). Las
igualdades (5.8) son validas y con respecto a la Proposicion 5.3.1 tomemos ¢ € XM tal que
* = o, notemos que ¢ # 0 (ya que H(p,p) = 1). Usando (5.52) tenemos

(Dyth)* =i eg- H- ot =ieq- Heg " =i HY".

Ademds, ya que ¢~ =e; - (¢ o I), usando (4.30), (5.1) y la igualdad (5.50) conseguimos

—

1= H(p,0) = H(*, %) — H(g* o [, g+ o I) = H(, %) + H(g, §*) = —[i)|.

112



Reciprocamente, supongamos que 9 es solucién de la ecuacién (5.53) y definamos H:=H €0,
pT=yYt Yy o =e- (Pel),

donde (eg, e1) es un marco ortonormal paralelo y positivamente orientado de E. Usando (5.51)
conseguimos
Dy =—iey (Duy)" =H:- ",

y ademds, usando (5.44) y (5.1), tenemos

Dy~ =—er D" o I) = ex (DY o ) = —(e1 - D) o I
— —(er-H-¢p) el
—(H-e;-¢*) ol
=

Asi, el campo espinorial ¢ := T+~ € X, satisface la ecuacién (5.4) (pues H(p, p) = —|¢|* =
1); finalmente, ya que (5.8) es vélido, la inmersién inducida M < R*? pertenece a R'2.  [J

Una solucién de (5.53) es asi equivalente a una inmersién isométrica de una superficie
Lorentziana en R%2. Obtenemos asi una caracterizacién espinorial de las inmersiones isométricas
de superficies Lorentzianas en R mds simple a la caracterizacién obtenida en [34] en donde
requieren dos campos espinoriales para la representacion.

También obtenemos una férmula de representacion explicita: para 1 € XM con |[¢]? = —1,
consideremos 1 y a(¢)) como en la Proposicién 5.2.3, el conjunto

{at), @, iaw), 3} (5.54)

es (.,.)-ortonormal con signatura (—,+, —, +); en particular, es una base real de X M.

Proposicién 5.3.3. Escribiendo ¢ = ¢* + e1 - (¢* o I) donde » € XM es una solucion de
(5.53), de un cdlculo directo conseguimos

(X)) =((X-9,9))
= (X -m ¢, a(y)) oil = (X - Pyia()) id — (X -y ,0) K
para todo X € TM. Ya que (X -y, 1)) = 0, £(X) puede ser interpretado como las coordenadas

de X -y 1) en la base ortonormal (5.54). Finalmente, F' = [ £ representa la inmersion.

De manera analoga al caso R?!, obtenemos una férmula de Weierstrass generalizada para las
superficies Lorentzianas en RY2; presentamos dicha férmula como consecuencia de la férmula
generalizada de Weierstrass para superficies Lorentzianas en R*? en el préximo capitulo.
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Superficies Lorentzianas en la pseudo esfera S'?>. Supongamos que la inmersién isométri-
ca inducida M < R?? pertenece a S'2, por la Proposicién 5.1.1 4-, existe localmente un marco
ortonormal paralelo positivamente orientado (eg,e;) de E que satisface (5.10). Con respecto
al isomorfismo de la Proposicién 5.3.1, consideremos el campo espinorial ¢» € XM (tal que
|92 # 0 ya que H(p, @) = 1) dado por ¢ = 1*. Usando (5.52), el campo espinorial 1) satisface

(Dy)* =ieg-H-v*  =ieq- (—Heg+ 1) 1" = —i HY* +ieq-ep - =—i HY* +i 1.

La segunda hipétesis de (5.10) dice que la funcién F = ((—e; - ¢, p)) : M — S'? es la inmersién
inducida por el campo espinorial ¢; si escribimos

Fri=((—e1- 97, 07)),

se tiene 1 = (F, F') = 2(F}, F}), y ademas

_1—|—a —

5 [P H (er - ¢ e1-¢7) = =P H(e,¢7),

H(Fy, F1) = —=le1- o~ ][p*]let][er - o7]

por lo tanto, H(p™, ) = I_T" (—ﬁ) Finalmente, usando H(p,¢) = 1, concluimos que

o =1,

Esto prueba 2- implica 1- del siguiente teorema de representacion espinorial de superficies
Lorentzianas en la pseudo esfera S'2.

Teorema 5.3.4. Considere (M, g) una superficie Lorentziana orientada (en espacio y en tiem-
po)y H: M — R una funcion diferenciable dada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1- existe un campo espinorial 1 € XM, que satisface la ecuacion

Dy = —i HY +1i 9, [W]? = —1; (5.55)
2- existe una inmersion isométrica M — SY? con curvatura media H € R.

Demostracion. (1- implica 2-): Consideremos (M, g) una superficie Lorentziana orientada y
H : M — R una funcién diferenciable dada; supongamos que existe un campo espinorial
1 € ¥ M que satisface la ecuacién (5.55). Definamos ¢t :=¢* € Xt y H := —Hey + e; donde
(€0, e1) es algin marco ortonormal paralelo positivamente orientado de E, entonces

D(,0+ = —’i € - (DMq/J)* = —i €o - (—Z HZD*—FZ@*) = —HG()Q/J*—FBQ *€p - €1 @/J*

=i,
y ademas, usando (5.50), tenemos
— . s 1+o
[prlle™] = H(e" 9") = HW"9") = —— (5.56)
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Lema 5.3.5. El sistema

con (Fy, Fy) = 1, es equivalente a
o =—e1- (¢ o Fy) (5.57)

con 1_0_
H(p,¢) = 5

donde Fy : M — HT"Hl satisface la ecuacion en HT"Hl

dF (X)) = w(X)F (5.58)

con w(X) = —0i((X -e; -t p")).

Demostracion. Ya que Fy = —aif[pT][e; - ¢~ ], tenemos

(6" o Fil = ol = [Tl 7] = L2

[e1- o] =ler-¢7],
que implica (5.57). Por otro lado,

AP (X) = (X -7, 07) = —((X -e1- (¢" 0 1), 7))

= —ai[pt][X - el][pT o F]
= —0i[pt][X - e1]oi[pt]Fy
=w(X)F,
como en (5.58). -

Ya que @ = —w, tenemos H (dF(X), F1) =0, ast (Fy, F1) = ReH (Fy, F) es constante; por
otro lado, la ecuacién de compatibilidad de (5.58), es dada por

dw(X,Y) = w(X)w(Y) — w(Y)w(X),

que es valida y puede ser verificada por un cédlculo directo. Por lo tanto, la ecuacién (5.58) es
soluble y el campo espinorial

0 i=—e1-(pT @) € N7
se encuentra bien definido; mostraremos ahora que ¢~ satisface la ecuacion

Do~ =H-p™. (5.59)



De la identidad (5.1) conseguimos
X Vx(ph e F) = (X Vxgh) o F = (X - 9") 0 dF (X),

ya que

—_—

dF\(X) = w(X)F = [X - g][es - ¥Ry,

se tiene

(X - ¢7) 0 dFY(X)] = il X - ¢ dFY(X) = 0i[X - oT][X - o ][ex - 7],
= H(X-o" X -¢M)(er- ") 0 Fl]

= —|XPPH(p*, ¢F)[—e1- (9" o F)]
= —|XPle7];

reemplazando esto en (5.60) conseguimos
X -Vx(pteF)=—(X -Vxp)e 1 +|X ¢
Usando esta tltima igualdad podemos calcular
D(p" @ Fi) = (e3- Vo) @ Fy — |ea’0™ — (e5- Ve,07) @ Fy + |eso™
= (e2- Vot —e5-Ve0') @ P+ 20~
=-—Dypt e ﬁ + 20"~
— —(FI-gp*)oﬁ—i—Qg}*
=H (p" o F})+ 20"
=H-e, ¢~ +2¢,

(5.60)

ya que H-e, = (—Heg+e1) €1 = —Heg-e1 — 1, conseguimos D(pT e Fy) = —Heg-e1- 9~ +¢~,

por lo tanto

Do~ =e;-D(pteF))=¢,-(—Heg-e1- ¢ +¢ )= (—Heyg+ey) ¢ .

El campo espinorial ¢ := ¢t 4+ ¢~ € X, satisface la ecuacién de Dirac Dy = H - Y, con
H(p, ) =1; la funcién F := F; — F} = ({(—e1 - ¢, ¢)) : M — R?? satisface (F,F) =1y

dF(X) = (X - ¢, 9));

asi, las condiciones (5.10) son validas, concluimos que la inmersién inducida por el campo

espinorial ¢ pertenece a S'2.

]

La representacién de superficies Lorentzianas en S1? dada en el Teorema 5.3.4 es més simple

a la dada por M. A. Lawn y J. Roth [34] en donde requieren dos campos espinoriales.
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Superficies Lorentzianas minimas y de curvatura media constante uno

En esta seccion, como consecuencia de las secciones anteriores, vamos a dar una relacién
entre las superficies Lorentzianas minimas en las pseudo esferas y las superficies Lorentzianas
de curvatura media constante uno en los espacios de Minkowski de R??2.

I- Supongamos que existe una inmersiéon minima M < H?%!, la inmersién se encuentra
caracterizada por un campo espinorial ¢ que resuelve la ecuacion

Dp=eo-p, H(p,p)=1 (5.61)
Definamos el campo espinorial
p:=¢t+e - (ptel) € 3

de un célculo directo, ¢ satisface la ecuacién (5.61) y por tanto, induce una inmersién isométrica
M < R?? con vector de curvatura media H = ep; ya que

er-p=ec - —pel=—(er-(pTee)) +pT)el=—pel
usando la Proposicién 5.1.1 2-, concluimos que la inmersién inducida por ¢ pertenece a R%? y
tiene curvatura media constante igual a 1.

Asi, a cada superficie Lorentziana minima en H?*! le podemos asociar una superficie Lorentziana
de curvatura media constante uno en el espacio de Minkowski R!2.

2- Supongamos que existe una inmersién minima M < S'2, la inmersién se encuentra
caracterizada por un campo espinorial ¢ € ¥ que resuelve la ecuacion

Do=ei-p, H(p,p)=1 (5.62)

El campo espinorial
952290++€0'30+ c

resuelve (5.62) y por tanto, induce una inmersién isométrica M < R*? con vector de curvatura
media H = ey; ya que e - ¢ = ¢, la Proposicién 5.1.1 1- implica que la inmersion inducida por
@ pertenece a R%! y tiene curvatura media constante uno.

Por tanto, a cada superficie Lorentziana minima en S'? le podemos asociar una superficie
Lorentziana de curvatura media constante uno en el espacio de Minkowski R?!.

Observacion 5.3.6. Las asociaciones de encima son andlogas a la descrita por H. B. Lawson
[35], que asocia a cada superficie minima en S? una superficie en R® con curvatura media
constante —1. Una prueba espinorial de esto fue dada por Th. Friedrich [18, Remark 1], y por
P. Bayard, M. A. Lawn y J. Roth [}, Remark 4] usando espinores en dimension 4.
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CAPITULO 6

La representacion generalizada de
Weierstrass en R%2

En este capitulo vamos a deducir una féormula generalizada de Weierstrass para la inmersion
de una superficie Lorentziana en el espacio pseudo Euclideano R?2.

Mostraremos que las componentes de un campo espinorial que representa la inmersion
isométrica de una superficie Lorentziana en R*? satisfacen un sistema diferencial lineal (la
ecuacién de Dirac) sobre la superficie y la inmersion isométrica inducida es entonces descrita
explicitamente en términos de dichas componentes. La prueba de nuestra férmula generalizada
de Weierstrass no es trivial y esencialmente consiste en encontrar un marco espinorial conve-
niente sobre la superficie.

Como consecuencia de la féormula generalizada de Weierstrass de una superficie Lorentziana
en R?*? conseguimos lo siguiente.

» Una nueva férmula de representacién de las superficies Lorentzianas minimas en R?? en
términos de aplicaciones conformes (Corolario 6.1.2).

» Obtenemos féormulas generalizadas de Weierstrass para una superficie Lorentziana en los
espacios de Minkowski R%! y R1? (Corolarios 6.2.1 y 6.2.2 respectivamente), i.e. la férmula
generalizada en R?? extiende la féormula descrita en el Teorema 5.2.4 para una superficie
Lorentziana en R?1.

= Describiremos una férmula de Weierstrass de una superficie de Lorentz minima inmersa
en RY2, andloga a la férmula de representacién de una superficie de Lorentz minima en
R*! (descrita por J. Konderak [27]) dada en la Remarca 5.2.6.
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6.1. La férmula generalizada de Weierstrass de una su-
perficie Lorentziana en R*?

Antes de enunciar el resultado principal del capitulo vamos a introducir la siguiente notacién:
para cada a = u + ov € A, recuerde que su conjugacién viene dada por a := u — ov € A,
definimos, como en el caso complejo, la parte real e imaginaria de a € A por

a+a a—a

Re(a) := 5 = U y Sm(a) =0

2

Ademsds, vamos a escribir |a|? := aa = Re(a)? — Sm(a)?, para cada a € A.

Teorema 6.1.1. Consideremos ¢y, ¢o, 01,909 : A — A yp,q: A— R funciones diferencia-
bles tales que

8(1 a — T PVa
ba="Pa 1, (6.1)
8&¢a = _Q¢a7

Y [1ody — Y1da]? # 0. Las siguientes férmulas
Fo+ Fy = —/ (¢1$1dfl + $1¢1d5) )
v
Fo—F = / <¢2$2da + %Zzﬁbzda) ;
gl
Fy+oky = / <¢1¢A52da + 732¢1d5) ;
gl

Fy —okF3 = / (%leda + ?Zlﬁbzda) ; (6.2)
v

donde v es una curva arbitraria desde un punto fijo a un punto variable en A, definen una
inmersion conforme de una superficie de Lorentz en R??

F = (Fy, F\, Fy), Fy) : A — R??,
La métrica inducida de la inmersion es dada por

g = —|apr — @Z)1¢2|2dada, (6.3)

y la norma Lorentziana del vector de curvatura media de la inmersion satisface

H? = = (6.4)

e — Y|

Reciprocamente, una inmersion isométrica de una superficie Lorentziana simplemente conexa
en R?? puede ser descrita de esta manera.
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Esta férmula de representacién extiende al caso Lorentziano la férmula generalizada de
Weierstrass de una superficie Riemanniana en espacios 4—dimensionales dadas por B. G.
Konopelchenko y G. Landolfi [29, 30].

Esencialmente, la prueba del teorema esta basada en la féormula de representacion espinorial
(segunda parte del Teorema 4.3.1); en este contexto, las aplicaciones ¢1, g2, 11 y 1)y representan
en un marco espinorial adecuado, las componentes de un campo espinorial ¢ € I'(2), solucién
de la ecuacion de Dirac Dy = H- p. El sistema lineal (6.1) es equivalente a la ecuacién de
Dirac, y la inmersién isométrica £(X) = ((X - ¢, ¢)), inducida por ¢, equivale a las férmulas
dadas en (6.2).

Demostracion del Teorema 6.1.1. La prueba de la primera afirmacién es directa. En principio
notemos que el sistema (6.1) implica

Oa(Vata) = 02(Vata), a=1,2,

por lo tanto, las férmulas en (6.2) no dependen de la eleccién de la curva 7 : las coordenadas
Fp: A — R?»? (k= 0,1,2,3) se encuentran definidas de manera tnica salvo constantes. La

métrica inducida g = —dF¢ + dF} — dF? + dF} es calculada directamente; andlogamente, el
vector de curvatura media
= 030, F
H=
YGaa
esta dado por
—1 1] — [l

¢2_¢2 w2+¢2 ¢2_'_¢2
e 1 e U U Y RN P

— pRe(11s) — qRe(d16s), —pSm(Uaths) — ¢Sm(1da) ),

H=
|thad1 — th1g|?

que implica la expresion (6.4) de su norma Lorentziana |H 2.

Ahora vamos a probar la afirmacién reciproca del teorema. Supongamos que (M, g) es
una superficie Lorentziana simplemente conexa en R?2, denotemos por E el haz normal y
por H € E el vector de curvatura media de la inmersién. Consideremos un campo espinorial
v € I'(XE ® ¥M) como en 1- del Teorema 4.3.1, i.e. ¢ es solucién de la ecuacién de Dirac
Dy = H- @, con H(p,p) =1 (recordemos que ¢ es la restriccién a la superficie M del campo
espinorial constante o1 € Hy de R??), que induce la inmersién £(X) = ((X - o, ¢)).

Como en la prueba del Teorema 5.2.4, consideremos (en la clase conforme de la métrica g)
una carta conforme (U, a = u + ov) tal que la métrica es dada por

gu = N(—=du® +dv®), con A >0,

y supongamos que (9y, d,) se encuentra positivamente orientado. Fijemos un marco ortonormal

positivamente orientado (eg,e;) de E (normal a la superficie M) tal que (e, e, 87“, 87”) es un

marco adaptado a la inmersién M C R?2.
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Ahora, consideremos 3 : M — R solucién del sistema

{8& = —2%2 — (Vy, e, 1) (6.5)

0p = —2% — (Va,eo, €1)

(por un célculo directo, la ecuacién de compatibilidad de (6.5), 9,(Va,e0,€1) = 0u(Va,e€0,€1)
es valida, y asf el sistema (6.5) es soluble), y definamos el marco normal

e := cosh ffeg +sinh Be; 'y ey :=sinh feg + cosh fey (6.6)

por una rotacién del éngulo Lorentziano 8 del marco normal (eg, e;). Escribiendo
Ou Oy
=
consideremos uno de los dos marcos § € ) que se encuentra encima del marco s = (eg, 1, €5, €3) €
(), y supongamos ademas que las coordenadas de los vectores e, e1, €5 y €3, en el marco §, estan

dados respectivamente por oil,I,iJ y K € H;. En §, usando la férmula explicita (4.19) de la
derivada covariante Vi, y (6.5), la ecuacién de Dirac Dy = H - ¢, queda como

o~

2\ [H] [¢] = ~iJoule] + Kould -

% (%A + (0,8 + <V8u607€1>)) Klg]

= —iJu]g] + K,[¢] + % {(—%A + %avA) i+ (—085/\ - %8u/\> K} (]
= —iJ O[] + KO,[g] + (—miJ + nK)[g] (6.7)

(%24 005+ (Voo ) il

+

donde B 1

A

Si escribimos H := hoeo + hies € E'y [p] = wol + p1il + pod + 31K € Hy, las coordenadas
del campo espinorial ¢ en el marco espinorial §, (la ecuacién de Dirac) (6.7) se convierte en el

m = % (&a)\ - %81,)\) y n (Uaa)\ + %&A) )

sistema
0ul =5 +02) + LT (— oy + 01pa) = Al + b0 + 7)
Oalipo + o01) + _2 T2 (9o + 0p1) = —Alh1 — ho)(—p3 + 0p2) s
9a(—p0 +op1) + = Z Jn(_sé?o +op1) = —A(h1 + ho)(p3 + 0¢2) o
Bs(pa+ 0100) + T (03 + 002) = —A(h1 — ho) (=00 +01):

pero ya que

N ()\’%) _ )\ém'gan v 0 <)\%> _ /\%m—an’



el sistema (6.8) se escribe como

Oa :A‘%(—wg + 0902): = =\ (1 + ho) -)\%(900 +op1)]

0y [\ o+ 00n)| = 201 — o) [A (s + 0902):
o, [\ b+ 7en)] = =\ o) [N + )|

Pa A%(wg +0p2) | = =N (h1 — ho) :A 2(—po + 0@@1) :

que es el sistema (6.1) con

-
Njw

o1 = Af%(—@3+0902)7 P2 = A"2(—po+op1), Y1 = A(potopr), Y= )\%(903‘1‘0@2),

y
pi= A" (hy + ho), q = \*(hy — ho).

Por otro lado, ya que H(p, p) = 1, conseguimos

—

(ot — rdal’ = (b1 — ¥rd2) (Y21 — G16s) = N H(p, ) H(ip, ) = N2,
asi, la métrica y el vector de curvatura media de la inmersion son tales que
g=—XNdada y pg=NI|H]

como en (6.3) y en (6.4) respectivamente.

Finalmente, si escribimos la inmersién isométrica (inducida por el campo espinorial ¢)
F=[&: M — R*?, con

E(X) = ((X - 0,0)) = &(X)oil + &(X)T + &(X)id + &(X)K

de un céleulo directo obtenemos
§o+ & =—A|(po+ 0901)(—903/+\0<,02)da + (900/+?901)(—803 + ops)da
S0 — &1 = A (3 + 02) (=0 + 1) + (95 + 02) (— 00 + 001l

& +0& = X|(po+ 0p1)(—po + op1)da + (g3 + op2)(—ps + ops)da

§— & = X |(p3 + 0p2)(—ps + owz)da + (o + op1)(—wo + opr)dal ,

que son las férmulas en (6.2). O

Como consecuencia de la féormula generalizada de Weierstrass obtenemos una nueva férmula
de representacién de una superficie Lorentziana minima en el espacio R?? : esto es directo ya
que H =0siysolosip=q=0.
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Corolario 6.1.2. Sean ¢a,$a A — A, a = 1,2, aplicaciones conformes. Las siquientes
formulas

Fy = Re / <—¢1$1 + ¢2$2) da}

LSy

Fy = Re / <—¢1$1 - 102(52) da}

LSy

Fy = Re / <¢2$1 + ¢1¢A52) da]
L/

F3=38m [/ <—¢2$1 + 20152) da} ; (6.9)

~

definen una inmersion conforme de una superficie de Lorentz minima en R?2.

Reciprocamente, la inmersion isométrica de una superficie Lorentziana minima en R??
puede ser descrita de esta forma.

6.2. Férmulas generalizadas en R*! y en R!'?

Usando la férmula generalizada de Weierstrass en R*? (Teorema 6.1.1), vamos a deducir
formulas generalizadas para la inmersion de una superficie Lorentziana en los espacios de
Minkowski R%! y R1? € R%? al considerar soluciones particulares del sistema (6.1).

Corolario 6.2.1. Consideremos ¢9,%9 : A — A yp : A — R funciones diferenciables tales
que

6a¢2 = _p¢2
Oath = —poa,

Y |p2|* — |U2|? # 0. Las siguientes férmulas
Fy = —/ (?ﬁzazda + @2@0@) )
Y
FQ +O’F3 = :f:/ <$§d&+"$§d&) s

v

Fy—oF; = i—/ (v3da + ¢3da) ,
Y

definen una inmersién conforme de una superficie de Lorentz F = (Fy, Fy, F3) : A — R*!. La
métrica inducida de la inmersion es dada por

g =—(¢2|* = |v»|*)*dada,
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y la curvatura media de la inmersion satisface

2
H? = P .
(Ip2]* = [42]?)

Reciprocamente, una inmersion isométrica de una superficie Lorentziana en el espacio de
Minkowski R*>! puede ser descrita de esta forma.

Este corolario garantiza que la férmula generalizada del Teorema 6.1.1, extiende la féormula
de representacién de una superficie Lorentziana en R%! (Teorema 5.2.4). Escribiendo la férmula
del corolario de encima en las coordenadas (s,t) de A, (vea (A.3)), tenemos exactamente la
representacion de Weierstrass dada por S. Lee [37, Theorem 2.

Demostracion del Corolario 6.2.1. En el Teorema 6.1.1, consideremos la reduccién 1, = j:$1
y ¢2 = 1y (consecuentemente p = ¢) tales que Fy = 0, esto prueba la afirmacion directa del
corolario. O]

Corolario 6.2.2. Consideremos ¢9,%9 : A — A yp : A = R funciones diferenciables tales
que

aaqb2 = _p¢2
Oatha = P2,

y |pa|® — [1a|* # 0. Las siguientes férmulas

Fo = / (%q%da + @2@52655) ;
Y

Fy+oF; = :I:/ (“gda—zﬁgda) ,

5

F2 — O'Fg = :t/ (—wgda—F ¢§da) y

Y

definen la inmersion conforme de una superficie de Lorentz F = (Fy, Fy, F3)A — R“2. La
métrica inducida de la inmersion estd dada por

g = —(I¢2]* — [t2]*)*dada,

y la curvatura media de la inmersion satisface

2
H? = P .
(|@2]* = |1]?)?

Reciprocamente, una inmersion isométrica de una superficie Lorentziana en el espacio de
Minkowski RY? puede ser descrita de esta forma.
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Demostracion. En el Teorema 6.1.1, la reduccion ¢y = $QA51 Yy (g = i@l (consecuentemente
p = —q) implica F} = 0 y asi, la afirmacién directa del corolario. O]

En particular conseguimos una férmula de representacién de las superficies de Lorentz mini-
mas en RY2: las superficies de Lorentz minimas en R*! fueron descritas en la Remarca 5.2.6.

Usando la férmula generalizada en R (Corolario 6.2.2), en el caso p = 0, obtenemos la
clasica representacion de Weierstrass de una superficie Lorentziana minima en el espacio de
Minkowski R'2. Las férmulas

Fy = 2%€/X1X2da,
Y

Fo= 2R [ (i = \3) da
vy

Fy = 4+3m / (X7 + x3) da, (6.10)
vy

donde x1 = ¢o ¥ X2 = 9 son aplicaciones conformes, definen una inmersion conforme de una
superficie de Lorentz minima en R? : supongamos que |x1|* # 0 y definamos

_ X2

d = +xida y g: ,
X1

entonces ¢ es una 1—forma conforme tal que PP > 0 y 1 —gg # 0, las férmulas en (6.10) se
escriben como

(F\, Fy, F3) = <§Re/2gq>,3%e/(1 —g2)<I>,§Re/0(1 +g2)<I>> .

Y v v

Esta férmula es andloga a la representacién de una superficie de Lorentz minima en R%! descrita
por J. Konderak [27, Theorem 4], y que se obtuvo en el capitulo anterior (Remarca 5.2.6).
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CAPITULO 7

Superficies Lorentzianas planas con haz
normal plano en R*?

En este capitulo describiremos localmente las superficies Lorentzianas planas con haz normal
plano (i.e. superficies cuyas curvaturas Gaussiana K y normal K son nulas) y con aplicacién
de Gauss regular en el espacio R?2.

La idea principal para realizar esta descripcion es la siguiente: ya que la superficie Lorentziana
es plana con haz normal plano, podemos considerar un marco espinorial paralelo s sobre la su-
perficie y entonces escribir el campo espinorial ¢, que induce la inmersion

F:/g:M—HRQ’Q, §(X) = ((X -9, 9)),

en dicho marco; como consecuencia obtendremos formulas simples que permitirdn alcanzar la
descripcién.

Como consecuencia deduciremos que las superficies Lorentzianas planas con haz normal
plano en R?? dependen localmente de

= cuatro funciones reales de una variable real, dos de las cuales corresponden a una solucién
de un sistema diferencial hiperbdlico cuando el invariante A es positivo, o de

= una funcién holomorfa sobre el plano junto con dos funciones reales de una variable real
cuando el invariante A es negativo.

Recordemos que el invariante A es el opuesto del discriminante de la forma cuadrética § que
define las direcciones asintéticas sobre la superficie Lorentziana; vea la Seccion 2.3.
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7.1. La estructura de Lorentz inducida por la aplicaciéon
de Gauss

Consideremos una superficie Lorentziana orientada M en R?>2. Denotaremos por G : M — Q
la aplicacién de Gauss (orientada) de la inmersion, definida en (2.15), donde Q denota la
Grassmaniana de los planos Lorentzianos orientados en R*?; vea la Seccién 2.2.

Usando la notacién del Capitulo 3, consideremos el espacio Hy = A1 @ iAl  AJ DiAK, y
definamos el subespacio
SmH, =i Al & AJ i AK.

Como antes, supongamos que (eg, e1) y (eg, e3) son marcos ortonormales positivamente ori-
entados de E (el haz normal de la inmersiéon) y T'M, tales que (ep, €1, €2,€3) €s un marco
adaptado a la inmersién M C R?%2. Supongamos también que las coordenadas de los vectores
€g, €1, €2 v €3 en algin marco espinorial, estan dados por o:1, I,7J y K € H; respectivamente.
Notemos que

Elzez/\egzeg'@gﬁil, E2:63/\€1:€3'612(],

E3:61/\€2:€1'622?:K
9

por tanto, usando (2.11) podemos escribir

Q~{{emHy | H(¢,€) = —1}.

El producto cuaterniénico de Hy permite definir el producto vectorial de dos vectores &, &’
en SmHy por la féormula

Ex€ = (6 ~€6) € Im M,

y que satisface
((§,€)) = aiH(§,8) 1+ il x &,

donde el producto escalar ((-,-)) fue definido en (4.26). El producto vectorial permite definir el
producto mizto de tres vectores &, &', " en SmH, por la expresién

[€,€,8":=H(Ex ") € A

este coincide, salvo el signo, con el determinante de los vectores &, &', " € SmHj en la A-base
il,J,iKK de SmHy; el producto mixto es una forma de volumen A-valuada sobre SmlHy, por
tanto induce una forma de drea wg sobre Q (que coincide con la definida en la Seccién 2.2) por

wo(p)(§, &) = [€.¢, ],

para cualesquiera p € Q y &,¢& € T,0.
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Lema 7.1.1. Para p € Q, suponga que &,§' € T,Q son tales que

wo(p)(§,€) =0,

entonces
=X o E=pf o {+E=F0(E-C).

para algunos A\, i € A. En particular, el espacio vectorial real generado por (§,&') es una A-linea
en el espacio tangente T,0Q.

Demostracion. Usando (2.12) tenemos &,& € T,Q siy sélo si H({,p) = H(&',p) = 0, esto
significa que £ y £ anticonmutan con p, asi

wo(p)(€,&) =p(§ x¢).

Como p € Q, tenemos pp = —1, i.e. p es invertible en ImHj, conseguimos entonces

wo(P)(&,E)=0 siysdlosi Ex&=0.

Escribiendo 14+ 1 . 1
o -0 o -0
f=—a+—T6,  ¢="la+—74 (7.1

donde &, &, &) v & pertenecen a iRI & RJ @ iRK ~ R?, de un célculo directo conseguimos

ExE =0 siysdlosi & xE&=8&x& =0,

siendo este tiltimo el producto vectorial usual de R3. Asumamos que £ y £ son no cero (en otro
caso el resultado es vélido trivialmente), y consideremos los siguientes casos:

1- Si & y & son no cero, entonces & = a&; y & = [& para algunos a, 8 € R; escribiendo
A= HT“oz + 177‘76 tenemos & = A¢.

2-5Si & # 0y & =0, entonces:

a.- asumiendo & # 0y & = 0, tenemos & = a&; para algin o € R, y asi ¢ = A{ con
\ = Hoq:
2 )

b.- asumiendo & =0y & # 0, tenemos £ + & = o(§ — &) por un célculo directo;

los otros casos son similares.

Finalmente, si & = A o & = u&’, el espacio vectorial generado por £ y & obviamente
pertenece a una A-—linea en T, Q; este resultado también es vélido si £ + ¢ = £ (£ — ') ya
que este espacio es también generado por £ +¢&' y & — ¢ O

La importancia del lema de encima se refleja en la siguiente observacion.
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Observacion 7.1.2. En la Proposicion 2.2.4 establecimos la formula
G*(JJQ = (K -+ O'KN)Q.)M,

donde wy; es la forma de drea sobre M, K es la curvatura de Gauss y Ky es la curvatura
normal de M. En particular, asumiendo ademds que

es inyectiva en algun punto x € M, el Lema 7.1.1 implica K = Ky = 0 en x st y solo si el
espacio lineal dG,(T, M) es una A-linea en T Q, i.e. eviste U € Ty Q tal que

dG.(T,M)={a U : ac A}. (7.2)

Como consecuencia de la Observacién 7.1.2,si K = Ky =0y si G : M — Q es regular!
existe una unica estructura de Lorentz o sobre M tal que

dG.(o u) = 0 dG,(u) (7.3)

para todo x € M y todo u € T, M. Esto es claro observando la igualdad (7.2), que implica que
dG.(T, M) es estable por multiplicacién por o, y podemos definir

ou=dG;" (o dG,(u)).

Ahora estudiaremos el caracter causal de la A—linea dG, (T, M) de T, Q. A diferencia del
caso Riemanniano (vea [3, Proposition 4.2]), la H—normalizacién del vector generador U del
subespacio dG, (T, M) (y por tanto el caracter causal de la recta dG,(T, M) en T,y Q) depende
del signo del invariante A de la superficie Lorentziana M : para establecer esto notemos lo
siguiente.

Observacién 7.1.3. Un vector & € Hy es invertible si y sélo si H(£,€) = €€ € A es invertible,
i.e. sty solo si

H(, 6 € A= A—(1+0)R.
En efecto, si €€ es invertible en A, el vector & es invertible en Hy con inverso % Recipro-
camente, si n € Hy es tal que &n = n& = 1, tenemos H(§,E)H(n,n) = 1, luego H(E,€) es

invertible.

Equivalentemente, £ = H'Tafl + I_T"fg es invertible en Hy si y solo si H(&1,&)H(&2,&) #0
en A : esto es valido ya que

- 1 g JH(fl,fl) + 1_—0H(§2>€2)-

H(E €) .

LG es regular si dG,, inyectiva para cada x € M.
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Proposicién 7.1.4. Supongamos que K =0 en el punto x € M. Entonces, para j = 2,3,
dG,(e;) es invertible en Hy  sii A+ |B(ej,e;)|?|HJ?> # 0, (7.4)

donde B : T,M x T,M — E, es la sequnda forma fundamental de la superficie M. Ademds,
escribiendo H(dG(e;),dG(e;)) := u + ov tenemos

2

A+ [B(ej, )
€j st u? —v? < 0.

2|H[? >0 i u? — v >0, (7.5)
A+ |Blej, )| HI? <0

Demostracion. Supongamos que la segunda forma fundamental B en x € M es tal que
B(eg,e2) = aeg +ee1, Blea,e3) =ceg+ger vy  Bles,e3) =beg + fe,
usando el Lema 2.2.3 tenemos
A= }l(af —eb)? + (ag — ec)(bg — fc).

Ademas, ya que

1+o0 l1—0

dG,(es) = 5 ((e—c)J + (a—g)iK)+

((e+c)J — (a+g)iK),
usando la Observacién 7.1.3 conseguimos dGy(e2) no es invertible si y sélo si

0=[(e—c)—(a—9)°] [(e+c) = (a+g)’]
=4A + (2 +F — g* —a®)* — (af — eb)*. (7.6)

Escribiendo B;; = B(e;, €;), la ecuacién de Gauss implica | Bag|? = (Bag, Bss) (ya que K = 0),
asi obtenemos

(62 +c* — 92 - a2)2 = <<BZ27 322> - ’st|2)2 = <322; By — B33>2-

Como [Bag, Bes — Bss)* = (af — eb)?, donde [-,-] = det (¢ ep)(+,-), usando la identidad de
Lagrange, la igualdad (7.6) queda como

0 = 4A + | Bos|*| Bas — Bss|? = 4(A + | B(ea, e2) 2| H|?).

El caso j = 3 es andlogo. La segunda parte de la proposicion es directa. O]

Supongamos que el vector U € T () Q, dado en la Observacién 7.1.2, satisface U = dG(e2);
escribiendo H(U,U) := u + ov € A, la Proposicién 7.1.4 implica

uw? =12 £0  sii A+ |By|HP #0.
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Si suponemos ademads que el invariante A # 0, y usamos las expresiones explicitas de la segunda
forma fundamental B dadas en la Proposicion 2.2.8, obtenemos facilmente

(A>0sii w>—0*>0) y (A<O sii v’—0"<0).
Afirmamos que existe p/ € A invertible tal que U’ := ¢/ U € dG,(T, M) satisface
HU,U)=+1 y HU,U)=+o,

respectivamente. Supongamos por ejemplo, u? — v? > 0, podemos tomar

/ 1 7 . 9
n = ﬂ:m <COSh (5) -+ O'Slnh (§>) ,

donde 0 := %ln (Z—jr:j) satisface v cosh # 4+ usinh § = 0, por tanto

;[(coshé + osinh @) (u + ov)| = ;[i\/ u? —v?].

u2 — 2 u2 — 2

HU' Uy = y?H(U,U) =

v—-U

Para el caso en que u*—v? < 0 tomamos § := 1 In (U+u) yu = i4—ﬁ (cosh (&) + osinh (%))

En el caso en que A = 0, con argumentos similares a los de encima tenemos lo siguiente:

Observacion 7.1.5. Usando C- de la Proposicion 2.2.8, cuando |H|2 =0, A=0yp8#0,
dG,(ej) no es invertible, para j = 2,3. De un cdlculo directo, para X = uey + ves € T, M

G H(X, X) = —2¢B(u + ev) s 15)(1 + 06), &
si H es diagonal, y

G'H(X,X) = 268(u+ ev)*[up, pp](1 — oe), (7.8)
si H es antidiagonal, donde ¢ = +1 y [-,] = detege)(+, ). Concluimos que en este caso no

existen elementos invertibles en dG,(T,M).

Con argumentos similares a los de encima y usando la Proposicion 2.2.8 podemos probar lo
siguiente.

Proposicién 7.1.6. Supongamos que en el punto x € M, K = Ky = 0 y dG, es inyectiva.
Con respecto al vector U € Tg(1)Q tal que dGo(T, M) = {a U : a € A} tenemos lo siguiente.

1. Si A # 0 entonces

A>0 (<0) sii  HUU)==+1 (=+0)

2. 8i A =0 entonces |H|> =0, y en este caso se tiene:
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a) cuando el espacio osculador T, M & Ny(z) es no degenerado tenemos

. 1
H es diagonal sii H(U,U) ==+ —;UE, (7.9)
Y
- . . 1 —oe
H es antidiagonal sii H(U,U) =+ 5 (7.10)

donde € = £1 dependiendo si N = Ny, Ny resp. (vea la Observacion 1.1.3);
b) si T,M @& Ny(x) es degenerado tenemos H(U,U) = 0.

7.2. Descripcion local de superficies Lorentzianas planas

con haz normal plano en R??

En esta seccion vamos a suponer que M es simplemente conexa y que los haces TM y E
son planos, i.e. K = Ky = 0. Recordemos que el haz espinorial ¥ := X F ® XM esta asociado
al haz principal Q y a la representacién p del grupo Spin/(1,1) x Spin”(1,1) en Hy (dada en
la Proposicién 3.3.8). Ya que las curvaturas K y Ky son cero, la conexién espinorial sobre el
haz Q es plana y asi admite una seccion local paralela s; ya que M es simplemente conexa, la
seccién s esta en efecto definida globalmente.

Consideremos ¢ € I'(3) una solucién de la ecuacién de Dirac

Dy =H - p, H(p,0) =1, (7.11)
y escribamos g := [p] : M — Spin(2,2) C Hy las coordenadas de ¢ en el marco espinorial § :

=159 € ¥ =0QxH/p.

Por el teorema de representacién espinorial (Teorema 4.3.1), ¢ satisface la ecuacién de tipo
Killing

Vxp=n(X) ¢, (7.12)
para cada X € T'M, donde
1
n(X) = -3 > ejei- B(X,e)), (7.13)
j=2,3

€j = (ej,€;) y B es la segunda forma fundamental de M.

En la ecuacién (7.13) y de aqui en adelante, (eq, e1) v (ez, e3) denotardn marcos ortonormales
paralelos positivamente orientados, normal y tangente a M respectivamente, correspondiente al
marco espinorial §, i.e. 7(3) = (e, €1, €9, €3) donde 7 : QQ — Qg X Qs es la proyeccién natural.

Ademas, asumiremos que la aplicacién de Gauss de la inmersion, inducida por ¢, es regular
y consideremos la estructura de Lorentz ¢ inducida sobre M definida en (7.3).
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En principio, daremos la relacion entre la aplicacién de Gauss de la inmersién (inducida por
¢) y el campo espinorial .

Lema 7.2.1. La aplicacion de Gauss de la inmersion, inducida por ¢, se encuentra dada por
G:M — Q C SmH, (7.14)
r — ig g
donde g = [¢] - M — Spin(2,2) C Hy representa ¢ en el marco espinorial 5 € Q.
Demostracién. Escribiendo v := ({ea - ¢, ) v v3 := ((e3 - ¢, ¢)) € R*»? C Hj, la base (vq, v3)
es una base ortonormal tangente a la inmersién de M en R?? C H;, asi G = v; A v2. Ya que

el producto cufia vy A vz € A’R*? C Cly(2,2) de los dos vectores ortogonales vy y v € R?? C
C11(2,2) se identifica con su producto de Clifford, tenemos

Vo A e~ 01)2 0U3 _1)26}, 0 N"Uﬁ\
2= AG 0)\ey 0) Lo sy P

Por otro lado, si [es], [es] € Hy y [¢] € Hy representan a ey, e3 v ¢ en el marco 5 de Q (vea la
Seccion 4.3.1), conseguimos

= (- pe)lten o) = (Pllealel) (sl

—~

= [pllea]les]le] = [#lles - es][#];

que es la férmula (7.14) ya que [ey - e3] = il. O

Lema 7.2.2. Denotando por [n] : TM — Hy la 1-forma que representa n (dada en (7.13)) en
S, tenemos

] =dg g' = mJ +inK, (7.15)

donde 1y y ne son 1-formas sobre M con valores en A.

Demostracion. La primera igualdad es exactamente la ecuacién (7.12) en el marco paralelo §,

dg(X) = [Vxe] = [n(X) - ¢] = [n(X)][¢] = [n(X)]g.

La segunda igualdad es consecuencia de (7.13): note que 7 es una R—combinacién lineal de
los elementos pares ey - eg, €3 - €1, €3-eq y ez - er; con respecto a la estructura de A—maodulo
o =e€g-e- ey es, definida sobre el haz de Clifford CI(E @ TM) (vea la Seccién 4.3.3), tenemos

0-€3€1 = €3 € y 0 -€g-€1 = €3 €.

Asi, 1 es una A—combinacion lineal de e3 - e; y ey - eg, representados por J y por i K, respecti-
vamente; vea la Seccién 3.1. O
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Ahora definamos la 1—forma 7 : TM — Hj por la expresion

M(X) = =[e]n(X) - o] = =[] M(X)] [¢] = [@lN(X) - ¢] = —7(X),

asi, 17 toma valores en el subespacio SmHj. La 1-forma 7 nos permite obtener la relacion entre
la aplicacion de Gauss y la segunda forma fundamental de la superficie:

Lema 7.2.3. La 1—forma n: M — SmH, satisface

1
il = —§G*1dG = —g 'dg.

Demostracion. Supongamos que el marco tangente (eg, e3) es tal que Ve;|, = 0 y notemos que
la aplicacion de Gauss G satisface i G = ({ey - e3 - ¢, ¢)) (vea la prueba del Lema 7.2.1).
Entonces, para cada X € T'M,

01 dG(X) = ({e2-e3- Vxp,0)) + ((e2 - e3- 0, Vx))
= ((e2-e3- Vxp,0)) — ((e2-e3- Vxp,90))
= ((e2-e3-n(X) -9, 0)) — ((e2-e3-n(X) - ¢, ),

usando la férmula (7.15) tenemos

((e2-e3-n(X) - @, ) = —aifp]lez - es][n(X)][p] = —((e2 - e3 - N(X) - , ),

por lo tanto

o1 dG(X) = 2((e2 - e3 - n(X) - @, ) = 20i[p][ez - e3][n(X) - ] = 2G ((N(X) - ¥, ¢))

que es la primera igualdad del lema. Finalmente, usando (7.15) conseguimos

N(X) = oi{(n(X) - ¢, 0)) = =[] n(X)][g] = —g~'dg(X)g™'g

que es la segunda igualdad del lema. O]

Observemos que para cada g € Spin(2,2), la expresién ig~'Ig € Q, i.e.
ig ' Ig e SmH, y  H(ig 'Ig,ig 'Ig) = —1,

asi, (7.14) y (7.15) pueden ser reescritas de la siguiente manera:
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Lema 7.2.4. Consideremos la proyeccion

p: Spin(2,2) C Hy — Q C ImH,
gr— ig_lfg

como un SY-haz principal, donde la accidn de S sobre Spin(2,2) es dada por la multiplicacidn
por la izquierda. Fste haz principal se encuentra equipado con la distribucion horizontal dada
en cada g € Spin(2,2) por

Hy = d(Ry—), (AJ & iAK) C T,Spin(2,2),

donde Ry-1 es la aplicacion sobre Spin(2,2) multiplicacidn a la derecha por g~*. La distribucidn
(Hg)gespin(z2) €s H-ortogonal a las fibras de p y para todo g € Spin(2,2), dpy : Hg = Ty Q
es un isomorfismo que preserva o y tal que

H (dpy(u), dpy(u)) = —4H (u, u) (7.16)
para todo u € H,. Con estas notaciones, tenemos
G=pogy, (7.17)

y la aplicacion g - M — Spin(2,2) es un levantamiento horizontal a Spin(2,2) de la aplicacion

de Gauss G : M — Q.

Demostracion. Recordemos que S = {£(cosh(a)! + sinh(a)il) | a € A} C Spin(2,2) es
definido como la imagen inversa del grupo de estructura SO(1,1) x SO(1,1) por el cubriente
doble @ : Spin(2,2) — SO(2,2) (vea la Seccién 3.3). La prueba que p : Spin(2,2) — Q es un
S% —haz principal es directa. Por ejemplo, ya que S contiene elementos que conmutan con i/,
la proyeccion p preserva las fibras de la accién de SY sobre Spin(2,2).

Fijemos g € Spin(2,2) y consideremos la aplicacién Ry,-1 : a € Spin(2,2) — ag™' € Spin(2,2).
R

,~1 es un difeomorfismo y su diferencial en g € Spin(2,2)

d(Ry-1)g 1 u € TySpin(2,2) +— ug™t € spin(2,2) ~ ImH

preserva la H—norma: para cualesquiera u, v’ € T,Spin(2,2), ya que gt

= ¢ tenemos
H(d(Ryr)y (1), d(Rys) () = H(ug,o'g) = H(u, ).
Asi, d(Ry-1), : T,Spin(2,2) — ImH es una isometria para cada g € Spin(2,2), y por lo tanto
Hy = d(Ry—1), " (AJ ®iAK) C T,Spin(2,2)

define una distribucién horizontal de A—mddulos 2-dimensionales.
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Tomemos g € Spin(2,2) y consideremos la aplicacién inclusién i, : a € S} — ag € Spin(2,2).
Ya que T;SY ~ A il, el espacio tangente a la 6rbita i,(SY) C Spin(2,2), en g € Spin(2,2), es
dado por

Tg(ig(s}él)) = d(ig)l(TJS}él) ~ d(iy)(A il).

Para cualesquiera u € H, y v’ € T,(SY g), consideremos aj,as y a3 € A tales que u =
d(Ry1), (azJ + asiK) y u' = d(i4) ;(aril), por tanto

H(u,u) H(d<Rg*1>g(u)a d(Rg*)g(u/))
H(CLQJ + agiK7 d(Rg—1>g @) d(lg>1(a1ZI>>
H

(CLQJ -+ agiK, ali[) = 0,

asi, la distribucién (Hy)gespin(2,2) €s H—ortogonal a la fibras de la proyeccién p.

De un calculo directo, la restricciéon de la diferencial de p al subespacio H, viene dada por

dpg : Hyg C T,Spin(2,2) — Ty @
u +— uil g+7gil u,

y facilmente vemos que dp, es un isomorfismo que preserva o : por ejemplo, dado u € H,, este
satisface ug = d(R,-1),(u) € A J ® A iK, asi, ug anticonmuta con /. Por lo tanto,

dpy(u) =uwil g+gilu=0 sii wg=ug,

ademads, ya que ug = —ug (esto equivale a u € T,Spin(2,2)), conluimos que u = 0, y dp, es
inyectiva.

Finalmente, vamos a deducir la identidad (7.16). Dado u € H,,, usando las identidades en (4.1)
tenemos

H(dpy(u),dpy(u)) = H(uil g+g il w,uil g+7 il u)
= H(wilg,uilg) + 2H (wilg, gilu) + H(gilu,gilu)
= —H(u,u) +2H (uilg,gilu) — H(u,u),

pero ya que
H(wilg,gilu) = H(uil,gil(ug)) = —H(uil,g(ug)il) = H(wil,uil) = —H (u,u),

conseguimos (7.16). O

La fibracién descrita en el Lema 7.2.4 generaliza la fibracién de Hopf Lorentziana de pseudo
esferas estudiada y descrita a detalle en [38]. Vea también [2, Lemma 6.6] para un resultado
similar en el espacio de Minkowski 4—dimensional.
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Superficies Lorentzianas con invariante A # (

Superficies con A > 0. Mostraremos que la aplicaciéon g = [¢] : M — Spin(2,2) (vea el
inicio de la Seccién 7.2) es una aplicacién conforme? que admite una parametrizacién especial,
su longitud de arco, y que en tal parametrizacién g depende sélo de una aplicacion conforme.

Teorema 7.2.5. Adicionalmente a las hipotesis dadas al inicio de la Seccion 7.2, supongamos
que A es positivo sobre M; entonces tenemos:

1. la aplicacion g : M — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme, y en cada punto de
M, existe una carta local a U C A — M, unica salvo la accion del grupo
G:={ar— +ta+0b| be A},
que es compatible con la orientacion de M y tal que g : U C A — Spin(2,2) satisface

H(d,g) = £1; (7.18)

2. existe una aplicacion conforme v : U C A — A tal que
g g ' =coshiJ +isinhy K o ¢'g ' =sinhyJ 4 icoshy K, (7.19)

donde a : U C A — M es la carta definida en 1.

Demostracion. Supongamos que a : Y C A — M es una carta dada por la estructura de Lorentz
inducida por G y compatible con la orientacién de M. Por el Lema 7.2.4, g : U — Spin(2,2)
es una aplicacion conforme (pues Gy p lo son en (7.17)).

Consideremos ¢’ tal que dg = ¢'da. Si p: A — A es una aplicacién conforme, tenemos
H((gon) (gop))=n*H(d,q)

Notemos que existe p tal que
p*H(g', g') = £1. (7.20)

En efecto, ya que g es conforme, ¢’ lo es (Observacién A.0.3) y podemos escribir

1 1-—
H(d,q) = ;Uho(s) +—m(t) € A (7.21)
para algunas funciones ho(s) y hi(t), donde (s,t) son tales que a = %5 + 152¢ (vea (A.3) en

2Vea el Apéndice A para la nocién de una aplicacién conforme sobre una superficie de Lorentz.
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el Apéndice A), de la férmula (7.17) tenemos

G*H(-,-) = —4H (¢, ¢')da* (7.22)

1 1-— 1 1—
:_4( % ho(s) + 2%@))( +”ds2+T"dt2)

2 2

1—0

— 4 (1 ; T ho(s)ds® + hy (t)dt2>
= —2(ho(s)ds* + hy(t)dt?) — 02(ho(s)ds® — hy(t)dt?).

Por otro lado, usando (2.8) conseguimos H(dG,dG) = (dG,dG) — 0dG A dG, por lo tanto, la
forma cuadrética ¢ := $dG AdG definida en la Seccién 2.3, es dada por 0 = ho(s)ds® — hy (t)dt?.
Asi, usando (2.27) conseguimos

0 < A= —disc(d) = det ;6 = ho(s)hi(t), (7.23)

y por tanto las funciones hg y hy tienen el mismo signo. Escribiendo
, l+o 1 n l—-0o 1
p= )
2\ WVIhol 2 \VIhl

1+o | l1—-o0o
sign(hg) +

tenemos de (7.21)

/,LIQH(g/, g/) —

sign(hy) = sign(hy),

donde por ejemplo sign(hg) es +1 si hg > 0y es —1 si by < 0. Entonces definimos

l+o / 1 I /t 1
= + : (7.24)
2 so 'V |h0| 2 to 'V ’hl‘
u es un difeomorfismo (i es invertible en A, que implica que dp es un isomorfismo), y con-
siderando g o p en lugar de p, conseguimos una solucién de (7.18). Note que oy satisface (7.18)
pero invierte la orientacién; todas las soluciones de (7.20) que preservan la orientacién son de
la forma 4+p + b, con b € A, asi obtenemos también la unicidad salvo la accion del grupo G.

Ahora probaremos la segunda afirmacion del teorema. Escribiendo

_1+0 +1—0
T Ty Ty

g g2

con g = g1(s) y g2 = g2(t) en RIGiIRIGRJI BiRK (g es una aplicacién conforme) conseguimos

g/ng l+o ,

l—o It
5 9191 +nggz )

y de (7.18) tenemos H(gigy ' 9197 ") = H(ghgs ' ghgs') = *1. Puesto que gigi' v ghos'
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pertenecen a RJ @ iRK (Lema 7.2.2), deducimos que

gigrt = coshypJ +isinhyy Ky ghgy' = coshabyJ + isinh i K,
o bién

gigyt =sinhyJ +icoshyy Ky ghgs " = sinh o + i cosh K,
para algunas funciones 1 = ¥ (s) y 12 = 12(t) € R. La funcién

_1—|—U l1—0

(0 5 Pi(s) + 5

Ua(t)
satisface las identidades en (7.19). O

En lo que sigue vamos a estudiar la métrica de la superficie en la carta especial

1 1 -
a=u-+ov= ;Us—l— QUt:L[C.A—>M

adaptada a la aplicacién g = [¢]| : M — Spin(2,2), dada en el Teorema 7.2.5.

Recordemos que (eq, e1) y (e2, e3) son marcos ortonormales paralelos positivamente orienta-
dos, normal y tangente a M respectivamente, correspondiente al marco espinorial s. Escribamos
H := Hyey + Hjeq; consideremos también el marco tangente paralelo (N, Ny) de vectores de

tipo luz definidos por
€y +e3 €3 — €3

Ny i = ———,
V2 T T A

tal que (N7, Ny) = 1. Finalmente, supongamos que ¢ : Y C A — A es la aplicaciéon conforme
dada en el Teorema 7.2.5 y escribamos 1) = 61 + ob, con 0, y 05 € R.

Nl =

Lema 7.2.6. Tenemos

e /1 1 e /1 1
N, =+—|(=>9,+ =09, Ny = ~0, — =0, 7.25
! V2 (A 1 ) oo ( 0 ) (7.25)

donde \, u € R* satisfacen

1 .
% _ (C?Sh @, sinh (92> (Ho) . (7.26)
I sinh 6y cosh 0, H,
Demostracion. En la carta a : U C A — M introducida encima, e,, e3 estan representados por
dos funciones ey, e3 : U C A — A. En el marco §, la ecuacién de Dirac (7.11) queda como

— — o~

—[e2][Ver o] + [e3][Ves o] = [H]lg],

—

donde [es] = iJ, [es] = K y [H] = 0iHyl + HyI. Ya que [Vy| = dg, la igualdad de encima se
reescribe como
Jdg(es) + iKdg(es) = (0 Hol + iHyI)g. (7.27)
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Por otro lado, usando dg = ¢’ da (vea (A.2) en el Apéndice A) obtenemos

dgles)g™ ' =g'g7'es vy dgles)g™' =gg "es,

y usando la primera o la segunda identidad en (7.19), la igualdad (7.27) puede ser reescrita

_ (coshyp sinhp\ foHo\ _ (€2 o sinhty coshy\ (oHy\ (e
sinh cosh) H ) \e cosh1) sinh) H ) \es)
Escribiendo ¢ := —Hysinhf#y — Hy coshfy v d := —Hgcoshf, — Hy sinh 05, estas identidades
quedan

como

{62 — ¢sinh @, + od cosh 6, {62 — _ccosh @y, — odsinh 6,
€ o €

e3 = ccosh 6 + odsinh 6, e3 = —csinh ¢ — odcosh 6,

Ya que e; y e3 representan a los vectores linealmente independientes ey, e3, tenemos cd # 0;
escribiendo A = 1 y p = 1. facilmente conseguimos (7.25) y (7.26). O

Proposicion 7.2.7. En la carta a = u + ov del Teorema 7.2.5, la métrica es dada por
+ (Ndu® — piPdv?); (7.28)

ademds, \ y p son soluciones del sistema diferencial hiperbolico

O\ = — 110,05

Demostracion. Ya que los vectores Ny, Ny dados en (3, 9,) por (7.25) satisfacen | Ny |* = | No|? =
0y (Ny, No) =1, tenemos
0 1
= P'AP
(1 0)=rar
donde A es la matriz de la métrica en (9y, 0,), y donde
ef1 e
P = i (iz e>\_91>
V2 T
es la matriz representando (N, N3) en la base (9y, 0,); asi

2
A:i()\ 02)7
0 —u

que es (7.28). Entonces calculamos los simbolos de Christoffel de esta métrica usando las férmu-
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las de Christoffel, y facilmente conseguimos

1 1 1 1
Iy, =<0, Ty, =<0\, I, =—=0uu, I, =—0,u

A A J I

' A
vo_ u _ H
Fuu = ?31,/\, F”U’U = ﬁau/,b

Escribiendo finalmente que (N7, Ny), dado por (7.25), es paralelo con respecto a la métrica
(7.28) (ya que (eq, e3) lo es), facilmente obtenemos (7.29). O

Observacion 7.2.8. La condicion A = £ es equivalente a que H sea un vector de tipo luz, que
se encuentra sobre la diagonal principal (i.e. Hy = Hy) o sobre la antidiagonal (i.e. Hy = —H;)
de E respectivamente.

Ahora presentamos el resultado principal de la seccién: el teorema de descripcién local de
las superficies Lorentzianas planas con haz normal plano en R??2, aplicacién de Gauss regular
y A > 0. La prueba del teorema es similar a la demostracién del teorema de estructura local
de superficies planas en R* [3, Teorema 3].

Teorema 7.2.9. Dadas ) : U C A — A una aplicacion conforme y 01,05 : U — R tales que
Y =01+ oby;

supongamos que X, i son soluciones del sistema (7.29) tales que A\ # 0, y definamos

e (1 1 e % (1 1
Ni=fx—|~+0— No=—|—-—0—]. 7.30
- V2 (A au) ST (A Uu) (730

Entonces, si g : U — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme que resuelve

gg ' =coshipJ +isinhyy K o  ¢g ' =sinheyJ +icoshyK, (7.31)

y st escribimos

iy [P

donde wy,ws : TU — R son las formas duales de Ni, Ny € I'(TU), la funcion F = [ & define
una immersion Lorentziana U — R*? con K = Ky =0 y A > 0.

W~ Wip, W2t wliK} g (7.32)

Reciprocamente, las inmersiones Lorentzianas de M en R*? tal que K = Ky =0, A >0 y
aplicacion de Gauss reqular son localmente de esta forma.

Demostracion. Primero mostraremos la implicacion directa. Consideremos la métrica sobre U
tal que los vectores Ny ~ Nij, Ny ~ N, € I'(TU) definidos por (7.30) forman un marco de
vectores de tipo luz de TU tal que (Ny, No) = 1 : esta es la métrica dada en (7.28). Ya que
(A, ) es una solucién de (7.29), el marco (N7, N2) es paralelo, y asf la métrica es plana. También
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considere el haz trivial £ = RY! x U/ con su métrica trivial y su conexién trivial: la base canénica

(g, e1) de RY! define secciones ortonormales y paralelas de I'( E). Definimos ademas ey := %
y ez = Nl\%N?, secciones ortogonales y paralelas con (eg, es) = —1, (e3,e3) = 1. Escribamos

s = (eg, e1,e9,€3) € Q= (SO(1,1) x SO(1,1)) x U, y fijemos 5 € Q = S x U tal que 7(8) = s,
donde 7 : Q — @ es el cubriente doble natural. Entonces considere ¢ € ¥ = Q x Ho/p tal que
[¢] = g en 3. Por construccién (ecuaciones (7.31)), ¢ es una solucién de la ecuacién de Dirac
Dy = ﬁ-gp, donde H = Hoeo+ Hye estd definido por (7.26). Ademaés, la 1—forma definida por
(7.32) es tal que & = ((X - ¢, ¢)); esta es asf{ una 1—forma cerrada y F' = [ ¢ es una inmersién
isométrica de U en R?? cuyo haz normal se identifica a E. Asi, esta es una inmersién plana en

R*? con haz normal plano; ademds A > 0, que es facil de ver usando el criterio (7.23) en la
prueba del Teorema 7.2.5 (H(g’,¢') = £1 por (7.31), esto es hg = hy = +1 en (7.21)).

Reciprocamente, si F' : M — R?? es la inmersién de una superficie Lorentziana plana con
haz normal plano, A > 0 y aplicacién de Gauss regular, tenemos

F:/g, con  §(X) = (X9 ¢)),

donde ¢ es la restriccién a M del campo espinorial constante o1 de R*»2?. En un marco paralelo
§, tenemos ¢ = [5, g, donde g : M — Spin(2,2) C Hj es una aplicacién conforme y horizontal
(Teorema 7.2.5 y Lema 7.2.4). En una carta compatible con la estructura de Lorentz inducida
por la aplicacién de Gauss y adaptada a g (Teorema 7.2.5), £ es de la forma (7.32) donde
(w1, ws) es la base dual de la base definida por (7.30) y donde en esta ultima expresion (A, u)
son soluciones de (7.29). O

Corolario 7.2.10. Una superficie Lorentziana plana con haz normal plano, aplicacion de Gauss
reqular y tal que A > 0 localmente depende de 4 funciones reales de una variable real.

Demostracion. Notemos primero que la funcién ¢ en el Teorema 7.2.9 depende de dos funciones
de una variable: ya que ¥ : A — A es una aplicacién conforme, escribiendo

1+o0 1—0
9 Y1t 2

([ Py

tenemos ¥, = 11(s) y 12 = ¥o(t), donde la coordenadas (s, t) son tales que a := %5 + 122¢;
vea (A.3) en el Apéndice A. Entonces escribimos el sistema (7.29) en las coordenadas (s,t) y

A [(+1 0 A 1 0 YL\ (A
0 (u)_(o —1) o (u) 2(1/11—% 0 )(u) (7:33)

este es un sistema hiperbélico, y podemos resolver un problema de Cauchy: una vez que 97 y

conseguimos

19 estéan dadas, una solucion de (7.33) depende de dos funciones (0, ), A(0,t) de la variable ¢.
Por el Teorema 7.2.9, la superficie depende de 1;(s), s (%), 1(0,t) y A(0, ). O
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Superficies con A < 0.

Teorema 7.2.11. Ademas de las hipdtesis dadas al inicio de la Seccion 7.2, supongamos que
el invariante A < 0 sobre M, entonces tenemos:

1. la aplicacion g : M — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme, y en cada punto de
M, existe una carta local a : U C A — M, inica salvo la accion de G, que es compatible
con la orientacion de M vy tal que g : U C A — Spin(2,2) satisface

H(q.q) = *o; (7.34)

2. existe una aplicacion conforme v : U C A — A tal que

1 1-—
Jgt = J; % (cosh ] + isinh oK) + —— (sinh o] + i cosh 1 KK) (7.35)

0 " 1_
dg = 7 (sinh¢J +icoshy K) + U(COSh YJ +isinhypK), (7.36)

donde a : U C A — M es la carta definida en 1.

Demostracion. Nuevamente consideremos a : Y C A — M una carta dada por la estructura de
Lorentz inducida por G y compatible con la orientacién de M. La aplicacién g : U — Spin(2,2)
es conforme por el Lema 7.2.4, asi, podemos escribir dg = ¢’da. Como en la prueba del Teorema
7.2.5, podemos encontrar una aplicacién conforme u : A — A tal que

,u’2H(g', g/) — +40.

El argumento es analogo: escribiendo

1+o l—0o
H(g',9") = —5—ho(s) ha(t),
podemos definir
, l+4+o 1 n l1—-0o 1
p= ;
2 \Vlhol 2\ VIl
1 es tal que
1 1-—
W2H(g g') = = Zsign(ho) + ——sign(hy),

concluimos el resultado pues hy y h; tienen signos opuestos (ya que ho(s)hi(t) = A < 0).
Entonces definimos p por integracién. Conseguimos p : A — A conforme que preserva la
orientacién, unica salvo la acciéon del grupo G; considerando g o 1 en lugar de g, obtenemos
H(g',g') = +o.
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Ahora mostraremos la segunda parte del teorema. Ya que g es conforme, escribimos

l+o +1—0
g 1T

g= g2

con g1 = g1(8) ¥ g = go(t) pertenecientes a R1 @ iRI & RJ @ iRK, conseguimos asi

e 1+O’,,1 l—o r—1

g4 5 9191 + 5 — 9292

con
H(gigr ' 191 ") = —H(9295 " 9205 ) = £1.
Puesto que ¢, g;' v ghg; " pertenecen a RJ @ iRK, deducimos que
gigyt = coshypJ +isinh iy Ky ghgy " = sinh e + i cosh K,
o bién
digyt =sinhyJ +icoshyy Ky ghgst = coshifpJ 4 isinh K,
para algunas funciones 11 = ¥1(s) y 19 = 19(t) € R. Entonces la funcién

1—|—0

= L7 )

Pi(s) +

satisface (7.35)-(7.36) respectivamente. O

Como en el caso anterior, vamos a estudiar la métrica de la superficie en la carta especial

1 1-—
a=u+ov= ;Js+ QUtzucA—>M,

adaptada a g, dada por el Teorema 7.2.11. Recordemos que (eg,e1) v (ea,€3) son los marcos
ortonormales paralelos y positivamente orientados, normal y tangente a M respectivamente,
correspondiente a 5. Definamos H = Hyey + Hieq; consideremos también el marco tangente
paralelo (N7, Ny) de vectores de tipo luz definidos por Ny := e2j§3,N2 =
(N7, No) = 1. Finalmente, supongamos que ¢ : U C A — A es la aphcamon conforme del

Teorema 7.2.11 y escribamos ¢ = 01 + 065, con 01 y 05 € R.

e3—e2 62

que satisfacen

Lema 7.2.12. En este caso tenemos

e p v e 0 v p
Nl ::}:E <[/2—|—p288+1/2—|—p28t> Yy NQ: \/§ (_V2—{—p288+y2—|—p @t) (737)

donde v, p € R no se anulan simultaneamente y satisfacen

VQV ) 1 —6_92 6_92 HO
( 5 ) -1 ( -, _692) (Hl). (7.38)
I/2+p2
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Demostracion. En la carta a : Y C A — M introducida encima, eg, e3 estan representados por
dos funciones ey, e3 : U C A — A. En 3, la ecuacién de Dirac (7.11) queda como

— — o~

—[e2][Ve, 0] + [e3][Ves 0] = [H][sp],

i.e.
Jdg(ez) + 1K dg(es) = (ohol + ihi1)g;

-1 -1

va que dg(es)g™ = ¢g'g es y dgles)g™' = ¢'g 'es, usando (7.35) o (7.36), esto puede ser

reescrito como

_ l+o COSh(Hl + 82) sinh(@l + 62) 4 l1—0 Sinh(91 — 02) COSh(el - 82) O'HO - 2
2 sinh(0; + 05) cosh(6; + 62) 2 cosh(f; — 60y) sinh(60; — 6,) H ) es

O

1+ o (sinh(6) +62) cosh(fy +05)\ 1—o0 (cosh(fy —0p) sinh(6) — 6s) oHy\ (e
2 cosh(6; + 03) sinh(6; + 65) 2 sinh(6; — 03) cosh(6; — 65) H ] es

respectivamente. Escribiendo ¢ := —Hysinhfy — Hycoshfy v d := —Hycosh 6, — Hy sinh 65,
estas identidades quedan como

€ = (dT cosh 8; + d+c sinh 61) (dgc cosh 0, — ﬁ sinh 91)
e3 = (i cosh 0, + %=¢ sinh 91) (—% cosh 6, + d+c sinh 91)
ey = (—4< cosh 6 — S sinh 6;) + o (4€ cosh 6 — L sinh 6, )
e3 = (—dT cosh 0, — d%c smh91) +0 (—d%: cosh 0, + T € sinh 01)

respectivamente Ya que ey y e3 representan a los vectores linealmente independientes e, e,

d‘jjg, conseguimos (7.37) y (7.38). O

tenemos d* + ¢ # 0; escribiendo v := dg Tz Y PI=

140

Proposicion 7.2.13. En la carta a = =%s + I_T"t del Teorema 7.2.11, la métrica es dada por

+4 (vp(—ds® + dt*) + (p* — v?)dsdt ); (7.39)

ademds, v, p son soluciones del sistema

{as(;ﬂ — %) +20,(vp) = —2(v* + p*)d:b5 (7.40)

204(vp) — 8t(p2 — y2) = —2(1/2 + p2)8t92.

Demostracion. Ya que los vectores Ny, Ny dados en (9y, 9;) por (7.37) satisfacen |Ny|* = | No|? =

0y (Ny, No) =1, tenemos
O 1\ _piap,
1 0
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donde A es la matriz de la métrica en (Js, 0;), y donde

es la matriz representando (N1, N2) en la base (0s, 0;); asi

—dvp  2(p? —1?)
(p* —v?) vp

que es (7.39). Entonces calculamos los simbolos de Christoffel de esta métrica

s 2Vp ,02 —?

P = 2+ p2)288(yp) + (CCEYIE (0s(p* = v*) + 0, (vp))
¢ 2vp 2 2 p*—v?

o= a s Q0" =) +0uwp) = 7330 p)
N 2vp 2 2 pt — V2

bu = oy (0s(vp) = 0ulp® = %)) + AT )
t 2vp p*—v? 9

b=y e +p2)28t( p) + CEYoE (Du(p* = v*) — 0s(vp))

y
s __ 2Vp p2—7/2 t 2Vp B p2_y2
Fst o (l/2 + p2)2 @t(Vp> + (V2 + p2)285(Vp>’ Fst - (V2 + p2)gas(Vp> (V2 T p2)28t(up).

Escribiendo finalmente que (N7, N3), dado por (7.37), es paralelo con respecto a la métrica
(7.39) (ya que (ez, e3) lo son), de un célculo directo obtenemos (7.40). O

Observacion 7.2.14. La condicion v = 0 (resp. p = 0) es equivalente a que H es vector de
tipo luz sobre la diagonal (resp. sobre la antidiagonal) de E.

Presentamos a continuacion el teorema de descripcion local en el caso en que la superficie
Lorentziana es tal que K = Ky =0y A < 0. Omitimos su prueba por ser analoga a la prueba
del Teorema 7.2.9.

Teorema 7.2.15. Dadas ) : U C A — A una aplicacion conforme y 61,60, : U — R tales que
w = 91 + 092;
suponga que v, p son soluciones del sistema (7.40) tal que vp # 0, y defina

\/5691 1+0o l1—0 ﬂe*ﬁ 140 l1—0
Ny = — —0p| . 7.41
v 4+p2 | 2 Pt 2 " vo=2 v2+p? | 2 (=v) + 2 7 (741)

M=+



Entonces, si g :U — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme que resuelve

1 1-—
‘g = il U(costh +isinh Y K) + 7

(sinh¢J + icosh p K)

1 L-
gg = + U(Sinh J +icoshpK) + 2

(coshpJ +isinh p K),

y st escribimos
1 | w2 —wy Wa + W .

£:=1ig~ 7 J+ 7 iK| g (7.42)

donde wy,wy : TU — R son las formas duales de Ni, Ny € T'(TU), la funcion F = [ & define
una mmmersion Lorentziana U — R*? con K = Ky =0 y A < 0.

Reciprocamente, una inmersién Lorentziana plana con haz normal plano de M en R*?, con
aplicacion de Gauss reqular y tal que A < 0 es localmente de esta forma.

Corolario 7.2.16. Una superficie Lorentziana plana con haz normal plano, aplicacion de Gauss
reqular y tal que A < 0 localmente depende de una funcion analitica y de dos funciones reales
de una variable real.

Demostracién. Escribiendo z := s +it, f = p—ivy F = f? el sistema (7.40) queda como
(%F = 20| F|, con b = —0405 + 10,05, y asi se simplifica a
0 _
—f=bf. 7.43
f =17 (7.43)
Soluciones de (7.43) son casos especiales de funciones analiticas generalizadas (también lla-
madas funciones pseudoanaliticas) y son conocidas por estar en correspondencia 1-1 con fun-
ciones analiticas; vea por ejemplo [10, Section 9]. ]

Superficies Lorentzianas con invariante A = 0

En esta seccién vamos a suponer que la superficie Lorentziana M C R?*? es plana con haz
normal plano (i.e. K = Ky = 0), que tiene aplicacién de Gauss regular e invariante A = 0.
Note que en este caso, el vector de curvatura media H es un vector de tipo luz (i.e. |H|* = 0);
vea la Proposicion 2.2.8.

Recordemos que el espacio osculador de la superficie Lorentziana M, en el punto x € M, es el
subespacio T, M @ Ny (z) C T,R*? donde Ni(z) es el primer espacio normal de la inmersién en
x, definido en (2.19). El espacio osculador T,, M & Ny (z) es degenerado si Ny (z) es 1 —dimensional
y sigue la direccién de un vector de tipo luz.

De acuerdo con la Proposicién 7.1.6, tenemos dos casos a tratar dependiendo si el espacio
osculador de la superficie T, M @ N;(x) es degenerado o no.
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Superficies con espacio osculador no degenerado. Supongamos que el espacio osculador
de la superficie T, M @ N;(z) es no degenerado en cada punto x € M. Ya que la aplicacién de
Gauss de la inmersién es regular, la forma G*H = H(dG,dG) es no nula (Lema 2.2.6).

Para presentar el resultado principal de esta seccién, consideremos el grupo

1+ 0e¢ 1— o€
= G
2 @ 2

G, : D, €= =+1,

donde G = {a — +a+b|a,b € R} y D es el grupo de difeomorfismos de R. El grupo G, actia

sobre el grupo de difeomorfismos conformes D 4 := 1JFT"]D) b 1’T"ID) de A, de la siguiente manera:

para cada
1 1— 1 1—
J;UET+ TheC vy p= J;Oehl—ir hy €Dy,

definimos

1 - | 1
(J;U€T+ 2‘7%)-”: zae(ih1+b)+ 2U€h0h2€]D)A,

donde b € R es tal que T'(a) = +a + b.

Teorema 7.2.17. Ademds de las hipotesis dadas al inicio de la seccion, supongamos que el
vector de curvatura media es tal que H := Hy(eg + e1) sobre M, entonces:

1. la aplicacion g : M — Spin(2,2) C Hy es conforme, y en cada punto de M, existe
una carta local a : U C A — M, unica salvo la accion del grupo G, compatible con la
orientacion de M y tal que g : U C A — Spin(2,2) satisface

1+0’6_

H(g/,g/) = j: 2 : (744)
2. existe una aplicacion conforme v : U C A — A tal que
1 1 -
g9~ =~ (cosh b + isinh ¥ K) + —— (] + eikK) (7.45)
¢ 14 o€ 1 —o0¢
O 5 (sinh¢J 4+ icosh K) + Y(J +€iK) (7.46)

donde a :U C A— M es la carta definida en 1.

Demostracion. Como en la prueba del Teorema 7.2.5, consideremos una carta (U, a) dada por
la estructura de Lorentz compatible con la orientaciéon de M y considere ¢’ tal que dg = ¢'da.
Ya que A =0y H es diagonal (vea (7.9)) tenemos

1+ oe
2

H(g',g') = u(s)
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con u # 0. En este caso podemos definir la aplicacion
/ 1 — o€
V| 2

donde h : R — R es un difeomorfismo cualquiera; p es conforme y

1—|—O’€

h(t),

= l1+oe 1 n 1 —oe
2 Vlu(s)l 2

H(t)

satisface u?H(qg',q') = :l:%. Por integracién conseguimos p : A — A conforme que preserva
la orientacién, dnica salvo la accién del grupo G.. Como p’ es invertible (por tanto p es un
difeomorfismo) podemos considerar g o p en lugar de p y tener

1+ oe

H(g,7g/) = j: 2

La prueba de la segunda parte del teorema es andloga a la prueba del Teorema 7.2.5 consideran-

10’6

do los correspondientes casos: escribiendo g = 1+“ =g + g2 conseguimos

_ 1+o0e , _ 1-— _
ggt = 5919 ! 5 T g5

con H(gigy ", g1or") = £1y H(ghos ' ghgs ") = 0, asi,
dig7t = coshypJ +isinhy K o g¢ig;" = sinhe,J +icoshy K

V ghgs - = a(t)(J + €iK), para algunas funciones v;(s) y 1»(t) € R. Finalmente, la aplicacion

1—|—0’6

= ba(s) + 2T (1) (7.47)

satisface la segunda parte del teorema. O]

En el caso en que H es un vector de tipo luz que se encuentra sobre la antidiagonal de F,

consequimos afirmaciones andlogas, una vez que intercambiemos 1+“ por 1=2¢ =

Consideremos la aplicacién conforme 1) del Teorema 7.2.17 (escrita como en (7.47)), donde
U1 = UP1(s) € R* y g = 1h5(t) € R*. Observemos que la carta a = u+ov dada en 1 del Teorema
7.2.17 puede ser escrita como

1+ o0€ 1—o0ce
= (u+ev)+

(u — ev); (7.48)
vamos a definir en esta seccién (y sélo en esta),
g := 0, + €0, y 0y := Oy — €0y,
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y los vectores de tipo luz

Ny = 662\/*;3, N, = & ;;2. (7.49)

Para simplificar la presentacion, consideremos el signo + de (7.44); después de cada afirma-

cién, indicaremos el cambio en la expresion obtenida al considerar el signo opuesto.

Lema 7.2.18. Tenemos

Ny = €29, + £
o 2™t (7.50)
N2 == mat
donde R es una funcion de (s,t) y A € R* es tal que
2
s V2 (7.51)

_FO

Si tomamos el signo — de (7.44) obtenemos el mismo resultado una vez que reemplacemos
A por —eA en la componente O, de Nj.

Demostracion. En la carta a : U C A — M introducida en (7.48), e5 y e3 estan representados
por dos funciones ey, e3 : U C A — A. En 3, la ecuacién de Dirac (7.11) queda como

Jg'g  es+iKg g e = Ho(o1+il);

usando (7.45) conseguimos

! 1
—;UE [(— coshtpy + sinh¢)yil)ey + (sinh ¢y — coshipyil)es| = J;UGHO (e +iI)
11— 1 —
206 [Va(—1 + €il)es + tho(e — il )es| = QUEHO(—6+U);
escribiendo estas igualdades en las componentes de 1,7/ obtenemos directamente (7.50). O

Proposicién 7.2.19. En la carta (U, a) del Teorema 7.2.17 (escrita como en (7.48) ), la métrica
estd dada por

2A%ppe” Y (— ARe™ V1 ds® + 2dsdt); (7.52)

ademds, los coeficientes de la métrica satisfacen el sistema de primer orden

atA == 0
(7.53)
at(A?’ng) + 2A€Ewlw28514 = 0.

Si tomamos el signo — de (7.44), reemplazamos 2dsdt por —2edsdt en la métrica (7.52) y
el sistema (7.53) queda invariante.

Demostracidn. Ya que los vectores Ny, Ny dados en (9,, 9;) por (7.49) satisfacen |Ny|? = | No|? =
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0y (Ny, No) =1, tenemos

01\
(1) per

donde C' es la matriz de la métrica en (0s, 0;), y donde

et 0
2 24y,

es la matriz representando (N1, N2) en la base (0s, 0;); asi

_ —er
C = 2A% e~ ( Afte 1) ,

1 0

que es (7.52). Entonces calculamos los simbolos de Christoffel de la métrica usando las férmulas
de Christoffel, conseguimos

G =1%=0
y
Pt g (A%thpe™ V1) + L1 (APpyRe %)
s A2Q/J2€_Ew1 ° 2 2A2'¢26_€¢1 ‘ 2 ’
1 1
t _ - - 3 —2et) —ep1 s
FSS N 2 A2w26_6¢1 as(A 1/)2R6 1) + ARe 1Fss?
1
t 2 —ey
Ftt - A2w2€76¢1 815(14 ¢2€ 1)7
1 1
[ 3 —2exy
FSt - 2A2w2676w1 at(‘A ¢2R6 )

Usando finalmente que (N7, Ny), dado por (7.50), es paralelo con respecto a la métrica (7.52)
(ya que (es, e3) lo son), facilmente obtenemos (7.53). O

Obtenemos el teorema de estructura local de las superficies Lorentzianas M C R%*? con
invariantes |H|? = K = Ky = A = 0 (H diagonal), con aplicacién de Gauss regular y espacio
osculador no degenerado en todos sus puntos.

Teorema 7.2.20. Dadas v : U C A — A una aplicacion conforme y 1,10y : I C R — R*

tales que
1+ o€ 1 —oe¢

v=— Yi(s) + 5 Ya(t);
suponga que A, R son soluciones de (7.53) tales que A # 0, y defina
1+ oe [2e¥1 1—o0e€ 1—o0e€ 1
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Entonces, si g :U — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme que resuelve

1 1-
gdg ' = J;UE(COSMJ +isinh ) +

Y(J + k),

y st escribimos

.1 | W2 —wy Wo + Wy , .
=1 J + 1K 7.55
=g NG 7 g (7.55)

donde wy,wy : TU — R son las formas duales de Ni, Ny € T'(TU), la funcion F = [ & define
una inmersion Lorentziana U — R*? con |I:7|2 —K=Ky=A=0yH diagonal.

Reciprocamente, las inmersiones de M tal que |H|? = K = Ky = A =0 (H diagonal), con
aplicacion de Gauss regular y espacio osculador no degenerado son localmente de esta forma.

Demostracion. La prueba del teorema esencialmente es la misma que la prueba del Teorema
7.2.9. Considere ¢ € ¥ = Q x Hy/p tal que [¢] = g en 5. Entonces, la 1—forma & = ((X - ¢, p))
es cerrada (ya que @ es una solucién de la ecuacién de Dirac Dy = H- ©, donde H= Hy(eg+eq)
es definido por (7.51)), y F = [ £ es una inmersién isométrica de M en R*? cuyo haz normal
se identifica a E. Asi, es una inmersién plana en R??, con haz normal plano, A = 0y H
diagonal. O

Como mencionamos después del Teorema 7.2.17, obtenemos afirmaciones andlogas cuan-
do consideramos H sobre la antidiagonal de FE, por lo tanto, podemos concluir en general el
siguiente corolario consecuencia del teorema de descripcion local (Teorema 7.2.20).

Corolario 7.2.21. Una superficie Lorentziana con invariantes K = Ky = A = |1T;T|2 = 0,
aplicacion de Gauss reqular y espacio osculador no degenerado depende localmente de cuatro
funciones reales de una variable real (mddulo cambio de pardmetros).

Demostracion. Un difeomorfismo real h(t) determina una carta local que satisface el Teorema
7.2.17. Ahora, la primera ecuacién de (7.53) implica que A = A(s) sélo depende de la variable
s, por tanto, de (7.51), la segunda ecuacién queda como

Vy(t) Lo, 2
OiR(s,t) + R(s,t) + —=hj(s)e*¥) =0, 7.56
(R(s.0) + SR )+ S H() (7.50
Una vez que 1 (s),12(t) y A(s) (consecuentemente hy(s)) estan dadas, una solucién de (7.56)

depende de una funcién R(s,0), de la variable s. Por el teorema de descripcién local, la superficie
depende de las funciones 11 (s), 12(t), A(s) vy R(s,0), mdédulo el cambio de parametro h(t). [

Superficies con espacio osculador degenerado. En este apartado, vamos a suponer que
el espacio osculador T, M @ N;(z) es degenerado en cada punto x € M. Por el Lema 2.2.6, esto
equivale a que la forma G*H = H(dG, dG) es identicamente nula.
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Teorema 7.2.22. Ademdas de las hipotesis dadas al inicio de la seccion, supongamos que el
vector de curvatura media es tal que H := Hy(eg + €eq) sobre M, tenemos:

1. la aplicacion g : M — Spin(2,2) C Hy es conforme, y en cualquier carta local a : U C
A — M, compatible con la orientacion de M, g : U C A — Spin(2,2) satisface

H(d.q) =0; (7.57)

2. existe una aplicacion conforme ¢ U C A — A tal que
dg ' =yv(J —eoiK), e==1 (7.58)

donde a : U C A — M es cualquier carta como en 1.

Demostracion. La primera parte del teorema es una consecuencia directa de la férmula (7.22).
La construccién de ¢ es analoga a la construccion dada en el Teorema 7.2.17. O]

Vamos a considerar ¢ = %4, 4+ 5%y, donde ¢y = ¥1(s) € R* y o = 15(t) € R*, y los

vectores de tipo luz
€ey + €3 €3 — €€o

Ny = N Ny = 7 (7.59)

tales que (N1, Np) = 1.

Lema 7.2.23. En este caso tenemos

_ A R
{Nl — AB—RiR» 95 + AB— 11R2 2 (7 60)
_ R B ’
Ny = AB—12%1R2 95 + AB—R1 R, O

donde Ry, Ry son funciones desconocidas de (s,t) y, A, B satisfacen

A H B Hy
—€

-5 = — , == . 7.61
AB — R R, 62\/§¢1 AB — R Ry 2\/51/}2 ( )

Demostracion. En cualquier carta a : U C A — M como en I del Teorema 7.2.22, e5, e3 estan
representados por dos funciones ey, e3 : U C A — A. En 3, la ecuacién de Dirac (7.11) queda
como

Jg'g_le_g—ir iKg’g_lg = Hy(o 1+ iel);

usando (7.58) conseguimos
— (1 + eoil)ey — Y(eo +il)es = Hy(o + tel).

escribiendo las igualdad anterior en componentes de 1,7l obtenemos directamente (7.60). [

154



Proposicién 7.2.24. En cualquier carta a = HTUS—i-l_TUt como en el Teorema 7.2.22, la métrica

estd dada por

— 2BRyds® — 2ARydt* + 2(AB + Ry Ry)dsdt; (7.62)
ademds, los coeficientes satisfacen el sistema
0sA =—0R
. (7.63)
(9tB == —85R2.

Demostracidn. Ya que los vectores Ny, Ny dados en (9,, 9;) por (7.59) satisfacen |Ny|* = | No|? =
1
0y (N1, Na) = 1, tenemos <(1) 0) = P!'C'P, donde C es la matriz de la métrica en (s, 9;), y

donde

P p—
AB

1 A Ry
- Ry \Ry B

es la matriz representando (N1, N2) en la base (0s, 0;); asi

o_( —2BR
~ \AB+ R\R,

AB + RiRy
—2AR, ’

que es (7.62). Entonces calculamos los simbolos de Christoffel de esta métrica usando los férmu-

las de Christoffel, conseguimos

s — - (AB2:41§R2)233(331) 7 jjBB _+ gﬁz)z (0:(AB + RyRy) + 0:(BRy))
i =—; a0t 21522)2@(331) + - gi OB+ RiR) + 0(BRy)
s = — (ABlegiR2)26t(BRl) — (jBnglgf)Qas(ARQ)
M= i B = S g (AR
M- 32:42? T (OAB + Rity) +0,(ARy) - (jg . }];15;2)28,5(%1]%2)
y
I - e gﬁ?)z (OUAB -+ Fao) + 0, (AR) = 5 2 gi AR,

Escribiendo finalmente que el marco (Ny, Ny), dado por (7.60), es paralelo con respecto a la

métrica (7.62) (ya que (e, e3) lo son), facilmente obtenemos el sistema (7.63).

]

Finalmente, enunciamos el teorema de descripcién local de superficies Lorentzianas M en

R?? con invariantes |H|? = K = Ky = A = 0, aplicacién de Gauss regular v espacio osculador
b

degenerado en todos sus puntos.
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Teorema 7.2.25. Dadas ¢ : U C A — A una aplicacion conforme y 1,1 : I C R — R tales

ae 1 1
¥ = 2T (s) + —Zua(t)

supongamos que A, B, Ry, Ry son soluciones de (7.63) tal que AB # R Ry, y defina

2 140 1—0 2 14+0 1—0
Ny = A R Ny = R B .
NT B RR| 2 T2 M Y 2T AR RR | 2 2T ]
(7.64)
Entonces, si g : U — Spin(2,2) C Hy es una aplicacion conforme que resuelve
g9 = ¢(J —ediK),
y st escribimos
P|We Wy W2, (7.65)

=19
=19 7 7
donde wy,wy : TU — R son las formas duales de Ni, Ny € T'(TU), la funcion F = [ & define
una inmersion U — R>? con |H? = K = Ky = A = 0.

Reciprocamente, las inmersiones isométricas de M tal que |H]? = K = Ky = A =0, con
aplicacion de Gauss regular y espacio osculador degenerado son localmente de esta forma.

Corolario 7.2.26. Las superficies Lorentzianas con K = Ky = A = |I;T|2 = 0, aplicacion
de Gauss reqular y espacio osculador degenerado dependen localmente de dos funciones reales
de una variable real y de dos 1—formas exactas linealmente independientes (mddulo cambio de
pardmetros).

Demostracion. Dos difeomorfismos reales hi(s), ho(t) determinan una carta local que satisface
el Teorema 7.2.22. El sistema (7.63) equivale a que las 1—formas

= (—Ry)ds+ Adt y v:=Bds+ (—Ry)dt

son exactas; la independencia lineal de p y v equivale a AB — R Ry # 0. Por el Teorema 7.2.25,
la superficie depende de 1(s),¥9(t) y de las 1—formas exactas p y v, médulo el cambio de
parametros h(s) y h(t). O
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CAPITULO 8

Superficies Lorentzianas planas en
pseudo esferas de R%?

En este capitulo deduciremos una descripcion conforme de una superficie Lorentziana plana
en el espacio de anti-de Sitter H?!, y en la pseudo esfera S'2. Como consecuencia obtendremos la
descripcién local de las superficies Lorentzianas planas en H*! (resp. en S'?) como el producto,
en los cuaternios, de dos curvas en H>! (resp. en S'?).

La estructura conforme sobre la superficie Lorentziana considerada en este capitulo es la
misma a la del capitulo precedente, i.e. consideramos la tnica estructura de Lorentz sobre la
superficie Lorentziana tal que la aplicacién de Gauss de la superficie es una aplicacion conforme.
Describiremos una identificacién entre R*? y el conjunto Herms(A) de las matrices Hermitianas
con coeficientes en los ntimeros de Lorentz, bajo esta identificacién las pseudo esferas de R??
admiten una descripcion similar a las dadas en [19, 2] del espacio hiperbdlico y en [20] del
espacio de de Sitter como subconjuntos de matrices hermitianas complejas.

8.1. Preliminares algebraicos

Siguiendo la notacién del Capitulo 3, vamos a denotar por Ms(A) el conjunto de matrices
de tamano 2 x 2 con coeficientes en los numeros de Lorentz A; para cada B € Ms(A) su
matriz conjugada Be M, (A) esta definida como la conjugacién en A de sus componentes (si
a=u+ov € A, suconjugada es @ := u — ov), el determinante sobre Ms(.A) es definido de
manera usual (con valores en A) y escribiremos

Sly(A) :={B € My(A) : det B=1}.
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Como en el caso complejo, podemos definir el conjunto de matrices hermitianas de tamano
2 x 2 con coeficientes en A,

Hermy(A) :={B € M(A): B= B"}, (8.1)

donde B* := B! es la matriz transpuesta conjugada de B. El conjunto Herms(A) satisface
propiedades analogas a las matrices hermitianas complejas, por ejemplo:

las componentes en la diagonal principal son reales,

si escribimos A = B + oC, con A € Hermy(2), B y C matrices reales, entonces B es
simétrica y C' es antisimétrica,

tienen determinante real,

la inversa, cuando existe, también estd en Herm4(2).

Consideremos el isomorfismo de algebras

AO . HO — M2(A)
' ' - - (8.2)
p=pol+ipil +p2J + ips K —> (po op1 P2 Up3)
—p2 — 0p3 Po+0p1

que satisface

H(p,p) = det Ay(p) yAd@z%@ﬁ (8.3)

y el isomorfismo de espacios vectoriales

Al : Hl — Mz(A)

—q1 — gy —%—0%> (8:4)

q=1q1+ q I +1qJ + 3K — (
—q3+0q2 ¢ —0qo

tal que
H(g,q) = —det Ai(q) v A (5) = —Ai(q)". (8.5)

De un célculo directo obtenemos la siguiente relacién: para cada p,p’ € Hj se satisface

Ai(oil p p') = —Ao(p)Ao(p); (8.6)

como Consecuencia, tenemos

. . . —1
Ai(pIp)=—Ai(cilpoil p') = Ao(p)Ao(cil p') = Ay(p) < 1) Ao(p)); (8.7)
finalmente, para cada g € H se satisface
Ai(oq) = Aoig) vy Ai(@)™ = Ai(Q)- (8.8)
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Usando (8.5), la imagen del espacio R*? C H; bajo el isomorfismo A; es
A1(R??) = A, ({g cH, : €= —5}) - {B € My(A): B* = B} — Herms(A),

el conjunto de matrices hermitianas con coeficientes en A. Si consideramos la base candnica
de R?? a travez del isomorfismo A, la métrica — det definida sobre Herms(.A) tiene signatura
(—,+,—,+) y por lo tanto, A; : R*? — (Hermsy(A), — det) es una isometria.

Ya que la H—norma restricta a R** C H; coincide con la métrica (-, -) de R*?, el espacio
de anti de-Sitter (definido en (5.5)), es dado por
H>' = {¢ eR* CH,: H(E) =—1} ={B€ Hermy(A): det B=1};
por otro lado, la pseudo esfera S'? (definida en (5.6)), es dada por
S ={¢eR* CH,: H(E) =1} ={B€e Hermy(A): det B=—1}.
Proposicién 8.1.1. Con la notacion de encima tenemos

H*' = {BB*: Be Slh(A)} y SY?= {B (_ol 2) B*: B¢ SJQ(A)} (8.9)

vistos como subconjuntos de Hermsy(A).

Demostracion. En ambos casos la inclusion D se satisface directamente.

Mostraremos que la inclusién opuesta C es vélida. Consideremos B € H*! (resp. S'?) y

escribamos
1+0 B + 1—0
g ! 2

donde B; y By son matrices reales de tamano 2 x 2. Las condiciones B* = By detB =1

B =

B27

(resp. det B = —1) son equivalentes respectivamente a By = B! y det B; = det By = 1 (resp.
det B; = det B, = —1). Probaremos (8.9) por casos respectivamente.
Definiendo en el primer caso C' := HT"Bl + 1_7"[ d, obtenemos

. (140 l1—-o0o 1+o l—0o _\
CC’—( 5 By + 5 Id)( 5 Id+ 5 Bl>—B

y detC' = 1+T"detquLl_T“detId: 1.

En el segundo caso definimos D := HT"Bl <_01 (1]) + 1_T"Id, es tal que
-1 0 1+o l—oc (-1 0 1+o l—o (=1 0
(0 1) ( > T (0 1))( y 1t (0 1) 1)
y det D = H2(—det By) + 152 det [d = 1. O
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8.2. Superficies Lorentzianas en pseudo esferas

Presentamos el resultado principal del capitulo, la férmula de representacién conforme de
una superficie Lorentziana plana en el espacio de anti-de Sitter H*! o en la pseudo esfera S™2.

Teorema 8.2.1. Consideremos M una superficie de Lorentz orientada y simplemente coneza,
B : M — Sly(A) una inmersion conforme tal que existen 6,w 1—formas conformes que satis-

facen
1, (00
B dB = (w 0/ (8.10)

Asuma que |0)* # +|w|?. Entonces

-1 0

F=BB*: M —H» y F:B<O .

)B*:M—>Sl’2

definen con la métrica inducida, inmersiones isométricas planas.

Reciprocamente, una inmersion isométrica de una superficie Lorentziana plana simplemente
conexa (M, g) en H>! o en Sb? puede ser descrita como encima.

Este teorema es el andlogo Lorentziano a la representacion conforme de superficies (Rie-
mannianas) planas en el espacio hiperbdlico y el espacio de de Sitter (3—dimensionales) dados
en [19, 20]; usando espinores en dimensién 4, P. Bayard [2] caracterizé de manera andloga las
superficies planas en el espacio hiperbdlico 3—dimensional.

Demostracion del Teorema 8.2.1. Probaremos la implicacién directa sélo para el caso H?1!, el
otro caso es andlogo. Consideremos una carta a = v+ ov : U C A — M adaptada a la
estructura de Lorentz sobre M y compatible con la orientacién. Denotaremos por (9,,d,) el
marco correspondiente a la carta y escribiremos 6 = 6;da y w = wida. Notemos que

dF =dB B*+ B dB* = B (B~ 'dB+ (B"'dB)*) B* = B ( ig 9;“) B,
w

por lo tanto,

0 91 +@I 0 01 _WAl
dF(0,) =B ~ B* dF(0,) =oB ~ B*. 8.11
( ) (wl + 91 0 ) Y ( ) o <w1 — (91 0 > ( )

Supongamos que dF' no es inyectiva, i.e. dF'(9,) = A dF(0,), para algin A € R, de (8.11)
conseguimos

101]° — |wr | = Ao (1617 — |ewn[?)

va que |0]* # |w]?, tenemos que A = ¢, una contradiccion; asf dF es inyectiva. Tenemos entonces
que F: M — H*!, con la métrica inducida, es una inmersién isométrica.
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La métrica inducida g = (dF,dF) = — det dF' de la inmersién estd dada por
g=(0+w) (w+0)
= (01 + w_l) (Ldl + 9_1) du2 + (01 - w_l) (wl — 0_1) dUQ + a(w191 - wlel)dudv. (812)

1 0

0 1) B*.: M — R??; N es tal que

Consideremos la aplicacion N := B <

(N,N)=—detN=1, (N,F)=0 y (N,dF)=0,
i.e. N € R*? es un vector de tipo espacio, tangente a H*! y normal a la superficie M; ademds
(AN,NYy=0 y (dN,F)=0,
es decir, dN es tangente a M. Definamos el operador de forma
S:=—dN:TM — TM

de la inmersién M C H?!, siguiendo la direccién N; S esta dado explicitamente por

1 0 1 0\\ 0 —0+0
B~ 'dB B~ 'dB B*=B ~ B*.
(0 —1> + < (0 —1)) (w — 46 0 )

Usando la expresién de la métrica (8.12), de un célculo directo conseguimos

—S()=B

~ 2
(0, D)0 00) = (0, 0)* = = (010 — wiir) (8.13)

por otro lado, ya que

0 Gl—w/\l 0 61"‘@
S(0,) = B ~ B* S(0,) = oB ~ B*,
( ) (—w1+91 0 ) Y ( ) ? (—w1—61 0 )

tenemos

(S(0,),0.) = 0.0, — w1y, (S(8,),0,) =wnior — by (S(0y),8,) = 0.

Reemplazando esto ultimo en la ecuacién de Gauss (vea por ejemplo [43, pag. 107])

S(0u), 0)°
<au,3u><8v,8> O 00)2 (8.14)

K(0y,0,) = —1

conseguimos K (9,,0,) = 0, la curvatura Gaussiana de la inmersién M C H?! es identicamente
cero, i.e. F': M — H?! es una inmersién isométrica plana.
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Reciprocamente, consideremos (M, g) una superficie Lorentziana simplemente conexa ori-
entada (en espacio y en tiempo). Supongamos que existe una inmersién isométrica plana
F:(M,g) — H*' (resp. S'"?) C R*?; si usamos la inclusién isométrica canénica H*! — R?>?
(resp. S1? — R*? ) podemos mostrar que la inmersién (M, g) — R*? es plana con haz normal
plano y aplicaciéon de Gauss regular. Por lo tanto, consideremos la estructura de Lorentz sobre
M inducida por la aplicacién de Gauss dada en (7.3).

Denotaremos por F el haz normal y por H € ['(E) al vector de curvatura media de la
inmersién. Como antes ¥ := M x Hj es el haz de espinores de R?? restricto a M. La inmersién
F' es dada entonces por

F = /5, donde &(X) = ((X -9, ¢)),

para algin campo espinorial ¢ € I'(X) solucién de Dy = H- ey tal que H(p,p) =1 (el campo
espinorial ¢ es la restricciéon a M del campo espinorial constante o1 € Hy de R*?).

Superficies Lorentzianas en H*!. En este caso, la inmersién estd dada por

F = ((eo-9,9)), (8.15)

donde e es el vector normal a H*! (vea la Proposicién 5.1.1). Ahora, si escogemos un marco

paralelo 5 € I'(Q) adaptado a e, es decir, tal que eg es el primer vector de 7(3) € T(Q1 X 1 Q2),
usando (8.6), (8.15) queda como

-~ o~

F = —ailpllp] = —Ai(ail[e] [¢]) = Ao([¢]) Ao(le]) (8.16)

donde [p] € Hjy representa ¢ en §. Definamos B := Ay([¢]). Ya que [¢]l¢] = H(p,p) =1, de
(8.3) tenemos

- - o~

det B=H(lg], [o]) = [plle] =1 v B"= Ao([¢])-
Por lo tanto, de (8.16), conseguimos F' ~ BB* con B € Sly(.A). Finalmente, ya que dB =

Ap(d]p]), usando (7.15) conseguimos

B7'dB = Ay([¢]) Ao(dle]) = —Ao(dlp] [¢]) = —Ao(mJ + ipK) = (2 g) ’

donde 0 := —n; + o y w = n + one. La aplicacién B : M — Sly(A) es conforme: vista
la superficie (plana con haz normal plano) en R%*2 mostramos en el capftulo anterior que

[¢] : M — Spin(2,2) C Hj es una aplicacién conforme; ya que [p][p] = 1 tenemos la relacién

asi, [¢] es conforme, y por tanto B = Ay([¢]) lo es (ya que Ay es A—lineal). De la Remarca
A.0.3, tenemos 0 y w son 1—formas conformes. Finalmente, dF' inyectiva queda como |0]? # |w|?.
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Superficies Lorentzianas en S'2. En este caso, la inmersién estd dada por

F= <<_61 2 90>>v (817>

donde e; es el vector normal a S'? (vea la Proposicién 5.1.1). Si escogemos un marco paralelo

§ € T'(Q) adaptado a eq, es decir, tal que e; es el segundo vector de m(8) € I'(Q1 Xy @Q2),
usando (8.7), (8.17) queda como

o~ o~

F =Tl = AGelTe) = 4D (1) D) (8.18)

donde [¢] € Hy representa ¢ en §. Escribiendo B := Ay([¢]), como en el caso anterior podemos
concluir det B =1y B* = AO([/@\]), por lo tanto, de (8.18), conseguimos F' ~ B (_1 1) B,

con B : M — Sly(A) conforme tal que

B 'dB = 00
w 0)7

donde 0 := —ny + o2 v w 1= n; + 019 son 1—formas conformes. En este caso, la condicion dF
inyectiva queda como |0|* # —|wl|?. O
Descripcién local como producto de curvas. En las coordenadas a = u + ov = HTUS +

%t, tenemos la descomposicion

Shh(A) = 2275 R) @ 1;

g
R
9 Sl?( )7

y la aplicacién conforme B : U C M — Sls(A) del Teorema 8.2.1, se puede escribir como

B(s,1) = Ba(t),

2

donde By : 7y CR — Sih(R) y By : Zy C R — Sl3(R) son curvas diferenciables (aqui Z; x Z, C
U). Identificando

o 1

; C+ ;UCt|CEM2(R)}
C_Ct\ O+t
:{a( )+ + !CGMZ(R)}
2 2
C

~ ( ;Ct) L oxC !OGMQ(R)}

2

obtenemos H*>! = {C' € R*? | det C' = 1} ~ Sl5(R).
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Corolario 8.2.2. Una superficie Lorentziana plana en el espacio de anti-de Sitter H>! (resp.
en la pseudo esfera SY?) puede ser localmente descrita como un producto en los cuaternios de
dos curvas horizontales en H*' (resp. en S12).

Demostracion. Sélo haremos la prueba en el caso H*!. Escribiendo

1+0 1—0

Biy(s) ~ 1;UB1(5) %0y B ~ B + LBy

y definiendo las curvas
u(s) =AY (Bi(s): TiCR—H, v v(t):= A (Bu(t)) : T, C R — Hy,

obtenemos de (8.5), u(s),v(t) € R*? : por ejemplo

A1 (W6)) = =)’ = ~Asfus),

Ademds, u(s)u(s) = =1 y v(t)v(t) = —1, i.e. u(s),v(t) € H>! C R*2
Las 1—formas 6 = 01da y w = wida pueden ser escritas como (ya que son conformes)

1+0 l1—0 1+o0 l1—0
491: 5 CL1(S)+ 9 Cbg(t) y w1 = 5 b1<8)+

bg(t),

por lo tanto, (8.10) queda como

mese - (., ") v s (,, “Y)
De un célculo directo tenemos
ATBTB) = () v AT(BYBEY) = v )
asf, las curvas u(s) v o(t) satisfacen

@U,/(S) _ _al(s) + bl(s) J -+ OM

5 5 1K e AJ®iAK

@U/(t) _ Clg(t) ; bQ(t)

i.e. las curvas u(s) y v(t) son horizontales con respecto la distribucién horizontal descrita en el
Lema 7.2.4.

as(t) + ba(t)

J+o K e AJ @iAK,

Finalmente notemos que

l1—0
2

_l—l—a
2

BB Bi(s)Bs(t)' + By(t)Bi(s)" =~ Bi(s)Ba(t)",
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por lo tanto,

F =~ ATY(BB*) = A7 (Bi(s)Ba(t)") = AT ( Aa(u(s)) Ai(v(t)) );
usando (8.6) tenemos para cualesquiera £, &' € Hj la igualdad
Ai(oil £ &) = —Ai(oil i€ i) = Ag(i§) Ao(i&) = Ai(0€) Ai(o') = Ai(§) Ai(E),

conseguimos asi
F ~oi u(s)v(t),

1.e. la inmersion es descrita como el producto en los cuaternios de dos curvas horizontales con
valores en el espacio de anti-de Sitter H>!. O
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APENDICE A

Estructuras de Lorentz

En este apéndice presentaremos algunas nociones elementales sobre superficies de Lorentz
necesarias para la comprension de la tesis. Una idea muy general de este objeto es la siguiente:
las superficies de Lorentz son para las superficies Lorentzianas lo que las superficies de Riemann
son para las superficies Riemannianas. Con esto, conceptos analogos pueden ser transferidos a
este nuevo contexto: las aplicaciones conformes entre superficies de Lorentz que es el concepto
analogo a las aplicaciones holomorfas, y la nocién de 1—forma conforme que esta en analogia
con el concepto de 1—forma holomorfa.

El algebra real de los niimeros de Lorentz es un espacio conveniente para parametrizar las
superficies de Lorentz de manera andloga a la parametrizacién por nimeros complejos de las
superficies de Riemann. Los nimeros de Lorentz fueron introducidos de manera algebraica y
con un nombre diferente por J. Cockle [12] en el ano 1849. Posteriormente, cada autor que hizo
uso de estos los llamé de diferentes maneras de acuerdo a su terminologia (vea por ejemplo [25]
y las referencias ahi dadas). Posiblemente, fue F. R. Harvey [21] quien les dio el nombre de los
numeros de Lorentz al estudiar su relacién con las rotaciones Lorentzianas en el plano de Lorentz
analoga a la relacién de los niimeros complejos con las rotaciones en el plano Euclideano.

La referencia bibliografica mas significativa para el estudio de las superficies de Lorentz es
el libro de T. Weinstein [51]. Un amplio y detallado estudio sobre aplicaciones conformes fue
dada por L. Di Terlizzi, J. Konderak y I. Lacirasella [14], en donde también detallan muchas
diferencias cuando las comparan con las aplicaciones holomorfas. El concepto de 1—forma con-
forme fue definido y utilizado por J. Konderak [27] para caracterizar superficies de Lorentz
minimas en el espacio de Minkowski 3—dimensional, y por M. P. Dussan y M. Magid [15] para
caracterizar las superficies de Lorentz minimas en R??2.
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Superficies de Lorentz. Diremos que una superficie M es una superficie de Lorentz si existe
una cubierta por subconjuntos abiertos M = U,esU, y cartas asociadas

Va: Uy > A, «a€f
tales que las funciones de transicién
wpowrtt walUaNUg) CA — p3(U,NU) C A, «, BES
son aplicaciones conformes en el siguiente sentido: para todo a € ¢, (U, NUp) y h € A,
d(ps0@a')a(0h) = od(psgop,’)a (h).
Una estructura de Lorentz es también equivalente a una familia de aplicaciones diferenciables
oy T,M — T,M, con 0926 = Idp, v, 0p # £1dp, 0.

Esta definicién coincide con la definicién de una superficie de Lorentz dada en [51]: una estruc-
tura de Lorentz es equivalente a una clase conforme de métricas Lorentzianas sobre la superficie,
esto es, a una familia diferenciable de conos en cada espacio tangente de la superficie, con lineas
distinguidas. En efecto, el cono en z € M es

Ké’l“((fx — IdTIM) U K@T(O’x + IdeM)

donde el signo de los eigenvalores +1 permite distinguir una de las lineas de la otra.

Si suponemos ademés que la superficie M estd orientada, diremos que la estructura de
Lorentz es compatible con la orientacion de M si las cartas ¢, : Uy, — A, o € S preservan
la orientacion (la orientacién positiva en A = {u + ov | u,v € R} es naturalmenta dada por
(Ou, 0y)). En tal caso, las funciones de transicién son aplicaciones conformes A4 — A preservando
la orientacion.

Aplicaciones conformes entre superficies de Lorentz. Consideremos una superficie de
Lorentz M.

Diremos que una aplicacién diferenciable ¢ : M — A (o A™, o una superficie de Lorentz)
es conforme si su derivada di) preserva la estructura de Lorentz, esto es, si

A, (0, X) = Uw(x)(d%(X))
para cualesquiera x € M y X € T,M. En una carta a :== u+ov : U C A — M, una aplicacién

o oY
% = 0 %, (Al)

estas ecuaciones son andlogas a las ecuaciones de Cauchy-Riemman en analisis complejo.

conforme satisface las ecuaciones
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Definiendo los operadores diferenciales

0 _1(o 0 0 _1(o 0
9a 2 \au " v Yo aa T 2\ou “ou)
y las 1—formas duales
da:=du+odv 'y da:=du— odv,

la derivada di) de una aplicacién diferenciable ¢ : M — A puede ser escrita como

_ oY S
= o+ G5 e

asi, ¢ aplicacion conforme (i.e. (A.1) es valido) es equivalente a % = 0, y en este caso tenemos

dp = oda, (A.2)

donde ' := g—f = g—f U C M —> A es una aplicacién diferenciable.

Finalmente, definiendo las coordenadas (s,t) tal que

a =utov = s+ t (A.3)

(s y t son pardmetros a lo largo de las lineas distinguidas) y escribiendo

l1+o0 1—0

Y = 2¢1+2

(>

con 11,1y € R, la igualdad (A.1) queda como

0 0
a% = g% =0,

conseguimos asi
Y1 = P1(s) y Vo = o(t);

1.e. una aplicacién conforme es equivalente a dos funciones de una variable real.

Formas conformes sobre una superficie de Lorentz. Consideremos una superficie de
Lorentz M y w: TM — A una 1—forma diferencial con valores en los niimeros de Lorentz A.
En una cartaa=u+ov:U C A— M, la 1—forma w se escribe como

w=Pdu+Q dv,

donde P, : M — A son aplicaciones diferenciables. Si suponemos que w preserva la estructura
de Lorentz, i.e.
w(o X) =0 w(X)
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para cada X € T'M, tenemos en particular

Qzu(%):w(aé%)zaw(%)zaP,

por tanto w = P (du + odv) = P da.

Diremos que una 1—forma diferencial w : TM — A es conforme si esta preserva la
estructura de Lorentz, es decir, si
w = P da,

y su coeficiente P : M — A es una aplicacion conforme.

La nocién de 1—forma conforme es el andlogo a la nociéon de 1—forma holomorfa en analisis
complejo; se pueden mostrar versiones analogas de los teoremas clasicos de integracion: con-
sidere f : U4 € A —> A una aplicacién diferenciable, la derivada exterior de la 1—forma fda

satisface
af of af

%ch— %d/d) A da = —=da A da.

d(fda):df/\da:( -

entonces tenemos:

s (Teorema de Cauchy-Goursat) Si f es conforme, entonces la 1—forma fda es cerrada.
» (Teorema de Morera) Si la 1—forma fda es cerrada, entonces f es conforme.

Observacién A.0.3. Observe que si ¢ : M — A es una aplicacion conforme, entonces su
diferencial dip = 'da es una 1—forma diferencial conforme: tenemos

ov _ 0 (v _ 0 (o) _
86_8a<8a)_8a(82i)_’

es decir ' : M — A es una aplicacion conforme.
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