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Introduccion

Un carcaj es una cuarteta formada por un conjunto de vértices, un conjunto de
flechas (que podemos identificar como una grafica dirigida) y dos funciones 7,1 que
indican los extremos de las flechas. Se asocia a un carcaj el dlgebra completa de
caminos, en la que los potenciales son sumas infinitas de ciclos. A cada pareja de
un carcaj y un potencial (QP-quivers with potencials) se asocia un ideal Jacobiano
(generado por las derivadas del potencial) y un dlgebra Jacobiana. Estas dlgebras
Jacobianas aparecen en el estudio de las dlgebras de Calabi-Yau. En fisica suele
utilizarse el término superpotencial para denominar a los potenciales.

En [5] S. Fomin, M. Shapiro, y D. Thurston estudiaron la relacion existente
entre las dlgebras de conglomerado (cluster algebras) y las superficies con puntos
marcados, a través del complejo de arcos etiquetados de cada superficie (este resul-
tado se discute de manera precisa en el Teorema 7.11 [3]]). A una triangulacién 7 de
una superficie con puntos marcados (X, M) se asocia una matriz de adyacencias la
cual es antisimétrica, y cuyas filas y columnas son etiquetadas por los arcos de 7.
Esta matriz antisimétrica determina un carcaj sin lazos ni 2-ciclos. La mutacion de
las matrices de adyacencias es compatible con la mutacién de carcajes.

Las élgebras de conglomerado fueron inventadas por S. Fomin y A. Zelevinsky
[12] en un intento por obtener una aproximacion combinatoria del dual de las bases
canonicas de Luszting de grupos cudnticos. H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky
[3]] dieron una de las principales relaciones entre la teoria de algebras de conglome-
rado y la teoria de representaciones de dlgebras, a través de su trabajo en carcajes
con potencial (Q,S) y las representaciones del dlgebra Jacobiana asociada Z2(Q, S).
Las algebras de conglomerado son una clase de anillos conmutativos provistos con
una estructura combinatoria adicional, la cual contiene un conjunto de generadores
(variables de conglomerado) agrupados en conjuntos no disjuntos entre si, de la
misma cardinalidad. El dlgebra de conglomerado asociada a una matriz antisimétri-
ca es el subdlgebra de un campo de funciones racionales generada por un conjunto
inductivamente construido de variables de conglomerado.

En 2009 A. Felikson, M. Shapiro y P. Tumarkin [4] demostraron que los carcajes
2-aciclicos de tipo de mutacién finito son los carcajes asociados a una triangulacion
de una superficie, salvo algunos casos excepcionales.

En su tesis doctoral [8]], D. Labardini, asesor de esta tesis, estudi un tipo parti-



cular de potenciales en el carcaj asociado a una triangulacion de una superficie. Para
triangulaciones “buenas”, estos potenciales contienen la minima informacién com-
binatoria de la triangulacion, ya que presentan exactamente un ciclo dirigido por
cada tridangulo y multiplos escalares de los ciclos alrededor de cada punto marcado
en el interior de la superficie. D. Labardini mostré que la operacion de mutacion
a nivel de carcajes con potencial es compatible con la operaciéon de reemplazo de
arcos a nivel de triangulaciones de superficies. También, demostré que en el caso
de superficies con frontera no vacia estos potenciales eran rigidos y no degenerados
(es posible aplicar cualquier sucesion de mutaciones al carcaj con potencial).

Una pregunta de particular interés fue el estudiar la dimension del dlgebra Jaco-
biana asociada a los carcajes con potencial descritos por D. Labardini, quien conje-
turo que son de dimension finita. Para superficies con frontera no vacia mostro que
en efecto asi era, asi como también para el toro con una puncién y frontera vacia.
En 2009 S. Trepode y Y. Valdivieso [14]] trabajaron el caso de esferas con cualquier
cantidad de puntos marcados. Finalmente, en 2012 S. Ladkani [13] demostré esta
conjetura en general para superficies con frontera vacia.

En un trabajo posterior, publicado en 2016 [6]], C. Geiss, D. Labardini y J.
Schréer mostraron que para una gran cantidad de superficies (mds precisamente
toda superficie con frontera no vacia distinta de un toro con un punto marcado,
0 frontera vacia y al menos 5 puntos en el caso de esferas y al menos tres puntos
para superficies de género positivo), la construccion de Labardini es la inica bajo la
cual la combinatoria de las triangulaciones y el dlgebra de los carcajes con poten-
cial pueden ser mutuamente compatibles, es decir, todo potencial no degenerado es
equivalente al potencial propuesto. En este mismo trabajo se muestra la existencia
de al menos dos potenciales no degenerados y no equivalentes en triangulaciones de
superficies con frontera vacia y s6lo un punto marcado. Para el caso de superficies
con frontera vacia y dos puntos marcados se conjeturé que el potencial propuesto
por Labardini es el tinico (salvo equivalencia) no degenerado.

Esta tesis da una revision del marco tedrico necesario para entender los resulta-
dos de C. Geiss, D. Labardini y J. Schréer acerca de la clasificacién de potenciales
no degenerados, iniciando con la teoria de mutacion de carcajes con potencial de-
sarrollada por H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky [3]. Finalmente se prueba
la conjetura presentanda en [6] y se muestra que los carcajes asociados a triangu-
laciones de superficies de género positivo, frontera vacia y s6lo un punto marcado
admiten una cantidad numerable de potenciales compatibles y no equivalentes (en
2013, en su tesis de maestria J. Geuenich [7] habia probado ya este resultado para
el caso de un toro con un punto). En este momento D. Labardini se encuentra tra-
bajando de manera conjunta con J. Geuenich en la elaboracion de un articulo que
incluird algunos de los resultados que obtuvimos en esta tesis.

El desarrollo de capitulos es el siguiente:

Los primeros dos capitulos presentan de manera general los conceptos necesa-
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rios para trabajar con carcajes con potencial. En su mayor parte estdn basados en
un articulo de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky [3]]. El primer capitulo inicia
con la definicion formal de un Carcaj, y se describe el dlgebra completa de cami-
nos. Se presenta una manera de trabajar con los automorfismos de esta dlgebra. En
la seccion 1.1 se asocia a una pareja de un carcaj y un potencial un ideal Jacobiano
y un dlgebra Jacobiana. La seccion 1.2 habla acerca de la equivalencia a derecha y
equivalencia débil a derecha de carcajes con potencial. En el capitulo 2 se presen-
ta la operacion de mutacién en el espacio de carcajes con potencial (sin lazos que
pasen por el vértice con el que se va a mutar).

El capitulo 3 asocia un carcaj a una triangulacion de una superficie compacta
y conexa, y describe algunas de sus caracteristicas (esta asociacion fue presentada
por S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston [3]).

En el capitulo 4 se presenta la clase de potenciales definidos y estudiados por
D. Labardini, posteriormente se presenta una clase mas amplia (de utilidad sélo en
el caso especifico de superficies con frontera vacia y un punto marcado) de poten-
ciales. El capitulo finaliza con la descripcion de una base como espacio vectorial
del dlgebra Jacobiana (que es de dimension finita) asociada a los caracajes con po-
tencial de esta clase. La mayor parte de los resultados se basan en el trabajo de S.
Ladkani [13].

Por ultimo, el capitulo 5 describe la estrategia de C. Geiss, D. Labardini y J.
Schréer [6] para probar la unicidad de carcajes con potencial compatibles con la
estructura combinatoria de las triangulaciones, y se dan una pequena variante de al-
gunos resultados. En la seccidn 5.1 se prueba la conjetura mencionada anteriormen-
te (que es el principal resultado de esta tesis). La seccién 5.2 muestra una cantidad
numerable de carcajes con potencial compatibles y no equivalentes para superficies
de género positivo y un punto marcado (el segundo resultado importante de este
trabajo).






Capitulo 1

Conceptos y Resultados Basicos de
Carcajes

Definicion 1.1 ([3]). Un carcaj (quiver en inglés) es una cuarteta Q = (Qo, Q1,h,t),
donde Qq es un conjunto de vértices (finito), Q1 es un conjunto de flechas (también
finito), h: Q1 — Qo y t : Q1 — Qg son respectivamente las funciones cabeza y cola
(head and tail) de las flechas. Es decir, un carcaj Q se puede representar como
una grdfica dirigida, donde cada flecha a € Q1 va del vértice t(a) € Qq al vértice

h(a) € 0Qp.

Dado un campo K, se asocian al carcaj Q dos espacios vectoriales R = K20 y
A = K91, el espacio de vértices y el espacio de flechas respectivamenteﬂ El espacio
R es un dlgebra conmutativa, con elemento unidad la funcién constante 1, mientras
que el espacio A es un R-R-bimdédulo, con la siguiente estructura: para cada e €
R, para cada f € A y para cualquier a € Qy, definimos (e- f)(a) = e(h(a))f(a) y
(f-e)(a) = fla)e(t(a))

Denotamos por Q* al carcaj dual u opuesto, el cual contiene las flechas de Q
en sentido inverso, es decir, Q = (Qo, Q1,h,t), mientras que Q* = (Qo, 01,1, h). El
espacio de flechas de este carcaj A* es el bimddulo dual de A (€ste tiene estructura
de R-R-bimédulo).

Dado un conjunto de vértices Qg con su asociado espacio de vértices R, todo
R-R-bimddulo de dimension finita B es el espacio de flechas de algtn carcaj sobre
Qp. En efecto, consideremos a los elementos de la forma e; € R con i € Q, tales
que ¢;(j) = &;; para cada j € Qp; éstos forman una base de idempotentes de R. Asf,
B tiene una descomposicion en suma directa B = @ B; j,donde B; j = e;Be; C B

i,je
paracada i, j € Qp. Identificamos una K-base de B Jfo?ronada por la unién de K-bases

"Para cada conjunto X, se define KX como el espacio de funciones de X a K. Existen operaciones
candnicas de suma y producto en este espacio, dadas por las operaciones del campo.
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para cada uno de los subespacios B; ; i, j € Qg con un conjunto de flechas Oy (finito,
ya que B es de dimension finita). Para cadaa € Q1 NB; j se define h(a) =iy t(a) = j.

Dado un carcaj Q con su espacio de flechas A, para cada entero positivo d € Z=!,
denotamos por A? al R—R—bimédul

AT =AQrA®R - ®RA, (1.1)
d

el espacio de caminos de longitud d; por convencién A = R.

Definicion 1.2 ([3], Definicién 2.1). Se define el dlgebra de caminos del carcaj Q
como el dlgebra tensorial graduadtﬂ

R(A) = PA“. (1.2)
d=0

Para cada i, j € Qo, la componente R(A); j = e;R(A)e; es llamada el espacio de
caminos de j a i.

Identificamos cada flecha a € Q; con la funcién 1, € A, tal que 1,(b) = &z
para toda flecha b € Q. De esta forma, podemos afirmar que el conjunto de flechas
Q) es una K-base de A. Para cada d > 1 el conjunto {ajar---ay | a; € Qy, t(a;) =
h(a;41) Vi€ {1,---,d—1}, y ag € Q1} forma una K-base (finita) de A%, a la que
llamamos base de caminos de A asociada a Q1. Parad =0, {e; | i € Qo, e;(j) =
0;j paracada j € Qp} es la base de caminos de A® = R. Nombramos a la unién
sobre las distintas d de las bases de caminos como la base de caminos de R(A), y
a los elementos de la base de caminos, simplemente, como caminos. Un camino
ag . ..ap vadel vértice t(ay ) al vértice h(ay). Nétese que el producto de dos caminos
(agik---agy1)(aq---ay) es distinto de 0 si y sélo sit(ag+1) = h(aq).

Definicion 1.3 ([3]], Definicion 2.2). Se define el algebra completa de caminos de Q
com

R{(A)) = ﬁAd. (1.3)
d=0

Los elementos en R((A)) son combinaciones K-lineales (posiblemente infinitas)
de caminos de R(A). Denotemos a cada x € R((A)) como (x(?)) 450, donde x(4) € A4,

%La definicién y algunas propiedades del producto tensorial pueden consultarse en el Apéndice
A.

3La multiplicacién en R(A) esta determinada por los isomorfismos canénicos A’ ® A/ — At/
para cada i, j > 0, dados por el producto tensorial, este producto se extiende por linealidad a todo
R(A).

4Siguiendo la notacién usada en [6]], cuando tomemos a K como el campo complejo C denotare-
mos al dlgebra completa de caminos como C((Q)).
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Observacion 1.4. La suma y multiplicacion en R((A)) extienden naturalmente a la
suma y multiplicacion en R(A) (y estdn bien definidos).
Dados x,y € R((A)), los elementos x+y,x®y € R((A)) satisfacen:

(x-i-y)(d) = x() +y(d) para toda d > 0,

d
y (x@y) @ = Zx(i) ® v para toda d > 0.
i=0

Cabe resaltar el hecho de que aun cuando los elementos en R((A)) pueden ser
combinaciones lineales infinitas de caminos, para cada d > 0, la componente en A
de la suma o producto de dos de ellos depende vinicamente de una cantidad finita
de caminos.

Definicion 1.5. Dados c,x € R((A)) un camino y un elemento del dlgebra com-
pleta de caminos respectivamente, diremos que el camino c¢ aparece en x si en la
descomposicion de x como suma infinita de todos los caminos, el camino c aparece
acompaniado de un escalar distinto de cero.

Sean x,y € R((A)), diremos que x y y son ajenos respecto a la base de cami-
nos si ningun camino ¢ aparece simultaneamente en ambos elementos del dlgebra
completa de caminos.

Cabe resaltar que la definicidn anterior no es estandar. En este trabajo se hara uso
de ella en el capitulo 4.

Observacion 1.6 ([3]]). Si el carcaj Q es aciclico (sin ciclos dirigidos), entonces,
debido a que Q tiene una cantidad finita de flechas, existe N € N tal que para toda
d > N el espacio A? es trivial, es decir, A = {0}. En este caso, las dlgebras R{(A))
y R(A) son iguales. Asi, R((A)) es de dimension finita.

Denotemos por m = m(A) al ideal bilateral de R((A)) dado por

m=m(4) = [JA% (1.4)
d=1
Para cada n € Z*, la potencia n-ésima de m(A) es
m" = []A% (1.5)
d=n

El ideal m es €l tinico ideal bilateral maximal que tiene interseccion cero con R =
A°. Dado x = (x(9)) 4~ € R((A))\m, existe algtin idempotente ¢; € R con i € Qg que

cumple que e;x(%)¢; es un elemento distinto de cero en R. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que eixVe; = ¢; (en realidad un multiplo escalar de x satisface

7



esta condicién). Considérese ahora el elemento y = e; — (ejxe; — ;) + (ejxe; — e;)> —
(exe; — e;)> + ---, éste estd bien definido, ya que para cada n > 0 tenemos que

(eixe; —e;)" estien m" = HAd. Finalmente notemos que e;xe;y = e; # 0, es decir,
d=n
eixe;y € R\{0}.

El dlgebra R((A)) dotada con la topologia m-adica (también llamada topologia
de Krull) es una K-algebra topoldgica, que tiene como base de vecindades abier-
tas de 0 a las potencias de m. La cerradura de cualquier subconjunto U C R{(A))
estd dada por

U= ﬁ(U+(m(A))"). (1.6)
n=0

La K-dlgebra topoldgica R({A)) es un espacio completo, Hausdorff y 1-numerable.

Para cada sucesion (x,),en en R((A)), existe el limite lim x, si y s6lo si para ca-
n—soo

da d > 0 existe N; € N tal que x,(fl) = x](\?d) para toda n > Ny. Si el limite de una

sucesion de elementos existe, entonces el limite es Unico. Asi, dada una sucesién

(Yn)nen € R((A)) tal que lim y, = 0, (es decir, para toda d > 0 existe N; que para
n—roo

n
toda n > Ny se satisface y, € m(4)9), el limite 1im Zyn =yo+y1+--- existey es
n—oo
i=0
tnico.

Definicion 1.7 ([6]). Dado un elemento x € R{{A)) distinto de cero, denotamos por
short(x) al iinico entero no negativo tal que x € (m(A))*°") y x ¢ (m(A))shortt)+1
(obsérvese que (m(A))? = R((A))). Decimos que short(0) es igual a .

Observacion 1.8. Dados dos R-R-bimddulos de dimension finita A y A, cualquier
homomorfismo de dlgebras @ : R((A)) — R((A")) tal que @|g es la identidad satis-
face que @~ (m(A’)) = m(A). Demostremos esta afirmacion:

Demostracion. Supongamos que existe x € R((A))\m(A) tal que ¢(x) € m(A’), en-
tonces existen y € R((A)) y e € R que hacen exey € R\{0}. Asi, ¢(e)p(x)p(ey) €
R\ {0}, lo que es una contradiccién, ya que @(x) esté en el ideal bilateral m(A’).

Si suponemos que existe x € m(A) tal que @(x) ¢ m(A’), es decir, @(x)©) £ 0,
entonces x — @(x)() no estd en m(A), y @(x — ¢(x)0) = @(x) — 0(x)(©) € m(4"),
lo que es una contradiccion.

Tenemos que ¢~ !(m(A’)) = m(A), por lo que para toda n > 0 se satisface
@1 (m(A")") = m(A)". De esta forma el homomorfismo de dlgebras ¢ es continuo
en 0, y por tanto continuo en todo R{(A)). O

En conclusion, todo homomorfismo de dlgebras @ : R((A)) — R{{A")) tal que
Q| es la identidad, es un homomorfismo de dlgebras topoldgicas.



Observacion 1.9. Sea ¢ : R((A)) — R{(A")) un homomorfismo de dlgebras topoldgi-
cas, tal que Q|g es la identidad, como en la observacion anterior. Supongamos que
@ es biyectivo, entonces @(m(A)) es igual am(A’); en general para cada entero no
negativo n, ((m(A))") = (m(A"))". Sea U subconjunto de R((A)), la cerradura de
la imagen de U en R((A")) es

o0 = (V) + (m(a))") 17

= (@) +o((m(A)") = @((| U+ (m(A))"),
n=0 n=0

es decir, (U) = @(U). Por lo tanto el homomorfismo @ es cerrado; @ es biyectivo,
por lo que también es abierto.

Observaciéon 1.10. Cualquier homomorfismo de R-R-bimédulos ¢ : A — m(A’)
puede extenderse de manera vinica a un homomorfismo de dlgebras topoldgicas
¢ : R((A)) — R((A")) tal que §|r es la identidad y §|s = ¢. Existe un iinico homo-
morfismo de dlgebras ¢ : R(A) — R{(A")) tal que §|s = ¢ y @ |z es la identidad; para
cada camino ay ---ay el homomorfismo ¢ satisface ¢(ay---ay) = ¢(ar)--- ¢(ay).
Extendiendo ¢ de manera continua a todo R({A)) obtenemos el homomorfismo ¢
buscado. Recordemos que las dlgebras R{{A)) y R({A")) son espacios de Haus-
dorff y I-numerables, y R({(A)) = R(A); por lo que un homomorfismo de dlgebras
W :R({(A)) — R{(A")) es continuo si 'y sélo si para cada sucesion (xp)nen C R(A)
convergente a un elemento en R((A)) se satisface que ‘P(nlglgo Xp) = r}grolo Y (xy,).

Por lo tanto, cualquier homomorfismo de dlgebras topologicas ¢ como en la
Observacion estd unicamente determinado por su restriccion a Al = A; ®la:
A—m(A).

El ideal m(A’) es igual a la suma directa A’ ® (m(A’))?2, por lo que podemos
escribir al homomorfismo de R-R-bimédulos |4 como (1), ¢(2)), donde (V) :
A=Ay 0?:A— (m(A"))? son homomorfismos de R-R-bimédulos.

Proposicion 1.11 ([3]], Proposicion 2.2). Toda pareja de homomorfismos de R-R-
bimédulos (1), @) con o) : A — A"y 92 : A — (m(A))? determina un tinico
homomorfismo de dlgebras topoldgicas @ : R({A)) — R{(A")) tal que @|g es la iden-
tidad y |4 = (o1, @®). Mds aun, @ es un isomorfismo de dlgebras topoldgicas
si 'y solo si (p(l) es un isomorfismo de R-R-bimddulos entre A y A'.

La primera parte de la Proposicion se debe a la Observacion Para
demostrar la segunda afirmacién, probaremos antes el siguiente Lema.
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Lema 1.12. Dado un homomorfismo de dlgebras topoldgicas @ : R({A)) — R{(A")),
como en la Observacién el homomorfismo (p(l) :A — A’ es sobreyectivo si y sélo
si @ es sobreyectivo.

Demostracion. Supongamos que (p(l) es sobreyectivo. Notemos que para cada en-
tero d > 1, el homomorfismo de R-R-bimddulos

Wy =0 2r o) @ 2pp!): A1 (4') (1.8)
4

es sobreyectivo. Ademads, ¢[0 = ¥4+ (¢|4« —¥4), donde el homomorfismo de
R-R-bimédulos (¢ — Py) va de A9 a (m(A’))?*!. Asi, para cada v € (m(A"))?
existe u € A? tal que @ (u) = v +w para algtin w € (m(4’))4*!.
Seann>1yye (m(A))" .
Afirmacién: Existe una sucesion (x;);>o con x; € A" tal que para cada N > 0
N
se satisface () x;) = y+ry para algin ry € (m(A’))" N+,
i=0
Podemos probar la existencia de tales “x;”” recursivamente. Cada x; estd en AT

[}

N
por lo que la serie x = Zx,- = Al,l’m Zx,- es un elemento del ideal (m(A))"; y al
i=0 =0

evaluar ¢ en x tenemos ¢(x) = 1\11520 (p(in) =y.
i=0

Al considerar el caso n = 1, tenemos que m(A’) estd contenido en la imagen bajo
¢ de m(A); mds atn @(m(A)) = m(A’). Dado que @|g es la identidad, entonces ¢
es sobreyectivo.

Supongamos ahora que @ es sobreyectivo. Para cada ¢ € A’, existe un elemento
b € R({(A)), tal que ¢(b) = c. Descomponiendo a b en sus partes de longitud 0, 1 y
el resto tenemos

o(b) =) +od")+ (b5 —b) = + o(bV) + 9(b—b O —b1)) =,

por lo que b(® = 0. De esta forma (b)) = ¢ — (b — b())). Recordando que
@((m(A))?) = (m(4"))?, tenemos que @1)(b(V) es igual a ¢, ya que b —b(l) €
(m(A))2. De lo cual concluimos que ¢(!) es sobreyectivo.

U

Demostremos ahora la segunda parte de la Proposicién [I.11]

Demostracion de la Proposicion[I.11] Supongamos que ¢ es un isomorfismo, en-
tonces por el Lema @) es sobreyectivo. Si (1) no fuera inyectivo, existirian
b1,by € A distintos, tales que @(1)(b;) = @1)(b,). El homomorfismo ¢! es so-
breyectivo, por lo que, utilizando el Lema existen x1,x, € (sm(A))? tales que
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o(x1) =0 (b)) y @(x2) = @@ (by). Asi, by —x1 y by — x son elementos distintos
de R((A)), tales que @(b; —x1) = @V(by) y @(by —x2) = @V (b3), lo que es una
contradiccion al hecho de que ¢ es inyectivo. Concluyendo, (p(l) es sobreyectivo e
inyectivo, es decir, es un isomorfismo.

Supongamos ahora que (p(l) es un isomorfismo. En particular, (p(l) es sobreyec-
tivo. Por el Lema(I.12] tenemos que ¢ es sobreyectivo. Si ¢ no fuera inyectivo, exi-

stirfan x1,x, € R((A)) distintos, tales que @(x;) = @(x,). De esta forma xgo) = xéo),

ya que @|g es la identidad. Sea n el minimo d € N, tal que xgd) # xgd). Sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer que xgd) = 0 para todo d € {0,1,--- ,n—1}.
Sea ¥, el isomorfismo de R-R-bimédulos definido como en (1.8)), entonces @|4n =
W+ (@[ar — ).

El homomorfismo de R-R-bimédulos (@[4n — ¥,) va de A" a (m(A"))"*!y
o((m(A))") = (m(A"))", entonces

o(x1) = W (™) + (o — ) (V) + @y — 2",

donde W, (x}")) € (m(A"))" y (@lan—Fn) (") + @ (1 —2") € (m(4"))"*1; de ma-
nera similar P, (x}")) € (m(A"))" y (@lar — W) (55") + (2 =) € (m(a"))"+1,
lo que es una contradiccion, ya que al ser xg") # xé") y ¥, un isomorfismo, tenemos
que ¥, (xgn)) #W, (xgl)) y por tanto @(x1) # @(x). Asi ¢ es biyectivo, es decir, un
isomorfismo.

O]

Definicion 1.13 ([3]], Definicién 2.5, [6]). Sea ¢ un automorfismo del dlgebra R((A))
(tal que @|g es la identidad), correspondiente a la pareja (o1, p2)).

n Si q)(l) es el automorfismo identidad de A, entonces decimos que @ es un aut-

morfismo unitriangular. Mds aiin, decimos que @ tiene profundidad (depth)
d>1, si 9?(A) C (m(A)! y @A) Z (m(A))4*2. En el caso en que
¢©?) = 0 decimos que @ es un automorfismo de profundidad infinita.

= Si (p(z) = 0, entonces llamamos a ¢ un cambio de flechas.

Observacion 1.14 ([6]). Si ¢ es un automorfismo unitriangular de R((A)) de pro-
fundidad d, entonces para cada ¢ € A" la diferencia ¢(c) — ¢ se encuentra en
(m(A))"4. Asi para cada x € (m(A))", @(x) —x € (m(A))"+4,

Para cada e € R ¢(e) = e, por lo que ¢(e) — e = 0. De esta forma, para cada
x € R((A)) obtenemos que @(x) —x € (m(A))"™+4 (short(0) = co y A= = 0).

Observacion 1.15. Si ¢, y ¢, son dos automorfismos unitriangulares de R{(A)),
entonces la composicion @, o Q1 es un automorfismo unitriangular, y

depth(@; o 1) > min{depth(¢;),depth(¢p,)}.
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dlgebras topoldgicas como en la Proposicion|l. 11| tal que @'V : A — A’ es inyectivo
(no imponemos condiciones sobre (p(z) : A — m(A")). Entonces, el homomorfismo
¢ es cerrado.

Proposicion 1.16. Supongamos que ¢ : R <(Aii — R{(A")) es un homomorfismo de

Demostracion. Recordemos que las dlgebras topolégicas R({A)) y R({A’)) son es-
pacios 1-numerables. Asi, podemos caracterizar a los conjuntos cerrados por medio
de sucesiones, es decir, un subconjunto U C R((A)) es cerrado si y sélo si para ca-
da sucesién (x,),en convergente en R((A)) formada por elementos en U el limite
’}gl(}o X, € U (el andlogo ocurre en R{(A"}))).

Dado un subconjunto cerrado U C R((A)), sea (x,),cn una sucesion conver-
gente en R((A’)) formada por elementos en U’ = (U )s. La sucesién (x),),en C U’

es convergente, por lo tanto para cada d > 0 existe algin N € N que satisface

xﬁq(d) = x;\(,d) para toda n > N; sea Ny el minimo de las N € N con tal propiedad.

Sea (xp)neny € U con la propiedad de que @(x,) = x|, para cada n € N. Para cada
d > 0 definamos My = max{N; | i > 0,i < d}.

Afirmacion: Para todan > M, xfld) = xj(f,lj.

Demostraremos esta afirmacion inductivamente. Recordemos que @40 es la

identidad; dado que para cada n > Ny ¢(x,)?) = qo(xNO)(O), entonces x,(f’) = xl(\?o)

para toda n > No = My. Supongamos ahora que la afirmacién es vélida para toda
i€{0,1,---,d}.Paracadan > My,

[e]

Z (p(xS,i))(dJrl) = (p(xn)(d+1) — (P(deH)(dH) _ Z (P(xl(\fl)dﬂ)(dﬂ),
i=0 =

entonces ¢(x,(1d+1))(d+l) = (p(x](tjdtll))(d“), yaque ) :xz(‘;)dﬂ paratodai€ {0,---,d}

y @(m(A)42) Cm(A”)4*2. Alser @) inyectivo, el homomorfismo de R-R-bimédu-

los W, descrito en (1.8) es inyectivo: paratodan > M, | tenemos Wy | (x}gd+ ! )) =

(d+1) (d+1) _ (d+1)
Yy ()CMLH‘1 ), entonces x ' =xy, . ‘ ‘

El conjunto U es cerrado, por la afirmacion la sucesion (x,),cn converge a un
elemento x € U. El homomorfismo ¢ es continuo, entonces @ (x) = @ (1im;, e X,) =

lim x/, € U’. De esta manera, U’ es cerrado.
n—yo0

]

1.1. Potenciales y sus Ideales Jacobianos

Cada espacio A¢ tiene una descomposicién como suma directa de R-R-bimédu-

los AY = @ Af{ j» donde Af{ ; es el espacio de caminos de longitud d que van de j a
1,j€Qo

i, es decir, Al?’j estd generado por los caminos aja; - --ag cont(ay) = jy h(ay) =1i.
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Definicion 1.17 ([3], Definicion 3.1; [6]).

Para cada d > 1, definimos la parte ciclica de A? como el sub-R-R-bimédulo

Affyc = @ Af‘fi. A los caminos que forman Agyc los llamamos caminos ciclicos
i€Qo

o simplemente ciclos.

Decimos que dos ciclos vy, vy € Agyc son rotacionalmente equivalentes si exis-

ten dos caminos wy y wp en Q tales que vi = wiwy y vo = wowi. En este caso
denotamos v ~ot V2.

Definimos la parte ciclica de R((A)) como el subespacio vectorial cerrado
= d
R<<A>>CYC = HAcyc'
d=1

Llamamos a los elementos de R((A))cyc potenciales.

Dado un ciclo w, diremos que un potencial S involucra al ciclo w, si en la
descomposicion S = Z AV donde A, son escalares, la suma Z Ay

Vel_l;:l Agyc V™ rotW

es distinta de cero.

Dos potenciales S 'y S’ son rotacionalmente disjuntos si no involucran a un
mismo ciclo.

Para cada o, € A* definimos la derivada ciclica dy, como la funcion K-lineal y
continua dg : R((A))cye = R((A)) que en cada ciclo aa; - - - aq estd dada por
la regla

d
dular---aq) =Y aar)ags - aqar---ag,.
=1

Para cada potencial S, definimos su ideal Jacobiano J(S) como la cerradura
en R((A)) del ideal bilateral generado por los elementos de la forma dy(S)
con o, € A*. Notese que J(S) es un ideal bilateral de R((A)).

Llamamos al cociente R({A))/J(S) el dlgebra Jacobiana de (A,S) (o (Q,S)),
el cual denotamos como Z(Q,S) o Z(A,S).

Para cada flecha a € Q;, usamos la notacién d, para la derivada ciclica d,-,
donde Q] = {a* | a € Q1} es la base dual de Q; en A™.

Para cada potencial S € R((A))cyc denotaremos el espacio de derivadas ciclicas
de S como

S = {9u(S) | o € A*Y. (1.9)
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Observacion 1.18. El ideal bilateral generado por los elementos de la forma dy(S)
con o € A* es el subespacio vectorial de R((A)) generado por R{({A)){du(S) | o €
A*}R((A)), es decir, el ideal Jacobiano es

J(S) = (R((A)){da(S) | & € A*}R{(A))). (1.10)

Sea 1(S) el espacio vectorial

<<|_|Q1>{9 !a€Q1}<|_|Q">> (1.11)

Notemos que J(S) el_cerradura en R{(A)) de I(S). Es claro que I(S) estd con-
tenido en J(S), asi I(S) C J(S). El dlgebra R((A)) es la cerradura del espacio

éAd = [l ch>, por lo que R((A)){du(S) | @ € A*}R((A)) es igual a
d= d=0

<|i|Qil>{r9a 5) | aear }<|_|Qd
d=0

dicho producto estd contenido en

)
<d|;|0fo>{aa IOCGA*<|_|Qd>
<([|Qd){a |a€Q1}< >>

Asi J(S) = (R{({A)){du(S) | ¢ € A*}R((A))), estd contenido en I(S), es decir, J(S) =
1(S).

Definicion 1.19 ([3]], Definicién 3.2). Diremos que dos potenciales Sy S son cicli-
camente equivalentes S ~cyc S’ si su diferencia S — S’ se encuentra en la cerra-
dura del espacio vectorial que consiste de los elementos de la forma ay---ag —
a---agay, donde ay - --ay es un ciclo.

Dos potenciales son ciclicamente equivalentes si involucran exactamente los
mismos ciclos, y para cada uno de éstos la suma de escalares que acompanan a los
ciclos rotacionalmente equivalentes es igual.

La siguiente observacion es clara a partir de la definicion de equivalencia ciclica.

Observacion 1.20 ([3]], Proposicion 3.3). Si dos potenciales Sy S’ son ciclicamente
equivalentes, entonces para cada o € A* tenemos que 9y (S) = du(S'), y por lo
tanto, J(S) =J(S") y Z(A,S) = P(A,S).
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Proposicion 1.21 ([3], Proposicion 3.7). Sea ¢ : R({A)) — R{(A")) un isomorfismo
de R-dlgebras tal que Q|g es la identidad y sea S € R((A)) un potencial. El isomor-
fismo @ satisface @(J(S)) = J(@(S)). De esta forma, existe un isomorfismo entre
las dlgebras jacobianas P (A,S) y Z(A’, ¢(S)).

Antes de dar la prueba de esta proposicion desarrollaremos algo de notacion que
serd de utilidad para trabajar con derivadas ciclicas.
Consideremos al espacio

R{(A))RR((A)) = [] (A? @k A°) (1.12)
d,e>0

(nétese que estamos tomando el producto tensorial sobre el campo K), veamos a este

espacio como un espacio vectorial topoldgico con un sistema de vecindades abiertas

alrededor de 0 formado por los conjuntos de la forma H (Ad ®k A®) para cada
d+e>n

n > 0. El subespacio R(A) @k R(A) es denso en R((A))®R((A)). Para cada o € A*,

definimos la funcién continua K-lineal Ay : R((A)) — R{{A))®R((A)) dada por

Ag(e)=0paracadae c R=A"y

d
Ag(ar---ag) =Y a(a)ar--ai_1 @ap-aq (1.13)
i1

para cada camino a; - - - a4 de longitud positiva. Definamos ahora una funcién con-
tinua K-bilineal [ : (R((A))®R((A))) x R({A)) — R((A)) determinada por

(u®v)Og =vgu (1.14)
para cada u,v,g € R((A)).

Lema 1.22 ([3], Lema 3.8). (Regla ciclica de Leibniz). Dados dos vértices i, j € Q,
sean f'y g dos elementos del dlgebra R((A)) tales que f € R((A))i jy g€ R{(A))ji
Si fg € m(A), entonces para cada o € A* tenemos que

da(fg) = Aa(f)Dg +Aa(g)DS- (1.15)
En general, para cualquier sucesion finita de vértices en Q iy,ia, -+ ,ig,izr1 =11y
para cualquier sucesion de elementos en R((A)) fi,f2,-+ , fa tales que para cada

ke {1,2,---d} fi € R({A))i i, (con fi--- fy € m(A)), tenemos

d
- fa) :Z Oferr -~ fafi-- fi1)- (1.16)
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Demostracion. Probemos la igualdad dada en (I.13). Las funciones dg y Ay son
lineales y continuas, mientras que [J es bilineal y continua; asi para probar (I.15])
basta con probarlo en el caso en que f y g son dos caminos. Si f es un camino
de longitud 0, f € R = A° (en este caso los vértices i y j son el mismo, y f es
un multiplo escalar del idempotente e; € R), entonces g es un camino de longitud
positiva, g =ay---ayg y

alap)agy1---aqeiar -+ -ag—1

a(ay)agiy---aqay - - a1 = dg(eig).

||[\ﬂ<e~ [ M&

El caso en que g es un camino de longitud O es analogo. Si f'y g son caminos de lon-
gitud positiva, f =aj---ag y § = aq+1 - aq+s, entonces de acuerdo a la definicion
de derivada ciclica,

d+s
k=1
d d+s
Z ak ak+1 adgal-.'ak_1+ Z a(ak)ak-l—l"'ad+sfad+1"'dk_1
k=1 k=d+1
= Ao (f)Og +Aa(g)Tf.

Por induccién (sobre d) podemos probar la igualdad (1.16).
]
Lema 1.23 ([3]], Lema 3.9). (Regla ciclica de la Cadena). Si ¢ : R((A)) — R{(A"))

es un homomorfismo de dlgebras topologicas como en entonces para cada
potencial S € R((A))cye y cada o € A™ se satisface

= Zé Ao (9(a))Tp(9u(S))- (1.17)

Demostracion. De manera similar al lema anterior, basta demostrar la igualdad

(1.17) en el caso en que S es un ciclo aj - - -a,4. De la igualdad (1.16) del Lema
aplicada a ¢(ay),---,@(ay) se sigue que la derivada ciclica de @(S) con respecto a
o es

ZAa ¢(ax))0@(axy1---aqar -~ -ar_1)

= Z Ao(@(@)D@( Y. apyr---aqar---ag_y)

acQ, k:ap=a
— Zé Ag(@(a))Dp(da(S)).
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El Lema nos dice que para cada oo € A™* la derivada ciclica dy (@(S)) se
encuentra en el ideal generado por {@(d,(S)) | a € Q1}, por lo que tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 1.24. Dados un homomorfismo de dlgebras topoldgicas ¢ : R((A)) —
R((A")) como en el Lemal[l.23] y un potencial S € R((A))cyc; el espacio de derivadas
ciclicas d(S) estd contenido en el ideal bilateral generado por @(9(S)).

Ahora tenemos las herramientas necesarias para demostrar la Proposicion|l1.21

Demostracion de la Proposicion[l.21] Utilizando el Corolario [[.24] obtenemos que
el espacio I(¢(S)) estd contenido en el ideal ¢(J(S)). Por la Observacion|1.9] ¢ es
cerrado, entonces @(J(S)) = @(I(S)) = @(I(S)), es decir, @(J(S)) es cerrado. De
esta forma el ideal J(@(S)) estd contenido en @(J(S)). Aplicando este mismo resul-
tado con @~ ! en lugar de @, y ¢(S) en lugar de S, tenemos que J(S) =J (¢~ (¢(S)))
estd contenido en ¢! (J(¢(S))). Finalmente aplicando ¢ en la contencién anterior

P(J(S)) S J((S)), ast p(J(S)) es igual a J((S5)).

]

1.2. Carcajes con Potencial

Definicion 1.25 ([3]], Definicion 4.1). Dados un carcaj Q con su espacio de flechas
A, y un potencial S € R((A))cyc, llamamos carcaj con potencial (QP, quiver with
potential), a la pareja (Q,S) (6 (A,S)) si ésta cumple las siguientes dos condiciones:

El carcaj Q no tiene lazos, es decir, para cada vértice i € Qp, A;; =0.  (1.18)

No aparecen dos ciclos rotacionalmente equivalentes en la descomposicion de S.

(1.19)

La condicién (T.18) nos dice que el potencial S se encuentra en (.2 (A))?, mien-
tras que la condicién (1.19) nos dice que S no es un potencial distinto de 0 y rota-
cionalmente equivalente a 0.

Definicion 1.26 ([3], Definicién 4.2). Dados dos carcajes con potencial (A,S) y
(A", S") sobre el mismo conjunto de vértices Qy, definimos una equivalencia a derecha
entre (A,S) y (A',S") como un isomorfismo de dlgebras topoldgicas ¢ : R((A)) —
R((A")) tal que @|r es la identidad, y @(S) es ciclicamente equivalente a S'; en
este caso, diremos que (A,S) y (A’,S") son equivalentes a derecha, (A,S) = (A’,S").
Si (A,S) = (A")S') y A=A/, simplemente diremos que los potenciales S'y S' son
equivalentes a derecha sobre A.
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Cualquier homomorfismo de dlgebras ¢ : R({(A)) — R((A’)) tal que @|g es la
identidad, envia potenciales ciclicamente equivalentes en potenciales ciclicamente
equivalentes. Asi, la inversa de una equivalencia a derecha entre (4,S) y (A’,5') es
una equivalencia a derecha entre (A’,S") y (A,S), mientras que, la composicién de
dos equivalencias a derecha es una equivalencia a derecha.

De la Proposicion se sigue que una equivalencia a derecha @ : R({A)) —
R{(A’)) induce un isomorfismo de R-bimédulos entre A y A’. De esta forma, pode-
mos suponer sin pérdidad de generalidad que A = A’.

De las Observacion [1.20]y la Proposicién [I.21] se sigue que una equivalencia
a derecha entre dos carcajes con potencial (A,S) = (A’,S’) induce un isomorfismo
entre sus dlgebras Jacobianas, #(A,S) = Z(A’,S').

En [6] se introduce el concepto de equivalencia débil a derecha.

Definicion 1.27 ([6]). Si (A,S) y (A’,S) son dos carcajes con potencial sobre el
mismo conjunto de vértices Qo, diremos que (A,S) y (A',S") son equivalentes débil-
mente a derecha si existe un escalar distinto de cerot € K (el campo sobre el cual
se toman los espacios Ry A) tal que los carcajes con potencial (A,S) y (A',tS") son
equivalentes a derecha.

Si dos carcajes con potencial son equivalentes débilmente a derecha, entonces
sus algebras Jacobianas son isomorfas.

Presentaremos ahora un resultado de gran utilidad para definir equivalencias a
derecha.

Lema 1.28 ([11]], Lema 2.4). Sean Q un carcaj, y (¢,)n~0 una sucesion de automor-

fismos unitriangulares del R-dlgebra R{(A)). Supongase que lim depth(¢@,) = co.
n—oeo

Entonces el limite

¢ = lim @, Q11 (1.20)

estd bien definido y es un automorfismo unitriangular del R-dlgebra R((A)). Mds

aun, si S'y (Sp)u>0 son un potencial y una sucesion de potenciales respectiva-

mente, tales que 1im S, = S y ¢, es una equivalencia a derecha entre (Q,S,) y
n—oo

(Q,Sn+1); entonces ¢ = lgn OnQu—1--- Q1 es una equivalencia a derecha entre
(0,51) y (Q,5).

Demostracion. Paracadax € R((A)) definimos ¢(x) como el limite 11’_r>n On- - @1 (x).
n—roco
Por la Observacion para cadax € R((A)) y cadan >0

®n (X) —xe (m(A))short(x)-i-depth((p) C (m(A))depth((p).

Ademds, 1im depth(¢,) = oo, por lo que, para cada d > 0 existe N que satisface
n—oo

depth(¢,) > d para toda n > N, sea N; la minima de tales N’s. Asi, para cada

18



x € R({A)) y para toda n > Ny, @,(x) —x € (m(A))4*t!y

GnPu1 QN QLX) — Py, -1 Q1(X) € (m(A))dH-

De esta forma, para cada d > 0y cada x € R((A)) la componente de longitud d de
¢(x) estd dada por ((x))\) = ((@w,—1-- ¢1)(x))\?.

Para cada n > 0 los potenciales ¢,(S,) y S,+1 son ciclicamente equivalentes. De
manera inductiva, tenemos que para cada n > 0 los potenciales @, @,—1--- @1(S1) y
Sn+1 son rotacionalmente equivalentes. Asi, los potenciales @(S;) y S; son rota-
cionalmente equivalentes, y ¢ es una equivalencia a derecha entre (Q,S) y (Q,S).

]

Si (A,S) y (A’,S’) son dos carcajes con potencial sobre el mismo conjunto de
vértices Q, podemos considerar su suma directa (A,S) @ (A',S') = (A®A",S+5).
Las dlgebras completas de caminos R{(A)) y R((A’)) tienen encajes can6nicos en
R{(A®A")).

Ahora analizaremos el caso de carcajes con potencial S, tales que S € A%. En
este caso dS C A.

Definicion 1.29 ([3], Definicién 4.3). Diremos que un carcaj con potencial (A,S)
es trivial si S € A%y dS = A, es decir, Z(A,S) =R.

Proposicion 1.30 ([3], Proposicion 4.4). Sea (A,S) un carcaj con potencial que
cumple que S € A%. El QP es trivial si y solo si Q1 consiste de 2N flechas distintas
ay,by,- - ,an,by tales que para cada k € {1,--- N} ayby es un 2-ciclo (ciclo de
longitud dos) y existe un cambio de flechas ¢ tal que ©(S) es ciclicamente equi-
valente a ajby + - -+ anby, es decir, el QP (A,S) es equivalente a derecha al QP
(A,Cllbl S —|—aNbN).

Demostracion. Supongamos que O es un conjunto de 2N flechas, y que existe un
cambio de flechas ¢ tal que @(S) es rotacionalmente equivalente a a;b; + - +
ayby. El Corolario nos dice que el espacio de derivadas ciclicas d@(S) =
d(a1b; +---+anby) = A, estd contenido en el ideal bilateral generado por @(dS).
De esta manera @ (dS) = A, por lo que el homomorfismo de R-bimédulos o)A —
A es biyectivo (ya que A es de dimension finita y (p(l) es sobreyectivo). Asi, dS = A,
con lo que concluimos que el carcaj con potencial (A, S) es trivial.

Supongamos ahora que el carcaj con potencial (A,S) es trivial. Nétese que la
funcién D : A* — A dada por D(at) = dy(S) es lineal y sobreyectiva. Dado un par
de vértices distintos 7, j € Qp, para cada a € A; ; la derivada ciclica d,(S) se encuen-
traen A ;; por lo que para cada & € A7 ; se sigue du(S) €A ;. Al ser D sobreyectiva
y lineal, se tiene que D(A;;) = A;; y dim(4; ;) = dim(A];) > dim(4, ;); intercam-
biando i y j obtenemos dim(A;;) > dim(4; ;), por lo que dim(4; ;) = dim(A;;), es
decir, hay la misma cantidad de flechas en Q; que van del vértice j al vértice i que
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de flechas que van del vértice i al vértice j. Asi, Q1 consiste de 2N flechas distintas.
Numeremos los vértices, Qo = {i,- - ’i\Qo\}' Sean {aj,ay, -+ ,ay} un conjunto de

flechas que generan al espacio vectorial @ A,-k1 ity ¥ {b1,--- ,by} un con-
1<k <ka<|Qo|
junto de flechas que generan a @ A
1<k <ka<[Qo|

aiby es un 2-ciclo. Sea ¥ un cambio de flechas tal que para cada k € {1,--- ,N}
W(ax) = ar y ¥(br) = 9y, (S). Observemos que ¥(aib; +--- + anby) es ciclica-
mente equivalente a S, por lo que el cambio de flechas ¢ = ¥~! es una equivalencia
a derecha entre (A,S) y (A,a1b; +---+anby).

tales que paracadak € {1,--- ,N}

Ik >lky 2

]

Proposicion 1.31 ([3], Proposicién 4.5). Sean (A,S) un carcaj con potencial y
(C,T) un carcaj con potencial trivial. El encaje candnico R({A)) — R{({(A & C))
induce un isomorfismo de dlgebras Jacobianas ¥ (A,S) = ZP(A@C,S®T).

Demostracion. Sea L la cerradura del ideal bilateral en R((A & C)) generado por C,
es decir, el ideal L es el conjunto de todas las combinaciones lineales (posiblemente
infinitas) de caminos que contienen al menos una flecha en C. Asf,

R{{A®C)) =R((A)) O L,

y el ideal Jacobiano J(S+T) C R((A @ C)) es igual a la suma directa del ideal J(S)
en R((A)) y el ideal L. Por lo tanto,

PAGC,S+T)=RUAGC) JJ(S+T) = (RUA)) & C)/(J(S) & L)
= R((A))/J(S) = Z(A,S),

lo que concluye la prueba.
]

Definicion 1.32 ([3]]). Para cada carcaj con potencial (A,S), @) es la compo-
nente de longitud dos de S. Llamaremos a (A,S) reducido si s@) = 0, es decir,
S € (m(A))3. Definimos los espacios de flechas trivial y reducido de (A,S) como los
R-bimédulos de dimension finita

Aviv = Auiv(S) = 952 (1.21)

Ared :Ared(S) :A/aS(Z)- (1.22)

Observacion 1.33. Dado un carcaj con potencial (A, S) podemos suponer sin pérdi-
dad de generalidad que el espacio de flechas trivial es el espacio generado por 2N
flechas que por parejas forman 2-ciclos, como en la Proposicion
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Teorema 1.34 ([3], Teorema 4.6). (Splitting Theorem). Dado un carcaj con poten-
cial (A,S) con espacio de flechas trivial Ayiy y espacio de flechas reducido Axeq,
existen un QP trivial (Ayiy,Suiv) ¥ un QP reducido (Aieq,Sred) tales que (A,S) es
equivalente a derecha a la suma directa (Ayiy, Syiv) © (Ared, Sred )- Mds aun, la clase
de equivalencia a derecha de cada uno de los carcajes con potencial (Ayiy,Suiv) ¥
(Ared, Sted) estd determinada por la clase de equivalencia a derecha de (A,S).

Por la Observacién (1.33| para cada carcaj con potencial (A,S) podemos asumir
salvo equivalencia ciclica que S es de la forma

N
S = Z(akbk—i—akuk—i—vkbk) —l—S,, (1.23)
k=1

donde aj,by,--- ,an,by forman una base de Ayiy Y axby son 2-ciclos, u, vy son
elementos de m? y el potencial S’ € m? es una combinacién lineal de ciclos que no
involucran a ninguna la flechas a; 0 b k € {1,--- |N}.

Para probar la primera parte del Teorema[I.34] probaremos el siguiente lema.

Lema 1.35 ([3]], Lema 4.7). Dado un potencial S de la forma (1.23), existe un
automorfismo unitriangular de R((A)) @ tal que @(S) es ciclicamente equivalente a
un potencial S de la forma (1.23), con uy y vy, iguales a 0, para toda k € {1,--- ,N}

y8@2) =S50

Sea d > 1, diremos que un potencial S es d-dividido si es de la forma (I.23)
con uy, v, € mé*! para toda k € {1,---,N}, es decir, al quitarle a S su compo-
nente de longitud dos, el resto pertenece a la suma directa del algebra completa
de caminos generada por Arq y la potencia d + 2 del ideal m(Ayiy) en R{(A)),
S—S@ € R({Areq)) ® (m(Ayiy) )42

El Lema es consecuencia del Lema

Lema 1.36 ([3]], Lema 4.8). Dado un potencial S d-dividido para alguna d > 1.
Existe un automorfismo unitriangular @ : R({(A)) — R((A)) ¢ de profundidad d, tal
que @(S) es ciclicamente equivalente a un potencial S 2d-dividido que satisface

§2) — g(2),

N

Demostracion. El potencial S es de la forma S = Z (arby + auy +viby) + ', con
k=1
ug, v € m9*t1. Sea @ el automorfismo unitriangular dado por

¢(ax) = ax —vi, @(bi) = by —ugparacadak € {1,--- N}, y
¢(c) = c para toda flecha c € Q1\{a1,by, - ,an,bn}.
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El automorfismo ¢ es de profundidad d, y por la Observacion para toda k €
{1,---,N} se tiene

@ () = up —l, y @(vi)) = vi — V), con uj,vj, € m* 1,

Por lo tanto, aplicando ¢ a S obtenemos

S
&

i
1=

((ax — vie) (bx — ug) + (ax — vie) (e — 1) + (Ve — Vi) (b — ug)) + 8’

~
I
—_

N
(akby + agity +Vibr) — Y (wevi + vy + Vi) + 5.
=1

I
M=

T

N
El potencial — Y (ugve + vy, + viue) € m?4*2 es ciclicamente equivalente a un
k=1

N

potencial de la forma|l.23| es decir, ciclicamente equivalente a Z (akuZ + vak) +
k=1

S", con u}l,v € m**! y §" un potencial que no involucra a ninguna de las flechas
ay O bk. Asi,

N
ve S = Z arby +ar(uy +ui) + (Vi +vi)br) + (S +57).

Con ayuda del Lema [I.36] probaremos el Lema|[I.35]

Demostracion del Lema Sea S un potencial de la forma (1.23). Construiremos
una sucesion de potenciales (S,),>1 y una sucesion de automorfismo unitriangulares
(a)a>1 que cumplen:

1. Para cadan > 1 el potencial S, es 2"-dividido.

2. El automorfismo unitriangular ¢; es de profundidad 1, y es una equivalencia
a derecha entre (A,S) y (A,S)).

3. Para cada n > 2 el automorfismo unitriangular ¢, es de profundidad 2"~ !, y
es una equivalencia a derecha entre (A,S,_1) y (A,Sy).

La construccion de dichos potenciales y automorfismos se hara de manera inductiva.
El potencial S es 1-dividido, por el Lema[I.36]existe un potencial S; 2-dividido y un
automorfismo unitriangular de profundidad 1 que hace equivalentes a derecha a los
carcajes con potencial (A,S) y (A,S1). Si S, es un potencial 2"-dividido, el Lema
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nos da la existencia de un potencial S, | 2"*!-dividido y un automorfismo
unitriangular ¢, de profundidad 2", tales que ¢, es una equivalencia derecha
entre (A,S,)y (A, Sp+1)-

Utilizando el Lemal[I.28] obtenemos un automorfismo unitriangular bien definido
0= r}l_{rolo @y - - @1. Denotemos por $ a la imagen de S bajo @, § = r}l_{rolo O 91(S).

Paracadan > 18 =@ ys,—s? e R{{Areq)) ® (m(Agiy))¥+2, donde R({Areq))
es el dlgebra completa de caminos de Areqg y m(Agiy) es el ideal de R((A)) generado
por A;y. Por lo tanto, 8§@) =8@) = g1by + - +ayby yS— 8@ ¢ R{{Areq))-

O

Probemos ahora el Teorema

Demostracion del Teorema Por el Lemaexiste un potencial $ equivalen-
te a derecha al potencial § que satisface S?) € A2,y §—S?) € R({Aeq)). De esta
manera, el carcaj con potencial S es la suma directa del potencial trivial (Ag;y, S (2))
y el carcaj con potencial reducido (A, §—§ (2)). Esto demuestra la primera parte
del Teorema[[.34]

Demostremos la segunda parte del teorema. Dados dos QPs triviales (A,S) y
(A",S"), y dos QPs reducidos (C,T) y (C',T'), supongamos que ¢ es una equiva-
lencia a derecha entre los QPs (A®C,S+T)y (A'@C',S'+T’). El potencial T se
encuentra en (m(A@®C))3, por lo que ¢(T) € (m(A’ B C')? y §' = '@ es ciclica-
mente equivalente a ¢(S)?) = (o) @ @) (S). Sea W : R((ADC)) — R({A' > C"))
el homomorfismo de K-dlgebras topoldgicas tal que W|g es la identidad, determi-
nado por la pareja (¥, ¥(?)) = (¢(1),0); este homomorfismo satisface W(S) =
((P(l) 2 )(S) ~cye §'. Notemos que el espacio de derivadas ciclicas del potencial
S es el mismo si se considera dentro de R((A ®C)) 6 dentro de R((A)), de igual ma-
nera el espacio de derivadas ciclicas de S’ es el mismo en R({(A’®C")) y en R((A")).
Por el Corolario el espacio de derivadas ciclicas d'¥(S) = dS’ se encuentra
en el ideal bilateral generado por ¥(dS) = W¥(A). Por lo tanto A’ estd contenido
en el ideal bilateral generado por W(A), asi A’ C W(A) = ¢()(A). Razonamientos
similares nos permiten afirmar A C @()=1(A"), por lo que ¢V |4 es un isomorfis-
mo entre A y A’. De esta manera, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
A=A"y que ¢|4 es laidentidad. Asi, el teorema se concluye de la Proposicién

O

Proposicion 1.37 ([3], Proposicién 4.9). Sean (A,S) y (A,S') dos carcajes con po-
tencial reducidos 'y (C,T) un carcaj con potencial trivial. Si (A® C,S+T) es equi-
valente a derecha a (A® C,S' +T), entonces (A,S) es equivalente a derecha a
(A,5).

Omitiremos la prueba de esta proposicion debido a que es algo técnica y larga.
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Capitulo 2

Mutaciones de Carcajes con
Potencial

Definicion 2.1 ([6], [3]]). Sean (A,S) un carcaj con potencial y k € Qo un vértice.
Supongamos que

no hay 2-ciclos orientados en Q que pasen por el vértice k, (2.1)

es decir, para cada vértice i € Qy, el espacio A; =0 0 Ay; = 0. Podemos suponer,
salvo equivalencia ciclica, que

los ciclos que aparecen en la descomposicion de S no inician en el 2.2)

vértice k (y por tanto no finalizan en k).

Suponiendo que el QP (A,S) satisface 2.1) y 2.2)), asociamos a éste un carcaj
con potencial i (A,S) = (A,S). El QPs (A,S) tiene el mismo conjunto de vértices
Qo que el QP (A,S). Para cada i, j € Qq definimos la componente A; j como:

D IGYON sii=ko j=k;
Aij = { AijDA; KAy, en otro caso; (2.3)
donde (A} ;)* es el dual del espacio de flechas del vértice j al vértice i, y A; Ay j es
un subespacio de A> C R({A)). EI R-R-bimddulo A estd dado por

A= @kAEk EBAekA @D (ekA)* D (Aek)*, (24)

dondee, =1—¢, = Z e;.
i€Qo\{k} N
Asociamos a Q1 el conjunto de flechas Q1 formado de la siguiente manera:

» Tomamos las flechas en Q| que no tienen como uno de sus extremos al vértice
k.
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» Para cada flecha a que termina en k y cada flecha b que inicia en k, creamos
la flecha “compuesta” [ba), que identificamos con el producto ba € AeiA.

» Reemplazamos cada flecha a que termina en k por la flecha dual a* € Q7. De
igual manera, reemplazamos cada flecha b que inicia en k por la flecha dual
b* € Q7.
La premutacio’ de A es A, donde We(Q1) = él. N N
Asociamos al potencial S el potencial i (S) = S € R((A)) dado por

S = [S]+ A, (2.5)

donde
A =M (A) = ) [ba)a*b*, (2.6)
a,beQy:h(a)=t(b)=k

y [S] se obtiene al sustituir en cada ciclo ay - - - ag que aparece en S, el factor a,ap
por [apap1] sit(ap) = h(ayi1) = k (la condicion nos dice que ningiin ciclo
en S inicia en k). L

Llamamos al carcaj con potencial [;(A,S) = (A,S) la premutacién de (A,S)
respecto al vértice k.

La siguiente observacion se sigue de la definicion de premutacion.
Observacion 2.2 ([3]], Proposicion 5.1). Si un carcaj con potencial (A,S) satisface
@Iy @2), y (A',S") es un QP tal que A’ = A'e; = 0, entonces

W(AGA S+ = (A,S)®A,S). (2.7)

Teorema 2.3 ([3]], Proposicion 5.1). La clase de equivalencia a derecha de la pre-

mutacion [ (A,S) = (A,S) es determinada por la clase de equivalencia a derecha
del QP (A, S).

Demostracion. Sea A el R-R-bimédulo de dimensién finita dado por
A=AD (eA)" & (Aer)*. (2.8)

El encaje natural A < A identifica al dlgebra R({A)) con una subdlgebra cerrada de
R{(A)). o

Notemos que existe un encaje natural A — R((A)), que envia cada flecha com-
puesta [ba] al producto ba. De esta manera, identificamos al potencial S dado en

~

(2.5), con un elemento en R((A)) ciclicamente equivalente al potencial

S+< Y b*b)( Y aa*>. (2.9)
beQ e acer Q)

'El concepto de premutacién fue introducido por D. Labardini, mientras que en [3] se define la
mutacién de carcajes con potencial sin hacer uso de éste término.
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Asi, el teorema se sigue del Lema[2.4]
[

Lema 2.4 ([3], Lema 5.3). Todo automorfismo ¢ de R((A)) se puede extender a un
automorfismo @ de R{{A)) que satisface

P(R((A))) = R((A)), (2.10)

90< ) aa*) = Y ad, <p< y b*b) = Y b 2.11)

acerQ acerQ) beQ e beQ e

Demostracion. Para extender el automorfismo ¢ a un automorfismo @ de R((X}>,
s6lo hay que definir los valores ¢@(a) para cada flecha a € ¢,Q; y ¢@(b) para cada
flecha b € Q¢

Definamos la accion de q) sobre las ﬂechas en ¢;,Q1 = {ay, - ,a,}. La restric-
cién ¢|,, o, estd dada por ! |ele + ol |ele . Podemos representar al isomorfismo
(p(l) le,0, : €xQ1 — exQ1 por medio de una matriz invertible C; con entradas en K
(de dimensiones r X r), de forma que

<(p(l)’€kQ1 (Cll) (p(1)|€kQ1(a2> (p(l)‘ele (ar)> — (Cll ay - ar)Cla (212)

y representamos al homomorfismo qt)(2)|ekQ1 con una matriz C; con entradas en
m(A), es decir,

(¢(a1) p(a2) - 9(aq)) = (a1 a2 -+ aq) (C1 + ). (2.13)

Notemos que la matriz C; +C, = C,(I+C n 1C2) es invertible, y su inversa estd dada
por

C+C) =+ et = <I+Z ') )cll; (2.14)

la suma infinita estd bien definida ya que para cada n > 1 la matriz (C; lCz)” tiene
entradas en (m(A))". Definimos la funcién @ sobre el conjunto e¢,Q; como

§la) ai

as as
(p(: )| e+t | 7. 2.15)
o) a
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Asi,

p(a)
a@y@>4wma@y~wm>¢@) e
" o(a)
ay
=(ayay -+ ay) a:2 :iajaj-.
a)
La definicion de @ sobre el conjunto de flechas Qe = {by,b,- - , b} se realiza de
manera similar. La funcion ¢|g, ., estd dada por
@(b1) b
(P(fm = (D) +Dy) bf , 2.17)
o(b) b

donde D; es una matriz invertible con entradas en K, y D, es una matriz con entradas
en m(A). Definimos @ sobre las flechas en Q1¢; como

(@(b}) P(B3) -+~ @(b})) = (b] b3 -+ b)) (D1 +D) " (2.18)

De esta forma,

¢(b1)
¢ (ib}%) = (@(b7) @(b3) -+~ 9(b7)) q’@ (2.19)
a #(b)
by
—wivb | 7| = Yoy
)

Por lo tanto, el automorfismo ¢ satisface la condicién (2.11)). La condicién (2.10)
se cumple por la construccién de @.
[

El automorfismo @ obtenido en el Lema [2.4] puede restringirse a un automorfis-
mo de R((A)), de lo que se concluye el Teorema
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Notese que si un carcaj con potencial (A, S) es reducido, entonces la premutacion
[ix(A,S) = (A,S) no necesariamente es reducida, ya que la componente [$](?) € A2
puede ser distinta de O.

Utilizando los Teoremas y[2.3] obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5 ([3]], Corolario 5.4). Sea (A,S) un carcaj con potencial que satisface
las condiciones 2.1) y 2.2)) con respecto a un vértice k € Qy. Si (A,S) es un QP
reducido tal que

ﬁk(A75> = (‘Z7§) = (Ztriwg(z)) D (ng)v (220)

entonces la clase de equivalencia a derecha de (A,S) estd determinada por la clase
de equivalencia a derecha de (A,S).

Definicion 2.6 ([3]], Definicion 5.5). Definimos la mutacion de (A,S) con respecto
al vértice k como la parte reducida de la premutacion [y (A,S); por el Corolario
ésta estd bien definida salvo equivalencia a derecha. Denotamos a la mutacion
del QP (A,S) como i (A,S).

Notemos que los carcajes con potencial (A,S) y (A,S) considerados en el Coro-
lario [2.5]satisfacen las condiciones y (2.2)). La mutacidén con respecto al vértice
k es una transformacion bien definida en el conjunto de clases de equivalencia a
derecha de carcajes con potencial reducidos (sobre el mismo conjunto de vértices).

Teorema 2.7 ([3], Teorema 5.7). Para cada vértice k, mutar con respecto a k es
una involucion en el conjunto de clases de equivalencia a derecha de carcajes con

potencial reducidos que satisfacen @1) y Z2); es decir, u?(A,S) = Wk (A,S) =
(A,S).

Demostracion. Sea (A,S) un QP reducido que satisface (2.1) y (2.2)) con respecto
al vértice k. Por el Teorema [1.34]y la Observacion las parte reducidas de los

QPs 2 (A,S) = (A,S) y 12 (A,S) son equivalentes a derecha. Asf, basta demostrar
que

(A,S) es equivalente a derecha a (A,S) & (C,T), donde (C,T) es un QP trivial,
(2.21)
para concluir el teorema. _
Recordemos que A estd dado por la igualdad (2.4). Obsérvese que eiAe; =
erAe; D AeiA, (ekA)** = ¢;A, (Aek)** = Aey, ;A = (Aek)*, y Aey = (ekA)*; por
tanto

A = Ae;, DA A DA e A" D Ae; D eA (2.22)
=ADeAe, DAeA DA e A”, (2.23)
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y el conjunto de flechas Q; es Q; junto con las flechas [ba], [a*b*] para cada a €
exQ1ybe Qe B
Por (2.5) y (2.6), el potencial S esta dado por

S=[[S] + Ar(A)] + Ac(A) = [S] + Y ([ba)[a*b*] + [a*b*|ba) (2.24)
a,beQ:h(a)=t(b)=k

~eye S1 = [S]+ Y ([ba] + ba)[a*b"].
a,beQq:h(a)=t(b)=k

Demostraremos que el QP (A,S]) es equivalente a derecha a (A,S) & (C,T),
donde (C,T) es el QP trivial

(C,T) = (AekA DA e A, [bal [a*b*]> . (2.25)

a,beQ:h(a)=t(b)=k

La prueba se hard componiendo tres automorfismos @1, @2, @3 de R((A)):

= Sea ¢ el cambio de flechas tal que ¢;(b) = —b para cada flecha b € ¢;01, y
es la identidad en el resto de las flechas. Entonces,

01(S1) =S, =[S]+ Y ([ba] — ba)[a*b*]. (2.26)
a,beQy:h(a)=t(b)=k

= Sea @, el automorfismo unitriangular tal que @,([ba]) = [ba] 4 ba para cada
flecha [ba] € AerA, y es la identidad en el resto de las flechas. El potencial [S]
se obtiene al reemplazar en S cada producto de la forma bacona € e,Q1y b €
Q1ey por [bal, por lo que @, ([S]) es ciclicamente equivalente a un potencial de
la forma S + Z [ba|®@,;, para algunos elementos @, , € m(A &
a,beQy:h(a)=t(b)=k
AeiA)?. Por lo tanto,

(p2(52) ~cyc S3 =8+ Z [ba] ([a*b*] + wmb) (2.27)
a,beQy:h(a)=t(b)=k

= Sea @3 el automorfismo unitriangular tal que ¢3([a*b*]) = [a*b*| — @, para
cada flecha [a*b*] € A*e A*, y es la identidad en el resto de las flechas. La
imagen de S3 bajo g3 es S+ T.

De esta forma, (A,S) = (A, S,) 2 (A, S3) = (A,8)&(C,T),ylacomposicion @3¢,

es una equivalencia a derecha entre los QPs (4,S1) y (4,8) @ (C,T).
[
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Ejemplo 2.8. Consideremos el carcaj Q con vértices Qo = {1,2,3,4} y flechas
a:1—-2,b:2—-3,¢c:3—4,yd:4—1:

Sea S' el potencial adch. EI QP (Q,S') satisface la condicion con respecto
al vértice 2, pero no satisface (2.2)) con respecto a 2. Reemplacemos al potencial S’
por el potencial ciclicamente equivalente S = dcba. La premutacion de (Q,S) con
respecto al vértice 2 reemplaza la flecha a por la flecha a* : 2 — 1, reemplaza la
flecha b por la flecha b* : 3 — 2y agrega una nueva flecha [ba) : 1 — 3. Asi, el carcaj

O tiene como vértices Qy = Qp = {1,2,3,4} y flechas 0 = {c,d,a*,b*,[ba]}:

4 < 3
[ba
d b*
i - 2
a

El potencial [i(S) = S estd dado por S = dc[ba) + [bala*b*. El carcaj con po-
tencial (A, S) es reducido, por lo que 1>(A,S) = (A, S) = (A, S).
Notese que el QP > (A, S) satisface las condiciones 2.1) y (2.2) con respecto al

vértice 2. La premutacion de (A, S) con respecto a 2 reemplaza a las flechas a*
por a*™* =ay b* por b** = b; ademds agrega la flecha compuesta [a*b*] : 3 — 1:
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El potencial [1;(S) estd dado por

S =dclba] + [ba][a*b*| + [a*b*]ba
~eyeS1 = dclba) + ([ba] 4 ba)[a”*b*].

Si @1 es el cambio de flechas tal que ¢1(b) = —b'y @i|g,\(p} es la identidad,
entonces

©1(S1) = S2 = dc[ba] + ([ba] — ba)[a"b"].
Sea @, el cambio de flechas tal que @([ba]) = [ba] +ba 'y ¢2|p,\(pa)) €5 la
identidad. La imagen de S> bajo @, es ciclicamente equivalente a

S3 =dcba+ [bal(dc+ [a*D"]).

Tomemos ahora @3 como el automorfismo unitriangular tal que @3([a*b*]) =
[a*b*]—dcy ‘P2|Q1\{[a*b]}} es la identidad.

©3(S3) = S+ [ba][a”b"].
La parte reducida de ol (A, S) = Uz (A, S) es equivalente a derecha a (A, S).

Definicion 2.9 ([3]], Definicion 7.2). Sea (Q,S) un QP 2-aciclico. Dados n vértices
i1,i2, ,in € Qo, se dice que (Q,S) es (i1,iz, - ,in)-no degenerado si los carca-
Jjes subyacentes a los QPs w; (Q,S), Wi, i, (Q,S), -+, Wi, Mi, - Hi, (Q,S) estdn
bien definidos y son 2-aciclicos. Diremos que (Q,S) es no degenerado si el QP es
(i1,12,...,in)-no degenerado para cualquier sucesion finita de vértices iy, iy, ...,i, €

Qo.

En [3, Corolario 7.4] se demuestra que si el campo K es no numerable (en par-
ticular si K = C), entonces para cada carcaj Q existe al menos un potencial S que
satisface que el carcaj con potencial (A, S) es no degenerado.

Nota 2.10. Dado un carcaj Q, diremos que un potencial S € R({Q)) es un potencial
no degenerado sobre Q si el QP (Q,S) es no degenerado.
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Capitulo 3

El Carcaj asociado a una
triangulacion de una superficie

En este capitulo se presenta la definicion de triangulacion de una superficie, y la
manera en que asociamos un carcaj a una triangulacién. La estructura combinatoria
entre los arcos de la triangulacion y su transformacion mediante reemplazos resulta
compatible con la mutacion a nivel de carcajes.

3.1. Triangulaciones de superficies

Definicion 3.1 ([3], Definicién 2.1). Una superficie bordeada con puntos marcados,
o simplemente superficie marcada, es una pareja (£,M), donde ¥ es una superficie
de Riemann orientada conexa 'y compacta con frontera (la frontera puede ser vacia),
y M es un conjunto finito y no vacio de puntos de ¥, llamados puntos marcados,
que contiene al menos un punto en cada componente conexa de la frontera de ¥.
Los puntos marcados en el interior de ¥ son llamados punciones o ponchaduras;
denotaremos por PP al conjunto de punciones.

Se trabajara con triangulaciones de X con vértices en los puntos marcados M.
Para poder construir al menos dos triangulaciones siempre se supondra que (X, M)
no es:

= un mondgono, digono o tridngulo sin punciones, es decir, un disco con uno,
dos o tres puntos en la frontera;

= ni un mondgono con una puncion.
También se supondra que (X, M) no es:

= una esfera con menos de cinco punciones, debido a las propiedades que pre-
sentan algunos tridngulos en esferas con menos de cinco punciones.
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Definicion 3.2 ([2], Definicion 3.2). Sea (X,M) una superficie con puntos marca-
dos.

» Un arco ordinario, o simplemente arco, es una curva i en X tal que:

los extremos de i pertenecen a M;

i no se interseca a si mismo, excepto posiblemente en sus extremos, que
pueden coincidir, en cuyo caso llamaremos a i un lazo;

e ¢l interior relativo de i es disjunto de M y de la frontera de ¥;

® | no corta un mondgono o digono sin punciones.

» Dos arcos iy e iy son isotopicos relativo a M si existe una isotopia H : [ X X —
¥ tal que H(0,x) = x para toda x € £, H(1,i}) = i, y H(t,p) = p para toda
t € Iy toda p € M. Denotamos al conjunto de clases de isotopia de arcos en
(X,M) como A°(X,M).

= Dos arcos iy e i son compatibles si en sus respectivas clases de isotopia es
posible encontrar arcos i’1 e i’2 cuyos interiores relativos no se intersecan.

Proposicion 3.3 ([5], Proposicion 2.3). Para cualquier coleccion de arcos compa-
tibles por parejas, existen representantes de cada una de las clases de isotopia de
estos arcos que no se intersecan en el interior de ¥.

La proposicion anterior nos dice que podemos tomar simultineamente todos los
arcos (que son compatibles) sobre la superficie evitando que éstos se crucen.

Definicion 3.4 ([S], Definicion 2.6, [6]). Definimos una triangulacion ideal (o sim-
plemente triangulacion) de (£,M) como una coleccion maximal de arcos compati-
bles.

Si T es una triangulacion ideal de (£,M):

1. Para cada puncién p € M, definimos la valencia de p, val;(p), como la can-
tidad de arcos en T que tienen como uno de sus extremos a p, los lazos en p
son contados dos veces.

2. Para cada componente conexa del complemento en X de la union de los arcos
en T, llamaremos a su cerradura un tridngulo ideal (o simplemente tridngulo)
de t.

3. Un tridngulo de 7T es llamado interior si su interseccion con la frontera de ¥
estd contenida en M (puede ser vacia).

4. Notese que un tridngulo interior puede estar formado por dos arcos distintos
de 7, en este caso llamaremos a dicho tridngulo autoplegado.

En la siguiente figura se muestra un tridngulo autoplegado.
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Figura 3.1: El arco i es el lado plegado del triangulo.

Nota 3.5. Mds adelante se tomardn superficies marcadas con frontera vacia y
género positivo. Sobre estas superficies se trabajard con triangulaciones repre-
sentables a través del 4g-gono, donde se considerard al vértice como una puncion
v a los lados de este poligono como arcos de una triangulacion.

p p

Figura 3.2: Consideramos los lados iy,iz, - ,ig y ji,***,jg cOmo arcos de una tri-
angulacion.

Ejemplo 3.6. A continuacion se presenta un ejemplo de una triangulacion de un
toro con una puncion:
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Figura 3.3: El toro con una puncion.

Identificando los lados opuestos de un cuadrado obtenemos al toro, Figura|[3.3]

(cf. Nota[3.5)).

Figura 3.4: Toda triangulacion de un toro con s6lo una puncidn es representable a
través del 4g-gono.

La siguiente proposicion se obtiene a partir un conteo utilizando la carcateristica
de Euler.

Proposicion 3.7 ([3]], Proposicion 2.10). Sea T una triangulacion de una superficie
con puntos marcados (£,M). La cantidad de arcos en T es

n=6g+3b+3p+c—6; (3.1
donde
» gesel génerodeX,

» D es el niimero de componentes de la frontera de ¥,
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= pes la cantidad de punciones,
= yc es la cantidad de puntos marcados en la frontera de X.

Al ndmero n de la proposicion anterior se le llama el rango de (£,M) (término
que se debe a que n es el rango del dlgebra de conglomerado asociada a la superficie
(X,M)). El rango de (£,M) es un invariante para cualquier triangulacion.

Corolario 3.8 ([5], Corolario 2.11). Para cada entero positivo n, existen una canti-
dad finita (salvo homeomorfismos) de superficies con puntos marcados (£, M) cuyo
rango es igual a n.

Lema 3.9 ([5], Lema 2.13). Toda superficie con puntos marcados (omitiendo los
casos mencionados al inicio del capitulo) tiene una triangulacion sin triangulos
autoplegados.

Definicion 3.10 ([5]], Definicion 3.5). Sean T una triangulacion ideal de (£,M) e
i € T un arco. Si i no es el lado plegado de un tridngulo autoplegado, entonces
existe exactamente un arco i (salvo isotopia) tal que o = (t\{i}) U{i'} es una
triangulacion ideal de (X,M). En este caso, decimos que G se obtiene aplicando
un reemplazo (flip en inglés) a T, o reemplazando (flipping) el arco i, escribimos

o = fi(7).

Si i no es el lado plegado de un tridngulo autoplegado de 7, entonces i pertenece
a exactamente dos tridngulos de 7. Asi, al remover el arco i se forma un cuadrilatero,
del cual i es una diagonal. El arco i/ mencionado en la definicién anterior es la otra
diagonal de tal cuadrilatero.

Ejemplo 3.11. La siguiente figura muestra las dos triangulaciones de un cuadrado
sin punciones y su relacion mediante un reemplazo.

fi

I

Figura 3.5: Reemplazamos una diagonal por la otra.

Proposicion 3.12 ([9]], Proposicion 6). Cualesquiera dos triangulaciones de una
superficie marcada (X,M) estdn relacionadas por una sucesion de reemplazos.
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Ejemplo 3.13. Mostraremos una sucesion de reemplazos en triangulaciones de un
hexdgono con una puncion:

:ﬁ F
K¢

I

2 &

~

o Ja

=
3 &

De esta forma una sucesion de seis reemplazos lleva a:
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fefsfaf32f1
St f3fafs fo

Figura 3.6: Una sucesion de reemplazos en un hexdgono con una puncion.

En la siguiente figura se muestran la relacion mediante reemplazos de las trian-
gulaciones de un digono con una puncion.

fi fi
fi Jr

Figura 3.7: Las 3 triangulaciones de un digono con una puncion.

Del Lema |3.9]y la Proposicion |3.12| obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.14 ([5], Corolario 3.9). Para cualquier triangulacion p de una superfi-
cie marcada (X, M) existe una sucesion de reemplazos que transforman a p en una
triangulacion T sin tridngulos autoplegados.

Obsérvese que no existe una manera trivial para definir el reemplazo del lado
plegado de un tridngulo autoplegado. En la seccién 3.3 se trabajaré con triangulacio-
nes etiquetadas, donde se podrd reemplazar cualquier arco de estas triangulaciones.

3.2. El Carcaj de una triangulacion

Definicion 3.15 ([5]], Definicion 4.1; [6]). Sea (£,M) una superficie con puntos
marcados. Dada una triangulacion ideal T de (X,M) etiquetamos los arcos de T
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con los niimeros 1,2,--- .n, donde n es la cantidad de arcos de t. Definimos la
funcion ;. T — T como

Jj siiesellado plegado de un tridngulo autoplegado y j es el
(i) = otro arco que forma el tridngulo,
I en otro caso,

para cada arco i € T. Asociamos a T la matriz de adyacencias signada B = B(7), que

refleja la combinatoria de T, dada por B(t) = ZBA, donde la suma corre sobre
A

todos los tridngulos no autoplegados de T, y B> es una matriz cuadrada con n filas
y n columnas identificadas con los arcos de T tal que para cada i, j € T la entrada
A .
bl-7j es igual a
1 sizwe(i) y m(j) son lados de /\, y el lado 7w-(j) va después
de (i) en el sentido de las manecillas del reloj,
b —1 si (i) y me(j) son lados de N\, y el lado 7.(i) va después  (3.2)
de 1;(j) en el sentido de las manecillas del reloj,
0 en otro caso.

La matriz B(T) es antisimétrica, por lo que determina un carcaj 2-aciclico Q(7)
con vértices etiquetados por los arcos de Ty b; j flechas de i a j si b; j > 0. Lla-
mamos a Q(7) el carcaj de adyacencias signado.

Siguiendo la notacién usada en [6], cuando tomemos al campo complejo C de-
notaremos al dlgebra completa de caminos de Q(7) como C((Q)).

Ejemplo 3.16 ([3]). A continuacion se muestran las matriz de adyacencias y el
carcaj de adyacencias de una triangulacion de un monogono con dos punciones.

0O 0 1 -1
0 0 1 -1
-1 -1 0 O
1 1 0 O

40



Observacion 3.17. Si j es el lado plegado de un tridngulo autoplegado en T e i es
el arco que encierra a j, entonces en Q(7) existe exactamente una flecha que inicia
en jy exactamente una flecha que termina en j (lo mismo ocurre con i). Mds aun,
para cada vértice k € Qo(T) existe una flecha que va de k a j si'y solo si existe una
flecha que va de k a i. De la misma manera para cada vértice k € Qo(T) existe una
flecha que va de j a k si y sélo si existe una flecha que va de i a k.

Observacion 3.18. Cada arco de una triangulacion T de (£,M), que no es el lado
plegado de un tridngulo autoplegado, estd contenido en exactamente dos triangulos.
Por lo tanto, para cada i, j € T la entrada b; j € {—2,—1,0,1,2}.

El lado plegado de un tridngulo autoplegado es incidente a una puncion de
valencia uno.

Si i, j son dos arcos de T que pertenecen ambos a dos tridngulos, de forma tal
que en uno de ellos el arco i va después del arco j en el sentido de las manecillas
del reloj y en el otro tridngulo el arco i va antes del arco j, entonces estos dos
tridngulos se ven como en la figura siguiente:

Figura 3.8: Los arcos i, j inciden en una puncién de valencia 2, val;(p) = 2.

Si dos arcos i, j no inciden en una puncion con valencia menor a tres, entonces
la entrada B; j(T) es igual a cero si 'y sélo si ningiin tridngulo contiene a ambos
arcos.
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A continuacion se muestra una definicion alternativa del carcaj de adyacencias.
Esta resulta equivalente a la dada en la Definicion [3.15| cuando la triangulacion
carece de tridngulos autoplegados.

Definicion 3.19 ([10], Definicion 3.2). Sea T una triangulacion sin tridngulos au-
toplegados de una superficie con puntos marcados (£,M), definimos el carcaj de
adyacencias Q(7) de la siguiente manera:

1. Consideramos un conjunto de vértices del mismo cardinal que el conjunto de
arcos, con los que serdn identificados.

2. Para cada tridngulo /\ con lados i, j,k € T, sin pérdida de generalidad los
tres arcos ordenados en el sentido de las manecillas del reloj, agregamos al
carcaj las flechasi — j, j > kyk —i.

ke———]

Figura 3.9: Flechas en el carcaj de adyacencias.

3. Borramos los 2-ciclos.

Teorema 3.20 ([[10]], Teorema 3.4). Sean T, 0 dos triangulaciones de una superficie
con puntos marcados (£,M) tales que o = f;(7), entonces Q(c) = W;(Q(7)).

A nivel del carcaj asociado a la triangulacion de una superficie podemos iden-
tificar la operacion de reemplazo en la superficie por medio de la correspondiente
mutacion del vértice del carcaj.

Ejemplo 3.21 ([5]). Consideremos la triangulacion de un monogono con dos pun-
ciones mostrada en el Ejemplo Al tomar el reemplazo del arco 3 la triangu-
lacion resultante, y la matriz de adyacencias asociada son:
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00 -1 —1
00 -1 -1
11 0 O
11 0 O

El carcaj de adyacencias asociado es la mutacion con respecto al vértice 3 del
carcaj de adyacencias mostrado en el Ejemplo

3 4

Ejemplo 3.22. Consideremos ahora un doble toro sin punciones (recordando que
podemos verlo al identificar los lados de un octdgono, lo cuales tomaremos como
arcos de la triangulacion).

Figura 3.10: Una triangulacién 7 de un doble toro.

Este tiene el siguiente carcaj de adyacencias asociado:
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8 5
/
7 6

Je——4

Figura 3.11: El carcaj de adyacencias asociado Q(7).

La premutacion con respecto al vértice 9 del carcaj mostrado en la figura ante-
rior da como resultado el siguiente carcaj:

—)1

A0
l% S
/4

Figura 3.12: La premutacion to(Q(7)).

3<—

Al borrar los 2-ciclos obtenemos la mutacion Uo(Q(7)).
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A
Yok
1

Figura 3.13: La mutacién po(Q(7)).

Notemos que 1o(Q(7)) es el carcaj de adyacencias asociado a la triangulacion
resultante de aplicar el reemplazo del arco 9 a la triangulacion .

Figura 3.14: La triangulacion resultante al aplicar el reemplazo del arco 9 a la trian-
gulacion 7.

Nota 3.23. A partir de este momento en lo que resta de estd seccion (y en géneral
en los capitulos 4 y 5) se trabajard con superficies con puntos marcados y frontera
vacia. Sobre estas superficies consideraremos triangulaciones T con la siguiente

propiedad (cf. [13]):
(73) Para cada p € M hay al menos tres arcos de T que inciden en p,

es decir, la valencia de cada puncion es al menos tres, val:(p) > 3.

Tener la propiedad (.7 3) implica que en la triangulacién no hay tridngulos auto-
plegados. Ademds, al construir el carcaj de adyacencias como en la Definicién [3.19]
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los primeros dos pasos no generan 2-ciclos. En [13) Proposicion 5.1] se demuestra
que para cualquier superficie marcada (X,M) que tenga frontera vacia, y sea dis-
tinta de una esfera con menos de cuatro punciones, existe una triangulacién 7 que
satisface la propiedad (.7°3).

Proposicion 3.24 ([[13]], Proposicion 2.1). Sea Q(7) el carcaj de adyacencias de
una triangulacion t que cumple la propiedad (7 3). Entonces:

a) Q(7) es conexo, y no tiene lazos ni 2-ciclos.

b) Para todo arco i € Q1(7) hay exactamente dos flechas en Q1(T) que inician

c)

en i, y exactamente dos flechas en Q1(t) que finalizan en i.
Existen biyecciones f,g: Q1(t) — Q1(7) que cumplen:

e Para toda flecha a € Q1(7), el conjunto {f(a),g(a)} consiste de dos
flechas distintas que inician en el mismo vértice donde finaliza a, es

decir, t(f(a)) =1t(g(b)) = h(a). Mds aun, para cada flecha b € Q(7) el
producto ba es distinto de 0 si'y sélo sib € {f(a),g(a)}.

o 13 eslaidentidad en Q1 (7).

Demostracion.

a) Se sigue de la Definicion que Q(7) es conexo, ya que al cumplir 7 la

propiedad (.73) no se generan 2-ciclos durante su construccién. Es claro que
Q(7) no tiene lazos ni 2-ciclos.

b) Todo arco i € T estd contenido en exactamente dos tridngulos formados en 7,

ya que no hay tridngulos autoplegados; por cada uno de ellos hay exactamente
una flecha en Q;(7) que tiene a i como vértice inicial y exactamente una que
lo tiene como vértice final.

Dada una flecha a € Q;(7), existen exactamente dos flechas en Q;(7) que
inician en h(a); sea f(a) la flecha que estd en el mismo tridngulo de 7 que a,

y g(a) la otra, (cf. Figura|3.15).

Las flechas a y g(a) son flechas entre arcos que inciden a una misma puncién
de (£,M). Mientras que, a, f(a), f(a) son flechas distintas entre los arcos de
un mismo tridngulo. Al tener cada tridngulo exactamente 3 flechas se sigue
que 3(a) = a.

Para cada b € Q) (7) se satisface ba # 0 si y s6lo si #(b) = h(a). Hay sé6lo dos

flechas en Q) que inician en i(a), éstas son f(a) y g(a).
O
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Definicion 3.25 ([13], Definicién 3.1). Para cada flecha a € Q|(7), denotaremos
por a a la tinica flecha en Q1(7) distinta de a que inicia en el mismo vértice que a,
es decir,a#ayt(a)=t(a).

Figura 3.15: La flecha a, y las operaciones f, gy -.

Lema 3.26 ([13], Lema 3.2). Sea Q(7) el carcaj de adyacencias asociado a una
triangulacion t que cumple la propiedad (7 3). Para cada flecha a € Q1(T) se
satisface:

a) f~Ya)yg '(a) son las dos flechas que terminan donde inicia a;

e) f'g(a) =g 'f(a)y estaflecha finaliza en el mismo vértice que a;
Demostracion.

a) Por construccion t(f(a)) = t(g(a)) = h(a). Ademas para cada b € Q(7)
las flechas f(b) y g(b) son distintas, por lo que f~!(a) # g~ '(a) ya que

ff Y a)=gg '(a)=a.
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b) Las flechas f(a) y f(a) son distintas. Ademas,

Las tnicas flechas que inician en (a) son f(a) y g(a), porlo que f(a) = g(a).

De la misma forma, las flechas g(a), g(a) son distintas y

c) Las unicas dos flechas que inician en el vértice 7(a) son a y a. Ademas,

t(gf () = h(f~'(a)) =1(a), que es igual a h(g~'(a)) = 1(fg~'(a)). Las
flechas gf ~(a) y fg~'(a) son distintas de a, por tanto gf ! (a) = fg~!(a) =
da.
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gf '(a)=fg (a)

d) Por el inciso c), gf~!(a) = a@. Aplicando g~! se obtiene f~'(a) = g~ !(a).
El inciso c) también nos dice que fg~!(a) = a. Al aplicar f~! obtenemos

g Ha)=r""(@.

e) Sélo hay dos flechas que finalizan en h(a). Las flechas f~'g(a) y g7 f(a)
son distintas de a, y h(f'g(a)) = ( (a)) = h(a), que es igual at(f( ) =
h(g~'f(a)), porlo que f~'g(a) = g~ f(a).
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Las funciones f, g son invertibles, por lo tanto cada una induce una particion
de Qi, en f-Orbitas y g-Orbitas, respectivamente. La f-6rbita de una flecha a €
0 esta definida como el conjunto de flechas {f*(a) | z € Z}, y su g-6rbita como
{g°(a) | z € Z}. Cada f-6rbita estd en correspondencia con las flechas dentro de
un mismo tridngulo de 7, mientras que cada g-6rbita corresponde a las flechas que
rodean a una misma puncion de . Sean I" un sistema de representantes de las f-
orbitas (es decir, I' contiene exactamente un elemento de cada f-oOrbita), y € un
sistema de representantes de las g-6rbitas.

Definicion 3.27 ([13]). Para cada flecha a € Q1 (t) usaremos la notacion
ng =min{z € 2”° | g°(a) = a}.
Observacion 3.28.

a) Toda puncion tiene valencia finita. Para cada flecha a € Q1(7), a 'y g(a) son
flechas consecutivas que giran alrededor de una misma puncion p, por tanto
a = g%(a) para algiin z € Z~o. Mds aiin, n, = val¢(p).

b) Al cumplir T la propiedad 7 3 se sigue que n, > 3.

Definicion 3.29. Para cada flecha a € Q1(7):
= Definimos el f-ciclo de a como F (a) = f*(a)f(a)a.

» Para toda m > 1, llamaremos el f-camino de longitud m con respecto a la
flecha a al producto F(m,a) = f"(a) " %(a)...f(a)a. Y llamaremos el f-
camino de longitud cero a F(0,a), el idempotente e,,) € R((A)) asociado a

t(a).
= Definimos el g-ciclo de la flecha a como 9 (a) = g"(a)g"*(a)...g(a)a.

» Para toda m > 1, llamaremos el g-camino de longitud m con respecto a la
flecha a al producto G(m,a) = g" '(a)g" %(a)...g(a)a. Y llamaremos el g-
camino de longitud cero a G(0,a), el idempotente e, € R({Q(7))) asociado
a h(a).

Observacion 3.30. Obsérvese que para cada flecha a € Q1(7), el f-ciclo F (a) =
f?(a)f(a)a con respecto a a es el f-camino de longitud 3 con respecto aay ¥ (a) =
G(ng,a) es el g-camino de longitud n, con respecto a a.

Observacion 3.31. Un camino ¢ = aja;_ ---axa; € R{({Q(7))) de longitud positiva
tiene exactamente una de las siguientes tres formas:
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1. Para cada i entre 1 y1—1 la flecha a;y) es igual a f(a;). Es decir, ¢ es un
f-camino.

2. Para cada i entre 1yl —1 la flecha a; | es igual a g(a;). Es decir, ¢ es un
g-camino.

3. Existen indices i,j € {1,2,---,1 — 1} tales que ai+1 = f(a;) y ai+1 = g(a;).
Llamaremos a un camino de esta forma fg-camino-mezclado.

De la misma manera hay tres categorias de ciclos:
1. Potencias de f-ciclos.
2. Potencias de g-ciclos.

3. Una tercera forma de aquellos ciclos que no son de alguna de las categorias
anteriores, llamaremos a los ciclos de esta tercera categoria como f g-ciclos-
mezclados.

Un ciclo es de la categoria 1 o 2 si toda rotacion ciclica de éste es un camino
de la forma 1 o 2, respectivamente. Notese que un ciclo de la tercera categoria
es rotacionalmente equivalente a un ciclo bib;_---byby donde by_y = g(b;_2) y

by = f(bi-1).

Nota 3.32. Cabe serialar que las Definiciones [3.29y no aparecen en la lite-
ratura y son presentadas por el autor, quien considera que facilitan el manejo de
algunos elementos en el dlgebra completa de caminos.

Observacion 3.33. Sea T una triangulacion, de una superficie con puntos marcados
(X,M)), que cumple la propiedad (7 3). Podemos descomponer a cada potencial
S € R{({Q(7))) como una suma de tres potenciales rotacionalmente disjuntos:

S=8¢+S8;+ Sy, 3.3)

donde Sy es combinacion lineal de potencias de f-ciclos, S, es combinacion lineal
de potencias de g-ciclos y S¢, es combinacion lineal de fg-ciclos-mezclados (todo
ciclo en Q(t) es de alguno de estas tres categorias, Observacion [3.31). Mds aun
cada uno de estos tres potenciales es de la forma:

Sfreye Y, Y, Vyn(Z (), (3.4)
yel'n=1

Sg~eye Y. Y Hon(¥ ()", (3.5)
weQn=1
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Sre~eye Y, fr(a)f(a)@,, (3.6)
acQ(7)

donde Vy,, Uy, son escalares, y W, = g ' (a)c para algiin camino c. La forma del
potencial Sy, se debe a que todo fg-ciclo-mezclado contiene dos términos rota-
cionalmente consecutivos tales que uno se obtiene de aplicar la funcion f al otro.

Numeremos los elementos en los conjuntos T'y Q, T' = {y,7, - ,}/m}, Q=
{01, 0, ,0p|}. Recordemos que |Q| = |P| debido a que las g-orbitas estdn en
correspondencia canonica con las punciones. Asi,

T oo

Sfeveye Yo Y, Vyn(Z ()" y (3.7)
j=ln=1
IP| o

Sg ~eye Y, Y Moy (9 (7). (3.8)

i=1n=1

Definicion 3.34 ([6]). Siguiendo la notacion utilizada en [6, Lema 8.6], llamare-
mos:

Ciclos de tipo rotacional I: A las potencias mayores a uno de f-ciclos.
Ciclos de tipo rotacional II: A las potencias mayores a uno de g-ciclos.

Ciclos de tipo rotacional III: A los ciclos de laforma f*(b) f(b)A f*(a)f(a)p para
algunas flechas a,b € Q1(t), y algunos caminos A, p tales que > = g~ f(b)A/
para algiin camino A', o p = p'gf*(b) para algiin camino p'.

Si un potencial S € R({(Q(7))) es una combinacion lineal de los 3 tipos de ciclos
mencionados anteriormente, escribimos a S como la suma de las componentes de
cada uno de estos tipos:

S=81+Su+Sm (3.9

Para muchas de las triangulaciones, todo fg-ciclo-mezclado es rotacionalmente
equivalente a un ciclo de tipo rotacional III. Mds adelante se mostrardn algunos
ejemplos en los que esto sucede y otros en los que no.

3.3. 'Triangulaciones etiquetadas

En las secciones 3.1 y 3.2 se defini6 el concepto de triangulacién 7 de una
superficie, y se asocio a cada una de estas un carcaj Q(7). Para cada arco que no
es el lado plegado de un tridngulo autoplegado, la operacién de reemplazo a nivel
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de triangulaciones es compatible con la operacion mutacion a nivel de carcajes (cf.
Teorema [3.20). En esta seccién se dard una forma mediante la cual “sera posible”
aplicar la operacion de reemplazo respecto a arcos que son el lado plegado de un
tridangulo autoplegado.

Definicion 3.35 ([5]], Definicién 7.1). Cada arco i € (¥,M) tiene dos extremos,
usaremos vecindades pequerias de estos dos para etiquetar el arco. Un arco eti-
quetado es un arco cuyos extremos han sido etiquetados cada uno como plano o
muescado, satisfaciendo las siguientes condiciones:

» el arco no corta a un monoégono sin punciones;

» cada extremo de un arco, que pertenece a la frontera es etiquetado como
plano; y

= [os dos puntos extremos de un lazo son etiquetados de la misma manera.

En las figuras, los extremos etiquetados son mostrados de la manera habitual, mien-
tras que los extremos muescados son representados con el simbolo <.

Definicion 3.36 ([5]], Definicion 7.2). Cada arco i ordinario (”plano”) puede ser
representado como un arco etiquetado 7(i) de la siguiente manera:

» siino corta a un mondgono con sélo una puncion, entonces (i) es el arco i
con ambos extremos etiquetados planos; mientras que

= si i es un lazo basado en el punto a, tal que corta a un monégono con una
puncion b en su interior (Figura , sea j el unico arco que conecta a los
puntos a'y b compatible con i. El arco (i) es obtenido al etiquetar j como
plano cerca de a, y como muescado cerca de b.

S

a

Q

Figura 3.16: Asociamos a i un arco etiquetado.

Denotaremos al conjunto de todos los arcos etiquetados de (£, M) como A™ (X, M).
La funcion 7 presentada en la Definicion es una funcion canénica de A°(X,M)
aA™(X,M).
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Observacion 3.37 ([S], Observacion 7.3). Cada arco etiquetado i € (£,M) pertenece
a una de las siguientes clases:

= | es un arco plano que contecta dos puntos marcados distintos sobre la fron-
tera;

» [ es un arco plano que conecta un punto marcado en la frontera con si mismo
y no encierra, ni es el lado de un monégono con una puncion;

= [ conecta a un puncion con si misma y no encierra, ni es el lado de un
mondégono con una puncion. Los dos extremos de i son etiquetados ambos
como planos o muescados;

= | conecta a un punto marcado en la frontera con una puncion (hay dos arcos
etiquetados por cada clase de isotopia de arcos no etiquetados);

i conecta dos punciones distintas (hay cuatro arcos etiquetados por cada
clase de isotopia de arcos no etiquetados).

Definicion 3.38 ([5]], Definicién 7.4). (Compatibilidad de arcos etiquetados). Di-
remos que dos arcos i, j € A™(X,M) son compatibles si satisfacen las siguientes
condiciones:

» las versiones no etiquetadas de i y j son compatibles;

= i las versiones no etiquetadas de i y j son diferentes y i, j inciden en un mismo
punto p, entonces los extremos de i y j que inciden en p son etiquetados de
la misma manera;

= si las versiones no etiquetadas de i y j coinciden, entonces al menos uno de
los extremos de i debe ser etiquetado de la misma manera que el correspon-
diente extremo de j.

Observacion 3.39 ([S]], Observacién 7.6). Si dos arcos planos iy j son compatibles,
entonces los arcos etiquetados t(i) y t(j) (determinados como en la Definicion
son compatibles. El reciproco de esta afirmacion es falso: en un digono con
solo una puncion, los dos lazos (incidentes cada uno en un mismo punto de la
frontera) no son compatibles, mientras que los arcos etiquetados correspondientes
son compatibles. Las dos nociones de compatibilidad de arcos coinciden para arcos
que no cortan a un Monoégono Con Una puncion.

De manera similar a las triangulaciones ideales, se define una triangulacion eti-
quetada como una coleccién maximal de arcos etiquetados compatibles en (X, M).
Todas las triangulaciones etiquetadas tienen la misma cardinalidad, que es igual al
rango de (X,M).
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servacion 3.40. Para cada arco i de una triangulacion etiquetada T de una su-
Ob 3.40. P d d triangul tiquetada T d

perficie (£,M), existe exactamente un arco i’ € A™ (X, M) distinto de i que satisface
que 6 = (t\{i}) U{i'} es una triangulacion etiquetada.

En analogia al caso de triangulaciones ideales, llamaremos a la operaciéon com-
binatoria que lleva de T a ¢ un reemplazo de arcos (flip), a la que denotaremos
como fi(t) = o. Llamaremos a una secuencia (7, 7j,---,7;) de triangulaciones
etiquetadas una secuencia de reemplazos si para cada k € {1,2,--- 1} las triangula-
ciones Tx_1 y T estin relacionadas por un reemplazo. Una secuencia de reemplazos
serd llamada una secuencia de reemplazos ideales, si la secuencia s6lo involucra
triangulaciones ideales.

Proposicion 3.41 ([11], Proposicién 2.7). Si (£,M) no es una superficie con fron-
tera vacia y exactamente un punto marcado, entonces cualesquiera dos triangula-
ciones etiquetadas son miembros de una secuencia de reemplazos (T, Ty, -+ ,T_1,0).

Cada arco ordinario puede ser representado como un arco etiquetado (cf. Defini-
cién|3.36). A continuacidn se muestra la manera de representar triangulaciones ide-
ales con triangulaciones etiquetadas y viceversa.

Definicion 3.42 ([11]], Definicién 2.8; [5]). Sea € : P — {—1, 1} una funcion. Defi-
nimos la funcion te : A°(X,M) — A™(X,M) que representa arcos ordinarios como
arcos etiquetados de la siguiente manera:

» Siies un arco ordinario que no es un lazo que encierra un monégono con
una puncion, entonces el arco etiquetado t¢(i) es el arco i cuyos extremos
(cada uno respectivamente) han sido etiquetados como muescados si y sélo
si el correspondiente punto marcado en P es enviado a —1 por €.

» Si j es un lazo basado en el punto marcado q que encierra un monogono
con una puncion, y p es el punto dentro del mondgono, entonces tg(j) es el
arco que conecta a p 'y q dentro del mondgono, que ha sido etiquetado en
su extremo en q como muescado si'y solo si €(q) = —1, y etiquetado como
muescado en su extremo en p siy solo si €(p) = 1.

La Figura ilustra el comportamiento de la funcién z,.
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Figura 3.17: La funcion f¢ ([11], Ejemplo 2.9).

Definicion 3.43 ([5], Definicion 9.1; [11]]). Sea T una triangulacion etiquetada de
una superficie (X,M).
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1. Definimos la firma de t como la funcion &; : P — {—1,0, 1} dada por

1 sitodos los extremos de arcos etiquetados en T incidentes
en p son etiquetados como planos;
0:(p) =< —1 sitodos los extremos de arcos etiquetados en T incidentes
en p son etiquetados como muescados;
0  enotro caso.

2. Definimos la firma débil de T como la funcion &; : P — {—1,1} determinada
por:

£n(p) = { 1 side(p)€{0,1};

1 —1 en otro caso.

Observacion 3.44. En la definicion anterior, ndtese que si d:(p) = 0, entonces
hay exactamente dos arcos en T incidentes a p y las versiones no etiquetadas de
estos arcos coinciden. Ademds, estos arcos tienen la misma etiqueta en su extremo
distinto de p.

Definicion 3.45 ([5], Definicion 9.2; [[11], Definicion 2.11). Sea T una triangu-
lacion etiquetada de una superficie (£,M). Reemplazamos cada arco etiquetado en
T con un arco ordinario de la siguiente manera:

1. borramos todas las etiquetas en las punciones p con firma distinta de cero;

2. para cada puncion p con firma cero 6(p) = 0, reemplazamos el arco etique-
tado i € T que es etiquetado como muescado en p por el ciclo que encierra a

pei.

Denotaremos a la coleccion de arcos ordinarios que resulta de este proceso
como 1°. Para cada i € T denotaremos como i° al arco en T° que reemplaza a i
(notemos que i° depende de Ty no solo de si mismo).

Proposicion 3.46 ([11], Proposicién 2.12). Sea (£,M) una superficie con puntos
marcados.

1. Para toda funcion € : P — {—1,1} la funcion tg : A°(Z,M) — A™(X,M) es
inyectiva y preserva la compatibilidad. Si i) e i, son arcos ordinarios com-
patibles, entonces los arcos etiquetados t¢(i1) y te(iz) son compatibles. De
esta manera, si T es una triangulacion ideal de (£,M), entonces t¢(T) =
{te(i)|i € T} es una triangulacion etiquetada de (£,M). Mds aun, si Tyy T»
son dos triangulaciones ideales que cumplen T, = f;(Ty) para algiin arco
i € Tq, entonces te(Th) = fi. (i) (te(Th)).
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. Si T es una triangulacion etiquetada de (X,M), entonces t° es una triangu-
lacion ideal de (X,M) y la funcion que manda a cada arco i en i° es una
biyeccion entre Ty T°.

. Para cada triangulacion ideal T, las triangulaciones (t;(T))° y T son la mis-
ma, donde 1 : P — {—1,1} es la funcion constante 1.

. Para toda triangulacion etiquetada Ty todo arco i € T tenemos que te_(i°) =i,
donde i° es el arco ordinario que reemplaza a i en la Definicion Por lo
tanto, tg (7°¢) = 1.

. Si Ty o son triangulaciones etiquetadas que satisfacen €&; = €5y 6 = f;(7)
para algiin arco etiquetado i € T, entonces 6° = f;-(1°), donde i° es el ar-
co ordinario que reemplaza a i en la Definicion Mads aun, el siguiente
diagrama de funciones conmuta al tomar las flechas verticales como las fun-
ciones canonicamente inducidas por la operacion de reemplazo de arcos.

?° le

T

T T° te, (7°)

?° Ig

. Sean T y o triangulaciones etiquetadas tales que 6 = fi(T) para algiin arco
i € T. Las funciones €; y €5 son iguales o difieren exactamente en una puncion
g. En el caso en que €; # €5, si €:(q) = 1 = —&5(q), entonces i° es un lado
plegado en t° incidente en la puncion q, y te,e,(6°) = fi,(io)(t1(°)), donde
la funcion g5 : P — {—1,1} es la funcion producto p — €;(p)es(p). Mds
aun, el diagrama de funciones

90 t
T i ° ! (%)

o = fi(1) o° te.es (0°) = fiy(i0)(1(7°))

7° Teces
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conmuta, donde las flechas verticales son las funciones canonicas inducidas
por la operacion de reemplazo de arcos.

Las Definiciones y nos indican como pasar de una triangulacién ideal
a una triangulacion etiquetada y viceversa. En las triangulaciones etiquetadas es
posible tomar el reemplazo con respecto a cualquier arco, por lo que el uso de
triangulaciones etiquetadas nos permite de alguna manera “resolver” el problema
de reemplazar un arco plegado de una triangulacion ideal.

Definimos el carcaj asociado a una triangulacion etiquetada T como el carcaj
obtenido de Q(7°) al reemplazar cada uno de sus vértices i € 7° por ¢ (i) € T.

Al igual que en triangulaciones ideales, la operacién de reemplazo de arcos es
compatible con la mutacién de carcajes.

Teorema 3.47 ([11], Teorema 2.14; [S]). Sean (£,M) una superficie con puntos
marcados, y Ty © dos triangulaciones de (X£,M). Si ¢ = f;(t) para algin arco
etiquetado i € T, entonces Q(o) = K;i(Q(7)).
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Capitulo 4

El algebra Jacobiana de un Carcaj
con Potencial asociado a una
triangulacion de una superficie

En este capitulo trabajaremos con un tipo particular de potenciales asociados a
una triangulacion de una superficie que cumple la propiedad (.7°3). Como se vio en
la Seccién 3.2, tener la propiedad (7 3) provee de muchas caracteristicas al carcaj
de adyacencias asociado.

Recordemos que el carcaj de adyacencias asociado a una triangulacion 7 de una
superficie es 2-aciclico (cf. Definicién [3.15]). Por la Observacion [3.18]si dos arcos
i, j de T son ambos adyacentes a una misma puncion p de valencia 2, entonces no
hay flechas en Q(7) que vayan de i a j ni viceversa.

Definicion 4.1 ([9], Definicion 8). Dada una triangulacion ideal T de una superficie
(X,M), para cada pareja de arcos iy, i, que son incidentes a una misma puncion de
valencia 2, afiadimos al carcaj Q(t) una flecha que va de i) a i y otra que va de i
a/il\, y llamamos al carcaj resultante el carcaj de adyacencias signado no reducido

(7).
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Figura 4.1: Afadimos a Q(7) 2-ciclos.

—

El carcaj de adyacencias Q(7) es la parte reducida del carcaj Q(7).

Definicion 4.2 ([9], Definicion 23). Sea T una triangulacion ideal de una superficie
(X,M). Escojamos una coleccion x = (xp,) yep de escalares distintos de 0. Asocia-

~

mos a T un potencial S(t,x) € R({Q(7))) definido de la siguiente manera:

» Para cada tridngulo interior /\ no autoplegado de T tenemos un 3-ciclo orien-
tado en Q(7) (salvo equivalencia rotacional), denotamos como S2 a dicho
ciclo. En la siguiente figura definimos S~ = f*(a)f(a)a.

= Si A es un tridngulo interior no autoplegado adyacente a dos tridngulos au-
toplegados como en figura entonces definimos TS = %, donde py q
son las punciones de valencia I dentro de los tridngulos autoplegados adya-
centes a /\.

En otro cas si /\ es adyacente a menos de 2 tridngulos autoplegados, defi-
nimos T = 0.

ISi (£,M) no es una esfera con menos de 5 punciones, entonces cada triangulo no autoplegado
es adyacente a lo mds a dos tridngulos autoplegados.
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Figura 4.2: Un tridngulo adyacente a
dos tridngulos autoplegados.

» Si una puncion p es adyacente a exactamente un arco i de 7, es decir, i es el
lado autoplegado de un tridngulo alrededor de p, como en la siguiente figura,
definimos SP = —“bxl—bz.

2
| ‘ | M

» Si una puncion p es adyacente a mds de un arco, borramos todos los lazos
adyacentes a p que forman tridngulos autoplegados. El producto de todas
las flechas entre los arcos restantes af . -as es un ciclo que da exactamente
una vuelta alrededor de p en sentido inverso a las manecillas del reloj. Salvo

equivalencia rotacional, definimos SP = xpall7 . -aZ.

—

Definimos el potencial no reducido Ss(t) € R({(Q(t))) como

S(t,x) =Y (S2+T2)+ ) 8. 4.1)
A peP

Finalmente, definimos el carcaj con potencial (Q(7),S(7,x)) como la parte re-

—

ducida (salvo equivalencia a derecha) del QP (Q(7),S(7,%)).
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Para el caso en que T es una triangulacion que cumple la propiedad (.7 3), el
potencial S(7,x) esta dado por

S(t,x)= Y. Z()+ Y. 5,9 (w,)

yell peP

=Y 72+ Y 59 o), 42)

vell weQ

(recordemos que hay una biyeccién entre Q y PP). Es decir, S(7,x) es una suma
de f-ciclos rotacionalmente disjuntos, mds una suma de multiplos escalares de g-
ciclos rotacionalmente disjuntos. Las rotaciones ciclicas de los ciclos que aparecen
en S(7,x) generan a todos los f-ciclos y g-ciclos en Q(7).

Figura 4.3: El potencial S(7,x) involucra exactamente a un ciclo rotacionalmente
equivalente a 4 (D).
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Figura 4.4: El potencial S(7,x) involucra exactamente a un ciclo rotacionalmente
equivalente a .7 (a).

Teorema 4.3 ([9]], Teorema 30). Si Ty ¢ son dos triangulaciones ideales de una
superficie con puntos marcados (X,M) tales que 6 = fi(t) para algiin arco i € T,
entonces los carcajes con pontecial 1;(Q(7),S(7,%x)) y (Q(0),S(0,%)) son equiva-
lentes a derecha.

El teorema anterior nos dice que en el conjunto de triangulaciones ideales, la
operacion de reemplazo de arcos es compatible con la mutacién de carcajes con
potencial.

Definicion 4.4 ([11]], Definicion 3.2). Sean T una triangulacion etiquetada de una
superficie (X,M), y x = (xp) yep una coleccion de escalares distintos de cero. De-
finimos el potencial asociado a T con respecto a la coleccion x = (xp)pep como

S(7,%) = 1e.(S(7° & - x)) € R{{Q(7)))-

Observacion 4.5 ([11]], Observacion 3.2). Si T es una triangulacion ideal, entonces
al identificar a T con t1(7) (es decir, a cada arco i € T con t1(i) € t;(7)), el QP

(Q(t1(7)),8(t1(7),1 - %)) coincide con el QP (Q(7),S(7,x)) definido en 4.2}

Teorema 4.6 ([11]], Teorema 8.1). Sea (X,M) una superficie con puntos marcados
distinta de una esfera con cinco punciones. Si Ty o son dos triangulaciones eti-
quetadas de (X,M) relacionadas por un reemplazo de un arco i € T (0 = fi(7)),
Y X = (xp) pep es una coleccion de escalares distintos de cero, entonces los QPs
wi(0(7),8(7,%)) ¥y (Q(0),S(0,x)) son equivalentes a derecha.

Corolario 4.7 ([11], Corolario 9.1). Si (X,M) no es una esfera con cinco pun-
ciones, entonces cualquier carcaj con potencial de la forma (Q(7),S(7,x%)) es no
degenerado.

El Corolario {4.7] se obtiene a partir del Teorema {.6]y del hecho de que los QPs
(0(7),S(t,%)) son reducidos.
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El carcaj con potencial S(7,x), propuesto y estudiado inicialmente por D. Labar-
dini presenta muchas propiedades; en el siguiente capitulo se hablard acerca de que
para muchas de las tridngulaciones de superfices este potencial determina la Gnica
clase de equivalencia débil a derecha de los carcajes con potencial no degenerados.

En [9], Teorema 36 D. Labardini demuestra que si (X,M) es una superficie
con frontera no vacia, entonces para toda triangulacion ideal 7 el dlgebra Jacobiana
Z(0(7),8(7,%)) es de dimension finita. Mientras que en [[13] Proposicion 4.2 S.
Ladkani muestra que si (X,M) es una superficie con frontera vacia, entonces para
toda triangulacién ideal 7 el dlgebra Jacobiana &?(Q(7),S(7,x)) es de dimension
finita.

Para el caso de triangualaciones de superficies con frontera vacia que satisfacen
la propiedad .73, definiremos un tipo mas general de potenciales, donde para cada
puncién p € P permitiremos tomar no un multiplo escalar del g-ciclo alrededor de
p, si no un multiplo escalar de una potencia de dicho g-ciclo. Demostraremos que
en general estos potenciales son de dimension finita (cf. Teorema §.16)), y en el
siguiente capitulo demostraremos en que casos son no degenerados sobre el carcaj

o(7).

Definicion 4.8. Sea T una triangulacion, que cumple la propiedad (7 3), de una
superficie con puntos marcados y frontera vacia. Para una coleccion A = (Agy)wea
de escalares distintos de 0y una coleccion de enteros positivos m = (mg) peq defi-
nimos el potencial S(t,A,m) como

St Am) =Y Z)+ Y 2@ (®)". (4.3)

yell 0weQ

Para cada flecha a € Q) existe un tnico representante @, € Q tal que @, = g"(a)
para algin r € N, (n, = ng,), denotemos m, = mg, y Ay = Aq,; también, existe un
tinico ¥, € I tal que ¥, = f"(a) para algin ¢ € N.

Noétese que el potencial S(7,x) descrito en (4.2) es un potencial de la forma
S(t,A,m) conm = (1)peq-

En [13] S. Ladkani estudio el dlgebra Jacobiana de los QP’s (Q(7),S(7,x)) aso-
ciados a triangulaciones que cumplen (.7 3). En este capitulo generalizaremos al-
gunos resultados de S. Ladkani, para el caso de los potenciales S(t,A,m).

El siguiente lema es una generalizacion del Lema 3.5.

Lema 4.9. Sea (X,M) una superficie marcada con frontera vacia. Si T es una tri-
angulacion de (£,M) que cumple (7 3), para cada flecha a € Q1(7) el elemento
fla)a+ AgmzG(mgng — 1,a) se encuentra en el ideal Jacobiano J(S(t,A,m)); es
decir, f(a)a es congruente con —AgmzgG(mgng — 1,a) modulo J(S(t,A,m)).

Demostracion. Para cada flecha b € Q;(7) el potencial S(7,A,m) estd dado por

S(t,Am)=" Y, FM+ Y, re(@(0)"+.F (%) + WY (b).
Yel'\{n} oeQ\{w,}
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La flecha b no aparece en los primeros dos sumandos, por lo que al derivar ciclica-
mente con respecto a b obtenemos

p(S(t,A,m)) = f*(b)f (D) + AmpG(mpnp — 1,8(b)). (4.4)
Evaluando esta expresién al tomar b = f~1(a)
af‘l(a) (S(T/l?m)) = f(a)a+A’f_l(a)mf_l(a)G(mf_'(a)nf_l(a) - 17f_1(a))'

Por el inciso d) del Lema f~Y(a) = g~ '(@). Recordemos también que Ag1@) =

Aa Mg-1(G) = Mg Y Ng-1(5) = Ng, de manera que

fla)a+2aG(mang —1,a) = dy1(,) € J(S(T,A,m)). 4.5)

Figura 4.5: En el caso en que mz = 1, f(a)a es congruente con A;G(ng — 1,a).

La siguiente proposicion es una generalizacion de la Proposicion 3.6.

Proposicion 4.10. Sea T una triangulacion como en el Lema Para toda flecha
a € Q1(7) se satisface:

) —ama(@(a))" = F(a) = —Aama(4(@))" = F (@) méd(J(S(t,A,m))).
D) fg<a)g(a)a = _)Lf(a)mf(a)G(mf(a)nf(a) - 17f<a))a méd(‘](S(Ta)L7m)))

c) gfla)f(a)a= —Agmgfg""a2(a)G(mang — 1,a) méd(J(S(t,A,m))).
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Demostracion.

a)

b)

c)

Al multiplicar la derivada d,(S(t,A,m)) (ver (¢.4)) por la derecha por a, ob-
tenemos

0u(S(7,2,m))a =F>(a) f(a)a+ AamaG(mang, —1,8(a))a
=7 (a) + Aamqg(9 (a))" € J(S(T,A,m)).

Esto muestra la primera congruencia, la tercera congruencia se demuestra con
el mismo razonamiento sustituyendo a por a.

Para demostrar la segunda congruencia multipliquemos por la izquierda por
f?(a) la congruencia dada en el Lema

(a)f(a)a = —Agmaf*(a)G(mang — 1,a@) méd(J(S(t,A,m))).  (4.6)
Recordemos que f2(a) = g~ '(a), Lema y observemos que g~ '(a) =
g"aa=1(@), por lo que

(a)f(a)a =— Aamag™™a (@) G (mang — 1,a)
= — AamaG(mgng,a) méd(J(S(t,A,m))),

es decir,
F(a) = —Agmzg¥ (a) méd(J(S(z,A,m))). “4.7)

Por el Lema g(a) = f(a). Aplicando el Lema ag(a),
fela)g(a) = —Apaympa)Gmpaynpqy — 1, f(a)) méd(J(S(T,A,m))).
Multiplicando por la derecha por a obtenemos el resultado buscado.

Multiplicando por la izquierda por gf(a) la congruencia del Lema
gf(a)f(a)a = —Agmagf(a)G(mgng — 1,a) méd(J(S(t,A,m))).

Aplicando la primera igualdad del inciso b) del Lema a f(a) tenemos
gf(a) = ff(a), que es igual a f~1(a); por la segunda igualdad del inciso d)
del mismo lema, f~1(a) = g~1(a), que es igual a gg™a"a—2; por la segunda
igualdad del inciso b), gga"a—2 = fg™a"a=2 Vemos entonces que gf(a) =

f g’”ﬁ"ﬁ_z, y asi

gf(a)f(a)a = —Xamafg" ™= >G(mang — 1,@) m6d(J(S(z,A,m))). (4.8)

]
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Para los siguientes resultados del ideal Jacobiano (y el algebra Jacobiana) pedi-
remos que se satisfaga un poco mas que la propiedad (.73). Diremos que el QP
(O(7),S(t,A,m)) cumple la propiedad

(4) Si T cumple la propiedad (.73), y para cada flecha a € Q(7):
ng>4,ong>4,0myg>2,0mg> 2.

Observacion 4.11. Para cada flecha a € Q|(7) se satisface n, > 3 y ng > 3 debido
a la propiedad (7 3). Ademds m, > 1y mg > 1, por lo que mgng > 3 y mgng > 3.
La propiedad (N 4) nos dice que mgng > 4 0 mgng > 4.

La propiedad .#"4 indica que cada arco en 7, alguno de sus dos extremos (que
son punciones en P) tiene asociado en S(7,x) una potencia de un g-ciclo de longitud
al menos 4.

Observacion 4.12. Si (£,M) es una superficie marcada con frontera vacia, género
positivo y solo una puncion, entonces toda triangulacion T estd formada por exac-
tamente 6(género(X)) — 3 arcos (Proposicion|3.8), todos incidentes a la vinica pun-
cion p, por lo que val;(p) = 12(género(X)) — 6. Asi, para cada flecha a € Q1(7) se
tiene ng = 12(género(X)) — 6 > 6.

El siguiente lema generaliza el Lema 3.10 presentado en [13] por S. Ladkani,
par el caso m = (1) yeo.

Lema 4.13. Si el carcaj con potencial (Q(t),S(t,A,m)) cumple (N 4), entonces
para toda flecha a € Q) (7)

a) fgla)g(a)a=0 m6d(J(S(7,A,m))), y
b) gf(a)f(a)a=0 méd(J(S(t,A,m))).
Demostracion.

a) Afirmacién: Para toda k € Z>° existen una flecha by, € Q;(7), un escalar dis-
tinto de cero A; € 'y dos caminos cy,, ¢y, tales que

fela)g(a)a = prey, f&(bi)g(bi)brck, méd(J(S(T,4,m))),

y longitud(cy, ) + longitud(cg,) > k.

Demostraremos esta afirmacién por induccién sobre k. Por el inciso a) de la
Proposicién @.10]

fela)g(a)a= —Apympa)G(mpaynsq) — 1, f(a))a méd(J(S(t,A,m))).
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Ademis, G(m g — 1, f(a)) = G(mygynsq) — 3,82 f(a)gf(a) f(a), por
lo que
fg(a)g(a)a=
— A(@ymp@)G(mpanpa) — 3,87 (a))gf () f(a)a m6d(J(S(t,A,m))).

Reemplazando gf(a)f(a)a por el elemento equivalente médulo el ideal Ja-
cobiano mostrado en el inciso c¢) de la Proposicion 4.10, obtenemos que
fg(a)g(a)a es congruente a

As(ayNam p(aymaG(mpayn ) — 3, &2 f(a))f¢" " 2(a) G (mang — 1,a)

modulo el ideal Jacobiano J(S(7,A,m)). Observemos que

G(mpnsa) — 3,8 £(a)) f¢"™ " *(@)G(manz — 1,a)

= G(myanya)—3:8°f(@) fg"™" *(@)g"™ 2 (a)g" "> (@) G(mang —3,a).
4.9)
Aplicando la primera igualdad del inciso b) del Lema a f(a) obtenemos

f%(a) = gf(a). De la observacion se sigue

Mp @M (a) — 3+ Mefa)gra) =3 2 1,
longitud(G(m () np(q) — 3,8°f())) + longitud(G(manz — 1,a))

ZMf(a)nf(a)—3+Mana—3 Z 1, (410)
Y& Que My(a) = Mgf(a) Mf(a) = Mgf(a) Mgf2(a) = Mf2a) Mgf2a) = "f2(a) ¥
@ = gf*(a). Todo esto concluye el caso k = 1.

Dada k € Z>9, si suponemos que

fe(a)g(a)a = prer, fg(br)g(br)brcr, méd(J(S(T,A,m)))

para algunos caminos c, y ¢k, con longitud(cy, ) +longitud(cy,) > k, entonces
aplicando el caso base (k = 1) sobre fg(by)g(bi)by,

fg(a)g(a)a =prek, f8(bi)g(bi)bicx,
=pip'ci, ¢ f8 (b )g (b )by cyer, m6d(J(S(T,A,m))),
y longitud(cy, ¢} ) +longitud(ck,c5) > k+ 1, con lo cual queda demostrada la

afirmacion.

La afirmacién nos dice que (fg(a)g(a)a — prck, f8(bk)8(bk)bicry)ez>0 €5
una sucesion de elementos en el ideal Jacobiano J(S(7,A,m)); esta sucesion
(T, A

(7,
converge a fg(a)g(a)a, y por lo tanto fg(a)g(a)a € J( ,m)).

’
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b) Por el inciso c) de la Proposicién 4.10}
gf(a)f(a)a = —Agmafg""a%(@)G(mang — 1,a@) méd(J(S(t,A,m))).

Observemos que
8" 2(@)G (mang — 1,a)

= g2 @)g" 2 (@)g" e (@)Gmang —3,).

De esta forma, al utilizar el ya demostrado inciso a) del presente lema,

gf(a)f(a)a= f¢"™"*(a)g"™* *(a)g"™"* > (a)G(mang — 3,4)
=0 méd(J(S(t, A,m))).

]

Observacion 4.14. Todo fg-camino-mezclado contiene un camino de la forma
fe(a)g(a)a o gf(a)f(a)a para alguna flecha a € Q(7), Observacion Por

lo tanto cualquier fg-camino-mezclado es congruente con 0 médulo el ideal Jaco-
biano J(S(t,A,m)). Asi, los caminos que son distintos de 0 médulo J(S(t,A,m))
son algunos f-caminos, o algunos g-caminos.

El siguiente Lema generaliza el Lema 4.1, presentado por S. Ladkani para el
caso del potencial S(7,14,(1)gpeq)-

Lema 4.15. Para toda flecha a € Q1(7):

1. Sire Z=% entonces el f-camino F(r,a) =0 méd(J(S(t,A,m))).

2. Sit € Z="a"a, entonces el g-camino G(t,a) =0 méd(J(S(t,A,m))).
Demostracion.

1. El f-camino F(r,a) es igual a F (r — 4, f*(a))f>(a).Z (a). Por la Proposicién
4.10}

F(4,a) = —AamgF (r — 4, f*(a)) f> (a)G(mang,a) méd(J(S(t,A,m))).
(4.11)
Notemos que el producto F (r—4, f*(a)) f3(a)G(manz, a,a) es igual ala com-
posicién F(r—4, f>(a))ag™" (@)g~%(@)G(mang—2,a), y recordemos también
que g~ (@) = f~!(a). Utilizando el Lematenemos que

F(4,a) =0 méd(J(S(t,A,m))). (4.12)

71



2. De manera similar al inciso anterior, siz € Z="a"a_entonces

G(t,a) = —%G(I — mang — af?(a)f(a)a

a

=0 méd(J(S(t,A,m))). (4.13)
O

La operacion que manda cada flechaa € Q1 (7) ena € Q) es una involucién. Sea
® C Q;(7) un conjunto de flechas representantes de las 6rbitas producidas por esta
operacion (cada una de tamaiio 2).

El siguiente teorema generaliza la Proposicion 4.2 de [13]], al describir una base
del dlgebra Jacobiana asociada al QP (Q(7),S(t,A,m)) en lugar de una base para
el algebra Jacobiana asociada al QP (Q(7),S(7,x)).

Teorema 4.16. Sea T una triangulacion de una superficie (£, M) con frontera vacia,
que cumple la propiedad (7 3). Si el carcaj con potencial (Q(7),S(t,A,m)) satis-
face la propiedad (N'4), entonces 2+ J(Q(7),S(t,A,m)) es una base (como es-
pacio vectorial) del dlgebra Jacobiana &(Q(7),S(t,A,m)), donde A estd dado
por

B ={eili€ Qo(t)}U{G(r,a)|lac Qi(7), y1 <r, r <mung,}
U{G(m9n9,9)| 0 c @}

Demostracion. Cualquier fg-camino-mezclado es congruente con O médulo el ide-
al Jacobiano J(S(7,4,m)) (Observacién @.14); todo f-camino de longitud mayor a
3 es congruente a 0 médulo J(S(7,A,m)) (Lema[d.13)); los f-caminos de longitud 3
y 2 son congruentes a algtin g-camino (Lema[4.9]y Proposiciéon@.10); un f-camino
de longitud uno es un g-camino de longitud uno. Por lo tanto, el dlgebra Jacobiana
Z(0(1),S(t,A,m)) es generada (como espacio vectorial) por los g-caminos y los
idempotentes del dlgebra completa de caminos.

Cada idempotente e € R es ajeno (respecto a la base de caminos) de los elemen-
tos de J(S(t,A,m)), ya que cada derivada ciclica tiene longitud al menos dos (los
ciclos involucrados en S(7,A,m) tienen longitud al menos tres).

Sea I(S(t,A,m)) el subespacio vectorial

e e )

Recordemos que J(S(t,A,m)) es igual a la cerradura I(S(z7,A,m)) (Observacion

[L.18).
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Para demostrar que # es linealmente independiente analizaremos los elementos
de I(S(t,A,m)) que involucran al menos un g-camino de longitud a lo mas m,n,
con respecto a a para alguna flecha a € Q1(7) (los g-caminos de longitud mayor se
encuentran en el ideal J(S(7,A,m)), Lema4.15).

Dada una flecha a € Q;(7), sean x,y € | | 0?¢ (la base de caminos) tales que

d=0

x0,(S(T,A,m))y#0€ R{(A)). El producto xd,(S(t,A,m))y esigual a xf2(a) f (a)y+
AamgxG(mgng —1,g(a))y. La composicién xf2(a) f(a)y es un fg-camino-mezclado
o un f-camino. Si xG(mun, — 1,g(a))y es un g-camino con respecto a alguna flecha
b € Q1(7), es decir xG(myn, — 1,g(a))y = G(r,b), entonces b estd en la misma g-
6rbita que a, y mp = my, np = ng; de esta manera xG(mgn, — 1,g(a))y = G(r,b) es
de longitud a lo mds myny, si 'y sélo si longitud(x) + longitud(y) < 1. Hay sélo cuatro
casos en los que longitud(x) + longitud(y) < 1y xd,(S(7,A,m))y # 0 € R({A)):

L. x=h(g"" " (a)) y y =1(g(a)).
En este caso xd,(S(t,A,m))y = f%(a)f(a) + Aam,G(man, —1,g(a)). Obtene-
mos el f-camino de longitud dos con respecto a f(a) mds un miltiplo escalar
del g-camino de longitud myn, — 1 asociado a g(a).

2. x=h(g"" (a))yy=a.
En este caso
x0,(S(t,A,m))y =f(a) f(a)a+ AamaG(mang — 1,8(a))a
=% (a)+ A(Y (a))™.

Obtenemos el f-ciclo con respecto a a la flecha @ mas un multiplo escalar de
la potencia m, del g-ciclo asociado a a.

3. x=h(g"" (a)) yy=f"g(a).
En este caso
x0u(S(7,A,m))y = f*(a)f(a)g ™" f(a) + AamaG(mana — 1,g(a)) f ' g(a),
yaque f~'g(a) = g~' f(a). Ambos caminos son fg-caminos-mezclados.
4. x=gmm(a)yy=1(g(a)).

En este caso xd,(S(7,A,m)) = af?(a) f(a) + Agmag"" (a)G(man, —1,8(a)),
debido a que g (a) = a. Asi,

x0a(S(7,A,m))y = F(f(a)) + A (8(a)).

Recordemos que g(a) = f(a) (Lema|3.26). De esta forma obtenemos un f-
ciclo més un multiplo escalar de una potencia de un g-ciclo, ambos asociados
a dos flechas que inician en el mismo vértice.
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5. x= fg"" 1 (a) yy=t(g(a)). En este caso

X0a(S(,A,m)) = gf*(a) f*(a) (@) + Aama f§" " (a)G(mang —1,(a)).
Ambos caminos son fg-caminos-mezclados.
Para cada z € I(S(t,A,m)) y cada flecha a € Q;(7) tenemos lo siguiente:

1. Los g-caminos de longitud menor a m,n, — 1 asociados a a no son involucra-
dos en z.

2. Siescribimos z = i, ,G(mgn, — 1,a) +7' donde U, , es un escalar (que puede
ser cero) y 7' no es un miltiplo escalar de G(myn, — 1,a), entonces

1, ~ _
dm ) @) 4
g !(a)Mg~! (a)
con 7" disntinto de un multiplo escalar de f2g~'(a)fg~!(a).

3. Si escribimos z = K, 4(¥(a))™ + K, z(4 (@)™ + 7", donde k., y K.z son
escalares y 7" no involucra a (¢ (a))™ o (¢ (a))™, entonces 7" = 1, ,.% (a) +

1,57 (a) +7"" tal que 7 no involucra a . (a) 0 # (@), y L;u+ g = AKZ}Z +
Kza
/lﬁmﬁ'

Estas tres afirmaciones se obtienen ya que z € I(S(7,A,m)), z= Ciz1+ Qzo+- -+

{iz; para algunos escalares (i, - -, {; y algunos elementos
'>Cr€<|_|Q1 ) (S)la € Qi <|_|Q1 >,
y las afirmaciones se cumplen para cada z; i € {1,--- ,t}.

El ideal J(S(7,A,m)) es la cerradura de I(S(t,A,m)) en R{({Q(7))), por lo
tanto w € J(S(t,A,m)) si y sélo si existe una sucesion (z;);en tal que w+z; €
I(S(t,A,m)) y short(w;) > i, es decir, tal que w = lim(w+z;). Si

i—yoo

mghg—1

Z Hee + Z Z VraG(ra +ZV9Gm9n97 ) €J(S(T,4,m)),
e€Qo(7) acQ(7) 6cO

entonces existe z tal que short(z) > max{mgn, | a € Q;(7)}, en particular z es ajeno
(respecto a la base de caminos) de los elementos de 4, y

mang—1

Z Uee + Z Z VraG ra+Zv9G mgng,0)+z € I(S(T,A,m)).
e€Qo(7) acQ(t 6O
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Asi, para cada e € Qy(7) el escalar u, es igual a 0. El camino z es de longitud mayor

a 2, y por tanto ajeno (respecto a la base de caminos) de cualquier camino de la
forma f(a)a para toda a € Q1(7), entonces V,, = 0 para toda a € Q;(7) y cualquier
re{l,---,myn, — 1}. Finalmente, z es ajeno (respecto a la base de caminos) de los
elementos de %, y por tanto de (¢(6)™9) para toda 6 € ©, también es ajeno de
Z(8)y .Z(8), por lo que vy = 0 para toda 6 € ©.

Concluimos entonces que - es linealmente independiente en Z(Q(7),S(7,A,m))

,y por tanto, % es una base.

]

Del teorema anterior se concluye que el dlgebra Jacobiana Z(Q(7),S(7,A,m))
es de dimension finita. Mds aun, es posible calcular explicitamente el valor de su
dimension. El conjunto de vértices del carcaj Qo(7) estd en biyeccion con el con-
junto de arcos de la triangulacion 7, cuyo cardinal estd dado por la formula (3.1).
Mientras que el conjunto ® contiene a la mitad de los arcos en Q;(7). El QP
(O(7),S(t,A,m)) satisface la Propiedad (.474), por lo que la cantidad de flechas
en Q1(7) es el doble de la cantidad arcos en 7. Asi, el cardinal de 6 es exactamente
la cantidad de arcos en 7.

La dimension del dlgebra Jacobiana &2(Q(t),S(7,A,m)) estd dada por la sigui-
ente formula:

Y no(neme—1)+2n, (4.14)
weQ

donde 7 es la cantidad de arcos de la triangulacién 7 (cf. (3.1)).
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Capitulo 5

Carcajes con Potencial no
degenerados asociados a
triangulaciones de superficies

En [6] C. Geiss, D. Labardini y J. Schroer estudiaron los carcajes con potencial
no degenerados asociados a triangulaciones de superficies, y demostraron que para
la mayor parte de las triangulaciones existe sélo un QP no degenerado salvo equiva-
lencia débil a derecha (Teorema [5.6)), a saber, el QP (Q(7),S(7,x)) estudiado en el
capitulo anterior. En este capitulo se presenta la conjetura que motivo la realizacion
de esta tesis (cf. Conjetura[5.7), asi como algunas variantes de los resultados a partir
de los cuales se obtuvo el Teorema 5.6 que permitiran concluir la veracidad de esta
conjetura (cf. Teorema|[5.32).

Nota 5.1. Se trabajard sobre el campo complejo (K = C), y se denotard al dlgebra
completa de caminos asociada a una triangulacion ideal T de una superficie con
puntos marcados (£,M) como C{{Q(7))).

Se hace uso del hecho de trabajar sobre el campo complejo (algebraicamente
cerrado) en la demostracion de los Lemas 5.9y

5.1. Preliminares

Definicion 5.2 ([3]], Definicién 8.8). Dados un carcaj con potencial (A,S) y un
subconjunto de vértices I C Qy, definimos la restriccion de (A,S) a I como el QP
(Al7,S]1) dado por

Al =P A, (5.1)
i.jel
y
S| ="Y1(S), (5.2)
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donde ¥; : R((A)) — R{((A|[)) es el homomorfismo de dlgebras tal que ¥;(a) = a
para toda flecha a € A|j, y W1(b) = 0 para toda flecha b & Ay.

La restriccion del QP (A,S) al conjunto de vértices I, es la pareja formada por
el carcaj cuyo conjunto de vértices es I y el conjunto de flechas son las flechas de
A que van entre los vértices de /, y el potencial obtenido al eliminar de S los ciclos
que pasen por al menos un vértice que no estd en 1.

Proposicion 5.3 ([6], Proposicion 2.3). Sean (Q,S) un carcaj con potencial no de-
generado e I C Qy. El QP (Q|1,S|1) es no degenerado.

Del resultado anterior obtenemos la Proposicion

Proposicion 5.4 ([6], Proposicion 2.4). Sean (Q,S) un carcaj con potencial no de-
generado, e I C Qg un subconjunto de vértices tal que:

1. Q| contiene exactamente r flechas ay,az, - ,a,;

2. el producto c := ajay - --a, es un ciclo en Q;

3. los vértices t(ay),t(az),- - ,t(a,) son todos distintos;
entonces el potencial S involucra al ciclo c.

Corolario 5.5 ([6], Corolario 2.5). Sea (Q,S) un QP no degenerado. Dadas tres
flechas a,b,c en Q que forman un 3-ciclo cba, y tales que no hay flechas miiltiples
entre los vértices t(c), t(b) y t(a), el potencial S involucra al ciclo cba.

Teorema 5.6 ([6]], Teorema 8.4). Sea (£,M) una superficie con puntos marcados y
frontera vacia tal qu

6 siX es una esfera,
M) > v
3 en otro caso.

Para cualquier triangulacion etiquetada T de (£,M), el carcaj Q(t) admite sélo un
potencial no degenerado salvo equivalencia débil a derecha.

En [6] se presenta la siguiente conjetura:

Conjetura 5.7 ([6]). Toda superficie con puntos marcados (£, M) y frontera vacia,
con género(X) > 1y dos punciones (M| = 2), admite sélo un potencial no degene-
rado salvo equivalencia débil a derecha.

'Este resultado es valido para la esfera con 5 puntos marcados (cf. [6] Proposicién 8.13), sin
embargo, la demostracién para este caso es distinta.
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En [6] C. Geiss, D. Labardini y J. Schroer demostraron que para el caso de una
superficie (X, M) con frontera vacia y sélo una puncion (es decir, |M| = 1), existen
al menos dos QP no degenerados y no equivalentes débilmente a derecha. También
probaron un teorema similar al Teorema 5.6|para el caso de superficies con frontera
no vacia, este teorema se presenta a continuacion.

Teorema 5.8 ([6]], Teorema 8.20). Supdngase que (£, M) es una superficie marcada
con frontera no vacia, y (£,M) es distinta de un toro con una puncion (M| =
1). Para toda triangulacion etiquetada t de (£,M) el carcaj Q(t) admite sélo un
potencial no degenerado salvo equivalencia débil a derecha.

A continuacién se presenta la estrategia que Geiss-Labardini-Schroer siguen en
[6]] para probar el Teorema[5.6]

Lema 5.9 ([6]], Lema 8.5). Supongamos que T es una triangulacion ideal de una
superficie (£,M) con puntos marcados y frontera vacia distinta de una esfera con
M| = 4,5. Dadas dos colecciones de escalares distintos de cero x = (Xp)pep ¥

y = (¥p) pep, los carcajes con potencial (Q(7),S(7,x)) y (Q(7),S(7,y)) son equi-
valentes débilmente a derecha.

Por el lema anterior, para demostrar el Teorema [5.6| basta con demostrar que
todo carcaj con potencial no degenerado es equivalente derecho a un QPde la forma
(Q(7),S5(7,%)). Recuérdese que todo QP de la forma (Q(7),S(7,x)) es no degene-
rado (cf. Corolario [4.7).

Un carcaj con potencial es no degenerado si y solo si el carcaj con potencial
obtenido al mutar respecto a cualquier vértice del carcaj es no degenerado. Dos
potenciales sobre el mismo carcaj son equivalentes a derecha si y sélo si las muta-
ciones respecto de cada uno de ellos respecto a un mismo vértice son equivalentes
a derecha. La mutacion a nivel de carcajes es compatible con la operacion de reem-
plazo a nivel de triangulaciones (cf. Teorema[4.6)). Todas las triangulaciones de una
superficie estdn relacionadas mediante una secuencia de reemplazos. Asi, podemos
trabajar con triangulaciones que cumplen algunas caracteristicas especiales.

Lema 5.10 ([6], Lema 8.11). Dada una superficie con puntos marcados y frontera
vacia (£,M), si

6 siX es una esfera,
M| > 4
3 en otro caso,

entonces, existe una triangulacion T de (X£,M) que satisface las siguientes tres
propiedades:

la valencia de cada puncion es al menos cuatro, (5.3)

O(7) no tiene flechas dobles, y (5.4)
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ninguno de los arcos en T es un lazo. (5.5
Estas propiedades jugardn un papel importante mds adelante.

Observacion 5.11. Sean (X,M) una superficie con puntos marcados y frontera
vacia, y T una triangulacion ideal de (¥£,M). Si |M| = 1, entonces todo arco en
T es un lazo ya que sus puntos extremos son la vinica puncion en M. Mientras que
si |M| =2, entonces para cada tridngulo al menos uno de los arcos que forman la
frontera de dicho tridngulo es un lazo; y asi los arcos en T que son lazos son al
menos la tercera parte de todos los arcos (esta cota es justa). De esta manera, para
toda superficie con puntos marcados y frontera vacia (£,M), si |M| < 2, entonces
no existe una triangulacion que satisfaga la propiedad (5.5).

Observacion 5.12. Analicemos las implicaciones de las tres propiedades men-
cionadas en el Lema (supondremos que T cumple (73)).

Propiedad (5.3): Si la valencia de cada puncion es al menos cuatro (en particular
T cumple la propiedad (7 3)), todo g-ciclo tiene longitud al menos cuatro.

Propiedad (5.4): Nos da dos resultados importantes:

» Recordemos que entre cualesquiera dos vértices del carcaj Q(7) hay a
lo mds dos flechas. Si en Q(t) no hay flechas dobles (y suponiendo que
T satisface (7 3)), entonces al aplicar el Corolario en cualesquiera
tres vértices del carcaj que representan los arcos de un mismo tridngulo,
se sigue que todo potencial S tal que el QP (Q(7),S) es no degenera-
do, involucra a todos los f-ciclos. Mds aun, (Q(7),S) es equivalente a
derecha a (Q(7),T(7)+S"), donde

T(1)=) Z(v), (5.6)

yel

y el potencial S' es rotacionalmente disjunto de T (7).

» Todo fg-ciclo-mezclado es de la forma f(a)ag~' (a)c para alguna flecha
a € Q(t) y algiin camino c (cf. Observacion . La flecha f*(a) €
Q(7) es la tinica flecha que inicia en h(g(a)) y termina ent(a), y f*(a) #
g ! (a), por lo que el camino c es de longitud positiva. Asi, todo fg-
ciclo-mezclado es de longitud al menos cuatro.

Propiedad (5.5): Para cada puncién p € P sea I, C Qo(7) el conjunto de arcos
incidentes a p (de cardinalidad val;(p)). Al tomar la restriccion de Q(7) a
I, se satisface que para cada uno los vértices hay exactamente una flecha
que inicia y exactamente una que termina en éste. Ademds las flechas en la
restriccion de Q(7)|;, forman un ciclo (el g-ciclo que rodea la puncién p).
Por lo que:
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» Aplicando la Proposicion al conjunto I,, obtenemos que si un pon-
tencial S es no degenerado sobre el carcaj Q(7), entonces el QP (Q(7),S)
es equivalente a derecha al QP (Q(7),P(7,x)+S"), donde

|P|

P(T,X) = in%(a)i) (5.7)
i=1

. . P ..
para alguna coleccion de escalares (x,')l.:‘l distintos de cero, y un poten-

cial §' rotacionlamente disjunto de P(T,x).

» Un g-camino es un ciclo si y solo si es una potencia de un g-ciclo. De
esta afirmacion se sigue que todo fg-ciclo mezclado es un ciclo de tipo

rotacional 11 (cf. Lemal[5.14).

Para una triangulacién T que cumple (.73), el potencial S(7,x) es igual a
S(t,x) =T(7)+P(1,x). (5.8)

Observacion 5.13. Dada una superficie con puntos marcados (X,M) y frontera
vacia, si T es una triangulacion ideal de (X,M) que satisface las propiedades (7 3)
y (B.5), entonces t satisface la propiedad (5.4). En efecto, supongamos que T es
una triangulacion de (£,M) en la cual existen dos flechas que van del vértice j al
vértice i. Los arcos correspondientes a los vértices i, j € Qo(T) pertenecen ambos
a una pareja de tridngulos determinados por T; la figura representa estos dos
tridngulos unidos por el arco correspondiente al vértice i.

Figura 5.1: Existe s6lo una forma de identificar al arco correspondiente al vértice j.
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La superficie (£,M) es orientable, por lo que existe sélo una forma de identi-
ficar al arco correspondiente al vértice j. Asi, los arcos k y [ son lazos.

Lema 5.14 ([6], Lema 8.6). Si (£,M) es una superficie con puntos marcados y
frontera vacia, y si T es una triangulacion de (X,M) que satisface las propiedades

(.3), 5.4 y (3.5), entonces, todo ciclo en Q(t) que sea rotacionalmente disjunto
de S(7,x) es rotacionalmente equivalente a uno de los siguiente tres tipos de ciclos:

Ciclos de tipo rotacional I: Potencias mayores a uno de f-ciclos.
Ciclos de tipo rotacional II: Potencias mayores a uno de g-ciclos.

Ciclos de tipo rotacional III: Ciclos de la forma f*(B)f(B)Af*(a)f(a)p para
algunas flechas o, B € Q1(7), y algunos caminos A, p tales que A =g~ f(B)A/
para algiin camino A', o p = p'gf*(b) para algiin camino p'.

Observacion 5.15.

a) Sice C{(Q(7))) un fg-camino-mezclado, entonces, para cualesquiera dos
caminos w,z € C((Q(7))) el producto wcz es un fg-camino-mezclado.

b) Todo ciclo de tipo rotacional Ill es rotacionalmente equivalente a un ciclo
de la forma f*(a)f(a)v, para alguna flecha a € Q\(t) y algiin fg-camino-
mezclado V. En efecto, si ¢ ~cye f2(B)f(B)A S () f(a)p (cf: Lema m)
tomando a = ot y v, = pf2(B)f(B)A se verifica que ¢ ~cye f*(a)f(a)Va.
Notese ademds que un ciclo de tipo rotacional Il tiene longitud al menos
cinco.

Lema 5.16 ([6]], Lema 8.12). Dada una superficie con puntos marcados y frontera
vacia (£,M), sea T una triangulacion ideal de (X, M) que satisface las propiedades
(3.3), 5.4) y (5.5). Todo potencial S no degenerado en Q(7) es equivalente a derecha

a un potencial de la forma
S(t,x)+S,

donde S’ es un potencial rotacionalmente disjunto de S(7,x).

El Lema es consecuencia de la Observacion y la ecuacion (5.8).

Ahora daremos una tercia de lemas que nos permitiran afirmar que después de
aplicar una secuencia de automorfismos del dlgebra completa de caminos C{{(Q(7))),
el término S’ mencionado en el Lema dejara de aparecer.

Lema 5.17 ([6]], Lema 8.7). Sean (X, M) una superficie marcada con frontera vacia,
y T una triangulacion etiquetada de (¥, M) que cumple las propiedades (5.3)), (5.4),
y (3.3). Si ' € C{{Q(7))) es un potencial rotacionalmente disjunto de S(7,x), en-
tonces el QP (Q(7),S(7,x) +S') es equivalente a derecha a (Q(7),S(t,x) + W)
para algiin potencial W € C{(Q(7))) que involucra sdlo ciclos de los tipos I y I11.
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Demostracién. Podemos escribir al potencial ' como S’ = S} + S}, + S};, donde S/,
S,y S}, son potenciales de tipo rotacional /, tipo rotacional /1 y tipo rotacional 111,
respectivamente. El potencial S}, es de la forma

S}] = Z Z Z(g’m(g Q)]
weQm=2

Afirmacién: Existen dos sucesiones de potenciales (S,),>0 Y (W,)n>0, ¥ una
sucesion de automorfismos unitriangulares (¥,),>1 que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. =9,
2. W() = 0;
3. y paracadan > 1 cumplen:

a) el potencial W,, involucra sélo ciclos de tipo rotacional /'y I11;
b) short(S,) > short(S,_1);
¢) depth(¥,) = short(S,) — short(S(7,x)) > short(S(7,x));

d) y W, es una equivalencia a derecha entre los carcajes con potencial
(0(%),S(5,%) + Syt + Wa 1) y (Q(2), S(7,%) + S+ W).

Demostraremos de manera recursiva esta afirmacion.

Demostracion de la afirmacion. Para el caso base n = 1, definamos el automor-
fismo unitriangular ¥ : (C((Q( ) — (C((Q(’L')>) mediante la regla W1|g, (r)\q =

Ip,(na Y Y(o)=0—o Z wm )" ! Al evaluar el automorfismo ¥ en
S(t,x)+So+ W obtenemos

¥, (S(T,%) + S0+ Wo) ~eyeS(T, %) + (¥1(T(7) -Y Z Zom(¥

weQm=
+ 8o +Wo + (¥1(So) — So) + (¥ (Wo) — Wo)
=S(7,x) + (Y1(T (7)) =T (7)) + (So)1 + (So) 11
+ (¥1(So) — So) + (¥1(Wo) —Wo)-

Observemos que:
» depth(¥;) = short(Sp) — short(S(7,x)) > short(S(7,x));
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» (W;(T (7)) — T (7)) involucra unicamente ciclos de tipo rotacional / y ciclos
de tipo rotacional I11. Esto se debe al hecho de que en (¥ (7(1)) — T (7))
hay flechas que giran alrededor de punciones distintas (en 7 no hay arcos que
sean lazos, Propiedad (5.3))), por lo que no involucra ciclos de tipo rotacional
11;

= (W(Wy) — Wp) no involucra ciclos de tipo rotacional I7;
» y short(¥;(Sp) — So) > depth(¥;) + short(Sp) > short(Sp).

Ast, si considereamos S} =¥ (So) —Soy Wi =¥ (T (7)) =T (7)+ (So)r+ (So) 111 +
¥ (Wy) — W, entonces el automorfismo unitriangular ¥; es una equivalencia a
derecha entre los QPs (Q(7),S(7,x)+So+Wo) y (Q(7),S(7,x) +S1 + W), con-
cluyendo la afirmacion en el caso n = 1. De la misma manera podemos demostrar
la afirmacion en el caso general. [

De los incisos 3b) y 3c¢) de la afirmacion se sigue que 1211 depth(¥,,) = o.
n—oco

Por el Lema [1.28] el automorfismo unitriangular ¥ = h’_r)n Y, W,_1---¥; es una
n—oo

equivalencia a derecha entre (Q(7),S(7,x)+So+Wy) y (Q(7),S(7,x)+ W), donde

W = lim W, involucra unicamente ciclos de tipo rotacional / y ciclos de tipo rota-
n—oo

cional /11.

]

Lema 5.18 ([6]], Lema 8.8). Sean (£, M) una superficie marcada con frontera vacia,
y T una triangulacion etiquetada de (£, M) que cumple las propiedades (5.3)), (5.4),
y (3.3). Siw € C{{Q(7))) es un potencial que involucra sélo ciclos de los tipos I y
111, entonces el QP (Q(7),S(7,x)) + W) es equivalente a derecha a (Q(7),S(7,x)+
U), para algiin potencial U € C{(Q(T))) que involucra sdlo ciclos de tipo III.

Demostracion. Para la demostracion de este lema haremos uso de la siguiente afir-
macion.

Afirmacion: Existen dos suceciones de potenciales (W,),>0 ¥ (Up)n>0, y una
sucesion de automorfismos unitriangulares (®,),>; que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Wo=WyUy=0;
2. y para cada n > 1 se cumple que:

a) el automorfismo P, es una equivalencia a derecha entre los carcajes
con potencial (Q(T),S(T,X) + W1+ Unfl) y (Q(T),S(T,X) + W1+
Unfl);

b) el potencial U, involucra sélo ciclos de tipo rotacional /11
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¢) short(W,) > short(W,_1);

d) y depth(®,) > short(W,,_;) —3 > 0;
Demostracion de la afirmacion. Demostramos de manera recursiva esta afirmacion.
Supongamos que tenemos un potencial U,_1 que solo involucra ciclos de tipo rota-
cional /11 y un potencial W,,_; rotacionalmente disjunto de S(7,x) que no involucra

ciclos de tipo rotacional /1. Podemos escribir a W,_; = (W,,_1); + (W,—1) 111, donde
la parte de tipo rotacional / es de la forma

(o)

(Wao1)1 ~cyc Z Z)’%m(g(’)/))m

m=2yel
Definamos el automorfismo unitriangular @, : C og (0(7))) = C((Q(7))) median-
te la regla @, o, (c\r = Ig,(ep\r Y Pu(y) =7—7 Z Yy.m(Z (7)™ El potencial
®,(S(7,x) +W,—1 + U,_1) es ciclicamente equiveﬁ;te a

S(.x)— i T vyl F (1) (@ (P(5,3) ~ P(5.3)) + Wy
m=2vye

+ (q)n(anl) - anl) +q)n(Un71)
=5(7,%) + (,(P(1,%)) — P(7,%)) + (Wy—1) 11 + (Pu(Wy—1) = Wy1) + 4 (Up—1)-

Observemos que

depth(®,,) = short(W,,—1)r) —3;

(®,(P(t,x)) — P(t,x%)) involucra tnicamente ciclos de tipo rotacional /11

short(®,(W,,—1) — W,—1) > depth(®,,) + short(W,,_) > short(W,_);
» y®,(U,_1) involucra sdlo ciclos de tipo rotacional I11.

De esta manera, el automorfismo ®,, es una equivalencia a derecha entre los QPs
(0(7),S(7,%x) +W,—1+U,—1) y (Q(7),S(7,%x) +W,,+U,), donde W, = ®,,(W,,_ ) —
Wa1y Up = (®u(P(7,%x)) — P(7,%)) + (Wo—1) 111 + P (Un—1). Nétese que U, y W,
cumplen las condiciones de la afirmacién, quedando asi demostrada. 0

Por el Lemal|l.28| el automorfismo unitriangular ® = h’_r)n D, P,_---Pjesuna

n
equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),S(7,x) +Wo + Up) y (Q(7),S(7,%x) +
U), donde U = 11’_r>n U, es un potencial que involucra unicamente ciclos de tipo
n—oo

rotacional /11 (1im W,, = 0).
n—oo 0
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Lema 5.19 ([6]], Lema 8.9). Sean (£, M) una superficie marcada con frontera vacia,
y T una triangulacion etiquetada de (£,M) que cumple las propiedades (5.3)), (5.4),
y G5). Si U € C((Q(7))) es un potencial que involucra sélo ciclos de tipo III,
entonces el QP (Q(7),S(7,x)) +U) es equivalente a derecha a (Q(7),S(7,x)).

Demostracion. El potencial U involucra sélo ciclos de tipo rotacional III, por lo
que es de la forma
= ), Fflaa, (5.9)
aGQl( )
donde @, es una suma (posiblemente infinita) de fg-ciclos-mezclados (cf. Obser-
vacién [5.15). Denotemos por Uy al potencial U.

Afirmacién: Existen una sucesién de potenciales (Uy),cz>0 que sélo involu-
cran ciclos de tipo rotacional III y una sucesion de automorfismos unitriangulares
(@n),ez>0 del dlgebra completa de caminos C((Q(7))), tales que @,(S(7,x)+U,) es
ciclicamente equivalente a S(7,x) + Uy 41, short(U,1) > short(U,), y depth(¢,) =
short(U,) — 3.

Podemos demostrar esta afirmacion recursivamente.

Demostracion de la afirmacion. Para el caso base,

Z f ajcb

aEQ1 )

definimos el automorfismo unitriangular ¢ : C((Q(7))) — C((Q(7))) que para ca-
da flecha a € Q;(7) satisface ¢(a) = a — @,; este automorfismo tiene profundidad
short(Uy) — 3. Recordemos que S(7,x) = T(t) + P(7,x). Al evaluar el automorfis-
mo ¢ en S(7,x) + Uy, obtenemos

Po(S(7,%) +Uo) =T (1) + P(7,%) + Up + (9T (7)) — T (7)) (5.10)
+ (9o(P(7,%)) = P(7,%)) + (¢o(Up) — Vho)- (5.11)

Todo los ciclos que aparecen en (¢y(P(7,x)) — P(7,%x)) + (¢o(Up) — Up) son de
tipo rotacional III, ya que son productos de algin fg-camino-mezclado @, por al-
gunos otros caminos, y al cumplir 7 la propiedad (5.5)) todo fg-ciclo-mezclado es
un ciclo de tipo rotacional III. Ademas, short(@y(P(7,x) + Up) — (P(7,x) +Up)) >
depth(¢y) + short(P(7,x) + Up) > short(Up) — 3 +5 > short(Up), y @o(T (7)) es
igual a

Y (F2() = B ) (f (V) — By (v — @)

yel
=Y Prmy- Y (Ffmey+ fFA(yo Oy Y+ B2y f(¥)Dy)
yell yell
+ ZF () By +Bp2 ) By () Y+ B2 f (V) By — B2 B By),
ye

86



por lo que

@o(T (7)) ~eyeT(T)+ U
+ Zr(fzma’fw) Dy + B2 D) Y+ B2y (V) By = B2y B () Dy ).
ye

Todos los los ciclos en ¢@y(7 (7)) — T(t) — Up son rotacionalmente equivalentes a
ciclosde tipo rotacional III, de longitud al menos 2(short(Up) —2)+ 1 > short(Up) —
2+3+1 > short(Up). Tomando

Ui =(@o(P(7,x)) — P(7,x)) + (@o(Uo) — Up)
+ Zr<f (N @) By + B B Y+ By [ (V) By — B o) By () By),
ye

tenemos la afirmacion en el caso base. El paso recursivo de la afirmacion se muestra
de manera similar. O

De la afirmacién anterior y del Lema |1.28| se sigue que el automorfismo ¢ =
H_r}n ©nPn—1 - Qo es una equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),S(t,x)+U) y
n—roo

(0(7),5(7,%)).
]

Combinando los Lemas[5.17} [5.18] y [5.19] obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 5.20 ([6], Proposicién 8.10). Sean (£,M) una superficie marcada
con frontera vacia, y T una triangulacion etiquetada de (¥£,M) que cumple las
propiedades (5.3), (3.4), y (5.3). Para cualquier potencial S' € C{({Q(7))) rota-
cionalmente disjunto de S(7,%), se satisface que los QPs (Q(7),S(7,x)+ ') y
(Q(7),S(t,%)) son equivalentes a derecha.

Al combinar los Lemas y la Proposicién [5.20] se concluye el
Teorema 5.6l

La propiedad (5.5]) nos dice que todo fg-ciclo-mezclado es un ciclo de tipo rota-
cional III, hecho que es clave en la demostracién de la Proposicion [5.20] Toda trian-
gulacidn de una superficie marcada con frontera vacia y s6lo una puncion tiene arcos
que son lazos. No es suficiente que una triangulacion 7 cumpla con las propiedades
(33) y (5.4) para poder afirmar que un potencial de la forma (Q(7),S(7,x)+ ') es
equivalente a derecha al potencial (Q(7),S(7,x)).

Ejemplo 5.21. Consideremos un toro con 2 punciones, y la siguiente triangulacion
T

87



Figura 5.2: Identificamos apropiadamante los lados 5 y 6 para obtener un toro. Los
4 vértices del cuadrado son una misma puncién en el toro.

Sobre el carcaj de adyacencias asociado a esta triangulacion C({Q(7))) tome-
mos el potencial

U = bscrbicy +bicsbycy + bycabscs + bycibacy
+ bacrarazas + a1biczazas + ayarbrcaas + ayjarazbicy
+bscobiczazas +bacrarbrcsas + bacrarazbsey
4+ a1bicsbycaas +a1biczazbsey + ajazbycabscy
+ bacabic3bacgas + bacorbiczazbscy
+ bycrarbycabicy +a1biczbyeabsey.

Recordemos que el QP (Q(7),S(1,%)) es no degenerado para toda coleccion x =
(xp)pep (cf. Corolario d.7). Mds adelante demostraremos que (Q(t),S(t,1)+U)
es degenerado, por tanto los QPs (Q(7),S(1,1)) y (O(7),S(t,1) +U) no son equi-
valentes débilmente a derecha (ya que si un QP es no degenerado, entonces todo
carcaj con potencial equivalente débilmente a derecha a éste es no degenerado).
Notese que el potencial U involucra fg-ciclos-mezclados que no son ciclos de tipo
rotacional II1, por ejemplo el ciclo bycybc.

Demostracion ((Q(7),S(t,1)+U) es degenerado). Observemos que el automorfis-
mo unitriangular ¥ : C((Q(7))) — C((Q(7))) dado por ¥(a;) = a; + b;c; para cada
i €{1,2,3,4} y laidentidad en el resto de las flechas, es una equivalencia a derecha
entre los QP (Q(7),W) y (Q(7),S(7,1) +U), donde el potencial W es
4
W= T(’L’) +ajapazas = Z a;bic; + ararazay.
i=1
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A diferencia de S(7, 1), el potencial W sélo involucra a uno de los dos g-ciclos. La
parte reducida de la premutacion del carcaj Q(7) con respecto al vértice asociado
al arco 5 da como resultado el siguiente carcaj (recordemos que a nivel del carcaj
podemos identificar esta operacion con aplicar el reemplazo correspondiente a la
triangulacion y obtener el carcaj asociado, cf. Teorema [3.20):

La premutacion del potencial W con respecto al vértice 5 es
Us(W) =asbyca + agbgcy + aj [bic1] +az|bscs]
+c1bi[bict] + c3b3[bscs] 4 c1b3[bsci]| + c3bi[bics].
Si ¢ es el automorfismo unitriangular @; : C((Q(7))) — C((Q(7))) dado mediante

la regla @;(a;) = a1 — cjb}, ¢1(a3) = a3 — c3b3 y la identidad en el resto de las
flechas, entonces al evaluar @; en ti5(S) obtenemos

()] (,I.NLS (W)) =azbacy + asbscs + ay[bic3] + a3[bscs] + ajazazay
—c1blmazas — ayarcibias + cibiarcibias + cbi[bacy] + ¢3bi[bics].

Sea ¢, el automorfismo unitriangular ¢;C((Q(7))) — C((Q(7))) determinado por
@2 ([bict]) = [bic1] — arazas + arcibias y es laidentidad en el resto de las flechas,
obtenemos

(02X0j} (ﬁS (W)) =arbyrcr +asbacs + ag [b] C]] +a3 [b3C3] - chTa2a3a4
+ciblaxcsbyas + c1bs + c3bi[bica).

Si llamamos @3 al automorfismo unitriangular @3C((Q(7))) — C((Q(7))) tal que
03([b3c3]) = [b3c3] +aacibiay y es la identidad en el resto de las flechas, entonces
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al evaluar @3 se tiene

©30201 (1is(W)) =asbacy + asbaca + ay[bic1] + azlbses] + cibiaxcibias
+ CTb; + C;bT [b103].

La mutacién ts(Q(t),W) es equivalente a derecha al QP (us(Q(7)),W’), donde
W' = asbycy + asbscs + cib} + c3bi[bics] + ¢ibiarcibias. Si ahora aplicamos la
premutacion a us(Q(7)) con respecto al vértice 6, la parte 2-aciclica del carcaj es el
carcaj mostrado en la ﬁgura Mientras que la premutacion del potencial W’ con
respecto al vértice 6 es

He(W') =as|byca] + aglbaca) + cib3bsct] + cibibics] + cibiaxcibiay
+ C;b; [szz] + Cjbz [b404] + C;bz [b402] + Cib; [b2C4].

Si @4 es el automorfismo unitriangular @4C((Q(7))) — C((Q(7))) dado mediante
la regla @4(az) = ax — c3b5, @a(as) = as — c;b; y la identidad en el resto de las
flechas. Al evaluar @4 en [ig(S’) obtenemos

(p4(ﬁ6(W’)) =ay[brca] + as[bscs) + c1b3[b3ci] + 3b][bics] + cblaxcibiay

— c1blaxcsbicyby — c1bicabscibias + c1bicabscibieaby
+ C;bj [b4C2] -+ CZb; [b204].

Sea @5 el automorfismo unitriangular ¢sC((Q(7))) — C((Q(7))) determinado por
¢5([baca]) = [baca] — cibiasciby + cibic;bjcib] y es laidentidad en el resto de las
flechas, obtenemos

@5@1(L6(W')) =az[brco] + aulbaca] + cib3[bsct] + c3b7 [bics] — cibicsbicibiaa
+ c1bic3b5c3b5¢b) + cabi[baca] + c4b5 [baca).

Si llamamos @ al automorfismo unitriangular sC((Q(7))) — C((Q(7))) tal que
06 ([bacs]) = [bacs] + cbic5b5c3by y es la identidad en el resto de las flechas, al
evaluar @g

PPsPa(lis(W')) =az|brco] +aslbaca] + c1b5[bsct] + c3b] [bic3] + c1bicsbicsbiciby
+ Cébz [b4C2] + Cjb§ [b2C4] .

90



Figura 5.3: La mutacién del carcaj respecto al vértice 6.

Por lo tanto, la mutacién del carcaj con potencial (us(Q(7)),W') con respecto
al vértice 6 da como resultado un QP equivalente a derecha a la pareja formada por
el carcaj de la figura[5.4] y el potencial V' de la forma

V = c1b3[bsci| 4 c3bi[bic3] + c1bicabyc3b3c,by + cabi[baca] + c4b5 [baca).

Al aplicar la restriccion de ugus(Q(7),W) al conjunto de vértices {1,2,3,4}, por
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la Proposicién [5.4 el QP pepts(Q(7), W) es degenerado. Por tanto, el QP (Q(7),W)
es degenerado.

Figura 5.4: El Carcaj ugls(Q(7)).

]

Hasta el momento hemos mostrado la estrategia de Geiss-Labardini-Schréer
seguida en [6] para demostrar el Teoremal[5.6] y por que no es posible utilizar exac-
tamente la misma estrategia para demostrar la Conjetura Ahora presentaremos
algunos resultados técnicos, similares a los utilizados en [6], con los que en la si-
guiente seccion se probard la conjetura [5.7] (cf. Teorema [5.32).

Proposicion 5.22. Sean (X,M) una superficie marcada con frontera vacia, y T una
triangulacion ideal de (X,M) que satisface las propiedades (5.3) y (5.4). Dados
dos potenciales U,Z € C{(Q(7))) rotacionalmente disjuntos de T () (Z posible-
mente cero), existe un automorfismo unitriangular @ : C((Q(7))) — C{(Q(7))) de
profundidad al menos short(U) — 3 y un potencial W € C((Q())) que sdlo in-
volucra potencias de g-ciclos, tales que @ hace equivalentes a derecha a los QPs
(Q(7), T(t)+Z+U)y(Q(7),T(t)+Z+W), y short(W) > short(U).

Corolario 5.23. Dada una superficie marcada (X,M) con frontera vacia, sea T una
triangulacion ideal de (X, M) que satisface las propiedades (5.3) y (5.4). Para to-
do potencial U € C{{Q(7))) rotacionalmente disjunto de T (7), existe un potencial
W € C((Q(7))) que involucra vinicamente potencias de g-ciclos y con la propiedad
de que los carcajes con potencial (Q(7),T(t)+U) y (Q(7),T () +W) son equi-
valentes a derecha.

El Corolario es el caso particular de la Proposicién donde Z = 0. La
prueba de la Proposicion se dard mds adelante, debido a que hara uso de los

Lemas .24y 523
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Todo potencial S € C({Q(7))) puede escribirse como una suma de tres poten-
ciales § = Sy + 8¢ + Sy, (cf. Observacion [3.33)).

Lema 5.24. Sean (X,M) una superficie marcada con frontera vacia, y T una tri-
angulacion ideal de (£,M) que satisface las propiedades y G.4). Si S,A €
C({(Q(7))) son dos potenciales rotacionalmente disjuntos de T (7) (S posiblemente
cero), de forma tal que Ay # 0, existe un potencial B € C{(Q(7))) disjunto de T (7)
que satisface:

short(By) > short(Ay),

short(B,) > min{short(A,),short(As)+ 1}y
short(B,) > min{short(A s),short(As) +1};

y existe un automorfismo unitriangular ® : C((Q(7))) — C{(Q(7))) de profundidad
short(Ay) — 3, que hace equivalentes a derecha a los QPs (Q(7),T(t)+S+A) y

(Q(7),T(7)+S+B).

Demostracion. El potencial A puede escribirse como una suma de tres potenciales
A=Ar+Ag+Ag,, donde cada uno de estos tres potenciales involucra tinicamente
potencias de f-ciclos, potencias de g-ciclos y fg-ciclos-mezclados respectivamente.
El potencial Ay es de la forma

L

o L X Vil 7

j=1n=2

Sea y: C{((Q(7))) — C((Q(7))) el automorfismo unitriangular de profundidad
depth(A ) — 3 determinado mediante la regla y|g, ;)\r = Idg,(e\r Y V(7)) = ¥ —

7 Z Vyin(F !para cada j € {1,2,---,|T}.

La triangulacion 7 satisface las propiedades (5.3)) y (5.4), por lo que todo g-ciclo
tiene longitud al menos cuatro, y todo fg-ciclo-mezclado tiene longitud al menos
cuatro (cf. Observacién[5.12)). Debido a que A es rotacionalmente disjunto de 7(7)
tenemos que short(A + ) > 4; por la Observacién concluimos que

short(y(A+S)—(A+S)) > depth(y) +short(A+S) > short(A s) —3+4 > short(Ay).

La imagen de 7'(7) bajo el automorfismo ¥ es ciclicamente equivalente al po-

I
tencial 7(t Z Z Vy;n( ~eye T(T) — Ay, por lo que
j=1ln=
YT (1) +A+S) ~eyeT (1) ~ A + A+ S+ (WA +S) — (A +5))
=T(t)+S+B,

donde el potencial B es igual a Ag +Afy + (Y(A+S) — (A+S)). Observemos que
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= short(By) = short((W(A+S) — (A+S))s) > short(Ay);

» short(B,) > min{short(Ag),short((y(A+S) — (A+S))e)}
> min{short(A,),short(As) +1};y

= short(Bsg) > min{short(A r,),short((y(A+S) — (A+S))re)}
> min{short(As,),short(As) +1}.

O

Lema 5.25. Sean (X,M) una superficie marcada con frontera vacia, y T una tri-
angulacion ideal de (£,M) que satisface las propiedades y (54). Dados dos
potenciales S,C € C{(Q(7))) rotacionalmente disjuntos de T () (S posiblemente
cero), de forma tal que Cyq # 0, existe un potencial D € C{(Q(7))) disjunto de
T(7) que satisface:

short(Dy) > min{short(Cy),short(Cy,) + 1},

short(D,) > min{short(Cg),short(Cse) + 1}, y
short(Dygg) > short(Cr,);

y existe un automorfismo unitriangular ¥ : C((Q(7))) — C((Q(7))) de profundidad
short(Cyq) — 3, que hace equivalentes a derecha a los QPs (Q(7),T(t)+S+C)y
(0(7),T(7)+S+D).

Demostracion. El potencial C puede escribirse como una suma de tres potenciales
C = Cy + C4 +Cy,q, que involucran tnicamente potencias de f-ciclos, potencias de
g-ciclos y fg-ciclos-mezclados, respectivamente. El potencial Cy, es de la forma

Z fz wd?
a€Q1 )

donde cada @, es un elemento del dlgebra completa de caminos C((Q(7))).
Definamos al automorfismo unitriangular ® : C((Q(7))) — C((Q(7))) que para
cada flecha a € Q;(7) satisface ®(a) = a — @,. Este automorfismo es de profundi-
dad depth(®) = short(Cy,) — 3, que es mayor a cero, ya que todo fg-ciclo-mezclado
tiene longitud al menos cuatro.
Al evaluar el automorfismo @ en 7 (7) + S + C obtenemos

D(T(7) +S8+C) ~eye Zr(fz(y) =B py)) (f(Y) = Bp(p) (Y — Ty)
ye

+S4+C+ (D(S+C) = (S+C)).
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El desarrollo del término )_ (f 2(y)-o 2(y)) (f (V) — @ y(y)) (Y — @y) que aparece en

yel
la ecuacién anterior es el siguiente
Y Py =Y (FPNf DB+ (N B )Y+ B2 f(1)Y)
yel
+ L (P8 By + B f(NBY+ By BT = X, By D) O
yell vell

~cyc2f2<y>f<y>y— Y f@aw+ Y [HQ)®x@— Y Op @07,

acQ(7) acQ(7) yel
por lo que
O(T(7)+S+C) =T(t )+S+Cf+c +(D(S+C)—(S+0))
+ Z FA@Q)Bf0)@a = Y @ By DY

acQ;(7) yer
Para cada a € Q;(7) se satisface
short(fz(a)wf(a)wa) > 2(short(Crg) —2)+1 > short(Cry) =242+ 1 > short(Cyy).
Mientras que, para cada y € I se satisface
short(® 2, @y @y) > 3(short(Cr,) —2) > short(Crg) —2+ 242 > short(Cry).
Ademas,

short(®(S+C) — (S+C)) > depth(®) + short(S + C) > short(Cr,) —2+4
> short(Cy,).

Por lo tanto, si nombramos D al potencial

D=Ci+Co+(®(S+C)—(S+O)+ Y, Fa)ByBa— Y. B2y B () DY,
acQo(t) vel

entonces se cumple
» short(Dy) > min{short(Cy),short(Crg) + 1},
» short(D,) > min{short(C,),short(Crg) + 1},

= short(Dyg) > short(Crg).

Con ayuda de los Lemas [5.24]y [5.25| probaremos ahora la Proposicién [5.22]
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Demostracion de la Proposicion[5.22] Llamemos W, al potencial Uy, y Up al po-
tencial U — U,. Nétese que short(Up), short(Wp) > short(U).

Afirmacion: Existen dos sucesiones de potenciales (U, )5, (W) C C((Q(7)))
rotacionalmente disjuntos de 7'(7), y una sucesion de automorfismos unitriangu-
lares (¢,);_; del algebra completa de caminos C((Q(7))), tales que para cada
n>1:

= el automorfismo @, es una equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),T(7) +
Z+Up 1+ Wom1) y (Q(7), T(7) +Z+Up +Wa);

depth(¢,) = short(U,_;) — 3;

short(U,) > short(U,—1). Si n > 2, entonces short(U,) > short(U,_»);

U, no involucra potencias de g-ciclos;

W, involucra tnicamente potencias de g-ciclos;
» y short(W, —W,_) > short(U,_).
Probaremos recursivamente la existencia de estos potenciales y automorfismos.

Demostracion de la afirmacion. Para el caso base n = 1, sean &y, po € {f, fg} tales
que {00, po} = {f, fg}y short((Up)s,) < short((Up)p,). Si Up = 0, basta con tomar
¢ como el automorfismo identidad, y a los potenciales Uy, W; como Uy y Wy. Por
los Lemas [5.24] y [5.25] (considerando S = Z + W)) existen un potencial V; y un
automorfismo unitriangular ¢ que hace equivalentes a derecha a los carcajes con
potencial (Q(7),T(t)+Z+Uy+Wy) y (O(7),T(t)+Z+ Vi + W), que ademas
satisfacen:
depth(¢@;) = short(Up) — 3,

short((V1)g,) > short((Uo)s, ),
short((V1)p,) > min{short((Up)p,),short((Up)p,) + 1}y
short((V1),) > min{short((Up)),short((Up)s,) + 1} > short(Up).

Al tomar W) =Wy + (V1) y U = V| — (V1) obtenemos la afirmacién para n = 1,
ya que Uy +W; = Vi + Wp; el potencial Wy involucra sélo potencias de g-ciclos,
mientras que el potencial U; no involucra potencias de g-ciclos; ademads short(U;) >
short(Up) y short(W; — W) > short(Up).

El paso recursivo de la afirmacion se demuestra de manera andloga. Dados
dos potenciales U,_1 y W,_1 que satisfacen las condiciones requeridas, definimos
On—1,Pn—1 € 1{f,fg} conlapropiedad {5, 1,0x—1} =1{f,fg}yshort((U,—1)s, ,) <
short((Uy—1)p, ,). Por los Lemas y (considerando S = Z + W,_1) existen
un potencial V;, y un automorfismo unitriangular ¢, que hace equivalentes a derecha
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a los carcajes con potencial (Q(7),T(t)+Z+U,—1 +W,—1) y (Q(7),T(7)+Z+
Vi +W,—1) (si U,—1 = 0, basta con tomar ¢, como el automorfismo identidad, y a
los potenciales U,, W,, como U, 1 y W,_1), que ademas satisfacen:

depth(¢,) = short(U,—1) — 3,

short((Vi,)s, ,) > short((U,-1)s, ),
Short((VH)an) > min{Short((Un—l)Pnfl)a Short((Un—l)Pnfl) + 1} y
short((V,,)g) > min{short((U,—1)g),short((U,—1)s, ,)+1} > short(U,_1).

Tomemos Wy, = Wy,—1+ (Vi) g Y Up = Vi — (V)¢ Notemos que U, +W,, =V, +W,,_1;
el potencial W, involucra solo potencias de g-ciclos, mientras que el potencial U,
no involucra potencias de g-ciclos; short(U,) > short(U,_;) y short(W, —W,,_;) >
short(U,,—1).

Finalmente, sin > 2y 8, 1 = 0,_», entonces

short(Uy) > short((U,—1)s, ,) > short((U,2)s, ,) = short(U,2).
Mientras que sin >2y 8, | # 8,_», entonces
short(Uy) > short((U,—1)s,_,) > short((U,—2)s, ,) = short(U,2).
[

Para todo entero n > 2 se satisface que short(U,,) > short(U,), y por tanto
lim short(U,) = o, lim depth(¢,) = ooy lim short(W, —W,,_) = . Por el Lema
11— 0 n—oo n—soo

1.28] el automorfismo unitriangular ¢ = H_r)n QnPu—1--- @1 s una equivalencia a
n—oo
derecha entre los QPs (Q(7),T(7)+Z+U)y (Q(7),T(t) +Z+ W), donde

W= 1lim W,.

n—o0

]

Lema 5.26. Sean (X,M) una superficie con puntos marcados y frontera vacia,
y T una triangulacion de (L£,M) que satisface las propiedades y G.4). Si
x = (xp)pep es una coleccion de escalares distintos de cero, m,t € Z”° son dos
enteros positivos, y Ry H € C({Q(7))) son dos potenciales que satisfacen las sigui-
entes propiedades

» short(H) > m;

» R=Af(a)aG(t,g " (a))c para alguna flecha a € Qy(7), un camino ¢, y A un
escalar distinto de cero;
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» y2short(R) —3 > m;

entonces existe un automorfismo unitriangular § : C{({(Q(7))) — C{(Q(7))) de pro-
fundidad short(R) — 3 que hace equivalentes a derecha a los carcajes con potencial

(0(7),S(t,x) +R+H) y (Q(7),S(7,x) + R + H+K), donde R',K € C({Q(7)))
son potenciales que cumplen

= short(K) > m;

n R =Af(d)dG(t—1,g~ "V (d")) para alguna flecha d’ € Qo(T), un camino
c’, y A" un escalar distinto de cero;
» y short(R") > short(R).

Demostracion. Sea € : C({Q(t))) — C((Q(7))) el automorfismo unitriangular de
profundidad short(R) — 3 determinado mediante la regla

§(f~(a) = (a) = AG(t,g7" (@) y Sloyopir-1(a)) = 1oy (o) (-1 (a))-
Al evaluar este automorfismo en S(7,x) + R+ H obtenemos
$(S(7,x) + R+ H) ~eyeS(T,%x) — Af(a)aG(t,g7" (a))c
Ay, Glng i~ Lgf (@)Glt.g  (@)e
+R+H+({(R+H)—(R+H))

NcycS(TaX) - l/gf_l(a)g_l(a)G(l - 1ag_t(a))cl
+H+K,

donde A’ = )waf—](a)’ = cG(np1(q —2,8*fYa) yK=({(R+H)—(R+H)).
Observemos que short({(R) — R) > depth({) + short(R) = 2short(R) —3 > m y
short(§(H) — H) > depth({) + short(H) = short(R) — 3 + short(H) > short(H) >
m, por lo que short(K) > min{short({(R) — R),short({(H) — H)} > m. Notemos
ademds que

short(gf ! (a)g ' (a)G(t —1,¢7"(a))c’) = short(R) — 2 + 11 (g — 1 > short(R),

ya que 7 satisface la propiedad (5.3)).
Recordemos que gf ' (a) = fg~!(a), por lo que tomando @’ = g~ '(a) y R' =
gf (a)g~'(a)G(t — 1,g7"(a))c’ concluimos el Lema.
[

Corolario 5.27. Considerando las mismas hipdtesis del Lema si el camino
c es una flecha, entonces existe un automorfismo unitriangular I1 : C({(Q(7))) —
C((Q(7))) de profundidad mayor o igual a min{short(R) —3,m —3} que hace equi-
valentes a derecha a (Q(7),S(t,x)+R+H)y (0(7),S(t,x) + H+ &), donde & es
un potencial que sélo involucra potencias de g-ciclos y short(&) > m.
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Demostracion. Denotemos por Ry al potencial R, K al potencial 0, ag = a, Ay = A
y ¢ = c. La siguiente afirmacion se obtiene al utilizar de manera recursiva el Lema
5.26:

Afirmacién: Existen dos colecciones de potenciales (R;)!_; y (K;)!_,, y una colec-
cion de automorfismos unitriangulares (;)%_,, que paracadai € {1,--- ¢} cumplen

» R = Aif(a)aG(t — i, g~ (=) (a;))c; para algdn escalar A; distinto de cero, al-
guna flecha g; y alglin camino c¢;. Ademas, short(R;) > short(R) + i;

short(K;) > m;

depth({;) > short(R;—1) —3;y

{; es un una equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),S(7,x) +Ri—1 +H +
Kifl) y (Q(‘C),S(T,X) —f-Ri—f—H—f—Ki).

SiR;_1 y K;_1 son dos potenciales que satisfacen short(R;_;) > short(R)+i—1,
Ri—1 =Ai_1f(ai—1)ai—1G(t — (i — 1),g_(’_(i_1))(a,-_l))c,-_l y short(K;_1) > m, en-
tonces por el Lema [5.26] existen dos potenciales R;, K y un automorfismo unitrian-
gular §; de profundidad short(R;_;) — 3 que hace equivalentes a derecha a los car-
cajes con potencial (Q(7),S(7,x)+Ri_1 +H+K;—1) y (Q(7),S(7,x) +Ri + H +
K;_1+K). Obsérvese que short(R;) > short(R;_1)+ 1 > short(R) +i. Obtenemos la
afirmacion al considerar K; = K + K;_1, ya que short(K;_; + K) > m.

De la afirmacidn se sigue que la composicion { = ¢, _1---{; es un automor-
fismo unitriangular de profundidad al menos short(R) — 3 que hace equivalentes a
derecha alos QPs (Q(7),S(7,x) +R+H)y (Q(7),S(7,x) + R, + H+ K; ). Ademds,
R; es un potencial de la forma R, = A, f(a;)a;c; (R; es un f-ciclo o un fg-ciclo-
mezclado) y short(R;) > short(R) +¢ = 2short(R) — 3 > m.

Al considerar U = R, + K; y Z = P(t,x) + H, por la Proposicién existe
un automorfismo unitriangular ¢ de profundidad al menos short(R, + K;) — 3 >
m — 3 que hace equivalentes a derecha a los QPs (Q(7),S(7,x)+ R, +H+K;) y
(Q(7),S(7,x) + H+ &), para algin potencial & que involucra s6lo potencias de g-
ciclos y tal que short(&) > short(R; + K;) > m.

El automorfismo IT se obtiene al componer los automorfismos § y ¢, es decir,
IT1= ¢, y depth(IT) > min{depth({),depth(¢)} > min{short(R) —3,m —3}.

O

5.2. Superficies de género positivo con 2 punciones

En esta seccidn trabajaremos con superficies con frontera vacia y dos punciones,
y concluiremos con la demostracién de la Conjetura 5.7 (cf. Teorema [5.32)).
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Lema 5.28. Dada una superficie con dos puntos marcados (£,M) (|M| = 2), tal
que X tiene frontera vacia y género positivo, existe una triangulacion ideal T de

(X, M) que satisface las propiedades[5.3|y[5.4

Demostracion. Sean p 'y q los dos puntos marcados en (£,M). Sea g el género de
Y. Consideremos la siguiente triangulacién 7, representable por medio del 4g-gono:

Figura 5.5: Identificamos apropiadamente los lados del poligono.

En esta triangulacion 4g arcos, enumerados de 2g + 1 a 6g, inciden en las pun-
ciones p y g (en ambas cada uno de ellos). Mientras que 2g arcos, numerados de 1
a 2g, son lazos que tnicamente inciden en p. Las valencias de las punciones g y p
son 4g y 8¢ respectivamente, por lo que T cumple la propiedad (5.3).

Para cada i € {2,3,---,2g} existe k € {2¢g+1,2¢g+2,---,6g — 3} tal que los
tres arcos i,k,k+ 1 forman un tridngulo de 7 y los arcos i,k + 2,k + 3 forman otro
tridngulo de 7. Los arcos 1,6g,2g+ 1 forman un tridngulo, y los arcos 1,2g+2,2g+
3 forman otro tridngulo. Asi, en Q(7) no hay flechas dobles que pasen por alguno de
los vértices correspondientes a los arcos numerados de 2 a 2g. Para cualesquiera dos
arcos i, j € {2g+1,2¢+2,---,6g} existe una flecha que va del vértice j € Qp(7)
(vértice correspondinte al arco j) al vértice i siy sélosi j=i+1,0 j=2g+1¢e
i = 6g. Asi, en Q(7) no hay flechas dobles (propiedad ((5.4)).

O

La triangulacion 7 presentada en el Lema para la superficie (X, M) con dos
puntos marcados, frontera vacia y género positivo satisface las propiedades (5.3)) y
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(3.4), por lo tanto, debido a la Observacién todo potencial S no degenerado
sobre Q(7) es equivalente a derecha a un potencial de la forma 7'(7) 4+ U, para
algin potencial U rotacionalmente disjunto de 7'(7). El Corolario nos permite
afirmar que (Q(7),7T(7)+U) es equivalente a derecha a un QP (Q(7),T(7) + W),
donde W involucra solo potencias de g-ciclos.

Lema 5.29. Sea (£,M) una superficie con dos puntos marcados como en el Lema
y sea T la triangulacion dada en el mismo Lema, figura[5.5] SiW € C({Q(1)))
es un potencial que involucra solo potencias de g-ciclos, y tal que el carcaj con
potencial (Q(7),T(t)+W) es no degenerado, entonces W involucra al g-ciclo aso-
ciado a p y también involucra al g-ciclo asociado a q.

Demostracion. Nombremos a las flechas del carcaj de adyacencias Q(7) asociado
a la triangulacién 7, figura[5.5] de la siguiente manera:

Figura 5.6: Las flechas del carcaj asociado, Q(7).

El potencial W es ciclicamente equivalente a
Y pularaz---asg)"
n=1

+ Z Vi (bagCag—2bag_3¢49_1b4g_2Cagbsg_1Cag—3 - -bscabiczbrcabser)”,

n=1
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que es igual a

£ {10

g1 "
L (ﬂ)m(gj)%(gj)zb«gj)304(gj>1b4<gj>264<gj>b4<gj>104<gj>3> :
donde p,, v,, son escalares (posiblemente cero). Seal = {2g+1,2¢+2,---,6g},1la
restriccion Q(7)|; contiene exactamente 4g flechas ay,ay, - - -, asq (cada una de ellas
inicia en un vértice distinto), que forman el g-ciclo asociado a g. EIQP (Q(71),T(7) +
W) es no degenerado, por la Proposicion el potencial W involucra al g-ciclo
aay - - - asg, es decir, p; # 0.

Todos los arcos de T que son lazos inciden en p, y estdn numerados de 1 a g.
Observemos que para cada k € {1,2,---, g}, los dos tridngulos que tienen al arco
k como lado tienen (cada uno de ellos) como lados a otros dos arcos que no son
lazos (es decir, arcos incidentes en ambas punciones p y g). Por lo que, al aplicar

el reemplazo a T con respecto a cualquiera de los arcos {1,2,---, g} obtenemos un
lazo incidente en gq.
Afirmacién: Para cada k € {1,2,---, g} se satisface
Hoxtok—1 -+ M2 (Q(7), T () + W) = (Q(0k), k), (5.12)

donde la triangulacién o} se obtiene de aplicar a T los reemplazos de los arcos
1,2,--+,2k, es decir, oy = fo, fox—1--- f1(7), y el potencial Sy es igual a

k
Z C4] 3b4] 1b4] 1C4] 3]+C4J 1b4j 3[b4] 3C4] 1]+C4] 2b4j[b4JC4J 2]
j=1

4g
+cibijalbajacai]) + Y abje
J=4k+1
oo 4g n
+ ) Pn Hc [I «
n=1 Jj=4k+1

Mas adelante daremos la prueba de esta afirmacion, la cual es un poco técnica.
De la afirmacion se sigue

‘u2g.u'2g—1 i 15) 251 (Q(T>7 T(T) +W) = (Q(Gg)7Sg)’
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donde el potencial S, es de la forma

k
Z Cyj3byj1baj-1c4j-3] +cyj_1b4;_3lbaj-3caj1] +cyj_obi;bajcaj]

oo 4g "
+ i albaj-acaj]) + ) pu (chbj>
n=1 J=1
+Y v
n=1

g—1 n
(H[b4< j)Ca(e—j)—2l[bag—j—3€a(e—j)—11[bag—j—2€a(e—pl[bage—j)- 104(g—j>—3]> :
=0

Recordemos que I es el conjunto {2¢ + 1,2g+2,---,6g}. La restriccion Q(o,)|;
contiene exactamente 4g flechas [bagcag—2|, [bag—3cag—1],- -, [b2cs][b3c1] (cada una
de ellas inicia en un vértice distinto), que forman el g-ciclo asociado a p (en o, no
hay lazos incidentes en p). E1 QP Q(0g,S,) es no degenerado, por la Proposicion
el potencial S, involucra al g-ciclo

g—1

[1[Pace—jycacs—i)-2llbage—j)-3¢a(e—jy—1)[Page—j)—2€a(s— ) Patg—j)-1€a5—j)-3ls
j=0

es decir, v # 0. Asi, el potencial W involucra al g-ciclo

g—1

HOb4(g_,-)c4(g_,~)_2b4(g_,~)_3c4(g_,~)_1b4(g_j)_2c4(g_,-)b4<g_j)_1c4(g_,~)_3,
]:

por lo tanto, el potencial 7(7) 4+ W es de la forma S(7,x) +V, donde V involucra
sOlo potencias mayores a dos de g-ciclos. Asi, concluimos el Lema. [

Demostremos ahora la afirmacién hecha en el Lema

Demostracion de la afirmacion. Empezemos por el caso k = 1. El potencial 7 (7)
es de la forma
4g
T(T) ~cyc Z CljbjCj.
j=1

Al tomar la premutacidn respecto al vértice (correspondiente al arco) 1, obtenemos
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que la premutacién 1y (T (t) + W) es ciclicamente equivalente a

aj [blcl] +arbrcr + aj [b3C3] +asbscs + CTbT [blcl] + C§b§ [b3C3] + CTb; [b301]

4g oo 4g n
+c§bﬂb1C3]+Zajbjcj+an ( aj)

J J
LVl L] Pato ) ats--2Data— -3¢t 1ata-) 24P )15 5) -5
n= j=

- bycy[brcslbacy[bscy])”.
Sea ¢ 1 el automorfismo unitriangular @ 1 : C((éa'/) )) — (C((é(\r/)» determinado

mediante la regla (p171|é?(?)\{a1}~: Id|§?(?)\{a1} y ¢1.1(a;) = a; —cjbj. La evalu-

acién de este automorfismo en Ry = fi; (T (t) + W), @ 1(R;) es ciclicamente equi-
valente al potencial

ai[bic1]) + axbacar + az[bscs) + asbacs + c3b3]b3cs] + c1b3[b3ci] + c3bi[bics]

4g oo 4g n
+Y aibici+ Y pa ((al —ciby) Haj)
j=5 n=1 Jj=2

+ Zl Vn(HOb4<gfj>C4<g71)72b4<g—j)—3C4<g—j>—1b4<g—j>—zc4jb4<g—j>—164@—1)—3'
n= j=

“bycalbycs)bycalbsci])".

Al desarrollar apropiadamente algunos términos (cf. Observacion [5.30) vemos
que @;1(R1) es ciclicamente equivalente a

ai [b] C]] +arbrcr +as [b3C3] +asgbsca + C§b§ [b3C3] + CTb§ [b3C1] + C;bT [b] 63}

48

+ ajbjcj
j=s

n

- . 4g 4g n—i—1 4g i
+Y o | Y (—D'ai[]a; ((al —CTbT)HaJ) (CTbTHaJ)
n=1 i=0 =2 =2 j=2

4g n
o i)
j=2

+ L V[T bt cats-2bate-iy-5uts--1bats-2¢4ibats-16atg-)-
n= Jj=

“bycalbics|bacy[bsc])".
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Tomemos ¢ » el automorfismo unitriangular ¢; » : C((Q(7))) — C{(Q(7))) de-
terminado por @1.215. 5 e = g ey ¥

@12([b1c1]) = [b1ci]

oo n 4g 4g n—i-l 4g i
=Y o | LD ]a ((al —chT)Hcﬁ) (CT TH%‘)
n=1 i=0 j=2 j=2 J=2

Al evaluar este automorfismo en (p171(§1) obtenemos que (p172¢171(§1) es ciclica-
mente equivalente a

aj [blcl] +arbrcr + aj [b3C3] + agbscy + C§b§ [b3C3] + CTb§ [b301] + Cébf [b]Cg]

4g
+ Z ajbjcj
j=5
+) pa(=1)" (CT TH“;‘)
n=1 j=2
g2
X VL] Date-peate--2bate—-3¢ats—-10ata-)-24ibata-1€4s-) -5
n= j=

-byca[bics|byca[bsci])”.

Sea @3 1 el automorfismo unitriangular @3 ; : C((é(\/)» — (C((Q( ))) dado por

( N as) Id|.§m\{a3} Yy @031 (a3) =a3z— C3b3 El poten01al 03,101,201, 1(R1)
es cwhcamente equivalente a

ai[bici] + axbacy + az[bscs) + asbacs + (b3 [bsci| + 3b1 [bics]

4g n
+Za,bc]+2pn ( biaz(as C§b§)04Haj>

j=5
+ Zl Vn(H)b4<g—j)C4<g—j>—2b4<g—j>—36’4<g—j>—1b4<gfj>72€4jb4<gfj>71C4<gfj>f3'
n= Jj=

. b4C2 [b] C3]b2€4 [b3C1Dn
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que es ciclicamente equivalente a
4g

ai[bici] 4+ axbaca + az[bscs| + asbacs + b3 [bsct] + c3b] [bics] + Z ajbjc;
j=5

n—i—1
+ Z pa(—=1)" (Z 1) asay <Haj> cibiaz < —c3b3)a (Ha]> cl 1a2> .

4g i 4g n
: (c§b§a4 (HGJ) chTa2> +(=1)" (cfb’[agcéb;(u Haj> )
=5 =5

L Vol ] Patg €t -2batsy-36ats - 1bats)-264D3t5- -1 atg-) -
n= j=

-bacalbics|bacalbsci])”.

—_~— e/~

Llamemos @3, al automorfismo unitriangular ¢35 : C((Q(7))) — C((Q(7)))
definido por @315 75 sy = Mg (s ¥

®32([b3c3]) = [bacs]

- n . 4g 4g n—i—1
- Z pa(—1)" (Z(l)lcm (Ha]) cibiay <(a3 —c3b3)as <Haj> c’l‘bTaZ) .
=1 i—0 =5 =5
4g i
. <c§b§a4 (Haj> chT@) .
j=5

La composicion @3 >3 11 21 1 €s una equivalencia a derecha entre los carcajes
con potencial i1 (Q(7),T(7)+ W)y (Q(t),01), donde

4g
01 =a; [blcl] +arbycpr +as [b3C3] +asbscs + CTb§ [b3c1] + C;bT [b1C3] + Z ajbjcj
J=5
+Y pa (c*[b’fagcg‘bﬁa‘; Haj>
n=1 Jj=5
+ Zl Vn(HOb4(g—j>c4(g—j)—2b4(g—j)—3c4(g—j>—1b4(g—j)—2c4jb4(g—j)—1C4(g—j>—3'
n= j=

-byca[bic3)bacalbscy])”.
Asi, u1(Q(7),T(t) + W) es equivalente a derecha al QP (Q(fi(7)),U) ), donde el
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potencial U es de la forma

aybycy + asbscs + c1b3|bscy] + ¢3b][bics] + Za]b iCj

+ Z Pn (c}‘b*[azc;b;azl Haj>

n=1 Jj=5
+ Zl vn(HOb4(g,j)c4(g,j),2b4(g,j),3c4(g,j),1b4(g,j),ZC4jb4(g,j),1c4(g,j),3-
n= j=

-byca[bics|byrca[bsci])".
La premutacion i (Uy) es ciclicamente equivalente a

ap [bch] +aq [b4C4] + Cikbé [b3cl] + C?b* [blc3] + CZbE [bch] + CZbZ [b4C4]

4g 4g "
+c5bybacy] + by lbacs] + Y ajbjci+ Z Pn (clb1a2c3b3a4 Ha]>

Jj=5 n= J
X VL] Date-ppeate--2bate—-3¢ts-- 10t -24ibata- 16455
n= j=

[baca][bies][baca][bzcr])".

P e N

Sean @42, 041,022,021 : C{(Q(f1(7)))) = C{({Q(f1(7)))) los automorfismos
unitriangulares dados por

=1 — a0 —
01(/1(0)\{a2} d (())\{az}yq’“(@) az — ¢;bs;

oG e — o TN el Y
¢ 2([b2c2]) = [baca]

n 4g 4g n—i—1
- Z pn | Y (—1)'c3b3ay (H a,) cibi ((( —c3b3)c3bias (Haj) ci‘b*{> :

i=0 =5
4g i
-\ esbsesbias | [Ta) | cibi ;
=5

— 1d|

.Y Pa1(as) = ag —ciby;

Mo (o) {as) 01 (A1 (0)\{as}

oG e — oG en Y
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@4,2([bacs]) = [baca]

n

o0 ) 4g
— Z Pu(—1)" (Z(—l)’ (Haj) cibicibs by
n=1 j=5

i=0

n—i—1 4g i
. ( as — cyby) <Haj> chTcébécgbﬁ) <cﬁbj (H aj> c1b1c2b203b*>
j=5

Al evaluar la composicion Q4204 102202 1 en > (Uy) obtenemos que el potencial
©1204 19022021 (H2(U1)) es ciclicamente equivalente a

a, [szQ] + a4 [b4C4] + CTb§ [bgcl] + CﬁbT [b1C3] + C%bz [b462] + CZbE [b2C4]

4g n
+Zan cJ+an( 1c3b5c3b3 chZHaj)
=5

L VL] Date-jpeate-p-2bate—-3¢4s- 10362647405 155
n= j=

- [baca][bre3][baca]b3cr])”

Ast, los caracjes con potencial uy i (Q(7),7T(t) +W) (que es equivalente a derecha
aw(0Q(fi(r)),U1))y (Q(o1),S1) son equivalentes a derecha.
La afirmacion se prueba de manera similar para los casos donde k € {2,3,--- , g}.
Sea k € {1,2,---,g— 1}. Supongamos que la afirmacién es valida para todo i
menor o igual a k

Moglog—1 -+ - o1 (Q(7),T(T) + W) = (Q(0%), Sk)- (5.13)

El potencial S es igual a

=~

Z C4/ 3b4j 1b4] ]C4] 3]+C4J 1b4, g[b4j 3C4] 1]+C4l 2b4j[b4JC4J 2]

4g
+chbijalbajacai]) + Y ajbje;
j=dk+1
4g n
o (Mo 11 o)
Jj=4k+1

g—k—1
+ ( 1_!) ba(g j)Ca(g—j)—2ba(g— j)~3Ca(g— j)—1Pa(g— j)-2C4ba(g— j)—1Ca(g—j)-3°
j=

1

oa:fr e &

—k

1L Pae—iyeaie—j—2llbae—i)-3¢a(e—j)-1][Pats—j)-2€a(5-i)] [Pas- >1C4<gj>3]> :
J
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Al tomar la premutacién respecto al vértice 2k + 1, obtenemos que §2k+1 =
Wos+1(Sk) es ciclicamente equivalente a

=~

Z Chj-3baj1|baj_rcajs]+chj1byj_3[baj_zcaj1]+cyj ob4jlbajcajo]
J:

+ ¢4 by olbaj-2c4j]) + agr1 [Dakr1Cak1] + aak2barsaCarsn
Faaky3[bar3Cars3] + Ak s abakyacaria + i bag g [Paky1Cans1]

* * * * * *
+Ci3bas3 [bak3canra) + i 3bipg [Dacricanes] + ey 1 Dai 3 [bars3car1]

4g 4g "

+ Z a,bc,—i—an(Hc H )

=445 =4t 1

g—k—2

+ZV"< 11) ba(g j)Ca(g— j)—2ba(g— j)-3Ca(g— j)—1Da(g— j)-2C4jba(g— j)—1Ca(g—j)—3°
"bajy-4Cak42[Dars1 Cars3)Par2Cars-a[Pak13Ca141)-

g—1 n
o T [Bage-jyeate—j)-2llbagg—j-3¢ats—j)—11bagg—j)—2¢at5— ) [bae—j)- 104<gj>3]> -

J=8—k

Sea Oajet1.1 el automorfismo unitriangular @y 1 : C((af/) ) — C((a‘r/) )) de-

—=1d a =
o)~ o () Y P11 (k)
k1 —C, ku +1- La evaluacion de este automorfismo en R2k+1 Q41,1 (Rok41) es
ciclicamente equivalente al potencial

k
Z Cyjabij1lbaj—1caj3]+chj by 3[baj-zcaj1]+cyj obij[bajesjo]
]:

+ ¢4;b4; albaj-2c4j]) + aapst [bakr1can 1] + aari2bari2Carsn
* *
a4 13[bar13Ca113) 4 AapyabayaCak 4+ Cipy 3ba 3 [bary3cars 3]

* * * *
+C4k+3b4k+1 [Dakv1¢ak3] + Cay 1 Dagy 3[bak+3ca1]

4g n
+ Z ajb; C1+2Pn <chbj (@1 — Chy1bdigr) H aj)
n=1 Jj

j=4k+5 J=4k+2
g—k—2
+ Z Vi < H) bag—j)Ca(g—j)-2Da(g—j)-3C4(g—j)—1Da(g—j)-2€4jPa(g—j)-1Ca(g—j)-3"
n= Jj=
-Dagracaii2[bag+1Cars3|bakrocarralbagsscar+]-
g—1 n
- 11 k[b4<g—j>6‘4<g—j)—z] [Da(s—j)-3¢a(g——11Pa(g——2Ca(5-)]1bate—j)1 C4<g—j>—3]> :
j=g—
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Por la Observacion , Qa1 (§2k+1) es ciclicamente equivalente a

>~

Z Chj—3byj1[baj-1caj3]+ca;1bij_3[baj-3caj-1]+chj_obyj[bajcsjo]
=

+ c3;b4j olbaj—2c4)]) + agr1 [Par1car1] + aak2barsaCarsn

* *
+a4it3[Dai3Ca143) + AaicrabakaCaira + iy 3bii 3 [bair3Car43]

4g
+Cotet 3P4k 1 [Darr1€ax43] + iy 1 Pages 3 [Darr3car] + Z ajbjc;
=4kt 5
n 4g 4k 4g n—i=l
+an Z — 1) ags H ach’;bj- (akr1 — Chi1bigr) H ach*b* .
i=0 j=dkt2 =1 j=dkt2 =1
4g 4k i 4g n
| Cra1brs H ach;fbj +(=1)"{ k1brs1 H aJHc*b*
j=dk+2 =1 j—dir2 =1
g—k—2
+ZV" H) ba(g— j)Ca(g—j)—2Pa(g— j)-3C4(g—j)—1Da(g— j)—2C4jDa(g— j)—1Ca(g—j)—3"
-Dagracaii2[bag+1Car+3|bakrocarralbagsscars+1]-
g1 "
o T [ae—jycae—j)—2llbage- >3C4<g—j>—1][b4<g—j>—204(g—j)][b4<g—j>—104<g—j>—3]> :
j=g—k

—_~ e/~

Tomemos @y 1 2 el automorfismo unitriangular Qa1 2 : C((Q(7))) = C{(Q(7)))

det d — Id|—
eterminado por Qucs12l 57 vy = HlGS Y

Qa1 ([Prr1¢k+1)) = [Pry1Ckr1]

oo n ) 4g 4k 4g n—i—1
- an Z(—l)l H ajHCj'bj' (k41— Ckr1by1) H a]HC :
n=1 i=0 j=dkr2 =1 =412 =1

4g i
'(CZHbZH H a/HC*b*>

j=4k+2  j=1

Al evaluar este automorfismo en @y 1 1 (Rox-+1) obtenemos que Qa1 2Pak+1,1(Rokt1)
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es ciclicamente equivalente a

=~

Z Cyj3byj1[baj-1caj3]+cyj 1ba; 3[baj3caj1] +chjobajlbajea2]
]:

+ €44 albaj-2c4j]) + aagst [bak1Canrt] + Qari2bariaCarsn

* *
a4k y3[ba3Car13] + Ak abakpacaria + oy 3bip 3 [Paky3cans 3]
4g

k3041 [Parr1 Carv3) + Chp1 Paiy 3 [barsscarsr] + Z ajbjc;
j=ak+5
+ 3 pa(—1)" (Clt+1blt+1 I1 aJHC*b*>
n=1 j=dkr2 =1
g—k—2
+ Va H) ba(g-jCa(g—j)-2ba(g—j)~3¢a(s—j)-10a(g—j)-2€4jba(g—j)-1€a(g—j)-3°
J:
“baracaii2|bary 1€ar13]bary2Cary albars3cans 1]
g—1 n
+ TT Bage-peate—i-2Mlbage—)-3€ae—p—11Pae—p 26— [Pae—) - 104<gj>3]> :
J=8—k

Sea Q4431 el automorfismo unitriangular Q435 : (C((é(\f/)» — C((&r/)»
dado por Qa3 1| o\ (s =1d |§RT/)\ () Y Pari3,1(ars3) = arys — Cu3biise

El potencial (p4k+371 Oaie+1.2Pak+1,1(Roks1) es ciclicamente equivalente a

k
Z Cjabaj1lbaj—1caj3]+chj 1By 3[baj-zcaj1]+cyj obij[bajesjo]
J:

+ ¢4;b4 - albaj-2caj]) + aaps [bakr1can 1] + aari2bar2Carsa

* *
+a4k13[Paks3Ca143) + Ak abakracarra + Capy 3bag 1 [Pakr1Cars3)

4g
+Ci1Pirslbariacant ]+ Y, ajbje;
j=4kt5

oo 4g 4k "
+an(_1)n Cr 1Dy 1aak+2(aar3 — Cop 3Dk 3) Aara H ajHCj‘bj

n=1 j=4k+5 =1

(=) g—k—z
+ XV H) bag—j)Ca(s—j)-2Da(g—j)-3C4(g—j)—1ba(g—j)-2€4jPa(g—j)-1Ca(g—j)-3"
n= Jj=

-Dagracaii2[Dag+1Car+3|bakroCarralbags3car+1]-

g—1 "
o T [Bage—jcatg—i—2llbage—j-3cate—i—111bagg—j)—2¢ate— ) [bagg—)- 1C4<g—j>—3]> ,

Jj=8—k
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que es ciclicamente equivalente a

>~

Z Caj3byj1baj-1caj-3] +cyj_1byj_31baj-3caj-1] +cyj_obijbajcsj 2]

J:
+ c3;b4j olbaj—2c4)]) + agr1 [Pt 1 car1] + aak2barsaCarsn

* *
+a4i13[Dai3Ca143) + Qs abakraCaira + Chp 3bii 1 [Dakr1Carg3]

4g
i1 Dipgalbaksean ]+ Y. ajbie;
j—akys
N ; ' 4¢ 4k
+ Y o) | Y (—Vanisanes [ ai(J]cib5)ciibisiamer:

4g 4k n—i—1
* * kg % k& *
‘ ((a4k+3 — Caey3bigy3)asera H aj(HCjbj)Ck+lbk+la4k+2 :
j=4k+5  j=1

4g 4k !
% % Ll A % k
| Cart3Dar 304k 14 II aj(l chbj)ck+1bk+la4k+2

j=4k+5 =1

4g

4k "
+(=1)" (CZk+3bZk+3a4k+4 I1 aj(chb;)C;+1blt+la4k+2> >

j=4k+s =1

g—k—2
1_!) ba(g j)Ca(g—j)—2ba(g— j)-3Ca(g— j)—1Pa(g— j)-2C4ba(g— j)—1Ca(g—j)-3°

+ZW<

-bajy-aCak42 [Dajs1 Cars3)bak2Carsa[bak13Ca141)-

g—1 n
IT Paesycate—i-2lbae—j)-3¢ae—jy—1)[Pags—j)—2€ae—j)) [Pagg—j)- 104(gj>3]> :

Jj=8—k
—_— —_

Llamemos @443 2 al automorfismo unitriangular g3 2 : C((Q(7))) = C{((Q(7)))

fi =Id|—
definido por ‘P““”' Db~ g ibesserly

Oar32([brssciys]) = [brisciys)

) n ) 4g 4k
Y pu(-1y <Z<—1>’a4k+4 [T a/([1eb)cblrases
n=1 i=0 j=dkrs =l

4g 4k n—i—1
* * kg % * *
| (@arr3 — Cary3barys)aarsa H aj(] | €jbj)cri1bry1aars2 :
j=4k+s =1

4g 4k '

* * * g %k * *

| Car3bar 304k 14 II aj(l ICjbj)Ck+1bk+1a4k+2
j=dkts =1

La composicion Q413 2 Pak+3,1Pak+1,2P4ak+1,1 €S una equivalencia a derecha en-
tre los carcajes con potencial [, (Q(0%),Sk) ¥ (Q(0k),02+1), donde Oyyq es
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igual a

k
Z Caj—3baj1lbajrcaj3]+chj_1byj_3[baj_zcaj1]+cyjobyjlbajeajo]
]:

+ ¢4;b4; albaj-2c4j]) + aapsr [bak1carr1] + aari2barsaCarsa
* *
+ask13[Dak3Cak+3] + AayabairaCarya + Chpy3bap o [Dakr1Cars3)
4g

* *
+C4k+1b4k+3 [b4k+3c4k+l] + Z ajbjcj
Jj=4k+5

o0 4g 4k n
* * * 7% * *
+ Z Pn | Cax3Dax1304k+4 | | aj(l I Cibi)cr 1biy1aak2
n=1 j=4k+5 =1

g—k—2

+Z"n< H) ba(g—j)Ca(g—j)-2Pa(g—j)-3Ca(g—j)—1Da(g— j)-2¢47ba(g—j)-1Ca(g—j)-3

-Dagracaii2[bag+1Car+3|bakrocarralbagsacar+1]-

g—1

o T [ag—jycats—-2llbage—j)-3¢atg—j)-1][bagg—jy—2ca(e—)bags—j)- 1C4<g—j>—3]> :
j=g—k

Asi, Wy1(Q(0),Sk) es equivalente a derecha al QP (O(fak+1(0k)), Uzk1)
donde el potencial Uy, es de la forma

=~

Z Cyj3byj1[baj-1caj3]+cyj1ba; 3[baj3caj1] +chj obajlbajeaj2]
j:
+ ¢4jb4; albaj-2c4j]) + ags2bars2Carsa + AapsabakiaCaria
4g

* * * *
+Ciuy3biest [arsicanss) + i bigslbarsca] + Y, ajbie;
j=4k+5

oo 4g 4k "
* * k7 % * *
+ Z Pn | Car+3Dar304k14 | | aj (I I Cibi)cii1bis1ak42
n=1 j=4k+5  j=1

+Zl Vn( H) ba(g- jCa(g—j)-2ba(g—j)-3Ca(s—j)-1Da(g—j)-2€4jba(g—j)-1€a(g—j)-3°
n= Jj=
“bajracaii2|bary 1€ar13]bary2Cany albary3can 1]

g—1

T baejycate—y-2lbage—j)-3¢ae—jy-1[bage—jy-2€ae—j) [Pagg—j) - 104<gj>3]> -
J=8—k
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La premutacion o2 (Usiy 1) es ciclicamente equivalente a

k
Z C4j—3b4j1[baj1caj3]+ caj_1b4j_3[baj3caj—1]+chj_obaj[bajcsjo]
J:

+ ¢3;b4j_o[baj-2c4 1) + ario[barsocario) + askia bk acarsal
+Caiy3bap i1 [barr caka] + a1 bag 3 [bakacant] + i abi o [baracars2]

* * * * * *
+Caiy4bapyalbarracaira] + iy abipo[bakracacral + i abi g albacracarsa]

4g

+ Z ajbjcj
Jj=4k+5

N 4g 4k "
* * kg % * *
+Y P <C4k+3b4k+3“4k+4 [T ai(TTcib))cisibiriaansa
n=1 j=Hets =1

+Zlvn< HO ba(g—j)Ca(g—j)—2Patg—j)-3Ca(g—j)—1Da(s— j)-264jba(g—j)-1Ca(g—)-3
n= j=

—_

g—

P

(g )—21Bag— j)-3¢a(g—j)—1][bag—j)—2Ca(g— )| [bacg—j)- 104<g—j)—3]> -

Sean Quyi4.2, Pakva,1, Pak+2.2, Pak+2,1 : CUQ(faur1(0k)))) = CLO(fak+1(0k))))
los automorfismos unitriangulares dados por

. —Idl  — _ _
o1 Garo asst — 1o, (o) fassay T P21 (@4k12) = Aaics2

* * .
Car2bapias

. —7 o
101 (fara 1 (0))\{ [Pak2¢4x42]} d|Q1(f2k+1 (0))\{[barr2cars2]} y

Q4122 ([bars2cak12]) = [Pars2cais2]

n 4g 4k
- Z Pn (Z ) ipssbinsaanrs [ ai([1ei05)eimbicn
i=0 j=dicks =

4 n—i—1
g
* * * *
'<(a4k+2_C4k+2b4k+2)C4k+3b4k+3a4k+4 IT « HC kb '
j=4kts =l

4g 4k !
* * * * * 7 % * * .
|\ Car2bari2Cars3Daks 304k+4 H aj(HCjbj)Ck+1bk+l ;
j=dk+5  j=1

. —Idl  — , — _
’*Ql(f2k+1(0k))\{a4k+4} |Q (farr1(00))\{aar 4} y¢4k+4’l(a4k+4) ait4

* .
Cairabarias

QI(E/;RGk))\{[b4k+4C4k+4]} N Id| 01 (farr1(0x))\{ [Pag+acarsal} y
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Oarr42([barracarsal) = [Pakyacarial

) n o 4 4k
=Y pa(=1)" (Z(—l)l [T ai(TTeib))ciabicCansabinsacinsabinss:
n=l i=0 j=dkrs =l

4g Ak n—i—1
* * kg ok * * * * * *
: ((a4k+4 — Ca4Diiia) H “j(H ¢ jb j)ck+1bk+1C4k+2b4k+2C4k+3b4k+3 )
j=4k+5  j=I1

4g 4k !
* * k7 %k * * * * * *
'<C4k+4b4k+4 H aj(HCjbj)ck+1bk+1c4k+2b4k+2C4k+3b4k+3
j=4k+5  j=1

Al evaluar la composicion @y 4 @ak+4,1 Part2,2Pak+2,1 €0 Hogi2(Unis1) obtene-

mos que el potencial Qi 4.2Parta,1Pars22Par+2,1(H2rt2(Uak11)) es ciclicamente
equivalente a

=~

Z Chjabij1lbaj—1caj3]+chj by 3[baj-zcaj1]+cyj obij[bajesjo]
J:

+ ¢4jb4; albaj-2c4j]) + aarsa[bakroacarsa) + aaralbakacarial
* * * * * *
s 3bagp1 [Parr1€ak3] + g D3 [bak3Cars1] + Chpyabiyeyn [Barrocara]
4g

* *
+FChabippalbarracaia) + ), ajbic;
j—4kss

=) 4g n
* * * * * * * * k7 %k
+ Z Pn <Ck+lbk+lCk+2bk+2C4k+3b4k+3ck+4bk+4 H aj(H Cjbj))
n=1 j=4k+5 =1

+Zlv"< H) ba(g—j)Catg—i)-2ba(g—)-3C4(g—))~1Da(g—))~2€4 ba(g—j)-1Ca(g—1)-3°
n= Jj=

—_

g—

L (g-7)-211a(e—j)-3¢a(gj)-1][ba(g—j)-2¢a(e—j)[bace—j) - 1C4<g—j>—3]) :
Jj=8—k—

De esta manera los QPs tog 2 oi11(Q(0k),Sk) ¥ (Q(Okr1),Sks1) son equivalentes
a derecha, concluyendo asi la afirmacién en el caso k+ 1. [

Observacion 5.30. Sean c,d,m € C((Q(7))) caminos tales que c® y d® son ciclos.
Para cada entero positivo n se satisface

n—1

((c=d)®)" ~eye ;)(—1)’?&7((C—ci)fif)"_i_1 (d@) +(~1)" (d@)".  (5.14)
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La afirmacion se obtiene al desarrollar apropiadamente ((c —d)®)":

(¢ = d)®)" ~eyec® ((c —d)B)" ' = ((c —d)@)" ' d@
~eyec® (e —d) @) —cw ((c—d) @) do + ((c — d)@)"* (do)?

n—1 . .
~eyett Neye g(—l)’bﬁf((C—a’)w)”_’_1 (do)' + (-1)" (d®)".

Lema 5.31. Dada una superficie (£,M) como en el Lema @y T la triangulacion
de esta superficie dada en el mismo lema (cf. figura , 8 X = (Xp) pep €s una
coleccion de escalares distintos de cero, para cualquier potencial V € C((Q(7)))
que tnicamente involucra potencias mayores a dos de g-ciclos (en particular es
rotacionalmente disjunto de S(7,x)), los carcajes con potencial (Q(7),S(t,x)+V)
y (O(7),8(7,x)) son equivalentes a derecha.

Demostracion. La superficie (X, M) tiene dos puntos marcados p y ¢, cuyas valen-
cias con respecto a la triangulacion 7 son 8g y 4g respectivamente, donde g es el
género de la superficie X. Sean ), y @, flechas en las g-Orbitas alrededor de p y ¢
respectivamente (ng, = 88y ne, = 48).

El potencial V es de la forma

Vveye Y V(@ (@) + Y Van(9 (0))" (5.15)
n=2 n=2

para algunos escalares (posiblemente cero) v, ,, v, € C para toda n > 2.

Afirmacion: Existen una sucesion de potenciales (Vi) g, C C({(Q(7))), y una
sucesion de automorfismos unitriangulares (@,);,_g 2 del dlgebra completa de ca-
minos C((Q(7))), que satisfacen las siguientes propiedades:

m Vg, =V,
. n%f_rgodepth((pm) = oo}
= y para cada m > 8g cumplen:

e ¢l automorfismo ¢y, es una equivalencia a derecha entre los carcajes con
potencial (Q(7),S(7,x) + Vi) y (Q(7),8(7,%) + Vo 1):

e ¢l potencial V,, involucra unicamente potencias mayores a dos de g-
ciclos;

e y short(V,,) > m.

Demostraremos de manera recursiva esta afirmacion.
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Demostracion de la afirmacion. Supongamos que para un entero m > 8g hemos
definido un pontencial V,, € C((Q(7))) que s6lo involucra potencias mayores a dos
de g-ciclos y short(V,,) > m. Podemos escribir al potencial V,,, como

(oo}

Vin ~eye ;lpm(g(wp))” + Z,z?tqm(%(wq))” (5.16)

para algunos escalares (posiblemente cero) A,,,A,, € C para toda n > 2. Sean
rp.m (respectivamente ry,,) el primer valor n para el cual 4,, # O (respectiva-
mente A, , 7 0) si esta n existe, e oo si no existe tal n. Notemos que short(V,,) =
min(7p ,88,74.m4g) > 8g.

Definamos el automorfismo unitriangular Y, ,, : C((Q(7))) — C((Q(7))) de
profundidad 8g(rpm — 1), dado mediante la regla Yp g, 1)\ {w,} = 140, (t)\{w,} ¥

Y, m(ow,) =0, — l’;;;m @p(4(w,))»m~ 1. El potencial Y, ,(S(7,%) + Vi) es igual

a

A
S(T,%) — 2 2 (@) £ (@p) 0p(F (@) P = A, (9 (0))) P

X o,

)

+ i dpn(@(@0,))"+ Y, Agn(F ()"

n=rpm n=rgm
n=rpm n=rpm
que es ciclicamente equivalente a
S(t,x)+R+H,

donde los potenciales Ry H son

Aprom —
R="21r"f(0,)0,(4 (0,)) 7~ (@),

H= Y hpu@@)+ ¥ Aul(@)
n=rpm+ n=rq,m
+ <T< _i lp,n(%“’p))") - _i /lp-,n(g(“’p))n> :

Notemos que 2short(R) —3 > 2% 8g(rpm—1)+3 >8grpm+3 >8gr, m >my
short(H) > m. Por el Corolario existe un automorfismo unitriangular IT, ,, del
dlgebra de caminos C((Q(7))) de profundidad al menos min(m — 3,8g(r, » — 1))
que hace equivalentes a derecha alos QPs (Q(7),S(7,x)+R+H)y (Q(7),S(7,x)+
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H + &), para algin potencial & que sélo involucra potencias de g-ciclos y que sat-
isface short(&) > m > 8¢. Nétese que £ sélo involucra potencias mayores a dos de
g-ciclos ya que cada g-ciclo tiene longitud a lo més 8g.

Observemos que el potencial H es de la forma

(o)

Hoge Y kpu@@))+ Y, Agu@ (@) (5.17)

n=rpm+1 n=Tqm

para algunos escalares k,, , € C paratodan > rp , + 1.
Consideremos el automorfismo unitriangular Yy ,, : C((Q(7))) — C((Q(7))) da-

Agrgm _
do por Yy.ulo, (2 fo,) = 1dl0,(x)\(w,} ¥ Yam(@q) = 0 = =l 0y(F (00,))" 1.
Este automorfismo es de profundidad 4g(r,,). Al evaluar este automorfismo en
S(t,x) + H + & obtenemos

_ M 2 rgm—1 _ Tgm
S(t,x) (o) f(ay) w0,(9 (ay))" Agrym(G(0f))"

qu

+ i Kpn (9 (@p))" + i Agn(9(0y))"

n=rpm+1 n=rq,m

+ <Y< i lq,n(g(a’q))n) - i lq-,n(g(c"q))n> +Yqm(8),

n=rq,m n=rgm

que es ciclicamente equivalente a
S(t,x)+R +H',

donde los potenciales R' y H' son

Ao
R =210 f ()0, (9 (@) ().
H = i 1xp7n(%(wp>)n+ i Agn(¥ (ay))"
n=rqm+ n=Tq,m
+<r< 3 zq,n(wwq))") -y Aq,nqu»")mé).

Notemos que 2short(R") —3 > 2x4g(rgm—1)+3 > 4grgm+3 > 4grgm >my
short(H') > m. Por el Corolario[5.27) existe un automorfismo unitriangular I1,,,, del
dlgebra de caminos C((Q(7))) de profundidad al menos min(m — 3,4g(rym — 1))
que hace equivalentes a derecha alos QPs (Q(7),S(7,x)+R +H') y (Q(7),8(7,x)+
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H'+ &), para algiin potencial £’ que s6lo involucra potencias de g-ciclos y que sat-
isface short(&’) > m > 8g. Nétese que &’ s6lo involucra potencias mayores a dos de
g-ciclos ya que cada g-ciclo tiene longitud a lo més 8g.

El potencial H' dnicamente involucra potencias de g-ciclos, y short(H') > m >
8g, por lo que sélo involucra potencias mayores a dos de g-ciclos. El automor-
fismo unitriangular ¢,, = I, ,, X, nI1, Y, de profundidad al menos min(m —
3,88(rpm—1),48(rqgm —1)) > m—8g, es una equivalencia a derecha entre los QPs
(0(7),8(7,%x) + Vi) vy (Q(7),S(7,%) + Vius1), donde Vi, 1 = H' + &’. El potencial
Vint1 y el automorfismo ¢, satisfacen las propiedades de la afirmacién. Finalmente
observemos que

) Ry o
lim depth(¢,) > 1im m —8g = oo,

con lo cual concluimos la afirmacion. ]

Por el Lema|l.28] el automorfismo unitriangular ¢ = ligl OmPp—1 -+ Qg €s una
equivalencia a derecha entre los QP (Q(7),S(7,x) +Vs) y (Q(7),S(7,x)).

]

Al considerar la triangulacion 7 dada en el Lemal[5.28] todo potencial S no dege-
nerado sobre Q(7) es de la forma S(7,x) 4V, donde V tinicamente involucra poten-
cias mayores a dos de g-ciclos. El Lemal[5.31] nos indica que el QP (Q(7),S(7,x) +
V) es equivalente a derecha al QP (Q(7),S(7,x)). Por el lema[5.9] todos los carca-
jes con potencial de la forma (Q(7),S(7,x)) son equivalentes débilmente a derecha.
Asi, concluimos el siguiente Teorema.

Teorema 5.32. Sea (X,M) una superficie con dos puntos marcados (|M| = 2), que
cumple que ¥ tiene frontera vacia y género positivo. Para toda triangulacion ideal
T de (£,M), el carcaj Q(T) admite sélo un potencial no degenerado, salvo equiva-
lencia débil a derecha.

5.3. Superficies de género positivo con s6lo una pun-
cion

A diferencia de las superficies de género positivo, frontera vacia y al menos dos
puntos marcados, las superficies de género positivo, frontera vacia y exactamente un
punto marcado admiten potenciales no degenerados y no equivalentes débilmente a
derecha (cf. Teorema[5.36)).

Recordemos que para toda triangulacion 7 de una superficie (£, M) con un punto
marcado y frontera vacia se satisface la propiedad (5.3)), por lo que, para todo po-
tencial S € C((Q(7))), el QP (Q(7),S) satisface la propiedad .44 (cf. Observacion
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Toda pareja (A;,m;) formada por un escalar distinto de cero A; € C y un entero
positivo m; € N> determina un potencial S(7,,m) (descrito en (#.3))), donde A =

Myym={m}.

Proposicion 5.33. Dados un escalar distinto de cero Ay € C y un entero positivo my,
si Ty © son dos triangulaciones ideales de una superficie con un punto marcado
(X,M) y frontera vacia, tales que ¢ = f;(T) para algin arco i € T, entonces los

carcajes con pontecial W;(Q(7),S(t,{A1},{m1})) y (Q(0),S(c,{A1},{m1})) son
equivalentes a derecha.

Demostracidn. Para toda flecha a € Q1(7) se satisface n, = 12(género(X)) — 6
denotemos por 7 a este valor.

Sean by,b; € Q)(7) las dos flechas que inician en el vértice i, es decir, t(b)) =
= t(bz), y by = b_l Llamemos a; = f(bl), c] = fz(bl), a) = f(bz) y = fz(bz),
figura[5.7]

2

Figura 5.7: Las flechas incidentes en el arco i.

El potencial S(7,{A;},{m;}) es de la forma
S(t At {m}) ~oye ), F(¥) +arbicr +azbacr + (9 (ar))™,
YE\{Yay Yay }

ya que hay s6lo una puncion y sélo un g-ciclo (salvo equivalencia rotacional).
Existen r € {1,2,---,n— 1} y s,t € {1,2,--- ,n— 2} que cumplen que r,s,s +

1,¢,¢+ 1 son distintos entre si y ar = g"(ay), c; = g°(a1), bo = gt (a1), c2 = g’ (ay)

y by = g"*(a;). Al ordenar en forma creciente los valores 7,s,7 se tienen 6 casos:
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Casol: 1 <r<s<t<n-—1.

El potencial S(7,{A;},{m;}) es rotacionalmente equivalente a

S(T{Mi}, {mi}) ~eye Y,  Z)+aibici+arbrert
YEN\{Yay Yar }

+(G(n—t— 2,g’+2(a1))b1c2G(t —5— 2,g“+2(a1))b201-
-G(s—r— l,gerl (a1))axG(r—1,g(ay))a)™.

Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos

L(S(t{ M}t {m}) ~veye Y, F(V)+ailbicl] +azlbrca]+
YEF\{7017')/02}

-+ CTbT [b]C]] + C;b; [szz] + C;bT [blc'z] + CTb§ [bzcl]
+(G(n—1—2,8"(a1))[b1c2)G(t —s = 2,8 (ar)) [bac1]-
-G(s—r— l,ng (a1))arG(r—1,g(ay))a;)™

~oe Y, F() +albicl] +arlbaca] + by [bic]
YEN\{Yay Yay }

+ Cébé[bzc‘z] + CSbT [b1C2] + CTbS [bzcl] + (Claleal)ml,

donde

C1 =G(n—1-2,¢""%(a1))[b1c2)G(t — s = 2,¢" 2 (a1)) [bac1]-
G(s—r—1,g"(a)),

Dy =G(r—1,g(a1)).

Caso2: 1 <r<t<s<n-—1.
El potencial S(7,{A;},{m;}) es rotacionalmente equivalente a

S(T,{?L]},{ml}) ~cyc Z y(Y) ‘|‘alblcl +azb2C2+
YEN\{Ya; ,Yay }

+ (G(n—s—2,gs+2(a1))bzch(s—t—2,g’+2(a1))b162-
-Gt —r— 1,gr+1(a1))a2G(r— L,g(ay))ap)™.
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Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos
L(S(t{ M}t Am}) ~veye Y, F(V)+ailbicl] +azlbrcar]+
Ye\{¥a; ,Yay }
+c1bi[bici] 4+ b5 [baca] + c5bi [bica] + b3 baci]
+(G(n—s=2,8""%(a1))[b2c1]G(s —1 2,8 (a1)) [brca)-
G(t—r—1,8"a1)axG(r—1,g(ay))a))™

~cyc Z g(’)/)+al[blcl]+a2[b202]+CT T[blcl]
YET\{Ya; Yap }

+ c3b5[baca] + 3b] [bica] 4 ¢1b3[bact| + (CaarDaay )™,
donde

C :G(n—s—2,gs+2( ))[bzcl]G(s—t—2,gt+2(a1))[b1cz]-
Gt —r—1,"(ar)),

Dy =G(r—1,g(a1)).
Caso3: 1 <s<r<t<n-—1.
El potencial S(7,{A;},{m}) es rotacionalmente equivalente a
5(77{11}7 {ml}) ~cyc Z JOZ('}’) +a1bici +axbycr+
}/EF\{')/,,I Yaz}
+(G(n—1—2,8"%a)))bic2G(t —r—1,8" (a1))ay-
-G(r—s—2,8"(a1))bac1G(s — 2,g(a1))ar)™.
Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos
St {m}) e Y, T +albiel] +arbrea)+
?’EF\{Va17Ya2}
+c1bilbici] + eaba[baca] + by [bica] + by [baci]
+(G(n—t—2,8""%(a1))[b1ca)G(t —r— 1,8 (a1))as-
-G(r—s5—2,8"(a1))[b2c1]G(s — 1, g(ar))ar )™

~ee Y, F(Y) +ailbicl] +aslbrca] + cibi[bici]
YED\{Ya; »Yay }

+ c5b5[baca] + c3bi[bica] + c1bs[bact] + (CzanD3ar )™

bl

donde
C3=(G(n—1—-2,8"(a1))[b1c2]G(t —r — 1,8 (1)),
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D3 =G(r—s—2,8"(a1))[b2c1]G(s — 1,g(ar)).

Casod 1 <t<r<s<n-—1.

El potencial S(7,{A;},{m;}) es rotacionalmente equivalente a

S(T{ A1}, {m1}) ~eye Z F(y) +arbicy +azbacr+
Yer\{yalvyaz}

+(G(n—s— 2,g5+2(a1))b2c1G(s —r— 1,gr+1 (ay))az-
G(r—1t—2,8"(a1))b1c2G(t — 2,8(ar))ar)™.

Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos

ST MY {m}) ~veye Y, F (V) +ailbici] +a[baca]+
YET\{Ya; »Yap }

+c1bi[bic1] + c3b3[baca] + cabi[bica] + ¢1b5[baci]
+(G(n—s —275’”2( D)[b2c1]G(s —r—1,8" (ar))az-
"G(r—1-2,8"%(a1))[b1c2]G(t — 1,g(ar))ar)™

~eye Z F(y)+aibic1] +az[byrca] 4 c1bi[bici]
YE\{Va; Yap }

+ C;b; [szz] + CEbT [b16'2] + CTbE [bzcl] + (C4a2D4a1 )ml,
donde

Cis=(G(n—s5—2,8""2(a1))[bac1)G(s —r— 1,8 (a1)),

Dy=G(r—1—2,¢"(a1))bica]G(t — 1,8(a1)).

Caso5 1 <s<t<r<n-—1.
El potencial S(7,{A;},{m}) es rotacionalmente equivalente a

S(T,{l]}, {ml }) ~cyc Z gz(')/) ‘|‘a1b]C1 +612b202+
YET\{Yay Yap }

+(G(n—r & @) arG(r—1 —2,82(ay))bycy-
Gt —s5—-2 g”z( 1))b2c1G(s — 1,8(ar))ar)™
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Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos
L(S(r{ M}y, {m}) ~oe Y, F) +albicl] +arlbical+
YET\{Yay Ya }
+c1bi[bic1] + cabs[bacy| 4 cabl[bica] + c1b3[baci ]
+(Gn—r—1,8""(a1))axG(r—1 = 2,8 (a1)) [brc]-
"G(t =5 2,82 (a1))[bac1]G(s — 1, g(ar))ar )™

o Y, FW+ailbici] +azlbrer] + cibi[bici]
')/Gr\{'yal 7y02}

+ c3b5[baca] + c5bi[bica] + ciby [bact] + (CsazDsay )™,

~

donde
Cs=G(n—r—1,¢""(a1)),

Ds =G(r—t—2,g"(a))[bica] G(t — s = 2,8"*(ar)) [bac1]-
-G(s—1,g(ay)).

Caso6 1 <tr<s<r<n-—1.
El potencial S(7,{A;},{m}) es rotacionalmente equivalente a
St {m}) e Y, F(V)+abici +abrert
YED\{Ya; Yap }
+(Gn—r—1,""(a1)ayG(r—s—2,g""(a1))bsci-
Gls—1t—2,8"%(a))b1c2G(t — 1,g(ay))a))™.

Al premutar con respecto al vértice correspondiente al arco i obtenemos
L(S(t{ Mt Am}) ~veye Y, F (V) +ailbicl] +azlbrcar]+
Ye\{¥a; ,Yay }
+c1b} [blcl] + b3 [baca) + by [bica] + b3 [baci]
+(Gn—r—1,g"Na1))amG(r—s—2,8"(a1))[bac1]-
-G(s—t— 2,g[+2(a1)) [b1c2|G(t —1,g(ay))a))™

~oe Y, F() +albicl] +arlbaca] + by [bic]
YED\{Ya; Yap }

+ c3b5[baca] + e3b] [bica] 4 ¢1b3[baci| + (CearDegar )™,

donde
Co=G(n—r— l,gr“(al)),
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D =G(r—s—2,8"%(a1))[b2c1]G(s —1 = 2,¢"*(a1)) [brca)-
-Gt —1,8(a1)).
Para cada uno de estos seis casos (k € {1,2,---,6}) se cumple
m(S(r M} Am}) ~veye Y, F(¥)+ailbicl] +azlbrca] +cibi[bici]
YGF\{Yalu'}’az}
+ Cébﬁ [szz] + CEbT [b1C2] -+ CTbE [bzcl] + (Ckangal)m' .

Observese que los caminos Cy, Dy no utilizan las flechas ay,ay, [bic1], y [baca].
Para cada k € {1,2,3,4,5,6} definimos el automorfismo unitriangular @ ; :

C{(Q(7))) = C((Q(7))) mediante laregla ¢ 1\ T an) Id'ém\{al} Y Q1(ar) =
ay —cib}. El potencial @y (1;(S(t, {1}, {m }))) es ciclicamente equivalente a
Y, Z)+ailbici] +axbycr] + c3b3[bac]

YED\{Ya, Yoy }

+ C;bT [b1C2] + CTb; [bzcl] + (Ckasz(al — CTbT))ml
~eye Z ﬁ(}’) +aq [blcl] +ap [szQ] + Cibé [szz]

YED\{Ya; Yap }

+ C;bT [blcz] + CTb; [bzcl]

mlfl

+ Z (—1)ja1Cka2Dk((a1 —CTbT)Ckasz)mlijil(CTbTCkasz)j

+ (—=1)"(c1b1Craz D)™,

la segunda equivalencia rotacional se sigue de la Observacién |5.30
Para cada k € {1 ---,6}, llamemos ¢, al automorfismo unitriangular ¢, :

C((Q(7))) — (C((Q( ))) determinado por ¢ 2| bl = Id|§fr/)\{[b1cl]} y

(pk72([b101] b101 Z ]Ckang (al—clb )Ckasz)ml —i- I(Clb Ckasz)

Al componer @ > con @ ; obtenemos que @ 2@ 1 (1i(S(T,{A1},{m1}))) es cicli-
camente equivalente a

F(y)+ai[bic1] + ax[baca] + 35 [bacs]
YED\{Yay Yap }

+cbi[bica] + c1b5[bact] 4+ (—1)" (¢]b]Craa D)™
Paracadak € {1,---,6}, definimos los automorfismos unitriangulares @y 4, ¢ 3 :
C{(Q(7))) = C({(Q(7))) como los automorfismos determinados mediante las reglas
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. (Pk,3|é;m\{a2} = 1d|§lm\{a2} Y ¢3(az2) = ay — c5b3;

" Oklg o merly = UG T ey Y Pre([2c2]) Fguala
m1—1 . . .
[baco] — (—1)" Y (—=1)/DicibiCr((az — c5b3) DicibCr)™ 7~ (b5 DycibiCr)
=0

La evaluacién de la composicion @y 4@ 3 en @ 2@ 1 (1i(S(T,{A1 },{m1}))) es cicli-
camente equivalente a
Y, Ftailbici] +axbaca] + 3bibiea] +¢b3[baci]
YET\{Ya; Yap }
+ (c1b1Crezb3 D)™
Para cada caso k € {1,---,6} al sustituir explicitamente a Cy y Dy obtenemos lo
siguiente:
Casol: 1 <r<s<t<n-—1.
El potencial w;(S(t,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0(0o)) al potencial
Y, F (V) +ebilbca) +sbi[bica] + b3 [baci]
YEN\{Yay Yy }
(G =1~ 2,82 (@) [b1ca]G(t — s — 2,8 2(a1)) [bac ]
-G(s—r—1,g™(a1))e3b3G(r — 1,g(a1))cib})™.

Caso2: 1 <r<t<s<n-—1.
El potencial w;(S(t,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0Q(0)) al potencial
F(7) + c3b3[baca] + c3bi[bica] + ¢ib3baci ]
Ye\{¥a; ,Yay }
+(G(n—s5—2,8" (a1 [b1c2]G(s —t — 2,82 (ay)) [bac1]-
Gt —r=1,g"(@1))e3brG(r = 1, g(a))eib)™.

Caso3: 1 <s<r<t<n-—1.
El potencial w;(S(7,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0(0o)) al potencial
F(7) + 3y [brca] + c3by [bica] + by [bacy]
YED\{Ya; Yap }
+(Gn—1—2,8"%a))[b1c2)G(t —r— 1,8 (ay))c5b5-
-G(r—s5—2,¢""(a1))[b2c1]G(s — 1, g(ar) Jeibi)™.
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Casod: 1<t <r<s<n-—1.
El potencial p;(S(t,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0(0o)) al potencial
F (1) + cabs[barco] + 3t [bica] 4 ciba[baci]
YED\{Ya; »Yap }
+(Gln—5-2,8"(a1)[b2c1]G(s — r — 1,8 (a1)) 303
-G(r—r—2,g’+2<a1))[b1cz]G<t—1,g<a1>>c1b1‘> !

Caso5: 1 <s<t<r<mn-—1.

El potencial p;(S(7,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0(0o)) al potencial

F () + c3by[baca] + c3bi [brca] + c1by[bac]
YGF\{?’al 7112}

+(Gn—r—1,g" (a1)e3b3G(r—1 = 2,8 (a1)) [brca)-
'G(l—S—ZagSH(al))[szl]G(S—178(611))CT D)™

Caso6: 1 <t<s<r<mn-—1.

El potencial w;(S(t,{A1},{m1})) es equivalente a derecha (sobre p;(7) =
0(0)) al potencial

F(7) + &3b5 [baca] + &3bi [brca] + ¢ bh [bac]
YED\{Ya; Yap }

+(G(n—r—1,¢""(ar)e3b3G(r —s 2,8 (ay) ) [b2c1]
'G(S— —2,8"(a1))[b1e2] Gt — 1, g(ar))cibp)™

En cada uno de los seis casos los carcajes con potencial (Q(o),S(o,{A},{m1}))
y 1i(Q(7),8(7,{A1},{m1})) son equivalentes a derecha.
[

Todo potencial de la forma S(o, A;,m;) es reducido. Asi, de la proposicioén an-
terior se obtiene el Corolario Cabe mencionar el hecho de que en cualquier tri-
angulacion 7 de una superficie con un punto marcado, no existen tridngulos autople-
gados, por lo que, podemos entender la mutacion de Q(7) con respecto a cualquier
vértice a través de la operacion de reemplazo de un arco ordinario de 7.

Corolario 5.34. Sea (X, M) una superficie con un punto marcado (|P| = 1), tal que
Y. tiene frontera vacia y género positivo. Para toda triangulacion ideal T de (X, M),
todo escalar A1 # 0y todo entero positivo m; € N> el potencial S(t,{A1},{m1})
es no degenerado sobre Q(7).

127



Lema 5.35. Dada una superficie (£,M) con un punto marcado, frontera vacia y
género positivo. Para toda triangulacion ideal T de (X, M), el potencial T (7) (des-
crito en (5.0)) es no degenerado sobre Q(7), y el dlgebra Jacobiana ¥ (Q(t),T (7))
es un espacio vectorial de dimension infinita.

Demostracion. El carcaj con potencial (Q(7),T (7)) es reducido, por tanto, el he-
cho de que el carcaj con potencial (Q(7),7 (7)) es no degenerado se obtiene de la
siguiente afirmacion:

Afirmacién: Dado un arco i € 7, sea 6 = fi(7), la triangulacién obtenida al
aplicar el reemplazo del arco i. Los QPs w;(Q(7),7 (7)) y (Q(0),T(0)) son equi-
valentes a derecha.

Demostracion de la afirmacion. Sean ay,by,c1,a2,by,c las flechas en los tridngu-
los que tienen como uno de sus lados al arco i, como en la figura[5.7] El potencial
T(7) es de la forma

T(7) ~cyc Z F(y)+a1bici +axbycy.
?’EF\{?’al 7%12}

Asi, al premutar respecto al vértice i obtenemos que

L(T (1) ~eye Y, F(V)+ailbici] +aa[baca] + cibi[bici] + ¢35 [brcs]
Ye\{¥a, ,Yay }

+ C;bT [b1C2] + CTb; [bzcl].

El automorfismo unitriangular @ : C{(Q(7))) — C{(Q(7))) dado mediante la regla
(Pl o)\ {a1,a2} Id|§1\(}/)\{a,,a2}’ ¢(ar) =a; —cib] y ¢(az) = a — c5b; es tal que

O((T(7)) ~eye Y, F(V)+ailbici]+aslbrca] +c5bi[brea] +cibs [baci],
YED\{Ya, Yoy }

concluyendo asi la afirmacion. [

Analizemos ahora el dlgebra Jacobiana &2 (Q(t),T(7)). Para cada flecha a €
Q1(7) se tiene d,(T (7)) = f%(a)f(a). Por lo tanto, el ideal Jacobiano J(T (1)) es
la cerradura del espacio vectorial generado por los f-caminos de longitud al menos
dos y los fg-caminos mezclados. Asi, cualquier suma (posiblemente infinita) de
idempotentes del algebra completa de caminos y g-caminos es distinta de O en el
algebra Jacobiana Z(Q(t),T(7)). De esta manera &?(Q(7),T (7)) es de dimension
infinita (como espacio vectorial).

]
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Teorema 5.36. Sea (X,M) una superficie con un punto marcado (|P| = 1), en la que
Y. tiene frontera vacia y género positivo. Para toda triangulacion ideal T de (X, M),
el carcaj Q(7) admite una cantidad numerable de potenciales no degenerados y no
equivalentes débilmente a derecha.

Demostracion. Por el Corolario todo potencial de la forma S(7,A;,m1)) es
no degenerado sobre Q(t) (para cualesquiera A; € C y m; € Z=°). El carcaj con
potencial (Q(7),S(t,A;,m,)) satisface la propiedad .#4 (cf. Observacién4.12). El
Teorema nos dice que #+J(Q(7),S(t,A1,m;)) es una base (como espacio
vectorial) del dlgebra Jacobiana &?(Q(t),S(7,A;,m)), donde

B ={eilic Qo(t)}U{G(ra)lac Qi(7),y 1 <r, r<mng}
U{G(mng,0)| 6 € B}.

De esta manera, si 1,4, € C son dos escalares distintos de cero, y my,m, € Z=°
son dos enteros positivos que cumplen m, > m1, entonces la dimension del dlgebra
Jacobiana Z(Q(t),S(7,A1,m;)) es menor a la dimensién del dlgebra Jacobiana
2(0(1),S(t,A2,my)) (ambas dimensiones son finitas); y por tanto los carcajes con
potencial (Q(7),(7,A1,m1))y (Q(7),S(t,A2,m2)) no son débilmente equivalentes
a derecha.

Cabe mencionar que el lema nos dice que el potencial 7'(7) es no degene-
rado y el dlgebra Jacobiana &?(Q(7),T (7)) es de dimensién infinita, por lo que, el
potencial T(7) no es equivalente débilmente a derecha sobre Q(7) a ningtin poten-
cial de la forma S(t,A,m).

[

Si 7 es una triangulacién ideal de una superficie con un punto marcado, frontera
vacia y género al menos uno, tal que 7 satisface las propiedad (5.4)) (toda triangu-
lacién satisface la propiedad (5.3)), entonces todo potencial no degenerado sobre
Q(7) es equivalente a derecha sobre Q(7) a un potencial de la forma 7(7) + U,
donde U es rotacionalmente disjunto de 7'(7) (cf. Observacién [5.13). Por el Coro-
lario el potencial 7 (7) + U es equivalente a derecha al potencial 7(7) + W,
donde W involucra tnicamente potencias de g-ciclos. De esta manera, si W # 0, en-
tonces W es ciclicamente equivalente a S(7,A,m) + V, para algin potencial V que
s6lo involucra potencias de g-ciclos y que satisface short(V) > short(S(7,A,m)).

Conjetura 5.37. Si T es una triangulacion ideal de una superficie (X,M) con un
punto marcado, frontera vacia y género mayor a I, entonces todo potencial no
degenerado sobre el carcaj Q(7) es equivalente débilmente a derecha al potencial
T(t), 6 equivalente débilmente a derecha a un potencial S(t,{1},m), para algin
entero positivo mj.

El Lema [5.40| prueba algunos casos para los cuales un potencial de la forma
S(t,A,m)+V es equivalente a derecha al potencial S(7,A,m).
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Lema 5.38. Dada una superficie con un punto marcado (£,M) (M| = 1), tal que
Y. tiene frontera vacia y género mayor a uno. Existe una triangulacion ideal T de
(X, M) que satisface la propiedad (5.4).

Demostracion. Sea 7 la siguiente triangulacion representable a través del 4g-gono:

2g 1

Figura 5.8: Identificamos apropiadamente los lados del poligono.

Cualesquiera dos tridngulos de la triangulacién 7 tienen a lo mds un arco en
comdn, por lo que, 7 satisface la propiedad (5.4).
O]

Lema 5.39. Supongamos que T es una triangulacion ideal de una superficie (X, M)
con un punto marcado (|M| = 1), frontera vacia y género positivo. Dados dos
escalares distintos de cero A1, Ay € C y un entero positivo m; € Z>°, los QPs

(0(7),S(z,{ M1 },{m1})) ¥y (O(7),S(7,{A2},{m1})) son equivalentes débilmente a
derecha.

El resultado anterior se obtiene al hacer una pequefia modificacién a la prueba
presentada en [6] del Lema[5.9]

Demostracion. Sea & una (short(S(t,{A},{m})) —3) raiz de %
Observemos que el automorfismo unitriangular ¢ : C((Q(7))) — C{{(Q(7))) de-
terminado mediante laregla ¢ (a) = &a para toda flecha a € Q1 (1), es una equivalen-

cia a derecha entre los QPs (Q(7),S(7,{A1},{m})) y (Q(7),E3S(7,{ A}, {m1})).
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Asi, los QPs (Q(7),S(7,{A1},{m1})) y (Q(7),S(7,{A2},{m})) son equivalentes

débilmente a derecha.
O

Lema 5.40. Sean (X,M) una superficie con un punto marcado, frontera vacia y
género positivo y T una triangualacion ideal de (£,M). Dado un potencial de la
forma S(t,A,m) € C((Q(7))), si V € C{{(Q(7))) es un potencial que sélo involucra
potencias de g-ciclos y tal que short(V) > 2short(S(t,A,m)), entonces los car-
cajes con potencial (Q(7),S(t,A,m)+V)y (Q(t),S(t,A,m)) son equivalentes a
derecha.
Demostracion. El Lema es consecuencia de la siguiente afirmacion.

Afirmacién: Si W € C((Q(t))) es un potencial que sélo involucra potencias
de g-ciclos y tal que short(W) > 2short(S(7,A,m)), entonces existe un potencial
W' que sélo involucra potencias de g-ciclos y un automorfismo unitriangular ¢ :

C{(Q(7))) — C({(Q(7))) que satisfacen:
= short(W’) > short(W);

» depth(¢) > short(W) — short(S(t,A,m));

» y @ es una equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),S(t,A,m)+ W)y
(0(7),S(T,A,m)+W’).

Demostracion de la afirmacion. El potencial S(t,4,m) es de la forma

(T, ,m) ~eye ) T (V) + M (9 ()™

yel
Mientras que V es de la forma
w ~cyc Z ‘uk(%(a)))k,
k=r

donde r es la minima de las potencias de g-ciclos que aparecenen V (r > mj + 1).

Consideremos el automorfismo unitriangular ¥; : C((Q(7))) — C((Q(7))) de
profundidad short(W) — short(S(7,4,m)), dado mediante la regla ¥1|g, (¢)\ {0} =
g, (0)\{o} Y P1(0) = 0 — %:a)(g(a)))’ " Al evaluar el automorfismo ¥ en
S(t,A,m)+W obtenemos

Yi(S(t,A,m)+W)=S(t,A,m)— &%’(a))(%(a)))r*m' — (9 (w)" +W

A
+(B1(W)—W)
~eyeS(T A, ) — 3‘: (©)0(%(0) " f*(0)
+ Z w(9 + (¥ (W) —W).

k=r+1
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Definamos el automorfismo unitriangular ¥, : C((Q(7))) — C((Q(7))) de pro-
fundidad short(W) — short(S(7,4,m)), dado por W2y, 1)\ ( 2(w)} =10, (0)\{f2(@)} ¥
¥ (f2(w)) = f2(0) + ﬁ—:(%(w))”’"lfz(w). Observemos que ¥, W (S(t,A,m) +
W) es ciclicamente equivalente a

S(t,4,m) — 5" (@) 0(F2((& (0)) ™ (@) — (%)™ f(0))

(Y (@ (@) (% (W) W),
k=r+1

y short(¥, ¥ (S(t,A,m)+W)—S(t,A,m)) > short(W) — short(S(z,A,n))+3. Por
la Proposicién (al tomar Z = 41 (4(@))™ y U = ¥,¥(S(1,A,m) + W) —
T (7)) existen un autorfismo unitriangular ¢ : C((Q(7))) — C({Q(7))) de profun-
didad al menos short(W) — short(S(7,A,n)) y un potencial W’ de profundidad al
menos short(W) —short(S(7,4,n)) que involucra inicamente potencias de g-ciclos,
que satisfacen que ¢ es una equivalencia a derecha entre los carcajes con potencial
(0(7), ¥ ¥ (S(t,A,m)+W))y (O(7),S(t,A,m)+W'). La afirmacién se concluye
al tomar ¢ = ¢W,¥;. 0

De la afirmacién, podemos obtener recursivamente una sucesion de potenciales
(W,)n>0 y una sucesion de automorfismo unitriangulares (¢,),> que satisfacen:

= lim depth(@,) = o

n—oo

= y para cada n > 1 el automorfismo ¢, es una equivalencia a derecha entre los
QPs (Q(7),S(7,A,m) +Wy-1) y (Q(7),S(7,A,m) +Wy).

Por el Lema [1.28| el automorfismo unitriangular ¢ = lim ¢,¢,_1--- @1 €s una
n—oo
equivalencia a derecha entre los QPs (Q(7),S(t,A,m)+ W)y (Q(7),S(7,A,m)).

]
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Apéndice A
Producto tensorial

Definicion A.1 ([1], Definicién A.12). Dados un grupo abeliano aditivo G y un
anillo A, sean M y N un A-médulo derecho y un A-mdodulo izquierdo respectivamen-
te. Decimos que una funcion f : M x N — G es A-balanceada si para cualesquiera
a,d € M, b,b' € NyA €A se cumple:

1. f(a+d,b)= f(a,b)+ f(d,b)
2. fla,b+b') = f(a,b)+ f(a,b)
3. f(aA,b) = f(a,Ab)

Definicion A.2 ([1], Definicién A.13). Sean A un anillo, M un A-mddulo derecho y
N un A-médulo izquierdo. Definimos el producto tensorial de M 'y N sobre A como
un grupo abeliano M @ N junto con una funcion A-balanceada h: M X N - M Q N,
con la siguiente propiedad universal: para toda funcion A-balanceada f : M x N —
G (G grupo abeliano aditivo) existe un tinico morfismo de grupos f - M@N — G

tal que fh= f.

Podemos resaltar que el producto tensorial M @ N se considera sobre el anillo A
denotandolo como M ®4 N.

Proposicion A.3 ([1], Proposicion A.14). Para cualequier pareja (M,N) forma-
da por un A-modulo derecho y un A-modulo izquierdo respectivamente, existe el
producto tensorial M @ N, y éste es tinico salvo isomorfismo de grupos.

Demostracion. Veamos una construccion del producto tensorial:
Llamemos F al Z-mddulo libre con base M x N, es decir,

F= {Zai(mi,ni) |neN,y (mj,n)) E M xN,q; € ZVie{l,--- ,n}}.
i=1
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Sea H < F el subgrupo de F' generado por
(m—+m',n) — (m,n) — (m',n),

(m,n+n") — (m,n) — (m,n’),
(ma,n) — (m,an),

para cada m,m’ € M, n,n’ € Ny a € A. El cociente F/H junto con la proyeccién
natural 4 : M x N — F /H es el producto tensorial de M y N. Si para cada m,m’ € M,
n,n’ € Nya € A, denotamos como m @ n al elemento (m,n) + H € F /H, entonces

h(m+m' n)=m+m)@n=men+m @n=h(m,n)+h(m n),

h(mn+n")=mem+n)=m@n+men =h(m,n)+h(mn'),y,
h(ma,n) = ma®@n=m®an = h(m,an),

y por tanto la funcién & es A-balanceada. Ademads, toda funcién A-balanceada f :
M x N — G induce un morfismo de grupos f’: F — G , tal que para todo (m,n) €
M x N f'(m,n) = f(m,n). Dado que f es A-balanceada, entonces H C Ker(f"), por
lo que existe un tnico morfismo f : F/H — G, tal que f(h(m,n)) = f(m,n) para
todo (m,n) € M x N. Esto concluye que F/H es el producto tensorial de M y N,
denotaremos a F/H como M @ N y a sus elementos como m ® n.
El producto tensorial es inico salvo isomorfismo. Si P es un grupoy g: M x N —
P es una funcién A-balanceada, tales que juntos forman un producto tensorial de M
y N, entonces, dado que M ® N y h forman otro producto tensorial, por la propiedad
universal del producto tensorial existe un inico morfismo de grupos f; : P =+ M QN
tal que fig = h, y existe un Unico morfismo de grupos f> : M ® N — P tal que
foh = g. De esta forma (f>f1)g =gy (fif2)h = h, por la propiedad universal del
producto tensorial los tinicos morfismos de grupos que cumplen gg =gy hh=h
son Ip e IygN respectivamente, con lo cual concluimos que P =M @ N.
]

Proposicion A.4 ([1]], Proposicion A.15). Sean M,M' ,M" A-médulos derechos y
N,N',N" A-médulos izquierdos. Si f : M — M’, f : M' — M" son morfismos de A-
médulos derechosy g : N — N, g1 : N' — N" son morfismos de A-médulos izquier-
dos, entonces se tienen los siguientes resultados:

1. Existe un morfismo de grupos f @ g: M QN — M' @ N’ tal que para todo
meneM®N (feg)(m®n) = f(m)®g(n).

2. La composicion de los morfismos (fi @ g1)(f ®g) es igual a fif ® g18.

3. Si fy g son isomorfismos, entonces f ® g es un isomorfismo.
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4. El automorfismo Iy @ Iy es igual a Iysn.
Demostracion.

1. Definamos una funcién o : M x N — M’ x N’ tal que a(m,n) = (f(m),g(m)).
Si /' es la funcién A-balanceada del producto tensorial M’ ® N’, entonces la
composicion #’'a es una funcién A-balanceada; y por la propiedad universal
del producto tensorial, existe un morfismo de grupos f: M QN — M’ @ N’
tal que B(m®@n) = f(m) ® g(n) para todo m®@n € M ® N. Denotemos a esta
funcién B como f®g.

2. Por el inciso anterior aplicado a las funciones f; y gi, existe un morfismo
de grupos fi ® g1 : MQN — M @N' tal que (f1®g1)(m @n') = (fi(m)®
g1(n')) para cadam’ ®@n' € M' @ N'. Paratodo m®@n € M QN se tiene (f| ®
g)(f@g)(men) = (fi®gi)(f(m)®@g(n)) = fif(m)©g18(n).

3. La funcién o definida en el inciso 1 es un ismorfismo de A-A-bimddulos,
asi f ® g es ismorfismo.

4. Este hecho es claro.
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