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Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Motivacion.

Resulta sencillo dar una descripcién intuitiva de las triangulaciones de superfi-
cies como una red de triangulos que recubren completamente a la superficie, donde
dichos triangulos estan acomodados de tal forma que no se enciman y por parejas
su interseccion puede ser vacia, un vértice o un lado completo.

Notemos que las triangulaciones de superficies de dimensién 2 parecen graficas
simples, donde cada vértice de los tridngulos es un vértice de la grafica, cada lado
de los tridngulos es una arista de la grafica y cada region de la gréfica (sin contar a
la region exterior) es un tridngulo.

A cualquier triangulacién de una superficie de dimensién 2 se le puede asignar
su gréafica dual al considerar cada triangulo como una regién de la triangulacion. Es
decir, la grafica dual de la triangulacién tendra un vértice por cada triangulo que
hay en triangulacién y estos vértices seran adyacentes si sus respectivos tridngulos
comparten alguno de sus lados.

Un ejemplo son las siguientes triangulaciones que corresponden a un disco, una
banda de Moebius y un anillo. Véase figura 1.1.

i'——b/—

%
Figura 1.1: Triangulaciones de un disco (arriba), una banda de Moebius (derecha)

y un anillo (abajo) y sus gréficas duales.

En el ejemplo anterior, las graficas duales de las triangulaciones del disco, el
anillo y la banda de Moebius son un 6 — ciclo, esto implica que la grafica dual
de una triangulacion no caracteriza a la triangulacion de una superficie, pues hay
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distintas superficies trianguladas que tienen la misma grafica dual, aunque dichos
ejemplos de triangulaciones de superficies son escasos. Esto sugiere que con un poco
de informacién adicional a la grafica dual, las triangulaciones de superficies se pueden
caracterizar, médulo isomorfismo.

Previo a este trabajo, ya se ha demostrado que una triangulacién finita de una
superficie conexa y sin frontera estd completamente determinada por su matriz de
interseccién. [Arocha et al., 2015]

Motivados por el resultado anterior, el propodsito de este trabajo es dar una
caracterizacion combinatoria del disco finitamente triangulado a partir de su matriz
de interseccion y con este resultado motivar el estudio de generalizaciones para
algunas otras superficies.

1.2. Preliminares.

En esta seccion recordaremos algunos conceptos basicos de la geometria, la com-
binatoria y la topologia. Podemos encontrar estos conceptos en [Matousek, 2008] y
[Gallier and Xu, 2013].

Definicién 1 Un conjunto A C R? es convexo si para cualesquiera dos puntos x
ey en A, todo el segmento de recta xy estd completamente contenido en A.

Intuitivamente un conjunto convexo es un conjunto que no posee baches. Véase
Figura 1.2.

Figura 1.2: En R? un conjunto convexo (izquierda) y uno no convexo (derecha).

De la definicién anterior se sigue que la interseccién arbitraria de conjuntos con-
Vexos es un conjunto convexo.

Definicién 2 Llamamos envolvente convexa de un conjunto de puntos P C RY,

conv(P), a la interseccion de todos los conjuntos convexos en RY que contienen a
P. Véase Figura 1.3.

Definicién 3 Supongamos que vy, vy, ..., vi son puntos en R%. Llamaremos a estos
0, ’ ’
puntos afinmente dependientes si existen niumeros reales o, o, ..., g, no todos
k k
ellos cero, tales que Y, qouv; = 0y Y 7 ja; = 0. De otra modo, los puntos son
llamados afinmente independientes.

Para dos puntos la independencia afin significa que estos dos puntos son distintos,
para tres puntos significa que no son colineales, para cuatro puntos significa que no
se encuentran en un mismo plano, y asi sucesivamente.
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Figura 1.3: Un conjunto de puntos P C R? y su conjunto convexo correspondiente,
conv(P).

Definicién 4 Un simplejo o es la envolvente convexa de un conjunto finito de
puntos afinmentre independientes P C RY.

Los puntos en P son llamados vértices del simplejo 0. La dimensién del simplejo
se define como dimo = |P|—1, por lo tanto, cada k—simplejo (simplejo de dimensién
k) tiene k + 1 vértices. Véase Figura 1.4.

° \
Figura 1.4: Ejemplos de simplejos; un punto, un segmento de recta, un triangulo y

un tetraedro. Sus dimensiones son 0, 1, 2 y 3, respectivamente.

Definicién 5 La envolvente convexa de un subconjunto de vértices de o es una cara
de o, por lo tanto, cada cara de o es por si misma un simplejo. Véase Figura 1.5.

A

Figura 1.5: Las caras del simplejo de dimensién 2 (tridngulo) son 8: tenemos 3
vértices, 3 lados, el tridngulo y la cara vacia (aquella que no posee vértices).

Definicién 6 Una familia no vacia de simplejos A es un complejo simplicial si
cumple las siguientes condiciones:
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a) Cada cara de cada simplejo 0 € A es también un simplejo de A.

b) La interseccion o1 N 0y de cualesquiera dos simplejos 01,09 € A es cara de
ambos simplejos o1 y 09. Véase Figura 1.6.

Bien

Mal

Figura 1.6: Un ejemplo de un complejo simplicial y una familia que no es complejo
simplicial.

Definicién 7 La union de todos los simplejos en un complejo simplicial A es lla-
mada el poliedro de A y se denota ||A||.

Definicién 8 Sean X e Y dos espacios topoldgicos y h una funcion tal que h :
X — Y, decimos que h es un homeomorfismo si h es biyectiva, es continua y

la inversa de h es continua. Si existe tal funcion h se dice que X es homeomorfo a
Y y se denota X =2Y.

Definicién 9 Sea X un espacio topologico y sea A un complejo simplicial, entonces
llamaremos a ||Al] una triangulacion de X si||Al| = X.

La dimension de un complejo simplicial A es el maximo de las dimensiones
de los simplejos en A. El conjunto de vértices de A, V(A), es la unién de todos los
vértices de los simplejos en A.

En particular, hay que enfatizar que los complejos simpliciales siempre poseen
al simplejo vacio (el simplejo que no posee vértices). El complejo simplicial que
solo consta del simplejo vacio tiene dimension -1. Los complejos simpliciales 0-
dimensionales son configuraciones de puntos, mientras que los 1-dimensionales co-
rresponden a gréaficas representadas por vértices y aristas que no se cruzan entre si.
Los complejos simpliciales 2-dimensionales también poseen aspecto de gréficas, pero
en estas, sus regiones también pueden ser consideradas caras. Véase Figura 1.7.

Definiciéon 10 Una variedad de dimension n es un espacio topolégico Hausdorff y
sequndo numerable donde cada punto posee un entorno homeomorfo a R™. El mismo
R"™ es una variedad.

Definicién 11 Llamaremos superficie a una variedad de dimension 2, es decir,
cada punto posee un entorno homeomorfo a R?. La esfera y el toro son ejemplos de
superficies.
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Figura 1.7: Complejos simpliciales de dimension 0, 1 y 2, respectivamente.

Definicién 12 Una superficie con frontera es una superficie en la que todo
punto posee un entorno homeomorfo al semiplano {(x,y) € R* | x > 0}. El disco
unitario {(z,y) € R? | 22 + y* < 1} es un ejemplo de superficie con frontera.

En este trabajo solo consideraremos triangulaciones de superficies, por lo tanto,
algunas de nuestras definiciones anteriores recibiran nombres més amigables.

Si T es la triangulaciéon de una superficie, T' tendra triangulos como simplejos
maximales, denotamos este conjunto como A(T'), los simplejos de dimensién 1 los
llamaremos lados o aristas, este conjunto lo denotaremos como E(T') y los simplejos
de dimensién 0 conservaran el nombre de vértices, este conjunto lo denotaremos
como V(7).

De ahora en adelante supondremos que todas las triangulaciones con las que
trabajemos son finitas de tamano n y tienen sus triangulos etiquetados.

Definicién 13 Dada una triangulacion etiquetada T de tamano n, My es su ma-
triz de interseccion si la entrada a;; de My es exactamente el nimero de vérti-
ces que comparten el triangulo t; y el tridngulo t; en la triangulacion T', es decir,
|t N t;] = a;j. El tamano de My esn x n.

Notemos que la matriz de interseccion siempre es una matriz simétrica y ademas
la entrada a;;, 1 < ¢ < n son siempre el nimero 3. Véase Figura 1.8.

3 2 2
2 3 2
2 2 3

Figura 1.8: Una triangulacién del disco y su matriz asociada.

Definicién 14 Sean T y T’ dos triangulaciones. Un mapeo simplicial de T en
T" es un mapeo f : V(T) — V(T') que manda caras de T en caras T'. Es decir
f(c) es cara de T" si y solo si c es cara de T.

Si ademas el mapeo simplicial f es biyectivo y su mapeo inverso es simplicial,
entonces f es un isomorfismo de triangulaciones. Véase Figura 1.9.
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Figura 1.9: El mapeo asocia las caras que tienen el mismo color, vértices que poseen
el mismo simbolo, etc.

1.3. Objetivo.

El objetivo de este trabajo es dar una caracterizacion combinatoria de las trian-
gulaciones del disco a partir de la matriz de interseccién asociada a ellas. La idea
para llegar al objetivo es la siguiente, se supondra que se tienen dos superficies D
y D’ homoemorfas a un disco, ambas finitamente tranguladas por T'y T” tales que
My = M7+, entonces se buscara exhibir un isomorfismo entre 7'y 7”. Es decir, que-
remos demostrar que si existen dos superficies finitamente trianguladas que poseen
la misma matriz de interseccién, entonces ambas triangulaciones son isomorfas.

En particular este trabajo pretende validar la siguiente afirmacion:

Afirmacion 1 Si D es una superficie homeomorfa a un disco, finitamente triangu-
lada por la triangulacion T', cuya matriz de interseccion es My, entonces la matriz
My caracteriza a la triangulacion T, es decir, si existe otra superficie D' homeomorfa
al disco triangulada por T, tal que My = My entonces T y T' son isomorfas.

La idea propuesta puede parecer sencilla y rapida, pero no lo es del todo. Antes
de proceder a probar la Afirmacién 1, debemos hacer notar cémo estan constituidas
las triangulaciones de discos.

Observemos que si un vértice v en la triangulacién esta en el interior del disco,
entonces todos los tridngulos que tienen a v como uno de sus vértices constituyen
una triangulacién homeomorfa a la triangulacion de un disco rebanado radialmente
a la cual llamamos una n — rueda donde n es el nimero de tridngulos que posee
esa rueda. Por otra parte si v estd en la frontera de la superficie, los triangulos que
poseen a v como uno de sus vértices constituyen una triangulacion homeomorfa a
una triangulacion en forma de abanico a la cual llamaremos n — semirrueda, con n
el numero de tridngulos que posee esa semirrueda. Véase Figura 1.10.

Bajo estos argumentos podemos notar que las triangulaciones de superficies con
frontera estan constituidas por ruedas y semirruedas, por lo cual primero estudiare-
mos a las n — ruedas y a las n — semirruedas y a sus matrices de interseccion. Este
analisis constituye el contenido del capitulo Dos Lemas Técnicos en las secciones de
Lema de las Semirruedas y Lema de las Ruedas.

El Lema de las Ruedas consiste en determinar si dada una n —rueda y su matriz
de interseccion M existe una triangulaciéon no homeomorfa a una n — rueda que
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Semirrueda

Figura 1.10: Ejemplos de una rueda y una semirrueda.

tenga por matriz de interseccién a M. El Lema de las Semirruedas consiste en un
analisis andlogo para éstas.

La caracterizacién combinatoria del disco, es decir, la Afirmacién 1, se ob-
tendra como consecuencia del Lema de las Ruedas y el Lema de las Semirruedas.
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Capitulo 2

Dos Lemas Técnicos.

2.1. Moebious y Arracadas.

Antes de estudiar el Lema de las Semirruedas y el Lema de las Ruedas mostra-
remos algunas triangulaciones que apareceran en sus enunciados y en sus pruebas.

Consideremos estas triangulaciones de cinco y seis triangulos de la banda de
Moebius a las cuales nombraremos 5 — Moebius y 6 — Moebius. Véase Figura 2.1.

Figura 2.1: Las triangulaciones 5 — Moebius y 6 — Moebius.

Llamaremos 4 — arracada a la triangulacion que resulta al eliminar a 5 de la
triangulacién 5 — Moebius. Véase Figura 2.2.

Figura 2.2: La 4 — arracada.

La 5—arracada es la triangulacion que resulta al eliminar a tg de la triangulacién
6 — Moebius. véase Figura 2.3.

11
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\/)

Figura 2.3: La 5 — arracada.

La 6 — arracada es la triangulaciéon que resulta al forzar en la triangulacién
6 — Moebious que t1 y tg solo tengan en comun al vértice vo, es decir, anadiremos un
nuevo vértice vy para que V(ty) = {vy,v9,v3} y V(ts) = {va,vs,v7}. Véase Figura
2.4.

Figura 2.4: La 6 — arracada.

2.2. Lema de las Semirruedas.

Definicién 15 Llamaremos n - semirrueda a la triangulacion S, que consta de n
tridngulos y de n+2 vértices {vg, v1, ..., Un11}, donden > 2, y cada tridngulo t; tiene
por vértices {vy, v;, vVir1} con 1 < i <n.

Una realizacion geométrica de una n - semirrueda se logra de la siguiente ma-
nera: Tomamos un disco con frontera y colocamos n + 2 vértices en su frontera,
indexandolos de forma antihoraria desde 0 hasta n + 1, cada triangulo ¢; tiene por
vértices {vg, v;, Uni1} y por lados {vov,, VoUni1, UnUni1}. Sien un tridngulo existen
dos vértices cuyos indices sean consecutivos tomamos por lado del triangulo el seg-
mento de arco del disco delimitado por dichos vértices que no contenga a ningtin otro
vértice. En el caso donde los indices no sean consecutivos, se dibuja el lado como
el segmento rectilineo entre esos dos vértices. En la Figura 2.1 vemos realizaciones
geométricas de la 3 — semirrueda.

Observemos que las semirruedas se asemejan a mitades de ruedas de una bici-
cleta, de ahi el nombre que le damos a estas triangulaciones. Véase Figura 2.5.

En la triangulacién Ss, el tridngulo ¢ tiene por vértices {vg, v9, v3}, entonces sus
lados son aquellos delimitados por los pares de vértices {vgvs, vav3, Vovs}, los Indices
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Vo
Vo

V3 A
V3

Figura 2.5: La 3 - semirrueda, Ss.

de vy y w3 son consecutivos, entonces se toma por lado el arco del disco delimitado
por estos dos vértices. Por otra parte los indices de vy y v3 no son consecutivos,
entonces se dibuja el lado vgvz como el segmento rectilineo que va de vy a v3. Del
mismo modo el lado vgvs es el segmento rectilineo cuyos extremos son vy y vy puesto
que estos dos vértices no tienen indices consecutivos.

Lema 1 Si T es una triangulacion finita de una superficie, con matriz de inter-
seccion My, tal que Mp = Mg, , entonces, dependiendo de n, T' es alguna de las
siguientes triangulaciones:

a) Sin =2, entonces T' es una 2 — semirrueda.
b) Sin =3, entonces T es una 3 — semirrueda.
c) Sin =4, entonces T es una 4 — semirrueda o una 4 — arracada.
d) Sin =05, entonces T es una 5 — semirrueda o una 5 — arracada.
e) Sin =6, entonces T es una 6 — semirrueda o una 6 — arracada.
d) Sin >7, entonces T es una n — semirrueda.

La prueba del Lema enunciado serd hecha por partes, cada una de ellas corres-
ponde a estudiar una semirrueda en particular. En concreto, supondremos que existe
una triangulacién 7' tal que su matriz de interseccion Mr es igual a la matriz de
interseccién de S, por lo tanto, trataremos de averiguar cudl es la triangulaciéon
T reconstruyéndola segin indique cada una de las entradas de la matriz M. La
reconstruccién de T se hard de forma exhaustiva, para asegurar que se consideran
todos los casos posibles de triangulaciones que puedan satisfacer a la matriz My.

2.2.1. La 2 - semirrueda, 5.

La primera triangulacién a estudiar es Sy. Véase Figura 2.6.
La matriz de interseccién de Sy es:

Mg, = (g §) (2.1)
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vy

Vo

V3
Figura 2.6: La 2 - semirrueda, Ss.

Recordemos que las matrices de interseccién son simétricas y en la diagonal solo
aparece el numero 3, por lo tanto abreviaremos a las matrices de interseccion solo
escribiendo el triangulo inferior de la matriz de interseccion.

La matriz de interseccién (abreviada) de S es:

Mg, = (; :) (2.2)

Supongamos que existe una triangulaciéon 7', con matriz de interseccién My,
tal que My = Mg,, es decir, la triangulacién 7' posee solo dos triangulos y estos
comparten uno de sus lados pues |t] N, = 2.

Esto quiere decir que T es una 2 — semirrueda, pues no importa cual de los lados
de ¢} y cual de los de t} se identifiquen, siempre el resultado serd una 2 — semirrueda.

\/ &
T/V

Figura 2.7: T es una 2 — semirrueda sin importar cudl identificacién se elija.

2.2.2. La 3 - semirrueda, 5.

La siguiente triangulacién a estudiar sera la semirrueda de tres triangulos, Ss.
Véase Figura 2.5.
La matriz de intersecciéon de S es:
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Mg, =2 — — (2.3)
1 2 -

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccion My, tal
que My = Mg,. Buscamos construir la triangulaciéon 7. Como ambas matrices son
iguales, entonces T consta de tres tridngulos: ), t, y t5.

La matriz My indica que [t) Nty| = 2, es decir ¢} y t}, comparten un lado y como
argumentamos en la subseccién anterior, ¢} y t, forman una 2 — semirrueda sin
importar cual identificacién de lados se elija.

Ahora solo basta analizar los posibilidades que tiene t} de compartir un lado con
t,. Consideraremos la etiquetacién de vértices de la 2 — semirrueda de la Figura
2.8.

Figura 2.8: La 2 — semirrueda etiquetada.

1. Sabemos que [t, Nt}] = 2, asi ¢}, y t5 deben compartir alguno de sus lados.
Consideremos V (t5) = {vL, vg, vh}.

1.1 CASO 1

Pegamos al triangulo t; a la 2 — semirrueda identificando el lado vjv)
con el lado vivg. A consecuencia de este pegado se tiene que [th Nt = 2,
[t Nts] = 1y |[tiNt,] no se ha alterado. Esta nueva triangulacién satisface a
My y por tanto también satisface a Mg,. De hecho la nueva triangulacion
T es una 3 — semirrueda. Véase Figura 2.9.

1.2 CASO 2

Pegamos al tridngulo #} a la 2 — semirrueda identificando el lado vjv} con
el lado vivg. Entonces se tienen las intersecciones [thNts]| = 2y [t1 Nty =1
y [t} Nt,] no se ha alterado. Esta nueva triangulacién también satisface
a Mp y a Mg,. De hecho esta nueva triangulacién 7' también es una
3 — semirrueda Véase Figura 2.10.

1.3 CASO 3

Peguemos al tridngulo t} a la 2—semirrueda identificando el lado v}v} con
el lado vfvg. Como consecuencia de la identificacién en este caso tenemos
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Figura 2.10: El lado v4v) se identifica con el lado vjvg.

que |ty Nt5| = 2, pues ambos tridngulos comparten el lado vjv}. Esta
triangulacién no satisface a Mg, pues en esta matriz la entrada a; 3 es 1.
Véase Figura 2.11.

Figura 2.11: El lado vjv} se identifica con el lado vvg.

Topolégicamente tenemos que la triangulacion 7" no es homeomorfa a
una superficie, pues para cualquier punto en el lado vjvj; su entorno no
es homeomorfo a un plano.

No hay mas opciones para pegar a t5 a la 2 — semirrueda. Las triangulaciones
del caso 1 y del caso 2 de esta subseccion resultan ser 3 — semirruedas, por tanto
Ss3 es la unica triangulacion que satisface a Mg, .

Destacamos la siguiente observacion que emerge del anélisis en el CASO 3.
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Observacion 1 Sea P una triangulacion de una superficie y t un nuevo tridngulo
que no estd en P, el cual queremos anadir a P con la finalidad de obtener una nueva
triangulacion de superficie T. Entonces t se tiene que anadir identificando uno de
sus lados a un lado de un triangulo p en P que no haya sido previamente identificado
con un lado de otro tridngulo.

La Observacion 1 senala que no se permitiran mas de dos tridngulos compar-
tiendo un solo lado. Esta observacion se usara varias veces en esta seccion.

2.2.3. La 4 - semirrueda, 95;.

La Figura 2.12 representa a la semirrueda de cuatro triangulos, Sy, que es la
siguiente triangulacion a estudiar y cuya matriz de interseccién es:

2
1 2 —
1

Mg, =

—_
Do |
I

Vy

Figura 2.12: La 4 - semirrueda, Sy

Supongamos que existe una triangulaciéon 7' con matriz de interseccién My, tal
que Mp = Mg,. Buscamos construir la triangulacion 7. Como ambas matrices son
iguales, entonces T' consta de cuatro triangulos ¢, t, t; y t),. Hagamos notar que
la matriz de interseccién de la 3 — semirrueda, Mg, es submatriz de Mg,, por lo
tanto, también es submatriz de My, de hecho es la submatriz que corresponde a
los tridngulos t}, t, y t;. En la subseccién anterior mostramos que la dnica trian-
gulacién que satisface a la matriz Mg, es Ss, por consiguiente, en la triangulacion
T, los tridangulos t|, t; y t; deben estar configurados como S;3. Consideraremos la
etiquetacion de vértices de la 3 — semirrueda de la Figura 2.13.

La matriz My indica que |t5 Nt} = 2, por lo tanto, 5 y ¢} deben compartir un
lado. Usando la Observacién 1 sabemos que solo hay dos posibilidades de pegar ¢
a la 3 — semirrueda preservando la propiedad de que T sea la triangulacién de una
variedad. Analizaremos dichos casos.

1. Consideremos V (t}) = {vj, v}, vi}.
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Figura 2.13: La 3 — semirrueda etiquetada.

CASO 1

Pegando t) a la 3 — semirrueda identificando el lado vivl con el lado
vgvh. Entonces se obtienen las intersecciones: |ty Nty =2, [thNt)| =1y
|ti Nty| = 1, ademds las interseccidnes entre los triangulos ¢}, ¢, y t4 no
se alteran. Esta nueva triangulacion satisface a My y a Mg,. De hecho,
T es una 4 — semirrueda. Véase Figura 2.14.

’

Vi,

Figura 2.14: El lado vgv;, se identifica con el lado vvL.

CASO 2

Pegando t} a la 3— semirrueda identificando el lado v)v} con el lado vgvs.
Entonces se obtienen las intersecciones |t Nt)| = 2 y [ty Nt)| = 1. Para
que esta triangulacion satisfaga a Mp falta que |[t] Nt)| = 1, es decir ¢} y
t, deben compartir un vértice comin. Véase Figura 2.15.

La interseccién que falta se logra al identificar v} con v§. Esta identifi-
cacién no altera ninguna otra interseccién pues el vértice v} tinicamente
pertenece a t) y el vértice v} Unicamente pertenece a t). A esta nueva
triangulacién 7" la llamaremos 4 — arracada y satisface a Mp y a Mg,. La
4 — arracada consta de cuatro tridngulos, ¢}, t}, t; v t. Los vértices ],
vy y v no son un triangulo, solo son un hueco en la triangulacién. Véase
Figura 2.16.

Recordemos que esta prueba es exhaustiva, ain no hemos agotado todas
las posibilidades del CASO 2, es decir, jpodriamos haber hecho otra
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Figura 2.16: El vértice v} se identifica con el vértice vg.

eleccién de vértices de t] y ), para identificar y asi lograr satisfacer Mp?
Veamos otra vez la Figura 2.15.

Los vértices de ¢} son v}, vy v v4, alguno de ellos se debe identificar con
vy 0 con vy 0 con vg que son los vértices de t). Analicemos las posibles
opciones.

e Si identificamos v] con v}, combinatoriamente, t| y ¢, son el mismo
triangulo, pues tendran los mismos vértices, entonces tendriamos una
triangulacién de solo tres tridangulos, cuando My indica que T debe
tener cuatro triangulos.

e Siidentificamos v] con vf se obtiene la interseccién [t) Nt} = 2, esta



20 CAPITULO 2. DOS LEMAS TECNICOS.

interseccién esta obligada a ser 1, segiin Mr.

e Si identificamos v4 con v}, entonces t, desaparece y tendriamos solo
tres tridangulos en 7.

e Si identificamos v} con v, los tridngulos t; y t; seran el mismo y
tendriamos solo tres triangulos en 7.

e Siidentificamos v} con v} sucede que los triangulos t;, y ¢, desaparecen
y tendriamos solo dos tridngulos en T

e Si identificamos vj con vy el tridngulo t; desaparece y tendriamos
solo tres triangulos en T.

No hay mds posibles parejas de vértices de t} y t, para identificar. Por lo
tanto solo la identificacion de v} con v} es decir, la 4 — arracada satisface
en este caso a Mr.

Destacamos la siguiente observacion que emerge del anédlisis en el CASO 2.

Observacion 2 Sea T una triangulacion de una superficie formada por k triangulos
{th,ty, ..., t,.}, tal que My = Mg, yT" una triangulacion de k + 1 tridngulos tal que
Mp = Mg, ., y My es igual a la submatriz de My formada por los primeros k
renglones y k columnas. Entonces T' se puede construir anadiendo a T un tridngulo
wi1 identificando un lado de éste con un lado de t),. Mas ain, si se tienen que hacer
identificaciones extra, como en el CASO 2 anterior, estas pueden ser unicamente
realizadas por el vértice de ), que no pertenece a ty, de lo contrario la matriz My

no puede ser igual a la matriz Mg, .

La triangulaciéon T' consta de k tridngulos, cada triangulo ¢, tiene por vértices
{vsi_3, V% o, 04,1}, con 1 < i <k, donde no todos los vértices son diferentes. En-
tonces el tridngulo ¢, tiene por vértices {v,_, V4, o, V5, } Etiquetemos los vértices
del nuevo triangulo #;; como {vj,, V5, 1, Vi o}

Sin pérdida de generalidad supongamos que al agregar a t;,, a 1" identificando
uno de sus lados con uno de los lados de t), dichos lados fueron v§, , ,v4, 1 ¥ V5, 105, _o
respectivamente.

Sin embargo, para que se cumplan el resto de las reglas de interseccion, es decir,
que se satisfaga |t} ., Nt;| = apy1,; para toda i, 1 < ¢ < k, posiblemente habrd que
identificar vértices de t), con vértices de tridngulos que ya estaban en T'.

Debemos notar que los vértices vy, v 5, del tridngulo ¢} ; no deben iden-
tificarse con otros vértices de triangulos en T', pues estos vértices fueron ya identi-
ficados con vértices que ya pertenecian en la triangulacién 7' (se identificaron con
Vo ¥ Vhi_q). Si estos vértices se identifican con vértices de otros tridngulos 7" se
alteraran las intersecciones que el triangulo t; ya cumplia con los tridangulos ¢; con
1<i<k-1.

Por lo tanto el inico vértice que se puede identificar con vértices de los tridngulos
de T es el vértice vsy, es decir, el vértice que no fue empleado en el pegado de t),
a la triangulacién T

Esta observacion se usara varias veces en esta seccion.
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2.2.4. La 5 - semirrueda, S;.

La Figura 2.17 representa a la semirrueda de cinco tridngulos, S5, que es la
siguiente triangulacion a estudiar y cuya matriz de interseccién es:

— = N
— N
o |
[

Figura 2.17: 5 - semirrueda, Ss.

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccién My, tal
que Mp = Mg,. Buscamos construir la triangulacién 7. Como ambas matrices son
iguales, T" consta de cinco tridngulos t}, ¢, t5, ¢} y tt. Hagamos notar que la matriz de
interseccion de la 4 — semirrueda, Mg,, es submatriz de Mg, y por lo tanto también
es submatriz de Mr, de hecho es la submatriz que corresponde a los tridngulos t/,
th, ti vy t,. En la subsecciéon anterior mostramos que Sy y 4 — arracada son las
Unicas triangulaciones que tienen como matriz de interseccién a Mg, , asi que en la
triangulacion T, los triangulos t, t}, t5 y t; deben tener la configuracién de Sy o de
la 4 — arracada. Trataremos de completar la triangulacion T anadiendo un quinto
tridngulo ¢; tanto a Sy como a la 4 — arracada.

1. Considerando la etiquetacion de vértices de la 4 — semirrueda en la Figura
2.18.

Sabemos |t) NtL| = 2, entonces, t; y t& comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t;) = {v}, v§, v§}.

1.1 CASO 1

Pegando t% a la 4 — semirrueda identificando el lado v4vg con el lado viv
se obtienen las nuevas intersecciones |t),NtL| = 2, [thNtL| = 1, [thNti] =1
y [t) Nts| = 1, ademds las intersecciones entre ¢}, t), t5 y ¢} no se alteran.
Esta nueva triangulacion ya satisface a My y a Mg;. De hecho, esta nueva
triangulacién T' es una 5 — semirrueda. Véase Figura 2.19.

1.2 CASO 2

Al pegar t. ala 4 — semirrueda identificando el lado vivg con el lado vivf
se tienen las nuevas intersecciones |t) Nti| =2y [th NtL| = 1.
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Figura 2.19: El lado v}v{ se identifica con el lado vjug.

Para que esta triangulacion satisfaga a la matriz My falta que |t) NtL| = 1
y |th Nti| = 1, es decir, el tridngulo . debe compartir un vértice con t}
y a la vez un vértice con t,. Notemos que los vértices v} y vj son los
vértices que comparten t) y t,, entonces hay que identificar alguno de
dichos vértices con el vértice vy (Observacién 2). Véase Figura 2.20.

Si se identifica vj con v§ los tridngulos ¢} y ¢ serfan combinatoriamente
el mismo tridngulo, entonces tendriamos una triangulacion de solo cuatro
triangulos.

Si identificamos vj con v} se tienen las intersecciones |t} Nty] = 1y
|t, Nt| = 1, ademds no se alteran las intersecciones entre los tridngulos
t, th, t5 v t). Esta nueva triangulacion ya satisface a My y a Mg, . A esta
triangulacién la llamaremos 5 — 1 — arracada. Véase Figura 2.21.

No hay otra forma de pegar t; a la 4 — semirrueda.

2. Consideremos la etiquetacion de vertices de la 4 — arracada en la Figura 2.22.
Sabemos |t} Nt5| = 2, entonces, ¢} y t; comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t;) = {vg, v5, v§}.

2.1 CASO 1

Pegando el triangulo tf a la 4 — arracada identificando el lado v} vf con el
lado v’ se obtienen las nuevas intersecciones: [ti Nt)| = 2, [tt Nth] =1
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Figura 2.21: Se identifica el vértice vy con el vértice vy. La 5 — 1 — arracada.

2.2

y |ts Nt}| = 1. Véase Figura 2.23.

Para que esta triangulacion satisfaga a Mp falta que se cumpla la inter-
seccién [t N, = 1, es decir, solo hay que identificar un vértice de ¢5 con
un vértice de t,. Por la Observacion 2, el vértice v} es el inico vértice
que podemos identificar de t; con algin vértice de ).

Si identificamos el vértice vg con vy, los tridngulos ¢} y ¢; son combinato-
riamente el mismo.

Si identificamos el vértice vg con el vértice v4 o con v} se obtiene la
interseccién |tL Nt} = 2, pero My dice que esta interseccién debe ser 1.

Por lo tanto, esta nueva triangulacion no puede satisfacer a M.

CASO 2

Pegando el triangulo tf a la 4 — arracada identificando el lado v]v) con el
lado vg con v%, se tienen las nuevas intersecciones: [tiNt)| = 2, [tiNth] = 1,
[tt Nty =1y |[ts Nt)| =1, ademds, no se alteran las intersecciones entre
los triangulos t, t5, t5 v t). Esta nueva triangulacion satisface a Mr y a
Mg, . A esta triangulacion la llamaremos 5 — 2 — arracada. Véase Figura
2.24.

En este punto queremos subrayar que las triangulaciones que hemos nombrado
S5—1—arracaday 5—2—arracada son triangulaciones isomorfas. Consideremos
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Figura 2.22: La 4 — arracada etiquetada.

Figura 2.23: El lado vv;, se identifica con el lado vjvs.

las siguientes etiquetaciones de vértices para la 5 — 1 — arracada y la b — 2 —
arracada de las Figura 2.25.

Con las etiquetaciones que hemos dado a cada triangulacién, definimos una
funcién ¢ que va de los vértices de la 5 — 1 — arracada a los vértices de la
5 — 2 — arracada como sigue: p(vy) = v§, p(ve) = vy, p(vs) = v}, Y(vs) = VL,
o(vs) = vy y ¢(vg) = vy La funcién ¢ es biyectiva y mapea vértices en
vértices, lados en lados y tridngulos en tridngulos (en la Figura 2.21 senalados
por colores). Ademds podemos definir ¢! como ¢! (v}) = vy, =1 (v]) = va,
o)) = g, 9 (1) = vi, 9 () — vs ¥ ¢ L(vh) — vp. La funcin !
también es biyectiva y mapeando caras de la 5 — 1 — semirrueda en caras de
la misma dimensién en la 5 — 2 — semirrueda (los senalados por colores en
la Figura 2.21 son las caras de dimensién 2). Por lo tanto la funcién ¢ es un
isomorfismo entre la 5 — 1 — arracada y la 5 — 2 — arracada. Como ambas
triangulaciones son isomorfas, no haremos distincion entre ellas y simplemente
las llamaremos 5 — arracada.

Podemos concluir que las triangulaciones S5 y la 5 — arracada son las tinicas que
satisfacen a la matriz My y por tanto satisfacen a Mg, .



2.2. LEMA DE LAS SEMIRRUEDAS. 25

V3

5-1-arracada 5-2-arracada

Figura 2.25: La 5 — 1 — arracada y la 5 — 2 — semirrueda.

2.2.5. La 6 - semirrueda, Sg.

La Figura 2.26 representa a la semirrueda de seis triangulos, Sg, que es la siguiente
triangulacién a estudiar y cuya matriz de interseccion es:

Mg, = (2.6)

2 _— _

2
1
1
1
1 1 2 -

2
1
1
1

— = N

Supongamos que existe un triangulaciéon T con matriz de interseccion My, tal
que My = Mg,. Buscamos construir la triangulaciéon 7. Como ambas matrices son
iguales, T' consta de seis triangulos ¢}, t,, t4, t), tL y t;. Notemos que la matriz de
interseccion de la 5 — semirrueda, Mg, , es submatriz de Mg, y por lo tanto también
es submatriz de My, de hecho es la submatriz asociada a los tridangulos t, t,, t5, t} y
tt. En la subseccién anterior mostramos que las triangulaciones S; y la 5 — arracada
son las unicas que satisfacen a la matriz Mg, asi que en la triangulaciéon 7' los
triangulos t, t}, t5, t) y t. deberan tener la configuracion de S5 o de la 5 —arracada.
Trataremos de completar la triangulacion 7" afadiendo un sexto tridngulo, tg, tanto
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Figura 2.26: La 6 - semirrueda, Sg.

a la b — arracada.

1. Consideremos la etiquetacion de vértices de la 5 — semirrueda en la Figura

2.27.

Figura 2.27: La 5 — semirrueda etiquetada.

Sabemos |t Nts| = 2, entonces, tL v t; comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V' (t;) = {v§, v, v}y }-

1.1

1.2

CASO 1

Pegando t;; a la 5 — semirrueda identificando el lado vgvy con el lado vivf
se obtiene la nuevas intersecciones |tg NtL| = 2, |ty N, = 1, [tzNty] =1,
[tsNty] = 1y [tgNt)| = 1, ademés las intersecciones entre t, t), 5, tL y t;
no se alteran. De hecho, esta nueva triangulacion 1" es una 6 —semirrueda.
Véase Figura 2.28.

CASO 2

Pegando t; a S5 a la 5 — semirrueda identificando el lado vgvg con el lado
vg con vh se tienen las nuevas intersecciones: |ty NtL| =2y |[tg Nty = 1.

Para que esta triangulacién satisfaga a la matriz My falta que |tgNts] = 1,
[ts Nth| = 1y |ty Nty = 1, es decir, el tridngulo ti debe compartir un
vértice con un vértice comun de t, t}, y t§. El vértice v} es el inico vértice
que comparten los tridngulos ¢}, t, y t5. Usando la Observacién 2, el
vértice vy, es el inico vértice de t; que se puede identificar con vy .
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Figura 2.28: El lado v§v; se identifica con el lado vjv?.

Al identificar v, con v, el tridngulo ¢ y el tridngulo que tg resultan ser
combinatoriamente iguales. Es decir, no hay forma de que esta nueva
triangulacién satisfaga a la matriz M. Véase Figura 2.29.

Figura 2.29: El lado vv’, se identifica con el lado vgvy.

No queda ninguna otra forma de pegar a tg en la triangulacién Ss.

2. Considerando la etiquetacion de vértices de la 5 — arracada En la Figura 2.30.

Sabemos [t; Nt;| = 2, entonces ty y t5 comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V' (tg) = {vL, vg, vy}

21 CASO 1

Pegando t; a la 5 — arracada identificando el lado v7v§ con el lado vhvg se
obtienen las nuevas intersecciones: [t; Nti| =2, [txNt)| =1, [tzNty] =1
y |t Nt}| = 1. Para que esta nueva triangulacién satisfaga a la matriz
My falta que |ty Nt5] = 1, es decir, el vértice del tridngulo vy se debe
identificar con un vértice del tridngulo ¢ (Observacién 2).

Al identificar vy con vj, la triangulacién que resulta no puede ser la trian-
gulacién de una variedad pues |tg, t}| = 2, pero esta interseccién debe ser
1, segin Mr.

Al identificar vj con v/ se tiene |ty N th| = 2, pero esta interseccién debe
ser 1, segin Mry.
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Figura 2.30: La 5 — arracada etiquetada.

Al identificar v§ con vy los tridangulos ¢ y t; son combinatoriamente igua-
les. Por lo tanto ninguna de las identificaciones logra satisfacer a Mry.
Véase Figura 2.31.

Figura 2.31: El lado v{v§ se identifica con vjug.

2.2 CASO 2

Pegando t; a la 5 — arracada identificando el lado vivg con el lado v5 con
v obtenemos las intersecciones: |tg Nt5| = 2, |[tg Nt = 1, [tz Nty = 1,
lts Nty =1, [tg Nt} | = 1. Esta identificacién ya satisface a la matriz My
y a Mg,. A esta nueva triangulacion la llamaremos 6 — arracada. Véase
Figura 2.32.

Figura 2.32: El lado v;vg se identifica con el lado vjvs.
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No hay otra forma de anadir el triangulo t5 a la 5 — arracada.

Podemos concluir que las triangulaciones Sg y la 6 — arracada son las tinicas que
satisfacen a la matriz My y por tanto son las unicas que satisfacen a la matriz Mg, .

2.2.6. La 7 - semirrueda, S;.

La Figura 2.33 representa a la semirrueda de siete triangulos, S7, que es la
siguiente triangulacion a estudiar y cuya matriz de interseccién es:

Mg, =

— = = = = N

—
N |
|

Figura 2.33: La 7 — semurrueda, Sy.

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccién My, tal
que Mp = Mg,. Buscamos construir la triangulaciéon 7. Como ambas matrices son
iguales, T' consta de siete tridangulos t}, t}, t5, t, tt t5 y t5. Notemos que la matriz
de interseccion de la 6 — semirrueda, Mg, es submatriz de Mg, y por lo tanto
también es submatriz de My, de hecho es la submatriz asociada a los triangulos
), th, th, t), tt y ti. En la subseccién anterior mostramos que las triangulaciones
Se v la 6 — arracada son las tnicas que satisfacen a la matriz Mg, , asi que en la
triangulacién T los tridangulos ¢}, ¢, t5, ), t& v ti deberan tener la configuraciéon de
S¢ 0 de la 6 — arracada. Trataremos de completar la triangulacion 7" anadiendo un
séptimo triangulo, ¢/, tanto a Sg como a la 6 — arracada.

1. Considerando la etiquetacion de vértices de la 6 — semirrueda en la Figura
2.34.

Sabemos |tg Nt;| = 2, entonces, t; y t, comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t,) = {vg, v}y, v} }-

1.1 CASO 1
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Figura 2.34: La 6 — semirrueda etiquetada.

Pegando t7, a la 6 — semirrueda identificando el lado vgv], con el lado v|v}
se obtiene la nuevas intersecciones [t Nty = 2, |[to N5 = 1, [Nty =1,
[tonty| =1, |thNth] = 1y |[thNt)| = 1 ademaés las intersecciones entre ¢/,
th, ts, tt, tt v t; no se alteran. Esta nueva triangulacion ya satisface a Mrp
y a Mg;. De hecho, esta nueva triangulacion T' es una 7 — semirrueda.
Véase Figura 2.35.

Figura 2.35: El lado vgv), se identifica con el lado con vjvg.

CASO 2

Pegando t/, a la 6 — semirrueda identificando el lado vyv], con el lado v/
con v§ se tienen las nuevas intersecciones: |t Ntg| =2y [th NtL| = 1.

Para que esta triangulacién satisfaga a la matriz My falta que |t7Nt)| = 1,
[to Nty =1, [tbnty] = 1, [th Nty = 1, es decir, el tridngulo ¢- debe
compartir un vértice con el dnico vértice comun de t|, t, t§ y t, este
vértice es v. Usando la Observacidn 2, el vértice v}, es el unico vértice
de t que se puede identificar con v;. Al identificar v con v}, el tridangulo
"y el tridangulo tg resultan ser combinatoriamente iguales, es decir, no
hay forma de que esta nueva triangulacion satisfaga a la matriz Mp. Véase
Figura 2.36.

No queda ninguna otra forma de pegar a t; en la triangulacién Sg.

2. Considerando la etiquetacion de vértices de la 6 — arracada En la Figura 2.37.
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Figura 2.37: La 6 — arracada etiquetada.

Sabemos |tg Nt;| = 2, entonces t; y t, comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t;) = {vg, v§, vio}-

2.1

2.2

CASO 1

Pegando t- a la 6 — arracada identificando el lado vivy con el lado vjr?,
se tienen las nuevas intersecciones: [tL Ntg| =2, [toNtL| =1, [thNty] =1
y |th N t}| = 1. Para que esta triangulacién satisfaga a la matriz My falta
que [thNth| =1y [thNty| = 1. Por la Observacidn 2, el vértice v}, del
triangulo ¢, se debe identificar con v} o vi, ya que estos son los vértices
comunes de t§ y t}. Al identificar v}, con vj se tiene que [t) Nt5| = 2
pero esta interseccién debe ser 1, segin My. Identificando v}, con v} los
triangulos ¢/ y ¢ son combinatoriamente iguales.

No hay forma de que esta triangulacion satisfaga a la matriz Mp. Véase
Figura 2.38.

CASO 2

Pegando t/ a la 6 — arracada identificando el lado vgvy con el lado vivs
se tienen las nuevas intersecciones: |t Ntg| =2, [thNtL] =1, |[t- Nty =1
y |[th Nty] = 1. Para que esta triangulacién satisfaga a la matriz Mrp
falta que |t- Nt)| = 1y [t. Nt,| = 1. Por la Observacién 2, el vértice
v, del tridngulo t, se debe identificar con v o v}, ya que estos son los
vértices comunes de ¢} y t,. Al identificar v}, con v4 se tiene que t5, t) y
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Figura 2.38: El lado v§vj se identifica con el lado vyv?.

t%. comparten al lado vivl, por la Observacién 1 esta triangulacién no
corresponde a una variedad. Identificando vj, con vj los triangulos t7 y
ts son combinatoriamente iguales.

No hay forma de que esta triangulacion satisfaga a la matriz Mp. Véase
Figura 2.39.

Figura 2.39: El lado vgvg se identifica con el lado vivl.

No hay otra forma de anadir el triangulo ¢ a la 6 — arracada.

Podemos concluir que solo la triangulacién S; satisface a la matriz My y por tanto
es la tnica triangulacion que satisface a la matriz Mg, .

2.2.7. Semirruedas con mas de 7 triangulos.

Para terminar de probar el Lema 1, falta mostrar que si 7" es una triangulacién
tal que My = Mg, para n > 7 entonces T es una n — semirrueda.

Esta prueba se realizara por induccion sobre el nimero de tridngulos en 7.

La base de la induccion ya estda probada en la subseccion anterior. La tnica
triangulacién que setisface a Mg., es S7.

Sea k > 8 € N fijo y supongamos que el enunciado es cierto para k—1 tridangulos.
Esto es, si T' es una triangulacién con k — 1 triangulos tal que My = Mg, ,, en-
tonces T" es una (k — 1) — semirrueda. Probemos el enunciado para k. Supongamos
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que existe un triangulacién 7' con matriz de interseccion Mrp, tal que My = Mg, .
Buscamos construir la triangulacion 7. Como ambas matrices son iguales, T consta
de k triangulos. Al igual que en las subsecciones anteriores, la matriz de interseccion
de la (k — 1) — semirrueda, Mg, ., es submatriz de Mg, y por lo tanto también es
submatriz de M7, de hecho es la submatriz asociada a los primeros k — 1 tridngu-
los de T'. Por la hipdtesis de induccién sabemos que Si_1 es la tnica triangulaciéon
que satisface a la matriz Mg, ,, asi que en la triangulacién 7" los primeros k — 1
tridngulos deberan tener la configuracién de Si_1.

Trataremos de completar la triangulacion 7" anadiendo un nuevo tridangulo, ¢, a
Sk;—l-

1. Consideraremos la etiquetacién de la definicién de (k — 1) — semirrueda, tal
como aparece en la Figura 2.40.

Figura 2.40: La (k — 1) — semirrueda etiquetada.

Sabemos que [t,_; Nt,| = 2, pues en T', t5_1 y t; son tridngulos contiguos,
entonces t;_, y t; comparten alguno de sus lados. Consideremos V(t;) =

{Ullc+1a U],c-‘r?? U;c+3}~
1.1 CASO 1

Pegando t}, a la (k —1) — semirrueda identificando el lado vj,_ ,v;, 5 con el
lado v, se obtienen todas las intersecciones que satisfacen a Mr, pues
hemos construido una k& — semirrueda. Véase Figura 2.41.

Figura 2.41: El lado v} ,v;, 5 se identifica con el lado vyvy,.

1.2 CASO 2
Pegando #}, a la (k —1) — semirrueda identificando el lado v ,v;., 5 con el
lado vj,_,v;, se tienen las nuevas intersecciones: [t,.Nt),_,| =2y [t.Nt)_o| =
1.
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Para que esta triangulacion satisfaga a la matriz My falta que t;, comparta
un vértice con los k—3 primeros tridngulos. El vértice v es el inico vértice
que comparten los primeros k£ — 3 tridngulos. Usando la Observacion 2,
el vértice vy, es el tnico vértice de ¢}, que se puede identificar con vj. Al
identificar vj con vy, el tridngulo ¢, y el tridngulo que #;_; resultan ser
combinatoriamente iguales. No hay forma de que esta nueva triangulaciéon
satisfaga a la matriz Mp. Véase la Figura 2.42.

Figura 2.42: El lado vy ,v;, 5 se identifica con el lado vy,_, vy,

No hay otra manera de pegar ¢ a la (k — 1) — semirrueda. Por lo tanto Sy es
la tnica tridngulacion que satisface a la matriz Mg, . O

2.3. Lema de las Ruedas.

Definicién 16 Llamaremos n - rueda a la triangulacion R,, que consta den tridngu-
los y de n+ 1 vértices: {vy, v1,va, ..., v}, donde n > 3. Cada tridngulo t; tiene por
vértices {vo, vi, Vi1 } si 1 <1 <n—1y el triangulo t, tiene por vértices {vy, vy, v1}.

Una realizacién geométrica de una n — rueda se logra de la siguiente manera:
Tomamos un disco con frontera y colocamos n vértices en la frontera indexandolos
de forma antihoraria desde 1 hasta n, y colocamos un vértice en el interior del disco
etiquetdndolo como el vértice 0. Cada tridngulo ¢; tiene por vértices {vo, v;, viy1} y
por lados {vov;, v;v;41, Vi1 } si 1 < i < n— 1, por otro lado, t, tiene por vértices
{vo, vn,v1} y por lados {vov,, v,v1,v100}. Si los dos vértices de un tridngulo que
determinan un lado estan en la frontera tomaremos por lado el segmento del arco
del disco determinado por esos mismos vértices que no contiene ningtin otro vértice,
si uno de los vértices que forman un lado del tridngulo es el vértice vy entonces
tomamos como lado el segmento de recta determinado por los vértices que forman
ese lado. Véase Figura 2.43.

En la triangulacién Ry el tridngulo ¢ tiene por vértices {vg, v1, v}, por lo tanto
sus lados son {vgvy, v1v9, V2 }, notemos que los vértices vy y vy estan en la frontera
del disco, entonces el lado vvy es el arco del disco delimitado por esos dos vértices.
Por otra parte, en el lado vgvy, el vértice vy no esta en la frontera del disco, entonces
tomamos este lado como el segmento de recta delimitado por estos dos vértices. Del
mismo modo el lado vyvy es el segmento de recta delimitado por estos dos vértices.
En el tridangulo t3, los vértices v3 y v; estan en la frontera, entonces el lado v3v; es



2.3. LEMA DE LAS RUEDAS. 35

Figura 2.43: La 3-rueda.

el segmento de arco del disco delimitado por esos vértices. En el lado vovy, vy no
esta en la frontera, entonces este lado serd el segmento de recta delimitado por estos
dos vértices. De igual forma el lado vgvs es el segmento de recta que une vy y vs.

Lema 2 SiT es una triangulacion finita de una variedad con matriz de interseccion
My, tal que Mp = Mgy, , entonces dependiendo de n, T es alguna de las siguientes
triangulaciones:

a) Sin =3, entonces T es una 3 — rueda.
b) Sin =4, entonces T es una 4 — rueda.
c) Sin =25, entonces T es una 5 — rueda o una 5 — Moebius.
d) Sin =6, entonces T es una 6 — rueda o una 6 — Moebius.

e) Sin> 17, entonces T es una n — rueda.

Las triangulaciones 5 — Moebius y 6 — Moebius corresponden a triangulaciones
de la Banda de Moebius con 5 y 6 mencionadas al inicio del capitulo.

Para cualquier triangulacion, en especifico para cualquier R,, es posible obtener
su matriz de interseccion My . La prueba de este Lema procedera de forma similar
a la prueba del lema anterior. Supondremos que existe una triangulacién 7" tal que
su matriz de interseccion Mrp es igual a la matriz de intersecciéon de alguna R,
trataremos de averiguar cudl es la triangulacién T' reconstruyendola segiin indique
cada una de las entradas de la matriz Mp. La reconstruccién se hard de forma
exhaustiva para asegurar que se consideran todos los posibles casos que puedan
satisfacer a My, ademas esta prueba usara resultados del Lema anterior.

2.3.1. La 3 - rueda, Rs.

La primera triangulacién a estudiar es la rueda de tres triangulos, R3, represen-
tada en la Figura 2.43, cuya matriz de interseccién es:
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Mp, =2 — - (2.8)
2 2 -

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccién My, tal
que My = Mp,, es decir, la triangulacién T" posee tres tridngulos: ¢}, t; y t5. Haga-
mos notar que la matriz de intersecciéon de la 2 — semirrueda, Mg,, es submatriz de
Mp,, por lo tanto, también lo es de My, de hecho es la submatriz que corresponde
a lo triangulos ¢} y t,. En la seccién anterior mostramos que la tnica triangulacién
que tiene a Mg, como matriz de interseccién es S, por consiguiente, en la triangu-
lacion T, los tridngulos ¢ y t, deben tener la configuracién de S;. Consideremos la
etiquetacion de vértices de la 2 — semirrueda de la Figura 2.44.

Figura 2.44: La 2 — semirrueda etiquetada.

La matriz My indica que |t Nt5| = 2, por lo tanto ¢, y ¢4 deben compartir un
lado. Usando la Observacién 1 sabemos que solo hay dos posibilidades de pegar
th ala 2 — semirrueda.

1. Sabemos que |t§ N t4] = 2. Consideremos V' (t5) = {vi, vg, v5 }.

1.1 CASO 1

Pegamos al triangulo t; a la 2 — semirrueda identificando el lado vivg con
el lado v4v}. Entonces se obtienen las siguientes intersecciones: |t5Nt4] = 2
y |t) Nts] =1, ademds la intersecciones entre | y ¢}, no se alteran.

Para que esta triangulacion satisfaga a la matriz My falta que [t) Nt} = 2
es decir, t] y t; deben compartir un vértice mas. Véase Figura 2.45.

Por la Observacion 2, el vértice v7 es el tnico vértice de t5 que podemos
tratar de identificar con los vértices de t].

El vértice v, no se debe identificar con v; pues ambos pertenecen a tj,
de ser identificados, este tridngulo desaparece. El vértice v7, no se debe
identificar con el vértice v} pues al hacerlo, los tridangulos t, y ¢} resultan
ser combinatoriamente el mismo tridngulo. Al identificar v, con v] se
logra la interseccién |¢] N t4| = 2 sin alterar las intersecciones que ya se
habian obtenido. Esta nueva triangulacién satisface a My y a Mpg,. De
hecho esta nueva triangulacion 7" es una 3 - rueda. Véase Figura 2.46.
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Figura 2.45: El lado v4v) se identifica con el lado vjvg.

7
.V1

Figura 2.46: El vértice v se identifica con el vértice v].

1.2 CASO 2

Pegamos el tridangulo ¢} a la 2 — semirrueda identificando el lado vivg
con el lado v4v). Notemos que este pegado es simétrico al pegado del caso
anterior en la Figura 2.41. Tendremos las intersecciones: |t Nt5] = 2y
|t} Nty] = 1y para que la triangulacién satisfaga Mz al final se identifica
el vértice v4 con el vértice v] para satisfacer |t) N 5] = 2. Esta nueva
triangulacién satisface a My y a Mp,. De hecho esta nueva triangulacion
T es una 3 — rueda. Véase Figura 2.47.

1

<~

Figura 2.47: El vértice v/, se identifica con el vértice v].
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No hay otra forma de anadir el tridangulo #; a la 2 — semirrueda.

Podemos concluir que Rj es la tnica tridangulacién en satisfacer a la matriz Mg,
y por lo tanto en satisfacer a la matriz Mrp.

2.3.2. La 4 - rueda, Ry.

La Figura 2.48 representa a la rueda de cuatro triangulos, R4, que es la siguiente
triangulacién a estudiar y cuya matriz de interseccion es:

(2.9)

N~ N
— N
o |
[

Figura 2.48: La 4 — rueda, Ry.

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccion My, tal
que My = Mp,. Buscamos construir la triangulacién 7. Como ambas matrices son
iguales, entonces T consta de cuatro triangulos ¢}, ¢}, t; y t},. Hagamos notar que la
matriz de interseccién de la 3 — semirrueda, Mg, es submatriz de Mpg,, también es
submatriz de Mr, de hecho es la submatriz que corresponde a los tridangulos t/, t y
t5. En la seccion anterior mostramos que la tnica triangulacién que tiene a Mg, como
matriz de interseccién es S5, por consiguiente, en la triangulacion 7', los triangulos

', ty y ty deben estar configurados como S3. Consideraremos la etiquetacion de
vértices de la 3 — semirrueda de la Figura 2.49.

La matriz M7 indica que |t5 Nt)| = 2, por lo tanto, 5 y t) deben compartir un
lado. Usando la Observacién 1 sabemos que solo hay dos posibilidades de pegar
t) ala 3 — semirrueda. Analizaremos dichos casos.

1. Sabemos |tj Nt}| = 2, entonces t; y t) comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t)) = {vg, v5, v}

1.1 CASO 1

Pegando t a la 3 — semirrueda identificando el lado vjvi con el lado
vgvh. Entonces se obtienen las intersecciones: |t Nty = 2, [thNt)| =1
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1.2

Figura 2.49: La 3 — semirrueda etiquetada.

y [ty Nt)| = 1, ademds las intersecciénes entre los triangulos ¢, t; y
t% no se alteran. Para que esta nueva triangulacién satisfaga My falta
que |ty Nty| = 2, es decir, que t| comparta un vértice més con t, por la
Observacion 2, el vértice v es el tinico vértice que podra ser identificado
con algun vértice de t}. Véase Figura 2.50.

Figura 2.50: El lado vgv’, se identifica con el lado vuL.

El vértice vg no puede ser identificado con v} puesto que ambos vértices
pertenecen a t;, esta identificacién harfa que este tridngulo desapareciera.
Tampoco se debe realizar la identificacién de vértices vg con v} pues los
tridngulos |t N t,| = 2 pero esta interseccién debe ser 1, segin Mrp.
Por otro lado, la identificacion de vértices vg con v] no afecta a ninguna
interseccién ya obtenida y ademés satisface |t} Nt} = 2. Por lo tanto esta
identificacion logra que esta nueva triangulacién satisfaga a My y a Mp,.
De hecho, esta nueva triangulacion 1" es una 4 — rueda. Véase Figura
2.51.

CASO 2

Pegando t} a la 3 — semirrueda identificando el lado v)vf con el lado vgvs.
Entonces se obtienen las intersecciones: [t5Nt)| = 2y [thNt)] = 1, ademas
las intersecciones entre los triangulos t|, t, y t; no se alteran. Para que
esta nueva triangulacion satisfaga a My falta que |t] Nt)| = 2, es decir,
los tridngulos t| y t), deben compartir un lado.
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Figura 2.51: El vértice v§ se identifica con el vértice vj.

Los lados de t) son vjul, vivg v vjvg, notemos que en cada lado aparece el
vértice v} o el vértice v} que también son vértices del tridngulo #;. Por lo
tanto, al tratar de identificar cualquiera de los lados de ¢} con algin lado
de t)}, las intersecciones entre t| y t§ se alteraran, lo cual no es conveniente
pues ya se satisfacia |t] Nt3] = 1. Por lo tanto esta nueva triangulacién
no puede satisfacer a Mp. Véase Figura 2.52.

Figura 2.52: El lado vjv7, se identifica con el lado vjvy.

No hay otra forma de pegar al tridngulo ¢} a la 3 — semirrueda.

Podemos concluir que Ry es la unica triangulacién que satisface a la matriz Mg,
y por lo tanto, la tnica en satisfacer a la matriz Mr.

2.3.3. La 5 - rueda, R;.

La Figura 2.53 representa a la rueda de cinco tridangulos, Rs5, que es la siguiente
triangulacién a estudiar y cuya matriz de interseccion es:

2
Mg, = |1 - - (2.10)

1

1

—_ = N
[\
|
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Figura 2.53: La 5 — rueda, Rs.

Mg, = 2 — — —
1 2 — -
11 2 -

— = =N

41

(2.11)

Supongamos que existe una triangulacién 7' con matriz de interseccién My, tal
que My = Mp,. Buscamos construir la triangulaciéon 7. Como ambas matrices son
iguales, entonces T' consta de cinco tridangulos t, t, t5, t) y ti. Notemos que la
matriz de interseccion de la 4 — semirrueda, Mg, es submatriz de Mp, y también es
submatriz de My, de hecho es la submatriz que corresponde a los tridngulos ¢}, ¢},
t, y t). En la seccién anterior mostramos que las triangulaciones Sy y la 4 — arracda
son las unicas tienen por matriz de interseccién a Mg,, por consiguiente, en la
triangulacién T, los tridngulos ], ), t5 y t; deben estar configurados como Sy o
como una 4 — arracada. Analizaremos cada una de estas configuraciones para tratar

de reconstruir a la triangulacién 7.

1. Consideremos la etiquetacién de vértices de la 4 — semirrueda de la Figura

2.54.

Figura 2.54: La 4 — semirrueda etiquetada.

Sabemos [t; Nt)| = 2, entonces t} y t& comparten alguno de sus lados

deremos V (t;) = {v}, v§, v4}.

. Consi-
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Debido a la Observacion 1 sabemos que solo hay dos posibilidades de pegar
tL ala 4 — semirrueda.

1.1 CASO 1
Pegando t; a la 4 — semirrueda identificando el lado viug con el lado
vhog. Entonces se obtienen las intersecciones: |t} NtL| = 2 |t), Nt5| = 1,

[ttty =1y |[ti Nt} =1, ademds las interseccidnes entre los tridngulos
t, th, t5 y t} no se alteran. Para que esta nueva triangulacion satisfaga
My falta que [t NtL| = 2, es decir, que | comparta un vértice mas con
tr, por la Observacion 2, el vértice v es el nico vértice que podra ser
identificado con algun vértice de t}. Véase Figura 2.55.

Figura 2.55: El lado v%v{ se identifica con el lado vjug.

El vértice vj no se debe identificar con v; puesto que ambos vértices
pertenecen a t5, esta identificacion harfa que este tridngulo desapareciera.
Tampoco se debe realizar la identificacion de vértices vy con v} pues
|ti N t,| = 2 pero esta interseccién debe ser 1, segin M. Por otro lado,
la identificacion de vértices vy con v| no afecta a ninguna interseccién ya
obtenida y ademés satisface |t5 Nt} = 2. Por lo tanto esta identificacién
logra que esta nueva triangulacién satisfaga a My y a Mp,. De hecho,
esta nueva triangulacién T' es una 5 — rueda. Véase Figura 2.56.

Figura 2.56: El vértice vj se identifica con el vértice v].
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1.2 CASO 2

Pegando t. a la 4 — semirrueda identificando el lado vivg con el lado
vivg. Entonces se obtienen las intersecciones: [ti Nty =2y |ts Nts]| = 1,
ademds las intersecciones entre los tridangulos ¢, ¢, y t§ no se alteran.
Para que esta nueva triangulacion satisfaga a My falta que |[t; Nty =1y
[ttNt)| = 2, esta tltima nos dice que los tridngulos ¢} y t; deben compartir
un lado.

Los lados de t son vivg, vvg ¥ vgvg, notemos que en cada lado aparece el
vértice vf o el vértice vg que también son vértices del tridngulo . Por lo
tanto, al tratar de identificar cualquiera de los lados de ) con algin lado
de t£, las intersecciones entre t| y t) se alterardn, lo cual no es conveniente
pues ya se satisface [t] Nt4] = 1. Por lo tanto esta nueva triangulacién no
puede satisfacer a Mp. Véase Figura 2.57.

Figura 2.57: El lado v5vg se identifica con el lado vvg.

No hay otra forma de pegar el tridngulo ¢} a la 4 — semirrueda.

2. Consideremos la etiquetacion de vértices de la 4 — arracada de la Figura 2.58.

Figura 2.58: La 4 — arracada etiquetada.

Sabemos [t; Nt)| = 2, entonces t) y tt comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V' (tL) = {vg, v, v§}.

Con la Observacion 1 sabemos que solo hay dos posibilidades de pegar t; a
la 4 — arracada.
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2.1

2.2

CAPITULO 2. DOS LEMAS TECNICOS.

CASO 1

Pegando el triangulo t; a la 4 — arracada identificando el lado vgv} con el
lado v} vf se obtienen las siguientes intersecciones: |tiNt)| = 2, [tiNty]| =1
y [ti Nt}| = 1, ademas las intersecciones entre los tridngulos ), t}, t5 y
t} no se alteran. Para que esta nueva triangulacion satisfaga a My falta
que se cumpla [t Nt} = 2 y |t N, = 1, esta tltima nos dice que los
triangulos ¢ y tf deben compartir un lado. Véase Figura 2.59.

Figura 2.59: El lado v{vf se identifica con el lado vgv?.

Notemos que t] y t; ya comparten el vértice vj, entonces solo hay que
lograr que t} y t; compartan un vértice més y ademas que t; comparta
un vértice con t,, para satisfacer a la matriz M.

Por la Observacién 1, v§ el tnico vértice de tf que podemos intentar
identificar con los vértices de ¢}, ademds notemos que v4 y v5 son los tini-
cos vértices que comparten t; y t,, por lo tanto solo intentaremos hacer
identificar a v§ con estos vértices. La identificacion v§ con v no se debe
realizar, pues de hacerse, se obtiene |tL Nt;| = 2 pero la matriz My senala
que esta interseccién debe ser 1. Por otra parte, la identificacién v§ con
vy logra satisfacer las intersecciones que faltaban sin alterar las intersec-
ciones entre los triangulos ¢}, t}, t5 y t}. Por lo tanto esta identificacion
logra que esta nueva triangulacion 7" satistaga a My y por lo tanto a Mg, .
Esta triangulacion resulta ser la 5 — Moebius mencionada al inicio de este
capitulo. Véase Figura 2.60.

CASO 2

Pegando tf a la 4 —arracada identificando el lado vgv7, con el lado vjvy, se
tienen las siguientes intersecciones: [t5 Nty = 2, |[ts N5 =1, [tiNty] =1
y [t Nt} = 1, ademads las intersecciones entre los tridngulos ¢}, ), t5 y t)
no se alteran.

Para que esta nueva triangulacién satisfaga a My falta que ¢} y ¢, com-
partan un vértice mas, pues My indica |t5 Nt}| = 2. Por la Observacién
1, v§ es el unico vértice que podemos intentar identificar con los vérti-
ces de t]. La identificacién v} con v} no se debe realizar puesto que el
vértice v] también es vértice de t5. La identificacién v§ con v4 tiene como
consecuencia |tf N ¢,] = 2 y esta intersecciéon debe ser 1. Por tltimo la
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Figura 2.60: La 5 — Moebius.

identificacién v} con vj tiene como consecuencia |t5 Nty = 2 y como ya
senalamos, esta interseccién debe ser 1. Por lo tanto no hay forma de que
esta nueva triangulacién satisfaga a la matriz Mp. Véase Figura 2.61.

Figura 2.61: El lado vgv’; se identifica con el lado v]v}.

No hay otra forma de pegar t; a la 4 — arracada.

Podemos concluir que R5 y la 5 — Moebius son las tnicas triangulaciones que
satisfacen a la matriz Mp, y por lo tanto son las tnicas que satisfacen a la matriz
M.

2.3.4. La 6 - rueda, Rg.

La Figura 2.62 representa a la rueda de seis triangulos, Rg, que es la siguiente
triangulacién a estudiar y cuya matriz de interseccion es:

(2.12)

=]
O = = =N
— = = N
— = N |
[N}
|
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Figura 2.62: La 6 — rueda, Rg.

Supongamos que existe una triangulacién T con matriz de interseccion My, tal
que Mp = Mp,. Buscamos construir la triangulacién 7'. Como ambas matrices son
iguales, entonces T consta de seis triangulos ¢}, t5, t4, ), t5 v t5. Hagamos notar que
la matriz de interseccién de la 5 — semirrueda, Mg, es submatriz de Mg, y también
es submatriz de My, de hecho es la submatriz que corresponde a los triangulos ¢},

5, th, ty v ti. En la seccién anterior mostramos que las triangulaciones S5 y la
5 — arracda son las Unicas que tienen a la matriz Mg, como matriz de interseccion,
por consiguiente, en la triangulacion 7', los triangulos t), t5, t5, ¢} y ti deben estar
configurados como S5 o como una 5 — arracada. Analizaremos cada una de estas
configuraciones para tratar de reconstruir a la triangulaciéon T

1. Consideremos la etiquetacion de vértices de la 5 — semirrueda de la Figura
2.63.

Figura 2.63: La 5 — semirrueda etiquetada.

Sabemos [t; N t;| = 2, entonces t; y t; comparten alguno de sus lados. Con-
sideremos V' (t;) = {v§, vy, v}y }. La Observacién 1 implica que solo hay dos
posibilidades de pegado de t; a la 5 — semirrueda.

1.1 CASO 1

Pegando t; a la 5 — semirrueda identificando el lado vivg con el lado
vivh. Entonces se obtienen las intersecciones: |ty NtL| = 2 |t Nty = 1,
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[tsNts] =1, |tgNty] = 1y [tgNt)| = 1, ademés las intersecciones entre los
triangulos t}, t5, t5, t) y tt no se alteran. Para que esta nueva triangulacién
satisfaga Mr falta que |t} Ntg| = 2, es decir, que ¢} comparta un vértice
mas con tg;, por la Observacién 2, el vértice v}, es el unico vértice que
podra ser identificado con algin vértice de t|. Véase Figura 2.64.

Figura 2.64: El lado v{v; se identifica con el lado vjv?.

El vértice v}, no se debe identificar con v puesto que ambos vértices
pertenecen a t5, esta identificacién provocaria que este tridngulo desapa-
reciera. Tampoco se debe realizar la identificacion de vértices v}, con v}
pues los tridngulos [t N t;| = 2 pero esta interseccién debe ser 1, segin
Mry. Por otro lado, la identificacién de vértices vy, con v no afecta a
ninguna interseccién ya obtenida y ademds satisface [tz N ¢}| = 2. Por
lo tanto esta identificacion logra que esta nueva triangulacién satisfaga
a Mp y a Mpg,. De hecho, esta nueva triangulacién 7' es una 6 — rueda.
Véase Figura 2.65.

Figura 2.65: El vértice v}, se identifica con el vértice vy.

CASO 2

Pegando t; a la 5 — semirrueda identificando el lado v{vy con el lado
vgvh. Entonces se obtienen las intersecciones: |t; NtL| =2y |ty Nt = 1,
ademads las intersecciones entre los triangulos t), t5, t5, ¢} y t5 no se alteran.
Para que esta nueva triangulacién satisfaga a My falta que |tg N5 = 1,



48 CAPITULO 2. DOS LEMAS TECNICOS.

[t Nty = 1y |tg Nt} | = 2, esta dltima nos dice que los tridngulos ] y t
deben compartir un lado.

Los lados de tg son vgv5, vgvl, v vhvy,, notemos que en cada lado aparece
el vértice v} o el vértice v que también son vértices del tridngulo ¢;. Por lo
tanto, al tratar de identificar cualquiera de los lados de ¢} con algin lado
de t, las intersecciones entre t] y tL se alterardn, lo cual no es conveniente
pues ya se satisface [t] Nt5| = 1. Por lo tanto esta nueva triangulacién no
puede satisfacer a Myp. Véase Figura 2.66.

Figura 2.66: El lado vv’, se identifica con el lado vgvy.

No hay otra forma de pegar a t; a la 5 — semirrueda.

2. Consideremos la etiquetacion de vértices de la 5 — arracada de la Figura 2.67.

Vi,

Figura 2.67: La 5 — arracada etiquetada.

Sabemos |t; Nt5| = 2, entonces t; y 5 comparten alguno de sus lados. Consi-
deremos V (t;) = {v},vg,v4}. A partir de la Observacién 1 sabemos que solo
hay dos posibilidades de pegar t; a la 5 — arracada.

21 CASO 1
Pegando t; a la 5 —arracada identificando el lado v;v§ con el lado vhug, se
tienen las siguientes intersecciones: |tGNt5| = 2, |[tg Nty =1, [tz Nty =1
y |t Nty] = 1, ademds las intersecciones entre los tridngulos t), ¢, t5,
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'y tt no se alteran. Para que esta nueva triangulacién satisfaga a My
falta que |t; Nty = 1y [tz Nts] = 1. Notemos que v} es el inico vértice
que comparten t} y t;. Por la Observacién 1, v; es el tnico vértice que
podemos intentar identificar con v4. La identificacion vy con v} no se debe
realizar pues al hacerla, los tridngulos |tg N ,| = 2 pero esta interseccion
debe ser 1, segiin Mr. Por lo tanto esta nueva triangulacion no puede
satisfacer a la matriz Mp. Véase Figura 2.68.

Figura 2.68: El lado vjvg se identifica vhvy.

CASO 2

Pegando t; a la 5 — arracada identificando el lado v7v§ con el lado vyuy, se
tienen las siguientes intersecciones: |tz NtL| = 2, [tENtE,| = 1, [tzNty] = 1,
[ts Nty =1, [ty Nt} | = 1 ademads las intersecciones entre los tridngulos t/,

5, t5, t, y tL no se alteran. Véase Figura 2.69.

Figura 2.69: El lado v{v§ se identifica vjvj.

Para que esta nueva triangulacién satisfaga a M falta que los tridngulos
ts v t) compartan un vértice mas. Por la Observacién 1, vj es el tnico
vértice que podemos intentar identificar con los vértices de ¢]. La identi-
ficacion de vg con v) no se debe realizar pues ambos vértices pertenecen
a tg. La identificacién vy con v5 no se debe realizar pues |t Nt;| = 2 pero
esta interseccion debe ser 1, segin My. Por otro lado la identificacion vy
con v} logra cumplir la instruccion [tz N¢)| = 2 sin alterar las interseccio-
nes entre los tridngulos ¢}, t5, t5, t) v ti. Por lo tanto esta identificacion
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logra que esta nueva triangulacion satisfaga a My y a Mp,. Esta nueva
triangulacién es la 6 — Moebius mencionada en el inicio de este capitulo.
Véase Figura 2.70.

Figura 2.70: La 6 — Moebius.

No hay otra forma de pegar el tridngulo ¢; a la 5 — arracada.

Podemos concluir que Rg y la 6 — Moebius son las tnicas triangulaciones que
satisfacen a la matriz Mg, y por lo tanto las inicas que satisfacen a la matriz M.

2.3.5. La 7 - rueda, R;.

La Figura 2.71 representa a la rueda de siete tridngulos S, que es la siguiente
triangulacién a estudiar y cuya matriz de interseccion es:

2 — - _— _ _ _
1 2 - — — — -

Mp, =11 2 - — — — (2.13)
1 11 2 — — —
1111 2 — -

2 1 1 1 1 2 —

Supongamos que existe una triangulacién T con matriz de interseccion My, tal
que My = Mp,. Buscamos construir la triangulacién 7'. Como ambas matrices son
3 3 LY / / / / / / /
iguales, entonces T' consta de siete triangulos t7, t,, t5, ¢}, t5, t5 v t7. Hagamos
notar que la matriz de interseccién de la 6 — semirrueda, Mg, es submatriz de
Mp., y también es submatriz de Mp, de hecho es la submatriz que corresponde
a los tridngulos t, ), t, ¢}, tt y t;. En la seccién anterior mostramos que las
triangulaciones Sg y la 6 — arracda son las unicas que satisfacen a la matriz Mg,,

. . . .z 7 / / / / / /
por consiguiente, en la triangulacion 7', los tridngulos t7, t5, t5, ), 15 y t; deben estar
configurados como Sg 0 como una 6 — arracada. Analizaremos cada una de estas
configuraciones para tratar de reconstruir a la triangulaciéon T

1. Consideremos la etiquetacién de vértices de la 6 — semirrueda de la Figura
2.72.
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Figura 2.72: La 6 — semirrueda etiquetada.

Sabemos |ty N 7] = 2, entonces t; y t, comparten alguno de sus lados. Con-
sideremos V' (t,) = {vg, v}y, v};}. A partir de la Observacién 1 sabemos que
solo hay dos posibilidades para pegar t7 a la 6 — semirrueda.

1.1 CASO 1

Pegando t; a la 6 — semirrueda identificando el lado vyv}, con el lado
vivg. Entonces se obtienen las intersecciones: [t Nty| = 2, |[tL NtL| = 1,
[ttty =1, |ty =1, thnty = 1y [thnt)| = 1, ademas las
intersecciones entre los triangulos t, t), t5, t), tt v t5 no se alteran. Para
que esta nueva triangulacién satisfaga My falta que |¢) Nt,| = 2, es decir,
que t} comparta un vértice més con t5, por la Observacion 2, el vértice
v, es el inico vértice que podré ser identificado con algun vértice de ¢}.
Véase Figura 2.73.

El vértice vj; no se debe identificar con v puesto que ambos vértices
pertenecen a t-, esta identificacién harfa que este tridngulo desapareciera.
Tampoco se debe realizar la identificacion de vértices v, con v pues los
tridngulos |t N t;| = 2 pero esta interseccién debe ser 1, segiin M. Por
otro lado, la identificaciéon de vértices v}; con v, no afecta a ninguna
interseccién ya obtenida y ademads satisface |t Nt|| = 2. Por lo tanto esta
identificacion logra que esta nueva triangulaciéon satisfaga a My y a Mp,.
De hecho, esta nueva triangulaciéon 7' es una 7 — rueda. Véase Figura
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2.74.

Figura 2.74: El vértice v}, se identifica con el vértice vy.

1.2 CASO 2
Pegando t a la 6 — semirrueda por medio de la identificacion del lado
viovh; con el lado vivf, se obtienen las intersecciones: [t; Nty = 2y

|tt NtL| = 1, ademas las intersecciones entre los tridngulos ), t), t5, t) y
tr no se alteran. Para que esta nueva triangulacion satisfaga a My falta
que [Nty =1, [Nty =1, [th Nty =1y [t Nt} = 2, esta ultima nos
dice que los tridngulos ¢} y t7 deben compartir un lado.

Los lados de 7 son vivg, v7v], ¥ viv],, notemos que en cada lado aparece
el vértice v} o el vértice v que también son vértices del tridngulo ¢;. Por lo
tanto, al tratar de identificar cualquiera de los lados de } con algin lado
de t7, las intersecciones entre t| y t; se alterardn, lo cual no es conveniente
pues ya se satisface [t] Ntg| = 1. Por lo tanto esta nueva triangulacién no
puede satisfacer a Mp. Véase Figura 2.75.

No hay otra forma de pegar a t7, a la 6 — semirrueda.

. Consideremos la etiquetacion de vértices de la 6 — arracada de la Figura 2.76.

Sabemos [t7 N 5| = 2, entonces t, y t; comparten alguno de sus lados. Con-
sideremos V (t7) = {vg, vy, v}y }. A partir de la Observacién 1 sabemos que
solo hay dos posibilidades para pegar ¢, a la 6 — arracada.
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2.2

Figura 2.76: La 6 — arracada etiquetada.

CASO 1

Pegando ¢/ a la 6 —arracada identificando el lado v{v) con el lado vyvs, se
tienen las siguientes intersecciones: |t, Ntg| = 2, [to Nt =1, [Nty =1
y |tr Nt} = 1, ademés las intersecciones entre los triangulos t/, t5, t4, ¢},

ts v ti no se alteran.

Para que esta nueva triangulacién satisfaga a My falta que |, Nt} = 1,
[t Nt = 1y [thNt)| = 2, esta dltima indica que t} y t7 deben com-
partir un vértice mas. Notemos que v4 es el inico vértice que comparten
ty, t5 y tj. Por la Observacién 1, v}, es el tnico vértice que podemos
intentar identificar con v4. La identificacién v}, con v} no se debe realizar
pues el vértice v} también es vértice de t, y al hacer esta identificacién
los tridngulos # y t, comparten el lado vjvj, entonces |t7 Nty = 2, pe-
ro My senala que esta interseccion debe ser 1. Por lo tanto esta nueva
triangulacién no puede satisfacer a la matriz Mp. Véase Figura 2.77.

CASO 2

Pegando t/ a la 6 —arracada identificando el lado v{vg con el lado vyvy, se
tienen las siguientes intersecciones: |t, Nty| =2, [toNtL| =1, [tt Nty =1
y |t- Nty = 1, ademés las intersecciones entre los tridngulos t/, t5, t4, ¢},

to y tg no se alteran.

Para que esta nueva triangulacién satisfaga a My falta que |t N, = 1
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Figura 2.77: El lado vgvy se identifica vjvs.

y [th Nt} =2, es decir, t] y ¢, deben compartir un lado y ademas - y #,
deben compartir un vértice. Cualquier identificacién de lados de t| con
cualquier lado de t/, altera las intersecciones de la 6 — arracada que ya
satisfacian a las senaladas en My . Por lo tanto esta nueva triangulacion
no puede satisfacer a la matriz Mp. Véase Figura 2.78.

Figura 2.78: El lado vvj se identifica vivs.

No hay otra forma de pegar el triangulo ¢ a la 6 — arracada.

Podemos concluir que Rz es la tnica triangulacién que satisface a la matriz Mg,
y por lo tanto la tinica que satisface a la matriz M.

2.3.6. Ruedas con mas de 7 triangulos.

Para terminar de probar el Lema 2, falta mostrar que si T' es una triangulacién
tal que My = Mp, para n > 7 entonces 1" es una n — semirrueda.

A consecuencia de el Lema 1, para todo [ > 7, la inica triangulacién que satisface
tener como matriz de interseccién a Mg, es 5.

Sea k > 8, supongamos que existe un triangulaciéon 7' con matriz de intersec-
cion My, tal que My = Mpg,. Buscamos construir la triangulaciéon 7. Como ambas
matrices son iguales, T' consta k triangulos.

Al igual que en las subsecciones anteriores, la matriz de interseccién de la (k —
1)—semirrueda, Mg, ., es submatriz de Mg, y por lo tanto también es submatriz de
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Mo, de hecho es la submatriz asociada a los primeros k£ — 1 triangulos de T', asi que
en la triangulacion T los primeros k — 1 tridngulos deberan tener la configuracion
de Slc—l‘

Trataremos de completar la triangulacion 7" anadiendo un nuevo tridngulo, ¢, a
Sk,l.

1. Consideraremos la siguiente etiquetacién de la (k — 1) — semirrueda, tal como
aparece en la Figura 2.79.

Figura 2.79: La (k — 1) — semirrueda etiquetada.

Sabemos que |t},_; Nt,.| =2, pues en Sy los tridngulos tx_; y ¢ son contiguos,
entonces t,_, y t; comparten alguno de sus lados. Consideremos V' (}) =

{U;c—f—l? U;c+2> U;c+3}'

1.1 CASO 1
Pegando ), a la k — 1 — semirrueda identificando el lado v;,v;, 4 con
el lado v{u;, se obtienen las intersecciones: |t, Nt,_,| =2y [t Nt | =1
param = 1,2, ...,k — 2. Véase Figura 2.80.

Figura 2.80: El lado v _,v; 5 se identifica con el lado vjuvy,.

Para que esta nueva triangulacion satisfaga a Mr, falta que [t,Nt}| = 2, es
decir, que ¢}, y t} compartan un vértice mas. A partir de la Observacién
1 sabemos que v ; es el tnico vértice que podemos intentar identificar
con los vértices de t}. La identificacién del vértice vj_; con el vértice vy,
no debe suceder pues ambos vértices pertenecen a t;. La identificacién
del vértice v;; con el vértice v5 no se debe realizar, de lo contrario, los
tridngulos |t;, Nt5] = 2 pero esta interseccién debe ser 1. Por otra parte,
la identificacién del vértice ¢, con el vértice v satisface la instruccién
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|t Nt;, .| = 2 y no altera ninguna interseccién previamente obtenida. Al
realizar esta identificacién hemos construido una k& — semirrueda. Véase
la Figura 2.81.

Figura 2.81: El vértice v, ; se identifica con el vértice v].

1.2 CASO 2

Pegando t}, a la k — 1 — semirrueda identificando los lados vy v, 3y
vv)._; se tienen las intersecciones: |t) Nt,_ | =2y [t Nt} _o| = 1.

Para que esta triangulacién satisfaga a la matriz My falta que [t,Nt),| = 1
sil <m <k —3y ademds que |[tj Nt}| = 2, esta dltima nos dice que
t1 y t,, deben compartir un lado. Notemos que los lados de ¢}, son v,_, vy,
Vj,_1Vpi1 Y VpVhq, entonces en cualquier lado de ¢, aparece vy, 0 vj,_;, que
a su vez también son vértices de #_;. Por lo tanto al tratar de identificar
cualquier lado de ¢ con algtn lado de ¢, las intersecciones entre ¢} y t;_,
se alteraran. Por lo tanto esta nueva triangulacién no puede satisfacer a
Mrp. Véase Figura 2.82.

Figura 2.82: El lado v} ,v;, 5 se identifica con el lado vjv;_;.

No hay otra manera de pegar ¢} ala k —1 — semirrueda. Por lo tanto Ry, es la
Unica tridngulacion que satisface a la matriz Mp, , con k > 8. 0



Capitulo 3

Caracterizacion Combinatoria del
Disco.

El objetivo de este capitulo es mostrar que las triangulaciones del disco estan
caracterizadas por sus matrices de interseccién. Esto quiere decir que dada la trian-
gulacion T' de un disco, no existe otra triangulacién que tenga por matriz de inter-
seccion a My, salvo isomorfismos. La prueba para esta afirmacién consiste en dar
dos superficies homeomorfas al disco, ambas con triangulaciones finitas tales que sus
matrices de interseccién sean iguales, construir un isomorfismo entre ellas y mostrar
que son triangulaciones combinatoriamente equivalentes.

Notacién 1 Sea T la triangulacion de una superficie S, denotaremos por A(T) al
conjunto de todos los tridngulos que constituyen a T y como V(T) al conjunto de
todos los vértices de los triangulos en A(T).

Definicién 17 Dada T una triangulacion y v € V(T), llamaremos vecindad del
vértice v, N(v), al conjunto de todos los triangulos en A(T) que tengan al vértice
v como alguno de sus vértices, ademds diremos que v es el centro de N(v) y lo
denotaremos como NN (v).

Teorema 1 Sean D y D' superficies homeomorfas a un disco, ambas finitamente
trianguladas por T y T' y con matrices de interseccion My y My respectivamente.
Si My = My entonces T y T" son triangulaciones isomorfas. Es decir, las triangu-
laciones del disco se caracterizan por su matriz de interseccion.

Demostracién 1 Recordemos que para v € V(T), N(v) es una rueda si v estd en
el interior de D, en cambio N (v) es una semirrueda si v estd en la frontera de D. Al
considerar un disco D con frontera y triangulado por una triangulacion T debemos
notar que la frontera de dicho disco es una curva cerrada, la cual por el Teorema
de la Curva de Jordan, separa al plano en dos secciones, el interior y el exterior del
disco [Dugundgi, 1966], por lo tanto, cualquier vértice y arista solo puede estar en la
parte interior o en la frontera del disco, jamds es la parte exterior de este, es decir,
ningun tridngulo puede estar en el exterior del disco,por consiguiente cualquier ciclo
de aristas de la triangulacion T estd contenido en el interior del disco union su
frontera. Esto implica que ningun tramo de frontera del disco puede ser rodeada por
un ciclo de aristas de T'. Véase Figura 3.1.

o7
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Figura 3.1: Triangulacién de un disco y algunos ciclos en su interior.

Dada la hipétesis My = My, tenemos una funcion biyectiva ¢ : A(T) — A(T")
dada por ¢(t;) = t,, para todo t; € A(T), tal que |t; Nt;| = |p(t:) Np(t;)|, es decir,
t: Nt] = [t; Nt} para todo t;,t; € A(T), ademds podemos definir ™", la funcion
inversa de p como @ (t)) = t; ambas funciones se obtienen de la definicién de My
Yy MT/.

Dado v € V(T) y al ser ¢ una funcién de los tridngulos de T a los tridngulos
de T, entenderemos por ¢[N(v)| al conjunto de todos los tridngulos en T' que son
imagen de los tridngulos de N (v). Es decir, o[ N(v)] := {t. € A(T")|e'(t}) € N(v)}.

Obsérvese que si v € V(T) estd en el interior de D, N(v) es una rueda, usando
el Lema de las Ruedas, sabemos que [N (v)] es también una rueda si el nimero
de triangulos que conforman a N(v) son distintos de 5 o 6, pero si N(v) posee 5 o
6 tridngulos, [N (v)] puede ser una n — rueda o una n — Moebius, segin el caso.

De igual manera si es el caso que N(v) es una semirrueda, usando el Lema
de las Semirruedas, sabemos que @[N(v)| serd una semirrueda si el nimero de
tridngulos que constituyen a N(v) es distinto de 4, 5 o 6. De otro modo ¢[N(v)]
puede ser una n — semirrueda o una n — arracada segun sea el caso.

A partir de estas observaciones, la prueba del teorema consistird en analizar los
posibles casos que pueden aparecer en la triangulacion T' de la superficie D’.

1. CASO 1

Supongamos que para todo vértice v € V(T), ¢[N(v)] es una rueda si N(v)
es una rueda y @[N(v)] es una semirrueda si N(v) es una semirrueda. Dado
que para cualquier v € V(T) se tiene que NN (v) es precisamente v, entonces
podemos extender a la funcion ¢ como una nueva funcién  : V(T) — V(T")
con regla de correspondencia (v) = Np(N(v)).

Veamos que la funcion 1 es biyectiva. Si u,v € V(T) y son tales que (u) =
Y(v) entonces, N[N (u)] = N[N (v)], entonces si el centro de [N (u)] es el
mismo que el centro de p[N(v)] entonces ¢[N(u)] = ¢[N(v)] y como ¢ es bi-
yectiva y manda ruedas en ruedas y semirruedas en semirruedas tenemos que
N(u) = N(v), por lo tanto u y v deben ser el mismo vértice, por lo tanto 1
es inyectiva. Por otro lado sea w' € V(T"), consideremos t,t;, ...t todos los
tridngulos que conforman a N(w'), como la funcion ¢ es biyectiva y manda
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ruedas en ruedas y semirruedas en semirruedas los tridngulos tq,ts, ..., t; for-
man una rueda si N(w') es una rueda o forman una semirrueda si N(w') es
una semirrueda, cual sea el caso, existe v € V(T) tal que v es el centro de
t1,t2, ..., tj, por lo tanto Y (v) = N[N (v)] = NN (W) = w', por lo tanto ¢ es
suprayectiva y por lo tanto es biyectiva. Definimos 1¥~1, la funcién inversa de
b como ¥ () = N [N()]

Ahora, sea uv una arista de T, entonces existe t € A(T) tal que uv es un lado
det, asit € N(u) yt € N(v), como ¢ es inyectiva, tenemos que (u) # ¥(v),
por lo cual N(¢(u)) # N(¢(v), entonces t' € N(¢(u)) yt' € N(¢(v)), por lo
tanto Y (u)(v) es un lado de t' y por lo tanto ¥(u)p(v) es una arista de T'.

Después podemos considerar un tridngulo t € A(T) cuyos vértices sean u,v
y w y por lo tanto sus aristas uv, vw y wu, analizamos cada arista como en

el parrafo anterior y obtenemos que ¥(u)(v), Y(v)h(w) y ¥(w)p(u) son los
lados de t' y por lo tanto son aristas de T".

Con los resultados obtenidos, podemos extender el dominio y contradominio de
Y, ahora la funcion v ird de las caras de T a las caras de T' con la siguiente
regla de correspondencia:

El vértice ¥(c) si ¢ es un vértice
(c) = La arista ¢ (u)i(v) si c es la arista uv
El tridngulo de vértices 1 (u)y(v)y(w) si ¢ es el tridngulo wvw

La funcion 1 redefinida sigue siendo biyectiva y posee funcién inversa ¢~'.
Lo que hemos logrado hacer con la funcion 1 no solo es dar una biyeccion
entre las caras de ambas triangulaciones sino que la funcion ¥ es un mapeo
simplicial por lo tanto la funcion ¢ es un isomorfismo entre T y T', es decir,
las triangulaciones son combinatoriamente equivalentes.

La Figura 3.2 representa dos triangulaciones de discos tales que p[N(v)] es
una rueda si N(v) es una rueda y p[N(n)] es una semirrueda si N(v) es una
semirrueda y muestra la accion de la funcion b mediante simbolos distintos.

Figura 3.2: La funcién ¥ mapea vértices en vértices, lados en lados y tridangulos en
triangulos.

Ahora procederemos a analizar los casos en los que exista un vértice en v € T
cuya vecindad sea una semirrueda pero [N (v)] sea una arracada y también
los casos en que N(v) sea una rueda pero [N (v)| es una banda de Moebius.
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2. CASO 2

Supongamos que existe vy € V(T') tal que N(vg) es una 4 — semirrueda pero
©[N(vg)] corresponde a una 4 — arracada.

Digamos que N(vg) estd constituido por los tridngulos: ty, to, t3 yts con conjun-
tos de vértices V (t1) = {vo,v1,v2}, V(ta) = {vo,va,v3}, V(t3) = {vo,vs,v4} ¥y
V(t4) = {vo,v4,v5}, y digamos que o|[N(vg)] estd conformado por los tridngu-
los: t), ty, th y t, con conjuntos de vértices V() = {v), v}, v5}, V(ty) =
{Ui’ Uéa 'Ué}, V(té) = {Uév v:/’n 'UZ:} Y V(tﬁl) = {1}6, U:,Sa Ug:}

Antes de continuar debemos senalar detalles importantes sobre el encaje de la
4 — arracada en el disco D', pues esta puede ser encajada en el disco de dos

formas distintas como muestra la Figura 3.5.

Figura 3.3: Primer encaje de la 4 — arracada (izquierda). Segundo encaje (derecha).

Uno de los teoremas de Whitney referente a grdficas planas nos dice que dos
encajes planos de una grafica 3 — conexa son equivalentes, esto es que ambas
grafica tienen las mismas regiones. La 4 — arracada vista como grdfica plana
es 3 — conexa.

Dado que vy estd en la frontera de D, pues N(vg) es una semirrueda, sucede
que el tridngulo t tiene el lado vyvy en la frontera de D, de mismo modo el
triangulo ty tiene el lado vovs en la frontera de D, entonces enT" los tridngulos
t) y t), deben tener uno de sus lados en la frontera de D' puesto que My = M.
Véase Figura 3.4.

Figura 3.4: N(v) en D.
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Notemos que en el tridngulo t) el lado vivy no puede estar en la frontera de
D’ pues también es lado de t,,, de mismo modo para t, el lado vjvi no puede
estar en la frontera de D' pues también es lado de t;, esto sucede en los dos
encajes de la 4 — arracada. Véase Figura 3.3.

Tenemos cuatro distintas posibilidades de parejas de lados de t| y t) que pue-
den estar en la frontera de D', estas son: los lados vjvh y vyvy, los lados vyv| y
Vs, los lados vjvy y vyvy y por dltimo los lados vvy y vjvs, si bien, ya hemos
mencionado que cualesquiera dos encajes de la 4 — arracada son combinato-
riamente equivalentes, topologicamente no sucede lo mismo, por ejemplo, en
el primer encaje tiene sentido considerar como parte de la frontera a los lados
vy Y vyus mientras que en el sequndo encaje este par de lados no puede ser
parte de la frontera pues el ciclo vyv), vivy, vyv, rodearia un pedazo de la fron-
tera de D'. Analicemos las cuatro posibilidades de parejas de lados en ambos
encajes.

Primer encaje de la 4-arracda.

a) Los lados vjvh y vyv) estdn en la frontera de D'. Véase Figura 3.5.

Figura 3.5: Los lados vjv} y vjv) estén en la frontera de D'.

FEste caso no puede suceder pues el ciclo de aristas vjvy, vivh, viv) rodea
a los lados que estan en la frontera.

b) El caso donde los lados vyv| y vyvh estdn en la frontera de D'.

Como [N (uvg)] no es la triangulacion de un disco, deben existir mds
tridngulos en T". Sabemos que el lado vjvh, no puede ser frontera por el
inciso anterior, entonces existe ts € A(T") con vértices V (t5) = {vg, vhuL}
con intersecciones |ts Nt)| =2, [ti Nty =1, [ti Nty =1y [t Nty = 1.
Como las matrices de interseccion deben ser iguales, en T debe existir ts
tal que |ts Nt1| = 2, por lo tanto ts solo puede compartir el lado vive con
t1, entonces V (t5) = {v1,vq, 06}, ademds sucede que |t; Nty| = 1. Véase
figura 3.6.

Para que las matrices de interseccion sean iquales falta que t; comparta un
vértice con t3 y ty, esto se logra al identificar el vértice vg con vy. Como
la triangulacion T' aun no es triangulacion de un disco entonces debe
existir un tridngulo ty € A(T") adyacente a t}y con conjunto de vértices
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Figura 3.6: Los tridangulos ¢5 y t5 en 7'y T" respectivamente.

V(tg) = {vh, v}, v5}, entonces en la tridngulacion T existe el tridngulo tg
adyacente a t3 con vértices V (tg) = {vi, v}, vL}. El tridngulo te tiene las
intersecciones |tg Nts| = 2, |t Nta| = 1, |[te Nty] = 1 y |t Nt5| = 1,
mientras que |tg Nt5| = 2, [tz Nt =1, [tz Nty =1, [tgNty =1y
|t NtL| = 1. Véase Figura 3.7.

Figura 3.7: Los tridangulos t¢ y t5 en Ty T" respectivamente.

Para que ambas matrices de interseccion sean iguales falta que en T los
triangulos t1 y tg compartan un vértice. Por el Lema 1 v; es el unico
vértice tg que puede identificarse con v o con vy. Si identificamos vy con
v9, entonces |tg Nta| = 2, pero en T' no puede suceder que |ty Nty =
2, pues al identificar vi con vy la tridngulacidn ya no es variedad y si
identificamos v con vy, los tridngulos ty y ty son uno mismo. Por otro
lado, al identificar v; con vy, los tridngulos t, to, t3, ts y teg forman una
banda de Moebius, esto no puede suceder pues T es la triangulacion de
un disco, es decir, tiene dimension 2,mientras que la dimension de encaje
de una banda de Moebius es 3. Por lo tanto las triangulaciones T y T"
no pueden tener la misma matriz de interseccion. Por lo tanto no puede
suceder el caso donde los lados vjvy y vjvy estén en la frontera de D'.

FEl caso donde los lados vjv| y vivy estan en la frontera no puede suceder
: ; !,/ !, !,/ . !,

pues el ciclo de aristas vjvs, v5V5, V5V rodean a la arista vivy que es parte

de la frontera. Véase Figura 3.8.
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d) FEl caso donde los lados vjvh y vivy estan en la frontera no puede suceder
: : !, !,/ !, !, ; !,
pues el ciclo de aristas vyvy, v1vs, v5Uy, V4V, rodean a la arista vivs, que es
parte de la frontera. Véase Figura 3.8.

Figura 3.8: Casos ¢) y d).

Por lo tanto no puede suceder el caso en que una 4 — semirrueda sea mapeada
al primer encaje de la 4 — arracada bajo la funcion ¢. Ahora analicemos los
cuatro casos para el sequndo encaje de la 4 — semirrueda.

Segundo encaje de la 4-arracada.

a) Los lados vjv] y vjvy estdn en la frontera de D'. Véase Figura 3.9.

Figura 3.9: Los lados vjv] y v{v} en la frontera.

FEste caso no se puede dar pues el ciclo de aristas vjvh, vyvy, vjv| rodean
a los lados que estan en la frontera.

b) Los lados vjvy y vjvy estdn en la frontera de D'. Véase Figura 3.10.

Como ¢[N(vg)] no es la triangulacion de un disco deben existir mds
tridngulos en T". Por el inciso anterior sabemos que el lado vjvy no puede
ser parte de la frontera de D', entonces existe ti € A(T") adyacente a t),
compartiendo el lado mencionado, entonces en T existe t5 adyacente a ty
compartiendo el lado vyvs. En la triangulacion T el tridngulo ts tiene el
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Figura 3.10: Los lados vjv}, y vjv} en la frontera.

conjunto de vértices V (t5) = {va4,v5,06} y tiene las siguientes intersec-
ciones: [ts Nty =2 y |ts N3] =1, y en T" el tridngulo tf tiene conjunto
de vértices V(ty) = {v}, v, vt} y por lo tanto ti tiene las siguientes in-
tersecciones: |ts Nty| =2, [tiNty] =1, [ti Nty =1 y [t Nty = 1. Véase
Figura 3.11.

Figura 3.11: Los tridangulos t5 y t5 en 7'y T" respectivamente.

Como las matrices de interseccion de ambas triangulaciones deben ser
iguales, en T debe suceder que |ts Nta| = 1 y |ts Nt1] = 1, estas inter-
secciones solo se logran al identificar los vértices vg con v, puesto que
vy es el unico vértice que solamente pertenece a ty y ts, por el Lema 1,
unicamente vg puede ser utilizado para identificaciones. Al identificar los
vértices vg Y vy se tiene que ambas triangulaciones tienen por el momen-
to matrices de interseccion iguales. Como la tridngulacion T ain no es
triangulacion de un disco entonces debe existir un tridngulo tg € A(T")
adyacente a t,, por lo tanto debe existir ts € A(T) cuyo conjunto de
vértices sea V(tg) = {ve,vs,v7}. El tridngulo tg tiene las intersecciones
lts Nta] =2, [teNty| =1, [ts Nt3] =1 y |te Nts| = 1. Por otra parte tj
es tal que |ty Nty = 2, esto implica que ty debe compartir con ty el lado
vivs, pues si compartiera vivy o vhvh con ty, D' dejaria de ser variedad.
El triangulo ti tiene conjunto de vértices V(ty) = {v},v5,v5} y por lo
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tanto ty tiene las siguientes intersecciones: |ty Nth| = 2, [tz Nt} = 1,
[ts N5 =1, [tz Nte| =1 y |tz Nty = 1. Véase Figura 3.12.

Figura 3.12: Los tridngulos tg y t5 en Ty 1" respectivamente.

Debemos recordar que ambas matrices de interseccion deben ser iguales,
pero en la triangulacion T no se cumple |t Nt4] = 1 a menos que se
identifique v; con vy o se identifique v; con vs. St identificamos vy con
vy se tiene la interseccion |tg N ts| = 2, por lo tanto en T debe suceder
|ts Nt = 2, entonces v se debe identificar con vl o con v). Al identificar
vg con vy, tg y ty coinciden, por lo tanto esta identificacion no puede
suceder. Al identificar vg con vy, D' deja de ser una variedad pues los
tridngulos tg, t y t), comparten el lado viv).

St identificamos vy con vs los tridngulos to, ts, ty4, ts y te forman una
banda de Moebius, lo cual no puede suceder, pues D es homeomorfa a un
disco, por lo que no puede contener a una banda de Moebius.

Por lo tanto las triangulaciones T y T' no pueden tener la misma matriz
de interseccion, entonces no puede suceder el caso donde los lados vyvh y
vy estén en la frontera de D'.

FEl caso donde los lados vjvy y vjvy estan en la frontera no puede suceder
pues el ciclo de aristas vjvy, vyvy, viv, rodean a la arista vjv| que es parte
de la frontera. Véase Figura 3.13.

FEl caso donde los lados vjvl y vjvy estan en la frontera no puede suceder
pues el ciclo de aristas vyvy, vivy, vV}, vy, Todean a la arista vivy que es
parte de la frontera. Véase Figura 3.135.

Por lo tanto no puede suceder el caso en que una 4 — semirrueda sea mapeada
al seqgundo encaje de la 4 — arracada bajo la funcion p, asi jamds sucede que
una 4 — semirrueda sea mapeada a una 4 — arracada.

. CASO 3

Supongamos que existe vy tal que N(vg) es una b—semirrueda tal que [N (vp)]
es una 5 — arracada.

Digamos que N(vg) consta de los tridngulos: tq, ta,ts, ty y ts con conjun-
tos de vértices V (t1) = {vo,v1,v2}, V(t2) = {vo,v2,v3}, V(t3) = {vo,vs, 04},



66 CAPITULO 3. CARACTERIZACION COMBINATORIA DEL DISCO.

Figura 3.13: Los casos c) y d).

V(ty) = {vo,v,v5} y V(ts) = {vo,vs,v6}, y que [N(vg)| estd conforma-
do por los tridngulos: t\, th, t5, t) y tL con conjuntos de vértices V(t}) =
{vé,vi,vé}, V(t/2> = {vé,vé,vg}, V(té) = {Ué,Ué,Uﬁl}, V(tD = {Uévvﬁlavé} y
V(t5) = {v), v}, vt }. Nuevamente existen dos encages de la 5 — arracada en el
disco Véase Figura 3.14.

’

Vo

Figura 3.14: Primer encaje de la 5—arracada (izquierda). Segundo encaje (derecha).

Ambos encajes son equivalentes pues sabemos por el Teorema de Whitney que
las 4 — arracada formadas por th, t5, t), y ti son equivalentes y para formar
cualquiera de las dos b — arracadas solo debemos anadir a t| de tal forma que
|ty Nty =2 y t| se intersecte en un solo vértice con el resto de los tridngulos.
Las 1inicas configuraciones posibles son los dos encajes mostrados en la Figura

3.1

Dado que vy estd en la frontera de D, pues N(vg) es una semirrueda, sucede
que el triangulo t, tiene el lado vovy, en la frontera de D, de mismo modo, el
triangulo ts tiene el lado vovg en la frontera de D, entonces en D’ los tridngulos
| yty deben tener respectivamente uno de sus lados en la frontera de D' puesto
que My = My, Véase Figura 3.15.

Notemos que en el tridngulo t) el lado vjvy es el unico que no puede estar en
la frontera, de mismo modo para tt el lado vjvy no puede estar en la frontera,
en cualquiera de los dos encajes de la 5 — arracada.
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Fronterade D
:'.;

Figura 3.15: N(vg en D.

Tenemos cuatro distintas posibilidades de parejas de lados de t| y ti que pueden
estar en la frontera de D', esto son: los lados vjvy y vjvl estdn en la frontera
de D', los lados vivy y vivs estdn en la frontera de D', los lados vjv) y vyv)
estan en la frontera de D' y los lados viv) y vjv) estan en la frontera de D'.
Analizaremos cada una de las posibilidades de pares de lados en cada uno de
los encajes de la 5 — arracada en el disco D'.

Primer encaje de la 5-arracada.

FEste encaje no puede suceder pues el tridngulo t| estd rodeado por el ciclo
de aristas vyvy, vivy, viv,, por lo tanto ningin lado de t| puede estar en la
frontera de D'. Véase Figura 3.14.

Segundo encaje de la 5-arracada.

a) Los lados vjv| y vyvl estdn en la frontera de D'. Véase Figura 3.15.

Figura 3.16: Los lados vjv] y vjvs estén en la frontera de D'

Como ¢(N(vg)) no es un disco, entonces tanto T como T" deben constar
de mds de cinco tridngulos, para que T pueda ser la triangulacion de
un disco. Notemos que en T" el lado vjv) no puede estar en la frontera
pues este lado es rodeado por el ciclo de aristas vyvy, vivl, viv,. Entonces
eziste un triangulo ty € A tal que |t; Nt5| = 2 con conjunto de vértices
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V(ts) = {v, v}, v5}. Tomando en cuenta que las matrices de interseccion
de T y T son iguales, entonces debe existir el tridngulo t¢ € A(T) tal
que |t Nts| = 2, el unico lado disponible de t5 para que esta interseccion
suceda es vyvg, por lo tanto V (tg) = {vs,ve, v7}. Las intersecciones de tj
enT' son: |[tgNtL| =2, [tsNt)] = 1, [tgNts] = 1, [tENtL] =1 y [tgnty] =1,
mientras que las intersecciones de tg en T son |tgNits| =2 y [tsNty| = 1.
Véase Figura 3.17.

Figura 3.17: Los tridngulos tg y t5 en Ty 1" respectivamente.

Recordemos que las matrices de interseccion de ambas triangulaciones
deben ser iguales, entonces en T debe suceder que |tgNts| = 1, [tgNta] =1
y |te Nt1| = 1 simultaneamente, pero cumplir estas tres intersecciones no
es posible, pues el unico vértice que pertenece a ty, ty y t3 es vy, entonces
este vértice se tendria que identificar con vy. Al realizar la identificacion
mencionada tg y ts resultan ser el mismo tridngulo. Por lo tanto el lado
UsUg MO puede pertenecer a ningun otro triangulo excepto a ts, entonces
el lado vsvg estd en la frontera de D, es decir ts tiene dos de sus lados
en la frontera de D.

Como My y My deben ser iguales, en T' el triangulo ti debe tener dos
lados en la frontera de D', estos lados son vjvy y vyvy. Recordemos que el
lado v{vy no puede ser parte de la frontera de D' pues existe un ciclo de
aristas que lo rodea. Por lo tanto Mr no puede ser igual a M/.. No puede
suceder el caso en el que los lados vv| y vjvl estén en la frontera de D'.

b) Los lados vivy y vjvs estdn en la frontera de D'. Véase Figura 3.18.

’

Vo

Figura 3.18: Los lados vjv} y vjvl estén en la frontera de D'
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Notamos que el lado vyvy no puede ser parte de la frontera de D' pues es
rodeado por el ciclo de aristas vyvh, vhvl, viv). Este caso no puede suceder,
la justificacion es completamente andloga al caso anterior.

¢) El caso donde los lados vjv] y vyv) estan en la frontera de D' no puede

suceder pues el ciclo de aristas vjvy, vhV y vy Todea a vjvy que es parte
de la frontera de D'. Véase Figura 3.19.

d) El caso donde los lados vivy y vyvy estin en la frontera de D' no puede
- - !, !,/ !,/ !,
suceder pues pues el ciclo de aristas vyvy, vyvy, viv, rodea a vivy que es
parte de la frontera de D'. Véase Figura 3.19.

Figura 3.19: Los casos ¢) y d).

Por lo tanto no puede suceder el caso en que una 5 — semirrueda Sea
mapeada al sequndo encaje de la 5 — arracada bajo la funcion .

Por lo tanto concluimos que no sucede el caso en que una 5 — semirrueda sea
mapeada a una 5 — arracada bajo la funcion .

. CASO 4

Supongamos que eziste vy tal que N(vg) es una 5 — rueda tal que [N (vg)] es
una Banda de Moebius de 5 tridngulos.

La superficie D' es homeomorfa a un disco, la cual se supone que contiene a
©[N(vo)] que es una Banda de Moebius, esto no puede suceder pues la dimen-
sion de D' es 2, mientras que la dimension de encaje de una Banda de Moebius
es 3, es decir la Banda no puede estar contenida en D’.

Concluimos que no puede suceder el caso en el que una 5—rueda sea mapeada a
una Banda de Moebius de cinco triangulos. Y andlogamente, no puede suceder
que una 6 — rueda sea mapeada a una Banda de Moebius de seis triangulos.

. CASO 5

Supongamos que existe vy tal que N(vy) es una 6—semirrueda tal que o[ N (vy)]
es una 6 — arracada.

Digamos que N(vg) consta de los tridngulos: tq, ta,ts, ta, t5 y te con conjun-
tos de vértices V(t1) = {vo,v1,v2}, V(ta) = {vo,v2,v3}, V(ts) = {vo, vs,v4},
V(ts) = {vo,va,vs}, V(ts) = {vo,vs,v6} y V(ts) = {vo, v6,v7} y que ¢[N(vo)]
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consta de los tridangulos: ty, th, t4, t), tL y ty con conjuntos de vértices V (t}) =

{UE)vUi?Ué}? V(tl2> = {Ulg?Ué’/Ué}? V(ﬂ%) = {Uéavéavz,LL V(ﬂ) = {Uéﬂjzlavg}:
V(ts) = {vy, vy, vi} y V(ty) = {v), v}, v5}. Nuevamente existen dos posibles
encajes de la 6 — arracada en el disco D' y Véase Figura 3.20.

Figura 3.20: Primer encaje de la 6 —arracada (izquierda). Segundo encaje (derecha).

Ambos encajes son equivalentes pues en el caso anterior justificamos que los
dos encajes de la b — arracada formada por los tridngulos t}, t, t5, t) y ts
son equivalentes, entonces para formar cualquiera de los dos encajes solo hay
que anadir a ty de tal forma que |ty NtL| = 2 y que ty se intersecte en un solo
vértice con el resto de los triangulos.

Dado que vy estd en la frontera de D, pues N(vg) es una semirrueda, sucede
que el triangulo t, tiene el lado vov, en la frontera de D, de mismo modo, el
triangulo tg tiene el lado vovr en la frontera de D, entonces enT" los tridngulos
| yty deben tener respectivamente uno de sus lados en la frontera de D' puesto
que My = Mypr. Notemos que en el tridngulo t| el lado vjvl es el unico que no
puede estar en la frontera, de mismo modo para ty el lado vivy no puede estar
en la frontera, en cualquiera de los dos encajes de la 6 — arracada.

Tenemos cuatro distintas posibilidades de parejas de lados de t| y tt que pueden
estar en la frontera de D" y estas son: los lados vjv| y vivg en la frontera de D',
los lados vjvy y vjvg en la frontera de D', los lados vivy y vyvg en la frontera
de D' y los lados vivh y vyvg en la frontera de D'.

Notemos que en el primer encaje el tridngulo t| estd rodeado por el ciclo de
aristas vyvh, vivy, vy, por lo tanto, los lados vjvy y vivh no pueden ser parte
de la frontera, por lo tanto ningin caso de parejas de lados de t| y ty pueden
estar en la frontera del disco D'. Véase Figura 3.21.

De manera andloga en el sequndo encaje el tridngulo t; es rodeado por el ciclo
de aristas vjvy, vhvl, vy, por lo tanto, los lados vjvy y vgvy no pueden ser
parte de la frontera, por lo tanto ningun caso de parejas de lados de t| y t
pueden estar en la frontera del disco D'. Véase Figura 3.21.

Por lo tanto concluimos que no sucede el caso en que una 6 — semirrueda sea
mapeada a una 6 — arracada bajo la funcion .
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Figura 3.21: Los lados de ¢ no pueden ser parte de la frontera de D’ en el primer
encaje, mientras en el segundo encaje los lados de t; no pueden pertenecer a la
frontera de D'.

Hemos considerado ya todos los posibles mapeos bajo ¢ de N(vg) cuando es una
rueda y también todos los posibles mapeos bajo ¢ cuando N (vy) es una semirrueda, y
mostramos que el unico caso que puede suceder es cuando todas las ruedas enT" son
mapeadas a ruedas en T y todas las semirruedas en T son mapeadas a semirruedas
enT".

Para este caso, extendimos a la funcion ¢ obtenida de la matriz de interseccion
y construimos una nueva funcion v que va de los vértices T a los vértices de T" que
mapea caras de T en caras de T y que ademds preserva intersecciones de tridngulos,
mostramos que esta funcion 1 mapea caras de T en caras de T’ es decir, que es un
mapeo simplicial y ademds es biyectivo y por lo tanto las triangulaciones T y T' son
1somorfas y combinatoriamente equivalentes.

El Teorema 1 es valido, pues hemos probado que la matriz de interseccion de
una triangulacion finita de un disco caracteriza a la triangulacion salvo isomorfis-
mos. 0
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