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Lo tinico que se necesita es que toméis la decision.
De vosotros depende. . .
llego el final de la Eternidad,

-Y el comienzo del Infinito.

Isaac Asimov, The End of Eternity (1995)

R is like the Sun, and the p-adics are like the stars.
The Sun blocks out the stars during the day,
and humans are asleep at night and don’t see the stars,

even though they are just as important.

Kazuya Kato



Introduccion

El matemaético alemdn KURT HENSEL introdujo los nimeros p-ddicos en Hensel (1897). Su objetivo era
poder disponer de los métodos de las expansiones en series de potencias en la teoria de ndimeros; especifica-
mente al buscar soluciones a ecuaciones diofdnticas. Esta idea surgi6 al observar que los nimeros se comportan
y pueden considerarse como funciones sobre un espacio topoldgico. El campo de los nimeros p-adicos, nos
provee una manera alternativa de hacer Célculo.

El objetivo principal de este trabajo es presentar la construccién y las propiedades basicas del campo de los
numeros p-adicos y el Célculo diferencial en él.

En la primera parte se revisara el concepto de valor absoluto en general. Caracterizaremos un valor absoluto
no arquimediano que induce la ultramétrica que da la estructura de espacio ultramétrico a los nimeros p-adicos.
Definiremos la funcién de valuacién p-adica que define tal valor absoluto.

Recordamos las propiedades de las sucesiones de Cauchy porque los nimeros p-adicos aparecen como
dichas sucesiones.

Mediante el procedimiento de completacion del campo de los nlimeros racionales, usando el valor absoluto
p-adico; obtendremos el campo de los nimeros p-adicos.

Mostramos la aritmética bdsica y la topologia de los nimeros p-ddicos. En el mundo p-ddico, por ejemplo,
todos los “tridngulos™ son isOsceles, las bolas son simultdneamente abiertas y cerradas y cada punto de una
bola puede considerarse como su centro.

El campo de los nimeros p-ddicos es totalmente disconexo, completo con respecto al valor absoluto p-
adico y localmente compacto. Es un espacio topolégico.

Podemos hablar de limites p-adicos; punto de acumulacién; continuidad, funciones continuas y uniforme-
mente continuas y localmente constantes. Revisamos la interpolacién p-adica y las condiciones para que una
funcién de variable p-adica pueda interpolarse. Todo lo cual es tratado en la segunda parte.

Cabe notar que en el contexto p-ddico los teoremas como el del valor medio y el de la funcién inversa no
funcionan. Para tratar de reparar esta situacion se introduce la nocién de funcidn estrictamente diferenciable.

En la tercera parte se desarrolla el concepto clave fundamental para el presente trabajo; la derivada en el
campo de los nimeros p-adicos y sus reglas. Se presentaran las series formales de potencias ademads de las
funciones logaritmo y exponencial p-addicas con sus propiedades.

En la dltima parte se presentardn las antiderivadas p-adicas.

Las referencias bésicas seran Gouvéa (1997), Hensel (1897), Katok (2007), Mahler (1981) y Robert (2000).






Capitulo 1

El campo de los humeros p-adicos Q),

El objetivo de este capitulo es presentar al protagonista de este trabajo; el campo de los niimeros p-ddicos,
Qp- Revisamos el valor absoluto en general; el concepto de valuacion, el valor absoluto p-ddico y el procedi-
miento de completacion que culmina en la definicién precisa del campo Q.

Este campo puede construirse a partir de los nimeros racionales (); como su completacion con respecto a
un valor absoluto. En el caso de Q,, este valor absoluto depende de un niimero primo p, y difiere drdsticamente
del valor absoluto usual utilizado para construir R. Sin embargo, en ambos casos, la completacién produce un
campo normado ya sea R o Q.

1.1. Valores absolutos sobre ()

Empecemos por definir un valor absoluto y exploremos las posibilidades de dicha definicion.

Definicion 1.1.1. Sea IK un campo (ver A.2). Un valor absoluto sobre K es una funcién: |- |: K — R>o que
satisface:

(D |x| =0si,y sélosix=0,
() |xy| = |x||y| para todo x,y € K, y
(D) |x+y| < |x|+ |y| paratodo x,y € KK (desigualdad del tridngulo).
Ejemplo 1.1.1.

1. El valor absoluto trivial estd definido como la funcion | - |yiy: Q — {0, 1} tal que:

0 six=0;
|x|triv =

1 six#0.
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2. El valor absoluto usual (cldsico o al infinito) en el campo () de los nimeros racionales esta definido
como la funcion |- |»: Q — R tal que:

x six>=0;
X|oo =

—x six<0.

Definicién 1.1.2. Diremos que un valor absoluto es no arquimediano si cumple la “desigualdad fuerte del
tridngulo”
e+ y[ < max{|x|,|y[} paratodox,y€ K;

en caso contrario, diremos que es arquimediano.
Ejemplo 1.1.2.

= El valor absoluto trivial es no arquimediano. Ya que; si x =y = 1 entonces
|x+y’triv = |2|triv =1 < 1= méx{l, 1} = méx{‘”triv; |1|triv} = méx{|x‘triw |Y‘triv}~
= FEl valor absoluto usual es arquimediano. En efecto; si x =y = 1 entonces

X+ Y]oo = 2] =2 > 1 =max{1,1} = max{|1|w, | 1]} = max{|x|co, [V]c }-

Observemos que para cualquier valor absoluto sobre un campo KK tenemos:
(@) |1|=|—1/=1.Yaque|l|=|41-£1| =|41|* entonces |+ 1| = 1.
(b) Six e Ky |x"| =1 entonces |x| = 1. Notemos que si A" = 1 entonces, por (a), A = 1.
(¢) |—x| = |x| paratodox € K. Yaque | —x| =|(—1)-x| =1-|x|.

(d) Si K es un campo finito, entonces | - | es trivial. Ya que en un campo finito con g elementos, tenemos que
X7t =1 siempre que x # 0, y aplicando (b) mostramos que cualquier valor absoluto debe ser entonces
trivial.

Diremos que dos valores absolutos |- | y | - |2 definidos sobre el mismo campo KK, son equivalentes si existe
¢ > 0tal que |x|; = |x|5 paratodox € K.

PROPOSICION 1.1.1. Un valor absoluto | -| sobre Q) es no arquimediano si, y sélo si, sup{|n|: n € Z} = 1.

Demostracion. Supongamos que sup{|n|: n € Z} = ¢, con 1 < ¢ < 0. Entonces debe existir m € Z tal que
lm| > 1 implica que |m*| = |m|¥ crece con k, por lo que sup{|n|: n € Z} = co. [ |
COROLARIO 1.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Unvalor absoluto | -| sobre ) es no arquimediano.

(b) |n| < 1, para todo n € Z.
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Demostracion.
Probamos (a) = (b) por induccién:

Sabemos que [1| =1 < 1.

Supongamos que |k| < 1 para todo k € {1,--- ,n— 1}; probemos que |n| < 1:
=1

A partir de la desigualdad |1| =1 < 1y el supuesto de induccidn, tenemos |n| < 1 para todo n € IN. Dado

Observemos que |n| =|(n—1)+ 1| < max{|n—1|,|1

que | —n| = |n|, concluimos que |n| < 1 para todos los enteros n € Z.
Reciprocamente, para (b)) = (a), tenemos que

x+y" = [(x+)"|

£0)r

(&)

n
" <Y Il
k=0

por el teorema del binomio:

(e +3)"| =

ya que (Z) es un entero

ey

n
<)
k=0

ki*b (’Z) dkynk
(&)

et yI" < (n 4 1) [max{]x], [y[}]".

entonces
n

)

k=0

Por lo tanto

Asi, para cada entero n tenemos que
4y < V4 Tmax{|x], |yl }.

Ya que el limite lgn vn+1 =1y haciendo que n tienda a o, obtenemos:
n—oo

x+y| < max{|x|, |y|},

que es la desigualdad fuerte del tridngulo; y, por la definicion 1.1.2, | - | es no arquimediano. |

1.2. Valuaciones

A continuacién mostramos una funcién de valuacion especifica necesaria para definir el valor absoluto
mediante el cual construiremos Q.

Tomemos Q) y elijamos un primo p € Z. Por el teorema fundamental de la Aritmética (Gauss, 1986, teorema
16), cualquier entero n € Z puede ser escrito de manera dnica como n = p'n’, con pfn’.

Dado que v estd determinado por p y n; tiene sentido definir una funcién v,: Q — Z estableciendo v =
vp(n),ie., vp(n) es simplemente la multiplicidad de p visto como un divisor de n. Formalmente:
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Definicién 1.2.1. Dado p un primo; la valuacion p-ddica v,(x): Q — Z U {eo}, es el tnico entero tal que
x = p"?Wx' con pfx’ paratodox € Q*y v, (0) = oo,

Algunos autores definen una valuacion p-ddica' como la funcién dada por
vp: Q = Z U {eo}

X vy (1) = max{n € Z: p"|x} six#0;
S si x = 0 (Convencién).
PROPOSICION 1.2.1. Para todo x,y € Q*, la valuacion p-ddica v, cumple lo siguiente:
L vp(xy) = vp(x) +vp(y).
2. vp(x+y) = min{v,(x),v,(»)}.
Demostracion. Sean x,y € Q*;v,(x) =a,v,(y) =b,x = p*x,y = pby',p)(x',p)/y'

a b 1./ (a-i—b)(

L. xy=p“p°xy =p xy)/ entonces v, (xy) =a+b=v,(x)+v,(y).

2. x+y=p“ +p®y. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a < b, entonces tenemos que
x+y=p* (x’ +p(b_“)y/>.
donde x" + p(b —a) y' puede ser divisible por p; por lo tanto v, (x+y) > p“, entonces
vp(x+y) = min{v,(x),v,(y)}. [ |
Ejemplo 1.2.1. Algunas valuaciones p-adicas:

= 17(98) = 2, dado que 98 se factoriza como 2 - 72

= v13(1963) = 1, dado que 1963 se factoriza como 13! 151.

1 1
" V) (5) = —1, dado que > se factoriza como 271,

1.3. Valor absoluto p-adico

Mostraremos al valor absoluto p-ddico como la funcién crucial del presente trabajo. Con él completaremos
al campo Q) para construir al campo Q. Recordemos que nuestro objetivo principal es mostrar los conceptos
del célculo diferencial en el campo Q,,.

!también llamada valuacién aditiva, orden de x en p o valuacién exponencial p-adica.



1.3. VALOR ABSOLUTO p-ADICO

Definicién 1.3.1. El valor absoluto p-ddico |- |, sobre Q es una funcién |- |,: Q — R tal que:

’x’ _ p_vb(x) Sl X % 0;
p=

0 six=0.

PROPOSICION 1.3.1. El valor absoluto p-ddico, p» es un valor absoluto no arquimediano de Q.
Demostracion. Veamos que | - |, cumple las propiedades de un valor absoluto no arquimediano:

1. |0], = 0; por definicién.

2. |xy|p = p () = p=pFp0) — () =) = |x|p|y|p- Por proposicion 1.2.1 inciso (1).

3. Por la proposicién 1.2.1 inciso (2), tenemos que:

4l = p )
< méx{p_vp(x) , p_VP(y)}

Por lo tanto : |x+y|, = max{|x|,,[y|,}

Observacion 1.3.1. A diferencia de un valor absoluto arquimediano sobre QQ; dados dos nimeros a,b € () con
la|, < |b|,, no podemos encontrar siempre un tercer nimero ¢ € Q tal que |a|, < |c|, < |b|,. En particular |- |,

s6lo toma valores en {p*: k € Z} U {0}, es decir, | - |, tiene imagen discreta.

Ejemplo 1.3.1.

1 1
. Sia:—yb:—2,entoncestenemosquea<b;|a|p:p<p2=]b\pynohayunctalquea<c<by

|a|p < ‘C|p < |b|17-

= El valor absoluto p-adico no respeta el orden usual lineal de Q.
1 1
12|, = 5 < ly 4], = 1< 1; sin embargo, |3|, = 1, ain cuando 2 < 3 < 4.

= Algunos valores absolutos p-adicos:

R A
71, 7, T 128
3.
. |-13.23; = ST Sl N I
1005 100 |5 100 |5 27

« [9!3=19-8-7-6-5-4-3-2|; = ’34.8.7.2.5.4.2‘3:3*4:_

140
. Sioc:ﬁ:22-5-7-3_3-ll_l,tenemos:
1
= — :27 = — = — :11 :1
AP e o3 s os 5 o7 = o 11 y 13



10 CAPITULO 1. EL CAMPO DE LOS NUMEROS p-ADICOS Q,,

TEOREMA 1.3.1 (Férmula del Producto). Para todo x € Q™ , y un niimero primo p:

oo [T Ilp =1

p<e

donde el producto se toma sobre todos los primos p =2,3,5,7,...

Demostracion. De acuerdo al teorema fundamental de la Aritmética podemos escribir cualquier entero positivo
nen la forman=p{'-...- pzk donde p; son niimeros primos distintos. Si ¢ es algiin nimero primo, g # p;
entonces x|, = 1, asf el producto infinito Hp < |X|p contiene s6lo una cantidad finita de términos diferentes
de uno. Al multiplicar |x|. y |x|p, = p; “ obtenemos el resultado deseado. Por la propiedad multiplicativa del
valor absoluto, la férmula del producto es vélida para cualquier nimero racional diferente de cero. |

1
COROLARIO 1.3.1. Para cualquier niimero primo p 'y cualquier n € IN,|n|, > —.
n

Demostracion. Al combinar la formula del producto y el hecho de que para cada nimero primo ¢, |n|, < 1
(corolario 1.1.1) obtenemos

|”’°°H‘”|q:1
q
n-lnlp IT Inlg=1

P9F#DP

Esta férmula establece una relacion cercana entre los valores absolutos de Q); por ejemplo, dice que si
conocemos todos, excepto uno de los valores absolutos de un nimero x € Q), entonces podemos determinar el
que falta. >

Mayores detalles sobre lo visto en esta seccion pueden encontrarse en Murty (2008).

1.4. Completaciones

El campo de los niimeros reales R se obtiene a partir de los racionales () mediante un procedimiento
llamado completacion. El cual puede aplicarse a cualquier espacio métrico (Katok, 2007, teorema 1.1).

El campo Q) de los niimeros p-ddicos puede construirse a partir del campo Q de la misma manera. La
clave para esto es remplazar el valor absoluto ordinario por el valor absoluto p-adico |- |, con respecto al cual,
la serie que representa a un nimero p-adico converge. Los niimeros p-adicos aparecen de modo usual como
sucesiones de Cauchy de nimeros racionales. Esta aproximacion fue propuesta por el matemdtico hingaro
JOZSEF KURSCHAK (1864-1933).

Recordatorio de analisis.

2Esto es itil para definir el anillo de adeles (véase (Goldfeld and Hundley, 2011, pp. 7)) asociados al campo Q, que es una pieza
clave en la teorfa de nimeros moderna. Este punto esta fuera del alcance del presente trabajo.
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Definicion 1.4.1. Sean K un campo y |- | un valor absoluto sobre IK. Una sucesion {a,} en K se dice que es:
» Acotada si existe una constante C > 0 tal que |a,| < C para todo n;
» Nula si lim |a,| =0, i.e., para cualquier ¢ > 0 hay un N tal que para todo n > N, |a,| < ¢;
n—yoo

» De Cauchy si lim |a, —ay| =0, i.e., para todo ¢ > 0 hay un N tal que para todos n,m > N tenemos
n,m—o0

lan — am| < €;

» Convergente a a € K (escribimos 1im a, = a) si lim |a, —a| =0, i.e., para todo ¢ > 0 hay un N tal que
n—yoo n—yoo

para todon > N, |a, —al < €.

Empecemos por discutir las sucesiones de Cauchy en un campo K.

Un campo KK se llama completo con respecto a | - | si para toda sucesién de Cauchy {x,} con elementos en
K se cumple que lim {x,} € K.
n—oo

LEMA 1.4.1. Una sucesion {x,} de niimeros racionales es una sucesion de Cauchy respecto a un valor abso-
luto no arquimediano |- |, si im |x,41 — x|, = 0.
n—eo

Demostracion.

‘xm _xn’p = |xn+r_xn|p

< Xntr = Xnr—1 F Xngr—1 = Xntr—2 + Xntr—2 = Xpr—3 + - F Xng 1 — Xulp
< mé.x{ ’xn—l—r — Xn+r—1 ‘pa |xn+r—l - xn—i—r—Z‘pa |xn+r—2 — Xn+r-3 ‘pa ) ‘xn+1 - xn|p}
<max{p ", p ", p",...,p"}
<p™”
Por lo tanto lim X — Xn|p = Jf_r}l;lop_n =0 n

LEMA 1.4.2. Q no es completo con respecto a | - | .

Demostracion. Necesitamos construir una sucesiéon de Cauchy en () que no tenga un limite en (). Para ello
s6lo requerimos encontrar una cadena de soluciones médulo p" de una ecuacién que no tenga solucién en Q.
Supongamos que p # 2 es un nimero primo. Elegimos un entero a € Z tal que:

= ano es un cuadrado en Q;

= p no divide a a;

= g es un residuo cuadritico médulo p, i.e., la congruencia ** = a méd p tiene una solucion.
Ahora construimos la sucesion de Cauchy:

= Elegimos xo que sea cualquier solucién de x% =a mdd p;

s Elegimos x; tal que x; =xp mod py x% =améd p?;
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= En general, elegimos x,, tal que

Xp =Xp_gméd p*y  x2=x,_ méd p"tl.

Cuando p # 2 tales sucesiones existen siempre que el elemento inicial xy exista. Ahora verifiquemos que
efectivamente es una sucesion de Cauchy:
De la construccién tenemos que

X1 — 20| = (AP < p~ Y 0

por lo tanto, por el lema 1.4.1, la sucesion {x, } es de Cauchy.
Por otro lado,

n+1)

2 —al = up" | < p~ D 0.

Asi que, si existiera el limite, tendria que ser una raiz cuadrada de a. Dado que a no es un cuadrado, no puede
haber tal limite, lo cual muestra que Q no es completo respecto a | - | . |

Por lo tanto necesitamos completar a ().

TEOREMA 1.4.1. Si 6,(Q) es el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de Q , i.e.,
6,(Q) = {{x,,}: {xn} es una sucesion de Cauchy con respecto a |- ]p},

entonces ((6 »(Q),+, ) tiene una estructura de anillo con unidad, donde
a) La suma estd dada por {x,} + {yn} = {xn +yn},
b) El producto estd dado por {x,}{yn} = {xnyn} y
¢) La unidad es la sucesion 1 ={1,1,...}
Lo cual se sigue de la suma y el producto en Q).

Demostracion. Primero probemos que la suma y el producto de dos sucesiones de Cauchy es también de
Cauchy: Sean {x},{y} € 6,(Q) y € > 0. Elijamos N tal que |x, — X,,| < 5 para n,m > N. Elijamos N, tal que
|Vn —Ym| < 5 para n,m > N,. Entonces, para N = max{Ny, N}, tenemos

€

2~ %

€
| (en +Yn) = (om +Ym) | p < X0 — X p + Y0 — Ymlp < 5"’

paran,m > N. Asi, la suma de dos sucesiones de Cauchy es también de Cauchy.

Ahora sea K tal que |x,|, < K, |yn|p < K para todo n (esto es claro a partir de la propiedad de Cauchy).
Luego, dado ¢ > 0, elegimos M tal que para todo n,m > M, tenemos |x, — x| < 5. Sea M tal que |y, —
Ym|p < 5% para todo n,m > M. Para M = max{M;,M>} y n,m > M, tenemos

€ €
s +t5=¢

|xnyn _xmym|p < |xn|p|yn_ym|p+ |ym|p|xm_xn|p < 7 TH ™

Asi, el producto de dos sucesiones de Cauchy es también de Cauchy. Por lo tanto 6 ,(Q) es cerrado bajo sumas
y productos. Los otros axiomas de anillo se siguen de la suma y el producto en ):
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1. Asociatividad con respecto a la suma:
{0} + () +{za}) = Lo} + {n+ 20} = Poa+ 30+ 20} = {00+ 0} +{za} = ({0 +ya}) +H{za}-
2. Neutro para la suma. Sea 0 = {0} = {0,0,...}:
{20} +0={x,} +{0} = {x, +0} = {x,} = {0+ x.} = {0} + {x,} =0+ {x,.}.
3. La unidad para el producto. Sea1 = {1} = {1,1,...}

(o H1} = {oon -1} = {a} = {12} = {1}{x ]}

1
4. Tnverso para el producto. Si {x,} # {0}, entonces {x,} ' = {— }:
Xn

G = L= {2 == {2 {2 ) = ),

5. Distributividad:
{xn} ({yn} + {Zn}> = {xn}{Yn +Zn} = {xn ()’n +Zn)} = {xn)’n +ann} = {ann} + {ann}-

Por lo tanto (€,(Q),+,-) es un anillo con unidad. [ |

La suma y el producto de dos sucesiones nulas es una sucesion nula. Es claro que dada una sucesién nula
{xn} y una sucesién de Cauchy {y,} € 6,(Q),{x,}{y.} es una sucesién nula. Por lo tanto el conjunto de las
sucesiones nulas

Ny (Q) = {{xn}: Xo— 0,1 — oo} - {{xn}: lim [x, |, = o}

forma un ideal (véase A.2) de 6€,(Q).
Para x € Q, la sucesién {x} = {x,x,...} es ciertamente la sucesién constante de Cauchy asociada a x.

LEMA 1.4.3. La aplicacion que envia x a la sucesion {x} es una inclusion de Q en 6,(Q).

Demostracion. Sea i: () — €,(Q) definida por i(x) = {x}. i es un homomorfismo de anillos. Usemos el
teorema 1.4.1 para x,y elementos de Q),

s i(cx) = {ex} = efx} = ci(x) paratodo ¢ € Q.
w il ty) = {x+y} = {x} +{y} = ilx) +iy).
Veamos que el homomorfismo i es una inclusion. Para esto:
keri = {x € Q: i(x) =0} = {x € Q: {x} =0} = {0} =0.

Asi concluimos que i es inyectiva y por tanto, una inclusion. |
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Diferentes sucesiones de Cauchy pueden tener el mismo limite. Por lo que tenemos que eliminar esta
ambigiiedad.

LEMA 1.4.4. N,(Q) es un ideal méximo (ver A.2) de 6,(Q).

Demostracion. Sea {x,} € ‘€,(Q) tal que {x,} ¢ N,(Q). Sea . el ideal generado (ver A.2) por {x,} y N,(Q).
Por demostrar .¥ = 6€,(Q).
Veamos que {1} € .9 ya que cualquier ideal que contiene a la unidad, debe contener el anillo completo.
Dado que {x,} no tiende a 0 y es sucesién de Cauchy; eventualmente debe estar lejos de cero, esto es, debe

existir un ndmero ¢ > 0 y un entero N tal que |x,| > ¢ > 0 siempre que n > N. En particular x,, # 0 paran > N.

Podemos definir una nueva sucesion {y, } estableciendoy, =0sin <Nyy, = xl,, sin>N.
Verifiquemos que {y,} es una sucesién de Cauchy:

Sin > N tenemos

1 1

_ |xn+l _xn| < |xn+1 _xn’

< 5 tiende a O
’xnxn—H | c

‘yn+l - yn’ =

Xn+1 Xn

Por lo tanto, {y,} € €,(Q) porque |- | es no arquimediano.
Notemos que:
0 sin<N;
XnYn =
1 sin>=N
Es decir, {x,}{y,} =0,0,...,0,1,1,1,...
—_———— ——
nim finito  ndm infinito
{1} =1,1,...entonces {1} — {x, }{yn} € N,»(Q) porlo que {1} = {x,}{yn}; porlotanto {1} € .9. Entonces
9 =6,(Q).Y por lo tanto .N,(Q) es un ideal maximo. [ |

Como N, (Q) es ideal maximo de 6,(Q) entonces 6,(Q)/N,(Q) es campo (lema A.2.1).

Definicién 1.4.2. El campo de los niimeros p-ddicos Q, se define como el cociente

Qp =6,(Q)/Np(Q).

Observemos que dos sucesiones constantes diferentes nunca difieren por un elemento de N,(Q) (su di-
ferencia es justo otra sucesion constante), entonces la inclusion Q — 6,(Q) — Q, se preserva al pasar al
cociente, la cual envia a x € Q a la clase de equivalencia de la sucesién constante {x}. Es decir, se tiene la
inclusién Q — Q.

Ahora vamos a mostrar otras formas equivalente de construir a los nimeros p-adicos.

Sea p € N un primo. Mostraremos que el campo de los numeros p-adicos es equivalente a la completacion
de Q con respecto a | - |, y sus elementos son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy. Paraun a € Q),
y una sucesion de Cauchy {a,} representando a a, definimos el valor absoluto de @ como |a|, = r}grolo |an] p.-

LEMA 1.4.5. Sea {x,} € €,(Q),{xn} ¢ N,(Q). La sucesion de niimeros reales {|x,|,} es eventualmente

estacionaria, i.e. existe un entero N tal que |x,|, = |Xu|, siempre que m,n > N.



1.4. COMPLETACIONES 15

Demostracion. Dado que {x,} es sucesion de Cauchy que no tiende a cero, podemos encontrar ¢ y N tal que,
n > N; implica |x,|, > ¢ > 0.

Por otro lado, hay otro entero N, para el que n,m > N, implica |x, — x| < c.

Se quiere que ambas condiciones sean verdaderas al unisono, asi que se establece N = max{N;,N;}. En-
tonces se tiene que n,m > N implica |x, — x| < max{|x,|,|xn|}, de donde |x,| = |x,| por la propiedad no
arquimediana. |

Notamos que el valor absoluto p-ddico de x € ), s6lo toma valores en { Pk ke z). Si x| p= P40
entonces, por el lema 1.4.5, para cada sucesién de Cauchy que represente a x hay un N tal que |x,|, = i para
n>N.

LEMA 1.4.6. Sea x € Q con |x|, < 1. Entonces, para cualquier i hay un tinico entero « € {0,1,. ., p =1} tal
SPp
p ~

—i

que |x —
.. a . .
Demostracion. Sea b con a, b primos relativos. Dado que

Vp (“)+Vp (b) < 1

|x|p:P )

tenemos que v,(b) =0, esto es, by p' son primos relativos para cualquier i. Podemos entonces encontrar
enteros m y n tales que np' +mb = 1. Para & = am tenemos

| — x]p—)am—— _‘b‘ lmb—1|,
< |mb—1], = |”P p= |”|pp_i
<p™’

Hay exactamente un mdltiplo cp’ de p' tal que cp' + « € {0,1,..., = 1}y se tiene

lcp' + o — x|, < max{|oc— x|, [cp'],} <méx{p~\,p '} =p". |

PROPOSICION 1.4.1. Sea x € Q con |x|, < 1. Entonces hay exactamente una sucesion de Cauchy {x,} que
representa a x, tal que, para cualquier i:

1. 0<x < pi;
2. Xi = Xi+1 moéd pi.

Demostracion. Sea {c,} una sucesién de Cauchy que representa a x. Dado que |c,|, tiende a |x|, < 1, hay un N
tal que |c,|, < 1 para cualquier n > N. Mediante el remplazo de los primeros N elementos se puede encontrar
una sucesion de Cauchy equivalente tal que |b,|, < 1 para cualquler n.

Ahora, para cada j =1,2,...,sea N(j) = jy |bi — by|p < ,para todo i,i’ > N(j). Del lema 1.4.6, se
sabe que para cualquier J se pueden encontrar enteros x; € {0, 1 Lp —11H0<x; < p’ (condicién de x) tal

que |x; —by(j)lp <
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Estos x; también satisfacen la condicién (2.); en efecto:

X1 = Xjlp = X1 = Bn(is1) T Bag+1) — b)) — Xilp
< max{|xj11 = by(js1)|ps [Ba(j+1) = B lps [Pa) —*ilp}
<méx{p~/ 1, pI,pI}

Esta sucesion es equivalente a {b, }; si para cualquier j se toma i > N(})

|xi = bilp = [xi = xj+xj — b(j) + b(j) = bilp
< max{|x; — x;|p, [x; = by (j)|ps [y () — bil p}
<mix{p~/,p~/,p 7’}
= p_J
Asi,
Ahora, para mostrar la unicidad: Sea {d,} otra sucesién de Cauchy satisfaciendo las condiciones del lema

x; — b;|, tiende a 0 cuando i tiende a oo.

1.4.6 y la condicién (2.) y sea {x,} # {dn}; esto es, para algin iy, x;, # d;,. Dado que x;, y dj, estan entre 0
y pio; X, # dj, méd pio. A partir de la condicién (2.) tenemos, para i > io,X; = x;, 7 d;, = d; m6d pio, esto es
x; % d; méd p y por lo tanto |x; —d;| > p~ y entonces no converge a cero y {x,} y {d,,} no serian equivalentes
(lo que es una contradiccién). |

Para x € Q, con |x|, < 1 se puede escribir la sucesién de Cauchy {x,} que representa a x a partir de la

proposicién previa como:

xi=do+dip+---+dip!

parad; € {0,1,...,p— 1} y x estd representado por la serie convergente
x=Y dip', (1.1)
i=0

la cual puede pensarse como un niimero escrito en base p que al extenderlo queda
x=-dy--didy.

Six € Q, con |x|, = p™ > 1 entonces x' = xp™ satisface |[x'|, = p”"p~" = 1 y podemos escribir entonces
x=xXp"=p"Y ap'=Y dp
i=0 i=—m

cond_,, = co # 0,x se convierte en una fraccién en base p con un nimero finito de digitos después del punto
y que extiende infinitamente a la izquierda

x=-dy--dydy.d_1d_n-d_p.
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Este modo de escribir x € (), como un niimero escrito en base p que se mantiene expandiéndose a la izquierda
se llama expansion p-ddica de x. Parad; € {0,1,...,p— 1},

cedy-dydy si x|, < 1;
X =

coodyodidyd_d_p---d_y,  S1 ’X’p > 1 yd,m 750

Asi tenemos que:

Qp:{ i d,-p":d,-ez}.

i=—m

PROPOSICION 1.4.2. Seand_,, # 0y 0 < d; < p enteros. Entonces las sumas parciales de la serie
x=d_,p " +d7,n+1p_m+1 +--- —|—d71p_1 —|—d0—|—d1p—|—d2p2 +---
forman una sucesion de Cauchy y por lo tanto x es un elemento de Q.

Demostracién. Sea € > 0. Entonces podemos encontrar N € IN tal que p~~ < ¢, y para n,k > N, sin pérdida
de generalidad k > n; se tiene:

k .
=) ap

i=n+1

k ) n ]
Y, dip'— | Y dip'

i=—m i=—m

< méx{|dus1lp,- -, |dep"[p}

<p ™

Entonces

k n
Z dipi— Z dipi <E |

i=—m i=—m

1.5. Caracterizaciones de (),

Hay diferentes maneras de caracterizar a (); a continuacién esbozamos dos de ellas.

1. Como limites proyectivos (también 1lamados limites inversos): Para cadan > 1, A, = Z/p"Z. es el anillo
de clases de enteros méd p". Un elemento de A, define, por multiplicacién por p, un elemento de A,,_1;
asf obtenemos un homomorfismo ¢, : A, — A,,_1, cuyo nucleo es p”_lAn. Es decir:

On:Z)p" 7 — 7./ p" 7

La sucesion
oA A — . A= A
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forma un sistema proyectivo indexado por los enteros positivos. Entonces el anillo de los enteros p-adicos
Z,, es el limite proyectivo del sistema (A, )

Zy=limZ/p'Z

Un elemento de Z, = lim(A,, ¢,) es una sucesion x = {...,X,,..., X1} con x, € A, ¥ Pp(Xn) = X1 si
F

n > 2. La suma y el producto en Z, se definen coordenada a coordenada. Observemos que Z, es un

subanillo del producto Hn>1A"'

Si damos a A, la fopologia discreta’® y a Hn>1An, la topologia product04, el anillo Z, hereda una
topologia que lo convierte en espacio compacto (dado que es un cerrado en un producto de espacios
compactos). Finalmente, el campo de los nimeros p-ddicos Q, es el campo de fracciones (Dummit,
2004, 7.5) del anillo Z,:

Qp = Frac(Z,) = 7' Z,,

donde S es el conjunto multiplicativo Z, \ {0}.

Para mas detalles véase Serre (1973).

2. Como series de potencias: Si p es un nimero primo fijo. Un entero p-adico es una serie formal infinita
f= a0+a1p+a2p2—|—--- donde 0 < @; < p, paratodoi=0,1,2,...
El conjunto de los enteros p-adicos es Z,,.
Cada f € Z,, define una sucesion de clases residuales
s, =fmod p" €Z/p"Z, n=1.2,...,
Si ag,ay,az,... €4{0,1,...,p— 1} son coeficientes tnicos, la sucesién de nimeros
Sp=dao+ap+ap*+--+ap 1 p"', n=1.2,...,

define el entero p-adico y su expansion p-ddica es

ayp’ € Zy.
v=0
Si p esun primo, m € Z'y 0 < ay < p llamamos niimero p-ddico a:

Y awp’=a_wp "+ tap +agtapt-.

V=—m

Para mas detalles sobre lo tratado en esta seccidon véase Deitmar (2010) y Neukirch (1999).

3Si X es un conjunto, T = 2% es la topologia discreta, i.e., consideramos cualquier subconjunto de X como un conjunto abierto.
Es equivalente a declarar que cada punto x pertenece X un subconjunto abierto.

“La topologia producto (de Tychonoff ) sobre HXi se obtiene tomando como base conjuntos abiertos de la forma HU,-, donde
U; C X; (i finito).
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1.6. Calculos aritméticos en Q,

Notemos que todo entero positivo admite un desarrollo p-ddico, con p un primo (escritura en base p).
Veamos algunos calculos numéricos.

Ejemplo 1.6.1.

» Para los enteros negativos: expresemos —1 en Q:

—1=(p-1)-p
=(p-D+[p—1—-plp
=(p—D)+(p—1)p+p’
=(p—D)+(p-Dp+[(p—1)—plp°
=(p—-1)+(p—Dp+(p-1)p*—p’

Por lo tanto,

: 2 : :
= Para ndmeros racionales: expresemos 3 en Qs: Con my =2,n =3y p =15 construimos la sucesién de
m;y a;:
my = aoh +mp,
2 =3ag+ 5my,

ap =4, m;= -2,

mp =an+myp,
—2=3a;+5my

ar=1, mpy=-—1,

my = an-+mzp,
—1=3a,+5m;

a =3, m3=-2.

Tenemos m3 = m asi que tendremos un periodo de longitud 2 después del rango 1. Por lo tanto

%:...31314.
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La mecénica de suma, resta, producto y divisién de nimeros p-adicos es muy parecida a las operaciones
correspondientes sobre decimales. La unica diferencia es que el “acarreo", (el “llevar”, la “multiplicacién
larga”) va de izquierda a derecha en lugar de derecha a izquierda. Aqui hay unos ejemplos en Q7:

1. Una suma:

2x 7' 4+0x 7043 x T +2x 72 4
AT OO 45T H 1T+
5xT7T M +0x 7041 x 7 +4x72 4

2. Un producto:

3xTO4+6xT+2xT>+--
AT 4S5 THIXT>+--
S5xT0+4xT+4xT?+--
IXT+4xT 4
374
S5xTV4+5xT+4x7>+ -

1
3. Expresemos —5 en Qs:

561
A partir de 5% =1 méd 7 (Fermat), y (7—) = 2232, tenemos
1 2232
7 1-5°
2+1-5+4.5742.5%+3.5

1—56
— (21423)(1+5% 452 +...)
— 214230 214230 214230 214230. ..
=3+3.5140.524+2.53+...

Por lo tanto: — % = 330214 230214 230214 230214 230214 ...
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4. Una divisién en Q7:

5.7 41-7+6-7%--

345741724 ) 1+ 2.7+ 4.7% 4.

I+ 67+ 1-7% +--

3.7+ 2.7 4.

3.7+ 5.7 4.

4.7 ...

4.7 ...

5. Calculemos V6 en Qs:

Queremos encontrar una sucesion de digitos 5-adicos ag,ay,..., 0 < a; <4 tales que

(ap+ay-54+ar-5>+---)2=1+1-5
De lo anterior obtenemos ag =1 mdd 5; lo que implica que ag = 1.
Si ag = 1, entonces
2a1-5=1-5mdd 52; entonces 2a; = 1 mod 5; entonces a; = 3
En el siguiente paso tenemos:
141-5=(143-54a,-5°) = 1+1-5+2a,-5 mod 5°,

lo cual implica que 2a; =0 mdéd 5y, por tanto, a; = 0.

Asi, obtenemos la serie
a=1+3-5+0-5+--.

donde cada a; después de ag estd determinado de manera Unica.

Si elegimos ag = 4, entonces obtenemos la solucion
—a=4+1-54+4.5240-5+...
Lo cual indica que a € Q) siempre tiene exactamente dos raices cuadradas en @), si tiene alguna.

6. Tratemos de calcular v/7 en Qs:

Si tenemos
(a0+a1-5+a2-52+---)2:2+1-5

seguimos que a% =2 mdd 5. Al verificar los posibles valores de ag = 1,2,3,4; vemos que es imposible.
Es decir, 7 no tiene raiz cuadrada en Q5.
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7. Calculo de v —1 en Qs:
Buscamos v —1|q, = Z a;5 con 0 < q; < 4.

i=0
<Za,~5i> X (ZaiSi) =-1
i>0 i>0

a% + (2aoa1)5 + (a% + 2a2a0)52 4+ =—1.

Debemos tener

es decir:

Lo que da las siguientes condiciones:

a3 =—1(5),
a3+ (2apay)5 = —1(5%),
a3+ (2apar)5 + (at +2azag)5* = —1(5°),

0, para los primeros 3 coeficientes (ag,aj,az) € [0,4]:

a(Z) = _1(5)7
a3+ 10apa; = —1(25),
ad + 10aga; +25a3 + 50azag = —1(125),

a(z)E _1(5)7
a3+ 10apa; = —1(25),
(ag +5ay)* + 50apa; = —1(125).

Calculamos los valores de a(z) en Z/5Z7:

asique ap =2 o ap = 3.
(a) Consideremos el caso ag = 2. Para encontrar a; resolvemos:

a3 + 10aga; = —1(25),
44 20a; = —1(25)
20a; = —5(25).

Calculamos los valores de 20a; en Z/257.:
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ap (01 ]2 3|4
20a; |0 {20 15]{10 |5

hay una tnica solucién a; = 1. Para encontrar a; resolvemos:
(ag+5ay)* + 50apa; = —1(125),
(2+5)*+100a; = —1(125)
100a; = —50(125).
Calculamos los valores de 100a; en Z/1257.:

ar 0] 1 2134
100ay | 0| 100 | 75 | 50 | 25

s .z / . .
hay una tnica solucion a; = 1. Mostremos que los a;s son soluciones del sistema

(ao+5ai + -+ 55 2a;_»)? +2(5* Napar_, = —1(5),  paratodo k > 1. (1.2)
2
Sabemos que <Z a,) =-1lo Z ( Z aiaj> 5% = —1; asi que tenemos las relaciones:
i=0 s=0 \i+j=s

S_fl< Yy a,~a,~> 5'=-1(5"), k>1.

s=0 \i+j=s

Por otro lado, tenemos que

(ap+5a;+---+ Sk_zak_z)z = Z aiajSiJrj,
2(k—2)
= Z Z a;a; Ss,
s=0 i+j=s
(i) <k=2

k-1
Y| Y aa;|5 medst,
s=0

i+j=s
k—1
= Y aiaj | 5° —2apa;_15*"" méd 5,
s=0 \i+j=s

= —1 —2apax_; méd 5*.
lo que prueba la afirmacién. Mostremos que el sistema (1.2) tiene solucién tnica {ay } re, dados ag
y a;. Dicho sistema es equivalente a :

(a0 +5a1+- - +5ar_3)* + (5 P 2)?

+2(ap+5a; + -+ 5B _3) (5 2ar_y) + 2(55 Hapar_; = —1(5%),
para todo k > 1.
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Si, y s6lo si [con Sx_1 =2(aj + -+ 5 2ar_3)ar_2]
—1+5518 1 —2(55 ) agar—r + 2(a0) (55 2ar_») + 2(5* HNapar_, = —1(5%), paratodo k > 1

si, y solo si, —1 +51s, —2(5k_1)a0ak,1 = —1(5"), para todo k > 1.

Esto nos lleva a solucionar las ecuaciones lineales parak =1,... con X = a;_1:
SIS 1 —2(55 Dagx = 0(5%).
Paracadak > 1,si «x =2agy 3 = Sk_1, ax_1 es solucion de

oX+B=0, XeZ/5Z.

tiene solucién tdnica porque Z /57 es un campo y « # 0. Esta es X = —% Asi que, al resolver
recursivamente las ecuaciones lineales para todos los valores de k, obtenemos la solucién Unica

{ai}ren:

Vg = ...212.

(b) El mismo proceso en (a) se aplica para encontrar la Unica raiz cuadrada de —1 en Qs cuando ay = 3.

Observacion 1.6.1. La existencia v/a ’Qp depende del valor de a € Q,, y del primo p. Hay raices cuadradas en
algin Q,, que no estdn en R y viceversa .

1.7. Topologia de Q,

Un punto importante de un valor absoluto es que nos proporciona una nocién de “tamafio”. Y podemos
medir distancias entre ndmeros al dotar a nuestro campo de una métrica. Con ello podemos definir conjuntos
abiertos y cerrados y asi determinar la fopologia del campo.

Definiciéon 1.7.1. Sea K un campo, |- | un valor absoluto en K. La funcién distancia o métrica inducida por el
valor absoluto es la funcién d(x,y), entre dos elementos x,y € IK dada por:

d: KxK—=Rso ; dxy) =|x—yl.
La cual cumple las siguientes propiedades para cualesquiera x, y,z € KK:
1. d(x,y) 20, d(x,y)=0si,ysblosi,x=y.
2. d(x,y) =d(y,x).
3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdad del tridngulo) .

Asi, (IK,d (x,y)) €s un espacio métrico.

Todo valor absoluto | - | induce una métrica sobre KK 1o que nos permite referirnos al campo normado (I, | - |)

COmo un espacio métrico.
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Observacion 1.7.1. A la métrica inducida por un valor absoluto no arquimediano se le llama ultramétrica y al
correspondiente espacio, espacio ultramétrico.

Definicion 1.7.2. Sean (X,d;) y (Y,d») dos espacios métricos. Una funcién f de X en Y.

= f es continua en el punto a € X si para cada ¢ > 0 existe un & > 0 tal que d»(f(x), f(a)) < ¢ siempre
que d; (x,a) < O.

= f es continua si es continua en cada punto de su dominio.
= f es continua en un subconjunto A de su dominio si la funcién restringida f|4 es continua.
Definicion 1.7.3. Sea X un conjunto:
1. Una fopologia en X es una coleccion T de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:
a)detyXerT.
n
b) SiV;etparai=1,2,...,nentonces ﬂVi €T.

i=1

¢) Si {V;} es una coleccién arbitraria de elementos de T (finita, numerable o no numerable), entonces
Uvaer
X

2. Si T es una topologia en X, entonces se dice que X es un espacio topolégico, y los elementos de T se
denominan conjuntos abiertos en X .

Observacion 1.7.2.

1. Al fijar xo,yo € K para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que siempre que d(x,x9) < &y d(y,yo) < 0, tenemos
que d(x+y,x0+ o) < €. Es decir, la suma es una funcién continua.

2. Fijemos xp,yo € KK. Para todo ¢ > 0, existe & > 0 tal que siempre que d(x,xp) < 0y d(y,y0) < d, tenemos
que d(xy,xpyo) < €. Es decir, la multiplicacion es una funcién continua.

3. Fijemos xq € K, xp # 0. Para todo ¢ > 0, existe & > 0 tal que siempre que d(x,xp) < 8, tenemos que x 7# 0

yd ()—IC, xio) < ¢. Es decir, tomar inversos es una funcién continua.

Esto muestra que la métrica d(x,y) convierte a I en un campo topoldgico. El hecho de que un valor
absoluto sea no arquimediano puede expresarse en términos de la métrica:

LEMA 1.7.1. Sea |- | un valor absoluto en el campo K. Entonces |- | es no arquimediano si, y sélo si, para
todo x,y,7z € KK, se cumple la desigualdad ultramétrica:

d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y) }.
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Demostracion. Sean x,y, z € IK, entonces podemos escribir |x—y| = [x—z+z—y|, luego [x—y| = |[(x—z) + (z—
y)|; por la propiedad no arquimediana: |x — y| < max{|x —z|,|z—y|}; entonces d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}.
Reciprocamente: Supongamos que se cumple d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}; sin pérdida de generalidad
seany =y;,z=0. Entonces la desigualdad es d(x, —y;) < max{d(x,0),d(0,—y;)}. De ahi |x+y| < max{|x|, |y |}
que es la propiedad no arquimediana. Entonces | - | es un valor absoluto no arquimediano. |

Los espacios ultramétricos tienen propiedades curiosas, y las exploraremos en el resto de esta seccion. El
punto principal es que una vez que tenemos una manera de medir distancias; podemos hacer geometria. Dado
que nuestro modo de medir distancias es un poco extrafio, la geometria es también algo extrafia. (Khrennikov
and Nilson, 2004, cap. 2).

LEMA 1.7.2 (Principio de dominacién ). Sea K un campo y sea |- | un valor absoluto no arquimediano en K.
Six,y€Kylx| #y

R entonces
lx+y| = max{|x],[y|}

Demostracion. Intercambiando x y y si fuera necesario; podemos suponer que |x| > |y|.
Sabemos que
e+ y| < max{|x], [y[}| = [x].

Por otro lado, x = (x+y) —y, asi que
| < max{e+yl, [y[}-
Dado que sabemos que |x| > |y|, esta desigualdad se cumple sélo si
max{|x+yl, [y[} = [x+y.

Esto da la desigualdad inversa |x| < |x+y|, y de ella, al usar la primera desigualdad, concluimos que
e = e+ 1. m

El siguiente resultado es importante de aqui en adelante:
COROLARIO 1.7.1. En un espacio ultramétrico, todos los “tridngulos” son isdsceles.

Demostracion. Sean x,y y z elementos de un espacio ultramétrico (los vértices de nuestro “tridngulo”). Las
longitudes de los lados del “tridngulo” son las distancias

dix,y)=lx—ylp; dy,z)=y—zlp; dxz)=[x—zp.

Como (x—y)+ (y—z) = (x —z). Entonces por el lema 1.7.2 tenemos que si |x —y|, # |y —z|,, entonces
|x —z|, es igual al mayor de los dos. Por lo tanto, en cualquier caso, dos de los “lados” son iguales. De ahi que
todo tridngulo sea isdsceles en el mundo no arquimediano. |

Este es un resultado mds bien poco intuitivo. El trasfondo es el siguiente: veamos el caso donde x,y € Z.
Digamos que v, (x) =ny v,(y) = m, asi que

x=px's  y=p™,;  ply.
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traduciendo a valores absolutos, tenemos

n

|x|p:P_ y |)’|p:P

—m

Tenemos |x|, > |y|, cuando n < m; digamos que m = n+ ¢, con ¢ > 0. Entonces

x+y :pnxl+pn+syl :pn(xl_’_psyl).

—n

Ahora, dado que pfx’, tenemos pJ(x'+ py'), y por lo tanto v, (x+y) = n lo que significa que |x+y|, =p~" =
x|, como establece el lema 1.7.2.
Por otro lado, supongamos que |x|, = |y|,; es decir, n = m. Entonces tenemos

x+y=p'('+y)

con pfx'y p/y y es perfectamente posible que p|(x' +3'). Si es asi, lo mds que podemos decir es que
vp(x+y) = n=min{v,(x),v,(y)}, lo cual se traduce como

|x+)’|p < méx{|x|p, |}’|p}: |x|p = |y|p-

Notamos que, en cualquier caso, dos de los tres valores absolutos |x|,,|y|, y |x+y|, son iguales.
Observemos que en los espacios métricos, mds importantes que los tridngulos, son las “bolas” o “discos”.
Estos también se convierten en algo extrafio en los espacios ultramétricos.

Definicién 1.7.4. Sea QQ,, el campo de los nimeros p-adicos con valor absoluto |- |,. Sea a € Q,, un elemento
y r € R~ un nimero real.

» La bola abierta de radio r y centro a es el conjunto

B(a,r) ={x€Qp:d(x,a) <r}={x€Q,: |x—a|, <r}.
» La bola cerrada de radio r y centro a es el conjunto

Ba,r)={x€Qp:d(x,a) <r} ={x€Q,: |x—al, <r}.
» La esfera de radio r y centro a es el conjunto

S(a,r)={xe€Qp:d(x,a)=r}={x€Qp: |x—a|,=r}.

Las bolas abiertas siempre son los conjuntos abiertos, y las bolas cerradas siempre son conjuntos cerrados
con cualquier valor absoluto, arquimediano o no arquimediano.

PROPOSICION 1.7.1. La esfera S(a,r) es un conjunto abierto en Q.

Demostracion. Seax € S(a,r),e < r. Mostraremos que B(x,¢) C S(a,r).
Siy € B(x,¢), entonces |x —y|, < |x—al|, = r de donde |x —y|, = |x—al, = r; lo que significa exactamente
que y € S(a,r). [ |
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PROPOSICION 1.7.2. La esfera S(a,r) es simultdineamente abierta y cerrada.

Demostracion. Sabemos que S(a,r) es abierta por la proposicién anterior.
Sabemos que B(a,r) es cerrada, y dado que B(a,r) es abierta, su complemento, {x € Q,: [x—al, > r} es
cerrado. Pero S(a,r) es la interseccion de estos dos conjuntos cerrados y por tanto es cerrado. |

PROPOSICION 1.7.3. Sea el campo Q,, con su valor absoluto no arquimediano |- | .

1. Sib € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b,r); es decir, cada punto contenido en una bola abierta, es un centro
de dicha bola.

2. Si b € B, entonces B(a,r) = B(b,r), es decir, cada punto contenido en una bola cerrada es un centro de
dicha bola.

3. El conjunto B(a,r) es, al mismo tiempo, abierto y cerrado.
4. Sir#0, el conjunto B(a,r) es, al mismo tiempo, abierto y cerrado.

5. Sia,beQpyrs e Rxo, tenemos B(a,r)NB(b,s) # 0 si, y sélo si, B(a,r) C B(b,s) o B(a,r) D B(b,s),
es decir, dos bolas abiertas cualquiera son al mismo tiempo disjuntas o contenidas una en la otra.

6. Sia,b € Q,yrse Rx, tenemos B(a,r)NB(b,s) # 0 si, y sélo si B(a,r) C B(b,s) o B(a,r) D B(b,s),
es decir, dos bolas cerradas cualquiera son al mismo tiempo disjuntas y contenidas una en la otra.

Demostracion. Sean a,b € Q) con valor absoluto no arquimediano |- |, y r € R>o

1. Por definicién b € B(a,r) si, y solo si, |b—a|, < r. Ahora, tomando cualquier x para el que |x —al, <r,

la propiedad no arquimediana nos dice que
[x— b, < méx{lx—alp, |b—al,} < r

asi que x € B(b, r); esto muestra que B(a,r) C B(b,r). Intercambiando a y b
t—alp < mix{ | blpsla— by} <

asi que x € B(a, r); esto muestra que B(b,r) C B(a,r). Por lo tanto B(a,r) = B(b,r).

2. Por definicién b € B(a,r) si, y s6lo si,

b—a|, < r. Ahora, tomando cualquier x para el que |x —al, <r,
la propiedad no arquimediana nos dice que

x—blp < méx{|x—alp,|b—alp} <r,
asi que x € B(b,r); esto muestra que B(a,r) C B(b,r). Intercambiando a y b
v alp < méx{|x—blpla—blp} <7

asi que x € B(a,r); esto muestra que B(b,r) C B(a,r). Por lo tanto B(a,r) = B(b,r).
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3. Labola abierta B(a,r) es un conjunto abierto en cualquier espacio métrico (Cualquier x € B(a,r) estd en
B(a,r) que estd contenido en B(a,r) ). Para ver que es cerrado, mostraremos que su complemento

C={xcQp: |x—a|p,>r}
es abierto. Pero C = S(a,r) UD, donde
D={xcQp: [x—al|,>r}.

El conjunto D es abierto (esto es verdadero en cualquier espacio métrico). Para ver esto, sea y € D.
Entonces |y —a|, = 1 > r. Afirmamos que la bola abierta B(y,r; — r) estd contenida en D. En efecto, si
no fuera asi, entonces habria un x € B(y,r; —r) tal que |x—a|, < r. Pero, por la desigualdad ultramétrica,

rn=ly—alp=la—x+x—yl|,<|la—x|,+|x—=y|, <r+r—r=r,
una contradiccion. La proposicion ahora se sigue porque la unién de dos abiertos es un abierto.

4. Ahora recordemos que un punto x € @, es un punto frontera del conjunto A C Q,, si cualquier bola
abierta centrada en x contiene puntos que estin en A y puntos que no estdn en A, y un conjunto A es
cerrado si, y s6lo si, contiene a todos sus puntos frontera. Se sigue de (3) que S(a,r) no es una frontera
de la bola abierta B(a,r) . En efecto, (3) implica inmediatamente que B(a,r) no tiene frontera. Y, por
supuesto, la bola cerrada

n+1}

:B(a,p"H)

no es la cerradura de la bola abierta. De lo anterior se sigue que todos las afirmaciones probadas para
bolas abiertas se cumplen para bolas cerradas en Q.

5. Siuna bola estd contenida en la otra, tienen una interseccion no vacia. Para probar la direccion contraria,
asumamos que r < sy y € B(a,r) N B(b,s). Por (2), tenemos B(a,r) = B(y,r) y B(b,s) = B(y,s), y se
sigue la inclusién.

6. Siuna bola estd contenida en la otra, tienen una interseccion no vacia. Para probar la direccion contraria,
asumamos que r < sy y € B(a,r) N B(b,s). Por (1), tenemos B(a,r) = B(y,r) y B(b,s) = B(y,s), y se
sigue la inclusién. ]

El conjunto de bolas en R es no numerable dado que el conjunto de todos los posibles nimeros reales
positivos es no numerable (Teorema de Cantor (Haaser and Sullivan, 1991, cap. 1, proposicién 6.1)); 1o mismo
es verdadero para el conjunto de centros a de radio p como para el conjunto de todas las bolas B(a, p) en R. El
siguiente resultado, completamente diferente, se cumple para el conjunto de bolas en Q,.

PROPOSICION 1.7.4. El conjunto de todas las bolas en Q,, es numerable.
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Demostracion. Escribamos el centro de la bola B(a, p~*) en su forma canénica

n
a= ), ap",

n=—m

y sea
N

n

ap = Z app",

n=—m

Claramente, ag es un nimero racional, y |a —ag|, < p~°, es decir, ag € B(a,p™*), entonces

B(ag,p*) =B(a,p™’)

Aqui, ambos centros y el radio vienen de conjuntos numerables. Por lo tanto, el conjunto que se produce de
todos los pares (ag,s) es también numerable asi como el conjunto de todas las bolas en Q. |

PROPOSICION 1.7.5. Un entero p-ddico tiene un inverso multiplicativo en 7., si, y solo si |a|, = 1.

Demostracion. Para un elemento a € Z,, \ {0}; su inverso a~' € Q,, verifica [a'||a, = 1.
Como |a|, < 1, entonces |a~'|, < 1, si, y sélo si |al, = 1. [ |

Esto es, el subgrupo de unidades Z ; coincide con S(0,1). i.e.,
7, ={x€Zy: |x|,=1}=5(0,1) (1.3)

Definicion 1.7.5. A es un anillo local si tiene un tnico ideal maximo M. i.e., si, y s6lo si los no invertibles de
A forman un ideal.

PROPOSICION 1.7.6. El anillo Z,, tiene un tinico ideal mdximo, pZ, = 7, \ Z;.

Demostracion. Notemos el homomorfismo natural ¢ del anillo Z, al campo finito Z/pZ, dado por
¢:2,—7/pZ:
a=ay+aip+ap*+---— @(a) = ay méd p.

En efecto:
» ¢ es homomorfismo. Sean a,b € Z,:

* @(a+b) = (ap+by) méd p=ap méd p+by méd p = @(a)+ @ (b);
* @(a-b)=(ap-bo) méd p = (ap méd p) - (bo méd p) = ¢(a) - @ (b);
* @(l)=1méd p=1.

= (@ es suprayectivo ya que cualquier a € Z, puede expresarse como ap méd p = @(a).

» Para encontrar ker(¢), el niicleo de ¢, partamos de la definicion:

ker(p)={a€Z,: ¢(a)=0}={a€cZ,: ap=0}
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Si b € ker(@), tenemos
@(b) =0=by mdd p,
entonces
b=0+bp+byp*+---=p(by+byp+---)=pb
donde b’ € pZ p- Por tanto
ker(@) = pZy.
Ya que pZ, es nucleo de un homomorfismo de anillos, es ideal. (véase (1) de teorema A.2.1).

1 .
Dado que para x € pZ,, |x|, < —, tenemos que pZ, es justamente el complemento de las unidades de Z:
p

ply=17p\7Z,
Ademads hemos probado que se tiene el isomorfismo Z/pZ ~ 7.,/ pZ,,.
Por la definicion 1.7.5, observamos que Z, es un anillo local y pZ., C Z, es su ideal maximo. |
Luego

Z; =7, \pZ,. (1.4)

Tenemos por la ecuacion (1.3)
Z,=8(0,1)={x€Zp: x|, =1}.

Hemos probado que pZ,, visto como subgrupo de Z,, es de indice p en Z,. Y dada la ecuacion (1.4),
tenemos la siguiente descomposicion de Z; en clases laterales disjuntas:

Z;:(1+pz,,)u(2+pz,,)u---u((p—1)+pr). (1.5)

Iustramos lo anterior en la siguiente figura para p = 5. La esfera Z: es una unién de cuatro bolas abiertas.
La bola central representa el ideal méximo 575 del anillo Zs.

Figura 1.1: Zs



32 CAPITULO 1. EL CAMPO DE LOS NUMEROS p-ADICOS Q,,

Observacion 1.7.3. Notemos que, como en la proposicién 1.7.6, tenemos morfismos @ : Z, — Z/ rkz, para

toda k; dados por Z app" — Zl;t ayp” cuyo nicleo es el ideal pk Zp.
n=0
En efecto, ¢ es homomorfismo de anillos y es suprayectivo ya que para todo a € Z,, @i(a) puede escribirse

como Zl‘(;i) ayp’. Ademds, vemos que
ker(pr) ={a€Zy: or(a) =0}y =< Y anp": a;=0,i=0,....k—1
n=0

=Y ap" p=<0"Y avp’ = p"7,.
n=k

v=0
entonces el nicleo de @y es ker(@;) = p*7Z,.

Definicion 1.7.6.

= Un subconjunto K en un espacio métrico (X, d) se llama compacto si cualquier cubierta de K constituida
por conjuntos abiertos, contiene una subcubierta finita.

= Un subconjunto K en un espacio métrico (X,d) se llama secuencialmente compacto si cada sucesion
infinita de puntos en K contiene una subsucesion convergente a un punto en K.

De modo similar se definen espacio métrico compacto y secuencialmente compacto.

De acuerdo al Teorema de Heine-Borel (Rudin, 1988, teorema 2.41) estas dos propiedades son equivalentes
para espacios métricos, y para R” son equivalentes a la propiedad de ser cerrado y acotado.

Una propiedad util es que una sucesion anidada de conjuntos compactos no vacios tiene una interseccion
compacta no vacfia.

TEOREMA 1.7.1. Cada sucesion infinita de enteros p-ddicos tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Recordamos que una subsucesion {x,, } de una sucesion {x;} estd dada por por una sucesion
de enteros positivos {n;} tales que ny <np <nz---.
Sea {x;} una sucesi6n en Z,. Cada expansién canénica de cada término es

xe = ...dkakk,

Dado que s6lo hay una cantidad finita de posibilidades para los digitos alé (asaber, 0,1,2,...,p— 1), podemos
encontrar by € {0,1,...,p— 1} y una subsucesion infinita de {x; }, denotada por {xc}, tal que el primer digito
de todos los xqy es siempre bg. El mismo ardid produce by € {0,1,...,p— 1} y una subsucesion {xi;} de {xox}
para la que los primeros dos digitos son b1by.

Este procedimiento puede continuarse, y obtenemos bg, b1, b3, ... junto con una sucesion de subsucesiones

X00,X01,X025+ -3 X0s5+ -+
X105 X115 X125+« 5 X5y« oy

X20,X21,X225 -+« 3 X255+ -+
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tal que cada sucesion es una subsucesion de la precedente, y tales que cada elemento de la fila (j+ 1)-ésima
empieza con b;...b1by.
Para cada j =0,1,... tenemos

Xjj € X1 X115}
Por lo tanto la sucesion diagonal xgg,x11,... €s aun una subsucesion de la sucesion original, y obviamente
converge a ...bsbyb1 by. |

LEMA 1.7.3. Z, es secuencialmente compacto.
Demostracion. Por el teorema 1.7.1, Z, cumple la definicion 1.7.6. |

Por lo tanto, Z, es compacto, y asi, también cualquier bola en Q). Lo cual implica que el espacio Q) es
localmente compacto.

TEOREMA 1.7.2. El espacio Z, es completo.

Demostracion. Dado que cualquier sucesion de Cauchy en Z, contiene una subsucesion convergente a un
elemento en Z,, digamos a, la sucesién misma, que converge en Q, por su completez, debe converger a a.
Esto prueba la completez de Z,,. |

En consecuencia, podemos asociar un nuevo campo completo (), para cada niimero primo p < co. Asf ha
surgido una familia infinita de campos ademds del campo Q:

Q27 Q37 QS? Q77 th Ql?)?"'

TEOREMA 1.7.3. El conjunto IN es denso en Z.,.

Demostracion. Seax = ...axa1a0 € Z,. Para todo n € IN, definimos
n .
Xp. — .. .OOanan,l Lo.adg = Zaip’.
i=0
Entonces x, € Ny [x—x,|, < p~", y se cumple la afirmacién. |

Observacion 1.7.4. Este resultado nos avisa que Z es denso en Z,,.

Definicién 1.7.7. X es un espacio topoldgico disconexo si puede ser representado como la unién de subconjun-
tos abiertos disjuntos no vacios. Equivalentemente, no puede representarse como la unién de dos subconjuntos
cerrados disjuntos no vacios. De lo contrario X se llama conexo .

Por ejemplo, cualquier intervalo en R es conexo.

Un subconjunto C de X es conexo si es un espacio conexo con la topologia inducida por X.

X es totalmente disconexo si los tnicos subconjuntos conexos de X son el conjunto vacio y los puntos
{a},aeX.

Contrario a lo que ocurre en IR, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 1.7.4. El espacio Q, es totalmente disconexo.
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Demostracion. Mostramos que para cualquier elemento a € Q,, su componente conexaA C Q, es igual a {a}.
Sea a € A 'y supongamos que {a} # A. Para cada n € IN, hay un conjunto

Bla,p™")={xe€Qp: [x—a|l, <p "} ={x€Qp: [x—a|, <p*”+1}

que es una vecindad abierta y cerrada de a 'y B(a,p™") NA # A. Entonces tenemos

A= (B(a,p—") mA) U ((Q,,\B(a,p—")) mA)

que es una unién ajena de dos subconjuntos abiertos y no vacios.
Por lo tanto A no es conexo, lo cual es una contradiccion. [ |

Para mayores detalles sobre lo tratado en este capitulo puede consultarse Dunne (2011), Goldfeld and
Hundley (2011), Gouvéa (1997) y Koblitz (1984).



Capitulo 2

Funciones p-adicas

El campo de los ndmeros p-adicos es un objeto que en varios aspectos es andlogo al campo de los niimeros
reales: por ejemplo @, es un campo completo con respecto al valor absoluto p-ddico, localmente compacto y
no es algebraicamente cerrado.

Todas estas similitudes sugieren que mucho de lo que usualmente se hace en R puede extenderse a ), en
particular, las estructuras bdsicas del cdlculo deberian aplicarse. En este capitulo tratamos el concepto de limite
p-adico y la nocién de continuidad. Ademads, al final del capitulo estudiamos el concepto de interpolacion
p-adica el cual nos permitird construir funciones continuas a partir de una sucesion de nimeros p-adicos.

2.1. Limites p-adicos

Antes de continuar veamos qué€ significa ser un punto de acumulacion en Z,,.

El subgrupo Z,, es una bola cerrada de radio 1 (proposicion 1.7.5). Como la funcién valor absoluto p-ddico,
|| s6lo toma valores en {p* : k € Z}, entonces el conjunto Z, es también una bola de radio « para cualquier
I << p,asi

Zp,={x€Qp:|x| <o}

Por lo tanto, Z, es una vecindad abierta del cero, i.e., un subgrupo abierto. Ya que Z, es secuencialmente
compacto (lema 1.7.3), cada sucesi6én de Cauchy {x;} tiene un punto de acumulacién en Z,.
En efecto, consideremos el subgrupo pZ,,. Para todo k € IN el homomorfismo de grupos

) k—1
©:7Z,— 7/p*Z, dado por Z a,p" — Z ayp’.
n=0 v=0

@ es suprayectivo y tiene nicleo kap (véase observacion 1.7.3).
Asi el indice |7 : p*7Z.,) iguala al orden ord(Z/p*7Z) = p*. Consideremos el caso k = 1. En la descom-

posicion en clases laterales disjuntas (ver A.1), dada por la ecuacion (1.5) ,Z, = Ule (ai + pZ,) existe una
clase lateral que contiene a {x;} para una infinidad de j € IN. De esta infinidad, hay una infinidad para los que

{x;} se encuentra en la misma clase de médulo »*Z p Y asi sucesivamente. Esta sucesion descendente de clases

35
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laterales tiene la forma
a—i—kap ={xe€Zy: |x—al|, < p*k} = E(a,p*k),

entonces son bolas cerradas en la métrica p-adica cuyos radios tienden a cero. La interseccion de estas bolas
contiene un elemento por completez.

Asi que hay un elemento x € Z, tal que para todo n € IN; x; = x méd p" para una infinidad de j. Esto
significa que x es un punto de acumulacion en Z.,,.

Consideremos a @), con su valor absoluto |- |,. Al reemplazar el valor absoluto ordinario con el valor
absoluto p-adico en la definicién familiar de limite, obtenemos la siguiente

Definicién 2.1.1. Sea D C Q, y f: D — Q, una funcién definida en D. Decimos que el limite p-ddico de
f(x) es L, cuando x tiende a xo, si para cada ¢ > 0, existe un & > 0 tal que si 0 < |[x —xo[, < §, entonces

|f(x) —L|, < &, para todo x € D. Lo denotamos lim f(x)=L.
X—X0

Tenemos la notacién alternativa: f(x) — L cuando x — xo (f(x) tiende a L cuando x tiende a xg).
LEMA 2.1.1. Sean x,xo,y,yo € D C Q).

1. Si|x—x0|lp <5y |[y—yolp <5, entonces |(x+y) — (xo —yo)|p < €.

2. Sifx—xo|p < min{l,wepﬂ)} y [y—yolp < m, entonces |xy —xoyo|p < e.

vol, €bol3

3. Siy0#0y|y—yo|p<m1’n{7, > }entoncesy;éOy’%—ylop

< E.

Demostracion.

£ £
L 4y) = (o +30)|p = [(x =x0) + (7 =y0) |p < ¥ —xo[p + [y =yolp < 5+5 = .

2. Dado que |x —xp|, < 1 tenemos |x|, — |xo|p, < [x —x0|, < 1, asi que |x|, < 1+ |xo|,. Entonces

[xy —xoy0lp = |xy + xy0 — xy0 — X0y0|p

= [x(y —y0) +yo(x —x0)[p

< Jx(y =y0)lp + [yolx—x0)l
< [xlply = yolp + yolplx — xolp

< (14 |xolp) - =m————+[yo| -
X0lp) = +tMolp ==
P (ol 1) 0 2yl + 1)
<£+£—8

2 2 7

_ < ly— bolp 4ot yolp . ne 2
3. Tenemos |y|, —[yolp < [y —yo|p < 52, asi |y|, > =52. En particular, y # 0 y L < Toly- Entonces

_ o=y 2 1 elyolp

‘1 1
» Dlpbolp  Dolp [yvolp 2

y Yo
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TEOREMA 2.1.1. Sea D C Q, y f,g: D — Q, funciones definidas en D. Sea xo un punto de acumulacion
de Dyog [el simbolo o denota cualquiera de las operaciones binarias elementales (suma, resta, producto,
division)]. Supongamos que existen los limites finitos lim flx)=A, lim g(x) = By B # 0. Entonces

X—X(0 X—X(0

1. lim f(x)=c, con f(x)= c unafuncion constante,

X—X0
2. lim (f(x)+g(x)) =A+B,
3. lim (f(x)-g(x)) =A-B,
1 1
4. lim — = —,
xox g(x) B
Demostracion.

1. Debemos demostrar que para cada € > 0, existe un & > 0 tal que |f(x) —c|, =|0—0|, =0 < € siempre
que 0 < |x —xg|, < &. Para este caso nos sirve cualquier 5 > 0 ya que f(x) —c =0.

2. La hipétesis implica que para cada € > 0 hay 81,0, > 0 tales que, para toda x € D,
si 0 < [x—xp[, < 01 entonces |f(x) —Al, < 5ysi0 < |x—xp|, < 8, entonces [g(x) — B|, < 5.
Dado que 5 > 0. Tomamos 6 = min{1, 8} > 0 entonces 0 < |x —xp|, < & (luego menor que d; y menor
que 07). Ahora usando la parte (1) del lema 2.1.1:
€

(£ +8(0)) = (A B)lp = 1/ (x) — A+ ¢(x) ~ Bly < /() ~ Alp+|g(x) —Blp < S +5 =,

Asi tenemos 1im (f(x)+g(x)) =A+B.
X—X0

3. Usamos la parte (2) del lema 2.1.1. Si € > 0 hay 81,0, > 0 tales que, para toda x € D,

3
si0 < [x—xg|, < 01, entonces |f(x) —A|, <min{ |, ———
ey < 81 )=l <min {15 by

€
si0 < |x—xp|p < 82, entonces |g(x) —B|, < ———.
g " 2(lAl+ 1)

Sea & =min{d1,5,} > 0, si |x—x¢[, < 5, entonces

. € £
|f(x) —Alp < mm{lam} y lg(x) —BJ, < 204, + 1)

Por el lema 2.1.1, lim (f(x)-g(x)) =A-B.

X—X0

4. Finalmente, si ¢ > 0 hay un 6 > 0 tal que, para toda x € D,

. o 1Bl €IBl
si0 < [x—xp|, < 81, entonces |g(x) — B|, < min =Ty (-
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1
De acuerdo al inciso (3) del lema 2.1.1, significa que g(x) # 0 para que (—) (x) tenga sentido y que
8

(5o

Observacion 2.1.1. Los siguientes resultados pueden probarse como corolarios del teorema 2.1.1:

< E. [ ]
p

» lim (f(x) —g(x)) =A—B;

X=X

i F0) A
"M T E P70

= lim h(f(x)) =h(A), h(t) continua;

X—X0

» f(x) < g(x) entonces A < B;

» SiA=By f(x) <h(x) < g(x) entonces lim h(x) = A.

X—X0

2.2. Sucesiones y series

En esta seccion vamos a estudiar las propiedades bdsicas de convergencia de sucesiones y series en Q. El
hecho mds importante es que @, es un espacio métrico completo (véase teorema 1.7.2); de ahi la convergencia
de toda sucesion de Cauchy en este campo.

. . oo . . . n
Consideremos la serie Zizl a; en Q),. Decimos que converge si sus sumas parciales S, = Z

., @i convergen

en Q, y converge absolutamente si Z?:l |ai|, converge (en R).
PROPOSICION 2.2.1. Si la serie Z |lai|, converge en R, entonces Zai converge en Q.

Demostracion. Dado que Z |ai|, converge, la sucesion de sus sumas parciales es de Cauchy, i.e., para cualquier
. . m
¢ > 0 existe un entero N tal que para todo n,m que satisfagan m > n > N, tenemos Zi:n 4 lai|, < €.

Por la desigualdad triangular, [S,, — S,|, = ‘ZT—H Lai| < Zﬁn T |ai|p, < €, lo cual implica que {S,} es de
_ , -

Cauchy y asi, la serie Zai converge en Q). ]

LEMA 2.2.1. Si lim a, = a € Q,, entonces: o bien lim |a,|, = 0 o existe un entero N tal que |ay,|, = |a|, para
n—roo n—oo
todon > N.

Demostracion. Esto se cumple ya que el valor absoluto p-adico s6lo toma valores discretos en el conjunto
{p",n €7} U{0}. [ |

Una consecuencia de la proposicién 2.2.1 es la siguiente

PROPOSICION 2.2.2. (Principio de dominacién para series convergentes)

(oo}
Una serie Z a, con a, € Q, converge en Q) si, y sélo si lim a, = 0, en cuyo caso
n—soo
n=1

[

Y a

< max |ay,|p.
n=1 "

p
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., . oo . » . ., . n
Demostracion. La serie an] a, converge si, y solo si, la sucesion de sumas parciales S, = Zizl

Pero a,, = S,,+1 — S,. Se sigue de la proposicion 2.2.1 que la serie converge si, y s6lo si, a, tiende a 0.

a; converge.

Ahora suponemos que anl a, converge. Si anl a, = 0, no hay nada que probar. Si no, para cualquier
suma parcial tenemos

Za < max |a
s \i<n<N’ alp
n=1 p

por la desigualdad fuerte del tridngulo, y para un N suficientemente grande tenemos

ig}i’j\]|an|p < m;ix|an|p

dado que a, tiende a 0, y

p p
por el lema 2.2.1 se tiene la desigualdad requerida. |

) N
Y| =Y
n=1 n=1

Observacion 2.2.1. Notemos que la proposicion 2.2.1 es falsa en R. El ejemplo clasico es la serie armonica

1 lo 1

E — conn € Z" cuyo término general tiende a 0, pero que no converge. Otros ejemplos son E en y E —

n n p
p

con p primo.

Definiciéon 2.2.1. Una serie ano a, converge incondicionalmente si ante cualquier reordenamiento de sus
términos también converge.

La convergencia incondicional implica convergencia ordinaria. En Q,, lo inverso también es verdadero.
. . oo ., . . .
TEOREMA 2.2.1. Si la serie ano a, con a, € Q) converge, entonces también converge incondicionalmente.

Demostracion. Supongamos que € sea un numero real arbitrario y N sea un entero tales que para cualquier
/
n > N tengamos |a,|, < €,|a,|p, <€,y

) N
Zan—Zan <e. 2.1
n=0 n=0

p
Convengamos que S = Z;v:l a,y S = 22]: 1 da),, y denotemos mediante S; y S}, respectivamente, las sumas
de todos los términos de S para los que |ay|, > €, y de todos los términos de S’ para los cuales ||, > €.
Observamos que S y S tienen los mismos términos (porque estamos considerando s6lo los términos con peso
mayor que ¢ en la serie); de ahi que S| = S’l .La suma S difiere de S| por los términos que satisfacen |a,|, < ¢,
y §' de S| por los términos que satisfacen |a,|, < €. Por lo tanto, [S— S|, < e y |S'— S|, < €. Combinando
esto con la desigualdad (2.1), obtenemos

o N
Y a—) a)| <e.
n=1 n=1 p

Dado que ¢ tiende a 0 y N tiende a oo, vemos que la serie Z: a,, converge y

=1
¥ o
n=1

[e]
/
a,, |
=1

n
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Observacion 2.2.2. En andlisis real, el resultado correspondiente (Rudin, 1988, teoremas 3.54 y 3.55) sélo es
verdadero si una serie converge absolutamente. Si una serie converge, pero no absolutamente, al reordenar sus
términos podemos cambiar su suma y hasta hacerla convergente .

Contrariamente a los resultados anteriores tenemos el siguiente resultado que es vélido para R y para Q:
PROPOSICION 2.2.3. Existe una serie Z:Zl an en Q p que converge pero no converge absolutamente.

Demostracion. Consideremos los siguientes términos consecutivos de la serie:
2 2 3 3
17p7"'7p7p 7"'7p 7p 7"'7p A
—_—— — ——
pveces  p2veces p3 veces
Estos términos tienden a 0; de ahi que la serie converge. Sin embargo,
-1, .2 -2, 3 -3
Y lanlp=1+p-p~ +p>p4p’p 4 = u
n=1

El siguiente resultado se refiere al cambio en el orden al sumar en series dobles, un tema sutil en el caso
real.

TEOREMA 2.2.2. Consideremos los niimeros p-ddicos b;j € Qp,i,j=1,2,..., tales que para cualquier € >0
existe un entero N = N(¢), tal que siempre que max (i, j) > N se cumple que |b;;| < €. Entonces las series

Z(Zbij) Y Z(Zblj)
i J J i
convergen, y sus sumas son iguales.

Demostracion. Por la proposicion 2.2.2, la series internas Zj bijy Zi b;j convergen (la primera para todas las
i y la segunda para todas las j). Ademads, para todo i > N tenemos

Zbij < m]aflx|bij|p <Eg,
p

y, para toda j > N, tenemos

Zb,‘j <E.

i p

Esto quiere decir que ambas series dobles convergen. Para verificar que sus sumas son iguales, escribimos

£(E0) E(E0)] [E(E0) £, (5]

Jj=N+1 i=N+1

lo cual es ser cierto para toda ¢ sélo si las series son iguales. |
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2.3. Funciones continuas y uniformemente continuas en Q,,

Aqui estudiaremos la nocién de continuidad en el campo Q) ,. Empecemos por recordar algunas definiciones
de funciones continuas entre espacios métricos.

Sean (X ,d) y (Y, p) dos espacios métricos y una funcién f: X — Y. Decimos que f es continua si para
cada conjunto abierto V C Y su imagen inversa f _I(V) es un conjunto abierto en X. Ademas f es abierta
si para cada conjunto abierto U en X su imagen f(U) es abierta en Y. Asimismo f es homeomorfismo si es
continua y biyectiva con inversa continua. También f es continua en el punto x si para cada vecindad A de f(x)
en Y su imagen inversa f ! (A) contiene una vecindad de x. Y, finalmente f es uniformemente continua si para
cada € > 0 existe una & > 0 tal que d(x,x2) < § implica que p (f(x1), f(x2)) < €.

En este contexto, se tiene la siguiente
Definici6n 2.3.1. Sea una funcioén f: Z, — Q,:

» f es continua en el punto a € Z., si

para todo € > 0, existe & > 0 tal que |x —al, < & implica |f(x) — f(a)|, < €, paratodo x € Z,,.

» f es continua si es continua en todos los puntos x € Z,,.
= f es uniformemente continua si

para todo € > 0, existe > 0 tal que |x —y|, < & implica |f(x) — f(y)|, < &, paratodox,y € Z,.

Definicién 2.3.2. Seaque E C Z,, f: E — Q, y xo es un punto de acumulacién de E. Diremos que f(x) tiende
a g cuando x tiende a xq (0 que lim f(x) = ¢) si existe un punto g € Q, con la siguiente propiedad: Para todo
X—X0

¢ > 0 existe un & > 0 tal que | f(x) — g|, < € para todos los puntos x € E, para los cuales 0 < |x — x|, < d.

LEMA 2.3.1. Sea E CZ,,f: E — Q, y xo un punto de acumulacion de E. Entonces

lim £(x) = g 2.2)
X—rX0
si, y solo si
,}g{jof(xn) =q (2.3)
para toda sucesion {x, } en E, tal que
Xn 7 X0, 11’_r>n Xp = Xg. (2.4)

Demostracion. Supongamos que se cumple (2.2). Elijamos {x,} en E, de modo que satisfaga (2.4). Sea que
¢ > 0 estd dado, entonces existe d > 0, tal que |f(x) —¢|, < esix€ Ey 0 < |x—xp|, < 6. Existe, ademds, un
N tal que n > N implica que 0 < |x, — x|, < 8. Asi, para un n > N, tenemos | f(x,) —¢g|, < € lo que demuestra
que se cumple (2.3).

Inversamente, supongamos que la ecuacién (2.2) es falsa. Entonces existe algin ¢ > 0, tal que para todo
d > 0 existe un punto x € E (dependiente de 3), para el cual |f(x) —¢q|, > € pero 0 < |x —xp|, < 5. Al tomar

o = %, (n=1,2,3,...), hallamos una sucesion que satisface (2.4), para la cual (2.3) es falsa. |
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Asi que si f tiene un limite en xg, este limite es tnico, por el lema (2.3.1) y porque si {x,} converge, el
punto de convergencia es unico.

Sea E un subconjunto de Z,, y sea xo € E un punto de acumulacion de E. Listaremos algunas propiedades
de las funciones continuas en E.

TEOREMA 2.3.1. Sean f: E— Q, y g: E — Q).

(1) f es continua en xo € E si, y solo si para cualquier sucesion {x,}, que satisfaga lim x,, = xo, tenemos
n—soo

lim f(x,) = f(x0)-

n—oo

(2) Si fy g son continuas en xo € E, entonces tambiénlo son f+g,f—gy f-g. Si, ademds g(xo) # 0, entonces

= también es continua en x.
8

Demostracion.

(1) se sigue al comparar las definiciones 2.3.1y 2.3.2.

(2): en puntos aislados no hay nada qué probar. En puntos limites, la afirmacién se sigue de las propiedades
de limites y del inciso (1). |

Ejemplo 2.3.1. Sea la funcién f: IN — Q, dada por la férmula
1

)
X—C

fx) =

donde ¢ € Z,. Si ¢ ¢ IN, entonces el denominador no se anula en IN, y por teorema 2.3.1, f es continua en IN,
pero no uniformemente continua. Sin embargo, f no estd acotada en IN. En efecto, dado que ¢ es un entero
p-adico, podemos encontrar elementos en IN para los cuales |x — ¢|, es arbitrariamente pequefio, y de ahi que
|f(x)], es arbitrariamente grande. Si ¢ € IN, entonces f no es continua en el punto c.

Ejemplo 2.3.2. Sea {a,} una sucesién nula de enteros p-adicos tales que a, # 0 para todo n. A esta sucesién
asociamos dos funciones fi: Z, =+ Q, y f>: Z, — Q, configuradas como sigue

a, sixelN, a, sixelN,
At =4" y  hl=q"
0 sixeZz,\N 1 sixeZzZ,\N

Ambas, fiy f» son discontinuas en todos los puntos de IN. Para ver esto, tomemos x € IN. Entonces

lim x4+ p" =x y lim fi(x+ p") = lim a,4 » = 0.
n—oo n—oo n—oo

Dado que la dltima es una subsucesion de una sucesién nula. Sin embargo, fi(x) = a, # 0, andlogamente para
f2-

Probemos que f] es continua en todos los puntos x € Z, \ IN. Efectivamente, tomamos cualquier sucesion
{xx} que tienda a x, y sea {x,, } su subsucesion contenida en IN. Entonces {a,, } tiende a 0, por ser subsucesién
de una sucesién nula, y de ahi que fj(x,) tiende a 0.

La funcion f>(x) es discontinua en todos los puntos de Z,. Efectivamente, si x € Z, \ IN, tomamos una
sucesion {x,} € N tal que x, tienda a n. Entonces f(x,) = a,, que tiende a 0, pero f>(x) =1 # 0.
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Por el lema 1.7.3, Z,, es compacto, luego tenemos el siguiente resultado:
TEOREMA 2.3.2. Toda funcion f: 7, — Q, continua en 7., es uniformemente continua 'y acotada en Z,,.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Ya que f es continua, podemos asociar a cada punto x € Z, un nimero positivo
@ (x) tal que

X0 € Ty, |x—xol, < @(x) implica |f(x) — F(x0)], < % (2.5)

Sea J(x) el conjunto de todas los xo € Z,, para los que

1
e—xoly < 50().

2
Dado que x € J(x), la coleccién de todos los conjuntos J(x) es una cubierta abierta de Z,; y dado que Z, es
compacto, hay un conjunto finito de puntos x,...,x, en Z,, tales que
Z, CJ(x1)U---UJ(xy). (2.6)
Establecemos

d=min{@(x1),...,0(x,)}.
Entonces & > 0 (este es un punto donde la finitud de la cubierta, inherente en la definicién de compacidad, es
esencial. El minimo de un niimero finito de nimeros positivos es positivo).
Ahora sea xo y x puntos de Z,, tales que |x—xo|p < 6. Por (2.6), hay un entero m,1 < m < n, tal que

x € J(x,): de ahi que
1
| —Xm|p < E(P(xm)a

y tenemos también
1
‘XO _xmlp < !X—Xo\p + ‘x_xm’p <d+ E(p(xm) < @(xm)'
Finalmente, (2.5) muestra, por lo tanto, que

1 (x) = f(xo0)|p < F(x) = f(xm)|p + 1 (x0) — f(xm) | p < €. u

El siguiente teorema nos serd muy util mas adelante, especialmente para el caso en que E = IN; en ese caso,
como lo vimos en el teorema 1.7.3, su cerradura E coincide con Z -

TEOREMA 2.3.3. Sea E un subconjunto de Z,, y sea E su cerradura. Sea f : E — Q,, una funcién uniforme-
mente continua en E. Entonces existe una tinica funcion F: E — Q p uniformemente continua y acotada en E
tal que

F(x)=f(x) si x€E.

Demostracién. Sea X € E. Entonces existe una sucesién {x, } en E tal que
{x,} tiende a X cuando n tiende a oo. (2.7)

(S6lo cuando X # E es de interés) Sea f uniformemente continua en E. Elijamos dos enteros positivos s y #(s)
tales que:
1f(x) =f(xo)lp <p™° si xx€E y [x—xolp<p. (2.8)
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Dado que f es uniformemente continua en E, para cualquier entero s positivo existe otro entero positivo
t = t(s) tal que se satisface (2.8). Por (2.7) hay un entero N = N(t) tal que

—t

X, —X|, <p siempre que n > N.

Por lo tanto, para n,m > N también tenemos

o — x| p = | (o —X) — (e = X) |, <p 7,
y de ahi que, por (2.8),
| Cem) = f ()| p < p7°

Entonces { f(x,)} es una sucesion p-adica de Cauchy, y como Q, es completo, su limite L = 11’_r>n f(xn) € Qp.
n—roco

El limite no depende de que en la sucesién x, tienda a x. Efectivamente, sea {x/,} otra sucesién tal que x/,
tiende a X. Entonces {x, —x),} serd una sucesion nula, y por la continuidad uniforme de f, {f(x,) — f(x},) }

también es una sucesion nula; pero esto implica ademds que

L= lim f(x.).

n—yoo

en consecuencia, la funcién F: E — Q » dada por

F(X) = Iim f(x,)
n—soo
estd bien definida siempre que X € Ey X = lim x, y x, € E.
n—oo
Ahora mostremos que la funcién F es uniformemente continua en E. Sea X y X, dos puntos en E que
satisfacen |X —Xo|, < p~'. Elijamos x y xo en E de modo que

|x_X|p p |x0_XO|p<p_[7

< —t
) —FX),<p™,  [f(x0) =F(Xo)l, <p~*.

Resulta que
e = xolp = [(x = X) + (X = Xo) — (x0 — Xo)|p < p ™"

entonces, por (2.8) tenemos | f(x) — f(xo)|, < p~°. Por lo tanto,

FX) = F(Xo)lp = |~ (£() — F(X)) + (f(x) — f(x0)) + (o) ~ F(X0))| , < ™.

que prueba la continuidad uniforme de F en E.
Finalmente, F estd acotada en E. Efectivamente, de otra manera existiria una sucesién infinita {X,,} C E
tal que
lim |F(X,)|p = . (2.9)

n—eo
Dado que E y por consiguiente E son subconjuntos de un conjunto compacto Z, existe una subsucesioén {X;, }
tal que el limite
X() = lim Xr”
n—soeo
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existe. Ya que todos los puntos est4n en E y dado que E es un conjunto cerrado, tenemos Xy € E. Ahora F es
uniformemente continua en E y por tanto, continua en Xy. Sin embargo, esto implica que

lim F(X,,) = F(Xo),

n—o0

lo opuesto a lo establecido en la ecuacion (2.9).

Para probar la unicidad de F, suponemos que hay una segunda funcién F* con las mismas propiedades.
Entonces F — F* es uniformemente continua en E e idénticamente 0 en E. Dado que E es denso en E; por
continuidad F — F* es también idénticamente 0 en E. |

El siguiente resultado es similar al que se tiene en el andlisis real.

TEOREMA 2.3.4. Sea E C Z,. Si {f,} es una sucesion de funciones continuas en E y si f, converge unifor-
memente a f en E, entonces f es continua en E.

Demostracion. Fijemos momentdneamente x € E. Entonces {f,},>0 es una sucesién de Cauchy en Z, y por

eso converge. Denotemos f(x) = lim f,(x) como su limite. Esto define a la funcién f: E — Z,. Tenemos que
n—yoo

probar que esta funcion es continua. Pero para cada ¢ > 0 hay un N = N tal que

) = FaO)lp < SUPAfnl) = F)lp} = fm = ful <€ (mn =N,y € E).

Si m tiende a oo inferimos que

’f(y)_fn(y)‘P<£7 (n}N,yEE),

y entonces
f = ful =sup{[f() = O)lp} <& (2 N).
y

Esto prueba que la sucesion { f,,} >0 converge uniformemente a f e implica la continuidad esperada. Para a,y €
E, escribimos

fO) = F(@)]p <1FO) = HO)p + [ /a () = fala)[p + [fula) — f(a)|p;
de donde
fO) = f@)lp <e+[fuly)—fal@)p+e,  (n=N).

Elijamos y fijemos un enteron > N. Sia € E, la continuidad de la funcion f,, nos asegura que hay una vecindad
V de a en E tal que y € V entonces

’fn(y) _fn(a)|p < E.

Esta desigualdad muestra que
f)—fla)],<3e (vev),

y de ahi que f es continua en cualquier punto a € E. |

Para mayores detalles sobre lo tratado en esta seccion, véase Jacob and Evans (2016) y Schikhof (1984).
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2.4. Funciones localmente constantes

Recordemos, de andlisis real que si f: (a,b) — R es una funcién continua; para cada x € (a,b) hay un
t >0tal que (x—t,x+¢) C (a,b) y f es constante en (x —t,x+1), i.e., f es localmente constante. Entonces f
es constante en (a,b).

Lo anterior implica que no hay ejemplos interesantes de funciones localmente constantes en intervalos
abiertos de R. Sin embargo en el anélisis p-4ddico se tienen funciones localmente constantes no triviales. Aqui
veremos algunas propiedades interesantes de dichas funciones.

Ejemplo 2.4.1. Ya que el espacio Z, es totalmente disconexo (teorema 1.7.4), la funcion caracteristica & de
cualquier bola U € Z,, dada por:

0 sixeU,
Eu(x) =
1 sixeZ,\U,

es continua. Porque tanto la bola U como su complemento Z, \ U son conjuntos abiertos.

Definicion 2.4.1. Una funcién f: Z, — Q, es localmente constante si para todo x € Z, existe una vecindad
abierta U, de x; es decir, una bola de radio p~ " para algin m € IN centradaenx, Uy ={y € Z,: [x—y|, <p "}
tal que f es constante en U,.

LEMA 2.4.1. Las funciones localmente constantes son continuas.
Demostracion. Es claro por la definicion 2.4.1 y el ejemplo 2.4.1 . ]
Ejemplo 2.4.2. Para « € Z, tenemos la expansion p-ddica
ax=0ptopt+...+0,p"+..., con;€Z, y0o<o;<(p—1)
Definimos las funciones f,: Z, — Q, por
fn(a) = &,, paratodo n.

Si remplazamos « por cualquier 3 con
1
“5 - “’P < ﬁ?
las f, permanecen sin cambios y por lo tanto son localmente constantes. Y podemos extenderlas a todo Q.

LEMA 2.4.2. Sea f: Z, — Q) una funcion localmente constante. Entonces 7., puede escribirse como la union

k
Z,=\JUx
i=1

finita de bolas disjuntas tales que la funcion f es constante en cada una de estas bolas. En particular, el
conjunto {f(x): x € Zp} de todos los valores que toma f en Z, tienen sélo una cantidad finita de elementos

distintos.
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Demostracion. Consideremos el conjunto de bolas U, a partir de la definiciéon de una funcién localmente
constante. Esta forma una cubierta de Z . Por compacidad de Z,, esta cubierta contiene una subcubierta finita
Uy,,Uy,,...,Uy,. Ademads, por la proposicién 1.7.3, inciso 5, sabemos que dos bolas en un espacio ultramétrico
son disjuntas o contenidas una en la otra, asi que si borramos todas las bolas que estdn dentro de otras bolas,
obtenemos una cubierta finita de Z, formada de bolas disjuntas. |

PROPOSICION 2.4.1. Cualguier funcion localmente constante en Z,, es uniformemente continua.

Demostracion. Sea
k
Zp — U Uxi
i=1

una particién de Z, en bolas disjuntas como en el lema 2.4.2. Sea p~ ™ el radio de U,,, i = 1,2,...,k, m =
méx{m;} y d=p~". Probamos que para todo ¢ > 0 el § elegido funciona. Supongamos que [x—y|, <d=p~".
Dado que x € Uy, para algiin i y cada punto de la bola es su centro (proposicion 1.7.3), podemos suponer que
x = x;. Entonces |x; —y|, < p~"™ lo que significa que f(y) = f(x;) = f(x). [ |

El conjunto Z, contiene a IN y a Z los cuales son densos en Z, (teorema 1.7.3), asi que algunas veces
consideramos funciones de IN a Q,, de Z a ), y més generalmente, de E a ), donde E C Z, (teorema 2.3.3).

Definicién 2.4.2. Sea E C Z,. Una funcién f: E — Q,, se llama escalonada en E si existe un entero positivo
t tal que

f(x) = f(xo), paratodo x,xo € E con |x—xp|, < p~*
El entero mas pequefio ¢ para el que se cumple esta propiedad se llama orden de f.
Observacion 2.4.1. Notamos que, a partir de la definicidn, que una funcion escalonada es uniformemente
continua y también localmente constante en E.

Cualquier funcién localmente constante es una funcion escalonada en Z, (o en cualquier otro conjunto
compacto).

En andlisis p-adico, las funciones escalonadas tienen propiedades interesantes. Antes de enunciar algunas,
veamos lo siguiente.

Construyamos una particion explicita de £ C Z,, para un entero positivo z.

Sea N, = {0,1,...,p  — 1}. Paracada x € Z p €scribimos su expansion candnica:

x=xo+xip+...+x_1p T +xp +...

y sea
Nx:x0+x1p+...+xt_|pt*1 (2.10)

Entonces Ny € IN; y
o —Nefp < p ™' 2.11)

Para cada N € IN; definimos E(N) = ENU(N,t), donde

UN,t)={x€Z,: |x—N|, <p' <p '}
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Hemos visto que cualquier x € Z, pertenece a algin U (N, ) y dado que para cualquier N,M € IN, tenemos que
IN—M]|, > p~’, se sigue que las bolas U (N, ) son ajenas. Por lo tanto:

-1
E=JEN)
N=0
y de aqui que {E(N) } ye, forman una particién de E.

TEOREMA 2.4.1. Cualquier funcion escalonada sobre IN o Z.,, es periddica.
Demostracion. Sea E=N o E =7,y f: E — Q, una funcién escalonada de orden ¢. Consideremos la
particion E:
1
E=JEN)

N=0
Si x,y € E(N), por la desigualdad fuerte del tridngulo tenemos que |x—y|, = |[(x—N)+ (N —y)|, < p~" y de
ahi que f(x) = f(y). Six € E(N) entonces x+ p’' € E(N). Por lo tanto

flx+p') = f(x) parax € E,
lo que significa que f es periddica. |

Observacion 2.4.2. En andlisis real las funciones continuas sobre intervalos cerrados pueden aproximarse
uniformemente mediante funciones escalonadas. En andlisis p-ddico también y las funciones escalonadas son
continuas.

TEOREMA 2.4.2. Sea E =N o E = Z,,. Una funcion f: E — Q, es uniformemente continua en E si, y s6lo si
para cada entero positivo s existe otro entero positivo t = t(s) y una funcion escalonada S: E — Q,, de orden
alo mas t tal que:

|f(x)=Sx)|, <p*, paratodoxcE (2.12)

Demostracion. Sea f uniformemente continua en E. Elijamos dos enteros positivos s y ¢(s) tales que:
|f(x) = f(x0)|p <p~° si x,x0€E y |x—xo|, <p~". (2.13)
Sea Ny como en la ecuacién (2.10), y definamos una funcién S: E — Q,, como
S(x)=f(Ny) si x€E.
Entonces S es una funcién escalonada de orden a lo mas 7. Por (2.11) y (2.13),
[f () =Sy = 1f () = f(Na)|p < p°

Reciprocamente, supongamos que f y S satisfacen la desigualdad (2.12). Si x¢ satisface |x — xo|<p ™",
entonces tenemos

SE)=S(xo);  If&)=SEp<p™s  |f(x0) =Sxo)lp <P

por lo tanto £ () = fxo0)lp = | (f(x) = S(x)) = (f(x0) = S(x0)) [ < P,
lo que prueba que f es uniformemente continua. |
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2.5. Puntos de discontinuidad y el teorema de la categoria de
Baire

La funcién f; del ejemplo 2.3.2 tiene una pariente cercana en el andlisis real llamada funcion de Riemann
9 : R — R, definida por

1

— six£0,xeQx=L (pg)=1

q q
AX)=31 six=0,

0 sixé¢Q.

Esta funcion es continua en todos los puntos irracionales y discontinua en los racionales. La funcién f, del
ejemplo 2.3.2 también tiene una andloga en andlisis real

(
1
- six%O,xEQ,x:B, (p,q) =1,
q q
fO =91 sx=o,
\1 six, x ¢ Q.

la cual es discontinua en todos los puntos de RR.
Otra funcion que es discontinua en todos los puntos de R es la funcion caracteristica del conjunto de los
nimeros racionales o funcion de Dirichlet:

1 sixeQ
0 six¢Q.

Una pregunta natural es: ;Es posible construir una funcion real discontinua en todos los puntos irracionales y

&Qlx) =

continua en todos los racionales, y de modo similar, una funcién p-ddica discontinua en todos los puntos de
Z,\ N y continua en todos los puntos de IN? La respuesta es NO para ambas cuestiones. Esto se sigue del
teorema de la categoria de Baire, el cual veremos en breve y que es valido para todos los espacios métricos
completos.

En efecto, sea (X , p) un espacio métrico. 4 denotara la familia de todos los subconjuntos abiertos en X, y
% , la familia de todos los subconjuntos cerrados en X. Por definicién cada elemento en & es el complemento
de un tinico elemento en %4 y viceversa. Recordemos que %4 es cerrado bajo uniones arbitrarias e intersecciones
finitas, y & es cerrado bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas.

Definicién 2.5.1. Un conjunto A C X se llama de tipo 95 si puede representarse como una interseccién nu-
merable de conjuntos abiertos; un conjunto A C X se llama de tipo F si puede representarse como una unién
numerable de conjuntos abiertos.

TEOREMA 2.5.1. Supongamos que (X,p) y (Y,d) son dos espacios métricos y f: X — Y una aplicacion

cualquiera. Entonces el conjunto de todos los puntos donde f es continua es de tipo Yg.
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Demostracion. Sea A C X. Recordemos que la oscilacion de f en A es el elemento del conjunto de los nimeros
reales extendidos R U e dado por

w(A) = sup{d(f(x),f(y)) DX,y EA}.

Para xp € X, la oscilacion de f en x( se define como w(xg) = z})in(l) w (B(xo,8)).
%

Observamos que si f: X — Y, y € > 0. Entonces el conjunto W, = {x € X: w(x) < ¢} es abierto. En
efecto, xg € W, entonces w(xp) < e. Esto significa que existe un & > 0 tal que para cualquier x,y € B(xo,0)
se cumple la desigualdad d(f(x), f(y)) < € para algtin &1 < €. Sea z € B (x0,3). Si z1,22 € B(z,3), entonces
71,22 € B(z,0), y de ahi,

d(f(z1,f(z2)) <e1.

Esto muestra que w (B (z, %)) <ep < e Asi w(z) < g,y W, es abierto.
Para concluir la prueba del teorema, observamos que

{x: wx) =0} = Wi
n=1

Ya que f es continua en xg si, y s6lo si w(xp) = 0; el conjunto de continuidad de f es Y. [ |
COROLARIO 2.5.1. El conjunto de discontinuidad de cualquier funcion f: X — Y es de tipo Fg.

Demostracion. Sea A C X el conjunto de continuidad de f, que es de tipo Y por el teorema 2.5.1. Entonces,
de acuerdo a la definicién 2.5.1:

A=()Ex
08

El conjunto de discontinuidad de f, es el complemento de A en X;;

A°=X\A=X\ (QE(X> = <QE(X>C

De la teoria de los conjuntos recordemos el siguiente resultado (Rudin, 1988, teorema 2.22) :

(0=) (=)

Por lo tanto, el conjunto de discontinuidad de f es ch (E&) que por la definicién 2.5.1, de tipo F. |

Definicién 2.5.2. Un subconjunto A C X se llama denso en X si su cerradura A coincide con X. Un subconjunto
A C X se llama denso en ninguna parte en X si X \ A es denso en X.

Observacion 2.5.1. Se sigue inmediatamente de la definicién 2.5.2 que un conjunto cerrado es denso en ninguna
parte si, y solo si, no contiene bola abierta alguna.
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TEOREMA 2.5.2. (Teorema de Baire).
Si X es un espacio métrico completo, la interseccion de toda coleccion numerable de subconjuntos abiertos

densos de X es densa en X. En particular la interseccion es no vacia (excepto en el caso trivial X = 0).

Demostracion. Supongamos que E1, E3, ... son subconjuntos abiertos densos de X. Sea W un conjunto abierto
en X.

Sea p la métrica de X; digamos

B(x,r)={yeX: p(x,y) <r}

y sea B(x,r) la cerradura de B(x, ). [hay casos en los que B(x,r) no contiene a todos los y con p(x,y) < r].
Como E; es denso, W N Ej es un conjunto abierto no vacio, y podemos, por lo tanto, encontrar x; y r; tales
que
I_B(xl,rl)CWﬂEl y O<r <l (2.14)

Sin > 2y sehanelegido x,_1 y r,—1, la densidad de E,, muestra que E,, UB(x,_1,r,—1) no es vacio, y podemos,
por consiguiente, encontrar x, y r, tales que

_ 1
B(xp,rn) CE,NB(Xy—1,m—1) 'y 0<r,< - (2.15)

Por induccién este proceso genera una sucesion {x,} en X. Sii > ny j > n, la construccién muestra que x; y
x; estdn ambos en B(x,,7,), de modo que p(x;,x;) < 2r, < %, y, por tanto, {x,} es una sucesién de Cauchy.
Como X es completo, existe un punto x € X tal que x = lim x,,.

n—o0

Como x; pertenece al conjunto cerrado B(x,,r,) si i > n, se deduce que x estd en cada B(x,,7,), y (2.15)
muestra que x estd en cada E,,. Por (2.14), x € W.
Por lo tanto ﬂE,, tiene un punto en W; W # 0. |

Tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.5.3. Si (X,p) y (Y,d) dos espacios métricos y E C X es un subconjunto denso numerable,
entonces no hay funciones f: X — Y cuyo conjunto de continuidad es X \ E.

Demostracion. De acuerdo al corolario 2.5.1, es suficiente probar que el conjunto X \ E no es de tipo Fg.
Supongamos que
x\E=JF,
n=1

donde todos los conjuntos F;, son cerrados. Entonces cada F;, es denso en ninguna parte ya que, de otra manera,
por la definicion de densidad, podria ser cerrado, tendria que contener una bola abierta, contradiciendo el hecho
de que E es denso en X.

Ahora observamos que E es de tipo F4 ya que es la unién de sus puntos, los cuales son cerrados y densos
en ninguna parte en X. Asi, tenemos expresado el espacio métrico completo X como la unién numerable de
conjuntos densos en ninguna parte, lo cual contradice el teorema 2.5.2. |
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Ya que el conjunto de puntos racionales es numerable y denso en R; tenemos inmediatamente del teorema
2.5.3, el siguiente resultado: No hay una funcién f: R — R que sea continua en todos los puntos racionales y
discontinua en todos los puntos irracionales.

COROLARIO 2.5.2. No hay una funcion f: 7., — Q, que sea continua en todos los puntos de N y discontinua
en todos los puntos de Z., \ IN.

Demostracion. Del teorema 1.7.3, IN es denso en Z,,. El resultado se sigue del teorema 2.5.3. [ ]

2.6. Interpolacién p-adica

Sea ay,ay,... una sucesion en Q,; la cual puede considerarse como una funcién f: IN — Q, dada por
f(n) =a,. Dado que IN es un subconjunto denso de Z,, el teorema 2.3.3 implica que existe a lo mds una funcién
continua F : 7., — Q,, tal que F (n) = f(n) para todo n € IN. Si tal funcién existe, decimos que {a,} puede ser
interpolada. (Por supuesto, una definicion similar puede darse para sucesiones bilaterales ...a_1,ap,a,...y
sucesiones tales como ag,ay,...).

Si f(n) = a, es uniformemente continua en IN, se sigue directamente del teorema 2.3.3 que puede ser
interpolada. A la inversa, supongamos que f(n) = a, pueda interpolarse a una funcion continua F': Z, — Q.
Entonces F es uniformemente continua en Z, por el teorema 2.3.2, también en IN. Entonces una sucesion
ap,az, ... en Q, puede interpolarse si, y s6lo si, para cada € hay un N tal que

-N

In—m|, <p implica que  |a, —an|, < e. (2.16)

No es necesario considerar todos los enteros n,m para los cuales [n —m|, < p N es suficiente verificar (2.16)
sOlo para n,m que difieran por una potencia grande de p. Méas precisamente, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.6.1. Sea {a,},n € N, una sucesion en Q. Son equivalentes:
(1) {an} puede interpolarse;

(2) la funcion f: N — Q, dada por f(n) = a, es uniformemente continua;
(3) paratodo € > 0 hay un N tal que

n=m+p" implica que lap —ap|p < €. (2.17)

Demostracion. De la discusion anterior se desprende que (1) y (2) son equivalentes.

Mostremos la equivalencia de (2) y (3). Si f(n) = a, es uniformemente continua, entonces para cualquier
¢ > 0 hay un N para el cual se cumple (2.16). En particular se mantiene para n = m + p” ya que lo dltimo
implica que [n—m|, < p~".

Mostremos que la condicion (2.17) implica continuidad uniforme. Dado € > 0, vamos a encontrar un N
que cumpla (2.17). Sea n,m € IN que satisfagan |n —m|, < p~ V. Entonces n —m es divisible por p", asi que

n=m-+bp" para algin b € IN. Tenemos

b

n = =Y, (A jp — s (1))
j=1
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Nuestra condicién (2.17) implica que el valor absoluto p-ddico de cada sumando es menor que ¢. Por la
desigualdad fuerte del tridngulo, |a, — am|, < €. [ |

La siguiente proposicién muestra que en cierto sentido la continuidad uniforme de la sucesién {a, } es una
propiedad opuesta a ser una sucesién de Cauchy y nos proporciona muchos ejemplos de sucesiones que 7o son
uniformemente continuas, que por lo tanto, no pueden ser interpoladas.

PROPOSICION 2.6.2. Si {a,} en Q, es una sucesion de Cauchy no constante, entonces {a,} no puede ser

interpolada.

Demostracion. Supongamos que {a,} pueda ser interpolada a una funcién continua f: Z, — Q, de modo que

f(n) =ay. Yaque IN es denso en Z,,, para cualquier x € Z, \ IN hay una sucesién de enteros {n; } que convergen

a x. La sucesion {a,} es de Cauchy y por tanto converge a algin limite ¢ € Q. Por lo tanto, a,, converge al

mismo limite, y por continuidad tenemos f(x) = kh’m an, = c. Ademis, ya que Z, \ IN es también denso en
—>00

Z,, para todo n € IN existe una sucesion {x;} € Z, \ N tal que n = kh’m Xy. ya probamos que f(x;) = c. Pero
—>00

entonces a, = f(n) = lim f(x;) = ¢, i.e., {a,} es una sucesién constante; lo que es una contradiccion. [ |
k—yo0

PROPOSICION 2.6.3. Cualquier polinomio P(x) con coeficientes en Q,, es una funcion uniformemente conti-
nua en cualquier subconjunto E C 7).

Demostracion. Se sigue de que, en virtud del teorema 2.3.2, f(x) = ¢y f(x) = x son uniformemente continuas
en cualquier E C Z,; ademds de que la suma, diferencia, y producto de dos funciones uniformemente continuas
a partir de cualquier subconjunto E C Z, a Q, es uniformemente continua. ]

Definicion 2.6.1. Sean € Ny x € Z,. Se define el coeficiente binomial p-adico como

(x):x(x—l)'--(x—n—i—l)‘

n!

LEMA 2.6.1. Six € Z,, n > 0, entonces (x) € Zp.
n

Demostracion. Para cada n € IN consideremos

XX-1)---(X—n+1)
n!

Pa(X) = € Q[X].

P,, como cualquier polinomio, define una aplicacién continua ), — Q. Sea x € Z,. Existe una sucesién
{xm} € N tal que x = lim x,,, y por la continuidad de P,(x), tenemos
m-—yoo

w () =)
Iim = .
m—eo \ 1 n
(xm> < 1. De ahi que,

n/p

<1, ie. <X)ezp. m
p n

Xm .
Dado que cada ( ) es un entero racional, tenemos que
n

()], =] ()

p
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COROLARIO 2.6.1. La sucesion {Pn (x)} € Q es uniformemente continua en Z,

., X . . . . C ey
Demostracion. Dado que P,(x) = ( ) es un polinomio con coeficientes racionales, por la proposicién 2.6.3
n

tenemos que es una funcién uniformemente continua en Z, . |

Ahora veremos los exponentes p-adicos. Nuestro objetivo es encontrar para qué enteros p-adicos a € Z, la

sucesion 1,a,a?,a°, ... puede interpolarse para producir una funcién “exponencial” continua f(x) = a".

Definicién 2.6.2. Para todo x € Z, el limite lim x” " existe y se denota por sgn,, (x) que es la funcion signum.
n—soo

TEOREMA 2.6.1. La funcion signum tiene las siguientes propiedades:
(a) sgn, (x) depende sdlo del primer digito xq en la expansion p-ddica de x;

(b) sgn),(xy) = sgn,(x) -sgn,,(y);

(c) sgn,(x) =0sixo =0y sies una raiz (p —1)-ésima de la unidad si xo # 0.

Demostracion. Seaxy € {1,2,...p— 1}. Primero mostremos que la sucesién {xp "} converge. Por el Teorema
de Euler-Fermat (Apostol, 1984, teorema 5.17),

xg(pn) = 1méd p",

donde ¢ es la funcién ¢ de Euler'. Observemos que, como p es primo, tenemos @ (p") = p" — p" 1. Asi,

1 n— 11—

P P

P =1 med pt,  =x med p
0 = P 0o =*o P
y de ahi
pn pnfl 1
Xy — X, < —.
0 0 = o n
p P

Dado que 1/p" tiende a 0 cuando n tiende a oo, la sucesion {xgn} es de Cauchy, y por la completez de Z, (lema
1.7.2), converge a un limite en Z,, el cual denotamos por
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sgn,(xo) = r}l;ngoxg :

El limite existe para xo = 0. Asi, sgn,,(x) estd definida para xo € {0,1,2,...,p — 1} con sgn,(0) = 0. Ahora
mostramos que el limite existe para todo x € Z,, y estd definido por el primer digito xq de x.

Para esto necesitamos ver que si x € Z, con su primer digito xo, entonces tenemos |x” — x5 |, < p~ ! x —xo| .
Six =xp+ o, con ||, < p~'. Entonces

P\ p-1 P\ p-2 2 p
xp—xp:< )xp oc—}—( >xp (X—f—---—{—()ocp
0 1/70 2/)70 p
_ AW (p> P (p) 1
= (x—xo Xo + Xo XAt ol .
( )<(1) 2 p

"Para un entero positivo m, @(m) es igual al nimero de enteros menores a m y primos relativos a m.
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(l;) xg_jcxj*l < p~ ! para j > 1; por la desigualdad fuerte del triangulo: |x” —xh|, < p! |x—xop.-
p

Aplicando lo anterior, obtenemos

Dado que

A
‘x x;

<p -xg

<"'<p_n|x_x0’p7
p

—1 ‘ n—1 P"*I

lo que implica que lim xP" existe y es igual a lim xgn. Asi hemos definido sgnp(x) para todo x € Z, y se
n—oo n—oo
satisface la propiedad (a) del teorema.
La propiedad (b) se sigue a partir de la propiedad de los limites:

sgn,, (xy) = r}f_fg(x)’)p" _ r}g?o(xp”) (yp”) — r}g&xl’" nll’_r&yl’" = sgn,,(x) -sgn,,(y).

Resta mostrar que si xo € {1,2,...,p— 1}, entonces sgn,,(x) es una raiz (p — 1)-ésima de la unidad. Usando la
propiedad (b) y el Pequefio Teorema de Fermat®(Apostol, 1984, teorema 5.18), obtenemos

sgngfl(xo) =sgn, (x(’)’fl) = sgnp(l) =1.

Los valores de sgn, (x) son entonces soluciones de la ecuacién y” —y = 0. Ya que QQ, es un campo, esta
ecuacién no puede tener mas que p soluciones en (), y de ahi, en Z,. Por consiguiente, las tnicas soluciones
de esta ecuacion son los valores de la funcién signum. |

TEOREMA 2.6.2. La sucesion l,a,az, ... puede interpolarse si, y s6lo si, a € 1 + p’Z,,.
Demostracion. Se sigue del teorema 2.6.1 que

(1) lima”" =1si, y s6lo si
n—oo

(2) ac 1+ pZ,.

Ahora usamos la proposicién 2.6.1. La sucesién 1,a, a”

,... puede interpolarse si, y s6lo si [a/ 77" —a/| p tiende
a 0 uniformemente en j. Notemos que si |a|, < 1, entonces la sucesion {a,} tiende a 0; de ahi que es una
sucesion de Cauchy no constante y por la proposicion 2.6.2 no puede ser interpolada. Asi podemos asumir que
la|, = 1. Entonces

7 71 2 3 7 n
@’ —a|, = lalj|a” — 1], = |a” — 1],
el cual tiende a 0 uniformemente en j si, y s6lo si, (1), y de ahi se cumple (2). [ |

Las propiedades de la funcion

a'=limad", xe€Z, acl+pZ,,

n—oo

serdn probadas al final de esta seccién (teorema 2.6.5) usando la teoria de interpolacién de series de Mahler
que a continuacién desarrollaremos.

2El cual es el Teorema de Euler paran = p.



56 CAPITULO 2. FUNCIONES p-ADICAS

Definicion 2.6.3. Si f: IN — Q),, una sucesion de niimeros p-adicos.

fl)=") ap" €Qp

n=—m

Entonces:

(1) Los coeficientes de interpolacion de f estan definidos como las siguientes sucesiones de sumas finitas:

a, = f(—l)"(Z)f(n—k) -y (Z)f(k)- (2.18)

k=0 k=0

(2) La serie de interpolacion de f, denotada por f*, estd definida por la férmula
- X
fH(x) = Zan( )
n=0 n
PROPOSICION 2.6.4. Cada funcion f: IN — Q, admite una 'y sélo una representacion

0 =r0= L)

como una serie de interpolacion.

Demostracion. Para probar que f*(x) = f(x) para todo x € IN, usaremos la siguiente identidad:

= . ol osi =k
Z(—l)"(x ]) =(1-1)" = o (2.19)
0 si 0<j<x

Ya que para todo x € IN el coeficiente binomial (x) = 0, la serie infinita para f*
n

ﬁngﬁC)

Al sustituir el valor del coeficiente a,,, obtenemos

Al usar j = n—k, reescribimos f*(x) en la forma

f*@0==g%fU)ng—Uk<jzk)(jik>. (2.20)

J k=0
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Sin embargo,

<j+k)( X >: (j+k)! . x! _ 1 x! .(x—])!
k J\j+k) K@G+k=k)! (j+)(x—(+k)! kL ((x—j)—k)! (x=j)!

N j!(xxi D (x—jg)!c(;i);—kﬂ B (j) (x;j)‘

Al sustituir lo anterior en la férmula (2.20) y si usamos (2.19), obtenemos

vmn=iﬂﬂ§en%QC;Q:gng)LJWuﬁw

=0 k=0 J

si x € IN. Para probar la unicidad, asumamos que f admite un segundo desarrollo para todo x € IN,
o X
1= Ya (")
n=0

como una serie de interpolacién con coeficientes diferentes a;. Entonces, si establecemos paran € IN

/
ns

()=

idénticamente para x € IN. Probaremos que b, = 0 para todo n € IN. Pues de otro modo habria al menos un

b,=a,—a

tendriamos

indice n tal que b, # 0 y por lo tanto habra el menor n con esta propiedad. Pero entonces, si elegimos x = n,

by (”) = b, =0,
n

lo que contradice la eleccion de n. |

obtenemos

Ahora empecemos otra vez con una funcién f: IN — Q,, con serie de interpolacion

@)=Y a, C) 2.21)
n=0

Sabemos que la serie (2.21) converge uniformemente en 7, si, y s6lo si, sus términos tienden a 0 uniforme-
mente en x € Z,, i.e.,

lim a, (x) —0. (2.22)

n—yoo n

El siguiente resultado nos da una condicién necesaria y suficiente mds simple para convergencia uniforme de
la serie de interpolacidn.

: o [(x . S .
TEOREMA 2.6.3. La serie f*(x) = Z an (n> converge uniformemente en 7., si, y sélo si {a, } es una sucesion
n=0

nula.
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Demostracion. Supongamos que la serie f*(x) = Z::o an (Z) converge uniformemente en Z,. Entonces para
todo entero positivo s existe un N > 0 tal que para cualquier n > N

“(u)

Parax =n+p’, donde r € Z,, tenemos lim x = n, y ya que (z) es un polinomio en x y por lo tanto una funcién
r—yoo

lim (x) — (”) —1,
r—eo \ 1 n

por lo tanto |a,|, < p’. Por lo que {a,} es una sucesion nula. Por el contrario, por el corolario 2.6.1,

(2

Que {a, } sea una sucesion nula implica que la ecuacion (2.22) tenga x € Z,; de ahi que la serie de interpolacién

—S

<P
p

continua, concluimos que

p

converge uniformemente en Z,,. ]

El siguiente teorema pertenece a KURT MAHLER [quien da cuatro diferentes demostraciones en Mahler
(1981)]. Aqui reproducimos la prueba en Ranko Bojanic (1974) que depende de estimaciones recursivas de los
coeficientes de interpolacion.

TEOREMA 2.6.4 (Mahler). Sea f: IN — Q, una funcion uniformemente continua. Entonces su serie de inter-

(e o]
. X . . . .
polacion f*(x) = Z an( ) converge uniformemente a una funcion uniformemente continua en Zy.
n
n=0

Demostracion. Por la proposicion 2.6.4
% - X
10 =r0= Y an(?), 2.23)
n=0

para todo x € IN, donde a,, son los coeficientes definidos por la férmula (2.18). Si y es otro nimero natural, la
funcién f,(x) = f(x+y) es una funcién en IN y como tal tiene coeficientes de interpolacién a,(y) definidos por
la formula

) = Y0¥ (=) = X - () ), .24

k=0

Entonces
fo4y) =Y an(y) (x) — Y a,(y) (x) (2.25)
n=0 n n=0 n

Ahora derivaremos los valores explicitos de los coeficientes a,(y). Usamos la identidad

(=505
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y la serie de interpolacion para f(x), obtenemos

fla+y) = i im (x;y> = i m i (,i) (my_n)

m=0 m=0 n=0

=) Bl = B () B ()

a partir de lo cual, por la unicidad de las series de interpolacién (proposicion 2.6.4), obtenemos la expresion

a,(0) = Y anix (i) (2.26)
k=0

Al comparar (2.24) y (2.25), obtenemos la identidad

Tana(}) = L0 (7))

k=0
Ya que f es uniformemente continua, para todo s > n podemos encontrar un ¢ tal que
x=y+p" entonces |f(x)—f()|,<p~’.

Ya que IN es un subconjunto del conjunto compacto Z,, por el teorema 2.3.3, f es acotada, y podemos asumir
sin pérdida de generalidad que

f(@)]p < 1.

A partir de (2.18), (2.23) y ya que los coeficientes binomiales estdn en Z,, asi como (—1)", podemos establecer
las siguientes desigualdades:

) S ) Sy .
Oggéxlanlp\ogggxlf(n)lp y Orggéxlf(n)lp\orgggxlanlp

Al igualarlas y haciendo tender » al infinito, obtenemos que
sup |an|p, = sup | f(n)|,-
nelN nelN

De ahi, |a,|, < 1. Ahora al aplicar el corolario 2.5.1 con y = p', tenemos

$ana(F) = S (3w

k=0

p—1 o
:an+ Zan+k(k>+an+pt
k=1

n
Al sustituir a, = Z (—1)"*k <Z) f(k) en la dltima ecuacién, obtenemos:
k=0

sy = —'};1 a1 )+ K1 () Utter ) - 0)
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Dado que cada coeficiente binomial en la primera suma es divisible entre p, por la desigualdad fuerte del
tridngulo,
lnpr|p <&~ it |ps ™ anralpse ™ g pilps P~}
Concluimos que si m > pt , entonces
|am|p < p".

Ahora establezcamos otra estimacion, basada en la previa y asumiendo que m > p',

m+plp X ¢ - m+11{p; a m+2|py-- - a m+p'—11p> S
| pt|p < mEX{p~ amii|p, P amialp,....p " a p 0}

Sin embargo, dado que ya encontramos que |a,|, < p~ !, concluimos que los términos con indice mayor que
2p' tienen valor absoluto a lo més pfz. Repetimos el proceso hasta que tengamos el estimado

N

lanlp < p~° si n=sp'.

Ya que s puede elegirse arbitrariamente grande, {a,} es una sucesion nula. De ahi que, por el teorema 2.6.3, la

()

converge uniformemente en Z,. Ya que los términos de esta serie son polinomios en x y por ello funciones

serie de interpolacién

continuas, se sigue del teorema 2.3.4 que la serie es continua en Z, y por tanto, uniformemente continua en
este conjunto compacto. ]

En el contexto p-adico, una consecuencia del teorema anterior es el andlogo al Teorema de Aproximaciones
de Weierstrass (Rudin, 1976, teorema 7.26):

COROLARIO 2.6.2. Cualquier funcion uniformemente continua f:IN — Q, (o F : Z,, — Q) puede aproxi-

marse uniformemente por polinomios.

Demostracion. Es suficiente probar la afirmacion para la funcion F'. Ya que f, larestriccion de F a N, sera tam-

., . . . . ., ) X
bién uniformemente continua. Probamos en el teorema 2.6.4 que la serie de interpolacion para f, Zn—O an ,
= n

converge uniformemente en Z, a una funcién uniformemente continua que extiende a f y por unicidad en el
teorema 2.3.3, debe ser igual a F. Sin embargo, esto significa que las sumas parciales

N X
) an
n=0 n
convergen uniformemente a F' cuando N tiende a infinito. El resultado se tiene ya que cada suma parcial es un

polinomio. |

Como una aplicacion de la teoria de las series de interpolacion, estudiaremos la funcion a* como una

interpolacién de la sucesion 1,a, az, a3, e

TEOREMA 2.6.5. La funcion a* tiene las siguientes propiedades: para todo x,y € 7., y cualquier a € 1+ pZ,,
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(1) a* = i(a—l)"(x),

n=0 n

(2) a* €1+ pZ,,
(3) & =d'@,
(4) a* = (a")".

Demostracion.

61

(1) La funcién a* es uniformemente continua en Z, y por lo tanto puede representarse por una serie de inter-
polacién. Los coeficientes de interpolacion a,, estin dados por la formula

por lo tanto

ay = i(—l)k(’];’)a"—" =1 —a)

k=0

-£a()-E0-0()

n=0

(2) Reescribimos a* =1+ Z (1— a)”( ), y dado que paran > 0, (1 —a)" € pZ,, entonces a* € 1+ pZ,,.

n=1

X
n

(3) Mediante la féormula de suma (2.25),

= L ()= L)) = - 1re,

k=0

donde los coeficientes a,(y) estian dados por la férmula (2.26):

an(y)

Y asi, obtenemos ¢* = ¥’

(4) Tomemos y = —ux:

Por un lado tenemos que a*

X X

aa*=1.Porlotantoa * =

X

:z;a"+k (i) =Y (1) @) —(a—1ya,

k=0

*'=a*a™*, entonces

=@ .

ax

=4 = 1; por otro lado, si usamos la propiedad (3): a*~

p—

Mayores detalles de lo visto en este capitulo en (Katok, 2007, cap. 2y 4).






Capitulo 3

Calculo diferencial p-adico

El objetivo de este capitulo es estudiar la nocién de derivada en el contexto p-adico, que es pieza clave
en el presente trabajo. Asi como la teoria de series infinitas, que usamos para construir funciones p-adicas
diferenciables en Q),.

Al final del capitulo revisamos las funciones logaritmo y exponencial p-adicas.

3.1. La derivada p-adica

La derivada de una funcién p-adica es andloga a la del andlisis real, excepto que ahora el limite en su
definicidn se entiende en el sentido p-ddico.
Un resultado ttil es el siguiente

LEMA 3.1.1. Si p un niimero primo y n € N, entonces, tenemos el siguiente limite en Q)

lim p" = 0.

n—oo

Demostracion. Tenemos que { P P}::O es una base de vecindades de p" y de 0. Por lo tanto ambos estan
contenidos en cada una de las bolas p"Z, abiertas cada vez mds pequefias mientras n crece. Es decir, que para
toda ¢ > 0 existe N € IN tal que |p" — 0|, < € para toda n > N. Entonces p" tiende a cero. [ |

1
Observacion 3.1.1. Sea y € Q, sabemos que |y|, = p~" = —, para algtin n € Z. Tenemos que |y, tiende a
p

cero, si, y s6lo si n tiende a oo.

Definicion 3.1.1. Sea U C Q, un conjunto abierto, y sea f: Q, — Q, una funcién. Decimos que f es diferen-
ciable en un punto de acumulacién x € U (seccién 2.1) si existe el siguiente limite p-ddico.

- fx+y)—f(x)

[y[,—0 y

o equivalentemente, por la observacién 3.1.1:

f'(x) = lim
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Si existe f'(x) para cada x € U, decimos que f es diferenciable en U, y escribimos f'(x): U — Q,, para la
funcién que a cada x € U le asocia f'(x), la cual llamaremos derivada de f.

LEMA 3.1.2. Las funciones diferenciables son continuas en Q.

Demostracion. Supongamos que f es diferenciable en el punto a € Q. Entonces existe f'(a) :
Por definicion:

flat+y)—f(a)

f'(a) = lim ;
( ) [y[,—0 y
entonces .,
| lllgof(a +y) = f(a)
fl(a)- lim y=-2 . - 1im y
lylp—0 lim y ly|p—0
lyl[p—0
0= lim f(a+y)- f(a);
Iyl,—0
de ahi que

fla)= lim f(a+y);

[y[,—0
six=a+y,y=x—a

fla)= lim f(x)

|x—al,—0
es decir, por el lema 3.1.1

f(a) = Iim f(x),

xX—a

Por lo tanto f es continua en a. |

Reglas de derivacion p-ddica

Las conocidas reglas del analisis real (véase Spivak (2008)) sobre las derivadas de una suma, diferencia,
producto, cociente o composicion de dos funciones; tienen sus andlogos para funciones de variable p-adica.
Ademads, las pruebas son esencialmente las mismas, excepto que los limites reales deben reemplazarse por los
limites p-adicos.

TEOREMA 3.1.1. Sean f,g: Z, — Q, dos funciones que en algiin punto x € 7., tienen las derivadas fl(x)y
g (x), respectivamente. Entonces,

1. La derivada de una funcién constante f(x) = c es f'(x) =0,
2. La derivada de una funcion identidad f(x) = x es f'(x) = 1,

3. Laderivada de (f+g)(x) es f'(x) + &' (x),

5. La derivada de <§> (x) es f(x)gx) ~ (x)g’(x).

6. La derivada de f(x) =x", para alginn € N es f'(x) = nx"" .
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Demostracion.
1. Por definicion: f/(x) = 1im OV =S g eme
yl[p—0 y p—0 Y
2. Por definicién: f/(x) = lim flaty) = fx) = lim x—l—y—x: lim Y 1.
[y[,—0 y [y],—0 y y[,—0Y

(f+8)x+y)—(f+g)(x)

b"pﬁo y

= lim flety) +elbety) = fx) —glx)
y[p—0 y

= lim f(x+)’)—f(x)+g(x+y)—g(x)
ly[p—0 y

= lim fxty)— fx) + lim glx+y) —g(x)
¥lp—0 y ¥lp—0 y

=f'(x)+¢(x)

Ast, (f+g)'(x) = f(x) + &' (x).
4. Por definicion

(fg)(x+y)—(fg)(x)

(fg)'(x) = lim

Mpﬁo y
_ iy T Y)slty) — f(x)s(x)
Mpﬁo Yy
. (fx+y) = f(x)+ f(x) g(x+y) — f(x)g(x)
0 y
v (fx+y) = f(x)g(x+y)+ f(x)g(x+y) — f(x)g(x)
Mpﬁo y
i V) — f)glr+y) + £(x) (gl +) — g(¥)
Mpﬁo y
=~ lim oGV @) 8 y) —g(x)
B |yl|p_>0g( +y) y +|yl|p_>0f( ) y
— tm el oy SOV —fE) L 8Y) — ()
—|yl|ﬁ0g( +) |y1‘ﬁ0 . + f( )|y1|ﬁ0 .

= 8(x)f'(x) + f(x)g (x).

Asi, (fg)'(x) = g(x)f'(x) + f(x)g (x).

65
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5. Suponiendo que g(x) # 0y por continuidad de g en x, también g(x+y) # 0 para todo |y|, suficientemente
pequeio. Por definicidn,

N
[~
~_
=
=
8
~
oo [~
~——
—~
[
+
=
|
~
o8 [,
~—
=

8 [y[p—0 y
fty)  f(x)
— lim glxty)  gl)
b"pﬁo y
_ i WS ty) — f(x)g(x+)
Yp—0 glx+y)g(x)y
_ i 80 +y) —g() f(x) + flx)glx) — fx)g(x+y)
Ylp—0 glx+y)g(x)y
IR (C) (fx+y) = f(x) = f(x) (g(x+y) —g(x))
¥p—0 g(x+y)g(x)y
b b (o SE ) ) st y) —gx)
- g(x) |yl|p—>0 glx+y) (g( ) y &) y )
1 o g LN —SO) e 8lty) — ()
- g(x)g(x) <g( )lyllp—>0 y A )|y1|p—>0 y )
1 / /
= 20 (g(x0)f (x) = f(x)g'(x))
g(x)f'(x) = f(x)g'(x)
g2(x)
(f ’x ~g)f'(x) — f(x)g'(x)
Ash <g> )= g%(x) '

6. Procedemos por induccion sobre n.
Paran=1:Por 2): f'(x") = f/(x) =1 =1(x)' L.
Suponemos f’(x) = nx"~! para todo n € IN.
Sea g(x) = "1, que podemos expresar como g(x) = x" - x.
Por (4): g'(x) = (X")(1) +x(n ") = X"+ nx" = (n+ 1)x 11

Es decir, g'(x) = (n+ 1)x"+*D~1 que es el caso para n+ 1. [ |

TEOREMA 3.1.2 (Regla de la cadena). Sean f: Z, — Qp,8: 7, — Z, funciones diferenciables en los puntos
g(x), x € Zy. La derivada de una funcién compuesta h = f(g) estd dada I’ (x) = f'(g(x)) g (x).

Demostracion. Notemos que hemos supuesto que g mapea a Z, en si mismo para que esté definida la funcién
composicion,
h(x) = f(g(x)) para x€Z,

Distinguimos dos casos:



3.2. Q, COMPARADO CON R 67

1. Puede existir una sucesion infinita {y, } de puntos distintos de Z, con el limite x tales que

g(yn) = g(x) (n=1,2,3,...),

y por lo tanto también
h(yn) = h(x) (n=1,2,3,...),

Por la existencia de g’(x) esto sé6lo puede suceder si g'(x) = 0, y si & es diferenciable en x, se sigue que
también 4’ (x) = 0.

2. En segundo lugar, si y tiende a x de forma tal que siempre g(x) = g(y), entonces, por definicion,

oy S y) —f(8) L glry) —g()
M=o glx+y) —gx) [yl,—0 y

Por la existencia supuesta de f'(g(x)) y g'(x):

H(x) = f'(g(x))g (x)

L. - . . .
Este limite es 0 si g'(x) = 0; justo como encontramos para las sucesiones {y,} en el primer caso. |

3.2. (), comparado con R

Ciertos autores afirman que las derivadas son poco importantes en el contexto p-adico, a diferencia de las
integrales. (Gouvéa, 1997, pag. 87 parrafo 3). Una razon es que el teorema del valor medio, el cual es el eje de
la teorfa elemental de las funciones diferenciables en IR; falla en Q). EI teorema clésico dice que dados a 'y b
en el dominio de una funcidn diferenciable, existe un numero ¢ “entre” a y b tal que

f() = fla) = f'(e)(b—a).

El problema en el mundo p-ddico es que la nocién de “entre” no tiene sentido, dado que ), no es un campo
ordenado. Sin embargo, recordemos que en IR podemos redefinir la nocion de “entre” diciendo que ¢ estd entre
ay b si tenemos que

e=at+b(l—t) para 0 <t < 1.

Concretamente, lo que el teorema del valor medio p-ddico deberia decir es lo siguiente:
Si una funcion f(x) es diferenciable con derivada continua en Q, entonces, para cualesquiera dos niime-

ros a,b en Q, existe un elemento € € Q,, de la forma

e =at+b(l—1t) paraalgin t,|t|, <1
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para el cual tenemos

f(b) = f(a) = f'(e)(b—a).

Sin embargo, el “teorema del valor medio p-adico” como lo acabamos de establecer es falso. En efecto,
veamos el siguiente

Ejemplo 3.2.1. Tomemos la siguiente funcién p-ddica: f(x) =x” —x,a =0,b = 1. Entonces f'(x) = px" ' —1
y f(a) = f(b) = 0. Si el teorema de valor medio fuera vélido en el contexto p-adico; éste implicaria que existe
un ¢ de la forma anterior tal que pe” ' — 1 = 0. Pero cualquier ¢ = ar +b(t — 1) = (1 —1¢) con t € Z,, (lo que
dice |f|, < 1) debe pertenecer a Z,. Pero entonces pe” ~1 _1 es claramente una unidad en 7., (pertenece a
1 +7Z,); y por lo tanto no puede ser cero.

Asimismo, el teorema de la funcién inversa falla en »- Recordemos dicho teorema en el contexto real.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea U C R abierto y sea f: U — R de clase C' (f es
continua con derivada continua). Si f'(a) # 0 para algiin a € U entonces f es un difeomorfismo (aplicacion

biyectiva diferenciable con inversa diferenciable) en a.

Tratando de imitar el caso real, el “teorema de la funcién inversa p-adico” diria lo siguiente.
Sea D C Q) abierto y sea f: D — Q, de clase c'. si f'(x0) # 0 para algiin xy € D entonces f es un
difeomorfismo (aplicacion biyectiva diferenciable con inversa diferenciable) en x.
Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.2.1. Existe una aplicacion continuamente diferenciable f': 7. » — Qp con derivada no nula
en ninguna parte la cual no es inyectiva en ninguna vecindad de 0 € Z.,,.

Demostracion. Para cadan € N, sea
B,: :B(p",pfzn):{xGZp: |x—pn|p<p72"}CZp 3.1)
Ya que x € B, implica que |x|, = p~" tenemos B, N B,, = 0 siempre que n # m. Definimos f: Z, — Q,:

x—p* six€B,

X sixeZp\ UB"'
nelN

fx) =

Entonces f(p") = p" — p*" ya que p" € B, Pero p" — p>" no pertenece a ningiin B,,,. Por lo tanto f(p" — p*') =
p" — p*y f no es inyectiva en ninguna vecindad de 0 € Z -

En cuanto a la diferenciabilidad, consideremos g(x): = x— f(x). Nuestro objetivo es mostrar que g’ existe
y se anula en todas partes en cuyo caso g'(x) = 1. Para empezar, g(x) es localmente constante en Z, \ {0} y de
ahf tenemos la derivada g'(x) =0 en Z, \ {0}. Resta verificar que g'(0) = 0. Pero

|p2n‘l’ —
|x|p

r 10 x€Zp\ | Bn,
nelN

xXEB,
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de ahf la afirmacion. [ |
No obstante podemos encontrar ejemplos de funciones diferenciables interesantes.

Ejemplo 3.2.2. Sea E C Z, un subconjunto sin puntos aislados y sea f una funcién localmente constante en
E. Entonces para cada a € E existe un ¢ > 0 tal que si x € E satisface |a — x|, < ¢, entonces f(x) = f(a). Asf

f(x)—f(a)

=0 i —x|p < &;
—p si la—x|, <&

de ahf que f, (que puede no ser constante) es diferenciable en E'y f'(a) = 0 paratodo a € E.

Asi, hay muchas funciones no constantes cuyas derivadas son idénticamente cero. Esto en contraste con el
andlisis real y con las funciones analiticas (funciones dadas por series de potencias).

Ejemplo 3.2.3. Sea f(x) = Z:::O a,x", x € R,y sea E su regioén de convergencia. Efectivamente, si f’ es idén-
ticamente 0, entonces todas sus derivadas son idénticamente 0 y todos los coeficientes de la serie de potencias
ar se anulan para k > 1, asi, f(0) = ap, una constante.

El conjunto de funciones pseudo-constantes, i.e., {f: Z, = Qp: f' = 0}, contiene funciones localmente
constantes.

El siguiente resultado destruye la conjetura natural de que todas las funciones pseudo-constantes son local-
mente constantes.

LEMA 3.2.1. Existe una funcion inyectiva (y por tanto, que no es localmente constante) f: Z, — Z, cuya

derivada es cero.

Demostracion. Seax =

anp" € 7,y establezcamos f(x): Z, — Z, como f(x) = Z ap™, ie.,
n=0 n=0

f: Z app" — Z anpzn.
n=0 n=0

Ahora, si

X =
n

byp" €7,
0

app” €Z, y y=
0 n

satisfacen [x —y|, = p/ para algin j =0,1,2,..., entonces
ag=bo,ay =by,...,aj_1=bj_1, aj#bj,

y de ahf, | f(x) — f(y)|, = p~ /. Asi tenemos

f() = fO)p=lx—yI5, paratodox,y€ Zp, (3:2)
concluimos que f es inyectiva y

‘f(x)—f(y)
y

= |x —y|, tiende a 0 cuando y tiende a x,
x —_—

p

. / 1, v
i.e., f* es idénticamente 0. [ |
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En analisis real, las funciones continuamente diferenciables tienen derivadas continuas. Como vimos en la
seccidn anterior; para las funciones p-adicas no basta tener invertibilidad local. Una forma de solucionar este
problema es con las funciones estrictamente diferenciables.

En lo que sigue E C Q, serd un conjunto no vacio sin puntos aislados.

Definicién 3.2.1. Sea f: E — Q, y la diagonal A = {(x,x): x € E}. El primer cociente de diferencias de f es
la funcién

q)lfi EXE\A—)QP,

dada por

Pif(x,y): = %;‘(y) x,y€E.

Decimos que f es estrictamente diferenciable en a € E si

lim @ f(x,
oim ) 1/ 5)

existe y es igual a f'(a). En otras palabras, f es estrictamente diferenciable en a si f es diferenciable en a y
para toda ¢ > O existe una & > O tal que [x —a|, <dy [y—al, <9, (x,y) € E X E\A, implica

—fl(a)| <e.

f) - )
_y )

X
Decimos que f es estrictamente diferenciable en E si es estrictamente diferenciable en todo a € E.

De lo anterior se sigue que cualquier funcidn estrictamente diferenciable en E tiene derivada continua en
E. Lo inverso no es cierto. Como lo vemos en el siguiente

Ejemplo 3.2.4. Seala funcién f: E — Q, y B, como en (3.1)

2n

xX—p sixeB,, necNN,
flx) =
X six e ZP\UBH.
entonces
- fP) = ("= p™) :
tim DP TP — 04 1= £/(0)

Ahora veamos la invertibilidad local para funciones p-adicas diferenciables.

Definicion 3.2.2. Una isometria de un espacio métrico (X,d) a otro espacio métrico (Y, p) es una aplicacién
f: X —Y que preserva distancias. Es decir, para cualesquiera x,x; € X, p(f(x1), f(x2)) = d(x1,x2).

Es claro que toda isometria f es una aplicacion inyectiva ya que si f(x) = f(y) entonces d(x,y) = 0.
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PROPOSICION 3.2.2. Sea E C Q, no vacio, sin puntos aislados, y sea f: E — Q, una funcion estrictamente
diferenciable en algiin a € E. Si f'(a) # 0, entonces existe una vecindad U de a tal que

f) = fO)lp =1 (@plx—=y]p, xyeENU,
En otras palabras, (4) (a) es una isometria en (relativa a) una vecindad de a. En particular, f es inyectiva

en una vecindad de a.

Demostracion. Por la definicion de funciones estrictamente diferenciables, existe una & > 0 tal que |x—al, < &
y ly—al, <9, x#y, implica

O] <@
Abhora, por el corolario 1.7.1 tenemos,
) =Sy i
‘x_y|p ‘f (a)’P'

COROLARIO 3.2.1. Si f: E — Q,, estrictamente diferenciable en un punto a € E'y si f'(a) # 0, entonces hay
una vecindad U de a en la que f es inyectiva.

Demostracion. La prueba es inmediata, ya que todas las isometrias son inyectivas. ]

Observacion 3.2.1. Sea E C Z, y o« > 0. Una funcién Z, — Q,, satisface una condicion Holder de orden x si
existe una constante M > 0 tal que para todas x,y € E tenemos

f () =F3)p < Mlx—ylp.

Cuando & = 1, la condicién de Holder también se conoce como condicion de Lipschitz.

Notemos que la funcién del lema 3.2.1 es Holder de orden 2 por la ecuacion (3.2).

PROPOSICION 3.2.3. Si una funcién f satisface una condicién de Hélder de orden > 1, entonces f' = 0; en
los casos:

I. f:ICR—R,
2. 12y — Qp.
Demostracion.

1. Para el caso real; podemos reescribir la condicién de Holder como
—M|x—y[* < f(x) = f(y) < —M]x—y|*

Por definicidn:

Fo) = tim L0 =IO o S =SO) e M e WY

>
X—=y xX—Yy x—yt xX—y x—=yt X—Yy x—=yt X—Yy
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porque lim (x=y)* —lim(x—y)* ' =0yaque x— 1> 0.
X2y X—Yy x—y

De modo similar:

f/(y)zﬁmf(x —f0) _ o S0 - FO) > 1fm —M\x—y\"‘:(_M) o 07D
X—y X—=Yy xX—=y~ X—=Yy X—y~ xX—y sy X—Y
(y—x)*

Porque lim
x=y- X—Y X=y

todoy €1, |f'(y)] =0, es decir, f =0.

2. Para el caso p-adico tenemos:
1f(x) = fW)p S M|x—yl;

de ahi que
1/ (x) = f ()] -
P < Mx—yl5!
e —ylp
entonces
F0) = F0) e
x=y |,
al tomar limites
fim [T ZIO y g r—y|g!
h=ylp=0]  X=y |, e=ylp—0
porlotanto  f =0. [ |

En andlisis real, el Teorema de Rolle dice que si f: [a,b] — R es continua y diferenciable en (a,b) y
f(a) = f(b), entonces existe un { € (a,b) tal que f'({) = 0. Sin embargo en el caso p-ddico, esta formulacién
del teorema de Rolle falla. En efecto, veamos el siguiente

Ejemplo 3.2.5. Sea f: Z, — Q, dada por

flx)=xP—x.
Tenemos f(0) =0, f(1) =0, f'(x) = px’~' — 1. Dado que | f"(x) + 1|, < 11)’ ie., f'(x) € pZ,—1, se sigue que
f'(x) # 0 para todo x € Z,,.

3.3. Series Formales de potencias p-adicas

Las funciones expresadas mediante series de potencias son diferenciables (Rudin (1976), teorema 8.1) y
como los ndmeros p-adicos se pueden expresar de manera tinica como tales series (1.1). Tales series nos seran
muy utiles para estudiar algunas funciones p-adicas y su diferenciabilidad.

Definicion 3.3.1. Una serie formal de potencias es una expresion de la forma
f(X) = Z Clan,
n=0

donde a, € Q, y X es una indeterminada.
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El conjunto de todas las series formales de potencias en X con coeficientes en @, se denota por Q, [[X]].

Definicion 3.3.2.

1. La suma de series formales de potencias p-adicas es la aplicacion

+ 1 Qp[[X]] x Qp[[X]] — Q,[[X]] dada por:

n=0 n=0 n=0

2. El producto de series formales de potencias p-adicas es la aplicacion

-1 Qp[[X]] xQp[[X]] = Qp[[X]] dada por:
n=0 n=0 n=0 \i+j=n

TEOREMA 3.3.1. (QP [[X]],+, > tiene una estructura de anillo donde:

» La identidad para + es 0 = Z 0-X"
n=0

» el inverso para + estd dado por —f(X) = Z (—an)X", y

» la identidad para - es 1 = Z enX" con eg=1y e =0.
n=0

Demostracion. Consideremos f(X),g(X),h(X) € Q,[[X]] dadas por:

FX)=Y a X", gX)=Y b.X", h(X)=Y cX".
n=0 n=0 n=0
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1. La operacion + es asociativa:

Entonces (f(X)+g(X)) +h(X) = f(X

+
o
=
+
=
=

2. Consideremos 0 = Z 0-X". Entonces

n=0
F(X)+0= <ianX”> n (io x">
n=0 n=0
= Y (4 + 0)X"
n=0
= i a, X"
n=0
= f(X)
= i (0+a,)X"
n=0
n=0 n=0
=0+ f(X).

Entonces f(X)+0= f(X) =0+ f(X). Asi que O es la identidad para +.

[}

3. Definamos —f(X) € Q,[[X]] de la siguiente manera: — f(X) = Z (—ay)X". Notemos que
n=0

fX)+ (—=fX)) = (ianX”> + <io<—an>x">
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(an—an)X"

M 11

e
e
S

I
=1
=)

Asique f(X)+ (—f(X)) =0.

Andlogamente:

(—f (X)) +£(X)

+
~

I
s < >
Py g[:jg
Q
g
g
N——
+
S
Lrs
Q
S
g
N——

3
Il
o

I
s
>
g

I
=1
=)

Asi que (—f(X)) + f(X) = 0. Entonces — f(X) es el inverso aditivo de f(X) para la operacion +.

4. La operacion + es conmutativa. En efecto:

ﬂm+gm=<maﬂﬁ+<iaxﬂ
n=0

n=0

= Z (an+by)X"

Entonces f(X) +g(X) = g(X) + f(X).

5. La operacién - es asociativa:

I
:/\/_\
Lrs
- N
J’_
ek

8

@n .

~.
~__—

g
~_

S
Les
o

S

g

~_

75
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I
gk

i i aibjck> X"
then i+ =t

i aibjck> X"
i+ j+k=n
Z (Z a,-bjck> X"

3
Il
=

|
gk

3
Il
o

|
s

3
Il
o
+
U
Il
3

Il
13
13
8
VRS
~
s
S
~
N————
N~ ——
<
3

3
|

I
TN
13

3
Il

3 o
Nt

Q

R

g’
\_/ -
L1s

) ~

I
70
3

ol

~

S

o~
~_

g
~

I
=
>
— o
o
s
=
>
~

Entonces (f(X)-g(X)) - h(X) =

=
o
G
>
=
-

6. La operacion - se distribuye sobre la operacién + por la izquierda:

((Zee) ()

F(X) - (8(X) +h(X)) = (io X"

I
<
[l 8
(e}
Q
S
~
v v

I
gk

Il
s
: s
' 2
k@‘
+
8
k‘Q
~_
"~

3
Il
o

3
Il
o

|
s

3
Il
o

gk

S
Il
S

3
Il

I
N
s
£
g
~— N
s
S
S
S
o+
P
s
£ ‘
"
N———
P
s
N
g
N———

I

=
<
~ o
oo
e

+ .
=
>
=
>

Por lo tanto f(X) - (¢(X) +h(X)) = (f(X) - g(X)) + (f(X) - h(X)).
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De modo similar, - se distribuye sobre + por la derecha:

(fF(X)+g(X)) - ((Z anX”> (gb X”)) : <§6ch">
wo(an+bn)X”> . (g)ch”>

|
S
I

S
Il
(e}
I
.
Il
S

I
ok
ok
8
_|_
S
%

\\__//

g

3
Il
o
+

T.
3

I
D1¢
ok
8
Ay

+

s

9
N

g

1
=
1r-s
—
_|_
Ak
S
Q
~.

o
v
_|_
/\N.

+
513
S
S
~
o
v
\_/
Dot
S

Entonces (f(X)+g(X)) -h(X) = (f(X)-h(X)) + (g(X) - h(X)). Asi, tenemos que Q, [[X]] es un anillo.

7. Ya que Q, es conmutativo, entonces tenemos que Q) [[X ]] es conmutativo.

3
Il
o

|
18
< ~
gk

Q

:w

Il
ok
- N
013
_\%‘ ~
8
N—— ~~—
<
=

3
Il
=

[
3
el
S
S
g
— N————
S
Lrs
Q
S
g
N——

I
Py
s
=
<

Entonces f(X) - g(X) = g(X) - f(X).

8. Definamos 1 = Z e X" coney=1y e 1 =0. Entonces

n=0
n=0 n=0



78 CAPITULO 3. CALCULO DIFERENCIAL p-ADICO

Entonces 1 - f(X) = f(X) = f(X) - 1. Es decir, Q,[[X]] tiene una unidad y es 1. [ |

Tomemos x € Q, y f € Q) [[X H y consideremos la correspondiente serie numérica de potencias f(x) =
_,anx". Sabemos que ésta converge si, y s6lo si, |a,x"|, tiende a 0. Asi, si » > 0 denota un nimero real tal
n=0 I p
que |a,|,r" tiende a 0, entonces la serie Zn:O anx" converge al menos para |x|, < r.

Definicion 3.3.3. El radio de convergencia de una serie de potencias f(X) = Z::O a,X" con coeficientes en
Q, es el nimero real extendido 0 < ry < oo tal que r¢ = sup{r > 0: |a,|,r"" — 0}, donde los nimeros reales
extendidos se definen como R U {eo}.

Como en el caso arquimediano (series de potencias sobre R o C); el radio de convergencia de una serie
formal de potencias p-ddica puede calcularse mediante la formula de Hadamard,; la cual estd en la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 3.3.1. El radio de convergencia de una serie de potencias f(X) = Z a, X" es
n=0

1
re—

= (3.3)
lim sup |a,,|,1,/"

Demostracion. Recordemos que limsup de una sucesion es la menor cota superior del conjunto de puntos

limite de dicha sucesion. Puede ser calculada mediante la férmula lim supx,, = lim supx;.
n—oo
k>n

Si |x|, > rf (que s6lo es posible si ry < o), tenemos

. 1/k ) 1/k 1
liimsup +]la |5 = b, im suplagl /" = Jalp- - > 1.
=n
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. . 1/k . P
Por lo tanto, la sucesion decreciente sup |x|,|a]| p/ > 1 y para una cantidad infinita de valores k tenemos
k>n

|| p|x|/l§ > 1. Se sigue que el término general a;x* de la serie no tiende a 0; de ahi que la serie diverge.
Por otro lado, si |x|, < r¢ (lo cual ocurre sélo si rs > 0), entonces podemos elegir r € R tal que |x|, <r <ry.
Entonces

. 1/k . 1/k
lim supr|ak|p/ =rlim sup\ak\p/ <1.
}’l*}mk?n n~>ook/n

Por lo tanto existe un N € IN tal que

sup r|ak|,1,/k <1
k=N

En consecuencia, para k > N tenemos |a|,/* < 1y

k k
x
||, = |ag|pr* <%> < ‘% tiende a 0 cuando k tiende a oo.
r r

Asfi, el término general de la serie tiende a 0, y la serie converge. |

¢Qué ocurre cuando |x|, = r? En el caso arquimediano (R o C) el comportamiento en la vecindad del
intervalo o disco de convergencia puede ser muy complicado.

Ejemplo 3.3.1. La serie logaritmica usual de potencias

oo a1 X"
log(1+x) :anl(—l) H;

tiene radio de convergencia 1. Si |x| = 1, diverge para x = —1 y converge (no absolutamente) para x = 1.
En el caso no arquimediano la situacién es mds simple. Ya que
» para |x|, < r, la serie converge,

= para |x|, > r, la serie diverge,

converge si lim |a,|,”"" =0

» y para |x|, =r, laserie nree

diverge  si lim |a,|,7" > 0 osi el limite no existe.
n—oo

De ahi que, la region de convergencia tenga la forma
x|, <r o |x|,<r

Notemos que, a diferencia del caso arquimediano, aqui podemos dar un criterio general para la convergencia
también cuando |x|, =r.

PROPOSICION 3.3.2. Sea f(x) € Qp[[X]] una serie de potencias p-ddica. El dominio de convergencia de f(x)
es una bola D = {x € Q,: |x|, < R} para algiin R € {p*,k € Z} U{0} Uso, y la serie converge uniformemente
en D.
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Demostracion. Sea ry el radio de convergencia de f(X), sabemos que la serie converge en la bola abierta D =
{|x|, < ry} Como para los puntos x tales que |x|, = rf, la condicién necesaria y suficiente para la convergencia
es |a,x"|, — 0, la cual s6lo depende del valor absoluto |x|,, no del valor especifico de x. Asi, ya sea para todos
los puntos con |x|, = ry la serie converge, en cuyo caso R = ry. O para todos los puntos con |x|, = ry la serie
diverge, en cuyo caso R = —rj Para |x|, < R tenemos

lapx"|p < |an,R"|, tiende a 0,

y se cumple la convergencia en D. |

0 ( 1>n+1
Ejemplo 3.3.2. Sea Zanx = Z -

x" € Qp[[X]]. Entonces

-y llmlan\p = lim (p" ())l/nzl.

v
|anlp = p" m

En efecto, notemos que si n > 1, podemos escribir n = p*n’, donde (p,n) = 1. Entonces v,(n) = o y, dado

vp(n)
que p* < n, tenemos que & = log,(n); de ahi que v, (n) <log,(n). Asi lim V"T(") = 0. Entonces lim p =
n—yoo n—oo
lim p =1.
n—yoo

La serie converge para |x|, < 1y diverge para |x|, > 1. Si |x|, =1, |a,|, = p"?" > 1; de ahi que la serie
diverge para tales x, y el dominio de convergencia de esta serie de potencias es {x € Q,: |x|, <p '}

PROPOSICION 3.3.3. Cada f(X) € Z,[[X]] converge en {x € Qp : |x|, <1}.

Demostracion. Sea |x|, < 1y f(x) Z _o@nx". Dado que para cualquier n > 0, tenemos que |a,[, < 1,
tenemos que |a,x"|, < |x|}, tiende a 0 cuando n tiende a oo; de ahi que la serie converge. [ |

Ejemplo 3.3.3. Sea a € Z, fijo. Entonces

fulx)= Y, (Z)X € Zy[[x]].

La funcién f,(X): = (1 +X)“ estd definida por la misma serie como su contraparte real y se llama serie
binomial p-ddica.
Asi, para cualquier a € Zj, f4(X) € Z,[[X]], y de ahi que converja para |x|, < 1.

. . m
En particular, si m € Z, entonces ( ) c7Z.
n

PROPOSICION 3.3.4. Sea f(x Zanx" € Qp|[X]],an € Qp, una serie p-ddica cuya region de convergencia

es una bola abierta y cerrada D C Qp. Entonces f: D — Q) es una funcion continua en D.

[

Demostracion. Probemos la continuidad en x = 0 de la serie de potencias f(x) = Z a,x" con un radio de
. .o, . n:O
convergencia positivo.
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Escribimos

| f(x) _f(0>|p = |x|p

Z apy1X"
n=0

p

y mostramos que la serie ano a,+1x" tiene el mismo radio de convergencia que la serie de potencias original.
Queremos probar que f es continua en cualquier x € D,x # 0. Sea |x —x'|, < §, donde & < |x|, se elegird
después. Entonces, por el corolario 1.7.1, |x|, = '], .

Tenemos
f() = f(W)]p = | X (anx" — anx™)
n=0 p
< méx |a,x" — apx"|,
n
= méx(yan\pyx—x’mx"*l F A ).
Pero I T, € rg x [ = !
<isn
Por lo tanto: £ () = F&)]p < max(lx = |planlp|x[5 ")
d
< o max([an || },)-
[xlp
dado que |a,x"|, estd acotado cuando n tiende a oo, obtenemos | f(x) — f(x')|, < € para una § adecuada. W

Ahora revisaremos el comportamiento de la derivada en el contexto del analisis p-adico.
Sean f(X) = Zn o@nX " una serie de potencias y Dy(X) su derivada formal que, por teorema 3.1.1, es:

= i na, X" 1.
n=1

PROPOSICION 3.3.5. El radio de convergencia de la serie de potencias,
X) =) anX" € Qp[[X]]
n=0
v el de su derivada formal,

= i na, X" !
n=1

son iguales, i.e., ry =rpy.
Demostracion. Para cualquier n € IN tenemos ||, < 1. Entonces

_ , 1 1 . 1 - 1 —
7y =1 sup [na /" = 1im sup [na /" =1im sup Ja ;" = ;" -
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Ejemplo 3.3.4. Mostremos que el comportamiento de las series de potencias y su derivada formal en la ve-
cindad de la regién de convergencia pueden diferir. La serie de potencias f Z 0X " tiene radio de
convergencia igual a 1 y diverge para |x|, = 1, mientras su derivada Df(X Z 0 p”Xp Converge para
|x|, = 1 (dado que la serie ano p" converge). Notemos, sin embargo, que la bola de convergencia de Df(X)
no es mas pequefia que la de f(X).

Ahora deberemos mostrar que justo como en los casos real y complejo, la serie formal de potencias D f(X)
efectivamente representa la derivada f'(X) en la region de convergencia:

LEMA 3.3.1. Sea f(X) € Qp|[X]] una serie de potencias y sea Df (X) su derivada formal. Si x € Q, es tal

que f(x) converge, entonces D f(x) también converge.

Demostracion. Se |x|, = r. Entonces f(x) converge si, y sélo si

lim a,r* =0,
n—oo

y Df(x) converge si, y sélo si
lim |n|,a,”" ' = 0. =
n—oo

PROPOSICION 3.3.6. Consideremos la serie de potencias

X) = ioanxn € Qp[[X]]

y supongamos que f(x Z anx" converge en una bola abierta U C Q. Entonces f(x) es diferenciable en U
n=0
y para toda x € U, tenemos

= i na,X" !
n=0

De modo mds general, f(x) tiene derivada de todos los érdenes en U las cuales estdn dadas por

k o (N n—k
=k!
X) ,,gb (k) apXx

Los coeficientes de la serie de potencias original pueden expresarse como
k

M)

TR

Demostracion. La prueba cldsica de este resultado (Rudin, 1976, Corolario del teorema 8.) se basa en el teo-

rema del valor medio el cual no es vélido en el caso p-ddico, como ya hemos visto en la seccién 3.1, asi

"1y = B(0, p") 1a bola (que es al mismo tiempo,

que necesitamos una aproximacién diferente. Sea U = B(0, p
abierta y cerrada) donde f(x) converge. En vista de la observacion 3.3.4 y el lema 3.3.1, Df(x) también con-
verge en U y la serie de potencias, converge uniformemente en la bola cerrada B(0, p") (proposicién 3.3.2).

Ahora sea x € U. Para mostrar que

Dﬂ@:ﬁmf@+2_ﬂ”, (3.4)

h—0
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notamos primero que hay efectivamente elementos 4 que tienden a cero para los que f(x+ &) converge. Si
x =0, cualquier 4 con |h|, < p" funciona, y si x # 0, cualquier / con ||, < |x|, < p" funciona debido a la
desigualdad fuerte del tridngulo, en particular, la expresion bajo el limite en la ecuacion (3.4) tiene sentido.
Expandamos f(x+ /) en la serie de potencias usando el teorema del binomio

Jx+h)—f(0) Qv (") mmet
Y, m;(m)xn 1, (3.5)

Mostramos que la serie en (3.5) converge uniformemente en /4. Un teorema estdndar en anélisis real (Rudin,
1976, teorema 7.12) implica que el limite es continuo en /; por lo tanto simplemente necesitamos establecer
h = 0 para obtener el resultado deseado. Por induccién se obtienen los resultados para derivadas superiores. Wl

Ahora, supongamos que tenemos una funcién definida por una serie de potencias en algin disco. ; Podemos
extender la definicion a una region més grande de algiin modo “razonable”? En anélisis real podiamos hacerlo;
eligiendo un punto « dentro de la bola de convergencia, encontrando una nueva serie de potencias alrededor
de o y asi continuar nuestra funcién a la bola de convergencia de la nueva serie. Desafortunadamente, esto no
funciona en el caso p-ddico como lo ilustra la siguiente resultado.

PROPOSICION 3.3.7. Sea

f(X)= i‘aanX” € Q,[[X]]

ysea x € D, donde D es el disco de convergencia de f. Para m > 0, definimos

Entonces

1. by, converge para todo m, asi b, estd bien definido para cualquier m;
2. g(X) tiene el mismo disco de convergencia D;

3. g(A) = f(A) para todo A € D.

Demostracion. Dado que « € D, para cada m tenemos

(o)

dado que (,’:l ) € 7, y la serie f(X) converge en «. Entonces b, converge por la proposicion 2.2.2, y se sigue
(1). Ahorasi A € D,

< |an“n_m|p

p

= |a|," |ane"|, — 0,

f(A) = ian(x—cxm)": i Y (Z)anoc”_m(l—oc)m. (3.6)
n=0

n=0 m<n
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esto se ve como una suma parcial de g(X), excepto que necesitamos re-arreglar sus términos. Para ello, debe-
mos mostrar que la doble serie converge “uniformemente”, i.e., satisface la condicién del teorema 2.2.2. Asi
que pongamos esto dentro de una serie de potencias infinita en ambos indices: Sea

m

(n>anoc"_m(l —x)"  sim<n,
Bn,m -

0 sim > n.

Quisiéramos mostrar que f3,, , tiende a 0 uniformemente en ambos indices. Esto es, queremos encontrar una N
tal que si m > N on > N, entonces |f, |, < €. Tenemos la siguiente estimacion:

,= ‘(n>ancx”_m(l o

m

| Bin,n

< Jano™ "™ (o — )™M .
p

Podemos encontrar un punto ry € D tal que r = |ry|, > médx (|«|,,[A|,). Entonces ||}y < 7" por construccion,

y
A = o, < max (o p, [A )" <

por construccién y por la propiedad no arquimediana; asi
Bralp = land™ (2 = "] <[y

lo cual tiende a cero cuando #n tiende a o independientemente de m, i.e., para todo ¢ > 0, existe N para todo
n>N,|Bunlp, < €. Ahora, si m > N, o bien n > m implica n > N implica que |By |, < € 0 n < m implica

Bm,n - 07 asi |ﬁm7n|p =0<e¢.
Asi, podemos re-ordenar la suma en (3.6):

() = i y <”)anan—m(x — )" = i i Bum

n=0m<n m n=0m=0
> n

- andM(A — o)™ = g(1)
rr()

Elegimos un A arbitrario en D y encontramos que g converge en A; asi que g converge en todo D. Notemos que
los papeles de f y g son simétricos, asi empezando con g y construyendo f, vemos que f converge siempre
que g lo hace. |

Asi, en contraste con el caso real o complejo, esto no nos da ningtin nuevo dominio de definicién. Para més
detalles de los puntos tocados en esta seccidon véase Hasse (1980).

3.4. Logaritmo y Exponencial p-adicos

En esta seccidn, nuestro objetivo es usar las series de potencias para definir funciones p-adicas que son
andlogas a funciones cldsicas. Mostramos las versiones p-ddicas de las funciones exponencial y logaritmo.
En contraste con el caso arquimediano, el logaritmo tiene mejores propiedades de convergencia. Notemos el
siguiente resultado,
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LEMA 3.4.1. Para cualquier entero positivo n € IN, tenemos que su expansion en base p es:

k
n= Z a;p'
i=0

Si S, es la suma de los digitos de n escrito en base p; i.e., S, = ag+ay + - - - + ay. Entonces

vp(n!) =

Demostracion. Si p > n, tenemos S, =n 'y por lo tanto S" =

= 0. Por supuesto esto es cierto ya que p/fn!y

por lo tanto v,(n!) = 0. Ahora suponemos que p < ny sean = Zi:O a;p' la expansién de n en base p. Para

FInr

(|x| es la parte entera de x) nimeros entre 1 y n tales que p’ es la mayor potencia de p que divide a cada uno.
p y q yor p q

won=1 (12 L)) - £ 3]

Aqui se cumple la dltima ecuacién porque para i > 2, cada término aparece dos veces en la suma, una vez con

cualquier 1 < i < k hay exactamente

Asi que obtenemos

coeficiente i y una con coeficiente —(i + 1). Ademds, LWJ = 0 por la definicién de k.
Por otro lado tenemos que:

n—Sp _ (a0+a1p+"'+akpk)—(a0+a1+...+ak)
ai(p—1)+ay(p?> — 1)+ +a(pk—1)

p—1
k k=1
i=1 j=0
= Z aip’

1<j<i<k

= (a1 +ap+-Fap ) +(@+ap+-+ap )+t a

3]+
£

R

Por lo tanto

-
vy(nl) == " 3.7)
b n
Empecemos con la serie formal de potencias para el logaritmo en anélisis real:
o X" X2 X3 X4
log(1+X) = Z = - T

n=1
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Dado que sus coeficientes son nimeros racionales, log(1+X) es un elemento de Q [[X ]] . Hemos visto (ejemplo
3.3.2) que la correspondiente serie de potencias en ), la cual denotamos por In, (1 +x) para no confundirla
con el logaritmo en base p, y llamado el logaritmo p-ddico, converge para |x|, < 1. (Reservaremos la notacién
log(1+ x) para la serie de potencias numérica en RR.)

De modo similar, definimos la serie
In, (x) Z "“T), € Q,[[x]] (3.8)

la cual converge parax € B: ={x€Z,: [x—1|, <1} =1+ pZ,.
Notemos que, si X = x— 1, entonces Inp(x) =In, (1 + (x—1)). Asi
- n—HX

In,(x) =In,(1+X) =Y (- . €Qp[X]].

n=1

LEMA 3.4.2. El logaritmo p-ddico converge para D = {x € Qp: |x|, < 1}.

Demostracion. Por definicién, ecuacion (3.8)
n+l
Iny(x) =} (- —

Por la ecuacion (3.7)

— =p n
"lp
y
1 1/n
limsup |- =1,
p
de ahi que el radio de convergencia de In,(x) es 1. |

LEMA 3.4.3. La funcion In, es diferenciable en 1+ p’Z.,, ademds

Demostracion. La derivada de In,(x) estd dada por:

(i rH—l 1) )lz i(_l)n—i-ln(x_l)n_]

n=1 n

I
_

(o)

Y- !

Sea k =n— 1y por (Rade and Westergren, 2004, pp 185), tenemos:
- —1) 1
D=1k = (— -
E (-0 1 = e =

Por lo tanto
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PROPOSICION 3.4.1. Si x,y € 1 + pZ,, entonces el logaritmo p-ddico satisface la propiedad fundamental
In, ((1+x)(1+y)) =Iny(1+x)+1n,(1+y).

Demostracion. Sea t una indeterminada sobre Z,,. Por el lema 3.4.3 tenemos:

In),(1+1) = i(—l)"t" :

o 1+t
En la composicién In,, ((1+xt)(1+ yr)). Mediante las reglas formales para diferenciacion, tenemos:

((142x)(14y1))’
(I4+xt)(1+y1)

(10 (1 4+20)(1431) ) =

(1+xt)y+ (14yt)x
(1+xt)(1+yr)

__ X + Y
Cl4xt 14yt

i (_1)nxn+lln + i (_1)nyn—|—ltn
=0 n=0

n

(_l)n(anrl +yn+1)tn_

I
s

3
Il
o

Asi,

(oo}

(iny (1 +0)(1430)) ) = ¥ (1 @y e,
n=0

Por lo tanto, los coeficientes a, en la serie de potencias In, ((1 +xt)(1+ yt)) = Z::O aut" estan determi-
nados por las férmulas na, = (—1)""1(x" +y"), paran > 1.
Dado que Z, es de caracteristica cero, concluimos que

)) ot i (_1>n—1(xn _|_yn)tn

In, (1 +xt)(1+yr "

n=1

© (_] ”_'x”t” < (1 n—1 nyn
— ap+ Z (=1) + Z (=1)" 'y
n=1

=ag+1n,(1+xt)+1n,(1+y1)
con algin ag € Z,. Al sustituir f = 0 tenemos ap = 0. Al remplazar t = 1 obtenemos la afirmacion:

Iny ((1+xt)(1+yr)) =In,(1+x)+1ny(1+y) [ |
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LEMA 3.4.4. El logaritmo p-ddico cumple In,(x") = nln,(x)

Demostracion. Al aplicar la proposicion 3.4.1:

In,(x") = lnp(w) zlnp(x) +---+1In,(x) =nln,(x).

~\~
n

n
Ahora consideramos la serie formal de potencias

exp(X) =) —

P
=0 n.

La correspondiente serie numérica de potencias en R converge en todas partes. Ahora estudiaremos la serie de

potencias correspondiente en Q,; se llama la exponencial p-ddica y la denotamos por exp,, (x).

TEOREMA 3.4.1. La exponencial p-ddica exp,(x) converge en el disco Dy = {x € Qp: |x|, <1}, donde

rp = p~ /P~y diverge en cualquier otro caso.

Demostracion. Primero encontraremos el radio de convergencia r), de esta serie de potencias usando la férmula

1
(3.3). Aqui g, = — obtenemos
n!

n— Sn
) = =1y
Usamos el hecho de que,
1
o

= ——
h’msup|an\11,/"

es una serie de p, obtenemos la relacion,

1 -5 1
vp(rp) = liminf - v, (a,) = limint (—nr(’p - ’;)) ===

La dltima igualdad es valida dado que,

—S
lim =22 — 1 4 gfm 2 — 1,
n—oo n n—oo p—1

Y asi, r, = p~ /=1 Ahora veamos qué sucede cuando x|, = p /=1 je., cuando vp(x) =1/(p—1).

Podemos escribir
n—3S, n Sy

p—1 "p—1 p—1'

Sin=p", entonces S, =1y vp(apmxpm) = ]ﬁ; de ahi que tengamos

vp(anx") =

lim |anxn‘p 75 0 para |x|p — p—l/(P—l)7
n—soo

y la serie diverge para |x|, = p /=),

Ejemplo 3.4.1. Si p =2, el radio de convergencia es igual a %; de ahi que exp,(x) converge en 47Z,.

Si p > 2, el radio de convergencia es igual a pil/ (P=1) ¢ que no esta entre los valores posibles del valor

. 1 —1/(p—1
p-ddico y dado que ; < p /P=1) <1, exp ,(x) converge en pZy.
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Ejemplo 3.4.2. Sea p=2. Entonces —1 € {x € Z,: [x— 1| < 1},dadoque |- 1—1[, = % < 1. Por lo tanto
el logaritmo 2-ddico Iny(—1) puede calcularse usando la serie de potencias, digamos

22 923

Por otro lado, tenemos
0=1Iny(1) =Inp(—1)+1Ina(—1) =21np(—1);
de ahi que Inp(—1) = 0. Esto significa que cuando n tiende a oo, la suma
22 23 on

242 4 442
+ ST

se acerca cada vez mas a cero en la norma 2-adica, i.e.,

22 93 on
24 4 - 44
vz(+2+3+ +n>

es divisible por potencias cada vez més altas de 2. Mds precisamente, para cualquier entero positivo M, existe

22 23 on
24+ - ).
v2(+2+3+ +n)

un 7 tal que
M

Consideremos la region de convergencia de exp,,,

1
D, = {erp: x| <p_P—1}.

Hemos visto que si p # 2, entonces D), = pZ, y Dy = 47.,.
Antes de continuar estudiando la relacion entre exp,, y In,, necesitamos el siguiente resultado,

LEMA 3.4.5. Para cualquier 0 < |x|, <r,yn=>2

n n

X

X

< |x|p < rp.
p

~

n n!

Demostracion. Sean € Z,n>1y S, > 1 (la suma de los digitos de n escrito en base p). Entonces

n—S, n—1
< .
p—1 " p-—1

vp(n!) =

Por otro lado, dado que v,,(n) < v,(n!), obtenemos

|”|p>|”'|p>P P~ —”Z_l
Por lo tanto
X" X" x|, n-l x|, < |l <
— — — X X r
ni, n! » p b po=rp

paran >2y0 < x|, <rp. [ |
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Hay una propiedad formal mas que quisiéramos que fuera verdadera también en el contexto p-adico: el
hecho que el logaritmo y la exponencial son inversos.

PROPOSICION 3.4.2. Las funciones
exp,: Dp —1+Dp y 1Inp: 14D, —D,
son inversas una de la otra, i.e., si x € D p, entonces

In, (expp(x)) =x

exp, (Inp(1+x)) =1+

Demostracion. Considerando las correspondientes series formales de potencias, sabemos que las relaciones
de la proposicion se cumplen. Asi que sélo tenemos que asegurar que las series de potencias involucradas
convergen. En otras palabras, debemos mostrar que exp,, (x) €1+ D, yIn,(1+x) € D, para cualquier x € D,,.
De la discusion anterior se concluye la convergencia. Al aplicar el lema 3.4.5 y la proposicion 1.7.2 aplicada a
series, tenemos

lexp,(x) — 1], = < xlp < rp.

oo xn
X+ Z’z 0

n= p
Por el lema 3.4.5, la desigualdad anterior se cumple porque todos los términos en la suma estdn a menos de

|x[. Por lo tanto exp,(x) € L +Dp y exp,: Dp — 1+ D).
El mismo argumento funciona para el logaritmo p-ddico. Sea 1 +x € 1+ D,,. Entonces

x4+ i(—l)
n=2 p

Otra vez, la desigualdad anterior se cumple por el lema 3.4.5 y la proposiciéon 1.7.2 para series. Asi tenemos

n+1x_n

[Inp(1+x)], = = |xlp <7p.

que In,(1+x) € D, paratodo x € D), y por lo tanto In,: 14D, — D,, (ver la figura 3.1).
Se cumple la afirmacion. |

Figura 3.1: Exponencial y logaritmo p-adicos en Qs.
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PROPOSICION 3.4.3. Las funciones exponencial y logaritmica p-ddicas satisfacen las siguientes propiedades.

(1) La funcion exp,, es diferenciable en D y
exp; (x) = exp,(x).
(2) a = exp,, (xlnp(a)),
(3) (a)' = a*Iny(a). (Para p =2 las igualdades (2) y (3) son ciertas sélo para a € 1 +47,.)
Demostracion.

1. Efectivamente, por la proposicion 3.3.6,

expp() =Y = %,
n=1 : n=1

= exp,(x).

xn—l
(n—1)!

2. Si p > 3,lafuncién a la derecha converge paraa € 1+ pZ,,, pero si p =2, sélo converge paraa € 1 +47;.
Para cualquier n € IN tenemos por la proposicién 3.4.2:

n

exp, (nlnp(a)) = exp, (lnp(a”)) =d",
i.e., las funciones coinciden en IN. El resultado se sigue de la unicidad de la serie de interpolacion.

3. Esta propiedad se obtiene por diferenciacion de la expresién para a* en (3) al usar la proposicién 3.4.3:

a* = exp,(In,(a*))

= exp,, (xInp(a))

Asi:

(a*)" = exp, (xIn,(a)) (xIny(a))’
= exp,, (xlnp(a)) (lnp(a))
=a'(Inp(a))

Por lo tanto,
(@) = a"(1ny()) .

Observacion 3.4.1. Notemos que la propiedad (2) de la proposicién 3.4.3 implica, en particular, que exp,, (px)=
(exp, p)*. Por el teorema 3.4.1 la serie definida por exp,(x) diverge en x = 1. Sin embargo, la serie para
exp,(px) para p > 3y exp,(4x) para p = 2 son analiticas en Z,. En consecuencia, un nimero andlogo a e no
pertenece a Q,, pero e” parap >3y ¢t para p = 2 si pertenece a QQ,. Asi que e pertenece a una extension
algebraica de Q, de grado 4 si p =2y de grado p si p > 3.

Justo como en el caso del logaritmo p-adico, se preserva la propiedad formal de la exponencial en su
contraparte p-adica.
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PROPOSICION 3.4.4. Si x,y pertenecen a D), la region de convergencia de la exponencial p-ddica. Tenemos
exp,,(x+y) = exp, (x)exp,(y).

Demostracion. Del teorema 2.2.2 se sigue que
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Por lo tanto, exp, (x+y)= exp,,(x)exp,(y) .

Hemos refinado y hablado de las propiedades algebraicas de la exponencial y el logaritmo p-adicos. Ahora
veamos el siguiente resultado de teoria de grupos.

PROPOSICION 3.4.5. La exponencial p-ddica exp,, define un isomorfismo de grupos
exp, : Dp = 1+ Dy,

donde D, es considerado como un grupo aditivo 'y 1+ D,, como un grupo multiplicativo; el isomorfismo inverso
es Iny,.

Demostracion. Verifiquemos que 1+ D), es un subgrupo multiplicativo de Z,. Esto se sigue del hecho de que
D es unideal en Z,: si x,y € D, x+y+xy € D, y por consiguiente (1+x)(1+y) € 14 D,,. El resto es un
corolario directo de las proposiciones 3.4.4 y 3.4.2. |

Observacion 3.4.2.

= In, da una correspondencia uno a uno entre los grupos 1+ D, y D), bajo la cual la imagen del producto
es la suma de las imagenes. En particular In,, es inyectiva.

» 1+ D, es el disco mds grande en el que In,, es inyectivo.
» Para p #2, 1+ D, es el dominio de convergencia para In,,.

= Para p = 2; hemos visto en el ejemplo 3.4.2 que | —1— 1|, = %, asi, —1 estd en 1+ 27Z», el dominio
de Iny, pero no en 1+ D, = 1 + 47, el dominio de exp,. Efectivamente, Iny(1) = Inp(—1) = 0, asi, la
inyectividad de In;, se viola tan pronto como abandonamos 1 + D;.
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Este isomorfismo es andlogo al caso real; en el que log y exp dan mutuamente isomorfismos inversos entre
el grupo multiplicativo de nimeros reales positivos y y el grupo aditivo de nimeros reales.

COROLARIO 3.4.1. El grupo multiplicativo 1+ D, es libre de torsion, i.e., no hay x € 1 +D,,x # 1, tal que

X" =1 para algiin entero positivo m.

Demostracion. El grupo aditivo D), es libre de torsién dado que en el campo @), la relacién my = 0, donde
meZ"yy€Qp, implicay =0y la afirmacién se cumple. |

Una propiedad interesante: la exponencial p-4dica es una isometria p-adica. Para probarlo, necesitamos el
siguiente

LEMA 3.4.6. Para x € D, tenemos
L. |exp,(x)[, =1;
2. [Iny(14), =

P’
3. |1 —exp,(x)]p = [x]p.

Demostracion. Usamos las estimaciones del lema 3.4.5 y la ecuacién (3.3) otra vez. En la serie

(o)

x"
exp,(x) =1 +x+ ]
n=2"""

el término de la norma maximal es 1. por lo tanto para x € D), [exp,,(x)|, = 1. Dado que la serie

[o5S)

x"
exp,(x) — 1 =x+ ]
n=2"""

el término de la normal maximal es x, obtenemos |exp,,(x) — 1|, = |x[,.
De modo similar, dado que en la serie

Inp(14x) =x+ ) (1"
n=2 :
el término de la norma méxima es x, obtenemos |In, (1 +x)|, = |x],. [ |

COROLARIO 3.4.2. Las aplicaciones
exp,: Dp = 1+Dp, 'y Iny: 1+Dp— D,
son isometrias.

Demostracion. Sean x,y € D). Entonces

|exp, (x) —exp, (y)|p = [exp, (v) (exp, (x) exp, (=) — 1) |,
= |epr(y)’P|epr(x_y) - 1|P
= [exp,(x—y) — 1],

= |X_y|177
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mostrando que la exponencial es una isometria. Ya que exp,, (lnp(l —I—x)) =1+ x, tenemos

[Inp(1+x) —Inp(L+y)[, = [(1+x) = (L=y)[p = |x = ¥lp,
que significa que el logaritmo también es una isometria. |

Usaremos los logaritmos p-ddicos como una aplicacion para determinar si las raices (p")-ésimas de la
unidad estén en Q).

Recordemos que en el caso real, las dnicas raices n-ésimas de la unidad contenidas en R son {1,—1}. Un
fendmeno similar ocurre en el contexto p-adico, como lo ilustra el siguiente resultado.

TEOREMA 3.4.2. Ninguna de las raices primitivas (p")-ésimas de la unidad estdn en Q,, excepto para p =2
yn=1.

Demostracion. Sea p # 2y xP" = 1. Entonces debemos tener x|, =1, i.e., x € Z,, y para su primer digito
Xo tenemos xg = 1 méd p. Sin embargo, el orden de cada elemento del grupo multiplicativo (Z/pZ.)* debe

dividir a su orden, (p — 1); asi concluimos que xo = 1. Por lo tanto x € 1+ pZ,,. Dado que x”" =1, tenemos
0=1In,(1) =In,(x"") = p"In,(x); de ahi que In,(x) = 0.

Pero, a partir de la inyectividad de In, en 1+ pZ, (proposicion 3.4.5) concluimos que In,(x) = 0 si, y sélo si,
x =1, lo que implica que x = 1. Si p = 2, sin embargo, tenemos Iny(—1) = Iny(1) = 0 (ver ejemplo 3.4.2),
y un argumento similar muestra que aunque x = —1 es una raiz no trivial de la unidad en ), ninguna raiz
(2")-ésima de la unidad estd en 3 paran > 1. [ |

Mayores detalles sobre los temas tocados en este capitulo se encuentran en Hasse (1980), Katok (2007),
Koblitz (1984) y Mahler (1981). Un enfoque alternativo, al que hemos tomado para este tema, puede hallarse
en Tran (1981).



Capitulo 4

Antiderivadas en (),, Teorema de Dieudonné

El cdlculo diferencial p-adico es el objetivo principal del presente trabajo. Los temas de este capitulo estan
un poco fuera de dicho objetivo. Sin embargo los incluimos por ser de interés e importancia en su relacién con

Qp-

4.1. Antiderivadas

En andlisis real, la antiderivacion estd conectada con la integracion (de funciones continuas f: R — R) por
la formula

b
F(b)~F(@) = [ £x) ax @.1)

Donde F es una antiderivada de f. En el caso p-adico, sin embargo, no sabemos si una ‘integral’ existe con
propiedades similares'. Una conexi6n simple entre antiderivacién e ‘integracién’ como la dada en la ecuacién
(4.1) se pierde. En funciones p-ddicas se abordan los problemas de antiderivacion e integracion por separado.
Aqui vamos a tratar la antiderivacion.

f(a)

Recordemos que una funcién f es diferenciable sobre un punto a de su dominio si f'(a): = lim f)
a

X—a —
es finito. Luego f’ es la derivada de f'y f la antiderivada de f’. !
Esta afirmacién es verdadera si sustituimos R por @, o por un subconjunto X en @), sin puntos aislados.
Este resultado se conoce como teorema de Dieudonné, por el nombre del matemdtico francés JEAN-
ALEXANDRE-EUGENE DIEUDONNE (1906-1992), uno de los iniciadores del proyecto Bourbaki y que hi-
zo contribuciones importantes en diversos campos de las matemadticas, entre otros, anélisis funcional, dlgebra
abstracta e historia de las matematicas.
Consideremos las funciones f: Z, — Q). Diremos que F es una antiderivada de f'y si g es otra funcién de

7, — Qp tal que g’ =0 entonces F + g también es una antiderivada de f. De ahi que si f tiene una antiderivada

"En la literatura se han definido varias nociones que merecen el nombre de ‘integral’ p-ddica. Véase, por ejemplo, Deitmar
(2010), Goldfeld and Hundley (2011), Murty (2002), Robert (2000) y Schikhof (1984).
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entonces tiene ‘muchas’ en el sentido que el conjunto de todas las antiderivadas de f es denso en el conjunto
de funciones continuas C(Zp,, Q).

Veamos que dada una funcién continua f: Z, — Q, tiene antiderivada. Dado que no tenemos un andlogo
al teorema fundamental del cdlculo, construiremos las antiderivadas en una forma muy diferente. Escribimos
nuestra funcién f como una serie Z Jn,donde las f,, son localmente constantes. Si ahora elegimos antiderivadas
F, para cada f,, esperamos que ZFn sea una antiderivada para f. Efectivamente, esto funcionard, aunque
debemos tener cuidado al elegir las F;,.

Las antiderivadas, por supuesto, no son tnicas ya que podemos afiadir cualquier funcién g # 0 con g’ =0
para obtener alguna otra. En contraste a la situacién en el cdlculo real, donde todas las tales g tenfan que
ser constantes, el andlisis p-ddico hay muchas mas funciones cuya derivada es idénticamente 0, las funciones
localmente constantes, por ejemplo. Pudiéramos pensar al principio que éstas son todas, pero no es el caso:
consideremos a g: Z, — @, definida por

g Zanp" D= Zanpzn.
n=0 n=0

Sean x = Zanp”, y= anp". Si x # y, entonces hay un indice minimo j tal que a; # b;. De ahi que

k—yp,=p7 vy lgx)—g0=p%,

la que podemos escribir como
2
[g(x) —&W)lp = x=ylp-

Entonces vemos que g’ se anula en todo punto de Z p- Pero también se tiene que g es inyectiva y por lo tanto
no es localmente constante.
Fijemos alguna notacién: El (primer) cociente de diferencias ®1 f de f se define como

£5) = 10)

s—1

D f: Zp X Lp\{(x,x): xE€EZpxZp} — Qp, D, f(s,1):

Recordemos que se dice que f es una funcion de clase C' (continuamente diferenciable o estrictamente dife-
renciable) si
lim @, f(x,y) = f'(a) para todo a € Z,,
(x.y)—(a,a)
y escribiremos C ! (Z,,Qp) para el conjunto de todas las funciones de clase C ! definidas en Z -
Lo primero es asegurarnos que dada una funcién continua siempre puede ser aproximada uniformemente
por una suma de funciones localmente constantes.

Definicién 4.1.1. || f]|., = sup |f|,.

X€Z,)

LEMA 4.1.1. Si f: Z, — Qpes una funcion continua, entonces hay funciones localmente constantes

fn: 2y — Q)p, tales que
N
I n— =0.
Jim. n;f f

(o)
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Demostracion. Sean € IN. A partir de la igualdad fuerte del tridngulo decimos que

S 1
x~y siysélosi, |f(x) = f)lp <.

Esta relacion es de equivalencia en Z,,. Después de elegir un representante a; para cada clase de equivalencia,
definimos

gn(x): = f(a;), six~a;.

Estas funciones son localmente constantes (lo cual es una consecuencia de la continuidad de f) y tenemos

1
gn(x) — f(x)]p < ., para todox € Z,,.

Estamos interesados en una serie, asi que establecemos

fii =& y Snt = 8n—8n—1, para n=2.

Estas funciones ain son localmente constantes, y dado que

N
Lnd | =llaw=Fl= sup o) 10l <

[e )

hemos terminado. |

Nos interesa elegir buenas antiderivadas y el siguiente lema nos muestra cuales son las condiciones sufi-
cientes para dicha eleccion.

LEMA 4.1.2. Sean fi, f2,... y f funciones continuas en Z, tales que Z fn converge uniformemente a f.
Suponemos que cada f, tiene una antiderivada continuamente diferenciable F, tal que

X { ||y e, | @1 Byl b < 1

[e)

Entonces ZF,, converge uniformemente a F := Z F, funcién de clase C', que es una antiderivada de f.

n=1
Demostracion. Mostremos que ZF” converge uniformemente. Dado que Z fn converge uniformemente, sa-
bemos que || fy|l« = 0y por el supuesto esto nos lleva a que 1im || F, || = 0. Ya es claro ahora que ZFn tiene
que converger puntualmente a F, pero para N € IN ain tenemos que

N I
Y F—F| + Y F| < mix [|F|.
n=1 oo n=N+1 n=N+1

Este término se vuelve arbitrariamente pequefio y asi ZFn converge uniformemente a F' y en consecuencia es
continua.

Ahora mostremos que F' es una funcién de clase C! y una antiderivada de f en efecto,sia € Z, y ¢ > 0.
Elegimos N tal que || f,||- < € para todo n > N. Entonces tenemos para todo s, € Z, X Z,s #t ytodon > N :

@1 Fn(s,1) = fu(@)|p < m@X{[| P15 |eo, [ frlloo} < e
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Abhora, si x,y € Z, estdn suficientemente cerca de a, de tal manera que
(D Fy(x,y) — fula)|p <&, paran=1,2,...,N,

eventualmente obtenemos

B 1F,(x,y) — fla)], = ilwnoc,y) (@)

p
< sup | D1 Fy(x,y) — fula)]p < e.
nelN

Ya que ¢ fue arbitrario, F es continuamente diferenciable ena'y F'(a) = f(a). Esto es verdadero para cualquier
a € Z.,. Asi terminamos la prueba. |

Ahora mostraremos que toda funcién localmente constante en Z,, tiene una antiderivada que satisface las
condiciones del lema previo.

LEMA 4.1.3. Sea g: 7, — Q, una funcion localmente continua. Entonces g tiene una antiderivada G conti-
nuamente diferenciable que satisface

MEX{[| Glleo, | P1Gleo} < [|]leo-

Demostracion. Para un adecuado n € IN, podemos escribir a g en la forma
p'—1
g(x) = Z Am&mpnZ,5
m=0
donde A, €Q, y 5m+an,, son las funciones caracteristicas de m + p"Z p» 1€,

1, sixem+p'Z,,
Evm—i-p"Z,,(x) = g

0, en otro caso.

Una antiderivada de g estd dada por

-1
G(X): = Z }\m(-x_m)aqup"Zp?
m=0

donde G es una funcién de clase C'.
Seax € m+ p"Z, para algiin m. Entonces |x —m|, < p~" y de ahi

’G(x)‘p = ’Am(x_mﬂp < |7\m|p-

Se sigue inmediatamente que ||Gl|eo < MaX Ay |p = ||g]|co-
Para mostrar la desigualdad

[@1G(x,)lp < [gll paratodo x,y€Zpx#y,
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consideramos dos casos:
Primero, sean x,y € m+ p"Z,, para algin m. Entonces

‘G(X)—G(y) | Am(x,y)

[P1G(x,y)|p = = = [Amlp < [[8]les-
3 RS

Segundo, sean x € m+ p"Z,, y € m + p"Z,, donde m # m'. Entonces |x —m|, < [x—y|, y x—m'[, <

k=l y asi

Gx) —G() x—m  y—m
@160, = | T2 3, I, A <)
X—y p xX—y X=Y p
Combinando ambos casos obtenemos || PG|« < ||g]|, que es lo dltimo que tenfamos que mostrar. [ |

Recordemos que una funcién es de clase C' si es continua con derivada continua.
TEOREMA 4.1.1 (DIEUDONNE). Toda funcion continua f: 7, — Q, tiene una antiderivada de clase C!

Demostracion. Por el lema 4.1.1, sabemos que f puede escribirse como f = Z fn, donde f;, son funciones
localmente constantes.
El lema 4.1.3 nos dice que cada f, tiene una antiderivada F,, € C'(Z » — Qp), que satisface:

MAX{ || Fyl[oo, [P 1Fu]leo} < [ frn|oo-
Luego aplicando el lema 4.1.2, el teorema queda probado. |

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la siguiente funcion en Z,:

;= 0, six#£0

I, six=0

mostraremos que f tiene una antiderivada, dada por

e 0 si todo a,, se anula,
F (Z an p”) =< "
n=0 any P + ...+ azp, p2”0, en otro caso, donde ay, es el coeficiente minimo # 0.

Sea x = Z::no anp", donde a,, # 0. Cualquier y € Z, tal que |x —y|, < p~>" debe tener los mismos
primeros 2n coeficientes que x y por consiguiente F(y) = F(x). Asi, F es localmente constante en Z, \ 0y
tenemos F'(x) = 0 = f(x) ahi. Resta ver la situacién en 0: sea y = Z::no b,p" # 0, donde ng # 0. Entonces

FO) =yl _

| <
p

Y, bup"

n=2ngp+1

@ F(y,0)— 1], = pe

p

Esto se hace arbitrariamente pequefio si elegimos y bastante cerca de 0 y de ahi que F'(0) = 1.

Para mas detalles de lo tratado en esta seccién, véase Schikhof (1984).
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4.2. Una muy breve resena histérica

En Koblitz (1980) encontramos:

Hensel, 1850-1900  Introdujeron los nimeros p-adicos y desarrollaron sus propieda-

Kummer des bdsicas.

Kummer 1851 Acercamiento a congruencias para nimeros de Bernoulli de
modo ad hoc; sin usar nimeros p-adicos.

Minkowski 1884 Probé que una ecuacion alx% 4+ a,,x% =0 (con g; un racional),
es resoluble en los nimeros racionales si, y sélo si es resoluble
en los reales y en los nimeros p-adicos para todos los primos p.

Tate 1950 Andlisis de Fourier en grupos p-adicos; dirigido a ver las interre-
laciones de los niimeros p-adicos con funciones-L y con la teoria
de representaciones.

Dwork 1960 Us6 el andlisis p-adico para probar la racionalidad de la funcién
zeta de una variedad algebraica definida sobre un campo finito,
parte de las conjeturas de Weil .

Kubota, 1964 Interpretacion de las congruencias de Kummer para numeros de

Leopoldt Bernoulli usando la funcién zeta p-adica.

Iwasawa, 1970’s Teorias p-adicas para muchas funciones aritméticamente intere-

Serre, santes.

Mazur,

Manin,

Katz

Dwork, 1970’s- Ecuaciones diferenciales p-adicas, cohomologia p-adica, crista-

Grothendieck 1980’s les.

Scholze 2012 Espacios perfectoides en Scholze (2012a), Scholze (2012b) y

Scholze (2014).
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Apéndice A

Conceptos utiles

A.1. Grupos

Los conceptos enunciados a continuacion se encuentran en Bachman (1964) y Schikhof (1984).

Grupo

Semigrupo

Grupo conmutativo

Grupo abeliano

Grupo finito

Un conjunto G junto con una operacion definida entre pares de elementos
a,b € G (denotamos la operacion por a - b, o simplemente ab, y la llamamos
multiplicacion) la cual satisface los siguientes axiomas:

(1) Paratodo a,b € G, a-b € G (cerradura).
(2) a-(b-c)=(a-Db) - c (asociatividad).

(3) Existe un elemento identidad 1 € G tal que a+1 =1+a = a para todo
acgG.

(4) Para cada elemento a € G, existe un elemento inverso (de a), a~' € G tal

1

quea-a '=a'a=1.

Un conjunto G que satisface s6lo los dos primeros axiomas de grupo.

Un grupo G tal que, si para todo a,b € G,a-b =b - a, entonces G

En este caso, la operacion se denota usualmente por +, y se escribe a + b
en lugar de ab. La identidad se escribe como 0, y el inverso de a como —a.
Finalmente, escribimos a — b en lugar de a + (—b).

Un grupo G que contiene un nimero finito de elementos. El orden de tal
grupo, denotado por |G| es el nimero de elementos de G.
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Subgrupo Un subconjunto H de un grupo G si
(1) a,b € H implicaab € H,
2) 1eH,;

(3) a € H implica aleH.

Orden de grupo A partir del axioma de asociatividad para un grupo G se sigue que la
ley asociativa se mantiene para cualquier numero finito de elementos, y, si
ai,as,...,a, pertenecen a G, podemos escribir sin ambigiiedades, aa; - - - a,.
Si todos los a; = a, escribimos a”, o na en el caso aditivo. Si para algin en-
tero positivo n, a" = 1, entonces decimos que a tiene orden finito, y el entero
positivo més pequeiio n es el orden de a y se denota ord(a). Si a tiene orden
finito, y si a* = 1, entonces ord(a)|k.

a~b Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Definimos a ~ b si, y sélosi,a 'b € H.
Esta es una relacion de equivalenciay a ~ b si, y sélo si, b € aH.

Clases laterales Los conjuntos de la forma aH con a € G un grupo. Tenemos que aH = bH, o
izquierdas aH y bH son disjuntos. Ademds, G = |_|aH , (Ia unién ajena).

Clases laterales Sia~ b si,y sélo si, ba ' € H,; y se obtiene una descomposiciéon de G en
derechas conjuntos de la forma Ha con a € G. Tenemos que Ha = Hb, o Ha y Hb son

disjuntos. Ademads, G = |_|H a, (la unién ajena).

Teorema de Lagrange El orden de un subgrupo H de un grupo finito G divide al orden de G.
Escribimos [G: H] = % y [G: H] esel indice de H en G. El orden de cualquier
elemento de un grupo finito G divide al orden de G, y si |G| = n, entonces

a" =1 paratodo a € G.

Grupo ciclico Si existe un elemento a que pertenece al grupo G tal que cada b € G es de la
forma o™, para algin m € IN, entonces G es un grupo ciclico y se dice que a
es un generador de G; escribimos G = [a].



A.1. GRUPOS

Subgrupo normal

Grupo cociente

Homomorfismo
de grupos

Homomorfismo
canonico
de grupos

Niicleo o kernel
de un homomorfismo
de grupos

Teorema fundamental
de homomorfismos

105

N subgrupo de G tal que aNa ' = N para todo a € G.

En el caso de un grupo abeliano, es claro que cada subgrupo es normal. Si N
es un subgrupo normal de G, y si aN y bN son dos clases laterales izquierdas,
entonces (aN)(bN) = abN* = abN.

El conjunto G/N de todas las clases laterales izquierdas aN, a € G, donde N
es un subgrupo normal de G, i.e., aN - bN = (aN)(bN) = abN.
Si G es un grupo finito, entonces |G/N| = | | =[G :N].

Sean G y G’ dos grupos, f: G — G'.

f es un homomorfismo de G en G’ si f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G.
Si ademds f es suprayectiva, entonces G’ es una imagen homomorfa de G. Si
f es un homomorfismo inyectivo y es suprayectiva, se llama isomorfismo y
escribimos G ~ G'.

Un isomorfismo de un grupo en si mismo es un automorfismo.

El homomorfismo f: G — G/N tal que f(a) = aN para todo a € G; con G un
grupo y N un subgrupo normal.

Un subgrupo normal ker(f) de G tal que ker(f) = {a € G: f(a) =1'},
donde f: G — G’ un homomorfismo, y 1’ es la identidad de G'.

Si f: G — G’ es un homomorfismo de G sobre G', entonces G’ ~ G/ ker(f).
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A.2. Anillos e Ideales

Anillo conmutativo

Anillo con identidad

Dominio entero

Unidad

Ideal

Anillo cociente

Un conjunto A con dos operaciones, denotadas por + y -, definidas entre pares
de elementos a,b € A que cumplen:

(1) A es un grupo abeliano con respecto a la operacién + ;

(2) A esun semigrupo con respecto a la operacion - ;

(3) a-b=>b-aparatodo a,b € A;

4) a-(b+c)=a-b+a-cparatodo a,b,c € A (ley distributiva).

A partir de (4) se sigue que a - 0 = 0 para todo a € A.
En adelante omitimos la palabra conmutativo, entendemos que todos los ani-
llos considerados son conmutativos.

Un anillo A con un elemento 1 € A tal que a-1 = a para todo a € A.

Un anilloA sia-b =0 implicaquea=00b=0.

Un elemento a del anillo A que tiene un inverso multiplicativo en A.

Un subconjunto .¢ de un anillo A que cumple:
(1) a,b € ¥ implicaa—b € .9,
2) acA,be ¥ implicaa-be 9.

Sia € .9, un ideal, frecuentemente escribimos a = 0( méd .%).

Con respecto a la operacién +, la condicién (1) establece que el ideal, .¥, es
un subgrupo de A, y, dado que A es un grupo abeliano con respecto a +, .¥ es
un subgrupo normal.

El grupo cociente A/.9 de todas las clases laterales a+.¥ donde a € A. A/ ¥
puede considerarse como un anillo, donde la multiplicacién se define, para
ai,ar €A: (a1 —I—ﬂ) . (a2+§) =ay-ar+.9,
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Homomorfismo Una aplicacién @: A — A’ entre los anillos A y A’; tal que, para todo

de anillos abeA: o(l)=1,9(a+b)=@(a)+ @),y ¢(a-b) = @(a)- @ (D). Si
@ es inyectiva y también suprayectiva, es un isomorfismo y A’ es una imagen
isomorfa de A. Denotamos esto por A ~ A’. Un isomorfismo de un anillo sobre
si mismo es un automorfismo.

Niicleo o kernel Un ideal ker() del anillo A tal que ker(@) = {a € A: @(a) =0},
de un homomorfismo  donde @: A — A’ es un homomorfismo y 0’ es la identidad aditiva de A”.
de anillos
Homomorfismo La funcién @: A — A/ donde ¥ esunidealde A,y @(a) =a+.%.
canonico
de anillos Si @: A — A" es un homomorfismo de A sobre A’, entonces A’ ~ A /ker (o).
Ideal principal Si A es un anillo con identidad, entonces el conjunto (a) = aA = {ab: b € A}
es un ideal que contiene a a y se llama ideal principal generado por a.
Todo ideal es un ideal principal en:
1. El anillo Z;
2. El anillo K[X] de todos los polinomios en X con coeficientes en un
campo K.
Ideal generado Si S es un subconjunto del anillo A, entonces el conjunto

(S): {Zai'bi: aiEA,biES},
i

donde consideramos solo las sumas finitas, es un ideal que contiene a S'y se
llama el ideal generado por S.

Ideal primo Un ideal .¢ en un anillo A tal que A/.¥ es un dominio entero.



108 APENDICE A. CONCEPTOS UTILES

Ideal mdximo Un ideal .% en un anillo A tal que ¥ # A y si ¢ es un ideal tal que ¥ 2 .9,
entonces ¢ = A.
Dado cualquier ideal distinto de A, donde A es un anillo con identidad, existe
un ideal maximo que lo contiene (una consecuencia del Lema de Zorn).

Si A es un anillo con identidad y si 4 es un ideal maximo en A, entonces
es un ideal primo. Por otra parte, A/ es un campo. A la inversa, si A/ es
un campo, entonces J/ es un ideal maximo.

Un campo X, no tiene otros ideales ademds que K mismo y {0}. Entonces las
Unicas imagenes homomorfas de un campo son las triviales, donde enviamos
todos los elementos a la unidad aditiva, o son imdgenes isomorfas.

Elementos asociados Sea A un anillo conmutativo con identidad. Si a,b € A, entonces b # 0 divide
a a, escrito b|a, si existe un elemento c € Atalquea=b-c.Sialb,y bla,ay
b son asociados.

Elemento primo Un elemento a € A, tal que b|a implica que b es una unidad de A o b es un
o irreducible asociado de a.
Anillo de fracciones Sea A un anillo contenido en un campo K y S # 0, un subconjunto de A

tal que O ¢ S. El conjunto {%: acAbc S} es un anillo, llamado Anillo de
fracciones de A por S, que contiene a A y en el cual todos los elementos de §
tienen inversos.

Dominio de A, un dominio entero (conmutativo) con identidad en el que cada ideal es
ideales principales principal.

Dominio de A, un dominio entero (conmutativo) con identidad en el que cada elemento no-
factorizacion iinica unidad y distinto de cero puede escribirse de manera tinica como un producto

de primos excepto por el orden y multiplicacién por unidades.

Dominio euclidiano A un dominio entero (conmutativo) con identidad.
Si existe una funcién &: A — Z tal que para a,b € A

(a) 8(a) >0y =0si,ysolosi,a=0;
(b) 8(a-b)=25(a)-8(b);

(c) Sib#0,existen g,r € A tales que a = b - g+ r, donde 5(r) < 8(b).
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Campo Un anillo K que ademds, I\ {0} es un grupo abeliano respecto a la operacion -.

LEMA A.2.1. Dados A un anillo e 9 un ideal, § es mdximo si, y sélo si, A9 es un campo.
Demostracion. Véase Herstein (2002). [ |
TEOREMA A.2.1 (Primer teorema fundamental de isomorfismo de anillos).

(1) Si @: A— S es un homomorfismo de anillos, entonces el niicleo de @ es un ideal de A, la imagen de © es
un subanillo de Sy A/ ker @ es isomorfo como anillo a @ (A).

(1) Si 9 es cualquier ideal de A, entonces la aplicacion
A— A9 definidapor ara+.9

es un homomorfismo de anillos con niicleo .9 (este homomorfismo se llama la proyeccion natural de A
sobre A/.$). Asi cada ideal es el niicleo de un homomorfismo de anillos y viceversa.

Demostracion. Véase Dummit (2004). [ |
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