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Resumen

En esta tesis se estudia la forma en que se generan érbitas periddicas en un par
de modelos depredador-presa en el plano. El primero de éstos es una generalizacion
de un modelo de Holling-Tanner con respuesta funcional de tipo IV presentado
en [F/G/Ll]. Ahf los autores toman en cuenta una fuente alternativa de alimento
para el depredador. Mostramos que nuestro sistema puede tener desde 0 hasta 3
puntos de equilibrio en el interior del primer cuadrante. Ademds se demuestra la
acotabilidad de las orbitas del modelo, asi como la imposibilidad de que se presente
una bifurcacién de Andronov-Hopf. Finalmente, se dan pardmetros para los cuales
el sistema exhibe una bifurcacion cero Hopf.

El segundo modelo que estudiamos es una generalizacion de un modelo de Gau-
se con respuesta funcional no monétona analizado en [R/X]. Aqui hemos anadido
un flujo positivo constante en la poblacién del depredador, que puede representar
fenémenos como el de la inmigracién. Demostramos que nuestro modelo tiene a lo
més 5 puntos de equilibrio en el interior del primer cuadrante y que las 6rbitas
son acotadas. Por tultimo, se dan pardmetros para los cuales el sistema admite una
bifurcacién de Andronov-Hopf.



Capitulo 0

Introduccion

El estudio de la existencia de ciclos limite en los sistemas dinamicos en el plano
es por lo general un problema dificil, aiin en el caso de los sistemas polinomiales.
Baste recordar el famoso problema 16 de Hilbert, que consiste en determinar H,,, el
maximo numero de ciclos limite de un sistema polinomial de grado n, que permanece
abierto para n > 2. Por supuesto H; = 0, pues los sistemas lineales no tienen ciclos
limite y, de hecho, es relativamente sencillo describir teéricamente toda su dindmica
(véase por ejemplo el capitulo 1 de [P], o [H/S] para una exposicién detallada). En el
caso n = 2, se sabe que un sistema cuadratico tiene a lo mas tres ciclos limite locales
[B] (estos son ciclos alrededor del mismo punto de equilibrio) y se han exhibido
sistemas con cuatro ciclos limite [S][Ch/Wa], de manera que Hy > 4. También vale
la pena mencionar que todo sistema polinomial tiene a lo mas un ntmero finito de
ciclos limite, resultado demostrado entre otros por Y. Ilyashenko [I], y que siempre
es posible construir un sistema polinomial cuyos ciclos limite tengan la configuracion
deseada (en cuanto a cantidad y posicién relativa)[Ll/R][D/Ll/A].

En este trabajo se estudia la existencia de érbitas peridédicas en dos mode-
los depredador-presa. Especificamente, analizamos la existencia de bifurcaciones de
Andronov-Hopf y cero Hopf en el primer cuadrante.

La bifurcacién de Andronov-Hopf fue analizada en 1930 por A. Andronov y A.
Witt [A/W], quienes se basaron en trabajos previos de Poincaré [Po]. Posteriormen-
te en 1942, E. Hopf publicé un articulo en donde enuncié condiciones para que se
dé esta bifurcacién en la variedad central de un sistema de dimensién n [H]. En el
plano, la bifurcacién de Andronov-Hopf ocurre cuando al variar un parametro A € R,
los valores propios de un foco cruzan transversalmente al eje imaginario y surge un
ciclo limite alrededor del foco. El hecho de que los valores propios crucen al eje ima-
ginario (en algin A = \g) conlleva un cambio de estabilidad en el foco. Bajo ciertas
condiciones, esto da lugar a que se genere el ciclo limite, en cuyo caso se tiene una
bifurcacién de Andronov-Hopf en el valor de bifurcaciéon A = A\g (Fig. 1). La bifurca-
cién cero Hopf en el plano fue descrita en 2012 por M. Falconi, E. Gonzalez-Olivares
y Jaume Llibre [F/G/Ll]. Consiste en el surgimiento de un ciclo limite alrededor de
un foco cuando este dltimo cambia de estabilidad al variar un parametro. La diferen-
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Figura 1: Bifurcacién de Andronov-Hopf en el origen con valor de bifurcacién A = .

cia con la bifurcacién de Andronov-Hopf es que durante la variacién del pardmetro,
los valores propios del foco permanecen sobre el eje imaginario.

En el capitulo 1 daremos definiciones precisas de ambas bifurcaciones y expon-
dremos resultados relacionados que usaremos en el estudio de nuestros modelos.

Una caracteristica interesante de los modelos depredador-presa es que suelen
presentar orbitas periddicas, al menos para algunos parametros. Estas orbitas con-
tribuyen a explicar las oscilaciones en el tamano de las poblaciones que se han
observado en la interaccién entre ciertas especies en la naturaleza (véase [T] para
ejemplos de dichas interacciones).

Entre los primeros y mas simples modelos depredador-presa se encuentra el mo-
delo de Lotka-Volterra:

2 = ax — By

(1)
Y =zy —dy

En 1926, V. Volterra [V] usé este modelo para explicar registros estadisticos que
mostraban un aumento en la proporcién de peces depredadores capturados durante
la primera guerra mundial. De manera independiente, A. Lotka [L] desarroll6 es-
tas ecuaciones al estudiar comportamientos periddicos en reacciones quimicas. Las
constantes «, 3,7, d, son positivas, x(t) es la poblacién de la presa y y(t) es la po-
blacién del depredador al tiempo t. En ausencia del depredador (y = 0) z crece
exponencialmente, 2’ = ax. Por efecto de la depredacién, la tasa de crecimiento
neta de la presa disminuye de manera proporcional a ambas poblaciones. Por otra



parte, el depredador se extingue rdpidamente en ausencia de la presa, pero su tasa
de crecimiento aumenta al beneficiarse de la depredacion.

El sistema (1) tiene puntos de equilibrio en (0,0), (6/v,a/B). Se demuestra
facilmente (véase [A/P][F]) que las soluciones de (3) estdn dadas por la familia de
curvas

e Ty e P = |
y que el punto de equilibrio (§/7,a/S) es un centro (Fig. 2).

L4

Figura 2: Trayectorias del sistema (1) con a« =2/3, 8 =4/3, vy=6 = 1.

El factor Sz en (1) se puede interpretar como la tasa de depredacién por de-
predador. En el modelo de Lotka-Volterra, a un incremento en z, el depredador
responde consumiendo més presas y este consumo es no acotado. En 1949, Solomon
[So] introdujo el concepto de respuesta funcional para referirse a la relacién que
hay entre el nimero de presas consumidas por depredador y la cantidad de presas
disponibles. Una hipotesis més realista que la del modelo de Lotka-Volterra es que
la respuesta funcional es una funcién acotada, p(x). Este es el caso si, por ejemplo,
el depredador experimenta algin tipo de saciedad. En 1959, Holling [Hol] consi-
deré funciones mondétonas crecientes y acotadas y distinguié tres tipos de respuesta
funcional (Fig. 3), dependiendo de la forma en que crece p(x) [K][T].

Como es de esperarse, la dindmica depredador-presa varia de acuerdo con el tipo
de respuesta funcional de que se trate. Una variacién simple de (1) es el modelo de
Gause:

2’ = oz — p(z)y
Yy =p(x)y — oy

Este modelo fué propuesto por Gause [G] en 1936, para explicar los resultados
obtenidos en una serie de experimentos que involucraban a un par de especies de
protozoarios. Como ejemplo de como cambia la dindmica del sistema dependiendo

(2)
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A Ve

a) Tipol b) Tipo II c] Tipo 111

Figura 3: Respuestas funcionales de Holling.

del tipo de respuesta funcional, consideremos v = 1 en (2). En este caso, el sistema
tiene un punto de equilibrio que es un repulsor global si la respuesta funcional p es
del tipo II. Si en cambio la respuesta funcional es del tipo III, el sistema puede tener
o un punto de equilibrio atractor global, o un ciclo limite estable (véase [C]).

El siguiente modelo depredador-presa es conocido como el modelo de Holling-

Tanner (véase [A/P])
r_ TN g9y
$—x<r(1 K) x—i—a)’

y':sy(l—i).
nw

(3)

Todos los pardmetros son positivos, x = z(t), y = y(t) representan como funcién
del tiempo a las poblaciones de presa y depredador, respectivamente. En ausencia
del depredador (y = 0) x crece logisticamente. La tasa de crecimiento per capita
estd dada por

T ?)7
donde r es la tasa intrinseca o promedio por individuo de crecimiento de la presa
y K es la capacidad de carga del medio, i.e. la poblacién maxima de x que el
entorno puede sustentar. Es facil convencerse de que x = K es un punto de equilibrio
asintoticamente estable de esta ecuacion logistica para x vista como una ecuacion
diferencial en R.
La respuesta funcional (de Holling tipo II en este caso) es descrita por la funcién

fla) =L

x+a’

que como funciéon de x es mondtona creciente y acotada superiormente por g. Aqui
q es la tasa méaxima de consumo de presa por depredador y a es una constante
de saturacién, se introduce para que la respuesta funcional modele la saciedad del
depredador cuando la presa es abundante (haciendo z = a se observa que a es
igual al tamafio de la poblacién necesario para alcanzar la mitad de la tasa maxima
de consumo ¢). En efecto, puesto que z/(z + a) tiende asintéticamente a 1 cuando
x — 00, la tasa de depredacién f(z)y se aproxima a gy al incrementarse la poblacién
de la presa y es cada vez menos sensible a dichos incrementos. Si x es pequena,



entonces la tasa de depredaciéon es mas o menos proporcional a xy, que es el nimero
de posibles encuentros entre miembros de las dos especies. En este caso, depende en
buena medida de la cantidad de interacciones depredador-presa que se presenten, en
donde el valor de x es mas relevante.

El depredador crece logisticamente, s es su tasa de crecimiento intrinseca y la
capacidad de carga del medio nx depende exclusivamente de la presa, con n una
medida del valor alimenticio de la presa.

Se sabe que (3) admite una bifurcacién de Andronov-Hopf para ciertos pardme-
tros [G-O/S].

Otro tipo de respuesta funcional, no monétona, es la de Holling tipo IV (Fig. 4).
Su uso es motivado por diversas observaciones de un fenémeno conocido como de-
fensa grupal. Cuando la poblacién de la presa es suficientemente grande, ésta forma
grupos que disminuyen la eficacia del depredador. Un ejemplo de este fenémeno fué
descrito por Tener [Te] en sus estudios sobre el toro almizclero en Canadd. Tener
observé que el éxito de los lobos al atacar grupos de toros almizcleros disminuia al
aumentar el nimero de toros en el grupo y, de hecho, no registré ningin ataque
exitoso a un grupo de més de 6 toros. En el capitulo 9 de [T] se discute el tema de
la defensa grupal y se dan referencias de ejemplos muy interesantes.

Figura 4: Respuesta funcional de Holling tipo IV.

En [G/G/M] se analiza un modelo similar a (3), pero con una respuesta funcional
de la forma
qz
2 +a

Esta es una respuesta funcional de Holling tipo IV, que como hemos mencionado,
simula un mecanismo de defensa si la poblacién de la presa es suficientemente grande.
En este caso, la tasa de depredacién tiende a cero cuando x — oo. Los autores
demuestran la existencia de ciclos limite usando el teorema de Poincaré-Bendixon.

En [F/G/Ll] se demuestra que con m = 1 el siguiente sistema no tiene bifurca-
ciones de Andronov-Hopf pero si tiene una bifurcacién cero Hopf para una eleccion



6 0. Introduccién

adecuada de los parametros.
m
r_ 1— (2) ) . qy ’
e (T ( K 2 +a

T—sy(1-—L ).
Y sy< nx +c

El depredador es generalista, la constante ¢ representa una fuente alternativa de
alimento. Nétese que una poblacién suficientemente pequena del depredador (y < ¢)
no decae atun en ausencia de la presa.

Mostraremos que (4) no tiene bifurcaciones de Andronov-Hopf para ninguna
m > 0y en el caso m = 2 exhibiremos un conjunto de pardmetros donde se presenta
una bifurcacién cero Hopf. Cabe mencionar que con estos mismos parametros, re-
sultados preliminares que obtuvimos sugieren la existencia de una bifurcacién cero
Hopf para toda m en un intervalo (0,7m) con m ~ 6,5. Creemos pues, que el sistema
(4) admite bifurcaciones cero Hopf para toda m > 0.

Una variacién del modelo (4) se estudia en [B/F/V], donde se considera una
respuesta funcional

(4)

qz
M 4 q

Ahi se demuestra que en el sistema
/ z qy
r=z(r(l- —) -
( ( K/ oMy a)

r_ 1— Y
Y sy( nr+c

no hay bifurcaciones de Andronov-Hopf si M > 0, pero que al menos para M en un
cierto intervalo existen parametros donde se da una bifurcaciéon cero Hopf.

Los resultados anteriores sugieren una relacién entre el hecho de que el depreda-
dor sea generalista y la forma en que se generan las orbitas periddicas del modelo.
En presencia del depredador generalista sigue habiendo ciclos limite, pero éstos no
se dan como resultado de una bifurcacién de Andronov-Hopf.

El segundo modelo que estudiaremos es el siguiente:

s (e (- (5)) - 5).

;o qyx _
y_5<$2—|—a>+c My)

en donde tratamos de explorar un poco la relacion que acabamos de mencionar,
sustituyendo en (4) la ecuacion logistica del depredador por la ecuacién

o qyx _
Y _s<x2+a>+c K-

(5)

(6)




Las constantes ¢, i son ambas positivas, p es la tasa intrinseca de mortalidad
del depredador y c representa una inmigracion constante. La tasa de crecimiento de
1/, sin tomar en cuenta la mortalidad y la inmigracién, es proporcional a la depreda-
cién. En [R/X] se hace un andlisis de la dindmica global de este sistema en el caso
particular m =1, ¢ = 0.

Aunque el depredador en (6) no es un generalista, nétese que en ausencia de
la presa, las ecuaciones para el depredador en (4) y (6) tienen un tnico punto de
equilibrio positivo, que es un atractor en ambos casos.

Se demostrard que si m > 0 entonces existen pardmetros para los cuales el
sistema (6) presenta una bifurcacién de Andronov-Hopf.

Con lo anterior, esperamos haber dado una idea del tipo de cuestiones que han
dado lugar a los modelos que estudiamos en esta tesis. A continuacién, haremos una
descripcién de la estructura de la misma.

La tesis consta de cuatro capitulos. En el primero se hace un breve repaso de los
conceptos y resultados de la teoria de bifurcaciones que usaremos en este trabajo.
En el segundo capitulo se describe el modelo (4) y se demuestran los resultados
correspondientes a éste. En el tercer capitulo se hace lo propio con el modelo (6) y
en el ultimo capitulo se exponen las conclusiones a las que hemos llegado.

Cabe senalar que los resultados presentados en los capitulos 2 y 3 de este trabajo
son originales.

Por tdltimo, agradezco al proyecto PAPIIT IN112715 por el apoyo para la reali-
zacion de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen los principales resultados que usaremos en nuestro
trabajo. Damos por conocidos algunos teoremas fundamentales de la teoria de las
ecuaciones diferenciales, entre los que destacan los de existencia y unicidad de las
soluciones, dependencia continua respecto de condiciones iniciales y parametros, asi
como los de Hartman-Grobman y Poincaré-Bendixson [Ch][P].

Los modelos que estudiaremos se reduciran a sistemas polinomiales via una re-
parametrizacién del tiempo, los retratos fase de éstos tltimos coincidirdn con los de
los sistemas originales, lo que se justifica de la siguiente manera:

Considérese la ecuacién

con f:UCR? = R% feClU).
Sean g : U — R una funcién suave positiva y v : I — U una solucién de la
ecuacion, definida en algin intervalo abierto I.

Como la funcion .
1
T(t :/ —ds
Q o 9(7(s))

dr 1

a9

continua y positiva, por el teorema de la funcién inversa 7 es invertible en 7(7). Més
aun, al considerar a 7 como una nueva variable y expresar a t = ¢(7) como funcién
de 7, se debe satisfacer

es derivable en I con derivada

dt
7, (1) = 9(y(8(1)))-
-
Por lo anterior, si definimos o : 7(I) — U dada por o(7) = (¢(7)), entonces por
la regla de la cadena se tiene que

dt

o'(r) =7 (t) - = f((£)g(v (1)) = f(o(7))g(o(r)),



de donde o(7) es una solucién de la ecuacién

x' = g(x)f(x).

Notese ademds que como curvas parametrizadas, o es una reparametrizacion
de v que preserva la orientacién. Como conclusion de este argumento, tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.1. Sean f: U C R2 - R?, f € CY(U), y g : U — R una funcién
suave positiva. Si T es un nuevo tiempo dado por

g(x)dr = dt,
entonces los sistemas

dx

E _f(m)7

d

= =g(2)f(a),

tienen los mismos retratos fase en U, y las soluciones son recorridas en el mismo
sentido al incrementar t, T.

Las reparametrizaciones que haremos en los capitulos 2 y 3 seran todas de este
tipo.También en dichos capitulos, daremos una cota superior para el nimero de
puntos de equilibrio que puede tener cada uno de los modelos que analizamos. Para
esto usaremos la siguiente version de la conocida regla de los signos de Descartes.

Teorema 1.1. Sea p: R — R una funcion de la forma
p(z) = anmgn + an_len—l NI alx& + ag,

donde los &, aj, son numeros reales tales que &, > &1 > -+ > & >0, y aj #0
si j # 0. Entonces el numero de raices positivas de p distintas entre si, no excede al
numero de cambios de signo en la sucesion ap,an—1,...,0a1, ag.

Demostracion.

Procederemos por induccién sobre m, el nimero de cambios de signo en los
coeficientes de la funcion.

Claramente el resultado se cumple cuando m = 0. Supongamos ahora que el
resultado es valido para las funciones cuya sucesién de coeficientes presenta m — 1
cambios de signo.

Sea

p(x) = apa® + ap_125" 1 + -+ a1zt +ag

una funcién con r raices positivas diferentes, tal que la sucesién a,, ap_1,..., a1, ag
tiene m cambios de signo con m > 1. Si f € Rt y definimos ¢(z) = = Pp(x),
entonces es evidente que ¢, p, tienen las mismas r raices positivas. Por el teorema
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de Rolle, entre cualesquiera dos raices consecutivas de ¢ debe haber una raiz de ¢/,
de manera que ¢’ tiene al menos r — 1 raices positivas diferentes.
Derivando ¢ obtenemos

q/(x) :xiﬁ(angnxgnil + (:L77,—1§n—1$£"7171 +-+ alglx&il)
— Br P Hana® + an_ 1251 + -+ a2 + ag)
:x_ﬂ_l (an(gn - ﬁ)xﬁn + anfl(gnfl - B)lﬁnil + -+ al(él - 6)$£1 - BG/O) .

Se sigue que la funcién

§(2) = an(&n — B)2*" + an_1(&no1 — B)2* 1 + -+ + a1 (&1 — )2 — Bag

tiene al menos r — 1 raices positivas diferentes.
Por hip6tesis, al menos un par de coeficientes consecutivos en p(x) tienen signos
diferentes, digamos a;, a;+1. Consideremos la sucesion de coeficientes de ¢,

an(§n = B), an-1(§n—1—B), --- ,a1(&1 — B), —Pao.

Haciendo &;+1 > 8 > &;, los factores (§,—f), . . ., (&+1—p), serdn todos positivos,
mientras que los factores (§; — 3),...,(§&1 — B) serdn negativos, por lo que en esta
sucesion se mantienen todos los cambios de signo que hay en ay,,a,—_1,...,a1,ap,

con excepcién del cambio de signo entre a;, a;+1. Luego, la sucesién de coeficientes
de ¢ tiene exactamente m — 1 cambios de signo. Por hipétesis de induccién, se debe
cumplir que r — 1 < m — 1, o equivalentemente r < m, que es lo que se queria
demostrar. W

Ahora daremos definiciones de las bifurcaciones de Andronov-Hopf y cero Hopf
en el plano.

Definicion 1.1. Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial en el plano de-
pendiente de un pardmetro X € R, y para A en un intervalo alrededor de Ao hay una
curva suave de puntos de equilibrio x, hiperbdlicos excepto por xy,, tales que sus
valores propios tienen parte imaginaria distinta de cero, varian suavemente respecto
de X y cruzan el eje imaginario cuando A = A\g; diremos que la ecuacion tiene una
bifurcacion de Andronov-Hopf en Ay si al aumentar o decrecer Ay surge un ciclo
limite alrededor del punto de equilibrio.

Como se mencioné en la pagina 1 de la introduccidén, la diferencia entre las
bifurcaciones de Andronov-Hopf y cero Hopf es que en la segunda los puntos de
equilibrio x tienen siempre valores propios imaginarios puros.

Definicion 1.2. Si en la definicion 1.1 los puntos de equilibrio x) tienen todos
valores propios imaginarios puros, y para xy, se cumple que al aumentar o decrecer
Ao se genera un ciclo limite alrededor del punto de equilibrio, entonces diremos que
la ecuacion tiene una bifurcacion cero Hopf en Ag.
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Intuitivamente, ocurre una bifurcacién de Andronov-Hopf (o cero Hopf) cuan-
do al variar un pardmetro un foco cambia de estabilidad y se genera una Orbita
periddica.

Dependiendo de la estabilidad de dicha oérbita, se distinguen dos casos para cada
una de estas bifurcaciones.

Definicion 1.3. En la definicion 1.1 o 1.2, si el ciclo limite es estable, entonces la
bifurcacion se llama supercritica, cuando el ciclo limite es inestable se dice que la
bifurcacion es subcritica.

Como ejemplo de una bifurcacién de Andronov-Hopf supercritica, consideremos
el sistema

' =— 10y + z(\ — 2% —9?),
y =10z + y(\ — 2% — ¢?),

que tiene un unico punto de equilibrio en el origen. El comportamiento de las solu-
ciones es facil de observar si escribimos el sistema en coordenadas polares

' =r(\ —r?),

0’ =10.

Si A < 0 entonces r es siempre decreciente y el punto de equilibrio es un foco
estable. Cuando A > 0 el foco es inestable y se tiene un ciclo limite estable, descrito
por la ecuacién r = v/A. Los retratos fase de este sistema se muestran en la Fig. 1.1.

o @)
7/

A=0 A=0

Figura 1.1: Bifurcacién de Andronov-Hopf supercritica

El hecho de que los valores propios crucen el eje imaginario no garantiza la
existencia de ciclos limite, esto se puede observar facilmente en el sistema

¥ = r —y,
. (1.1)
y =z + \y,
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N N
\ A<0 A=D : A0

Figura 1.2: Retratos fase del sistema (1.1). Los valores propios cruzan el eje imagi-
nario al variar A, pero el sistema no tiene ciclos limite

N

que tiene un tnico punto de equilibrio en el origen con valores propios A + ¢
(Fig. 1.2). En el valor de bifurcacién A = 0 este equilibrio es un centro del sistema, a
diferencia del caso en el que hay bifurcacién de Andronov-Hopf, donde el equilibrio
X), sigue siendo un foco, que recibe el nombre de foco débil o multiple. Para
precisar este concepto y enunciar condiciones necesarias para la existencia de una
bifurcaciéon de Hopf usaremos la nocién de coeficiente de Lyapunov, que definiremos
mas adelante.

1.1. La funcion de retorno de Poincaré

En lo que sigue, supondremos que el punto singular en cuestién ha sido trasladado
al origen. Consideremos la forma normal de un sistema analitico plano con el origen
un centro o un foco de la parte lineal

2 =ax — by + plx,y),
/ y+p(z,y) (1.2)
y = br+ay+q(z,y),

donde b # 0 (asumiremos b > 0) y las expansiones en serie de potencias de p y ¢
empiezan con términos de grado > 2. En coordenadas polares tenemos las ecuaciones

' = ar + cos O p(r cos 6, rsin @) + sin 6 q(r cos 6, rsin @) = ar + O(r?),

(rcosf,rsinf) sin HP(T cos @, rsin0)

0 = b+ cos 62 =b+O(r).

r r
Noétese que para r suficientemente pequena, |r| < €, se cumple que 6’ > 0. Luego,

si |ro] < €,0y € R, entonces 6(t, 79, 6p) es invertible en un intervalo alrededor de 6
y r(6) = r(t(0),10,00) debe satisfacer la ecuacién diferencial

dr

,,,,I
= =F(0). (1.3)
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Mas ain, F' es un cociente de funciones analiticas donde el denominador no se
anula si |r| es suficientemente pequeinio, de manera que F es analitica en |r| < e. Se
sigue por el teorema de existencia y unicidad y el teorema de dependencia continua
de las soluciones respecto de condiciones iniciales y pardmetros [Ch][P], que dados
Iro| < €, By € R, existe una tnica solucién (6,19, 6p) de la ecuacién (1.3), definida
en un intervalo alrededor de 0y, analitica respecto de sus argumentos y que satisface
r(00,70,00) = ro. Nétese ademds que cuando rg = 0, la solucién de la ecuacién es
r(6,0,6p) = 0, definida para toda 6 € R.

Eligiendo § > 0 tal que al incrementar ¢ las soluciones con condicién inicial
|ro| < & crucen todos los rayos 6 = cte sin abandonar el disco |r| < ¢, se tendrd que
r(0,719,00) estard definida para toda 6y < 6 < 6y + 27. De lo anterior, la funcién
Py, (r9) dada por

P90 (’r‘o) = T(90 + 27, ro, 90),

que es conocida como funcién de retorno de Poincaré en el rayo 6 = 6, estd
bien definida y es analitica para [rg] < d (si b < 0 en (1.2) entonces se define
Py, (r9) = (00 — 27,70, 00)). Geométricamente, despues de dar una vuelta al origen,
la solucién de la ecuacién (1.2) por el punto (rg,6p) vuelve a intersecar a la recta
0 = 6y en el punto (Py,(ro),bo) (Fig. 1.3).

Ahora podemos definir la funcién desplazamiento dg,(ro) = Ppy,(ro) — 1o con
0o € R. A partir de la interpretacion geométrica de Py, se deduce la proposiciéon
enunciada a continuacion.

Proposicién 1.2. En el sistema (1.2), el origen es un punto de equilibrio de la
stquiente naturaleza:

i) un centro si y solo si dg, = 0 en una vecindad de este,

i1) un foco atractor si y solo si dg,(ro) < 0 para toda ro > 0 suficientemente pequena,
i11) un foco repulsor si y sdlo sidg,(ro) > 0 para todarg > 0 suficientemente pequena.

Para rp < 0 se obtienen resultados analogos a ii), y #ii) invirtiendo el signo de
dp,, pues en una vecindad del origen se debe satisfacer la desigualdad

dgo (7“0) . dgo(—ro) < 0. (1.4)

En efecto, si después de dar una vuelta al origen la solucién por el punto
My = (—ro,6p) vuelve a intersecar a la recta § = 0y en el punto My = (—r1,0p), con
ro,71 > 0, entonces por definicién se tendra que dg,(—r¢) = —rg — (—r1) = r1 — 0.
Por otro lado, al expresar My, M7 en las coordenadas polares My = (rg, 0y + 7),
M = (r1,6p + 7), tenemos que dg,4-(ro) = ro —r1 = —dp,(—r0) (Fig. 1.3). Como
los criterios i7), i), se satisfacen para 0y arbitraria, los signos de dg,+(10) y dg,(10)
deben coincidir, por lo que se cumple la desigualdad (1.4)

Por comodidad, en adelante tomaremos 6y = 0, escribiremos d(rg) en vez de
do(rp) y asumiremos siempre que 7 es suficientemente pequena. Como veremos a
continuacién, las derivadas de d en cero nos dan informacién acerca del tipo de punto
de equilibrio del que se trata y de las bifurcaciones que pueden ocurrir en éste; al
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My = (7, 8/ = (3, 6+n) /

Mo = %, 6= (7, 6+n)

Figura 1.3: La funcién de retorno de Poincaré. Py(—rg) = —r;.

niimero d®(0) se le llama el i-ésimo valor o ntimero focal de dicho punto. De la serie
de Taylor para d alrededor del cero y tomando en cuenta que d(0) = 0 tenemos que

d"(0) , d®)(0)
or 0t

d(ro) = d'(0)ro + o + 00 "),
Si d®)(0) = 0 para toda k € Z*, entonces por el criterio i) el origen es un centro
del sistema. Supongamos que existe k > 1 tal que

d'(0) = d"(0) = ... = d*D(0) =0, d®(0) #£ 0. (1.5)
En este caso se tiene que

(k)
(m@:dﬁm@+owﬂy

De esta igualdad y los criterios i) y i) en la proposicién 1.2, se concluye que
cuando se tienen las condiciones dadas en (1.5), el origen es un foco estable si y s6lo
si d®)(0) < 0, o un foco inestable si d¥)(0) > 0.

Mas atin, k debe se impar, pues de lo contrario se tendria que d(rg)-d(—r9) > 0,
en contradiccién con la desigualdad (1.4).

Al primer valor focal que no se anula, d*)(0) en (1.5), se le llama el valor o
constante de Lyapunov del foco. A los valores focales impares se les llama coeficientes
(cantidades, valores) de Lyapunov del foco. Mas precisamente, si k = 2m + 1 con
m > 0, entonces d*)(0) es el m—ésimo coeficiente de Lyapunov del foco. Cuando el
primer valor focal que no se anula es el m—ésimo coeficiente de Lyapunov, se dice
que el punto de equlibrio es un foco débil o multiple (de multiplicidad m).

Sim =0 (k= 1), el foco recibe el nombre de foco simple. Se trata de hecho de
un punto de equilibrio hiperbdlico, pues el primer valor focal del sistema (1.2) estd
dado por

27a

d0)=e"b —1,
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de donde es claro que d’'(0) # 0 implica a # 0. Mas adelante se expone un método
para calcular los valores focales.

Usaremos la siguiente definicién para enunciar un resultado que muestra la re-
levancia de los valores focales en el estudio de las bifurcaciones de un foco multiple.

Definicién 1.4. Dos sistemas ¥ = f(x), ¥ = g(x), con f, g € C*(E), E C R?,
son d0-cercanos hasta el orden k en E si en cada punto ® € E se satisface
|f(x) —g(x)| <9, y las parciales correspondientes hasta el orden k valuadas en x
también distan en menos que 9.

En el caso de un foco multiple, en [A/L] se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Si (0,0) es un foco de multiplicidad m > 1 del sistema @ = f(x),
con f € CF(E), k > m, entonces:

a) Eriste una vecindad del origen tal que todo sistema © = g(x), g € CF(E) sufi-
cientemente cercano a ¥ = f(x) hasta el orden k = 2m+1 tiene a lo mds m drbitas
periodicas en dicha vecindad.

b) Para toda v con 1 < r < m y toda vecindad de (0,0), existe un sistema
2 = g(x), g € CF(E) arbitrariamente cercano a = f(x) hasta el orden k = 2m+1
que tiene exactamente r orbitas periddicas en esa vecindad.

En el siguiente capitulo usaremos los valores focales para encontrar cambios de
signo de la funcién desplazamiento en una vecindad de un punto de equilibrio. Estos
cambios de signo implican (por continuidad) la existencia de ceros de la funcién, que
como dijimos anteriormente, corresponden a Orbitas periddicas.

1.2. Calculo de los valores focales

En vista de los resultados hasta ahora mencionados, el calculo de los valores fo-
cales es una cuestion importante. Para ello se puede proceder de la siguiente manera:

Usando las expresiones para 1/, 6 obtenidas al convertir el sistema (1.2) a coor-
denadas polares, en la ecuacién (1.3) se desarrolla a F' como serie de potencias de
r?

dr 9

70 = (0)r + Fo(0)r" + - -- (1.6)

Como se hizo notar en la seccién 1.1, la solucién (6, g, 0) de esta ecuacién con
condicién inicial 7(0) = rg es analitica respecto de sus argumentos, por lo que se
puede desarrollar como una serie de potencias de la condicién inicial rg,

r(0,70,0) = ui(8)ro + U2(9)T8 + - (1.7)
Ademas, puesto que 7(0,79,0) = ro también se cumple que

u1(0) =1, u;(0)=0sij>1. (1.8)
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Sustituyendo r en ambos lados de la igualdad (1.6) por la serie dada en (1.7), y
derivando el lado izquierdo término a término tenemos que

du1 dUQ 2
PTALRIPTRC

Al igualar los coeficientes en ambas series obtenemos una sucesion de ecuaciones
diferenciales, con condiciones iniciales dadas por (1.8)

o= Fu(0) (ur (O)rotua(0)rg+- - )+ Fa(0) (ui (0)r +2un (0)uz (O)rg+- - )+ -

% = F1(0)u1(0), u1(0) = 1,
W2 _ F(O)a0) + RO 0). ua(0) =0,

las cuales se resuelven recursivamente como ecuaciones diferenciales lineales
0
uy (0) = elo 1),

0
us(6) = e B [y (s)u (),
0

Por definicién d(rg) = P(rg) —ro = r(2m,19,0) — 19, usando (1.7) en esta expre-
sién se sigue que
d(rO) = (U1 (27T) — 1)7“0 + u2(27r)'rg 4+

tomando el desarrollo en serie de Taylor de d alrededor del cero se tiene

2 ! d”(()) 2
(u1(2m) — D)o + w2 (2m)rg + -+~ = d'(0)ro + o Mot
comparando los coeficientes en ambas series se obtienen los valores focales
d®)(0) = kluy,(2m). (1.9)

Asi, vemos que el célculo de la sucesién de los valores focales equivale a resol-
ver recursivamente una sucesién de ecuaciones diferenciales. La complejidad de las
ecuaciones involucradas crece rapidamente, razén por la cual el éxito en encontrar
los valores focales depende en buena medida de los recursos tecnolégicos disponibles.
Para hacerse una idea de la situacién considérese el siguiente ejemplo: la expresion
para el tercer coeficiente de Lyapunov (esto es, el séptimo valor focal) en forma ge-
neral se encontré por primera vez en el ano 2008 [K/L], mientras que la expresién
para el noveno valor focal en forma general se dié por primera vez en el 2011 y ocupa
més de 45 paginas [Kva).

La expresion para el primer coeficiente de Lyapunov se conoce desde mediados
del siglo pasado y se debe a N. Bautin. Si tenemos el sistema

' =ax+ by + Py(z,y) + P3(z,y) + -
y' = cx+dy + Qa(z,y) + Qa(z,y) + - -
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donde P, P3, 2, O3, estan dadas por

) = a20z® + anzy + a2y,

) = az0x” + a2’y + arpzy® + agsy’,
) = boox® + brizy + boay?,

) = b3oa® + bor2”y + biaxy” + bosy’,

(1.10)

entonces el primer coeficiente de Lyapunov d”'(0) es igual a

37
d"0)=—- —— ([ac(a%l + a11bo2 + ag2bir) + ab(b + axbi1 + a11ba)
2b(ad — bc)2
+ 62 (a11a02 + 2@02502) — 2&6(1)32 — agoaOQ) — Qab(ago — bgobog)
— b?(2a20bag + b11bag) + (be — 2a?)(b11bo2 — a11a90)]

— (a2 + bC) [3(6()03 — bago) + 2(1((121 + b12) -+ (ca12 — bbgl)]) .
En particular, para el sistema

v =pr—y+ Pyx,y) + Ps(z,y) +

, (1.11)
Y =x+ py+ Q2z,y) + Q3(z,y) + -

con P;, Q;, como en (1.10), el origen es un equilibrio del sistema y se tendrad que el
primer coeficiente de Lyapunov cuando pu = 0 es

3
d"(0) = ?[3@30 + bo3) + (@12 + b21)

— 2(a20b20 — ap2bo2) + ai1(ao2 + az0) — b11(bo2 + b2o)],

(1.12)

si este valor es distinto de cero, entonces el punto de equilibrio es un foco de mul-
tiplicidad 1, cuya estabilidad se determina por el signo de d”(0) de acuerdo con
los criterios i), i) en la proposicién 1.2. Para terminar esta seccién, enunciamos
un resultado demostrado en [A/L] en el que se dan condiciones para que el sistema
(1.11) presente una bifurcacién de Andronov-Hopf en el origen.

Teorema 1.3. Si d"(0) # 0 en la ecuacion (1.12), entonces el sistema (1.11) pre-
senta una bifurcacion de Andronov-Hopf en el origen en el valor de bifurcacion u = 0.
Cuando d"(0) < 0, se genera un dnico ciclo limite estable al crecer p a partir de
cero.

Si.d"(0) > 0, entonces se genera un inico ciclo limite inestable al decrecer jv a partir
de cero.

En el capitulo 3, mediante un cambio de coordenadas transformaremos al sistema
estudiado en un sistema de la forma (1.11) y usaremos este teorema para mostrar
que hay parametros para los cuales el sistema asi obtenido tiene una bifurcacién de
Andronov-Hopf.



Capitulo 2

Bifurcacion cero Hopf en un
modelo depredador-presa

En este capitulo estudiaremos el sistema
/ T\™ qy
r=z|r|l- (—) ) - )
< ( k x? + a>
r_ 1— )
4 4 nr+c)’

restringido al primer cuadrante x, y > 0. Las funciones = = x(t), y = y(t) represen-
tan como funcién del tiempo a las poblaciones de presa y depredador respectivamente
v la interpretacion de las constantes positivas r, k, q, a, s, n, ¢, es la siguiente:

i) r y s son las tasas intrinsecas de crecimiento de la presa y el depredador

respectivamente.

i1) k es la capacidad de carga del medio respecto de la presa.

ii1) q es la tasa maxima de consumo de presa por depredador.

iv) a es una constante de saturacion.

v) n es una medida del valor alimenticio de la presa.

vi) c representa una fuente alternativa de alimento para el depredador.

(2.1)

Tomando un nuevo tiempo 7 = st, se tiene que

de ANLL qy
o2 (- () %)
dr s k 22 +a
dy _ Y
—— =Y 1- )
dr nT +c

renombrando /s, q/s, T, como r, q, t, respectivamente obtenemos el sistema

oo (- () -5,
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por lo que sin pérdida de generalidad, en adelante asumiremos que s = 1 y trabaja-
remos con el sistema (2.2).

El objetivo principal de éste capitulo es mostrar que (2.2) no admite una bi-
furcacién de Andronov-Hopf, independientemente de los pardmetros que se tengan,
pero que si éstos se eligen adecuadamente, entonces se puede dar una bifurcacion
cero Hopf.

Una primera observacion acerca de este sistema es que las soluciones son acota-
das, lo que enunciamos de manera mas precisa en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1. Eziste B > 0 con la propiedad de que para cada solucion de (2.2)
con condicion inicial x(0),y(0) > 0, existe un tg > 0 tal que 0 < z(t), y(t) < B si
t > to.

Demostracion.
Puesto que 2’ =0 si x = 0, tenemos que el eje Y estd formado por soluciones de
(2.2). Andlogamente, el eje X también estd formado por soluciones de la ecuacién.
Se sigue por el teorema de existencia y unicidad que las trayectorias del sistema
(2.2) no pueden cruzar los ejes. Luego, una solucién (z(t),y(t)) con condicién inicial
x(0),y(0) > 0 estard totalmente contenida en el primer cuadrante y en particular
satisfara
x(t), y(t) >0, sit>0. (2.3)

Por otro lado, como todas las constantes son positivas en la ecuacion

- (B @
v k 2+a)’
se debe cumplir en el primer cuadrante que 2/ < 0 si z > k. Sea I' = (x(t), y(¢)) una

solucién particular del sistema con 2(0), y(0) > 0. Por lo que acabamos de mencionar
x(t) debe ser acotada, esto es existen ki, t; > 0 tales que

$(t> S ]ﬁ, sit Z tl. (2.4)

Ahora consideremos la ecuacion

y=y(1-—2
nr+c)’

de ésta se infiere que 3y’ < 0 si y sélo si y > nx + ¢. Por (2.4) se tiene que si
y(t) > nky + ¢ y t es suficientemente grande, entonces y(t) > nz(t) + ¢, o equivalen-
temente y'(t) < 0. De manera que y(t) también es acotada. Luego, existen ko, to > 0
tales que

y(t) S kQ, sit Z tQ. (2.5)

Las desigualdades (2.3), (2.4) y (2.5) muestran que I" estd contenida en el com-
pacto [0, kr] x [0, kp] si t > tp, donde tr = méax{ti,ta}, kr = max{ky, ka}. Por el
teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas analiticos [P], el w-limite de I' es o un
punto de equilibrio, o un ciclo limite, o una gréfica de (2.2).
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Ahora bien, hemos visto que 2’ < 0six >k y vy’ < 0siy sblosiy > nz+c.
Dividiremos al interior del primer cuadrante en cuatro regiones, delimitadas por las
rectas x = k y = nx + ¢ y y = nk + ¢, de la siguiente manera (Fig. 2.1):

A={(z,y) e RT xRT : 2 < k, y < nk + c}. Obsérvese que las soluciones que
entren a esta regién permaneceran siempre en ella, pues 3’ < 0 en el
segmento {(x,y) E RT x RT : z < k, y =nk +c} y 2/ <0 en el segmento
{(z,y) eRT xRt :z =k, y < nk+c}.

B={(z,y) e R" xR" : 2 >k, y <nw+c}, en donde 2’ <0, y/ > 0.

C={(x,y) ERT xR : 2 >k, y > nz + ¢}, en la cual se satisface 2/, 3/ < 0.

D ={(z,y) e R" xR" : xz < k, y > nk + ¢}, en donde 3y’ < 0.

a=£
Y=L

V=0

Figura 2.1: Divisién del primer cuadrante en las regiones A, B, C, D, definidas en la
demostracién de la proposicion 2.1

Noétese que todos los puntos de equilibrio del sistema deben estar contenidos en
el interior del compacto [0, k] x [0,nk + ¢|, pues tanto en su exterior como en su
frontera siempre se cumple que 2’ # 0 o 3/ # 0.

Consideremos una solucién I' = (z(t),y(t)) que satisfaga (z(to),y(to)) € B para
algin ty € R. Sabemos que I es acotada y que su w-limite es alguno de los tres casos
mencionados anteriormente. Si I' permaneciera en B para toda t > tg, su w-limite
no podria ser un ciclo limite, pues 2’ < 0, ¥ > 0 en B, y por lo tanto tendria que
contener al menos a un punto critico del sistema. Como no hay puntos criticos en
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B ni en su frontera, se sigue que I' debe entrar en algiin momento a alguna de las
regiones A o C. Con un razonamiento similar, vemos que una solucién que en algin
momento esté en la regién C, termina por entrar en alguna de las regiones A o D
(las soluciones no pueden cruzar de la regién C hacia B, pues en la frontera entre
ambas, el rayo {(x,y) € RT x RT : & > k, y = nx + ¢}, se tiene que 2’ < 0, 3y = 0).
Andlogamente, toda solucién que satisfaga (z(to),y(to)) € D para alguna ty € R,
entrard en algin momento a la regién A. De aqui se sigue el resultado. B

Los puntos de equilibrio del sistema corresponden a las intersecciones de la iso-
clina 2’ = 0 con la isoclina ¢y’ = 0. En el caso 2’ = 0, la isoclina estd dada por las

ecuaciones ,

S (" =@+ a),

r=0, y=
mientras que para y’ = 0 se tienen las ecuaciones
y=0, y=nxr+ec

De las intersecciones con alguna de las rectas x = 0, y = 0, se obtienen los
puntos de equilibrio (0,0), (0,¢), (k,0), estos implican la extincién de al menos una
de las especies. Veamos ahora cudntos puntos de equilibrio (o, 8) con «, 8 > 0 puede
tener el sistema (2.2), a éstos se les llama puntos de equilibrio de coexistencia.

Desarrollando el producto (k™ — z™)(z? + a) en la isoclina

y = qum(km —2™)(2® + a),
tenemos que
= (@)
y qkm )
donde
p(z) = 2™ — azx™ + k™2 + ak™. (2.6)

Nétese que p(0) = ak™ y ademés p(z) = O(—2™*"2) cuando # — oco. Si m > 2,
entonces p(r) = O(x?) cuando z — 0, de manera que p serd creciente en una
vecindad del cero (con z > 0) y después decrecerd indefinidamente conforme los
términos negativos —a™*2, ™ comiencen a dominar el comportamiento de la
funcién (Fig. 2.2, a).

Algo similar ocurre cuando m = 2 y k™ > a. Si en cambio, k™ < a con m = 2,
es claro que p debe ser decreciente en el intervalo (0, 00).

Finalmente, para m < 2 se tiene que p(z) = O(—z™) cuando = — 0, por lo que
p es decreciente cerca de 0. Si k™ es suficientemente grande respecto de a, habra un
intervalo en donde p es creciente (debido al término k™x?) para después decrecer
indefinidamente. De lo contrario p serd siempre decreciente. Ambos comportamientos
se ilustran en las partes b), c), de la Fig. 2.2

Por otra parte, la isoclina y = nx + ¢ es simplemente una recta de pendiente n
y ordenada al origen c. Considerando las posibles intersecciones de esta recta con

—axr
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a) m=5/2, a=1, k=10 b) m=3/2, a=1, k=2 ¢) m=3/2, a=2, k=32

Figura 2.2: Gréficas de (2.6) para diversos pardmetros

alguna de las curvas mostradas en la Fig. 2.2, tenemos que la ecuacion diferencial
(2.2) puede tener desde 0 hasta 3 puntos de equilibrio de coexistencia.
M4s atin, haciendo y' = 0, si

B\ _
6<1_na+c> =0,

entonces se debe tener 3 = na + c¢. Sustituyendo en la ecuacién para z’, al igualar
a cero y despejar se obtiene la condicién

r(k™ — a™)(a? + a)
k™(na + c) ’

q:

Notese que puesto que g > 0, esta dltima igualdad impone la restriccion k& > a.
Es fécil convencerse de que estas condiciones son suficientes para que (a, ) sea
un punto de equilibrio de (2.2). Por lo anterior se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.2. El punto (a,na + ¢) es un equilibrio de coexistencia del sistema

(2.2) si y sdlo si

r(k™ —a™)(a? + a)
E™(na + c)

q= , k> a.

De hecho, si (a,na + ¢) es de equilibrio y hacemos el cambio de coordenadas
dado por z = aX, y = aY, obtenemos la ecuacién

w0 =x(r (1 () ) - e e
vy (- )

renombrando X, Y, k/a, q/a, a/a?, ¢/a, como z, y, k, q, a, ¢, respectivamente se
tiene de nuevo el sistema (2.2), ahora con equilibrio en (1,n + ¢) y las restricciones

r(k™ —1)(1+a)
Em(n + c)

q= , k> (2.7)
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De manera que si (2.2) tiene un punto de equilibrio de coexistencia, sin pérdida
de generalidad asumiremos que dicho punto es (1,¢ + n) y que se satisfacen las
condiciones (2.7).

Finalmente, reescalaremos el tiempo a un nuevo tiempo 7 dado por

dt = k™ (2? + a)(nz + c)dr,
para transformar el sistema (2.2) en el sistema polinomial

t' = z(nx + c)(rk™(2? + a) — ra™ (2% + a) — gk™y),

y = yk"™(2® + a)(nz + c — y). (2.8)

Nétese que k™ (z? + a)(nz + ¢) > 0 en el primer cuadrante, asi que por lo
argumentado en el capitulo 1, los retratos fase de (2.2) y (2.8) son iguales . En lo
que resta de este capitulo trabajaremos con el sistema (2.8), en el entendido de que
los resultados demostrados seran vélidos tambien para (2.1).

2.1. Resultados principales

Demostraremos ahora que en los puntos de equilibrio de coexistencia de (2.8) no
se puede dar una bifurcacién de Andronov-Hopf, cualesquiera que sean los pardme-
tros. Este hecho es consecuencia inmediata del siguiente resultado:

Proposicién 2.3. El punto de equilibrio (1,n + ¢) del sistema (2.8) no puede ser
un foco simple con valores propios € +iw, €, w # 0, si € es suficientemente pequena.

Demostracion.

Mostraremos que el suponer que € + iw son los valores propios de (1,n + ¢)
contradice la hipétesis n, ¢ > 0.

Consideremos la funcién

fla,y) = (@(na + ) (rk™(2? + a) —ra™(@® + a) — gk™y), yk™ (a? + a) (nz + c — y)),
cuya derivada D f, es la matriz con entradas dadas por

Dfi1 =x(c+ nx) (—mr(az2 +a)z™ 1t — 2rp™ T 4 2k™rx) + na [r(x2 +a)k™

— quk™ —ra™(2* + a)]) + (c + nz) (r(z® + )k — qyk™ — ra™(2* + a))
Dfi2 = — k"qz(c + nz),
Dfs1=n (562 + a) yk™ + 2z(c + nx — y)yk",

Dfoy =k" (2% +a) (c+nx —y) — k™ (2% +a) y.
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Sustituimos el valor de ¢ dado en (2.7) y evaluamos en (1,n + ¢) para obtener
la matriz de la parte lineal del sistema (2.8) en el punto de equilibrio

n((a+ Drk™ 4+ (—a—1)r —(a+1)(k™ - 1)r)
+(c+n)((a+ Drk™+ (—a—1)r — (a+ 1)(E™ = 1)r) (ma—=1)(E™-=1)r
+ (c+n) (2rk™ — (a + 1)mr — 2r)
(a+1)k™n(c+n) (—a—1k™(c+n)
Al calcular p(\) = |[Df(1,n+ ¢) — AId|, el polinomio caracteristico de la linea-

rizacién del sistema en (1,7 + ¢), se tiene que

p(\) =X+ (c+n)[(a—2r + DE™ +r(am+m+2)] A + (@ + 1)r(c +n)k™
Je(am =2E"4+m+2)+n(a(K"+m—1)— k"™ +m+1)].

Supongamos que p(A) = (A — € —iw) (A — e +iw) = A? —2eA + (2 +w?) con € # 0.
Igualando coeficientes y resolviendo para n, ¢, se obtienen los valores

c=k"" (ka [62 (a2(1 —4r) +a(2 — 4r) + 4r? + 1) +w?(a —2r + 1)2}
—2rk™ [a2 <(m —2)é? — mw2> + 2a(w2(m(r —1) =1 +Emr+m-— 1))
+ m<(2r — 1w? + (2r + 1)62) + 4rw? 4 4reé® — 2w2]
+ 73 (am +m + 2)*(w?® + 62))/D,

n =k (g2 [w2(a 412+ E(at2r+ 1)2} + 2r(am +m + 2)k™
. [62(CL +2r+1) —w?a—2r + 1)] —r2(am 4+ m + 2)%(w? + 62)>/D,

donde
D =2(a+1)%*re (k™ — 1) [(a — 2r + DK™ + r(am +m + 2)].

Como n, ¢, tienen el mismo denominador, el signo del producto nc debe ser igual
al signo del producto de los numeradores, que es de la forma

wh (=k72™) (@ — 2r + D™ + r(am +m + 2))* + O(e?). (2.9)

Por otra parte, al resolver para €, w, el sistema de ecuaciones obtenido al igualar
los coeficientes de las dos expresiones de p(\) dadas anteriormente, se tendra que

1
€= —§(c+n) ((a—=2r+ 1" +7r(am+m+2)),
lo que implica que el primer término en (2.9) es estrictamente menor a cero, pues

por hipétesis €, w # 0. Se sigue entonces también de (2.9), que si € es suficientemente
pequena el producto nc es negativo. Una contradiccién, ya que n,c > 0. Esto
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termina la demostracion.

Como corolario evidente de la Proposicién 2.3, tenemos el primer resultado que
nos propusimos demostrar:

Teorema 2.1. El sistema (2.8) no puede tener una bifurcacion de Andronov-Hopf
en el primer cuadrante {(x,y)|z, y > 0}, independientemente de los pardmetros
elegidos.

A continuacién demostraremos el resultado principal de este capitulo, el sistema
(2.8) con m = 2 tiene una bifurcacién cero Hopf si los pardmetros se eligen ade-
cuadamente. Recordemos que este tipo de bifurcacién se presenta cuando al variar
un parametro se genera una érbita periddica alrededor de un punto de equilibrio,
y durante la variacién de este parametro, el punto de equilibrio en cuestién tiene
siempre valores propios imaginarios puros. Procederemos de la siguiente manera:
tomaremos un centro de la parte lineal de (2.8) y aproximaremos la funcién despla-
zamiento usando el método expuesto en el capitulo 1 para encontrar los coeficientes
de Lyapunov correspondientes al punto de equilibrio. Durante este proceso ademas
reduciremos el niimero de pardmetros. Después mostraremos que dicho punto es
un foco que cambia de estabilidad cuando un cierto parametro alcanza un valor
de bifurcacién y, que al incrementar el parametro a partir del valor de bifurcacion,
la funcién desplazamiento tiene un cero en una vecindad del foco. Esto indica la
presencia de una orbita periédica.

Teorema 2.2. Eziste un conjunto de pardmetros para el cual el sistema (2.8) con
m = 2 presenta una bifurcacion cero Hopf.

Demostracion.

Consideremos un punto de equilibrio en (1, ¢+ n). Sustituyendo en (2.8) el valor
de ¢ dado en (2.7) obtenemos las ecuaciones

(a+ 1)ry (K™ —1)
c+n
y =y (a+2%) k" (c+nx—y).

90’=56(0+m“)<— +r(a+x2)km—r(a+x2)xm),

Para simplificar los célculos posteriores asumiremos n + ¢ = 1, de manera que
podemos reducir el nimero de parametros expresando a n en términos de ¢ y escribir
: / AN
el sistema en la forma (2’,y’) = g(z,y) donde

g(z,y) = (o((1 = Jw+ ) (r (a+ %) K" = (a+ Vry (" = 1) =1 (0 +2%) ™)

y (a+ 2?) km((l—c)x—i-c—y)), (2.10)

nétese que esto restringe a n, ¢, al intervalo (0, 1).
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Ahora vamos a obtener la linearizaciéon del sistema en el punto de equilibrio,
calculamos primero las entradas de Dy, la derivada de g,

Dgi1 =z(c+ (1 —c)z) (—mr(z® + a)z™ 1 — 2ra™ ! + 2k™rz)
+ (1 -0z (r(@® +a)k™ —rz™(2* + a) — (a+ 1) (™ — 1) 1)
+(c+ (1= 0)z) (r(@® + a)k™ —ra™ (2% + a) — (a+ 1) (k™ — 1) ry) ,
Dg1y =(—a—1) (K" = 1)rz(c+ (1 - c)z),
Dgy1 =(1—c)(2® + a)yk™ + 2z(c + (1 — )z — y)yk™,

Dgao =k™(z? +a)(c+ (1 —c)x —y) — k(2 + a)y.
De donde Dg(1,1), la matriz de la parte lineal del sistema en el punto (1, 1), es

(a+Drk™ +2rk™ — (a+ 1)r—(a+ 1) (K™ = 1)r
+1=-0((a+rk"+(—a—1)r—(a+1) (K" = 1)r) (—a—1) (k™ -1)r
—(a+ 1)ymr —2r ’

(a+1)(1 —c)k™ (—a—1)k™
con polinomio caracteristico

p(N) =X2 + X [(a+ DE™ + r(am +m +2) — 2rk™] + [a21"(c +m—1)E™
—(a+ Dr(a(c—1) + c+ DE>™ + 2ar(c + m)E™ + crk™ 4+ mrk™ + rk™].
Por otra parte, si (1,1) es un centro de la parte lineal con valores propios +iw,

entonces se debe cumplir que p()\) = (A\—iw)(A+iw) = A2+w?. Igualando coeficientes
y resolviendo para ¢, T se tienen los valores

=k [(a+1)*(a(m — 1) + m+ 1)k*" + (a — 1)(a + 1)*k*™
+ w?(am +m +2) — 20%k™] /[(a + 1)* (K™ — 1)],

B (a+1)k™
—am+2km —m —2

Puesto que » > 0, es necesario que —am + 2k"™ — m — 2 > 0. Si hacemos
k™ = 2m + 1 esta condicién se transforma en a < 3, y ademas se tendra que

_ 3a(2m + 1)2 4 a (4m? 4 4m + w? + 1) + 5(2am + a)? — 4m? — 4m — 3w? — 1
‘= 2a+ 1)3(2m + 1)2 ’

(a+1)2m+1)
(a—3)m

En este punto es conveniente hacer notar que se cumple con la restriccion k > 1

dada en (2.7).
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Ahora elegimos los valores propios +i(2m + 1) para el punto de equilibrio (esto
es, hacemos w = 2m + 1). La expresién de ¢ se reduce entonces a

_3a3—|—5a2+2a—4
N 2(a +1)3 ’

y la desigualdad 0 < ¢ < 1 se satisfara si a se restringe al intervalo (a,3) donde
a ~ 0,630451. La grafica de la funcion

(a) 3a3 + 5a% 4 2a — 4
cla) =
2(a+1)3

se muestra en la Fig. 2.3

=}
T
1

Figura 2.3: Gréfica de c(a) = %

El efectuar en (2.10) las sustituciones

(a+1)(2m+1) 3a3 + 5a% + 2a — 4
m L r @—3m ¢ 2at1?

da como resultado el sistema

' =2m+ Dz [—a (@™ +2m(y — 1) — 1) — 2™ + (2m + 1)2* — 2my]
[a(x — 3) — a®(x + 5) — 2a(2x + 1) — 63 + 4] /[2(a — 3)(a + 1)*m],

Yy =—(2m+ 1)y (a+2?) [a®(x +2y — 3) — a®(x — 6y + 5) + a(—4z + 6y — 2)
— 62+ 2y +4]/[2(a + 1)%].

Mediante el cambio de coordenadas x = X + 1, y =Y + 1, trasladamos el punto
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de equilibrio (1,1) en cuestién al origen y nuestro sistema se convierte en

X' =2m+1)(X +1) [a*(X —2) — a*(X +6) — 2a(2X + 3) — 6X — 2]
Ja((X+ D)™ +2mY — 1)+ X2 (—(X +1)™ +2m+1) — (X +1)™
+ X (-2(X + 1) +4m +2) — 2mY +1]/[2(a — 3)(a + 1)*m],

Y'=—02m+1)(Y +1)[(a® —a® —4a— 6) X +2(a+ 1)*Y]
(a+ (X +1)%) /[2(a+ 1),

cuya linearizacion en (0,0) estd dada por la matriz
(a+1)(2m+1) 2(a+1)2(2m +1)/(a — 3)

—(a® —a* —4a —6) (2m + 1)/ (2(a + 1)?) (—a—1)2m +1)

Un vector propio correspondiente al valor propio i(2m + 1) es

(17 a’ - (2;;;')5 1—)2(3 - 3i)> |

que podemos escribir en la forma u; + vy, donde u;,v; € R?, son iguales a

1 —a?>+2a+3
Uy = _—
! © 2a+1)2 )7

Tomando estos vectores como columnas formamos la matriz invertible
P = [v1,u1]. Si hacemos el cambio de coordenadas (u,v) = P~!(X,Y), la parte
lineal del sistema quedard en la forma normal

(%)

En estas nuevas coordenadas tenemos el sistema
u':(2m+1)[(3—a) (a+ (v+1)?) (au+u+v)[a*(2 —v) + a(u +2v + 4) — 3u
+3v+2] + %(a—i— (v +1) [a*(v—2) — a*(v + 6) — 2a(2v + 3) — 6v — 2]
. <a2(—(v+1)m+mv+1)+m(3u—|—2v2+v) —(w+1D)* (v +1)™-1)

+a[m2u(v+1) —u) — (V> + 20 +2) (v +1)™ — 1)])]/ [2(a—3)(a+1)%],
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=2m +1)(v + 1) (a®*(v — 2) — a*(v + 6) — 2a(2v + 3) — 6v — 2)
. {QQ(—(U—{—l)m—i—mv—k1)—|—m(3u—i—21}2+v) —(w+1D)*(v+1D™-1)

+a[m@ow+1)—u) — (V2 +20+2) (v +1)" — 1)]}/ [2(a — 3)(a +1)%m] .

Después de realizar el cambio a coordenadas polares ©w = Rcosf, v = Rsin#,
tomar m = 2, y desarrollar R’, #’, como serie de potencias de R, obtenemos

R = as()R* + az(0)R® + a4(A)R* + a5()R® + O(RY),
0" =5+ b1 (0)R + ba(0)R% + b3(0)R® + bs(0)R* + b5(0)R® + O(RS).

Los coeficientes a;(0), b;(0), al igual que la mayoria de los coeficientes involucra-
dos en lo que resta de esta demostracién, se pueden consultar en un apéndice al final
de esta tesis. A partir de las expresiones anteriores, se sigue que el desarrollo de la

ecuacion ‘ffg como serie en R es igual a

CCZT? = c2(0)R? + c3(0) R* + ca(O) R + 5 (0) B + O(R”), (2.11)
donde
62(9) :a2é0),
_az(0)  a2(0)bi(0)
c3(0) =—— ~ 251 :
ca(0) :25‘14(9) —5a3(0)b1(0) + a2(0)b1(0)* — 5az(0)ba(6)

125 ’
c5(0) = 5 [125a5(9) — 25a4(0)b1(0) + 5a3(0)b1(0)* — az(0)b1(0)® — 25a3(0)ba(6)
+ 10a2(6)b1(0)b2(6) — 25a2(6)bs(6)] .

Consideremos la solucién R(6,z,0) de la ecuacién (2.11) con condicién inicial
R(0) = z. Como se vié en el capitulo 1, esta admite la expansién

R(0,2,0) =) vi(6 (0)2 + va(0)2? + v3(0)2® + va(0)x* + vs(0)2® + O(),
=1

(2.12)
y la condicién inicial R(0,x,0) = z implica las igualdades

(2.13)
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Sustituyendo (2.12) en ambos lados de (2.11) e igualando coeficientes se obtienen
las ecuaciones diferenciales

vy (9) =0,
vy(0) =ca(0),
v3(0) =c3(0) + 2¢2(0)v2(6),
’ 9 (2.14)
v4(0) =ca(0) + 3c3(0)v2(8) + c2(0)v2(0)” + 2¢2(0)v3(0),
v5(0) =c5(0) + 4ca(0)va(0) + 3c3(0)v2(0)* 4 3c3(0)v3(0)
+ 2¢2(0)v2(0)v3(0) + 2c2(0)va(6).
Por definicién, la funcién desplazamiento sobre el rayo § = 0 es igual a

d(x) = R(2m,x,0) — x. Resolviendo recursivamente las ecuaciones (2.14) sujetas a
las condiciones iniciales (2.13), obtenemos las funciones v;(¢), evaluando en 6 = 27
resulta

v1(2m) =1,
va(2m) =0,
7 (a® + 5a” + 11a°® + 25a° + 32a* — 10a® — 104a? — 56a — 40)
4(a —3)*(a+1)3 ’
2a'? + 12a'! + 33a'° + 89a° + 180a® + 1764" 4 494a°

v3(2m) =

v [
12(a — 3)3(a+ 1)
— Tla® — 5764 — 1334a® — 1924 — 200a + 200],

1152(a — g) et 1P (7000 + 2(595 + 54m)a'? + 2(4963 + 7027)a'®

+ (53494 + 86407)a'” + (208303 + 358567)a'® 4 (620615 + 1151287)a'®
+ (1424369 + 2896567)a* + (2397731 + 5438887)al?

+ (2480041 + 677808m)a'? 4 (2368447 — 126037)a!

— (6498947 + 14017327)a'® — 9(1614725 + 4756327)a’

—2(9107435 + 3187728)a® — 144(88190 + 294877)a’

+16(1338397 — 67376)a® + 32(257119 + 2478067)a’

+ 4(2538187 + 23103367)a* 4 (6503780 4 66804487)a>

+24(97591 + 1336327)a> + 8(47851 + 125280)a + 16(108007 — 793)].

va(2m) =

vs(2m) =

Luego,
d(x) = v3(2m)2® 4+ vy (2m)xt + vs(27m)2® + O(2F). (2.15)

Obsérvese que salvo por un factor positivo, cada coeficiente v;(27) es el i-ésimo
valor focal y v3(27),v5(27), son los primeros dos coeficientes de Lyapunov. Como
se vio al principio de la demostracién, a debe estar restringida al intervalo (a, 3)
con a ~ 0,630451. La funcién Li(a) = v3(27) tiene un cero en este intervalo en
ap ~ 1,34205 y es negativa si a < ag, positiva si a > ag (la grifica de esta funcién
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para a < a < 1,5 se muestra en la Fig. 2.4). De lo anterior y la expresién (2.15),
es claro que para valores de x positivos suficientemente pequenos, el desplazamiento
d(x) es negativo si a < ag, positivo si a > ag. Por lo visto en el capitulo 1, el punto
de equilibrio es entonces un foco, estable en el primer caso, e inestable en el segundo.
En el valor ag, donde se anula el primer coeficiente de Lyapunov o tercer valor focal
v3(27), también se debe anular el cuarto valor focal v4(27). Ademés al expresar el
segundo coeficiente de Lyapunov Ls(a) = vs(27) como funcién de a, se cumple que
La(ag) ~ —29,5096. De manera que el punto de equilibrio es un foco atractor que
cambia de estabilidad cuando al incrementar el pardmetro a este supera el valor de
bifurcacién a = ag.

=
I

7(a®+5a7+11a%+250°+32a* ~10a° — 10402 —56a—40)
4(a—3)%(a+1)3

Figura 2.4: Gréfica de Li(a) =

Maés ain, si en la vecindad del cero fijamos x; > 0 tal que d(x;) < 0 cuando
a = ag, entonces para valores de a > ag cercanos a ag se seguird satisfaciendo
d(z1) < 0. Pero al ser el foco inestable, si z > 0 es suficientemente pequena se debe
tener d(z) > 0. Por la continuidad de d, esto implica la existencia de un z¢ < z1(que
por supuesto depende de a) con d(zg) = 0, lo que demuestra la existencia de una
orbita peridédica. B

En la demostracién anterior, al convertir el sistema a coordenadas polares apa-
recen factores de la forma (1 4+ Rsin(#))™, que al tomar m = 2 se reducen a
1+ 2Rsin(f) + R?sin?(0). El caso general se puede tratar reemplazando este factor
por su expansién en serie

(m— 1)m2R2 sin?(9) n (m—2)(m —é)mR3 sin3() N

y después procediendo como se hizo en la demostracion hasta obtener los primeros
dos coeficientes de Lyapunov, esta vez como funcién no sélo de a sino también de
m. Cabe destacar que de esta manera y con los mismos parametros de la demostra-
cién, encontramos para cada m # 1 entre cero y 6.5 aproximadamente, un valor a,,
dentro del rango permitido al parametro a, donde el primer coeficiente de Lyapu-
nov Li(a,m) cambia de signo, de negativo a positivo con a creciente, mientras que

1+ mRsin(0) +
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Li(am,m) = 0, La(amy,, m) < 0. Lo que como ya sabemos, implica la aparicién de
una Orbita periédica al cruzar el valor de bifurcacién a,,. Por esta razdén, creemos
que para toda m > 0 existe un conjunto de pardmetros tal que el sistema (2.1)
presenta una bifurcacién cero Hopf. La Fig. 2.5 muestra una parte de las graficas de
Li(a,m), Lay(a,m), en rojo y azul respectivamente, ambas como funciones de a,m,
la funcién constante 0 se muestra en color verde. En la Fig. 2.6, mostramos una vista
superior de las graficas en diversas regiones para apreciar mejor el comportamiento
que acabamos de describir.

Figura 2.5: Los primeros dos coeficientes de Lyapunov como funciones de a, m.

15F

1.1k
15 e 3

a) b) c)

Figura 2.6: Vista superior de las gréficas de Ly (a, m), La(a, m), en diversas regiones.
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Para terminar este capitulo, haremos el retrato del sistema (2.8) con los pardme-
tros usados en la demostracién del teorema 2.2, estos son

1 345024 2a — 4
m =2, k:\/g, r:M’ C:3a + 5a* + 2a ’
2(3—a) 2(a+1)3 2.16)
3a® + 5a2 + 2a — 4 2(a + 1)2 .
n=1- . =
2(a+1)3 (3—a)

Se vio en dicha demostracién que el sistema tiene un valor de bifurcacion
a =~ 1,34205. Elegiremos a = 7/5 = 1,4, en este caso, hay un tnico punto de equili-
brio de coexistencia en (1,1), que como se ha argumentado en el parrafo que sigue
a la ecuacién (2.15), debe ser un foco inestable.

Sobre los ejes se tienen los puntos de equilibrio (0,0), (0,c¢), (k,0). Puesto que
estos son todos hiperbdlicos, su naturaleza se puede determinar usando el hecho de
que los ejes estdn formados por soluciones del sistema (recuérdese que ' = 0 si
x=0y y =0 siy=0)y el teorema de Grobman-Hartman (que establece que
en una vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico, los flujos de una ecuacién
diferencial C! y su linearizacién son topolégicamente conjugados [P]).

En efecto, un cdlculo de rutina muestra que (0, c¢) es un punto silla de la parte
lineal de (2.8), con valores propios —1841/432, 3419/1296. Se sigue por el teorema
de Grobman-Hartman que (0,c¢) es también un punto silla de (2.8). Mas ain, las
dos trayectorias que aproximan al equilibrio cuando ¢ — oo estan contenidas en el
eje Y, pues y' = Ty(c — y) cuando = = 0.

Anélogamente, (k,0) es un punto silla de (2.8) (con valores propios
—(5/9)(263 + 169v/5), (2/27)(263 + 169v/5)) y las trayectorias que lo aproximan
cuando t — oo estan contenidas en el eje X.

Finalmente, el origen tiene valores propios 9205/576, 1841/432, por lo que debe
ser un punto de equilibrio de (2.8) topolégicamente equivalente a un nodo inestable.
Como el sistema es C?, se concluye que el origen es un nodo inestable de (2.8).

Por la proposicién 2.1, si I' es una trayectoria de (2.2) (o de (2.8)), entonces
a partir de cierta ¢ se tendrd que I' estard contenida en un compacto de la forma
[0, B] x [0, BJ.

Debido a su naturaleza, ninguno de los puntos de equilibrio de (2.8) puede formar
parte del w-limite de I'. Se sigue del teorema de Poincaré-Bendixson la existencia
del ciclo limite w(I"), que por supuesto debe contener en su interior al punto (1,1) y
es un atractor global en este caso.

Vale la pena destacar que las soluciones de (2.8) son acotadas independiente-
mente de los parametros elegidos. Asi mismo, no es dificil verificar que los puntos
(0,0), (k,0), son siempre un nodo inestable y un punto silla respectivamente, am-
bos hiperbdlicos. Mientras que (0, ¢) es punto silla hiperbélico siempre y cuando se
satisfaga la desigualdad ar > cq. De aqui que se pueda usar el teorema de Poincaré-
Bendixson como en el argumento anterior, para demostrar la existencia de ciclos
limite de (2.8) en cualquier regién de parametros tal que el tnico equilibrio de co-
existencia sea un foco inestable y se cumpla ar > cq, quedando entonces por resolver
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la cuestién de si esos ciclos limite se pueden o no obtener a través de una bifurcacién
cero-Hopf.

En la Fig. 2.7 se muestra el retrato generado por computadora del sistema (2.8)
con los pardmetros mencionados en (2.16) y a = 7/5.

1 F,

Figura 2.7: Retrato del sistema (2.8) con un ciclo limite estable producto de una
bifurcacion cero Hopf

La regién en azul oscuro corresponde a una sola solucién, con condicién inicial
z(0) = 1,01, y(0) = 1,01, para t € [0,1000]. Como se puede apreciar, ésta apro-
xima al ciclo limite muy lentamente, en contraste con el caso de la bifurcacién de
Andronov-Hopf, como veremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Bifurcacion de Andronov-Hopf
en un modelo depredador-presa

En este capitulo se estudia el modelo
’ T\™ qy
= (r (- (") - ).

;o sqyx 7
y_<$2+a>+c lu’yv

(3.1)

en el cuadrante z,y > 0, donde x,y representan como funciones del tiempo
a las poblaciones de la presa y el depredador respectivamente. Las constantes
r, k, m, q, a, s, ¢, u, son todas positivas, con la siguiente interpretacion:

i) r y s son las tasas intrinsecas de crecimiento de la presa y el depredador

respectivamente.

i1) k es la capacidad de carga del medio respecto de la presa.

1i1) q es la tasa méxima de consumo de presa por depredador.

iv) a es una constante de saturacién.

v) p es la tasa de mortalidad del depredador.

vi) ¢ representa una inmigraciéon constante del depredador.

Haciendo el reescalamiento del tiempo 7 = gt, se tiene que

dr =« (1 (x)m) qy
- = r — — —
dr ¢ k 22+a)’
dy syx c W
d7_<x2+a>+q qy'
Renombrando r/q, ¢/q, u/q, T, como r, ¢, i, t, respectivamente, obtenemos el
sistema
o= r (1= (7)) - 2
N k 2+a)’

r_( syx B
y_<x2+a>+c luya

(3.2)
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de manera que sin pérdida de generalidad podemos asumir que ¢ = 1 y trabajar con
el modelo (3.2).

En éste capitulo demostraremos que éste modelo admite una bifurcacién de
Andronov-Hopf si los pardmetros se eligen adecuadamente.

Al igual que en el modelo (2.2) del capitulo anterior, las soluciones de (3.2) son
acotadas, lo que mostraremos a continuacion.

Proposicién 3.1. Para cada solucion T' de (3.2), con condicion inicial
x(0),y(0) > 0, existen Br > 0 y to > 0, tales que 0 < z(t), y(t) < Br sit > to.

Demostracion.

Puesto que 2’ = 0 si x = 0, tenemos que el eje Y estd formado por solucio-
nes de (2.2), se sigue por el teorema de existencia y unicidad que las trayectorias
(x(t),y(t)) del sistema (3.2) no pueden cruzar este eje. Por otra parte, si y = 0 en-
tonces ' = ¢ > 0, de manera que las trayectorias que cruzan el eje X con ¢ creciente,
lo hacen en direccién del semiplano y > 0.

Luego, las soluciones de (3.2) con condicién inicial x(0),y(0) > 0 estardn conte-
nidas en el primer cuadrante para t > 0, por lo que satisfacen

x(t), y(t) >0, sit>0. (3.3)

Por otro lado, como todas las constantes son positivas en la ecuacién

= (- () -)

se debe cumplir en el primer cuadrante que 2’ < 0 si z > k. Sea I' = (z(t), y(¢)) una
solucién particular del sistema con z(0), y(0) > 0, por lo que acabamos de mencionar
x(t) debe ser acotada, esto es existen ki, t; > 0 tales que

x(t) S kl, sit Z tl. (3.4)

Ahora consideremos la ecuacién

sx’ +y' = sxr (1 - (%)m) + ¢ — uy,

obtenida a partir de (3.2). De ésta se sigue que sz’ + 1’ < 0 si y sélo si

1 T\™
y > m (sxr (1 - (E) ) + c) = h(zx). (3.5)
Por (3.4) y (3.5), si t es suficientemente grande entonces
sx(t) + y(t) < sky + max{h(x) : > 0},

de manera que sz +y es acotada sobre I' y en consecuencia y(t) también es acotada.
De aqui se sigue el resultado. W
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Para analizar los puntos de equilibrio del sistema consideraremos las interseccio-
nes de las isoclinas 2’ = 0, ¢/ = 0. La isoclina x’ = 0 est4 dada por las ecuaciones

r

£=0, y= (K" )+ a), (3.6)
mientras que i’ = 0 estd descrita por la ecuacién
2
- M. (3.7)
w(x? +a) — sx

De las interseccién de la recta z = 0 con la isoclina ¢y’ = 0 se obtiene el punto
de equilibrio (0,¢/u), que es un atractor sobre el eje Y, y es el tnico punto de
equilibrio sobre alguno de los ejes. Ahora vamos a dar una cota superior para el
numero de puntos de equilibrio de coexistencia que puede tener el sistema (3.2).
Estos corresponden a las intersecciones de las curvas

r c(z? + a)
Y km( €z )(:L' + a)? Yy M(Z‘Q + a) — 8T
Igualando ambas ecuaciones obtenemos
r c(x? + a)
o k;m _m 2 _ -\ ")
k:m( T +a) w(x? +a) — sz’

que desarrollando y despejando se transforma en

T —puz™ 2 4 sx™ T — qua™ 4+ kM pa? — KMsz 4+ K™ <au - g)} = 0. (3.8)

Las abscisas de los puntos de equilibrio de coexistencia de (3.2) deben satisfacer
la igualdad anterior. Nétese que el miembro izquierdo de (3.8), al que llamaremos
f(z), es igual a r(ap — (¢/r)) en & = 0, y tiende a —oo cuando & — oo, por
lo que la ecuacién (3.2) tendra al menos un punto de equilibrio de coexistencia si
ap — (¢/r) > 0.

Mas aun, por la regla de Descartes de los signos, si o es el nimero de cambios
de signo en f(z) cuando sus términos estdan en orden decreciente respecto de los
exponentes (nétese que este orden depende de m), entonces (3.8) tiene a lo més o
soluciones positivas diferentes.

De lo anterior, es facil verificar que si m > 2, entonces el sistema (3.2) tiene a
lo mas 5 puntos de equilibrio de coexistencia cuando au — (¢/r) es mayor que cero
y alo més 4 si au — (¢/r) < 0. Para m < 2, se tendrdn como méaximo 3 de estos
equilibrios si ap— (¢/r) > 0, 0 2 en caso contrario. Queda como una cuestién abierta
el determinar con exactitud los casos posibles para el nimero de puntos de equilibrio
de este sistema.

Por otra parte, si («, 3) es un equilibrio de coexistencia de (3.2), por la segunda
igualdad en (3.6) se sigue que

f= (k" = o™ +a)
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y puesto que > 0, es necesario que se cumpla
k> a.

Sustituyendo « y esta expresién para [ en (3.7), obtenemos después de despejar,

r

= (= a™) (e + a) - sa),

C

lo que implica la restriccién adicional
p(a? +a) — sa > 0.

Es inmediato comprobar que las condiciones anteriores son suficientes para que
(ar, B) sea un punto de equilibrio de coexistencia de nuestro modelo. Resumiremos
estas observaciones en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2. El punto (o, r(k™ — a™)(a? + a)/k™) es un equilibrio de coexis-
tencia del sistema (3.2) si y sdlo si se cumplen las siguientes condiciones:

i) c=r(k™ — ™) (u(a? 4 a) — sa)/E™,

i) k> «,

i) p(a® + a) — sa > 0.

Ahora bien, si (o, 7(k™ — a™)(a? 4+ a)/k™) es de equilibrio y hacemos el cambio
de coordenadas dado por z = aX, y = a?Y, obtenemos la ecuacién

=X (e (- (arm) ) - wvam)

;- (s/a)Y X
= (o )

renombrando X, Y, k/a, a/a?, s/a, ¢/a?, como z, y, k, a, s, ¢, respectivamente, se
tiene de nuevo el sistema (3.2), ahora con equilibrio en

(1, kim(km 1)1+ a))

y las restricciones

r

:k—m(km—l)(u(1+a)—s), p(l+a)—s>0, k>1 (3.9)

c
De manera que si (3.2) tiene un punto de equilibrio de coexistencia, sin pérdida
de generalidad asumiremos que dicho punto es (1,7(k™ — 1)(1 4+ a)/k™) y que se
satisfacen las condiciones (3.9).
Por tltimo, tomaremos un nuevo tiempo 7 dado por dt = k™(x? + a)dr para
transformar la ecuacién (3.2) en el sistema polinomial

a' = x(r(2® + a) (™ — 2™) — k™y),

, , , (3.10)
y = k"syxr + k"c(z® + a) — K" py(x® + a).



3.1. Resultados principales 39

3.1. Resultados principales

A continuacién enunciaremos y demostraremos el resultado principal de este
capitulo, el sistema (3.10) (y en consecuencia también el sistema (3.2)) presenta una
bifurcaciéon de Andronov-Hopf si los parametros se eligen adecuadamente. La idea
de la demostracion es tomar un punto de equilibrio de coexistencia y llevarlo a la
forma normal requerida por el teorema 1.3, reduciendo el nimero de parametros
durante el proceso.

Teorema 3.1. Existe un conjunto de pardmetros para el cual el sistema (3.10)
presenta una bifurcacion de Andronov-Hopf.

Demostracion.

Consideremos un punto de equilibrio en (1,7(k™ — 1)(1 + a)/k™). Sustituyendo
en (3.10) la expresién para ¢ dada en (3.9) obtenemos las ecuaciones

' = z(r(x?® + a) (™ — ™) — k™y),
y = K"syz +r(k™ = 1)(u(l + a) = s)(a® + a) — k" py(a? + a).

Reduciremos el niimero de pardmetros asumiendo que el equilibrio se da en (1, 1),
esto obliga a
km
(k™ —1)(1+a)

T =

Como una simplificaciéon adicional, haremos

K" =2m+1,
lo que implica
2m+1
r=_—-".
2m(1+a)

Obsérvese que esta eleccion de k satisface la restricciéon k& > 1 dada en (3.9).
Después de efectuar estas sustituciones, al escribir el sistema en la forma
(«',y") = g(z,y) resulta

m a+ x?) (—az™ m
g(z,y) = <£L' <(2 + 1)( —Qi_(a—I)—(l)m +2m+1) —(2m+ 1)y> , (3.11)

2m+1) (a+2?) ((a+ 1)p—s)
a+1

—p(2m+ )y (a+2%) + (2m + 1)sxy>.

Para obtener obtener la linearizacién del sistema en el punto de equilibrio, cal-
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culamos primero las entradas de la derivada de g

Dgi1=—(2m+1)[a(m (@™ +2y—2)+ 2™ —1)
+ (m + 3)2z™*? = 3(2m + 1)2” + 2my] /[2(a + 1)m],
Dgio =(—2m — 1)z,

22m+ Dz((a+ 1) —s)

D =(2 1 —2(2 1
g21 =(2m + 1)sy (2m + Dxpy + g ,

Dgso =(2m+ 1)sz — (2m + 1) (1‘2 +a) p.

De donde Dg(1,1), la matriz de la parte lineal del sistema en el punto (1,1) es
(1/2)(—2m — 1) + (2(2m + 1)/(a + 1)) om -1

@Cm+1)s—22m+1)p

+@22m+1)((a+ Dp—s)/(a+1)) (2m+1)s —(a+1)2m +1)u

con polinomio caracteristico

A2m + 1) (2a?p + dap — 2as + a + 2y — 25 — 3)
2m+1)%((a —3)u + s).

p(A) =X* +

+

DO =

Vamos a forzar a (1,1) a ser un foco con valores propios M +i. En dado caso, el
polinomio caracteristico tendria que ser de la forma p(A\) = A2 — 2M X + (1 + M?),
de donde es necesario que se satisfaga

M+ 1 (a— Bt 5) >0,

o equivalentemente (a — 3)u + s > 0.

Introduciremos temporalmente un nuevo parametro w > 0 y haremos
s = pu(l 4+ wa). Nétese que la condicion p(l +a) —s > 0 en (3.9) se transforma
en la restriccién w < 1. La desigualdad (a —3)u+s > 0 se convierte en a(w+1) > 2,
que se satisface si elegimos a = 2.

Al efectuar en (3.12) las sustituciones a = 2, s = u(1 + 2w), obtenemos

pOV) = A2 — é)\(Qm 1) (120w = D+ 1) + wpa(2m + 1)2.
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Igualando coeficientes con A2 —2M A+ (14 M?) y resolviendo para M, w, resulta

1
M =g s [3M(Qm +1)2 (3.13)

— 6/ (i + 20m)2 (60 + 4(6p + 1)m? + 4(6 + L)m — 5)] :

1
=~ _|5u(2 1)2+12 2um)? 3.14
w 1mu+2mm2[“7”+ )2+ 12(p + 2um) (3.14)

— 2V6/ (i + 20m)? (65 + 4(6 + 1)m? + 4(6p + L)ym — 5)} .

Si ahora hacemos
a=2, s = pu(l +wa),

en el sistema (3.11), con w dada por la expresién (3.14), obtendremos

2 :1(2m + 1)z ( (3.15)

224+ 2) (=™ +2m+1
: (22 +2) >__6y>7

m

y :2\/6\/@ + 2pum)? (6p + 4(6p + 1)m? + 4(6p + 1)m — 5) (2% — 32y + 2)

18(p + 2pm)
—5u(2m + 1)? (22 — 3wy + 2) — 18 (2 — 3z + 2) y(u + 2um)?
18(p + 2pm) '

Este sistema tiene un foco en (1, 1) con valores propios M +i, donde M es como
en (3.13).

En este punto es conveniente hacer un paréntesis para aclarar algunos detalles.
Hemos asumido implicitamente que M es un numero real, lo cual no se cumple si
m, 4 son ambas pequenas. Sin embargo, para cada m > 0, si p es suficientemente
grande entonces M es real, como se puede apreciar en la grafica de M (u, m) (en rojo
en las figuras 3.1 y 3.2, el plano z = 0 se muestra en azul)

Mais ain, para toda m > 0 existe un unico valor u,, de u donde M se anula,
M (pm,m) = 0. Notese que existe un intervalo alrededor de p,, donde M, vista
como funciéon de p, es decreciente. Una expresién para i, en términos de m se
puede obtener haciendo M = 0 en (3.13) y despejando p para llegar a

_ Am? 4+ 4m + 13
Fm = 0 0m 1 1)2

(3.16)

En la Fig. 3.3 se exhibe la grafica de p,, como funcién de m.
Por otro lado tenemos la restricciéon w < 1. Sustituyendo (3.16) en (3.14) obte-

nemos
12

- 4m? + 4m + 13’

la grafica de esta funcién de m se muestra en la Fig. 3.4.

W(Mma m)
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W M/
W Flum/=0

Figura 3.1: Gréafica de M como funcién de p, m.

Figura 3.2: Vista superior de la grafica de M (u, m) en diversas regiones.

Para m € R* fija, tenemos que 0 < w(pm,m) < 1. Por continuidad existe un
intervalo alrededor de p,, en donde se cumple 0 < w(p, m) < 1.

La conclusién de este paréntesis es que para toda m > 0, existe un intervalo de
variacién de p en donde se cumple lo siguiente:

i) Las sustituciones que hemos hecho satisfacen restricciones equivalentes a (3.9).

i7) M es decreciente como funcién de p.

i7i) El intervalo contiene un punto i, tal que M (g, m) = 0.
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0201

0151

010 ———

__ 4m2+4m+13
12(2m+1)2 *

Figura 3.3: Gréfica de pi,(m) =

12

Figura 3.4: Gréfica de w(pim, m) = g7

Ahora trasladamos el punto de equilibrio al origen mediante el cambio de coor-
denadas z = X + 1, y =Y + 1, el sistema (3.15) toma entonces la forma

(X+1)242) (—(X+1)™+2m+1)

X’ :é(Qer (X +1) <( —6(Y + 1)) )

X+ +1)

YVi=p(=2m —1) (X + 1) +2) (Y +1) + 6(p + 2um)

[SM(Qm +1)2 + 18(p1 + 2um)?

2
— 2VB/ (- 2m)? (60 + 4(6p + 1)m? + 4(6p + D)m — 5)| + W

: (2x/6\/(u  20m)? (641 + A(6pu + 1)m?2 + 4(62 + L)m — 5) — 5u(2m + 1)2) ,

cuya linearizacién en el origen estd dada por la matriz con entradas A;;

1 2
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A12:—1—2m,

Aoy =[-2v6\/ (1 + 2pum)? (61 + 4(6p + 1)m? + 4(6 + 1)m — 5)
+5u(2m + 1) + 18(p + 2um)?] /[18(p + 2pum))],

_ —2V6\/(u+ 2pm)? (6 + 46 + )m? + 4(6p + 1)m — 5) + 5ps(2m + 1)

A
. 6(p + 2pm)

Consideremos un vector propio correspondiente al valor propio M +i, por ejemplo

—64(2m + 1)2

—V6:/p2(2m + 1)2 (6p + 24pum?2 + 4m? + 24pum + 4m —5) |’
+ (2 + 66)pu + 8um?® + (8 + 12i)um

que escribiremos en la forma u; + iv1 con ui,v; € R?

—6p(2m + 1)2 0
—\/6\/u2(2m+1)2(6u+24um2+4m2+24r“m+4m_5) o ( 61+ 12m ) .
+ 20+ 8um? + 8um ' '

Llevaremos la parte lineal del sistema a la forma normal

M -1
(¥ )
Para esto, haremos el cambio de coordenadas (u,v) = P~1(X,Y), donde P es
la matriz P = [v1,u1]. Las expresiones en estas nuevas coordenadas para u', v/,
se muestran en el apéndice al final de la tesis. En ambas aparece el término
(1 —6u(2m + l)zv)m. Para encontrar el primer coeficiente de Lyapunov y usar el
teorema 1.3, necesitamos sélo los términos de grado a lo mas 3 en los desarrollos

de ', v', como series en uv, por lo que podemos reemplazar a (1 — 6u(2m + 1)2v)m
por los primeros 4 términos de la serie de Taylor en v = 0

(1—6u(2m+ 1)21))m =1—6v(m (p+ 4pm? + 4pm)) + 18(m — 1)mov? (1 + 4pm? + 4um)2
— 3603 ((m —2)(m — 1)m (u + 4pm® + 4Mm)3) +0 (v*).

Procediendo de esta manera, obtenemos el sistema

u' =Mu — v + ago(p, m)u® + ay1 (i, m)uv + aga(p, m)v?

+ azo (i, m)ud + az (p, m)u®v + aza (i, m)uv? 4 ags (p, m)v3 + - -- (517)
3.17
v =u + Mv + bao(p, m)u? + byy (11, m)uv + boa (11, m)v?

+ b30(M7 m)u3 + b21(M7 m)uzv + b12 (Ma m)qu + b03(/~l'7 m)v3 +-
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donde los coeficientes a;;(p, m) = a;j, bij(p, m) = byj, estan dados por

ago =agzp = a1 =0,

a11 =(—2m — Luv|[— V6\/ (114 2pm)2 (61 + 4(61 + 1)m2 + 4(6p + 1)m — 5)
+3p(2m 4+ 1)% + 6(u + 2um)?],

2m + 1)
ao2=—(ml[ V6r/ (i + 2pm)2 (61 + 4(65 + 1)m2 + 4(6p + L)m — 5)

- (3m +13) — 2u(6V6+/ (11 + 2um)2 (6 + 4(6p + 1)ym? + 4(6p + 1)m — 5)
— 12m® — 80m? — Tlm + 19) + 168(; + zum)ﬂ,

ayp = — 36p3(2m + 1),

1
aos ziu@m +1)* (—12u +m?® + 2m — 1)

. (2,u(2m +1)2 = V6+/ (1 + 2um)? (61 + 4(6p + 1)m2 + 4(6p + 1)m — 5)) ,
bao =bso = bo1 = b12 =0,

b1 = — 6(142m)%p

bos = (2m +1) (2f\/ 10+ 20m)2 (611 + 461+ 1)m? + 4(62 + 1)m — 5)
+ 3u(m —3)2m+1) )
bos = — 3u*(2m + 1)° (m* +2m — 1) .
Por lo visto en el capitulo 1, el valor cuando M = 0 del primer coeficiente de

Lyapunov, o, debe ser igual a

3T
0= [3(aso + bo3) + (a12 + ba1)

— 2(ag0b20 — ap2bo2) + a11(ap2 + az0) — bi1(bo2 + b2o)]-

(3.18)

Al sustituir en (3.18) las expresiones que hemos encontrado para los a;j, b;j, ob-
tendremos una expresion o(u, m) que depende de p y de m (ésta se puede consultar
en el apéndice). Sin embargo, como se vio en la deduccién de la igualdad (3.16),
M =0 siy sélo si

. 4Am*+4m+13
A= Hm = o m 1 1)2
De manera que o(m) = o(im,m) nos dard el valor cuando M = 0 del primer

coeficiente de Lyapunov como funcion solo de m, en efecto

7 (4m? + 4m +13)° (96mS — 112m> — 528m* — 1064m3 — 138m? + 449m + 106)

om) = 763(2m + 1)
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n
L=}
[}
[}
L=}
L=
]
[=] [}
[=] L=}
|
|
/
L=
n

a) 0<wmr<d b) O< <1

Figura 3.5: Gréfica de o(m), el primer coeficiente de Lyapunov cuando M = 0, con
m en dos intervalos diferentes.

En la Fig. 3.5 mostramos la gréfica de o(m).

La funcién o(m) tiene dos raices positivas m; ~ ,616549, mo ~ 3,57409, es
negativa si m € (my, mg) y positiva si 0 < m < mj o m > ma.

Por el teorema 1.3, se sigue que si m € (mj,msa), entonces el sistema (3.17)
presenta en el origen una bifurcacion de Andronov-Hopf supercritica en el valor
de bifurcacién M = 0 (en términos del pardmetro u, el valor de bifurcacién es
I = ), generdandose un tunico ciclo limite estable al crecer M a partir de cero (o
equivalentemente, al decrecer p a partir de fy,).

En los casos 0 < m < mq, m > mo, se da una bifurcacién de Andronov-Hopf
subcritica en el origen, se genera un unico ciclo limite inestable al crecer y a partir
del valor de bifurcacién p = p,,. B

Terminaremos este capitulo mostrando el retrato del sistema (3.10) para m = 2,
con los pardmetros usados en la demostracién del teorema 3.1, estos son

k™ 5
m , a y \/g, r (l{;m _ 1)(1—|—a) 12,

1 2v/6+/12(150p + 19
s=p(l4+wa)=— |- VO (150, )+90u+25 , (3.19)
30 I
r 2v/6+/p2(150p + 19) — 254
= — (K™ —1)(u(1 —8) =

donde w estd dada por la expresién (3.14). Efectuando las sustituciones indicadas
en (3.19), obtenemos el sistema

x’:—%m(1‘4—3m2—|—12y—10),

1
J -5 [2[6\/;#(15@ +19) (22 — 32y + 2) (3.20)

— 90p? (2 = 3w+ 2) y — 250 (2% — 3wy +2) |,
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que como se vié en dicha demostracion, debe tener un valor de bifurcacién en

_4m2+4m+13_£
© o 12(2m+1)2 300

generandose un ciclo limite estable al decrecer u a partir de este valor. Si elegimos
p = 1/10, entonces (3.20) se transforma en

)
x’:—ﬁx(:p4—3w2+12y—10),
, 1

(3.21)
= (-9(a” = 30 +2) y + 4V51 (¢? — 32y +2) — 25 (a” — By + 2) ).

Y

Hay un tnico punto de equilibrio de coexistencia en (1, 1), que es un foco repulsor
con valores propios ((5/2) — +/17/3) £ i.

Sobre los ejes se tiene el punto de equilibrio (0,¢/u) ~ (0,0,39619), éste es un
punto silla con valores propios —1, (325 — 40v/51)/18, y las dos trayectorias que
aproximan al equilibrio cuando ¢ — oo estan contenidas en el eje Y.

Por la proposicién 3.1 las trayectorias de (3.21) son acotadas. Tal como se argu-
menté al hacer el retrato del sistema (2.8) en el capitulo 2, la existencia de un ciclo
limite estable se sigue del teorema de Poincaré-Bendixson. De manera mas general,
(0,¢/p) es un punto silla de (3.10) si y sélo si arp > ¢, por lo que se puede garantizar
la existencia de una érbita periddica de (3.10), en cualquier regién de pardmetros
en donde se satisfaga esta desigualdad y un foco inestable sea el tinico punto de
equilibrio de coexistencia.

En la Fig. 3.6 se exhibe el retrato generado por computadora del sistema (3.21).

Figura 3.6: Retrato del sistema (3.21) con un ciclo limite estable producto de una
bifurcacién de Andronov-Hopf
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La curva en azul oscuro corresponde a una trayectoria con condicién inicial
z(0) = 1,01, y(0) = 1,01, para t € [0,20]; como se puede apreciar, ésta aproxima
rapidamente al ciclo limite en comparaciéon con la trayectoria mostrada en la Fig.
2.7. De hecho, los retratos mostrados en las figuras 2.7 y 3.6 reflejan una diferencia
cualitativa entre las bifurcaciones de Andronov-Hopf y cero-Hopf: en el caso de la
bifurcaciéon de Andronov-Hopf, basta con una aproximacién lineal del sistema para
identificar como un foco al punto de equilibrio en cuestion; mientras que en la bifur-
cacion cero-Hopf, el foco es indistinguible de un centro mediante una aproximacion
lineal.



Capitulo 4

Conclusiones

En el desarrollo moderno de la Ecologia, ha cobrado importancia el uso de herra-
mientas matematicas para tratar de explicar los datos registrados al estudiar diversos
ecosistemas, entre las herramientas que se utilizan frecuentemente se encuentran los
sistemas de ecuaciones diferenciales, como es el caso de los modelos depredador-
presa. Es un problema de interés matemaético el analizar distintos comportamientos
en estos modelos y determinar qué tan robustos son, es decir, qué tanto dependen de
los pardmetros. En este sentido por ejemplo, hemos demostrado que la acotabilidad
de las drbitas de los modelos (4) y (6) es un comportamiento totalmente robusto,
pues es independiente de los parametros. Lo mismo se puede decir de la no existencia
de una bifurcacién de Andronov-Hopf para el sistema (4) y de las cotas superiores
para el nimero de puntos de equilibrio de coexistencia en ambos modelos.

Respecto de el nimero de puntos de equilibrio, cabe anadir que la cota supe-
rior de 3 puntos de equilibrio de coexistencia (puntos CEP) para el modelo (4) es
fina, y a partir del andlisis que hicimos es facil dar ejemplos en donde se tengan
0, 1, 2 o 3 de estos puntos. Por ejemplo, con los pardmetros m = 3/2, k = 22/3
a=s=q=n=1, r=c= 2, no hay puntos de equilibrio de coexistencia. Hacien-
do la modificacién n = 1/100, ¢ = 199/100 se tendran 3 de estos equilibrios (ndtese
que esta modificacién consiste en mover un poco una ceroclina dada por una recta).
Para el modelo (6), dimos una cota de 5 puntos CEP basdndonos en una generaliza-
cién de la regla de los signos de Descartes; sin embargo, consideraciones geométricas
similares a las que hicimos para el sistema (4), nos llevan a suponer que de hecho
(6) s6lo puede tener 0, 1, 2 0 3 de estos equilibrios. El confirmar esta conjetura es
una cuestion que queda abierta para un estudio posterior, asi como el caracterizar
cada uno de los casos posibles en ambos modelos en términos de los pardmetros. En
particular, una caracterizacién del caso de 1 punto CEP seria un paso importante
hacia un criterio de existencia de una orbita periédica, apoyandose en el teorema de
Poincaré-Bendixson como hicimos al final de los capitulos 2 y 3.

Como hemos demostrado, el modelo (4) no puede tener una bifurcacién de
Andronoc-Hopf. Sin embargo, al reemplazar la ecuacién del depredador, el modelo
(6) asi obtenido admite una bifurcacién de Andronov-Hopf para toda m > 0. Una
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primera linea de investigacién a futuro, seria el determinar regiones de pardametros
para (6) en donde se dé este comportamiento. Para esto disponemos de teoremas
generales, como el teorema 1.3, y también se pueden usar como referencia las ideas
expuestas en [R/X], [Z/C/W], en donde se hace un extenso analisis de las bifurca-
ciones posibles en modelos similares a (6).

En el caso de la bifurcacion cero Hopf, demostramos que ésta se puede presentar
en (4) si m = 2, y tenemos buenas bases para pensar que lo mismo ocurre para
toda m > 0. Ademas de el confirmar o descartar ésta hipdtesis, de aqui surgen otros
problemas que nos parecen interesantes. Por ejemplo: para sistemas particulares,
dar regiones de parametros tales que se pueda tener una bifurcaciéon cero Hopf; o de
manera mas general, establecer resultados andlogos al teorema 1.3.

En cuanto a la herramienta que hemos usado, esta tesis es un ejemplo de el
uso de los coeficientes de Lyapunov en la bisqueda de érbitas periddicas. Como ya
hemos mencionado, el calculo de estas constantes se complica rapidamente y sin el
uso de tecnologia se vuelve practicamente imposible. A este respecto es necesario
mencionar que la mayor parte del analisis numérico en la tesis se realizé por medio
de el software Mathematica.



Apéndice A

Expresiones auxiliares

A.1. Expresiones del capitulo 2

Coeficientes del desarrollo de R',¢', como series en R.

ax(0) = — % [(fa‘3 — 6a° — 14a* — 28a® — 12a” + 20a + 29) cos(0)
- 1)[(5a* + 8a® + 8a® + 28a — 9) sin(0) + (a* — 8a® — 16a* + 12a — 13)

sln(39)] + (a® + 6a® + 18a* + 12a® + 4a® + 28a + 7) c05(39)]

a3(9) =

5sin(6)
16(a — 3)(a +
+ a® sin(0) — 3a® sin(36) + 57a” sin(0) — 11a* sin(30) + 165a> sin(6)

— 63a°sin(36) + 251a*sin(6) — 81a? sin(360) + 230a sin(#) — 2asin(36)
— (a® 4 18a® + T2a" + 152a® + 107a” + 106a + 64) cos(30) + 24 sin(6)

g [(aﬁ‘ +18a® + 72a* + 1364 + 187a” + 58a — 80) cos(6)

— 40 Sin(30)}

5sin’(0) 6 5 4 3 2
= —4a® — — 144a° — 171a” — 148a — 3
as(0) 6(a—3)(a £ 17 [(a a’ — 50a a 7la 8a — 76) cos(36)

— 3a® sin(f) + a® sin(36) + 17a” sin(#) — 3a* sin(36) + 12743 sin(0)
— 53a®sin(30) + (—a® + 4a® + 50a* + 136a® + 211a* + 124a + 4) cos(0)
+ 279a” sin(#) — 101a? sin(360) + 324a sin(#) — 60a sin(36) + 120sin(0)

— 40 sin(39)]

5 (3a® — 11a® — 26a — 32) sin”(0)((a + 1) cos(d) + sin(h))
4(a—3)(a+1)2

as(0) = -

b1(6) = — 2((15?;)% [(a® — Ta" — 24a® — 4a® — a — 13) sin(0) cos ()

+ (—2a" 4+ 13a® + 10a + 15) cos®(0) + (a + 1)* (a* + 4a® + Ta® — 6a + 22) sin®(0)]
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ba(0) =5sin’(0) [(a® + 18a® + 72a* + 152a® + 107a® + 106a + 64) cos(20)
—a% — 18a° — 76a" — 128a® — 143a* — 106a — 64
+ (3a® 4 11a* + 63a® 4 81a® + 2a + 40) sin(26)] /[8(a — 3)(a + 1)

b3(0) = — 5sin’(0) [(a® — 4a® — 500" — 144a® — 171a® — 148a — 76) cos(20)
+ (a® — 3a* — 53a® — 101a® — 60a — 40) sin(26)
— (a+1)? (a* — 6a® — 39a® — 56a — 40)]/[8(a — 3)(a + 1)?]

5 (3a® — 11a® — 26a — 32) sin®(0)((a + 1) sin(8) — cos(#))
4(a —3)(a+1)?

ba(0) =

5 (a* 4 2a + 2) sin®(#)((a + 1) sin(#) — cos(#))
4(a+1)2

b5 (0) =

Coeficientes del desarrollo de ‘Zl—g como serie en R.

_ 1 6 5 4 3 2
02(0) = m |:(a + 6a + 14(1, + 28a + 12(1 — 20(1 — 29) COS(G)
— (a® 4 6a® + 18a" + 12a® + 4a® + 28a + 7) cos(30) + (a + 1)
- [(5a* + 8% + 80 + 28a — 9) sin(0) + (a* — 8a° — 160 + 12a — 13) sin(30)]|
c3(0) = L [(5 sin(20) — 4sin(46) + sin(66))a** + (...)a"!
s 128(a — 3)%(a + 1)6

+ -+ -+ 224 cos(40) 4 598 cos(26) — 984 sin(26) + 456 sin(40)
— 120sin(66) — 182 cos(66) — 640]

ca(0) = — sin*(0) [(—5cos(56) + cos(78) — 5 cos(8) + 9 cos(36))a'® + (... ya'?
+ -+ 29414 cos(#) + 9534 cos(30) + 10914 cos(560) — 3206 cos(76)
+ 4002 sin(6) + 5422 sin(36) + 3950 sin(56) — 286 sin(70)] /[512(a — 3)*(a + 1)°]

es5(0) = sin®(0) [(20 cos(56) — 7 cos(76) + cos(96) + 14 cos(#) — 28 cos(30))a*
+(...)a* 4 -+ — 1201072 cos(6) — 544280 cos(360) — 371560 cos(56)
+ 82772 cos(70) — 18724 cos(96) + 412296 sin(#) — 193000 sin(30)
+ 123928 sin(50) + 272872 sin(76) — 43680sin(96)]/ [4096(a — 3)*(a + 1)'?]
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Coeficientes de la solucién R(6,x,0) con condicién inicial R(0) = x.

U1 (9) =1
1
v2(6) = 29(a 3@ L 1) [3@6 sin(#) — a® sin(36) + 18a° sin(#) — 6a” sin(36)
— 15a° cos(#) — a® cos(36) + 16a° + 42a* sin(#) — 18a* sin(30)
— 39a* cos(0) + 7a* cos(30) + 32a* 4 84a® sin(0) — 12a® sin(36)
— 484 cos(0) + 24a® cos(36) + 24a® + 36a* sin(#) — 4a” sin(36)
— 108a? cos(f) + 4a? cos(36) + 104a® — 60a sin(f) — 28a sin(36)

— 57acos(f) + acos(30) + 56a — 87sin() — 7sin(36)

+ 27 cos(f) + 13 cos(30) — 40}
1

2304(a — 3)2(a + 1)°

+ -+ — 115200 — 8640 cos(#) — 984 cos(20) — 4160 cos(360) — 3084 cos(46)

+ 600 cos(660) + 27840 sin(f) — 246 sin(26) + 2240sin(36) — 4272 sin(40)

v3(9) =

[(775 cos(260) + 30 cos(460) — 5cos(66) + 50)a’? + (... )a"!

— 910sin(66) + 16268]
1

138240(a — 3)%(a + 1)°

— 180sin(76)a'® + 20sin(90)a'® + (... )a'" + ...

+ 34560000 — 15552000 cos(6) — 1782540 cos(6) + 295200 cos(26)

— 7488000 cos(30) 4 2116140 cos(36) + 925200 cos(46) + 67140 cos(56)

— 180000 cos(60) — 336060 cos(76) + 5720 cos(96) + 50112000 sin(0)

— 3491460 sin(0) + 73800 sin(26) + 4032000 sin(30) — 2181060 sin(36)

+ 1281600 sin(46) + 543564 sin(50) -+ 273000 sin(66) — 24300 sin(76)

1)4(6) =

{2520 sin(0)a'® — 1680 sin(36)a'® + 720sin(50)a'®

64120 5in(90) — 1110800]

1
106168320(a — 3)*(a + 1)12

— 254100 cos(66) + 76230 cos(80) — 13860 cos(106)

vs(0) =

[(—914760 cos(20) + 571725 cos(49)

+ 1155 cos(126) + 533610) a4 (... )a®

+ -+ 4+ 39813120000% — 147782246400 + 79626240000 cos(6)

+ 17852313600 cos(#) + 6801408000 cos(26) + 2119705344 cos(26)
+ 38338560000 cos(36) — 6633369600 cos(360) + 21316608006 cos(46)
— 6353115156 cos(46) — 343756800 cos(50) — 4147200000 cos(60)

+ 687831936 cos(660) + 1720627200 cos(76) + 669921336 cos(86)

— 29286400 cos(96) — 267361920 cos(106) — 21626220 cos(126)

— 256573440000 sin(0) — 10239897600 sin(f) + 1700352000 sin(26)
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+ 9793648224 sin(26) — 20643840000 sin(36) + 8904806400 sin(30)
+ 29528064000 sin(46) — 3476494944 sin(46) — 2783047680 sin(56)
+ 6289920006 sin(66) — 2925929904 sin(66) + 124416000 sin(76)
+ 562593024 sin(86) + 328294400 sin(96) + 217874160 sin(106)

— 50450400 sin(1260) — 9401883320]

A.2. Expresiones del capitulo 3

: !/ /
Expresiones para ', v'.

, 1

_ 1 2
u = 36,20@m 177 —(2m+1) (1 = 6p(2m + 1)*v)

6

: (2u(2m +1)2 = V6y/ (1 + 200m)2 (611 + (61 + 1)ym2 + (641 + L)m — 5))

m

( (1= 6p(2m +1)20) +2) (= (1= 6u(2m + 1)) + 2m + 1)

— 6<8,um2v + 6u(p + 2pum) + 8umv + 2uv + 1

— V6u\/ (1 + 2m)? (611 + 4(640 + 1)m?2 + 4(6 + 1)m — 5)))

122(2m + 1)%0? — 4pu(2m + 1)%v + 1
2p(2m + 1)2

: {2\/6\/(u ¥ 20m)? (641 + 4(62 + 1)m? + 4(6p + 1)m — 5) — bu(2m + 1)2}

+2u(2m + 1)3<

—3u ((1 —6u(2m + 1)211)2 + 2) [8,um2v + 6u(p + 2pm) + 8umu + 2uv + 1

— VBu\/( + 2m)? (65 + 4065 + 1)m? + 4(6p + 1)m — 5)}

~ 6p(2m+1)%0 —1
2u(2m + 1)2

— 2VB/ (i + 20m)2 (651 + 4(6p + 1)m2 + 46 + Lym — 5)}

{5,u(2m + 1) + 18(p + 2um)?

. [8um2v + 6u(p + 2um) + 8umv + 2uv + 1

— B/ (i + 2m)2 (611 + 4(6p + 1)m2 + 46 + Dym — 5)} ﬂ
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((1=6uem + 1)%0)* +2) (= (1= 6u(2m + 1)) + 2m + 1)

m

, 1=6p@2m+1)%
36 + 2pm)

— 6<8um20 + 6u(p + 2pum) + 8umv + 2uv + 1

— V60 (1 + 2pm)? (611 + 4(61 + 1)m2 + 4(6p + 1)m — 5))]

El primer coeficiente de Lyapunov, o(u, m).

3

o(p,m) ==

l—gﬁ (m*+2m —1) (2m +1)° — 36p%(2m + 1)° + 3u(2m + 1)°

: (2\/6\/(u  20m)2 (61 + 4(65 + 1)mZ + 4(6p + L)m — 5)

+3u(m —3)(2m + 1)2) + %(Qm +1)3 [3u(2m + 1) + 6(u + 2um)?

— B/ (i + 25m)2 (6 + 4(6 + 1)ymZ2 + 4(6p + Lym — 5)]

: [168(u +2um)? — \/(p + 2p6m)? (641 + 4(6p + 1)m? + 4(6p + 1)m — 5)

V6(3m +13) — 2u(—12m3 — 80m? — Tlm + 19

+6v6y/(u + 20m)2 (65 + 4(65 + 1)m? + 4(6p + Lym — 5))}

1
12
+3u(m —3)(2m + 1)2}

(2m + 1)3 {Néx/(u T 20m)2 (65 + 4(6 + 1)m2 + 46 + L)m — 5)

~ (—x/6(3m +13)v/ (1 + 2um)? (6 + 4(6p + 1)m? + 4(6p + 1)m — 5)

£ 168(p + 2um)? — 2u [712m3 — 80m2 — Tlm + 19

+6vV6/ (11 + 21m)2 (61 4 4(6 + 1)m?2 + 4(6p + 1)m — 5)} )]
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