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Capitulo 1

Introduccion

Desde su invencién, junto al calculo diferencial, las ecuaciones diferenciales ordinarias
han servido para modelar y describir muchos fenémenos tanto practicos como tedricos.
Este hecho motivo a que durante muchos anos se intentard buscar diversos métodos para
encontrar soluciones explicitas a dichas ecuaciones. Sin embargo, las ecuaciones diferenciales
para las cuales es posible escribir una solucién explicita son muy pocas. Es por eso que Henri
Poincaré comienza a estudiar las ecuaiones diferenciales desde un punto de vista totalmente
distinto. Poincaré intenta obtener informacion geométrica sobre las soluciones a una ecuacion
diferencial a partir del campo de vectores que la define. Bajo esta perspectiva (y sobre todo
en ecuaciones diferenciables en dos variables) se vuelve muy importante saber si una ecuacién
diferencial tiene una primera integral. Una primera integral para una ecuacion diferenccial
es una funcién H cuyas curvas de nivel son parametrizadas por las soluciones a la ecuacion
diferencial. Esto quiere decir que la funciéon H es constante a lo largo de as soluciones y por
ende la podemos pensar como una ley de conservacion.

Durante muchos anos, por cuestiones de la naturaleza y el poco aceptamiento de los
nimero complejos, el pardmetro de las soluciones de una ecuacién diferencial era un nimero
real pero con el tiempo se vio la importancia de considerar al parametro como un nimero
complejo. Asi, Poincaré estudia ecuaciones diferenciales holomorfas en el plano proyectivo
complejo CP? definidas por campos vectoriales poinomiales y, se pregunta cuando una ecua-
cion diferencial polinomial tiene una primera integral racional, es decir, una funcién dada
por un cociente de polinomios.

En su articulo Sur I'ntegration algébrique des équations différentielles du premier ordre et
du premier degré Poincaré observa que en CP?, una vez que tenemos una cota para el grado
de las soluciones algebraicas (i.e. soluciones descritas por los ceros de un polinomio) de
una ecuacion diferencial, el hecho de que la ecuacion diferencial tenga una primera integral
racional se traduce a saber si una ecuacién algebraica tiene solucién. Si la ecuacion diferencial
tiene una primera integral racional todas las soluciones son algebraicas pero, como veremos
més adelante, de manera genérica una foliacién de CP? no tiene soluciones algebraicas y en
consecuencia no puede tener una primera integral racional.

Por lo tanto, se vuelve importante encontrar aquellas ecuaciones diferenciales polino-
miales con primera integral racional y, como mencionamos anteriormente, una buena idea
puede ser encontrar cotas para el grado de las posibles soluciones algebraicas. A toda ecua-
cién diferencial en CP? es posible asignarle un grado y al problema de acotar el grado de
las posibles soluciones algebraicas en términos del grado de la foliacién se le conoce como el
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

problema de Poincaré.

En esta tesis analizaremos un ejemplo debido a Alcides Lins Neto sobre una familia
monoparamétrica de ecuaciones diferenciales en CP? de grado fijo tales que, para un sub-
conjunto denso de pardmetros A, la ecuacion diferencial correspondiente al pardmetro o € A
tiene una primera integral racional pero no es posible acotar el grado de las soluciones al-
gebraicas y por lo tanto es un contraejemplo al problema de Poincaré.

Paul Painlevé plantea un problema parecido al de Poincaré, el problema de Painlevé se
trata de acotar el género de las soluciones algebraicas en términos del grado de la ecuacion
diferencial. Como veremos las soluciones de las ecuaciones diferenciales de la familia que
Lins Neto plantea son, después de resolver sus singularidades, topologicamente equivalentes
a un toro y en conecuencia no son un contraejemplo al problema de Painlevé. Sin embargo,
a partir de esta familia es facil obtener otras familias de grado fijo en las cuales es imposible
acotar el género de las soluciones algebraicas y por lo tanto si son un contraejemplo al
problema de Painlevé.



Capitulo 2

Preliminares

En todo este trabajo hablaremos de foliaciones holomorfas del plano proyectivo complejo
CIP2. El propésito de este capitulo es recordar algunas definiciones y resultados importantes.

2.1. Ecuaciones diferenciales y foliaciones.

Sea U C C? un abierto y F = (Fy, Fy): U — C2? un campo vectorial holomorfo. La
ecuacion diferencial (auténoma) asociada a F se define como:

dx

— = Fl(l'vy)
2[; (2.1)
Y _ R teC.
dt 2(1'7:’/)) € (C
Denotaremos por (&, %) a (%v %)

Una solucién de esta ecuacién diferencial es una curva parametrizada ¢: D C C — C?

donde D es un conjunto abierto que satisface d‘gff) = F(p(t)), Yt € D C C.

Un resultado fundamental en la teoria de ecuaciones diferenciales es el teorema de exis-
tencia y unicidad de soluciones. A continuacién enunciamos este resultado:

Teorema 2.1.1. [1] Para cualquier ecuacion diferencial (2.1) y todo punto (xo,yo) € U
existe un abierto V.C U y un disco D, = {|t —to| < €} C C, tal que la solucidn con
condicion inicial (xo,yo,t0) € V X D, existe y es dnica.

Mas aun, la solucion depende de manera holomorfa de la condicion inicial, y si F' depende
de manera holomorfa de algunos otros parametros, la solucion también depende de manera
holomorfa de éstos parametros.

El teorema anterior nos asegura que alrededor de cada punto x € U, existe una funcién
analitica ¢: V x D, — U tal que si fijamos (xg,y0) € V, v(20,¥0,t) es la solucién de la
ecuacién diferencial (2.1) con condicién incial ¢(xg,%0,0) = (20,%0). A esta funcién se le
suele llamar flujo de la ecuacion diferencial (2.1).

A pesar de contar con el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
holomorfas, en principio, un campo vectorial puede ser muy complicado y las soluciones
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de la ecuacién diferencial que determina pueden ser imposibles de escribir explicitamente.
Es por eso que con frecuencia buscamos cambios de coordenadas (continuos, diferenciables
6 analfticos) que simplifiquen el campo vectorial.

Definicién 2.1.1. Decimos que dos ecuaciones diferenciales determinadas, respectivamente,
por dos campos, vectoriales F' y F’ definidos en los conjuntos abiertos U y U’ de C? son
analiticamente equivalentes si existe un biholomorfismo H: U — U’ que cumple la siguiente
relacién: OH
(55 )F@ = F/(H(@).
Lo anterior quiere decir que la derivada del biholomorfismo H lleva el vector F(x), an-
clado en el punto z, en el vector F'(H (z)) anclado en el punto H(x).

Es muy comun que en los textos sobre foliaciones 6 ecuaciones diferenciales en variedades
analiticas de dimensién dos, se usen las palabras foliacién, campo vectorial y 1-forma para
referirse al mismo objeto. Esta costumbre estd justificada por los teoremas 2.1.4 y 2.1.5 que
basicamente nos dicen que cuando en una ecuacién diferencial nos olvidamos del tiempo y la
parametrizacién de las soluciones, nos quedamos con una foliacion y, los planos tangentes a
hojas de una foliacién resultan ser los ceros de una 1-forma. No es el propésito de esta tesis
probar estos resultados, pero es bueno entender bien lo que éstos dicen para comprender
como es que se relacionan estos objetos geométricos en primera instancia distintos.

Definicién 2.1.2. A un punto « € U tal que F(z) = (0,0) se le conoce como punto singular-.
A lo largo de este trabajo denotaremos por ¥ al conjunto de puntos singulares de F.

Otro hecho importante de la teoria de ecuaciones diferenciales es que fuera de los lugares
con puntos singulares, todas las ecuaciones diferenciales tienen el mismo comportamiento
local.

Teorema 2.1.2. Toda ecuacion diferencial definida por un campo vectorial holomorfo F' es,
en una vecindad de un punto no singular, analiticamente equivalente a la ecuacidn diferencial
determinada por el campo vectorial constante F'(z) = (1,0).

Demostracién. Elflujo asociado al campo vectorial F es ¢((x,y,t)) = (z+t,y). Observemos
que para toda (x,y), ¢((x,y,—z)) € II' := {x = 0}. Sea II una transversal al vector
F((z0,y0)) en el punto (zg,yo). Si h: II' — II es un isomorfismo lineal y ¢((z,y,t)) es el flujo
del campo vectorial F, entonces la funcién H = ¢(h[@((z,y, —x))],x) lleva las soluciones
del campo vectorial F en las soluciones del campo vectorial F. Ademds, H manda a la
transversal II' en la transversal II y el vector (1,0) en el vector F((xo,yo)) # 0, esto nos
permite concluir que H es invertible. O

Al teorema anterior se le conoce como el teorema de rectificacién. Las soluciones de la
ecuacion diferencial definida por el campo F’ = (1,0) son & = z9 + ¢,y = yo, y como afirma
el teorema, si no hay puntos singulares, localmente podemos escribir a las soluciones de esta
manera; esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.1.3. La foliacion estindar del disco B := {(z,y) € C? | |z| < 1,]y| < 1} es
la particién de B por conjuntos L, = {|z| < 1} x {y} que llamaremos hojas de la foliacion,

1.e.:
B= || L,
lyl<1
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II II' = {z =0}

Figura 2.1: Teorema de recificacion y la foliacién estandar.

En la mayor parte de este trabajo trabajaremos en CP?2, es por eso que necesitamos la
siguiente definicién:

Definicién 2.1.4. Una foliacion no singular F en una dos variedad analitica M, es una
particién de M en hojas L, de tal forma que todo punto x € M tiene una vecindad B’ y
un biholomorfismo H: B’ — B que manda las hojas locales L, N B’ de F en las hojas de la
foliacién esténdar. A la pareja (H, B’) la llamaremos una carta distinguida de la foliacién

F.

Es decir, una foliacién no singular en una dos variedad analitica M, es una particién de
M que localmente se ve como la foliacién estandar. El teorema 2.1.2 nos asegura que las
soluciones de una ecuacién diferencial definida por un campo vectorial holomorfo sin puntos
singulares, generan una foliacién no singular.

Como en los puntos que no son singulares una ecuacién diferencial tiene un comporta-
miento local sencillo, el verdadero interés es estudiar el comportamiento de una ecuacion
diferencial en una vecindad de un punto singular y, eventualmente, hacer un analisis global
del comportamiento de la ecuaciéon cuando esto sea posible.

Definicién 2.1.5. Una foliacion singular holomorfa en una dos variedad analitica M es una
foliacién no singular en M \ ¥ donde ¥ es un conjunto de puntos aislados al cual llamaremos
el conjunto singular de la foliacion.

Todo campo vectorial F' en M, con conjunto singular ¥, define, mediante las soluciones
de la ecuacién diferencial que determina, una foliacién no singular F en M \ . Pero en
principio, ¥ podria ser un conjunto muy grande (por ejemplo, ¥ podria ser toda una curva
analitica) como para definir una foliacién singular en M. El siguiente resultado afirma que
para foliaciones en dos variedades analiticas, siempre es posible encontrar un conjunto de
puntos aislados ¥’ C ¥ y una foliacién no singular Fde M \ X’ de tal forma que las hojas de
F coincidan con las hojas de F en M \ X, esto quiere decir que siempre podemos extender
a la foliacién F a una foliacién no singular en M.

Teorema 2.1.3. [1] Sea F un campo vectorial definido en una dos variedad analitica M.
Si Y es el conjunto singular de F, entonces existe un conjunto de puntos aislados ¥’ C ¥ y
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una foliacion no singular holomorfa F de M \ X cuya restriccion a M \ ¥ coincide con la
foliacion generada por el campo vectorial F.

El teorema anterior basicamente dice que en las foliaciones singulares generadas por
campos vectoriales holomorfos siempre podemos suponer que el conjunto singular ¥, es un
conjunto de puntos aislados. El resultado reciproco también es cierto.

Teorema 2.1.4. [1] Sea ¥ C M un conjunto de puntos aislados de la dos variedad analitica
M, F una foliacion no singular holomorfa en M \ ¥ que no se puede extender a ningin
subconjunto de 3.

Entonces, en una vecindad U de cada punto a € 3, la foliacion F estd generada por un
campo vectorial holomorfo F' con conjunto singular X NU.

Asi como definimos equivalencia analitica entre campos vectoriales, ahora damos la de-
finicién correspondiente para foliaciones.

Definicién 2.1.6. Decimos que dos foliaciones singulares F y F’ definidas en las variedades
M y M’ son analiticamente equivalentes si existe un biholomorfismo H: M — M’ que manda
las hojas de F en las hojas de F’ y el conjunto singular ¥ de F en el conjunto singular ¥’
de F'.

El siguiente teorema relaciona campos vectoriales equivalentes con foliaciones equivalen-
tes y foliaciones equivalentes con campos vectoriales “casi” equivalentes.

Teorema 2.1.5. [1] Sean & = F(z) y £ = F'(x) dos ecuaciones diferenciales definidas por
los campos vectoriales F y F' respectivamente. Si las ecuaciones diferenciales son analiti-
camente equivalentes, entonces las foliaciones que generan son analiticamente equivalentes.

Reciprocamente, si las foliaciones F y F' que generan los campos vectoriales F y F’
respectivamente, son analiticamente equivalentes, entonces existe una funcién holomorfa p
que no se anula fuera del conjunto singular de F y cumple:

o) (O F(w) = P (H ().

El teorema anterior nos dice que, cuando hablamos de foliaciones, ya no importa tanto
el vector tangente (y por lo tanto la parametrizacién de la solucién) si no todo el subespacio
uno dimensional que es tangente a la hoja de la foliacién (la multiplicacién por la funcién
p es lo que nos permite concluir esto). Una manera de codificar estos subespacios tangentes
es usando 1-formas.

A todo campo vectorial F' = (F1, F») le podemos asociar la 1-forma Fy dy — Fy dz. Ob-
servemos que nuestro campo vectorial anula a esta 1-forma, pero como la 1-forma es lineal,
también anula a todo el subespacio generado por el vector (F, F»). Asi, el kernel de la 1-
forma en el punto (xg,yo) estd formado por el espacio tangente a la solucién de la ecuacién
determinada por el campo vectorial F' que pasa por el punto (zo, yo).

Una de las ventajas de usar 1-formas es que si tenemos una funcién holomorfa H entre
dos variedades analiticas M y N, podemos “jalar” cualquier 1-forma w en N a una 1-
forma H*(w) en M. Esto lo podemos lograr usando la derivada de H para empujar vectores
tangentes a M en vectores tangentes a N y después evaluarlos en w, i.e.:

H*(w)(v) == w((%—lj)v), veTM.
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2.2. Holonomia local.

Una herramienta muy 1til al estudiar una ecuacién diferencial es el andlisis del comporta-
miento de la dindmica transversal de sus soluciones. Esta dindmica la obtenemos estudiando
el grupo de holonomia asociado a una hoja determinada de la foliacién. A continuacién ve-
remos cémo asociar este grupo a una ecuacion diferencial.

Una transversal a una hoja L de una foliacién F de M en el punto a, es la imagen de
una funcién holomorfa 7: (C,0) — (M, a) que corta de manera transversal a L.

Si en un punto a € L tomamos una carta distinguida (H = (hq,hs), B’) del punto a
tal que H(L) = Lo = {(¢,0)} C B entonces, para todo punto b € L N B, si consideramos
las transversales locales a L en los puntos a y b definidas por 7 := H=1({ (hi(a),y);|y| <
1})y 7 == HY({(hi(b),y);]y] < 1}), podemos definir una transformacién entre las
transversales 7y 7’.

En efecto, si en la hoja L tomamos una curva 7: [0,1] — L que una a los puntos a y
b entonces, la curva imagen 4 := H () que une a los puntos (h1(a),0) y (h1(b),0) puede
ser levantada a curvas 7, en las hojas L, de la foliacién estandar para asi, mediante el
biholomorfismo H !, obtener curvas v, que unan a las transversales 7 y 7’.

Asi, para un punto x € 7, existe una curva v, : [0,1] = L, tal que 74(0) € Ty v4(1) € 7/
y por lo tanto, podemos definir la transformacién de correspondencia entre 7 y 7' asociada
ay como A _(x) = 74(1). Como las soluciones de una ecuacién diferencial dependen de
manera holomorfa de la condicién inicial, la transformacién de correspondencia es una fun-
cién holomorfa.

H(Lo)

Figura 2.2: Transformacién de correspondencia.

Si tomamos un tercer punto ¢ € ([0, 1]) y una tercera transversal 7"’ a L por el punto
¢, entonces se satisface la identidad:

A’Y " = AZ/,T// o A’Y

T 7,7
ademsds, la transformacion de correspondencia sélo depende de la clase de homotopia de ~.

En efecto, si § es una curva que es homotdpica a 7 entones 6! o~y es un camino cerra-
do y para todo =z € T, si L, N7 = z, se tiene que los levantamientos de § y v satisfacen
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5(0) = 2 = ¥(0). Esto significa que la transformacién de correspondencia asociada al ca-
mino 6! o y la transversal 7 es la identidad y por lo tanto las transformaciones A‘ST’T, y
A;’,T/ coinciden. Estas dos observaciones nos van a permitir definir una transformacién de
correspondencia entre dos transversales a una hoja L que sean unidas por un camino +.

Si tenemos una curva v: [0,1] — L y dos transversales 7,7" a L en los puntos v(0) y (1)
respectivamente, podemos cubrir a v([0,1]) con un nimero finito de abiertos distinguidos
U; de tal forma que en cada U; la foliacién sea equivalente a la foliacién estdndar. En cada
uno de estos abiertos U; podemos poner transversales auxiliares 7; y obtener un mapeo
de correspondencia entre transversales consecutivas. Si componemos todos estos mapeos, al
final obtenemos una transformacién A, entre las transversales 7y 7’.

Siy~! esla curva v recorrida en sentido opuesto tenemos que A,-10A, = Idy entonces,
la transformacién A~ es un biholomorfismo.

Como una transversal no es mas que una imagen biholomorfa de una vecindad U C C
podemos tomar cartas de cada una de ellas y asf, si los puntos a,a’ € L por los cuales pasan
las transversales 7 y 7' son distintos, reparametrizando las transversales, siempre es posible
encontrar coordenadas de tal forma que el mapeo de correspondencia asociado a un camino
que una ambos puntos, se vea como la identidad, es por eso que vamos a considerar caminos
cerrados y usaremos una sola transversal 7.

Definicién 2.2.1. Sea a € L, 7 una transversal a L por el punto a y v € m1(L,a) un
camino cerrado. La transformacion de holonomia A, : (1,a) — (7,a) es la transformacion
de correspondencia a lo largo del camino cerrado . Tomando una carta de 7 alrededor del
punto a, podemos pensar a la transformacién de holonomia como un biholomorfismo de una
vecindad U C C del origen en ella misma, es decir, A, € Diff(C, 0).

Con las construcciones anteriores, por cada elemento v del grupo fundamental de la
hoja L obtenemos un biholomorfismo A, € Diff(C,0). Al grupo formado por todos estos
biholomorfismos lo llamaremos grupo de holonomia de la foliaciéon F a lo largo de la hoja
L.

Ejemplo 2.2.1. La ecuacién diferencial lineal

T = /\133
Y=y
tiene por solucién a
z(t) = ¢ et

y(t) = c2e™*, c1,c0 € C.

Vamos a calcular el grupo de holonomfa asociado a la hoja L = {y = 0} \ {0} y la transversal
{z =1}

Un generador del grupo fundamental de L es el lazo v = {|a| = 1}. Si consideramos el
segmento de recta {t%\—’zZ |t € [0,1]} C C, su imagen bajo la solucién con condicién inicial
(1,0) coincide con el lazo v, y su imagen bajo cualquier otra solucién que tenga condicién

inicial en la recta {x = 1} termina de nuevo en esta transversal pues, :17(%\—’?) =c1e?™ = ¢y;

si la condicién inicial estd en la transversal, entonces ¢; = 1 y asi, x(%\—ﬂ;’) = 1. Por lo tanto,
el mapeo de holonomia es:
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-\
Y eQmﬁy. (2.2)

La transformacion de holonomia se puede definir en cualquier transversal a una hoja de
la foliaciéon. Podemos cambiar de transversal usando, otra vez, a las hojas de la foliacion
y asi obtenemos un biholomorfismo entre las transversales. Por lo tanto, los grupos de
holonomia asociados a ambas transversales son conjugados el uno del otro.

2.3. Holonomia global.

La transformacién de holonomia que se definié en la seccién anterior es un concepto
local, la transformacién de holonomia fija un punto (la interseccién de la transversal 7 con
la hoja L a la cual se le estd calculando el grupo de holonomia) y la transformacién sélo
estd definida en una vecindad de ese punto.

Seria agradable poder, en algunos casos, definir esta transformacién de manera global, es
decir, en toda la transversal 7. Para definir la transformacién de holonomia (local), uséba-
mos las hojas de la foliacidon para movernos de una transveral 7 a otra transversal 7/, pero
para poder hacer esto, necesitdbamos que la transversal 7 a la hoja L siguiera cortando de
manera transversal a hojas suficientemente cercanas a L. Por lo tanto, si queremos defi-
nir una transformaciéon de holonomia global vamos a necesitar una curva analitica que sea
transversal a todas las hojas de la foliacién.

Ademads, vamos a necesitar que, cuando nos movamos de un punto x a un punto y en
una misma hoja L, la transversal a L en el punto x sea analiticamente equivalente a la
tansversal a L en el punto y. Es por eso que hacemos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Sea F una dos variedad analitica y II: E — B un haz fibrado con fibra
F'. Diremos que una foliacién no singular F de E es transversal a las fibras de (E,II) si:

1. Para todo p € F, la hoja L, de F corta de manera transversal a Fy(,).
2. Si L es una hoja de F entonces II: L — B es una aplicacién cubriente.

Si tenemos que la foliacién F es transversal a las fibras de (F,II), por cada elemento [7]
del grupo fundamental (B, b) del espacio base B, podemos asociar un biholomorfismo de
la fibra ¢p,: F' — F' de la siguiente manera.

Sea v: [0,1] — B un lazo tal que v(0) = v(1) = by seay € II"1(b) = F. Si L, es la
hoja de F que pasa por el punto y, entonces, como II: L — B es una aplicacién cubriente,
podemos levantar a 7 a una tnica curva : [0,1] — L, tal que, 7(0) =y y ITo4 = ~. Esto
quiere decir que TI(5(1)) = v(1) = b y por lo tanto (1) € II"1(b) = F.

Asi, para un punto y € II"*(b) podemos definir ¢ (y) = J(1). Como el punto final de ¥
s6lo depende de la clase de homotopia de -y, la asociacién anterior asigna a cada elemento
[v] € m1(B, b) una transformacién ¢,): F — F.

Gracias a que las soluciones de una ecuacién diferencial dependen de manera analitica
de las condiciones iniciales (Teorema 2.1.1), ¢, es una transformacién analitica y es un
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biholomorfismo ya que ¢ es una inversa analitica de ¢,.

vt

Definicién 2.3.2. Sea F una foliacién transversal a las fibras de (E,II, B). Si [y] € m1(B,b)
y F =T171(b), llamaremos transformacién de holonomia global asociada a [], a la transfor-
macion ¢,): F' — F construida arriba. Al grupo formado por todas estas transformaciones
se le conoce como el grupo de holonomia global.

Ejemplo 2.3.1. (Foliaciones de Riccati). La ecuacién diferencial

dw  a(z)w? + b(z)w + c(2)

dz R(2) ’

donde a,b, ¢, R € C[z] son polinomios en una variable, definen un campo de direcciones en
C x C y si consideramos la foliaciéon F generada por este campo, usando los cambios de
coordenadas Z = 1 y @ = L podemos extender esta foliacién a CP x CP. Sea Z(R) el
conjunto de ceros del polinomio R, si p € C\ Z(R) el conjunto { p} x CP corta de manera
transversal a las hojas de la foliacién F, y si p € Z(R), la hoja que pasa por p es {p } x CP.
Por lo tanto, si consideramos el haz I1: CPxCP — CP, este haz satisface la primera condiciéon
de la definicién 2.3.1. Cuando la fibra del haz es compacta, en [3] se muestra que la primera
condicion implica la segunda. El grupo de holonomia global asociado a esta foliacién es un
subgrupo de PSL(2,C).

Si tenemos una separatriz L de la foliacién F, y p € L es un punto singular de F, pode-
mos obtener la transformacién de holonomia local asociada a L, al restringir, a una vecindad
V' C F suficientemente pequena de L N F, la transformacién de holonomia global asociada
a un lazo v que rodee a II(p). Esto se debe a que el lazo v se levanta a L como un lazo ¥
que rodea al punto singular p en la separatriz L (localmente, la separatriz es un disco sin
un punto). Y la transformacién de holonomia local, también puede construirse levantando
un lazo de L a curvas en hojas de F suficientemente cercanas a L. Es precisamente la im-
posibilidad de levantar lazos de L a cualquier hoja de F lo que hace a la holonomia de la
seccién anterior, una transformacién local.

Lo anterior nos permite heredar algunas propiedades de la transformacién de holonomia
local a la transformacién de holonomia global. Por ejemplo, si la transformacién de holo-
nomia local f tiene orden finito (i.e., f™ = Id para algin n € N), entonces la transformacién
de holonomia global que coincide en un abierto con f, también tiene orden finito y los 6rde-
nes de ambas coinciden.

Mas adelante necesitaremos el siguiente resultado,

Lema 2.3.1. Sea V una dos variedad analitica y H: V — Q C C una funcién analitica sin
puntos criticos tal que existe una foliacion no singular F que corta de manera transversal
a todas las curvas de nivel de H vy, para cualesquiera a,b € Q, H 1(a) es compacta y
topoldgicamente equivalente a H=1(b). Entonces, (V, H,Q) es un haz topoldgico.

Demostracion. Para exhibir a las trivializaciones locales alrededor de un punto a € ) vamos
a usar el flujo g del campo vectorial que genera a la foliacién F en una vecindad de cada
punto z € H~!(a). Alrededor de este punto z, existe una vecindad W, C V, un disco D,

y una funcién g: W, x D, tal que para zg € W, := W, N I~{—1(a), g(z0,t) es la hoja de la
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foliacién F que pasa por 2.

Sea U, = H(Wz) y consideremos la funcién H o g: W, x D, C H~%(a) x D. — U,. Como
para toda p € Q, H~!(p) corta de manera transversal a todas las hojas de la foliacién F
tenemos que,

O(H o g)
ot
Asi, dado b € U, existe una funcién analitica ¢, (b, ): W, C H '(a) — H~1(b) (hacien-
do un abuso de notacién) tal que alrededor de z € W, H o g(z, p,(b,z)) = b.

[
= VH— #0.

Si para cada z € H'(a) hacemos la construccién anterior, como H~!(a) es compac-
to, podemos encontrar una cubierta finita Wy,...,W,, de H '(a) tal que si b € U :=
N, H(W;), entonces existe una funcién analitica e inyectiva ¢(b,-): H *(a) — H~1(b).
En efecto, para * € H~!(a) se tiene que € Wy para alguna k y asi podemos definir
o(b,x) = (b, x). La funcién anterior estd bien definida pues si x € W; N Wy, ¢ # k el
teorema de existencia unicidad nos asegura que las funciones ¢;(b, -) v ¢ (b, -) coinciden
en el conjunto W; N W}, y por lo mismo, tenemos que (b, _) es inyectiva. Como H~!(a) es
compacta, la funcién analitica ¢(b-) también es suprayectiva y es por lo tanto, un biholo-
morfismo.

Como todas las curvas de nivel son homeomorfas a una superficie F', para cada a € )
hemos encontrado una vecindad U C € y un biholomorfismo ¢: U x F — H~Y(U) que
manda a los puntos (b, ) € U x F en el conjunto H~1(b). Esto quiere decir que ¢! es una
trivializacién local de (V, H, Q).

O

Por tltimo, observemos que si fijamos 2o € H~1(a) y Ly, es la hoja de F que pasa por g,
entonces p(t,r9) C Ly, N H~(U). Esto quiere decir que,

¢ Loy NHHU)) = | | U x {z}.
@€ Ly NH-1(U)

1

Como de manera local tenemos que H = II; o o™ entonces, si L es una hoja de la foliacién

F, H: L — Q es una aplicacion cubriente.

Observacion 2.3.1. En el caso del grupo holonomia local, la érbita de un punto x de una
hoja L siempre estd contenida en la interseccién de la hoja L con la transversal local 7 y
hay ejemplos en donde la contencion es estricta. Pero en el caso del grupo de holonomia
global, como la proyeccién en el espacio base I1: L — B es una aplicacién cubriente, al fijar
una transversal F, la orbita de un punto x € L N F, bajo el grupo de holonomia global
es la érbita de z bajo el grupo de monodromia de la aplicacién cubriente I (este grupo se
obtiene al levantar lazos basados en un punto « € B a la hoja L) y es por lo tanto transitiva.
Es decir, en el caso del grupo de holonomia global, la érbita de un punto x en una hoja L
si coincide con la intersecciéon L N F,.

2.4. El plano proyectivo complejo CP2.

El espacio proyectivo complejo CP" es el conjunto de todos los subespacios uno dimen-
sionales de C"*1. Si en C"*!\ {0} consideramos la relacién de equivalencia x ~ y si y sélo
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sf x = Ay, A € C\ {0}, entonces CP" = C"*1\ {0}/ ~.

En el caso n = 2 obtenemos el plano proyectivo complejo, y en el caso n = 1 obtenemos
la recta proyectiva compleja que es nada mas y nada menos que una esfera.

Denotaremos por [zg : yo : 20] a la clase de (zo,yo,20) i.€. [Xo : Yo : 20] := {(x,y,2) €
C3\ {0} | IX € C, (20, ¥0,20) = Mx,9,2)}. A esta manera de denotar los puntos de CP? se
le conoce como coordenadas homogéneas.

Con la topologia cociente, CP? tiene una estructura natural de dos variedad analitica
dada por las siguientes cartas: los abiertos que usaremos son U, = {[z : y : 2] | z # 0}, U, =
{lr:y:2]y#0,, U, ={[r:y:2]]|2z+# 0}y los homemorfismos son:

Py : U, — C?
[x:y:2] — (£2)

Py U, — C?
[Z:iy:z] = (3.2)

P, U, — C?
[x:y:2] = (£,%)

Podemos pensar al mapeo 1, como si a cada punto [z : y : z] de U, C CP? lo mandéara-
mos al representante (£, %,1); a esta carta sélo le falta cubrir a las clases [« : y : 0]. Si nos
quedamos solamente con las primeras dos coordenadas [x : y], estos puntos forman un CP?,
que como ya hemos mencionado es una esfera.

Asi, podemos pensar a CP? como un plano complejo C? al cual, le hemos pegado una
recta proyectiva, la recta al infinito.

La mayorfa del tiempo trabajaremos en las coordenadas 1, (U,) = C2, pero a veces ne-
cesitaremos ir a las otras dos cartas para ver el comportamiento de algunas cosas que pasan

en la recta al infinito.

Los cambios de coordenadas de 94 (Usz) a ¢.(U) y de ¢y (U,) a ¢,(U,) estdn dados por:

¥, 01y Hu,v) = (

SN
gle

(2.3)

~—

SE

0ty (u,v) = (

SHES

2.5. El teorema de linealizacion de Poincaré.

Como mencionamos anteriormente, un problema fundamental de la teoria de ecuaciones
diferenciales es simplificar, mediante un cambio de coordenadas, un campo vectorial F. Si
este campo vectorial tiene parte lineal, una pregunta natural es cudndo este campo vectorial
es analiticamente equivalente a su parte lineal. El teorema de linealizaciéon de Poincaré nos
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dice bajo qué condiciones un campo vectorial es analiticamente equivalente a su parte lineal.

Sea F(x) = Az + Va(z) + -+ + Vip(x) + -+ donde A = (%—f)(()) es la parte lineal del
campo vectorial en el origen y los V,,, son campos vectoriales homogéneos de grado m. Una
manera de atacar el problema de linealizacion es intentar eliminar el término V5 mediante
un biholomorfismo Hs. Una vez logrado ésto procedemos a eliminar el término V3 con un
biholomorfismo Hj y asi sucesivamente.

Supongamos que tenemos un campo vectorial F' = (Fy, Fy) del siguiente estilo:

Fr = Mz + az®y? + O(||(z, y)||*17)
Fy = Ay + O(||(z,y)||*t7).

El objetivo es encontrar un biholomorfimso H: (C2,0) — (C?,0) que conjugue este campo
vectorial con un campo vectorial F' = (Fy, F3) de la forma:

Fy= Mz + O(H(xay)HaJrﬁ)
Fy = Aoy + O(||(z,y)||*T7).

Para lograr esto, el biholomorfismo H y los campos vectoriales tienen que satisfacer la
igualdad:

(%—Z)F(m) = F(H(x)). (2.4)

Si hacemos H(z,y) = (z,y) + c(z%y?,0) el lado izquierdo de la ecuacién (2.4) es:

a—1,8 a, -1 a, B a+pB
(1d+c<w Y’ Bty >)<m+ax v’ +O(l|(x,y)l| >),
0 0 A2y

La primera entrada de este vector es,

Mz + aa®y? + a®y? (ads + Bha) + O(| (2, )| |*+). (2.5)

La primera coordenada del lado derecho de la ecuacién (2.4), F(H(z,y)) = F((z,y) +
c(zy?,0)) es,
Mz + ex®y?) + O(||(z, y)|[* 7). (2.6)

Si queremos que el bihlomorfismo H conjugue a los campos vectoriales F' y F', los monomios
de grado uno y de grado a+ 8 de ambos campos vectoriales deben ser iguales. Asi igualando
las expresiones (2.5) y (2.6) tenemos que,

a+ clad; + Br2) = Aie
En caso de que \; — aA; + B2 # 0 podemos despejar a ¢ y obtener:

a
A = (a4 BA2)’

Con nuestra eleccion de H, es claro que la segunda coordenada de ambos vectores de la
ecuacién (2.4) es la misma. Por lo tanto, si Ay — aA; + B2 # 0, existe un biholomorfismo
H que conjuga a los campos vectoriales F' y F.

Cc
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Definicién 2.5.1. Diremos que la pareja A = (A1, \a) € C? es resonante si existen niimeros
naturales aq, as, a1 + as > 1 tales que:

)\j = 041/\1 + 062)\2. (27)

En el caclulo anterior si remplazamos el campo vectorial F' por un campo vectorial de
la forma,

Fy =Mz + Vais(z,y) + O(|(2,9)||*F)
Fy = Xy + O(H(%Z‘/)HQHB)a

donde V4 5(z,y) es un polinomio homogéneo de grado a+ S en el cual aparece el monomio
az®y”, no es dificil convencerse de que H(x,y) = (z,y) + (cz*y?,0) conjuga a este campo
vectorial con:

Fy =Nz + Vayrp — az®y’ + O(||(z,y)||* )
Fy =y + O(H(xay)||a+’8)~

Una vez eliminado el monomio ax®y®, si la pareja (A, \2) es no resonante, podemos

eliminar los demds monomios de grado a + (8 en la primera coordenada. Si en la segunda
coordenada también hay monomios de grado « + 3, con un procedimiento similar podemos
eliminarlos.
Si los valores propios de A son no resonantes entonces podemos eliminar cualquier término
no lineal de F' mediante un biholomorfismo pero, si queremos eliminar todos los términos no
lineales de un jalén, tendremos que componer una infinidad de biholomorfismos y el resultado
no siempre serd un biholomorfismo sino simplemente una serie de potencias formal. Esto se
debe a que los nimeros A; — a; A1 — a2 A2 pueden ser muy pequenos y en consecuencia, al
dividir por ellos, podemos afectar la convergecia de la serie de potencias que linealiza (de
manera formal) al campo vectorial. Es por eso que si queremos que la serie de potencias
converja, tenemos que pedir algo adicional a los valores propios de A.

Definicién 2.5.2. Sean A\, Ay € C, si la cerradura convexa del conjunto {1, A2} C C
no contiene al origen, diremos que A = (A1, A2) estd en el dominio de Poincaré. En caso
contrario, diremos que A estd en el dominio de Siegel.

Si pensamos a los niimero complejos A1, Az como vectores en R?, estar en el dominio de
Siegel se traduce a que A1 y Ag sean linealmente dependientes y de sentidos opuestos.

Con las dos definiciones anteriores podemos enunciar el teorema de linealizacién de
Poincaré (ver [1]).

Teorema 2.5.1. Si los valores propios de la parte lineal del campo vectorial F son no
resonantes y estdn en el dominio de Poincaré, entonces F' es analiticamente equivalente a
su parte lineal.

Ejemplo 2.5.1. Si los valores propios de la parte lineal de un campo vectorial F son iguales
y distintos de cero, entonces el campo vectorial F' es analiticamente equivalente a su parte
lineal. Esto se debe a que si \; = A2 entonces la ecuacién (2.7) sélo tiene solucién con
a1 = 1y as = 0y en consecuencia la pareja (A1, A2) es no resonante. Ademds como los
valores propios coinciden, su cerradura convexa es un unico punto A; # 0.
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2.6. Explosiéon de singularidades.

En la seccién anterior enunciamos bajo qué condiciones un campo vectorial, con parte
lineal no nula, es analiticamente equivalente a su parte lineal pero, ;y si nuestro campo vec-
torial no tiene parte lineal? Cuando esto sucede, una técnica muy utilizada es la explosion
de singularidades. A continuacién describimos este proceso.

Intuitivamente, si un campo vectorial no tiene parte lineal en el origen, el campo vectorial
aplasta todos los subespacios 1-dimensionales que salen del origen. Es por eso que vamos a
intentar “separar” a estos subespacios 1-dimensionales.

Consideremos la proyeccién canénica de p: C2\ {0} — CP'. Esta proyeccién asocia a
cada punto (z,y) € C?\ {0} su clase de equivalencia [z : y] € CP!, o lo que es lo mismo, p
envia a todo un subespacio 1-dimensional menos el origen en un solo punto de CP!.

La grafica de esta funcién graf(p) es un subconjunto del producto C2 x CP! y est4 deter-
minada por los puntos de la forma {((z,v), [z : y]), (z,y) # (0,0)}. En esta gréfica, todos los
subespacios 1-dimensionales de C? ya estdn “separados” pues a subespacios 1-dimensional
distintos de C2 les corresponden puntos distintos en CP! .

La proyeccién I1: C? x CP! — C? es una funcién biyectiva entre graf(p) y C?\ {0} y
ademds la imagen inversa del origen es el divisor excepcional E :=I171(0) = {0} x CP! ~
CP!. Si con una transformacién queremos alterar la parte lineal de un campo vectorial,
no podemos utilizar transformaciones analiticas invertibles, ya que éstas preservan la parte
lineal del campo vectorial.

Por todo lo anterior, si M := graf(p) U E, la pareja (M,II) es un buen candidato para
desingularizar un campo vectorial. Pero todo el proceso de desingularizacién lo debemos
llevar acabo de manera analitica, es por eso que debemos darle a M una estructura de va-
riedad analitica y mostrar que con esa estructura, IT es una funcién analitica.

Si usamos la carta u = 2 de CP!, M queda descrita por los puntos que satisfacen
u =¥ =y = uz (esta tltima ecuacién también inculye a los puntos de E).

En estas coordenadas la funcién o((z,y), [z : w]) = (v, %) = (z,u) restringida a M es
una carta de M. Como en los puntos de M se cumple que y = uz, la funcién inversa de esta
carta es o~ 1(z,u) = ((z,ux),u) = ((z,ux), [z : w]).

De manera anéloga, en la otra carta de CP', v = %, M queda descrita por x = vy y la
funcién ¢((z,y),[z : w]) = (y, %) = (y,v) es otra carta de M cuya inversa es ¢~ (y,v) =
((vy,9),v)

Como las cartas ((z,y),u) y ((x,y),v) cubren a todo C? x CP!, las cartas (z,u) y (y,v)
cubren a M y el cambio de coordenadas de (z,u) a (y,v) estd dado por:

Qsosoil(z?u) = (UZ’,%) (28)

Las dos cartas anteriores hacen de M una dos variedad analitica y en la carta (z,u) la

proyeccién I1: M — C? adquiere la forma II(x,u) = (z,ux) ya que en esta carta y = uz.
Mientras que en la otra carta, I(y,v) = (vy,y).
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Lo anterior prueba que, con la estructura analitica que le hemos dado a M, II es una
funcién analitica y entonces podemos usarla para jalar 1-formas en C? (y en consecuencia
foliaciones y campos vectoriales) a M.

Si tenemos una I-forma w en C? con punto singular aislado en el origen, esta 1-forma
define una foliacién no singular F en C2 \ {0}. Asf, II*(w) define una foliacién no singular
IT*(F) en M \ E. Pero gracias al teorema 2.1.3 podemos extender a II*(F) a todo M como
una foliacién singular con puntos singulares aislados en el divisor excepcional E. Al proceso
anterior se le conoce como explosion de la 1-forma w 6 explosion de la foliacion F. A esta
técnica de explosién de singularidades también se le conoce como desingularizacion.

Ejemplo 2.6.1. Haremos la explosién de la 1-forma w = ra dy — y dx,r € N. La foliacién
que esta 1-forma genera tiene un punto singular tipo nodo en el origen. Si usamos la carta
(z,u), entonces I(z,u) = (z,ux) y,

T*(w) = red(uz) — ux de = zr(zdu + udz) — udz] = zfredu — (1 — r)udz).

IT*(w) define una foliacién no singular en M \ E y como en esta carta F = {z = 0}, la
funcién = no se anula en M \ E. Asi, podemos multiplicar a la 1-forma IT*(w) por z para
obtener una nueva 1-forma w; = rz du — (1 —7r)udx que define la misma foliacién que IT*(w)
en M \ E pero tiene singularidades aisladas en el divisor excepcional E. La foliacién que
esta 1-forma genera tiene un punto singular tipo silla.

Si usamos la otra carta (v,y) de M en la cual II(v,y) = (vy,y) entonces,

M (w) = (r — Dvdy — ydv.

Esto quiere decir que en esta carta la foliacién que II* genera tiene un punto singular tipo
nodo pero es mas “plano” que el nodo original.

Nada nos impide volver a explotar este nodo y cuando lo hacemos, nuevamente obtenemos
un punto silla en la primera carta y un nodo mas “plano” en la segunda. Si siempre usamos
la carta en donde aparece el nodo, después de r explosiones vamos a obtener una foliacién
que es transversal al divisor que aparece en la ultima explosién. En efecto, si componemos
las r explosiones sucesivas obtenemos,

(v,y) = (vy,y) = (v y) = = (oy",y),

en esta carta el dltimo divisor queda descrito por {y =0} y si IL.(v,y) = (vy", y) entonces,

% (w) = rvy" dy — yd(vy") = roy" dy — y(y" dv + rvy"dy) = y" dv ~ dv.

Observemos que en el caso r = 1 (la foliacién radial) s6lo necesitamos explotar una vez
para obtener una foliacién transversal al divisor.

Una observacién muy importante es que todo el proceso de desingularizaciéon puede
llevarse acabo de manera local (s6lo hay que restringir toda la construccién a una vecindad
del origen (C?,0)). Si tenemos una foliacién F con un nimero finito de singularidades ¥ en
una dos variedad analitica M, la observacion anterior nos permite hacer una explosion local
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en cada uno de los puntos singulares para asi obtener una nueva variedad M’ y una funcién
holomorfa IT: M’ — M que satisface las siguientes propiedades:

1. Si p € ¥ entonces I[I7!(p) := E, ~ CP.
2. II es un biholomorfimso entre M’ \ U, cx Ep vy M\ 2.

La variedad M’ se puede construir explotando un punto p; € 3, obteniendo asi una
variedad M, un divisor E,, y un mapeo II;: M; — M. Como II; es un biholomorfismo
entre M1\ E,, vy M\ {p1}, alguna vecindad de otro punto ps € X\ {p1} se mapea de manera
biholomorfa a la nueva variedad M;. Asi, podemos aplicar el procedimiento anterior al punto
Hl_l(pg) para obtener otra variedad Ma, otro divisor F,, y otro mapeo Ily: My — M; que
es un biholomorfismo entre My \ E,, y M, \ {II; *(p2)}.

Si repetimos este procedimiento con todos los puntos restantes de 3, como ¥ es un con-
junto finito, al final obtendremos una variedad M, un divisor E, y un mapeo IL,: M, —
M,,_1 que es un biholomorfismo entre M, \ E,, v M,_1 \ {IL,*,(p,)}. Si llamamos M’ a
M, yIl all; o---0oll,, la variedad M’ y el mapeo II satisfacen las propiedades deseadas.

2.7. El grado de una foliacién de CP?.

Dada una foliacién holomorfa del plano proyectivo complejo CP? se tiene que, como
consecuencia del teorema de Chow (el cual afirma que todo subconjunto analitico de una
variedad proyectiva es algebraico, ver [2]) , ésta es generada, en cualquier carta afin, por un
campo vectorial polinomial [1, p. 477].

Si en la carta afin (z,y), la foliacién esta generada por el campo vectorial:

v=q(x,y) +- -+ qulz,y),

donde los pg, g son polinomios homogéneos de grado k, entonces, para obtener un campo
vectorial que genere a la foliacion en una vecindad de la recta al infinito, consideramos el

(2.9)

cambio de coordenadas z = % y ¥ = +. En estas coordenadas el campo vectorial se expresa
como:

. 1 1

U= —gpa(Lv) 4o (L)

§ ' (2.10)
0= g (pn(1,0) = gn(L,0)) + -+ 5 (opr(L,0) = a(1,0)).

Si llamamos hy11 = ypr(z,y) — xqr(x, y) podemos escribir la ecuacién anterior como:

. 1 1
u = an(l,v) e ﬁpl(l,v)

1 1 (2.11)
U= Whn+1(l,’l]) + 4 ﬁh&(l,'[}).

En esta carta, la recta al infinito queda descrita por {u = 0} y entonces, antes de
obtener la expresién final del campo vectorial cerca del infinito, podemos multiplicar por
una potencia de u adecuada para eliminar los polos. Asi, tenemos dos casos distintos:
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1. Sihyy1 # 0, entonces diremos que la foliacion es no dicritica y asi, podemos multiplicar
por u™t2 para obtener el campo vectorial:

i = upn(1,0) + -+ u"pi(1,v)

» (2.12)
hnt1(1,0) + uhy(L0) + - -+ u™ “ha(1,v).

0

Observemos que en este caso, al hacer el cambio de coordenadas, el grado de los
polinomios que definen la foliacién en la nueva carta es uno mas que el grado de los
polinomios que definen la foliacién en la carta inicial. Ademads, la recta al infinito
{u = 0} es invariante y tiene singularidades en los puntos (0,v;) donde v; es una raiz
del polinomio hy,+1(1,v).

2. Si hpy1 = 0, diremos que la foliacién es dicritica y entonces basta multiplicar por
u™t1 para obtener:

U= pp(1,0) + - +u""pi(1,0)

) B (2.13)

O = hn(1,0) + - +u""2ho(1,0).
En este caso volvemos a obtener un campo vectorial polinomial del mismo grado que
el campo vectorial original pero ahora la recta al infinito ya no es invariante. En
efecto, la foliacién corta de manera transversal a la recta al infinito salvo en las raices
del polinomio p,(1,v), en estos puntos tenemos tangencias que se vuelven puntos
singulares si p,,(1,v) y hy,(1,v) tienen raices en comun.

En el caso dicritico, el polinomio h,; se anula idénticamente y esto se traduce a que

YPn (.’1?7 y) = Zqn (LU, y)' (2'14)

Si evaluamos esta expresién en los puntos (1,y) obtenemos yp,(1,y) = ¢,(1,y) y enton-
ces, deg(pn(1l,y)) = deg(gn(1l,y)) — 1 < n y esto quiere decir que el polinomio p,(x,y) no
tiene monomios de la forma ay™. Un razonamiento similar nos permite concluir que ¢, (z,y)
no tiene monomios de la forma bx™.

Como el polinomio p,, es homogéneo de grado n y no hay monomios de la forma ay™,
todos los monomios de p,, tienen una potencia de x y por la misma razén, todos los monomios
del polinomio ¢, tienen una potencia de y. Asi, podemos escribir a p, v g, como

pn(x’ y) = l‘f(.i?, y)
an(7,y) = yg(z,y).

Ademas, los polinomios f y g son homogéneos de grado n—1. Si insertamos estas dos iltimas
igualdades en (2.14) obtenemos:

(2.15)

zyf(z,y) = vyg(z,y) (2.16)

Entonces, al cancelar el factor xy de ambos lados de la igualdad (2.16) se tiene que,

f(x,y) = g(z,y). (2.17)

Todo lo anterior quiere decir que, una foliacién dicritica siempre la podemos escribir de
la forma:
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& =pi(x,y) + -+ pa(z,y) + zg(z,y)

v=q@y)+ - +aq@y) +yg(z,y), (2.18)

con g(x,y) un polinomio homogéneo de grado d.

En el caso de una foliacién no dicritica, vimos que el grado de los polinomios que definen
a la foliacién no son invariantes bajo cambios de coordenadas. Es por eso que si queremos
asociar un grado a una foliacién de CP? debemos encontrar otra manera de mirar a una
foliacién de CIP2.

Si en C? consideramos una 1-forma diferencial Q = Adxz+ Bdy + C dz, donde A, B,C €
Clz,y, z] son polinomios homogéneos de grado d + 1, el conjunto {2 = 0} define una distri-
bucién de planos en C3. Podemos pensar que € asocia a un punto (o, %o, 20) el kernel de
la transformacién lineal A(xq,yo, 20)x + B(zo, Yo, 20)y + C (20, Yo, 20)2-

Si queremos que €2, al proyectar en la carta afin de CP?, z = 1 siga asociando a cada pun-
to [Zo : Yo : z0] ya no un plano sino una recta, el plano original debe contener a la direccién
determinada por [zg : yo : 20]. Por ejemplo, si Q asocia al punto (0,0, 1) el plano z+2z = 0, al
proyectar en el plano z = 1, el plano x + 2z = 0 se proyecta en la recta x = —1 y esta recta ni
siquiera pasa por el punto (0,0) que es el representante de la clase [0 : 0 : 1] en el plano z = 1.

Una manera de evitar lo anterior es pedir que:

rA(x,y,2) +yB(x,y,2) + 2C(2,y,2) = 0 Va,y,z € C>. (2.19)

Lo anterior es equivalente a pedir que la distribucién de planos que define {2 = 0} contenga
al campo vectorial radial:

0 0 0

Asi, cualquier 1-forma diferencial 2 = Adzx 4+ Bdy + C'dz con coeficientes polinomiales
homogéneos de grado d + 1 que satisface la condicién (2.19), define una foliacién de CP?
que en la carta afin z = 1 adquiere la forma:
w=A(z,y,1)dz + B(z,y,1) dy. (2.21)
Observemos que el coeficiente C' desaparece por que si z = 1, entonces dz = 0.
Reciprocamente, si en una carta afin de CP? una foliacién estd generada por la 1-forma
w = p(z,y)dx + q(z,y)dy con p,q € Clz,y] polinomios de grado d, entonces podemos

levantar w a una 1-forma © de C? con coeficientes polinomiales homogéneos que satisface la
identidad (2.19). En efecto, si escogemos los coeficientes A y B como:

Az, y,2) = 2" p(
B(z,y,z) = 2" q(

Entonces, la identidad (2.19) obliga a que:
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C(x,y,2) = 2z Y2 A(z,y,2) + yB(z,vy, 2)). (2.24)

Es decir, para obtener a los polinomios homogéneos A y B de los polinomios p y ¢ respec-
tivamente, homogeneizamos a los polinomios p y ¢ y después los multiplicamos por z.

Una observaciéon muy importante que nos va a permitir definir el grado de una foliacién
de CP? es que, el grado de una 1-forma polinomial 2 de C? es invariante bajo transforma-
ciones del grupo general lineal GL(3,C) y en consecuencia es invariante bajo el grupo de
transformaciones proyectivas PGL(3,C) de CP?2.

Definicién 2.7.1. Sea F una foliacién de CP2. Si en coordenadas homogéneas esta folia-
cién estd generada por la 1-forma Q = Adx + Bdy + C'dz con coeficientes polinomiales
homogéneos de grado d+ 1 sin factores en comun, diremos que la foliaciéon F tiene grado d.

Un resultado que serd muy importante y que probaremos mas adelante es que toda fo-
liacién de grado d tiene, contando multiplicidades, d? + d + 1 puntos singulares. Es por eso
que a pesar de que la foliacion esté generada, en coordenadas homogéneas, por una 1-forma
de grado d + 1 diremos que la foliacion tiene grado d. Cabe mencionar que algunos autores
no hacen esta convencién y definen el grado de una foliacién como el grado de la 1-forma
que genera a la foliacién en coordenadas homogéneas.

A continuacién veremos algunas propiedades que cumplen los polinomios A, B, C de la
1-forma Q = Adx + Bdy + C dz que nos van a ayudar a probar que el nimero de puntos
singulares que tiene la foliacién generada por {2 = 0} es d? +d + 1.

Si tenemos una foliacién dada por la 1-forma 2 = A dx + B dy + C dz entonces podemos
escribir a A y a B de la siguiente manera:
A=agy1 +agz+ -+ ar12% 4 agzdt!

2.25
B =bgy1+baz + -+ b1z + bz, (2.25)

donde los ag, b, € C[z,y] son polinomios homogéneos de grado k. Entonces tenemos que:

TA+4yB = (zagy1 + ybar1) + (xag + ybg)z + - - - + (zay + yb1) 2% + (zag +ybo) 241, (2.26)

De la indentidad (2.19) tenemos que —zC = zA + yB. Es decir que z divide al polinomio
xA + yB y en consecuencia tenemos que:
xagy1 + ybay1 = 0. (2.27)

Razonando de manera andloga a la hecha con la ecuacién (2.14) y suponiendo que alguno
de los polinomios @411, b44+1 no es idénticamente cero, podemos concluir que:

agy1 = —yg(x,y)

2.28
bar1 = xg(x,y), (2.28)

con g(x,y) un polinomio homogéneo de grado d.
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Si miramos a la foliacién definida por {2 = 0} en la carta z = 1 obtenemos la 1-forma
w = A(z,y,1)dx + B(z,y,1)dy, y si usamos las ecuaciones (2.25) y (2.28) obtenemos que
w adquiere la forma:

w=(ap+ a1+ aqg—yg)dz+ (bo + b1 + -+ + ba + xg) dy, (2.29)

donde a;, b; son polinomios homogéneos de grado j en z,y. Esta 1-forma genera la misma
foliacion que el campo vectorial:

& =bo+0b1+ - +bg+xg

. (2.30)
Yy=—ap—a1+- " —aqd+yg.

Podemos resumir lo anterior en el siguiente lema:

Lema 2.7.1. Sea F una foliacion de grado d en CP%. Entonces en cualquier carta afin F
estd generada por un campo vectorial de la forma:

& =bo+bi+---+bs+xg

. (2.31)
y=ao+ar+---+aq+yg.

Donde ay, by, € Clz,y] son polinomios homgéneos de grado k y g € Clz,y] es un polinomio
homogéneo de grado d o g(x,y) es el polinomio cero.

Es facil convencerse, usando la expresién (2.11), que el caso no dicritico se da cuando
g(z,y) = 0y el caso dicritico se da cuando g(z,y) no se anula idénticamente.

Como mencionamos anteriormente, podemos pensar que toda foliacién en una dos varie-
dad analitica M sdlo tiene singularidades aisladas, y en caso de que M sea compacta, solo
hay un nimero finito de ellas. Asi, como CP? es compacto, cualquier foliacién de él tiene
un numero finito de singularidades y esto nos permite encontrar una carta afin en la cual
la recta al infinito no tiene singularidades. Vamos a usar esta observacion en la prueba del
siguiente teorema:

Teorema 2.7.1. Sea F una foliacion de grado d. Entonces, contando multiplicidades, F
tiene d> + d + 1 puntos singulares.

Demostracion. Si escogemos una carta afin en la cual la recta al infinito no tenga puntos
singulares, como todas las foliaciones no dicriticas tienen puntos singulares en la recta al
infinito, en esta carta afin el campo vectorial que genera a la foliacién es dicrtitico y adquiere
la forma:

T=0by+by+ -+ bg+xg

Yy=ao+ai+---+aq+yg,

con g un polinomio homogéneo de grado d. Las dos curvas algebraicas que definen esta ecua-
cién son de grado d + 1 asi que, por el Teorema de Bézout, estas dos curvas se intersecan,
contando multiplicidades, en d? + 2d + 1 puntos singulares. Cualquiera de estos puntos de
interseccién que esté en nuestra carta afin va a ser un punto singular de la foliacién, pero los
puntos de interseccion de estas dos curvas en la recta al infinito, gracias a la manera en que
escogimos nuestras coordenadas, no son puntos singulares de la foliacién. Por lo tanto, para
probar el teorema basta demostrar que las dos curvas algebraicas que definen la ecuacién se
intersecan d veces en la recta al infinito.
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Para ver en qué puntos la curva {A = ag+- - -+ag+yg = 0} interseca a la recta al infinito
tenemos que homogeneizar al polinomio A y después evaluar en z = 0. Si homogeneizamos
al polinomio A obtenemos el polinomio agz?® + - - - + agz + yg, vy al evaluar en z = 0 vemos
que esta curva corta a la recta al infinito en el punto [1: 0 : 0] y en los puntos determinados
por las raices del polinomio g. De manera andloga la curva {B = by +b; + -+ + bg + g}
corta a la recta al infinito en los puntos [0 : 1 : 0] y en los puntos determinados por las raices
de g. Como g es un polinomio de grado d, las dos curvas se interesecan d veces en la recta
al infinito.

O



Capitulo 3

Las hojas algebraicas de una
foliacién de CPZ.

3.1. El problema de Poincaré

Dada una foliacién F de CP? es importante saber cuando esta foliacién tiene una pri-
mera integral meromorfa. Una primera integral meromorfa para una foliacion F de CP?
es una funcién H(z,y,z) = ;Ei;’jg, donde f, g € C[z,y, 2] son polinomios homogéneos del
mismo grado cuyas curvas de nivel resultan ser las hojas de la foliacién F. Notemos que

H efectivamente define una funcién en casi todos los puntos de CP?, en efecto, al ser f,g
FO@AyA2) _ N f(yE) _ f(@.2)
) gy hz) T Ang(ye) T g(my,z)
puntos donde no hay un valor bien definido son los puntos que son ceros comunes de f,g.
Veamos qué sucede en esos puntos, sea Z(f,g) el conjunto de ceros en comun de f y g,

si restringimos la funcién H = g al conjunto CP? \ Z(f,g) entonces las curvas de nivel

polinomios del mismo grado n tenemos que . En los tnicos

{H = ¢} coinciden con los conjuntos L. := {f —cg = 0}. Observemos que para todo
x € Z(f,g) se tiene que x € L. para toda c € C. Esto quiere decir que los puntos de Z(f, g)
estan en la cerradura de L. en CP? para toda ¢ € C.

Si en la carta afin z = 1 la foliacién F esta generada por los ceros de la 1-forma diferencial
w = a(x,y) dz + b(x,y) dy entonces H es una primera integral de la foliacién F si y sélo si

¢*dH = gdf — fdg = rw. (3.1)

Por lo tanto, para comprobar si la foliacién generada por {w = 0} tiene una primera
integral meromorfa basta ver si existen polinomios f, g del mismo grado y = un polinomio
que satisfagan la ecuacion 3.1. El problema con la ecuacién 3.1 es que los grados de los
polinomios f,g vy r, en caso de que existan, pueden ser muy grandes. Sin embargo, si de
alguna manera tuvieramos una cota para el grado de una posible hoja algebraica (una hoja
L es algebraica si existe un polinomio p tal que L = {p = 0}) los grados de los polinomios
de la ecuacién 3.1 también estdn acotados y entonces es mas plausible intentar resolver la
ecuacién 3.1 y asf saber si la foliacién generada por {w = 0} tiene una primera integral
racional.

25
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El problema de Poincaré para foliaciones de CP? consiste en acotar, dada una foliacién,
el grado de una posible solucion algebraica en términos del grado de la foliacién.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la siguiente familia de ecuaciones diferenciales en CP? a un
pardmetro A € R:

T=x

Y= Ay.
O lo que es lo mismo, la foliacién generada por los ceros de la 1-forma z dy — Ay dzx.

En el ejemplo anterior si A es un nimero irracional, la foliacién definida por la ecuacién
diferencial sélo tiene tres hojas algebraicas invariantes, los dos ejes coordenados y la recta
al infinito. En efecto, si existiera una hoja algebraica de grado n, el teorema de Bézout nos
asegura que esta hoja intersecaria a la recta z = 1 en n puntos, pero la holonomia asociada
a la separatriz y = 0 y la transversal z = 1 es z +— €>™2, y como A es irracional, la érbita
de cada punto es infinita. Ademaés, por construccién de la holonomia, la érbita de un punto
z estd contenida en la interseccion de la hoja de la foliacién £, que pasa por z con la trans-
versal x = 1. Esto implica que la hoja £, y la transversal se intersecan en una infinidad de
puntos. Asi £, no es algebraica.
P Yy

. a . . .
Por otro lado, si A = o entonces H = % es una primera integral racional ya que dH =

qyi;l dy—pwy,—jrl dr = zi—:(qx dy —py dx) y asi, todas las hojas y? — cz? = 0 son algebraicas.

La ecuacién del ejemplo anterior es lineal y eso hace que el grado de la foliacion que
genera sea uno. Sin embargo, es facil ver que para todo niimero natural &k siempre hay algin
pardametro A para el cual se cumplen las siguientes dos propiedades:

1. La foliacién correspondiente a ese pardmetro JF, tiene una primera integral racional y
por lo tanto todas sus hojas son algebraicas.

2. El grado de las hojas de la foliacién es mayor que k.

En efecto, basta tomar A = % con n > k pues asi las hojas de la foliacién corresponden
ay” —cxr=0.

El ejemplo anterior muestra que si no ponemos algunas condiciones més restrictivas a la
foliacion, no podemos acotar el grado de las soluciones algebraicas.

Si suponemos que la foliacién F tiene una hoja algebraica C' = {f = 0}, f € Clz,y] y
que ademads la hoja algebraica C' es suave o sélo se autointerseca de manera transversal se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. [D. Cerveau, A. Lins Neto] Sea F una foliacidn de grado d y C' una hoja
algebraica de grado m de la foliacion F.

Si la curva C es suave o a lo mds tiene autointersecciones transversales, entonces m <
d+ 2.

En lugar de pedir condiciones a la hoja algebraica, podemos suponer que la foliacién no
tiene singularidades dicriticas.
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Teorema 3.1.2. [M. Carnicer] Si una foliacion F de grado d no tiene puntos singulares
dicriticos, entonces cualquier hoja algebraica de la foliacion es de grado m < d + 2.

Para ver una demostracién de estos teoremas véase [1, pp. 479,480], en donde la cota
d + 2 que aparece en ambos teoremas aparece como d + 1. Esto se debe a que en este texto
se define el grado de una foliacién como uno mas el grado de la foliacién que definimos aqui.
Asimismo en el texto se prueba un resultado mas fuerte que el teorema 3.1.2.

3.2. Escasez de foliaciones con hojas algebraicas.

En estd seccién veremos que de manera genérica una foliacién de CP? no tiene hojas
algebraicas. Para precisar qué quiere decir que algo suceda de manera genérica haremos
algunas observaciones.

El conjunto Lp 441 de polinomios homogéneos de grado d 4+ 1 junto con el el polino-
mio cero es un espacio vectorial y por lo tanto, el conjunto de 1-formas diferenciales en
C3 con coeficientes polinomiales homogéneos de grado d + 1 junto con la 1-forma cons-
tante cero, es un espacio vectorial. Como se vio en la seccién 2.7, para que una 1-forma
w = Adx + Bdy + C dz homogénea de grado d + 1 defina una foliacién en CP? basta que
se satisfaga la condicién (2.19), zA + yB + 2C = 0. Notemos que si w, w’ son 1-formas
homogéneas de grado d + 1 que satisfacen la condicién (2.19) entonces w + w’ y dw, A € C
también satisfacen la condicién (2.19). Asi, el conjunto Lz 4 de 1-formas con coeficientes
polinomiales homogéneos de grado d+ 1 que satisfacen la condicién (2.19) junto con el cero,
es un espacio vectorial.

Si los coeficientes de 2 € Lz 4 tienen un factor g en comun, entonces el grado de la
foliacién que determina {2 = 0} es d — deg(g). Asi, si una foliacién F de grado n < d es
generada por la 1-forma ' entonces, si multiplicamos a €’ por un polinomio homogéneo g
de grado d — n, la 1-forma Q = g€’ genera a la misma foliacién F y Q € L 4. Es decir, en
el espacio vectorial L r 4 estan todas las foliaciones de grado menor o igual a d.

En lo que sigue vamos a denotar por Lz 4 al espacio vectorial de foliaciones de CP? de
grado menor o igual a d, Lp,, C C[z,y, 2] va a denotar al espacio de todos los polinomios
homogéneos de grado m y g 4 va a denotar al espacio vectorial de 2-formas homogéneas de
CP? de grado d junto con el cero.

Como Lx 4 es un espacio vectorial, podemos introducir en él la medida de Lebesgue usual
y entonces podemos afirmar que, salvo en un conjunto de medida cero, cualquier foliacion
de grado d no tiene hojas algebraicas. Para dar una idea de la demostracién de este hecho
consideremos f € Clz, y, z] un polinomio homogéneo de grado m y una foliacién F de grado
d generada por la 1-forma Q. Si C' = {f = 0} es una curva invariante de F entonces en los
puntos p € C, df y Q determinan el mismo subespacio lineal y en consecuencia (QAdf), = 0.
Esto quiere decir que la 2-forma Q A df se anula en toda la curva C = {f = 0} y por lo
tanto,

QAdf = fO. (3.2)

Notemos que la 2-forma ® es polinomial y homogénea de grado d (esto se debe a que los
coeficientes de Q son de grado d+1 y df tiene grado m—1), y si un par (f,®) € Ly, XLa g
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satisface la ecuacién (3.2) entonces C' = {f = 0} es una curva invariante de la foliacién
determinada por {Q2 = 0}.

Con todo lo anterior, la ecuacién (3.2) define una variedad algebraica @ en el es-
pacio Ly g x Lp,, X Lg 4. En efecto, la operacién A sélo involucra sumas y productos,
asi QA df — f® = 0 determina tres polinomios (para especificar una 2-forma en C? necesi-
tamos tres coeficientes) en el espacio afin Ly g x Lp,, X Lg 4. Por lo tanto, la proyeccién
de la variedad algebraica ) en el espacio Lr 4 es el conjunto de todas las foliaciones de
CP? de grado r < d que tienen una hoja algebraica de grado n < m. Como las 1-formas
wy Aw, A # 0 generan la misma foliacién podemos proyectivizar a II(Q). Veremos que
la proyectivizacién de II(Q)) es una variedad algebraica en P(Lz 4). Para eso requeriremos
algunos resultados y definiciones.

Definicién 3.2.1. Sean [zg,...,x,] coordenadas homogéneas de CP". Si LF~1 c CP"
es un subespacio lineal definido por los ceros en comun de las n — k + 1 formas lineales
Y = Z?:O a;jzj, 0 <i < n—k definimos la proyeccién de CP" con centro en LF,

pr: CP™\ LF~' — CP" %,

como

[bo, ey bn} — [Z aojbj, ey Za(nfk)jbj]'
j=0 j=0

A continuacién vamos a proyectivizar muchos espacios vectoriales complejos, es por eso
que si V' es un espacio vectorial complejo denotaremos por P(V') al espacio obtenido al
proyectivizar V.

Ejemplo 3.2.1. Si [xg,...,2Zs] ¥ [Y0,---,¥m] son coordenadas homogéneas de P(C"*1) y
P(C™*1!) respectivamente, un caso particular de la definicién anterior y que usaremos mas
adelante es cuando en P(C" ! x C™*1) proyectamos con centroen L = {[0,...,0, 50, -, Ym]}
P(C™*1). Este subespacio proyectivo queda descrito por xg = -+ = x,, = 0 y asi, la proyec-
cién adquiere la expresion sencilla:

[x(),"'axnay(),"-aym]’_) [x()’"'axn}'

Por lo tanto, podemos pensar a la proyeccién de P(C* 1 xC™*+1) con centro en {0} x P(C™*1)
como la proyeccién de P(C" 1 x C™*+1) en P(C™*1) x {0} ~ P(C"H1).

Teorema 3.2.1. Si X C C" x CP? es una variedad algebraica, entonces la proyeccion de
X en el primer factor es una variedad algebraica en C™.

El resultado anterior es muy sorprendente pues no es dificil convencerse de que si X C
C™ x C™ es una variedad algebraica, la proyeccién de X en cualquiera de los dos factores
no siempre es una variedad algebraica (por ejemplo, en C3 el cero no esté en la proyeccién
de {zy — 1 = 0} en cualquiera de los dos ejes). El siguiente lema, conocido como el lema de
normalizaciéon de Noether, es una consecuencia del teorema anterior.

Lema 3.2.1. Si X C CP" es una variedad algebraica y LF C CP™ es un subespacio que no
interseca a X, entonces la proyeccion con centro en LF de X en CP" *~1 es una variedad
algebraica.
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Para ver una prueba de los dos resultados anteriores constltese [2]. Con estos dos resul-
tados podemos probar el siguiente lema,

Lema 3.2.2. Para todod > 2 ym > 1 las foliaciones de grado r < d con una hoja algebraica
de grado n < m constituyen una variedad algebraica en el espacio P(Lg 4).

Demostracion. Como vimos anteriormente la ecuacién (3.2) determina una variedad alge-
braica en Lo XLy, xLa q. Notemos que si f satisface la ecuacién (3.2) entonces A f también
satisface la ecuacién y por lo tanto la variedad algebraica estd en Lq 4 X P(Lﬁm) X L 4.

Si llamamos @ a esta variedad, por el teorema 3.2.1, la proyeccién de @) en Lo ¢ X Lo 4 €s
una variedad algebraica @)'. Observemos que si (§2, @) satisfacen la ecuacién (3.2), (AQ, AD)
también lo hacen, asi podemos proyectivizar a Q' para obtener una variedad algebraica Q"
en P(LQ@ X L<1>7d).

El subespacio {0} x P(Lg,q) de P(Lgo.q4 X Lg 4) (véase ejemplo 3.2.1) no interseca a Q.
En efecto, si 2 = 0 entonces para que la ecuacion (3.2) se satisfaga f =06 ® = 0 y el punto
(0,0) € Lg,g X Lg,q no estd en P(Lgo 4 X Lg ). Por lo tanto, si hacemos la proyeccién con
centro en {0} x P(Lg 4) obtenemos una variedad algebraica Q" en P(Lg, 4). Esta variedad
algebraica se corresponde con las foliaciones de grado r < d con una hoja algebraica de
grado n < m. O

Una variedad algebraica en un espacio vectorial complejo tiene medida cero a menos que
la variedad algebraica sea todo el espacio y entonces tiene medida infinita. Por lo tanto, para
demostrar que el conjunto de las foliaciones de grado d con una hoja algebraica de grado m
tiene medida cero, basta exhibir una foliacién de grado d que no tenga hojas algebraicas.

Un ejemplo, debido a Jouanolou, de una foliacién de grado d sin hojas algebraicas es la
foliacién generada en la carta afin (x,y) por la 1-forma,

(2% — yy?) dz — (1 — zy?) dy.

Para ver una demostracién de este hecho constltese [1].

3.3. El teorema de Darboux.

A pesar de que una foliacién de CP? casi nunca tiene hojas algebraicas, si tomamos una
ecuacién diferencial polinomial en C2 y la foliacién que genera tiene més de cierto niimero
de soluciones algebraicas, entonces todas las soluciones son algebraicas.

Si F' = (F1, F3) es un campo vectorial polinomial de grado r, f un polinomio irreducible
de grado m y C' = {f = 0} que es solucién la ecuacién diferencial determinada por el campo
F entonces, para todo punto p € C tenemos que,

df(F) = %Fl + %FQ =0. (3.3)

Por lo tanto, f divide a la funcién df (F) y en consecuencia df (F) = fg. Como el grado
de f es m y el grado de F es r, el grado de g es a lo méas r — 1. Ademas, el espacio de

los polinomios de grado n < r — 1 en dos variables tiene dimensién %r(r + 1). Estas dos
observaciones nos permiten probar el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.1. Si una foliacion esta definida por un campo vectorial F' de grado r y tiene
n > gr(r+1)+1 hojas algebraicas Cy, = {fx = 0},k = 1,...,n, entonces la foliacion tiene
una primera integral multivaluada H = ff‘l e

Demostracion. Para cada polinomio f; que define una curva invariante C; = {f; = 0}
tenemos que df;(F) = f;g; con el grado de g;, deg(g;) < r — 1. Por lo tanto, si existen
n > 1r(r+1)+1 curvas invariantes, entonces los polinomios g;,i = 1,...,n, son linealmente
dependientes en el espacio de polinomios de grado a lo mas r — 1 y asi, podemos encontrar
una combinacién lineal de ellos tal que A1g; + -+ Angn = 0 con al menos un A; # 0. Si
H= fl)‘1 -+ fAn entonces tenemos que,

7

dH =\
'h

H "L df;
Aot A df = HZA%.
n 2:1 7

Por lo tanto,

dH(F) = Hi:)\idﬁ;#) = Hzn:)\zf}gl = Hzn:)\igi =0.
i=1 ¢ i=1 ! i=1

Esto quiere decir que H es una primera integral de la foliacién generada por el campo
vectorial F'. 0

Si hay una solucién algebraica mas podemos encontrar una primera integral racional.

Teorema 3.3.2. Si una foliacion definida por el campo vectorial polinomial F' de grado r

tiene n = %r(r + 1) 4+ 2 hojas algebraicas, entonces tiene una primera integral racional.

Demostracion. Silas curvas algebraicas estan definidas por los ceros de f1,. .., f, entonces,
para algunos \;, las funciones H = fl’\1 e ffl‘ffl y H = ]‘2’\2 -+ f2n son primeras integrales
multivaluadas del campo vectorial F. Asi, las 1-formas racionales,

_dH "‘1X_L_1%

w=—=
H n=1 C

dH & df;

! . n—1%J1

w = H/ = T;)\l f’

generan la misma foliacién y por lo tanto, son proporcionales. Esto quiere decir que existe
una funcién racional h tal que w = hw'. Asi, 0 = dw = dh Aw + hdw' = dh A w ya que w
y w’ son exactas. Como dh A w = 0, dh y w son proporcionales. Por consiguiente h es una
primera integral racional de F'. O



Capitulo 4

La familia de grado 4.

En esta tesis abordaremos un ejemplo, debido a Alcides Lins Neto ([7]), de una familia de
foliaciones de CP? de grado fijo en la cual, casi toda foliacién de la familia tiene una primera
integral racional pero es imposible acotar el grado de ellas. La familia monoparamétrica
(e € C) que estudiaremos consiste de las foliaciones de grado cuatro generadas por las
ecuaciones diferenciales:

= (2® = 1)(z — ay?)
g= (" -y - az?).

Si ademads de tener una familia de foliaciones de grado fijo no le pedimos algo extra a
las foliaciones de la familia, el ejemplo 3.1.1 muestra que en general no es posible acotar el
grado de las posibles hojas algebraicas. La familia de foliaciones generada por las ecuaciones
4.1 tiene la particularidad de que para cualesquiera dos foliaciones de la familia, los puntos
singulares correspondientes son localmente analiticamente equivalentes, de manera precisa
tenemos la siguiente definicion:

(4.1)

Definicién 4.0.1. Sea (F,)scs una familia de foliaciones de CP? donde S es una variedad
holomorfa tal que los coeficientes de la ecuacion que definen a cada foliacion de la familia,
en una carta afin fija, dependen de manera holomorfa de s € S. Decimos que la familia tiene
singularidades de tipo analitico fijo si:

1. Las singularidades de Fy, s € S, se pueden escribir como sing(Fs) = {p1(s), ..., pr(s)},
donde las funciones s € S + p;(s) son holomorfas.

2. Para cada j € {1,...,k} y s1,52 € S, existen unas vecindades Uy, Uz de pj(s1) y
p;(s2) respectivamente, de tal forma que las foliaciones F,, F,, son analiticamente
equivalentes en estas vecindades.

Si ademds se cumple que para toda s € S, las singularidades de F; tienen dos valores
propios distintos de cero, diremos que la familia tiene singularidades no degeneradas.
El siguiente resultado es un contraejemplo al promblema de Poincaré:

TEOREMA PRINCIPAL. Egziste una familia de foliaciones de CP?, digamos (F,)
de grado 4 que cumplen:

aeC’

1. Existe un subconjunto finito de pardmetros A C C tal que la familia restringida,
(‘Fa)aeE\A tiene singularidades no degeneradas de tipo analitico fijo.

31
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2. Eziste un subconjunto denso y numerable E C C, tal que para cualquier o € E, la
foliacion F,, tiene una primera integral racional F, = % de grado d,, y se satisface que
para cualquier k > 0, el conjunto {a € E;d, < k} es finito. Esto nos dice que para todo
natural k, hay una infinidad de pardmetros o € E cuya foliacion correspondiente Fg
tiene primera integral racional de grado mayor que k y es por lo tanto un contraejemplo
al problema de Poincaré.

El problema de Painlevé consiste en acotar el género de una hoja algebraica mediante el
grado de una primera integral racional para la foliacién. En el mismo articulo [7], Lins Neto
prueba que casi cualquier hoja de las foliaciones determinadas por las ecuaciones 4.1 tiene
género uno. Sin embargo, al jalar esta familia con algunos mapeos F': CP? — CP? obtiene
familias de foliaciones con primeras integrales racionales de grado arbitrariamente grande
en la cual las hojas también tienen género arbitrariamente grande. En este trabajo también
estudiaremos estas familias.

4.1. La configuracién.

En la seccion 4.2 haremos una construccion explicita de la familia deseada. Para ello, en
esta seccion definiremos la configuracién de rectas y puntos que habréan de quedar invariantes
por dicha familia de ecuaciones. Cada foliacién de esta familia tiene como hojas invariantes
a nueve rectas que se intersecan en doce puntos. Estas nueve rectas y doce puntos cumplen
ciertas propiedades y veremos que si una foliacién de grado cuatro deja invariantes a nueve
rectas y doce puntos que cumplen las mismas propiedades, entonces en coordenadas ade-
cuadas la foliacién estd generada por la ecuacién (4.1) para algin o € C. Veremos también
algunas propiedades de la configuracién que nos permitirdn reducir los calculos a puntos
0 rectas particulares de ésta. De aqui en adelante, denotaremos por j = 5.

La familia de grado cuatro deja invariante a las nueve rectas con ecuaciones {x = 1}, {z =
it e =2y =1L {y =it {y =72} {y = o} {y = ja} {y = j%a}.

Estas 9 rectas se intersectan en 12 puntos los cuales son (1, 1), (1,7), (1,52), (4,1), (4,4),
(4,5%), (7%1), (7%,4), (4%,5%), [0:0:1], [0:1:0] y [1:0:0].

Denotemos por £ al conjunto de las 9 rectas, por P al conjunto de los 12 puntos y por
C = (£, P) ala configuracién de las 9 rectas y los 12 puntos.

Observemos que la configuracién cumple las siguientes tres propiedades:
Propiedades de C.

1. Cada recta tiene 4 puntos de la configuracion.
2. Por cada punto de la configuracion pasan 3 rectas de la configuracién

3. Si 3 puntos de P no estan en una recta de la configuracién, entonces no estan alineados.

A continuacién probaremos que, médulo transformaciones proyectivas, ésta es la unica
configuraciéon de 9 rectas y 12 puntos que satisfacen las tres propiedades anteriores. Esta
proposicién y sus dos corolarios seran de gran utilidad en el futuro, pues como dijimos pre-
viamente, muchos calculos se reducirdn a hacer un célculo en un lugar particular de CP?
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[0:1:0]
2
y=J
y=j’z
y=7j [1:0:0]
y=1 —
[0:0:1] l

Figura 4.1: La configuracién.

y después usaremos alguna transformacién proyectiva para argumentar que el cédlculo es
valido en otros lugares de CP2.

Sea C' = (L£',P’) una configuracién de 9 rectas y 12 puntos que satisfacen las tres pro-
piedades de arriba. Es importante recordar que los 12 puntos son las intersecciones de las
nueve rectas.

Lema 4.1.1. P’ puede ser dividido en cuatro conjuntos, P1, Pa, Ps, P4, tales que:

1. Cada P; tiene tres elementos de P’.
2. PsNPr=0sii#j
3. Los tres puntos en cada P; no son colineales.

Demostracion. Sea p; € P’, entonces, por la propiedad 2 de la configuracién, hay tres rec-
tas I, lo,l3 € L', que pasan por p;. Por la propiedad 1, cada una de estas rectas tiene tres
puntos de P’ distintos de p;. Por lo tanto, de los doce puntos de P’, nueve estdn unidos a
p1 con una recta de £'. Asi, la recta que une a los dos puntos restantes, pa, p3 € P’ no es
una recta de la configuracién y entonces, por la propiedad 3, p1, p2, p3, no son colineales.
Llamemos Py = {p1, p2, ps}.

Ahora, si ly, I5,ls € £ son las tres rectas que pasan por po, entonces, por el teorema de
Bézout, {l, k,I3} intersecta a {ly, I5,ls} en nueve puntos de P’, y como ninguno de ellos
puede ser p; 6 p3, concluimos que deben ser los mismos nueve que descartamos al elegir a
p2 ¥ a p3. Es decir, si a ps le asociamos otros dos puntos de P’ como a p1, los puntos que le
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corresponden son p; y ps.

Por lo tanto, la construccién anterior parte a P’ en cuatro conjuntos con las propiedades
deseadas.
O

En el caso particular en que P’ = P los conjuntos P; son: P; = {(0,0),[1:0:0][0:1:
0]}77)2 = {(17 1)7 (j7j2)7 (327J)}7P3 = {(1>]a )7 (]7 1)7 (j2>j2)} y 734 = {(17j2)7 (]7])7 (j27 1)}

Proposicién 4.1.1. Sean C', P; = {p1, p2, p3} como en el lema 4.1.1. Entonces existe
un automorfismo T de CP? tal que T(C') = C (i.e. T(L') = L, T(P') = P) y ademds
T(P;)={[1:0:0],[0:1:0];[0:0:1]}

Demostracion. Como los puntos de P; no son colineales, podemos encontrar coordenadas de
tal forma que: py =[0:0: 1] p2 =[0:1:0] p3 =[1:0:0]. En estas coordenadas y en la car-
ta affn z = 1, las rectas por po = [0 : 1 : 0] son de la forma = = a1, & = aa, x = a3 y las que
pasan por p3 = [1 : 0: 0] son de la forma y = by, y = b, y = bs. Asi, las tres rectas restantes
(las que pasan por p; = [0: 0 : 1]) tienen la forma y = az, y = Sz, y = ya y los nueve pun-
tos restantes de P’ son (a1, b1) (a1,b2) (a1,bs) (az,b1) (az,bs) (az,bs) (as,b1) (as,be) (as, bs)

Reordenando los indices, podemos suponer que (a;,b;) € {y = az}, i =1,2,3. i.e. Z— =
o, 1=1,2,3. '

Supongamos que (a1, bs) estd en la recta {y = Sz }. Veamos qué otros puntos de P’ estan
en {y = Bz}. Notemos primero que estos puntos no pueden tener en su primera entrada a a;
y en la segunda entrada no pueden tener a by, como ademés, (a3, b3) ya estd en {y = ax},
las tinicas posibilidades son: (a2, b3), (az,b1) v (as,b1). Pero (az,bs) v (az,b1) no pueden
estar ambos en {y = Sz}, asi que forzosamente, (a3, b1) € {y = Bx}. De manera andloga,
(ag2,b1) v (as,b1) no pueden estar ambos en {y = Bz} y entonces (as,bs3) € {y = Bzx}.

Por lo tanto, (a1,b1), (ag,b2), (as,b3) € {y = az}.
(a1,b2), (az,b3), (as,b1) € {y = Br}.
(a1,b3), (az,b1), (as,b2) € {y = yz}.

Y entonces, tenemos las siguientes relaciones:

bbb b bbb b b
a a2 as T az as T az as
Lo anterior implica que a® = 83 = ~3 y asf, g I son raices ciibicas distintas de la unidad,

digamos j y j2 respectivamente.

Por tltimo, veamos que (a1, az,a3) = a1(1,4,5%) y (b1, b2, b3) = aayi(1,7,52):

b bs
- o o 9 v -
iy =ar =iy, =d2, G =a1 =013, = d3.
az as

Y como % =ai=1,2,3
T
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by = a1, by =aas = aaij, by = aas = aaij’.

Y asi, finalmente, T([z : y : z]) = [a;'® : (aa1)"'y : 2] cumple las condiciones de la
proposicién.
O

De la proposiciéon anterior se siguen los siguientes dos corolarios:

Corolario 4.1.1. Dados dos conjuntos P; # Py, existe un automorfismo S de CP? tal que
S(C") =C"y S(P;) = Pe.

Demostracion. Por la proposicién 1, existen dos automorfismos R,T de CP? tales que,
RC)=C=TC)y RP;)) ={[1:0:0],[0:1:0],[0:0:1]} = T(Px). Entonces, el

automorfismo buscado es: S =771 o R.
O

Corolario 4.1.2. Dados p;,p; € P’ existe un automorfismo S de CP? tal que S(C') =C' y
S(pi) = pj-

Demostracion. Primero, observemos que en la transformacién que encontramos en la pro-
posicién 1, podemos escoger las imégenes de los puntos de P; como queramos. Entonces,
basta que en la proposicién 1 tomemos R, T de tal manera que R(p;) =T(p;) =[1:0:0]y
entonces S = T~ ! o R es el automorfismo que necesitamos.

O

4.2. La familia de grado 4.

Como ya habiamos mencionado, la familia de grado 4 deja invariantes a todas las rectas
de C. Usando la invarianza de las rectas {z = 1}, {z = j},{z = i*}, {y = 1}, {y = j}, {y =
3%} {y = 2}, {y = ja}, {y = j2x} obtenemos una ecuacién diferencial de la forma:

@ = (2% — 1)(ag + ar0x + a1y + az0x” + a112y + ap2y®)
§ = (y> = 1)(bo + brox + bory + box® + brizy + bo2y?).
Como el origen es punto singular, ag = by = 0. Y como la foliacién es de grado cuatro,

las partes homogéneas de grado cinco de & y la de g son de la forma xg(z,y) y yg(z,y)
respectivamente. Asi:

. 5 4 5 2 4 3 2 2
T =4 agr’ +anr’y + apr’y” =+ x(agr” + a112°y + apr"Y”)

y=---+ b20x2y3 + b11$y4 + b02y5 =+ y(b20x2y2 + bllmyg + b02y4).

Por lo tanto, asg = a11 = b11 = bge = 0 y age = byg = b. Usando lo anterior, nuestra
ecuacién adquiere la formas:

i = (2° — 1)(aroz + ao1y + by*)
§ = (y* — 1)(brox + bory + ba?).
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Ahora usaremos la invarianza de las tres rectas restantes.
Siy=a:

. df:l/ . biox + borx + bx?
dr ajor + agrx + ba2

= (a10 + ap1)z = (bio + bo1)z

1

= a10 + ao1 = bio + bo1. (4.2)

De manera anéloga, en y = jx:

. dy  (bio + borj)x + ba?
dz (a0 + aorj)r + bj?a?

= a10j + ao1j> = bio + bo1J. (4.3)

Por 1ltimo, al evaluar en y = j2x obtenemos:

a10j° + ao1j = bio + bo1j°. (4.4)
Sumando (4.2), (4.3), (4.4) y recordando que 1+ j + j2 = 0:

(1+j+j%)(a10 + ao1) = 3bio + (1 + j + j°)bo
= b1g = 0.
Y sustituyendo en (4.2), bpy = a1p + ao1, e insertando esto en (4.3):
a10j + ao1j* = (a10 + ao1)j
= ap1j” = ap1j
= ag1 = 0.

Y de (4.2) nuevamente:

aig = b01 = a.

Usando todo lo anterior la ecuacién se ve como:

i = (2% = 1)(az + by?)
§=(y° = 1)(ay + bz?).

Y al dividir por a y hacer a = —g:

(4.5)

Osia=0:

(4.6)
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A la foliacién generada por la ecuacién (4.5) la denotaremos por F, y a la que es gene-
rada por (4.6) la denotaremos Fo.

Terminaremos esta seccién con un lema que nos facilitarda muchos calculos en el futuro:

Lema 4.2.1. Sea S un automorfismo de CP? tal que S(C) = C. Entonces S*(Fu) = Fp
para alguna € C.

Demostracion. Como el grado de la foliacién no depende de la carta, S*(F,) también es una
foliacion de grado cuatro que deja invariantes a las nueve rectas de la configuracion y por lo
tanto se puede escribir como aquella generada por los campos vectoriales (4.5) 6 (4.6). O

4.3. Los puntos singulares de F,.

En esta seccién estudiaremos los puntos de singulares F,. Por la construccién, cada
ecuacién de la familia es de grado cuatro y por lo tanto tiene 21 puntos singulares contan-
do multiplicidades. Veremos que si ¢ {1, 7,52, 00} entonces los 21 puntos son distintos y
entonces son no degenerados mientras que si o € {1,, 52,00} sélo los 12 puntos de P son
puntos singulares, de los cuales, 9 son no degenerados y los tres restantes estdn en uno de
los subconjuntos P; del lema 1.

Primero, obervemos que los 12 puntos de P son puntos singulares de F,, ya que por
cada uno de ellos pasan 3 rectas invariantes de la foliacién. Como cada recta de L tiene 4
puntos de P, cada recta tiene al menos 4 puntos singulares, y como la foliacién es de grado
cuatro, cada recta invariante tiene, contando multiplicidades, 5 puntos singulares.

((La) (U, ai?) | (% aj)

y=3" 1 (L7 | (G52 | G757 | (a4, 5°)

y=7J (Lj) (]7.7) (]2?.7) (Oéj2,j)

y=110GYH [ GY | %) | (o]
rz=1

=7 T=7

Cuadro 4.1: Algunos puntos singulares de F,.

La tabla anterior muestra 4 puntos singulares de 6 rectas de la configuracién. En las
rectas y =cte, el quinto punto singular es [1: 0 : 0] y en las que x =cte, el quinto punto es
[0:1:0]. En total, llevamos 17 puntos singulares.

En las tres rectas restantes, el quinto punto singular es (1, 1) € {y = z}, (%, %) e{y=

a’«a
jzty (%, i) € {y = j2x}. Si a estos 20 puntos le afiadimos el origen, que también es punto
singular, tenemos los 21 puntos singulares de F,.

Los 21 puntos singulares en el caso « ¢ { 1,7, 2 00 }.

Observemos que si a ¢ {1, 7,42, 00}, los 21 puntos singulares son distintos y por lo tanto
no degenerados. Asi, la parte lineal del campo vectorial en estos puntos tiene dos valores
propios (A1, A1) distintos de cero. Como veremos a continuacion, en este caso, los 21 puntos
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singulares son linealizables. Analizaremos primero los 12 puntos de la configuracién y luego
los 9 puntos singulares restantes.

Por cada punto de P pasan tres rectas invariantes de F,, entonces, en estos puntos te-
nemos que A; = Aqo. Por lo tanto, en estos puntos singulares no hay resonancias (ver seccién
2.5) y los valores propios estdn en el dominio de Poincaré. Entonces, por el teorema de
linealizacién de Poincaré, la ecuacion es linealizable en una vecindad de cada uno de estos
doce puntos. Lo anterior quiere decir que en una vecindad del punto singular y utlizando
coordenadas adecuadas, la ecuacion se lee como )\(ua% + ’u%) y entonces, ¢ es una primera
integral meromorfa de la ecuacién en una vecindad de cada punto de P.

Denotemos por ¢;(a) i = 1,...,9 a los otros nueve puntos singulares. La parte lineal del
campo que representa a J, en el punto singular ¢; (@) := (1, a) es:

(—?;S(;3aj )1) a30— 1)

Asi, en este punto, Ay = —3\s. Haciendo un céalculo similar, podemos ver que en los otros
ocho puntos singulares los valores propios de la parte lineal cumplen esta misma relacion,
pero también podemos usar una transformacién proyectiva que lleve la recta de la configu-
racién donde se encuentra el punto singular en cuestién a la recta z = 1 y que ademas fije a
la configuracién ya que el lema 4.2.1 nos asegura que la nueva foliacién también pertenece
a la familia de grado cuatro.

Por ejemplo, si ¢;(a) estd en larecta {x = j} 6 {x = j?} las transformaciones proyectivas
(r,y) = (5%z,y) v (z,y) = (jx,y) respectivamente cumplen lo deseado. Si ¢;(a) estd en
una recta de la configuracién que pasa por (0,0), a las transformaciones anteriores les ante-
ponemos una transformacién como las del corolario 2, que intercambie (0,0) con [0: 1 : 0]
y fije a la configuracién (cualquier transformacién que intercambie (0,0) con [0 : 1 : 0] lleva
las rectas por el origen en rectas {y = cte}), y si ¢;(«) estd en una recta de la configuracién
{y = cte}, hacemos lo mismo pero ahora intercambiando a los puntos [1: 0:0] y [0:1:0].

Como los valores propios en cada uno de estos nueve puntos cumplen A\; = —3\, los
valores propios estan el dominio de Siegel y por ende, no podemos usar el teorema de
linealizacién de Poincaré. Sin embargo, la ecuacién también es linealizable en una vecindad
de estos puntos. Para ver esto primero haremos unas definiciones que utilizaremos a lo largo
de este capitulo:

Notacion 1.

1. Llamemos M a la variedad que obtenemos de explotar y resolver los 12 puntos singu-
lares de P y denotemos por II1: M — CP? al mapeo que resuelve las singularidades.

2. F,, serd la foliacién en M inducida por Fy, i.e. II*(F,) = F,

o

3. D; va a ser el divisor asociado a p; € P i =1,...,12. D; = II7(p;).



4.3. LOS PUNTOS SINGULARES DE F,,. 39

4. Para cada l; € £ denotaremos por [; = II-1(1; \ {pi1, pi2, pi3, Pia}), donde p; k =
1,...,4 son los cuatro puntos de P que estan en ;.

y2)\

Jy
l; P2 qrp

b1

Figura 4.2: Explosion de los cuatro puntos singulares en una recta invariante de la folia-
cion F,. Las tres hojas que pasan por cada divisor D; se corresponden con las tres rectas
invariantes por cada punto p; que explota II.

Ahora si, como los 12 puntos singulares de P son radiales, al explotar no obtenemos
nuevos puntos singulares en los divisores, asi, .7-:a solo tiene un punto singular en l;, a saber
T~ (gi()) := Gi(a). Por lo tanto, I; \ §i(), es una hoja de F,, que es biholomorfa a C y
entonces la holonomia de esta hoja es la identidad y por un teorema de Mattei-Moussu' ver

[6, teorema 2 p. 482] F, es linealizable en una vecindad de g;(c).

Como II es un biholomorfismo en una vecindad de g;(«), F, también es linealizable en
una vecindad de este punto y en coordenadas adecuadas se ve como Bu% — va% y por lo
tanto, v3u es una primera integral en una vecindad de g; ().

Podemos resumir todo lo anterior en la siguiente proposicién:

Proposicién 4.3.1. Si a ¢ {1,4,j%,00} entonces los 21 puntos singulares de F, son no
degenerados. Los 12 puntos de P son radiales con primera integral meromorfa local & = cte.
Los otros 9 puntos singulares son de tipo silla y tienen una primera integral holomorfa local
de la forma v3u = cte.

Los 21 puntos singulares en el caso « € { 1,7, j2 00 }.
Cuando « € {1, 7,52, o0} los 9 puntos singulares que no estdn en P degeneran en 3 puntos.

Para a = 1:
(1, ), (e, 1), (l, l) = (1,1).
o
G0, (0.7 (L, 2) 5 G2,
a
1Sea X un campo vectorial con dos valores propios A1, A2 # 0 tales que i—; ¢ C\ RT. Entonces X es

linealizable si y sélo si el grupo de holonomia de una hoja de la foliacién determinada por el campo vectorial
X es linealizable.
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2 2 J* 2
(j ,Oé]),(Oé] a])7(gaa)4)(.7 a])'

Para a = j:

Para a = j2:

Para oo = oot

(L, @), (4, 5%), (% ej) = [0: 1: 0.

(@, 1), (s, 4), (g, 5*) — [1:0: 0],

L) S )

Por lo tanto, si a € {1,4, 52,00}, F, tiene 12 puntos singulares, a saber, los 12 puntos
de P. Y el andlogo a la proposicién 4.3.1 es la siguiente proposicion:

Proposicién 4.3.2. Si a € {1,],j% 00} las singularidades de la foliacién F, son los 12
puntos de P, 9 de ellos son de tipo radial y los otros 3 estin contenidos en alguno de los
conjuntos P; de la proposicion 1. Ademds, la foliacion tiene una primera integral racional
H, = % donde P, y Qo son producto de 3 lineas de L. Estas lineas las podemos escoger
de la siguiente manera, si p1,p2,p3 € P; son las singularidades de F, que no son de tipo
radial, sean ly, by, ls, las rectas de L que pasan por alguno de estos 3 puntos y ly, ls, lg, rectas

de L que pasan por algin otro de esos 8 puntos, entonces H, = ﬂzﬁz




4.4. LA TRANSVERSALIDAD DE LAS DISTINTAS FOLIACIONES. 41

Demostracion. La tnica parte de la proposicion que falta demostrar es que F, tiene una
primera integral racional. Primero observemos que si S es una transformacién proyectiva
como las del corolario 4.1.1, por el lema 4.2.1, S*(F,) = F5 y ademés 3 € {1, j, j2, 0o} pues
en caso contrario S*(F,) tendria 21 puntos singulares mientras que F, tiene solamente 12
puntos singulares.

Por la observaciéon anterior, basta encontrar una primera integral para F., y después
jalar esta integral a las demas foliaciones.

3 . .2 2 2
_y-1 _ (w-D(y=4d)y=5’) _ P dHe _ dP _ dQ _ 3y°dy _ 3zdx _
Sea H., = = oD = O Entonces, oo - 0 = yio1 231

W[(ﬁ — 1)y?dy — (y® — 1)z%dz]. Por lo tanto, Hs es una primera integral de Fuo

vasi, Ho—1y % — 1 también son primeras integrales de Fo:

D)
GRS
g1 WD —jnly—j )
(= 1)@ —j)=—j?)
1 o)y — )y — %)
He (v =Dy =)y -2
En la primera de las integrales los puntos que se escogieron son [1:0:0] y [0:1:0], en
la segunda se escogieron (0,0) y [0:1:0] y en la dltima (0,0) y [1:0:0]. O

Con la proposicién 4.3.1 podemos probar que la familia de grado cuatro cumple el primer
inciso del teorema principal .

En efecto, el conjunto A que le quitaremos a C para que la familia tenga singularidades
no degeneradas de tipo analitico fijo es A = {1,4,5%,00}. La tabla 4.1 muestra que las
singularidades de F, se pueden escribir como funciones holomorfas p;: C\ A — CP? y
las primeras integrales que se obtuvieron en la proposiciéon 4.3.1 muestran que los puntos
singulares p;(s),p;(t) son localmente analiticamente equivalentes.

4.4. La transversalidad de las distintas foliaciones.

La siguiente proposicién nos brinda informacion de como se intersecan hojas de distintas
foliaciones de M que son inducidas por (Fo),cz v I: M — CP2, pero antes, recordemos
parte de la notacién que se us6 antes de la proposicion 4.3.1.

1. Llamemos M a la variedad que obtenemos de explotar y resolver los 12 puntos singu-
lares de P y denotemos por II: M — CP? al mapeo que resuelve las singularidades.

2. F,, seré la foliacién en M inducida por Fy, i.e. II*(F,) = F,

.
3. D; va a ser el divisor asociado a p; € P i = 1,...,12. D; = [T~ (p;).

4. Para cada [; € £, en el conjunto de las nueve rectas que deja invariante toda foliacion
de la familia, denotaremos por /; al transformado estricto bajo II de la recta l;. Es

decir, I; = TI=1(l; \ {pi1, pi2; Di3, Pia}), donde p;; k = 1,...,4 son los cuatro puntos de
P que estan en [;.
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Proposicién 4.4.1. Si o # 3 entonces las foliaciones ]-:a Yy .7-:[, se intersecan transversal-

mente afuera del conjunto L=1U---Uly.

Demostracion. Para demostrar la proposicién vamos a usar las expresiones (4.5) y (4.6)
para mostrar la transversalidad en aquellos lugares donde la transformacién I1: M — CP?
lo permita. En los lugares donde no podamos hacer esto (los divisores que obtenemos al
explotar los doce puntos) vamos a usar las cartas de la explosién para mostrar que las
foliaciones se cortan de manera transversal. Supongamos que «, 8 # oo, primero probaremos
que las foliaciones fa, F 5 son transversales afuera del conjunto £U Dy U---U Dy5. Como IT
es un biholomorfismo fuera de D; U- - -U Dj2, basta demostrar que F,, Fg son transversales
afuera del conjunto l;U. . .Ulg. Si usamos los campos vectoriales que generan a las foliaciones
y calculamos su determinante obtenemos:

PoQp — P3Qa = (B — o) (2® = 1)(y* — 1) (y° — 2°).

Todavia nos hace falta probar que son transversales en la recta al infinito. Usando el
corolario 4.1.1 podemos encontrar un automorfismo S de CP? que mande a los puntos
[1:0:0],[0:1:0] a otros dos puntos de P pero que estén en la parte finita y por lo tanto
la recta al infinito ahora estd en la parte finita. Como las transformaciones que fijan a la
configuracién cumplen S*(F,) = F,, el célculo anterior muestra que las foliaciones también
son transversales en la recta al infinito.

Resta ver que ]-:a, ]-:5 también son transversales en DqU- - -UD12\£~. Como por cada punto
p; € P tenemos un divisor D;, si usamos el corolario 4.1.2 sélo tenemos que ver que fa, F 5
son transversales en uno de los doce divisores, usemos D; = II7*(p; = (0,0)). Si explotamos
el origen usando la carta (u,z) en la cual II(u,x) = (x,ux), las tres rectas de £ que pasan
por el origen (y = x,y = jx,y = j2r) se transforman en las rectas u = 1,u = j,u = j2, el
divisor D; queda descrito por z = 0 y el campo vectorial que genera a }:a en esta carta es:

o= a(u® —1) + zhy(u, x)
& =14 xha(u,x).

donde h; y ho son polinomios. Por lo tanto en el divisor D; las pendientes de ]-:a,]-:ﬁ son

% =au®-1)y ?TZ = B(u® — 1) respectivamente; esto quiere decir que las foliaciones son

transversales en D; \ £ (si usamos la otra carta, en la cual II(y,v) = (vy,y), obtenemos un
resultado andlogo).

Cuando 8 = oo procedemos de manera analoga, en los lugares donde II es un biholomorfismo
tenemos:

PorQoo - PooQa = (Id - 1)(y3 - 1)(563 - yS)’

este determinante solo se anula en las nueve rectas que dejan invariantes ambas foliaciones
y por lo tanto las foliaciones son transversales fuera de los 12 divisores y las nueve rectas
invariantes. Al explotar el punto (0,0) y usar la misma carta (u,x) que antes, la foliacién
Foo esta generada por el campo vectorial,

a=u’—1

i =—(2* — e
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Esta tltima expresién muestra que el punto (0,0) es un punto no dicritico pues el divisor
Dy es invariante para la foliacién F., mientras que para la foliacién F,, el punto (0,0) es
dicritico y por lo tanto las foliaciones son transversales. O

zj (proposicién 4.3.2), si usamos
coordenadas homogéneas, las hojas de la foliacién quedan descritas por L. = {y® — 2% —
c(z® = 23)}. Parac=0, L. = {(y — 2)(y — j2)(y — j>2) = 0} y entonces el punto [1 : 0 : 0]
es un punto singular. Si ¢ = oo, L. = {(z — 2)(z — j2)(x — j%2) =0} y asi, [0 : 1 : 0] es un
punto singular. Para ¢ =1, L. = {(y — z)(y — jz)(y — jz) = 0} y entonces [0 : 1 : 0] es otro
punto singular. Para todas las demds ¢ € C\ { 0,1}, de acuerdo al ejemplo A.2.1 la hoja L,
es topoldgicamente equivalente a un toro.

La foliacién F_, tiene por primera integral a Hy, =

Observemos que los doce puntos singulares radiales estan contenidos en las curvas de nivel
singulares de H,, por lo tanto, si consideramos la funcién h = Hy, oIl: M — C y tomamos
un valor regular ¢ € C\ (0,1,00) de la funcién H., entonces h=1(c) es topoldgicamente
equivalente a un toro.

Observacién 4.4.1. El conjunto h=1(1) estd formando por el divisor D; que resulta de
explotar el punto (0,0) y el transformado estricto bajo II de las rectas { (y — x)(y — jz)(y —
j2r) = 0}. En efecto, H '(1) = { (y — x)(y — jx)(y — 7%x) = 0} y como se vio al final de la
proposicién 4.4.1 el divisor D es invariante para la foliacién -7':00 y este divisor se proyecta
bajo IT al punto (0,0) € H_'(1). Los otros puntos singulares que explota la transformacién
IT y que estdn en las rectas { (y — z)(y — jx)(y — j2x) = 0} son puntos singulares radiales
(ver proposicién 4.3.2) y por lo tanto al explotar estos puntos, las hojas de la foliacién ]-:OO
cortan de manera transversal a los divisores correspondientes y asi, los divisores asociados a
estos puntos singulares no estdn contenidos en h~1(1). De manera anéloga h=1(0) y h~1(c0),
(cada uno de ellos) estd formado por otro divisor junto con el transformado estricto de otras
tres rectas que deja invariante cualquier foliacién de la familia. Es decir, h=1(0,1,00) =
D1 U Dy U D3 UY_, I;, donde Dy, D, D3 son los divisores que se obtienen al explotar los
puntos (en coordenadas homogéneas) [0: 0 : 1][0 : 1: 0][1 : 0 : 0] respectivamente y I; es el
transformado estricto de alguna de las nueve rectas que deja invariante cualquier foliacién
F,, de la familia.

D3

Dy

Figura 4.3: Los divisores en la explosién de la foliacién Fn.
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SiV=M\h"10,1,00) y Q=C\{0,1} entonces h: V — Q satisface las hipétesis del
lema 2.3.1 y por lo tanto, (V,h,) es un haz topolégico con fibra T isomorfa a un toro.
Como F, es transversal a Foo, si fijamos una fibra no singular T, = h~'(a) obtenemos el
grupo de holonomia global G, de T, asociado a la foliacién Fo y al haz fibrado (V,h,Q)
(ver seccién 2.3). Como el grupo fundamental de @ = C\ {0, 1} esta generado por dos lazos
Y1 ¥ 72, el grupo de holonomia global G, estd generado por dos elementos f, y go. Antes
de continuar veamos quién es la fibra de este haz topolédgico.

Proposicién 4.4.2. Sea (V,h,Q) el haz topoldgico de arriba, si T' = Z @ jZ entonces,
h=Y(a) ~ C/T.

Demostracién. Si fijamos una foliacién F, ,como el grupo fundamental de Q estd generado
por dos elementos 71, 2, entonces el grupo de holonomia G, estd generado por dos biholo-
morfismos fy, gq: Ty — Ty. La foliacion F, s6lo tiene nueve puntos singulares y de manera
local, alrededor de cada uno de estos puntos, la foliacién estd generada por el campo vec-
torial 3“&% - v% (proposicién 4.3.1). Asi, la transformacién de holonomia asociada a la

separatriz local {v = 0} es v — e%v = ju y tiene orden tres. Si tomamos a T, como una
transversal a la separatriz local {v = 0}, entonces f2 = g3 = Id y tanto f, como g, fijan un
punto. Un toro que tenga un automorfismo con las propiedades anteriores es biholomorfo a
C/T donde ' = Z & jZ} (ver apéndice B). O

4.5. El grupo de holonomia global de F,.

Para probar que una foliacién F,, tiene una primera integral racional vamos a usar agunas
propiedades del grupo de holonomia global que se construyé en la seccién anterior. En esta
seccién probaremos algunas propiedades de este grupo.

Lema 4.5.1. Sea G, el grupo de holonomia global asociado al haz fibrado (V,h,Q) y la
foliacion F,. Entonces en una carta adecuada de C, G, estd generado por fo(z) = jz y

gal2) = 2 + A(a).

Demostracion. Sifijamos coordenadas de una cubierta universal P: C — T, entonces en esta

cubierta, fo(z) = jz+ a(a) y go = jz + b(a) (ver apéndice B). Notemos que zp(«) := 'i(faj)
es un punto fijo de f,, por lo tanto, si kq(2) = 2 + zo() entonces k! o f, 0 ko(z) = jz. En
estas nuevas coordenadas, k' 0 g, 0 ko(2) = jz + b(a) — a(a) = jz + A(a). O

A continuacién veremos cémo se ve un subrgupo de biholomorfismos de C/I" generado
por dos elementos f(z) = jz y g(z) = jz + A.

Proposicién 4.5.1. Sea G un subgrupo de biholomorfismos de C/T" generado por f(z) = jz
y g(z) = jz+ A, entonces G = {jiz+ A; i € {0,1,2}, d € Z & jZ}.

Demostracion. Si G1 = {j'z + A;i € {0,1,2},d € Z @ jZ}, es claro que G C G;. Para
demostrar que G; C G basta ver que z + A y z 4+ jA estdn en G pues en este caso, si
d=m+ jn tenemos que p(z) =z+dA=z4+(m+nj)A=z+mA+njAcGysiapule
anteponemos f y f2 obtenemos las transformaciones jz + dA y j2z + dA respectivamente.
Asipues, go f2=j(j?2) + A=2+ Ay fogo f=j(j*2+ A) =2+ jA O

Las siguientes equivalencias nos van a ayudar a probar la existencia de primeras integrales
racionales.
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Corolario 4.5.1. Sea G un grupo como el de la proposicion anterior, entonces son equiva-
lentes:

1. G es finito.
2. G tiene drbita finita en C/T.
3. Existe n € N tal que nA € I

Demostracion. 1 = 2. Es claro.

2 = 3 Sea u(z) = 2+ A, fijemos 2y € C/I" y consideremos al conjunto {zo, 11(20), u%(20), - - . }-
Como la érbita de zg es finita tienen que existir m,n € N, m < n tales que u™(zg) = pu(z)"
(mod T). Esto quiere decir que mA = nA (mod T') y por lo tanto (n —m)A € T

3 = 1. Para probar este tlitmo inciso y para uso posterior, vamos a calcular explicitamente
el nimero de elementos de G. Sea k € N el natural mas pequefio que satisface kA € T' y
w(z) = j'z +dA € G, encontraremos una manera equivalente de escribir a u. Si d = (p+7jq)
y dividimos a p y ¢ entre k obtenemos p =ka+py q¢q=kb+ ¢ con 0 < p,¢ < k y entonces
podemos escribir a 1 como u(2) = j+k(a+jb) A+(p+jG)A; médulo T, k(a+jb) A = 0, puesto
que kA € T por lo tanto, u(z) induce la misma transformacién que fi(z) = j'z + (p + jG) A
y ademds 0 < p, G < k. Lo anterior quiere decir que toda transformacién u(z) = jiz +dA la
podemos escribir con una d = m+jn tal que 0 < m,n < k. Con esto no es dificil convencerse
de que G tiene 3k? elementos. O

Si L es una hoja de la foliacién Fl,, a # 00, la construccién del grupo de holonomia global
(ver seccién 2.3) nos asegura que la funcién h: L\h='(0,1,00) — C\{0,1} es una aplicacién
cubriente. Para ver bajo qué condiciones la hoja L = H(E) es algebraica, vamos a necesitar
una expresion local de la funcién h: L — C alrededor de los puntos p € LN h=1(0,1,00).

Lema 4.5.2. Sea L una hoja de la foliacion F,, o # 00 que no pasa por ninguno de los nueve
puntos silla §;(«) de la foliacion, entonces, alrededor de cada punto p € LNh1(0,1,00)
existe una carta local z alrededor de p tal que en esta carta la funcion h: L — C adquiere
la expresion h(z) = 1+ 23,

Demostracién. Como hemos venido haciendo, basta probar la afirmacién parap € h=1(1) =
D, U l1 U 12 U 13 (ver observacién 4.4.1) y despies usar el corolario 4.1.2 v el lema 4.2.1
para ver que la afirmacién también es vélida en cada punto del conjunto LNnh™ Lo, 00).
Como la hoja L no pasa por ninguno de los nueve puntos silla ¢; € [l; y las rectas [;

son invariantes para la foliacién F,,, entonces L N h~'(1) € D;. Usando la carta (x,u)
uda®—1
z3—1

de M en la cual II(z,u) = (z,uz) tenemos que h(z,u) = Hy o II(z,u) =
hz,u) —1 = 2(73‘71
interseca de manera transversal al divisor D; (proposicién 4.4.1) podemos parametrizar a L
alrededor de p € LNh~!(1) con una funcién = +— (z,u(x)) donde u: (C,0) — C es holomorfa.
a? (U(r))sfl)

y asi,

En esta carta el divisor D; queda descrito por {x = 0} y como L

Asi, h—1: L - C adquiere la expresion h(z,u(z)) —1 = alrededor del punto
p. Como u(0) ¢ {1,7,5%} pues estos valores de u se corresponden con las intersecciones
del divisor D; con las rectas l“ concluimos que la funcién A — 1: L — C tiene orden tres
alrededor del punto p € LNh™ 1(1) y por lo tanto existe una carta coordenada z alrededor

de p € L tal que, h(z) =1+ 2°. O

Proposicién 4.5.2. Sea G, = (jz,jz+ A(a)) el grupo de holonomia global asociado a F,,
entonces son equivalentes:
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1. F, tiene una primera integral racional.
2. F, tiene una hoja algebraica que no estd contenida en las lineas invariantes de L.
3. Existe un natural n € N tal que nA(a) €T

Demostracion. 1 = 2. Es claro.

2 = 3 Sea L una hoja algebraica de F, que no estd contenida en las lineas de L. Por el
teorema de Bézout tenemos que L N H~!(a) es un conjunto finito. Si L es el transformado
estricto de L (i.e. L = II-1(L\ P) donde P son los puntos que explota II-1), entonces
LNT, es un conjunto finito pues 7T, = I-*(H"(a)), pero L NT, es una érbita de Gy y
por el corolario anterior, existe n € N tal que nA(«a) € T

3 = 1 Sea L una hoja de F, tal que II(L) no estd contenida en las nueve rectas de la
configuracién y tampoco pasa por los nueve puntos silla ¢;(«), veremos que podemos cubrir a
L con una cantidad finita de abiertos relativamente compactos y por lo tanto Les compacta.
Por el lema anterior, en cada punto p; € L N h=1(0,1,00) existe una bola B; tal que h(B;)
es abierto en C y como h: L\ h71(0,1,00) — C\ {0,1} es una aplicacién cubriente,
para cada punto # € L\ h~1(0,1,00) existe un abierto U, relativamente compacto tal que
h(U,.) es abierto en C. Los conjuntos h(B;) y h(U,) forman una cubierta abierta de C
as{ que podemos extraer una subcubierta finita { V; } (donde V; = h(U,) 6 V; = h(By)). Por
hipétesis G, tiene 6rbita finita en C/T asi que existe un m € N tal que #L N h~1(b) < m
para toda b € C\ {0,1,00} (ver observacién 2.3.1). Por continuidad lo mismo sucede con
las intersecciones de h=1(0), h=1(1) y h~'(oc) con L. Asi, para un conjunto abierto V;, V; =
h(U.), h~1(V;) estd formado por un ntimero finito de abiertos relativamente compactos
y por lo tanto h~%(V;) también es relativamente compacto. Los conjuntos A~1(V;) junto
con las bolas B; que son un ndmero finito, forman una cubierta finita de L por abiertos
relativamente compactos. Como la hoja L no pasa por puntos singulares es una superficie
de Riemann compacta y por lo tanto algebraica (ver [5, teorema 1.9 pp. 171]) y por lo tanto
la hoja L = II(L) de la foliacién F, es algebraica. Como la foliacién F, tiene un infinidad
de hojas algebraicas, tiene una primera integral racional (teorema 3.3.2). O

4.6. El grado de la primera integral de F,.

En esta seccién veremos que existe un subconjunto denso E de pardmetros o € C tal
que si a € F, entonces la foliaciéon F,, tiene una primera integral racional. En caso de que
dicha primera integral exista sabemos que el grupo de holonomia global G, de la foliacion
Fo = II*(F,) es finito (proposicién 4.5.2 y corolario 4.5.1). Vamos a acotar por abajo el
grado de la primera integral en términos de la cardinalidad del grupo de holonomia global
y mostraremos que para una natural kg fijo, los parametros a € E tales que la primera

integral de la foliacién F, es de grado menor que kg, forman un subconjunto finito.

Por la proposicién 4.5.2 sabemos que la foliacién F, tiene primera integral racional si y
solo si existe n € N tal que nA(«) € Z® jZ =T, donde g,(z) = jz+ A(a) es uno de los dos
generadores del grupo de holonomfia global G,. La condicién nA(«) € Z @ jZ es equivalente
a que A(a) € Q @ jQ. El conjunto A(a) € Q @ jQ es un subconjunto denso del toro C/T".
Veremos que la funcién A: C — C/T es holomorfa, no constante y por lo tanto localmente
abierta. Esto implica que la preimagen de Q @ jQ bajo A, es densa en C. Asi pues, vamos
a estudiar algunas propiedades de la funcién A: C — C/T.
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Primero veamos que A: C — C/I' es holomorfa. La transformacién g, = jz + A(«a)
estd generada por un lazo v € 71 (C\ {0,1}, a). Si fijamos este lazo obtenemos una funcién
®,:CxT, = T,, donde T, = h™'(a) ~ C/T" es una transversal a todas las foliaciones
F., a € C. Esta funcién estd definida como . (a0, p) = ga, esto quiere decir que para a € C
fijo, @ (e, z) = jz+ A(a) es uno de los dos generadores del grupo de holonomia global G,,.
Como las soluciones de la ecuacion diferencial que genera a cada una de estas foliaciones en
una vecindad de cada punto dependen de manera holomorfa de las condiciones iniciales y
del pardmetro « (teorema 2.1.1), tenemos que A(«) es holomorfa.

_ Para ver que A(a) es no constante veremos que los grupos de holonomia de las foliaciones
Fo y Fi tienen distinto nimero de elementos y por lo tanto A(0) # A(1).

Por la proposicién 4.3.1 tenemos que

I () [ ) B )
@=y—-i"y—jr) @

es una primera integral racional de Fj. Por el teorema de Bézout tenemos que {p; = 0}
interseca a {¢1 = 0} en nueve puntos y cada uno de estos puntos estd en todas las curvas
de nivel de Hy. Con un razonamiento similar, la curva de nivel H'(a) = II(T,) siempre
pasa por los nueve puntos de interseccién de {poo = > — 1 = 0} ¥ {goo = 2° — 1 = 0}.
Con esto no es dificil convencerse (ver figura 4.1) que H; '(c) interseca a H'(a) en los seis
puntos (1,5), (1,52), (5,1), (4,7), (72, 1) y (52, 52). Asi, de los nueve puntos de interseccién de
H;'(c) y HZ'(a), sélo tres de ellos no son alguno de los doce puntos que explota la trans-
formacién I1: M — CP2. Las intersecciones en cada uno de estos seis puntos es transversal
y entonces, al explotar, estas intersecciones desaparecen y por lo tanto el transformado es-
tricto de H; '(c) bajo II (que es una hoja de la foliacién F;) interseca a T, = II" 1 (HZ!(a))
en tres puntos. Esto implica que el grupo de holonomia global G sélo tiene tres elementos
y asi f1(z) = g1(z) = jz. Por lo tanto, A(0) = 0.

A continuacién veremos que A(0) # 0 (mod I'). Notemos primero que

333(?/3 - 1) Po
Ho(e,y) = 2 —2 =20
@) = 5D " g

es una primera integral racional de Fy. En efecto,
g dHy = qodpo — podqo = 32°y*[z(a® — 1) dy — y(y* — 1) dx].

La recta {x = 0} que es parte de la curva de nivel cero de Hy corta a Hoo(a) en tres
puntos (0, y), donde y1, Y2, y3 son las raices de a = y3 — 1. H(;l(O) tiene multiplicidad tres a
lo largo de la recta {x = 0} asf que para b cercana a 0, Hy ' (b) interseca a H'(a) en nueve
puntos pues cada uno de los puntos de interseccién (0,yg), al variar b, se separa en tres
puntos cercanos a (0,y) v ademds, para b suficientemente pequena ninguno de estos nueve
puntos coincide con los puntos que explota II. Por lo tanto, al explotar, el transformado
estricto de H, ' (b) interseca a la tansversal T, = h~!(a) en al menos nueve puntos y asf, el
grupo Gy tiene al menos nueve elementos. Esto quiere decir que A(0) # 0. Ahora podemos
probar el siguiente teorema.

Teorema 4.6.1. Para la familia F, de foliaciones de CP? eziste un subconjunto denso de
pardmetros E2 C C tal que si o € E, la foliacion F, tiene una primera integral racional.
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Demostracién. Como la funcién A: C — C/T es holomorfa y no constante, E = A~1(Q9;Q)
es un subconjunto denso de C. Si & € E tenemos que A(«) € Q @ jQ y por lo tanto existe
n € N tal que nA(a) € ' = Z @ jZ. De acuerdo al teorema 4.5.2 la foliacién F,, tiene una
primera integral racional. O

Si a € E C C entonces la foliacién F,, tiene una primera integral racional. Recordemos
que el hecho de que la foliacién F, tenga primera integral racional es equivalente a que
exista k = k(a) € N tal que k(a)A(a) € T (proposicién 4.5.2). Si k(«) es el nimero més
pequeno que cumple esta propiedad, en la prueba del corolario 4.5.1 vimos que el grupo de
holonomia global G, tiene 3k(a)? elementos.

Lema 4.6.1. Si el grupo de holonomia global G, tiene k(a)? elementos, entonces el grado
d(a) de la primera integral de la foliacion F, cumple k(a)? < d(«).

Demostracion. Sea L una hoja de la foliacién F, y L su transformado estricto bajo II,
como la transversal H_'(a) es una curva algebraica de grado tres, por el teorema de Bézout
tenemos que,

3d(a) = #{LNHZ  (a)} > #{LNhZ(a)} = #G, = 3k(a)?.
O

Teorema 4.6.2. Dado un natural ng € N el subconjunto E,,, := {a € E; k(o) < ng }U{oo}
es finito. Es decir, las foliaciones F, de CP? con primera integral racional de grado d(a) <
ng son un numero finito.

Demostracion. Si el conjunto E,, fuera infinito tendriamos que para algin ndmero r €
{1,...,n0}, el conjunto E, :={a € E,,; k(o) =r}U{ o0} es infinito. Del corolario 4.5.1
tenemos que para todo o, € E,, A(a) = A(S) (mod T') y entonces el subconjunto E,
tiene una sucesién convergente { a; }ien tal que A(a;) = A(a) = A(B) para toda i € N esto
implica que A(z) es constante lo cual es una contradiccién. O

4.7. El género de las hojas de F,.

Cuando una curva algebraica C' es suave, tiene lugar la formula de Pliicker,

9= 5n—1)(n-2)

donde g es el género de C' y n es el grado de C (ver [4]), relaciona el grado de la curva
algebraica con su género. En el caso de que la curva algebraica C sea singular, debemos
desingularizarla para asi obtener una superficie de Riemann compacta S y una aplicaciéon
holomorfa ¢: S — C que es un biholomorfimso fuera de S\ ¢~ (sing(C)), donde sing(C) es
el conjunto de puntos singulares de la curva C' y luego calcular el género de la superficie S.
La curva algebraica C'y la superficie S guardan una estrecha relacién, si a S le quitamos las
preimégenes de los puntos que explota ¢ y a C' le quitamos los puntos que explota ¢, ¢ es
un biholomorfismo, asi que definimos el género de C' como el género de S (ver apéndice A.3).

En nuestro caso, si a € {1,5,52 00} las proposiciones 4.3.2 y 4.4.2 nos dicen que las
hojas irreducibles que no estan contenidas en las nueve lineas que deja invariante la foliacion
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F,, son toros biholomorfos a C/Z® jZ = C/T. Cuando a ¢ {1, j, j%, 0o } la proposicién 4.3.1
nos asegura que al explotar mediante IT: M — CP? a los doce puntos radiales de la foliacién
F,,, cualquier hoja L de la foliacién que no pase por ninguno de los nueve puntos silla ¢;(«)
se transforma en una superficie de Riemann L. En el caso particular en que la foliacién
F,, tiene primera integral racional (a € E), vamos a construir una aplicacién cubriente
7 L — C/T" donde L es una hoja “genérica” de la foliacién _7-:a. Esto implica que la hoja
L= H(INJ) de la foliacién F,, o € E tiene género uno pues por la proposicién 4.5.2 la hoja
L es una superficie de Riemann compacta.

Para poder definir la aplicacién cubriente vamos necesitar algunas definiciones.

Definicién 4.7.1. Sea G = (jz, jx + A) un subrgupo de biholomorfismos de C/I" generado
por dos elementos, decimos que b € C/T" es genérico para el grupo G si el tnico elemento
f € G que fija a b es la identidad. Es decir, b € C/T" es genérico si su estabilizador, Gy es
trivial.

En el caso particular en que a € E, el grupo G,, que actiia en C/T" es finito, asi, hay un
numero finito de estabilizadores y cada estabilizador fija un nimero finito de puntos. Por lo
tanto, el conjunto de puntos de C/T" que no son genéricos para G, es un conjunto finito y
asi, el conjunto de puntos genéricos es denso y no numerable.

Definicién 4.7.2. Diremos que una hoja L de la foliacién }:a es genérica si L N'T, tiene
un punto genérico, donde T, = h=1(a) ~ C/T es una transversal a todas las hojas de la
foliacién F,.

Notemos que la condicién de ser una hoja genérica no depende del punto b € LNT,.
En efecto, si denotamos por L a L \ Ah7%(0,1,00), la restriccién de h a L es una aplicacién
cubriente y asf, LNT, = LN T, es la fibra h~'(a) de esta aplicacién cubriente. Como la
accién de monodromia de toda aplicacion cubriente es transitiva, todos los puntos tienen
estabilizadores conjugados. Asi, si un punto b € L NT, es genérico, todos los puntos en
LNT, son genéricos.

Como en el caso en que a € E el grupo de holonomia global G, es finito, los puntos
b € T, que son genéricos son densos y no numerables. Por lo tanto, si a € E el conjunto de
hojas genéricas de la foliacién F, es denso y no numerable.

Una hoja Ly de la foliacién .7-:1 es biholomorfa a C/T'. Dado a € F y una hoja genérica
L de la foliacién F.,, vamos a construir una aplicacién cubriente 7: L — L. Denotemos por
ho y hi a las restricciones de h = H o II a las hojas L y L; respectivamente y denotemos
por Ly Ly aL\{0,1,00}y L;\{0,1,00}.

Escojamos un punto b € LNT, y un punto b; € L1 NT, y definamos 7 (b) = by, vamos a
definir 7 de tal manera que hg = hyow. Sean x € L y#¥:[0,1] = L un camino en L que una b
con z. Al aplicar hg, ¥ se convierte en una curva «y: [0,1] = C\{0,1} que podemos levantar
a una curva ¥: [0,1] — L; mediante la aplicacién cubriente h;. Definimos 7(z) = 4(1).

Veamos que 7(z) no depende del camino 4 que une a b con 2. Como es usual, basta ver que
si 4 es un camino cerrado basado en b, 4(1) = by. La transformacién de holonomia k: C/T" —
C/T del grupo G, asociada a la curva v = hg o 4 deja fijo al punto b, y como la hoja L es
genérica, la transformacion k tiene que ser la identidad. Asi, si escribimos a 7 como producto
de los dos generadores del grupo fundamental de C\ {0,1}, v = ~{"* 03"
podemos escribir a k como un producto de los generadores f, v g, del grupo de holonomia
global G, de la foliacién F,,, obteniendo:

o...ofy{n”‘ory;n‘r
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k(z) = [ o gt oo [l o gy = ezt d =z,

donde ¢ = j™+ -+ Como ¢ = 1 tenemos que 3 divide a my + - -- + m,.. En la seccién

anterior vimos que en el grupo Gy, los dos generadores f; y g1 coinciden (f;(z) = jz). Asi,
la transformacién de holonomia del grupo G; asociada al lazo v es K(z) = jmt+mr =
7% = 2 y por lo tanto 4(b) = by.

Hemos definido w: L — Ly de tal forma que hg = hy o, y como hy es invertible de
manera local, localmente tenemos que 7 = hfl o hg. Por lo tanto, es holomorfa y més auin,
es un homeomorfismo local.

Ahora vamos a extender a 7 al conjunto L N h~1(0,1,00). El conjunto h~*(0, 1, 00)
estd formado por tres divisores D1, D2 y D3 que se obtienen de explotar los puntos [1: 0 :
0),[0:1:0]y[0:0:1]y por el transformado estricto I de las nueve rectas I, que deja
invariante toda foliacién F,, de la familia (ver observacién 4.4.1). Como la foliacién F,, deja
invariante al transformado estricto de estas nueve rectas y la hoja L no pasa por ningin
punto silla g () (estas hojas no son genéricas), entonces las intersecciones tanto de L como
de Ly con el conjunto h=1(0,1,00) estan contenidas en el conjunto D; U Dy U D3. Vamos
a definir 7 para los puntos en LN Dy, donde D es el divisor obtenido al explotar el punto
(0,0), para definirla en los otros divisores podemos usar el corolario 4.1.2 y la definicién de
7 para los puntos en L N D.

La hoja L; queda descrita por 7 '(e) = (HyoII)"'(e), e € C\{0,1}, donde H; (z,y) =
(@=i*)(y=4)(y=3°x)
(z—3)(y—3*) (y—jz)
transformacion que explota los doce puntos radiales de la foliacion F,. Usando la carta

z,u) de M en la cual TI(z,u) = (z,uz) tenemos que hy(z,u) = E=2 *)ua— J)(u—j °) . Al eva-
(z,u) =) (wa=32)(u=7) °

es una primera integral de la foliacién F; de CP? y II: M — CP? es la

u—j
u=j

de Ly = h™'(e) con el divisor D; = {z = 0} es el punto (0, 31_]6) := po. Asi, la hoja L,

interseca en Unico punto pg y para todo ¢ € LN D; definimos m(q) = po-

luar en el divisor D; = {z = 0} obtenemos hy (0, u) = y por lo tanto, la interseccién

Veamos que 7w también es holomorfa y un homeomorfismo local en los puntos g €
LN h~'(1). Por el lema 4.5.2 para cada punto ¢ € LN h~'(1) y po € L existen coorde-
nadas z y w de L L, alrededor de q y p respectivamente tales que ho(z) = 1 + 23
hy(w) =1+ wd. Como ho = hy o fuera del conjunto D; N L tenemos que 23 = (w(m(2)))3
para toda z # 0. Asf, w(m(z)) = j'z y por lo tanto 7 es holomorfa y un homemorfismo local
alrededor de cada punto ¢ € L N h~1(1).

Para ver que 7 es una aplicaciéon cubriente basta mostrar que cumple la propiedad de
levantamiento de curvas. Sea 7: [0,1] — L una curva en la hoja L, y consideremos la
curva 7y := h; o 4. Usando a hy podemos levantar a la curva v a una curva 4: [0,1] — Lo.
Afirmamos que 4 es un levantamiento de 4. En efecto, como 4 es un levantamiento de ~
tenemos que hy o4 = v = hgo#, pero por construccién, hg = hjom y asi, hy oy = (hjom)o¥
y como hj es un homeomorfismo local tenemos que punto a punto ¥ = wo4. Hemos probado
asi, la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7.1. Si la foliacion F, de CP? tiene primera integral racional, entonces
casi cualquier hoja de la foliacion tiene género uno.
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Como vimos en la seccién anterior, podemos escoger un parametro « de tal forma que
el grado de la primera integral de la foliacién F_ sea arbitrariamente grande, pero como
afirma la proposiciéon anterior, el género de las soluciones es uno.

4.8. Familias con hojas de género arbitrariamente gran-
de.

En este seccién vamos a usar la funcién F(U,V,W) = (U, V", W"), r € N para jalar a
la familia de foliaciones (F,) .z de CP?. Notemos que la funcién F si define una funcién
en CP? pues respeta las clases. Veremos que si a ¢ {1,7,j%,00} la familia de foliaciones
(Ka)acg> donde Ky, := F*(F,), tiene singularidades de tipo analitico fijo y cada foliacién
de la familia es de grado 3r + 1. Sabemos que para un conjunto denso de pardmetros E C C,
si @ € E entonces la foliacién F_, tiene una primera integral racional y dado k£ € N, el sub-
conjunto de pardametros de E cuya foliacién asociada tiene una primera integral racional de
grado menor que k es finito. Si jalamos estas primeras integrales con la funcién F observa-
mos que la familia (s ),z también cumple estas dos propiedades. La gran diferencia entre
las familias (Ka),cz ¥ (Fa)act €8 que para la familia (K ),z dado un niimero k € N,
las foliaciones de la familia cuya hoja genérica tiene género menor que k es un conjunto
finito mi)entras que para la familia (F,), g, una hoja génerica tiene género uno (ver seccién
anterior).

Antes de empezar a jalar las foliaciones haremos un cambio de coordenadas que lleve tres
rectas l1, b, I3 que deja invariante cualquier foliacién F,, tales que iy Ny # N3, en los ejes
coordenados {U =0},{V =0}y {W =0}. Una vez hecho este cambio usamos la funcién
FU,V,W) = (U",V",W"), r € N para definir a la familia (Kq),cg, como Ko = F*(F,).
Notemos que las rectas { UVW = 0 } son invariantes bajo la funcién F' y como también son
hojas de la foliacién F,, estas rectas también son hojas de la foliacién K. As{ mismo, los
puntos de ramificacién de F' estdn todos en las rectas { UVW = 0 }. Estas rectas tienen 12
puntos singulares de la foliacién F,, a ¢ {1,34, 32,00}, 9 puntos radiales y 3 puntos sillas.
De los 9 puntos radiales, los puntos [1: 0:0],[0:1:0] y [0: 0 : 1] sélo tienen una preimagen
bajo F' mientras que los otros 6 puntos radiales y los 3 puntos silla tienen r preimagenes.
Asi, estos 12 puntos singulares generan 9r + 3 puntos singulares para la foliacién IC,,.

Los 9 puntos singulares restantes de la foliacién F,, no son valores criticos de la funcién
F y cada uno de ellos tiene r? preimégenes. En total, la foliacién tiene 972 + 9r + 3 =
(3r+1)% + (3r +1) + 1. Por lo tanto, si mostramos que cada uno de estos puntos singulares
es no degenerado, la foliacién Ko, a ¢ {1,4,52, 00} es de grado 3r + 1 (ver teorema 2.7.1).

Proposicién 4.8.1. Todas las singularidades de la foliacién K, o & {1,7,5%,00} son no
degeneradas.

Demostracion. Basta probar la proposicion para los puntos singulares de K, que estan en
las rectas { UVW = 0 } ya que en todos los demds puntos singulares, F' es un biholomorfismo
local y todos los puntos singulares de la foliacién F, son no degenerados (proposicién 4.3.1).

Los puntos [1:0:0],[0:1:0]y [0:0: 1] se aplican bajo F en ellos mismos y la foliacién
F,, tiene por primera integral local alrededor de estos puntos a la funcion £, asi K, tiene
por primera local a Z—; y estd funcién genera la misma foliacion que la funcién . Los valores
propios del campo vectorial que generan esta foliacién son iguales y distintos de cero y por
lo tanto los puntos singulares [1:0:0],[0:1:0] y [0:0: 1] son no degenerados.
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Para cualquier punto de la forma (u,0),u # 0 podemos encontrar coordenadas tal que
F(u,v) = (u,v"). Asi, los puntos singulares de la foliacién K, que F aplica en un punto silla
de la foliacién F,, tienen por primera integral a la funcién u3v" y localmente esta funcién
genera la misma foliacién que el campo vectorial X = ru 88 + —3v da que es no degenerado.
De manera analoga, un punto que F' aplique en un punto radial tiene por prnnera integral
local a - y asi la foliacién esta generada, de manera local por X = ru-+ au + v av O

Recordemos que E C C es el conjunto de pardmetros para los cuales la foliacién F,,, y
por lo tanto la foliacion IC, tiene una primera integral racional.

Definicién 4.8.1. Diremos que una hoja L de la foliacién K, o € E es genérica, si la hoja
F(L) de la foliacién F, es genérica (ver definicién 4.7.2).

A continuacién vamos a estudiar el género de una hoja genérica de la foliacién IC,,. Para
ello vamos a usar la funcién F': L — F(L) y la férmula de Riemann-Hurwitz. Observemos
que no podemos aplicar directamente esta férmula pues L y F'(L) podrian no ser superficies
de Riemann ya que como curvas algebraicas pueden tener autointersecciones en los puntos
singulares de un campo vectorial que genere a la foliacion /. Por eso, tenemos que con-
siderar la resolucién de singularidades (ver apéndice A.3) II: § — L y II;: S — F(L) de
ambas hojas y aplicar la férmula de Riemann-Hurwitz a la funcién F; que hace conmutar
el diagrama siguiente (F; es una funcién entre superficies de Riemann compactas a la cual
si podemos aplicar la férmula de Riemann-Hurwitz).

S

S
H|
L — F(L)

Para construir a la funcién F; solo hay que extender la funcién Fy = II"* o F o II: § \
(Sing(L)) — S al conjunto II~*(Sing(L)). Si z € I~ (Sing(L)) y q := II(z), una vecindad
V. suficientemente pequefia de x se aplica bajo F oIl en una rama Cr4) de F(L) por el
punto F(q), esta rama bajo II™! se aplica de manera biholomorfa en una vecindad W, en
W hay un unico y tal que II; (y) = F'(¢) = F(II(z)). Asi podemos definir F;(z) como y.

Fy

-

En la seccién anterior vimos que la superficie S es un toro y por lo tanto, si denotamos
por zi,..., 2 a los puntos de ramificacion de Fi, la férmula de Riemann-Hurwitz se reduce
a:

x(L) = - Z(n - 1), (4.7)

donde n; es la multiplicidad de z; en F;. Vamos a estudiar pues los puntos de ramificacién
de la funcién Fj.
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Proposicién 4.8.2. Sea L una hoja genérica de la foliacion Ko, si1l: S — L yII1: S —
F(L) son la resolucion de singularidades de L y F(L) respectivamente, entonces cada punto
de ramificacion de Fy: S — S tiene multiplicidad r.

Demostracion. Como observamos anteriormente los puntos de ramificaciéon de la funcién F'
estdn en las rectas {UVW = 0} y si la hoja L es genérica, L no pasa por ninguno de los
puntos silla que se encuentran en estas rectas.

De estos puntos, aquellos que tienen primera integral local %, necesitamos explotar r
veces para resolver todas las hojas que pasan por este punto singular (ver ejemplo 2.6.1).
En la dltima explosién obtenemos un divisor D el cual intersecan de manera transversal
todas las hojas que pasaban por el punto singular original. En una carta adecuada (¢,v)
este divisor queda descrito por D = {v = 0} y la composicién de todas las explosiones
adquiere la expresion II(¢,v) = (tv",v). Asi, F o II(t,v) = (tv",v") (estamos usando las
coordenadas en las que F'(u,v) = (u,v")). Para resolver a la curva F(L) sélo necesitamos
explotar una vez cada punto singular de F(L) (proposicién 4.3.1) y asi, en cada uno de
estos puntos II; " adquiere la expresién local II; ' (z,y) = (£,y) = (z,w) y por lo tanto,
Fi(t,v) =T o Foll(t,v) = (t,v").

Como la superficie S interseca al divisor {v = 0} y lo mismo ocurre con la superficie
S y el divisor {w = 0}, podemos ver de manera local a Sy S como grafica de algunas
funciones holomorfas t(v) y z(w). En estas cartas Fy adquiere la expresién v — (t(v),v) —
(t(v),v") = v" y por lo tanto este punto tiene multiplicidad r. Para los otros 3 puntos
singulares restantes un cdlculo andlogo muestra la proposicion. O

Proposicion 4.8.3. Sea k € N, entonces las foliaciones K., a € E, cuyas hojas genéricas
tienen género menor que k son un numero finito

Demostracion. Sea L una hoja genérica de la foliacion K. Si la primera integral de la
foliacién F,, es de grado d,, entonces la hoja L es de grado rd,. Por el teorema de Bézout,
#LN{UVW =0} = 3rd,, por la proposicién anterior, tenemos 3rd,, puntos de ramificacién
cada uno con multiplicidad r. Por la férmula de Riemann-Hurwitz, x(L) < —3rd, y por lo
tanto el género de L es mas grande que d,. De acuerdo al teorema 4.6.2 s6lo hay un nimero
finito de pardmetros para los cuales d, < k. Asi, s6lo un ntmero finito de foliaciones K,
tienen hojas genéricas con género menor que k. O
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Apéndice A
Superficies de Riemann.

En este apéndice veremos algunos resultados bésicos sobre superficies de Riemann.

Definicién A.0.2. Sea X un espacio topoldgico, una carta compleja en X es un homeomor-
fismo ¢: U — V, donde U C X es un subconjunto abierto de X y V C C es un subconjunto
abierto de C. Diremos que dos cartas complejas ¢1: Uy — Vi, ¢o: Uy — Va5 son compatibles
SSUINUy =06 ¢poort: (ViNVa) = (V3 NV3) es una funcién holomorfa.

Ejemplo A.0.1. Si X = S? entonces la proyeccién estereografica desde el polo norte 6 el
polo sur ¢1: S2\ {N} — C,¢1:S?\ {S} — C son cartas complejas que ademas son
compatibles pues ¢1(S*\ { N }NS*\{S}) = 1(S*\{ N, 5}) = C\ {0} y ¢20y " (2) = 1.

Definicién A.0.3. Un atlas complejo en un espacio topoldgico X es una coleccion de cartas
complejas compatibles A = { ¢o: Uy — Vo } tal que X = UyU,. Diremos que dos atlas A
vy A son compatibles si toda carta del atlas A es compatible con toda carta del atlas A.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que la relacién ser compatible induce
una relacién de equivalencia en el conjunto de atlases de un espacio topoldgico X.

Definicién A.0.4. Una estructura compleja en un espacio topolégico X es una clase de
equivalencia en el conjunto de atlas de X.

Definicién A.0.5. Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico X, conexo, Haus-
dorff y segundo numerable junto con una estructura compleja.

Ejemplo A.0.2. El toro. Sean w; y ws dos ntmeros complejos linealmente independientes
sobre R. Al subgrupo aditivo de C, I" := w1 Z @ wsZ lo llamaremos la reticula generada por
w1 ¥ we. Vamos a dotar al grupo cociente C/T" de una estructura compleja. Si a C/T le
damos la topologia cociente, entonces C/T" es un espacio Hausdorff y segundo numerable y
la proyeccién canénica II: C — C/T' que a cada punto asocia su clase de equivalencia es
una funcién continua y abierta. Las cartas que van a dar una estructura compleja a C/T" las
obtenemos de la siguiente manera. Sea V' C C un abierto tal que cualesquiera dos puntos
en V' no son equivalentes bajo I'. Entonces, U := II(V') es un abierto y II: V. — U es un
homeomorfismo y su inversa es una carta de C/T". Si A es la coleccién de todas las cartas
que se obtienen de esta manera entonces cualesquiera dos cartas ¢;: U; — V;,i = 1,2 son
compatibles. En efecto, si Vi NV, # () entonces el cambio de coordenadas es la identidad y
si V1 N V3 = () entonces el cambio de coordenadas es una traslacién por algin elemento de
T.

55
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Notemos ademés que la funcién que a un punto Aw; + pws € C/I' le asocia el punto
(e2mA e2min) € St x S! es un homeomorfismo entre C/T" y St x St.

A.1. Funciones entre superficies de Riemann.

Definicién A.1.1. Sea f: X — Y una funcién entre dos superficies de Riemann. Diremos
que f es holomorfa en p € X si existen cartas ¢1 y ¢o alrededor de p y F(p) respectivamente
tal que la composicién ¢o o f o ¢f1 es holomorfa.

La definicién anterior no depende de las cartas que se usen para verificar si f es holomorfa.
El siguiente teorema muestra que una funcién holomorfa entre superficies de Riemann tiene
un comportamiento local sencillo.

Teorema A.1.1. Sea f: X = Y wuna funcion holomorfa no constante en p € X. Entonces
existe un entero k > 1 cartas ¢1: Uy — Vi, ¢9: Uy — Vo alrededor de p y f(p) respectiva-
mente tal que ¢30 f o gbl_l = 2k,

Demostracion. Dadas cualesquiera cartas 1 y ¢ alrededor de p y f(p) respectivamente, al
componer con una traslacién (que es una funcién biholomorfa), siempre podemos suponer
que Y(P) = ¢2(f(p)) = 0. Una vez hecha esta traslacién tenemos que f1(0) := ¢o0 f o
¥(0) = 0 y por lo tanto existe un entero k¥ > 1 y una funcién g tal que fi(z) = zFg(2),
donde ¢(0) # 0. Por continuidad la funcién g no se anula en una vecindad del cero y
entonces existe una funcién holomorfa h tal que h¥ = g. Si llamamos 7(z) = zh(z) entonces
fi(z) = (zh)* = (n(2))*. Como 7'(0) = h(0) # 0, la funcién 7 es invertible alrededor del
cero y en consecuencia la composicién ¢; = 1 o1 vuelve a ser una carta alrededor de p. En
esta carta,

¢a0 fodi(2) = (d20fory ") on (2)

=fion ()
:Zk.

O

Corolario A.1.1. Sean X,Y superficies de Riemann y f: X — Y wuna funcidn holomorfa
no constante. Entonces [ es abierta.

Demostracion. Por el teorema anterior para cualquier abierto U suficientemente pequeno
de X, f(U) es abierto en Y. O

Teorema A.1.2. Sean X,Y superficies de Riemann. Si X es compacta y f: X — Y es
una funcién holomorfa no constante, entonces Y es compacta y f es suprayectiva

Demostracion. Por el corolario anterior, f(X) es un subconjunto abierto de Y. Como X es
compacto, f(X) es compacto y por lo tanto cerrado en Y. De la conexidad de Y se sigue
que f(X) =Y y en consecuencia Y es compacto y f es suprayectiva. [

El entero k > 1 que aparece en el teorema A.1.1 no depende de las cartas pues este
nimero coincide con el nimero de preimagenes que tiene un punto y € Y suficientemente
cercano a f(p), y si contamos con multiplicidades, el valor f(p) también tiene k preimédgenes.



A.2. EL GENERO DE UNA SUPERICIE DE RIEMANN COMPACTA. o7

Definicién A.1.2. Sea f: X — Y una funcién holomorfa no constante en p € X. La
multiplicidad de f en p € X es el unico entero k tal que en algunas coordenadas locales
alrededor de p la funcién f se escribe como z + z*. A este niimero lo denotaremos como
mult,(f). A un punto p € X en el cual mult,(f) > 1 lo llamaremos punto de ramificacion.

Notemos que los puntos de ramificaciéon de una funcién son aquellos en los cuales, en
una carta local, la derivada se anula.

Ejemplo A.1.1. Sea F : C? — C una funcién holomorfa tal que para todos los puntos (z,y)

tales que F'(x,y) = 0 se tiene que %—5 6 %—5 # 0. Bajo estas condiciones, por el teorema de

la funcién implicita el conjunto X := {(x,y) € C? F(x,y) = 0} es una superficie de
Riemann. Si restringimos la proyeccién en el primer factor II: C> — C obtenemos una
funcién holomorfa entre superficies de Riemann. Si (%)p # 0 entonces, de manera local,
la proyeccién es una carta alrededor de p y en consecuencia no hay puntos de ramificacion.
Si (%)p = 0, como (%—i)p = 0, existe una funcién ¢ tal que F(¢(y),y) = 0. Al aplicar IT
obtenemos la funcién y — ¢(y), es decir ¢ es una expresién local de la funcién II: X — C.
Como F(¢(y),y) = 0 al derivar respecto a y obtenemos %—5% = 0 y como (g—i)p # 0

dé . . OF\ . .y y
tenemos que 7= = 0. Es decir, si (@)p =0, p es un punto de ramificacién de la proyeccién

en el primer factor.

Teorema A.1.3. Sean X,Y superficies de Riemann compactas y f: X — Y una funcion
holomorfa no constante. Si definimos,

Entonces dy(f) es constante y no depende de y € Y.

Demostracion. Veremos que la funcién y — d, (f) es localmente constante y de la conexidad
de Y se sigue que esta funcién es constante. Sea y € Y, como X es compacta, f~*(y) es finito.
Si f~Y(y) = {x1,...,2, } por el teorema A.1.1 alrededor de cada x; existen vecindades U;
tal que en coordenadas adecuadas f: U; — Y se escribe como z — 2. Por el corolario A.1.1
f(U;) es un subconjunto abierto de Y y en consecuencia V := Nf(U;) es un subconjunto
abierto. Por construccién, si yo € V., |f 1 (yo)| = k1 + - + kn. O

El teorema anterior nos permite hacer la siguiente definicion.

Definicién A.1.3. Sea f: X — Y una funcién holomorfa no constante entre superficies de
Riemann. El grado de f, denotado por deg(f), es el entero d,(f) para cualquier y € Y.

A.2. El género de una supericie de Riemann compacta.

Si a una funcién holomorfa f: U C C — C la pensamos como una funcién diferen-
ciable f: R? — R? entonces el determinante de la matriz derivada de f (pensada como
transformacién en el plano real) en un punto z = (z,y) es igual a la norma de f’(z). En
consecuencia, toda funcién holomorfa preserva la orientacién. Como el cambio de coordena-
das en una superficie de Riemann es una funcién holomorfa, tenemos que todos los cambios
de coordenadas preservan la orientacién. Asi, toda superficie de Riemann es orientable.

Si ademas nuestra superficie de Riemann es compacta, el teorema de clasificacién de
superficies nos asegura que nuestra superficie de Riemann es una esfera 6 un n-toro. Si



o8 APENDICE A. SUPERFICIES DE RIEMANN.

triangulamos a una de estas superficies X, su caracteristica de Euler, x(X) :=(#caras)-
(#aristas)+(F#vértices) no depende de la triangulacién y x(X) es igual a 2 — 2¢(X) donde
9(X) es el género de la superficie X. Como en una funcién holomorfa no constante f: X — Y
entre superficies de Riemann compactas, deg(f) es constante, una buena idea es levantar
una triangulaciéon Y a una triangulacién de X para asi poder calcular la caracteristica de
Euler de la superfice X en términos de la caracteristia de Euler de la superficie Y y la
funcién f.

Teorema A.2.1. [Férmula de Riemann-Hurwitz] Sea f: X — Y una funcién holomorfa
no constante entre superficies de Riemann compactas. Entonces,

X(X) = deg(f)x(Y) = Y (mult,(f) - 1).

peX

Demostracion. Primero observemos que la suma que aparece en el lado derecho de la férmula
es una suma sobre los puntos de ramificacién de f pues en los demds puntos mult,(f) = 1.
En una superficie de Riemann compacta los puntos de ramificacién son finitos pues estos
se corresponden con los puntos donde la funcién f adquiere la expresién z — zF k > 1,
es decir, los puntos de ramifiacién son aquellos donde la derivada de f se anula, y en una
superficie de Riemann compacta estos son un nimero finito.

Para mayor claridad supongamos primero que f no tiene puntos de ramificacion, en
este caso si tomamos una triangulacién de Y con c caras, a aristas y v vértices, al levantar
mediante f esta triangulacién obtenemos una triangulacién de X con é = deg(f)c caras,
a = deg(f)a aristas y © = deg(v) vértices. En consecuencia x(X) = deg(f)x(Y).

Si f tiene puntos de ramificacién escogemos una triangulacién de Y en la cual la ima-
gen de cada punto de ramificacién es un vértice. Como las caras y aristas de esta trian-
gulacién no pasan por puntos de ramificacion, al levantar esta triangulacién obtenemos
una triangulacién de X con ¢ = deg(f)c caras y a = deg(f)a aristas. Para un vérti-
ce y € Y, contando multiplicidades tiene deg(f) preimdgenes pero para contar correcta-
mente el nimero de vértices que obtenemos al levantar esta triangulaciéon hay que qui-
tar las multiplicidades, asi, tenemos que ¢ = deg(f)v — ZpeX mult,(f) — 1. Por lo tanto

X(X) =¢—a+0=deg(f)x(Y) = 3, x (multy(f) —1). N

Ejemplo A.2.1. Consideremos la superficie de Riemann X C CP? definida por los ceros
de H(z,y,2) = y3 — 23 — c(a® — 23),c € C\ {0,1}. Si consideramos la proyeccién II en el
eje = obtenemos una funcién f: X — C. Vamos a usar la férmula de Riemann-Hurwitz y el
ejemplo A.1.1 para calcular la caracteristica de Euler de X . En la carta afin X queda descrita
por h = y3—1—c(z3—1) = 0. Si fijamos un valor xy entonces y> —1—c(z3—1) = 0 de manera
genérica tiene 3 soluciones, asi, deg(IT) = 3. Los puntos de ramificacién son aquellos donde
(g—;)p = 3y? = 0, es decir los puntos de ramifiacién son ((12)'/3,0). Estos puntos sélo
tienen una preimagen y por lo tanto la multiplicidad en cada uno de ellos es 3. Sustituyendo
lo anterior en la férmula de Riemann-Hurwitz obtenemos x(X) = 3-2 —3-2 = 0. Esto

quiere decir que X es un toro.

A.3. Resolucion de singularidades y género de una cur-
va algebraica.

Si tenemos una curva C' = {f = 0} el teorema de la funcién implicita nos asegura
que C'\ Sing(C) es una superficie de Riemann. En esta seccién analizaremos brevemente el
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comportamiento de C' en una vecindad de sus puntos singulares.

Notemos primero que Sing(C) es un conjunto finito, en efecto, por el teorema de Bézout
los ceros del gradiente de f forman un conjunto finito. Si suponemos que p € C es el origen
entonces f no tiene parte lineal y en consecuencia ,

f(x,y):pk(m,y)+-~-+pn(x,y), (Al)

donde p; € Clxz,y] son polinomios homogéneos de grado i, ¢ > 1. Si en esta tltima
expresion llamamos polinomio inicial al polinomio homogéneo de menor grado, entonces el
polinomio inicial pg se descompone como un producto de k polinomios lineales (para lograr
esto podemos deshomogeneizar a py, obtener las raices de p(z,1) y volver a homogeneizar).
No es dificil convencerse de que cada una de las rectas correspondientes a los ceros de estos
polinomios lineales son las rectas que mas se asemejan a una recta tangente. De manera
local, la curva C' se parece a estas k rectas por el origen.

Si el polinomio f que define a la curva algebraica C' es irreducible en el anillo C[z,y] la
curva C' también lo es y en consecuencia no podemos encontrar una expresion de la forma
C = C1UCy, donde C; y Cs son curvas algebraicas mas sencillas que C. Es por eso que
debemos mirar a f como un elemento del anillo C{z,y }, el anillo de series convergentes
centradas en el origen. Si f € C{x,y} al conjunto V(f) = {f = 0} lo llamaremos una
curva analitica. El anillo C{z,y } es un dominio de factorizacién tinica y para toda curva
analitica V(f) se tiene una descomposicién V(f) = V(f1)U---UV(f,) donde f; € C{z,y }
es irreducible en C{z,y } (para una demostracién de esto ver [4, cap. 6]). A los conjuntos
V(f:) se les conoce como las ramas de V(f) por el origen.

Ejemplo A.3.1. El polinomio f(z,y) = y*> — 2%(z + 1) es irreducible en C[z,y] pero en el
anillo C{ z,y } admite la factorizacién f(z,y) = (y + zvz + 1)(y — zvz + 1).

Un hecho importante es que toda rama de una curva analitica admite una parametriza-

cién de la forma x — (z, gp(as%)) donde ¢ es una serie de potencias convergente. A dicha
serie se le conoce como serie de Puiseuz (ver [4]) y nos permite concluir que, alrededor de
cada punto singular de la curva C = { f = 0}, cada rama es biholomorfa a un abierto de
C. En resumen, alrededor de un punto singular p, la curva algebraica C' se ve como una
cantidad finita de abiertos de C pegados por el punto p.

De manera analoga a cuando tenemos un campo vectorial con singularidades degenera-
das (seccién 2.6), vamos a desingularizar los puntos singulares de una curva algebraica. El
resultado es el siguiente.

Teorema A.3.1. Sea C una curva algebraica en CP?, entonces existe una superficie de
Riemann compacta S y una funcién holomorfa p: S — C que satisface las siguientes con-
diciones:

1. 8iC=C\ Sing(C) y S = 1 (C) entonces ¢: S — C es un biholomorfismo.
2. Para cada p € C hay una biyeccién entre los conjuntos ¢~ (p) y { ramasde C porp }.

La superficie de Riemann S estd determinada mddulo biholomorfismo por las propiedades 1
y 2.
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Demostracion. Para cada p € C tenemos vecindades V, Cc Cy U, C Sy un homeomorfismo
¢:V, — U,. Para cada q € Sing(C) tomemos una bola abierta B, de tal fomra que
B,NnC =Cy1U---UCyy,, donde cada C, ; es una rama de C' que pasa por el punto g y
para cada rama Cj; tenemos una serie de Puiseux ¢: V,; — By N C. Si tomamos la unién
disjunta de estos abiertos

M=Jv,u |J Varu--uV,
peC g€Sing(C)

M por definicién tiene un atlas complejo y podemos definir las relaciones, v € V), esté re-
lacionado con ¥ € Vj si y sélo si ¢,(v) = ¢5(0), y v € V,, esta reacionado con v € V; si y
s6lo si ¢, (v) = ¢ (D). Notemos que no hay identificaciones entre los abiertos Vg ; y V ; que
se corresponden con dos ramas disitintas de C que pasan por el mismo punto g. Si S es el
cociente de M por estd relacién de equivalencia las funciones ¢, y ¢4 ; nos dan una funcién
@: 8 = C que es una biyeccién entre S = ¢~ 1(Sing(C)) y C.

Para probar que S es compacta vamos a usar la compacidad de la curva C. En la
construccién anterior todos los abiertos V,, y Vg ; que se usaron se pueden tomar de tal forma
que sean precompactos, estos abiertos inducen una cubierta de abiertos precompactos de
S, veremos que podemos extraer una subcubierta finita y en consecuencia S es compacta.
Los conjunto ¢(V,) forman una cubierta abierta de C, para cada q € Sing(C) B,NC =
©(VgaU---UVy,) y en consecuencia

M=Je) u [ e(Veau---UVe,),

peC geSing(C)

es una cubierta abierta de C'y por lo tanto podemos extraer una subcubierta finita{ ¢ (U;) }i=1,... n-
Si a la cubierta finita {U; };=1,.. & le anadimos los abiertos V, ; (que son un ndmero finito

ya que hay un numero finito de puntos singulares y por cada uno de ellos un nimero finito

de ramas) obtenemos una cubierta de S por abiertos precompactos.

Si suponemos que hay otra superficie S y una funcién ¢;1: .57 — C con las mismas
propiedades 1 y 2, entonces la funcién ¢ = pop;: § — Sy, donde S; = Sy \ ¢~ (Sing(C))
es un biholomorfismo entre S y S;. Vamos a extender a v al toda la superficie S, sea
z € ¢~ 1(Sing(C)) si p(x) =: q € Sing(C) podemos tomar una vecindad V de x tal que
e(V) C Cy,i, donde Cy; es una rama de C por el punto g, por la propiedad 2 existe un
unico y € Sp tal que existe una vecindad Vi de y tal que @1 (V1) C Cy ;. Asi pues definimos
Y(x) =y, el teorema de extensién de Riemann nos garantiza que esta extension es holmorfa
y por lo tanto psi: S — S es un biholomorfimso. O

El teorema anterior nos permite definir el género de C' como g(C) = x(5).



Apéndice B

Transformaciones entre toros
complejos.

En esta pequena seccion vamos a estudiar transformaciones entre toros complejos y
clasificaremos los automorfismos de un toro que fijan un punto (isomorfismo de grupos).

Definicién B.0.1. Sean w,® € C dos ntiimeros complejos que son linealmente independien-
tes como vectores en R2. Al conjunto L = wZ @ &Z lo llamaremos la reticula generada por
wy w

Observemos que por definicién una reticula L es un subgrupo aditivo de C, como C es
conmutativo podemos considerar el grupo cociente X := C/L. Este conjunto es bien sabido
que es homeomorfo a un toro y con la proyeccién canénica II: C — L podemos hacer de X,
una superficie de Riemann.

Sean X,Y dos toros con reticulas asociadas L y M respectivamente. Si F': X — Y es
una funcién holomorfa, entonces, por la férmula de Riemann-Hurwitz, F' no tiene puntos
de ramificacién y por lo tanto es una aplicacién cubriente. Como la proyeccién canénica
II;: C — X es la cubriente universal de X tenemos que F oll;: C — Y es una aplicaciéon
cubriente y como Ilj;: C — Y es la cubriente universal de Y debe de existir una funcién
holomorfa G tal que (F ollp) =1l 0 G.

A continuacién obtendremos una expresién para la funcién G. Para cualquier reticula M
y cualquier nimero complejo a € C, la traslacién z — a+ z respeta las clases de equivalencia
de C/M y por lo tanto la traslacién baja a una traslacién en el cociente C/M. Asi, con una
traslaciéon adecuada, siempre podemos suponer que G(0) = 0. Si ! € L, por la conmuta-
tividad del diagrama tenemos que G(z — 1) = G(z) (modM) y asi, para [ fijo la funcién
G(z—=1)—G(2): C > M C C toma valores en M. Como M es discreto y G es continua
tenemos que G(z —1) — G(z) es constante y por lo tanto G(z —1)’ = G(z)’. Esto quiere decir
que todos los valores de G’ son tomados en una regién contenida en el paralelogramo for-
mado por dos generadores de M y por lo tanto G’ es acotada y por el teorema de Liuoville,
G’ es constante. Asi, G(z) = vz para algin v € C. Como G(z —1) = G(z) (modM) tenemos
que G(I) = G(0) = 0 (modM) y entonces yL C M. Si F es un isomorfismo tenemos que
~~M C L y entonces M C L, por lo tanto concluimos que yL = M.
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Ahora vamos a clasificar los automorfismos de un toro en si mismo. Sea F: X — X
un biholomorfismo que fija al origen (automorfsimo de grupos), en la cubriente universal
esta transformacién adquiere la expresién G(z) = vz y ademds se cumple que vL = L.
Afirmamos que v tiene que ser una raiz de la unidad. En efecto, si |y| < 1yl € L es un
elemento de la reticula de longitud minima, |vI| < |v|, y por lo tanto vl ¢ L, esto claramente
no pude suceder. Si |y| > 1 podemos hacer un argumento similar. Si el argumento de v no
es conmesurable con 7, la érbita de un punto en la circunferencia unitaria se hace densa
en ella y en consecuencia no puede ocurrir que vL = L. Por lo tanto, v es una raiz de la
unidad.

Sile L\{0}y~yecC\R,entonces | y vl generan a L y en consecuencia v2[ debe de ser
una combinacién entera de ellos dos.

¥2l = myl + nl,

entonces,
v —my—nl=0.

Por lo tanto,

mEvm?2 —4n
5 )

Como v es una raiz de la unidad los unicos valores posibles para m son —2,—1,—-0,1 y
2. Esto nos dice que v puede ser una raiz cuadrada, cuarta 6 sexta de la unidad. Ahora
que sabemos qué valores puede tomar -, la condicién yvL = L nos obligara a poner algunas
restricciones a L. Si v es una raiz cuadrada de la unidad no hay ningin problema pues
—L = L. Cuando v es una raiz cuarta de la unidad los generadores de L son ortogonales
(v en consecuencia L ~ Z @ i7), si v es una rafz sexta entonces los generadores forman un

%
dngulo de § (L ~Z ®e3 7).

v = (B.1)

27e

Denotemos por j =e 3 , L = Z@e%Z y I' =7Z & jZ. Observemos que z — jz lleva a la
reticula L en la reticula I' y en consecuencia C/L ~ C/TI". El pérrafo anterior nos dice que
si un toro X tiene un automorfismo de orden tres, entonces X ~ C/T" (j es una raiz sexta
de la unidad y tiene orden tres).
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