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Capitulo 1

Introduccion

Los trabajos pioneros de Einstein sobre el movimiento browniano jugaron un
papel importante en la teoria cinética de los gases, pues confirmaron la existen-
cia de atomos y moléculas y con ello ayudaron a terminar con la resistencia que
existia a la teorfa atomista.

La teoria del movimiento browniano se ha convertido en una importante her-
ramienta para el entendimiento de fenémenos microscépicos. Tiene un amplio
rango de aplicaciones en disciplinas como fisica, biologia, quimica, astronomia y
finanzas.

Asi como la teoria del movimiento browniano, la teoria de la relatividad ha
brindado ayuda para el entendimiento de muchos procesos fisicos. La combi-
nacién de ambas teorias ha permitido encontrar otras importantes aplicaciones
en astrofisica, fisica de altas energfas, en fisica de plasmas, entre otros. Tal com-
binacién resulta en la teoria del movimiento browniano relativista.

El tratamiento clasico del movimiento browniano tiene una caracteristica que lo
hace incompatible con la relatividad especial. Los incrementos de velocidades
Av para una particula browniana tienen una distribucién gaussiana, por lo que
los eventos Av > ¢ tienen asignada una probabilidad no nula, permitiendo asf
incrementos de velocidades que superan la velocidad de la luz c.

El movimiento browniano no relativista, ha sido extensamente estudiado, tanto
desde el punto de vista fisico como matematico. Aunque en 1827, Robert Brown
[1] hizo el primer andlisis del movimiento browniano no fue sino hasta 1905 que
se pudo explicar de manera tedrica este fenémeno con el trabajo de Einstein
[4]. Sutherland [5], Smoluchowski [6] y Langevin [8] también trabajaron en la
explicacién del movimiento browniano. Otros reconocidos fisicos de la época
también contribuyeron a la teoria: Fokker [9], Planck [10], Klein [11], Uhlenbeck
y Ornstein [12] y Kramers [14].

Las bases matematicas de la teoria del movimiento browniano fueron dadas por
Wiener [15], Kolmogorov [16], Feller [17] y Lévy [18, 19] contribuyendo a la
teoria de procesos estocasticos. Ademaés sus trabajos sirvieron al desarrollo del
célculo estocdstico junto con los estudios de It6 [20], Fisk [21] y Stratonovich
[22] quienes desarrollaron diferentes tipos de integrales estocdsticas [23].
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En cuanto al movimiento browniano relativista, los primeros trabajos se deben
a Schay [24], Dudley [25] y Hakim [26] quienes estudiaron procesos estocasticos
relativistas. Estos fueron seguidos por Caubet [27], Guerra y Ruggiero [28§],
Boyer [29, 30], Roy [31], Ben-Yaacov [32], y Morato y Viola [33]. Otras aproxi-
maciones al movimiento browniano relativista se han hecho por Oron y Horwitz
[34] y Franchi y Le Jan [87].

Desde un punto de vista méds fenomenolégico, el movimiento browniano rela-
tivista puede ser abordado usando la versién relativista de la ecuacién de Fokker-
Planck asi como de la ecuacién de Langevin. En esta linea se han hecho recien-
temente varias aproximaciones. Debbasch y otros [76, 77, 78, 79, 80, 81] han
extendido el estudio del proceso de Ornstein-Uhlenbeck a la relatividad especial
dando como resultado lo que se conoce como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
relativista (ROUP por sus siglas en inglés). Por otro lado, Dunkel y Hanggi han
estudiado lo que ellos llaman movimiento browniano relativista [93, 94, 96, 97, 75)
que es un modelo que utiliza la ecuacién de Langevin relativista con un coefi-
ciente de friccién constante.

A pesar de las distintos enfoques que se le han dado a la teoria del movimiento
browniano relativista, ain no hay un tratamiento claro y definitivo. Sin em-
bargo, los avances que se han dado en el movimiento browniano relativista
y los procesos de difusion ya han sido aplicados en fisica de altas energias
[35, 36, 37, 38, 39, 45, 46, 47] y en astrofisica [48, 49, 50, 51] y mds recien-
temente en fisica de materia condensada [52] y puede haber futuras aplicaciones
en economia [53] como su contraparte cldsica.

El objetivo central de la tesis es presentar la generalizacion relativista del movi-
miento browniano. Para ello, el trabajo se divide en dos partes. En la primera
de ellas, sélo se considera al movimiento browniano clésico (en el sentido de que
es no relativista). En la segunda parte se discute en detalle su generalizacién
relativista.

Para el movimiento browniano clasico, se presenta el analisis de Einstein y se
analiza la aproximacién de Langevin. Se deduce la ecuacién de Fokker-Planck
y se encuentran los coeficientes correspondientes a la ecuacién de Langevin.
Después se introduce el proceso de Wiener para poder dar una formulacién
matematica del movimiento browniano.

Enseguida se tratan las distribuciones de velocidades cldsica y relativista. Se
analiza la distribucién de Maxwell-Jiittner y se calcula el correspondiente factor
de normalizacion. Se presenta la distribucion de Jiittner y la versién manifies-
tamente covariante de la distribucién de Jittner.

Como un paso natural, se procede a construir la teorfa de Langevin del movimien-
to browniano en el contexto de la relatividad especial.

Se discute con detalle las ecuaciones de Fokker-Planck relativistas y sus solu-
ciones asi como también las ecuaciones de Langevin relativistas en el espacio fase.
Se muestra como se puede construir ecuaciones de Langevin para movimientos
brownianos relativistas (1+1)-dimensional. Ademds se extiende el andlisis al
caso (143)-dimensional.

Se analiza el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista y algunas de sus propieda-
des més importantes y se hace un estudio para relacionar los procesos expuestos.



El trabajo concluye con la presentacién de aplicaciones importantes de la teoria
expuesta.
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Capitulo 2

Movimiento browniano

Cuando se observan a través de un microscopio particulas suficientemente peque-
nas, del orden de unas micras, inmersas en un fluido, se nota que éstas se mueven
rapidamente en todas direcciones y de manera irregular. En 1827, el boténico
escocés Robert Brown reporto este fendmeno cuando investigaba acerca del com-
portamiento del polen en agua [1]. Desde entonces a este fenémeno se le conoce
como movimiento browniano, aunque ya en 1785, el fisico Jan Ingenhousz habia
descrito el mismo comportamiento en particulas de carbén en alcohol [2].
Brown especulé mucho acerca de este hecho y dio muchas explicaciones aunque
todas ellas equivocadas. Puesto que estudié células sexuales masculinas del
polen de plantas, el movimiento que observo lo atribuyé a la vitalidad de es-
tas células. Al observar lo mismo en otras partes de la planta, pensé entonces
que el movimiento estaba presente en todo organismo vivo. Abandond esta idea
después de repetir su experimento con particulas inorganicas y darse cuenta que
presentaban también un movimiento erratico.

Aunque no pudo explicar el movimiento que observé, Brown pudo establecer que
éste no podia deberse a la evaporacién o la presencia de flujos en el liquido. En los
anos posteriores, muchas personas trataron de resolver el problema, sin embargo,
los Unicos avances que se consiguieron fueron, por confirmacién experimental, la
eliminacion de algunas posibles causas del movimiento browniano, como por
ejemplo, las ya descartadas por Brown, la forma del contenedor, la composicién
quimica del solvente o del soluto, acciones capilares, fuerzas de atraccién y re-
pulsién entre las particulas y muchas otras posibilidades de influencias externas.

2.1 El modelo de Einstein

Las primeras aproximaciones a la modelizaciéon del movimiento browniano fueron
hechas en 1900 por L. Bachelier [3], cuando hizo un modelo para describir las
fluctuaciones de los precios en la bolsa de Francia basado en la idea de que las
fluctuaciones seguian el mismo proceso que una particula browniana moviéndose
dentro de un fluido.
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Sin embargo fue hasta 1905, casi 80 anos después del trabajo de Brown, cuando
Einstein, en un trabajo sobre el movimiento atémico, dio la primera explicacién
satisfactoria del movimiento browniano [4]. Smoluchowski llegé también a las
mismas conclusiones independientemente de Einstein en 1906 [6].

La explicacion fisica que se dio es que el movimiento cadtico de particulas sufi-
cientemente pequenas en fluidos es debida a un gran nimero de colisiones con
las moléculas circundantes, en pequenos intervalos de tiempo. Esto es posible
porque, a pesar de que el fluido se encuentra en equilibrio térmico, a tempera-
tura ambiente sus moléculas se mueven a velocidades muy altas, manifestando
su energia térmica. El efecto individual del choque de las moléculas causa un
efecto despreciable sobre la particula (que es muy grande en comparacién con
el tamano de las moléculas), pero la superposicién de estas colisiones contiene
suficiente energia para provocar un movimiento en la particula.

La importancia del trabajo de Einstein radica, en parte, en explicar el proceso
de difusién microscépicamente, pues entendié que las moléculas de la substancia
que se difunde son desplazadas a causa de las colisiones con las moléculas del sol-
vente. Consideremos un nimero de particulas brownianas que sufre un proceso
de difusién, y que éstas estan bajo la accién del campo gravitatorio F' = —mg.
Supongamos ademds que las particulas brownianas estan lo suficientemente se-
paradas como para no considerar interacciones entre ellas. Einstein considerd
que estas particulas se dispersan por lo que ejercen presién osmética, la cual esta
dada por la ley de van Hoff: II = nkgT, donde kg es la constante de Boltzmann,
T la temperatura del solvente y n = n(z) es la densidad de particulas como una
funcién de la altura x de las particulas sobre una columna vertical. En el es-
tado de equilibrio, el efecto de esta difusién estd compensado por el arrastre que
sufren las particulas debido al campo gravitacional, es decir, la fuerza osmotica

por unidad de volumen

B dn(x)
Fy = —kgT 1o (2.1)

es balanceada por la fuerza gravitacional por unidad de volumen n(z)F. Uti-
lizando este hecho podemos encontrar una expresion para la condicién de equi-
librio: q
Fn(z) — kﬂ% =0, (2.2)
x

de donde se llega a la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann
n(z) = n(0)ef*/ k1), (2.3)

Respecto al proceso de difusién, la segunda ley de Fick (que ya era bien conocida
en 1905) nos dice que el niimero de particulas que atraviesan una unidad de
volumen por unidad de tiempo es

dn

J:* a,

(2.4)

que es el flujo provocado por la difusién. D es llamado el coeficiente de difusién.
Este flujo es compensado por el flujo de particulas provocado por la fuerza viscosa
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que surge por el arrastre en las particulas debido a la fuerza gravitacional que esta
actuando sobre ellas. La fuerza de friccién estd dada por Fy, = —m(v, donde
¢ es el coeficiente de friccién y v la velocidad de las particulas brownianas. Si
suponemos que las particulas son esféricas de radio a, que son mucho més grandes
que las moléculas del fluido, la férmula de Stokes nos da ¢ = 6wrau/m donde p
es la viscosidad del fluido también llamada viscosidad dindmica. La velocidad
de una particula que estd en equilibrio bajo la accién de la fuerza gravitacional y
la fuerza de friccién es v = F/(6wap), por lo que el flujo de particulas, es decir,
el nimero de particulas por unidad de area y por unidad de tiempo esta dado
por
F

J = =
o 6mau

n. (2.5)

Los flujos dados por (2.4) y (2.5) se deben de cancelar en el equilibrio, lo que
resulta en

F dn
—D— =0. 2.6
67ra,un dx (2:6)

Con esta expresién y utilizando la ecuacién (2.2) se encuentra el valor para el
coeficiente de difusién
kT kT

D= = .
¢m 6ma

(2.7)

Esta ecuacién es llamada la ecuacién de Einstein-Stokes! y es un resultado muy
importante, pues muestra que la viscosidad y otras formas de disipacién son,
a un nivel molecular, causadas por el movimiento térmico de las particulas,
lo que se conoce ahora como teorema de fluctuacion-disipacion. El coeficiente
de difusion tiene una relacién con el desplazamiento cuadrédtico medio de una
particula browniana. Einstein derivo la ecuacién de difusion y con ello encontré
que el desplazamiento cuadratico medio es proporcional al tiempo de obser-
vacion, lo que proporciona una herramienta cuantitativa para el movimiento
browniano?. El andlisis de Einstein est4 basado en las siguientes suposiciones:
el movimiento de una particula es independiente del movimiento de las demas
particulas, ademas, el movimiento de una particula en un determinado inter-
valo de tiempo es independiente del movimiento de la misma particula en otro
intervalo de tiempo, donde estos intervalos no se toman muy pequenos. Sea T
la longitud de un intervalo de tiempo que satisface las suposiciones anteriores,
N el numero de particulas que estdn inmersas en un fluido y f el nimero de
particulas por unidad de volumen entre z y = + dz en el tiempo t. Se tiene
que en un intervalo 7, las coordenadas de las particulas se incrementaran una
cantidad €, que puede ser negativa o positiva de acuerdo con cada particula.
Supongamos que la probabilidad de que la particula se encuentre en = + € es
¢(e). Los desplazamientos positivos y negativos tienen la misma probabilidad,

ITambién es llamada ecuacién de Einstein-Stokes-Sutherland ya que William Sutherland
derivé la misma ecuacién en 1904 [5].

2En 1908, el fisico francés Jean-Baptiste Perrin [7] pudo determinar experimentalmente, a
partir de la férmula de Einstein, el valor del niimero de Avogadro, demostrando asi la validez
de la teoria del movimiento browniano, y convirtiéndose en una prueba de la existencia de los
dtomos.
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esto se traduce en ¢(e) = ¢(—¢). Dado que ¢(¢) es una funcion de densidad de
probabilidad, debe cumplir con

/OO ¢(e)de = 1. (2.8)

La cantidad de particulas que en el instante £+ 7 se encontraran entre los puntos
ryx+dxes

flz,t+7)de =dx /_OO flz+e,t)p(e)de. (2.9)

Dado que el intervalo 7 es muy pequeno podemos expander f(x,t 4+ 7) en po-
tencias de T
of

flzt+7) = f(z,t) —&-TE(J? t), (2.10)

desarrollando a f(x+-¢,t) en potencias de e (pues son pequenos desplazamientos)

se tiene of(a.t) 2 02 ()
x,t € z,t
flx+e,t)= f(x,t)+e e +§ 92 + (2.11)
Ahora podemos escribir la ecuacién (2.9) como
——f/ o(e ds—l— f ds—i——/ g)de +... (2.12)

Todos los términos impares del lado derecho de (2.12) se cancelan debido a la
simetria de la funcién ¢. De los términos restantes, sélo conservaremos el primero
y tercero, ya que los demés son muy pequenos. Hacemos que

1 [ €2 1,
y entonces (2.12) se reduce a
of [ 0°f

que es la ecuacion de difusién. La constante D es el coeficiente de difusiéon. La
solucién de (2.14) es, suponiendo difusién de N particulas a partir del origen,
z=0ent=0

N
flz,t) = me‘*/wﬂ (2.15)

es decir, la probabilidad de encontrar a una particula en L es

o —12/4Dtd 2.16
e x. .
/L V4r Dt ( )

A partir de la ecuacién (2.15) podemos obtener el desplazamiento cuadrético
medio de la particula en la direccion =

Va2 = V2Dt (2.17)
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que podemos escribir utilizando (2.7) como

— kT
22 = -5 ¢, (2.18)
3mua
Para las direcciones y y z se tiene
22 = y2 = 22, entonces 12 = 32, (2.19)

donde 7?2 = 22 + y? + 32 es el desplazamiento total de la particula. Por tanto,
el desplazamiento total de la particula browniana es obtenida con cualquiera de
los desplazamientos unidimensionales.

En este modelo, sin embargo, existen algunos inconvenientes. Ademds de ignorar
las posiciones y momentos de todas las particulas del fluido, también se ignora
el momento de la particula misma. Esto nos lleva a que la velocidad promedio
para tiempos cortos no estd acotada. En la siguiente seccién se considera el
caso donde la velocidad es una variable adicional, por tanto ya no se tiene este
inconveniente.

2.2 La ecuacion de Langevin

Una manera efectiva de describir a una particula browniana es a través de una
ecuacién de movimiento. Esta ecuacién fue dada por Langevin en 1908 [8] y
se ha convertido en una de las principales herramientas en el tratamiento del
movimiento browniano. A partir de esta ecuacién, Langevin derivé la misma
expresion para el desplazamiento cuadrédtico medio de un particula browniana
que encontré Einstein.

Consideremos una particula de masa m, cuyo centro de masa estd en la posicién
x(t), inmersa en un fluido a temperatura absoluta 7. Definimos a v como la
rapidez instantdnea de la particula en la direccién z, v = dz/d¢ y su momento
asociado p = mwv. Esta particula, que es mucho mas grande que la distancia
promedio entre las moléculas del liquido y que se estd moviendo respecto a éstas
a una velocidad v, experimenta una fuerza de friccién igual a

Fpr = —m(v. (2.20)

Suponemos como antes que la particula es esférica de radio a, por lo que se tiene
m( = 6map. Dado que describir al movimiento browniano con sélo la fuerza
de friccién no es suficiente, Langevin introdujo una fuerza adicional F'(t) que
considera las colisiones moleculares irregulares. Entonces la ecuacién para la
dindmica de las particulas es, de acuerdo con la segunda ley de Newton

d
md—: = —mCv + f(z) + F(t) (2.21)
donde f(z) = —VV(z) es una fuerza externa (como la fuerza gravitacional). La

fuerza complementaria F'(t) es una funcién aleatoria instantdnea, indiferente-
mente positiva o negativa, debida a los impactos de las moléculas del liquido so-
bre la particula y su magnitud es tal que mantiene la agitacién de las particulas.
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La ecuacién (2.21) es llamada ecuacién de Langevin y es un ejemplo de una
ecuacién diferencial estocdstica debido a que contiene el término F(t) que es
una fuerza estocdastica. Debido a la naturaleza de esta fuerza, sélo se considera
su promedio sobre un ensamble de sistemas idénticos compuestos por la particula
browniana y el fluido que la contiene, pues no es la misma fuerza para todos los
sistemas del ensamble.

Si suponemos que las colisiones que sufre la particula durante un intervalo de
tiempo dado no guardan relacién con las colisiones en intervalos anteriores, es
decir son independientes y que el medio en que se mueve la particula es isétropo
entonces podemos suponer que la fuerza F(t) satisface las siguientes condiciones

(F) = (Fz) = (Fv) =0, (2.22)
(F(L)F(t")) =2Dé(t — t), (2.23)

donde 6(t — t’) es la funcién delta de Dirac, t y ¢ son tiempos distintos y la
constante 2D es la intensidad del ruido. La condicién (2.22) significa que la
fuerza F' es independiente de la posicién y la velocidad de la particula y debido
a su irregularidad, su promedio de ensamble es cero. Todas las colisiones que
sufre la particula browniana son practicamente instantédneas, esto es, el tiempo
de colisién es muy pequeno macroscépicamente (del orden de la separcién inter-
molecular media dividida por la velocidad molecular media). Esto estd expresado
por la condicién (2.23).
Si consideramos que no hay ninguna fuerza externa actuando sobre la particula
browniana, entonces la ecuacién (2.21) se simplifica a

dv F(t)

1 + (v = et (2.24)
A pesar de la naturaleza de la fuerza F(t) podemos resolver la ecuacién anterior
con los métodos elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias y obtener

1t ,
v(t) = voe St + — / e SR dt . (2.25)
m Jo

La media de la velocidad se obtiene tomando el promedio sobre el ensamble
inicial, todas las v que comienzan con un valor v(t = 0) = vg. Considerando las
condiciones (2.22) y (2.23)

(v(t)) = voe L. (2.26)

De igual forma, de la ecuacién (2.25) se tiene que la velocidad cuadratica media
estd dada por

2D t t ’ "
(W2 (t)) = vie %t 4 We*w/() /0 S5 —¢"yar'dt” (2.27)
resolviendo la doble integral se simplifica a

(W2 (t)) = vie %t + %(1 — e XY, (2.28)
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Sabemos del teorema de equiparticién de la energia que en el estado estacionario
la velocidad cuadratica media esta dada por

kT
2 B
t)y = — 2.29
(v*(2)) , (2.29)
tomando el limite para tiempos grandes en la expresién (2.28)
D
Jim (2(1)) = =, (2.30)

encontramos la también llamada relacion de Finstein, el valor de la intensidad
del ruido D,

D = mCkgT. (2.31)
De la ecuacién (2.7) para la constante de difusién se llega a la relacién clésica
D
D=—:. 2.32
(P 22

Desplazamiento cuadratico medio

El principal resultado del trabajo de Langevin fue derivar la misma expresién de
Einstein para el desplazamiento cuadratico medio de una particula browniana
por medio de un enfoque dindmico basado en la segunda ley de Newton, en con-
straste con el enfoque cinemdtico de Einstein basado en la ecuacién de evolucién
para la distribucion de probabilidad. En su andlisis, Langevin también supuso
que no hay ninguna fuerza externa. Multiplicando la ecuacién (2.21) por z
2
x dx
mr—s = —brpar— + Fx, 2.33

a2 T (2:33)

dado que

R — _ :2
a Tar Y ae Tt

la ecuacién (2.33) se puede escribir como

1 d2 2 d 2 d 2
s —m () = -smuay + P (234)

dz? dx d?z? 2z (d:v ) 2
+2 ,

Si consideramos un gran numero de particulas y tomamos el promedio de la
ecuacién (2.34) para cada una de ellas, el término Fz se cancela debido a la
irregularidad de F, condicién (2.22). Dado que la energia cinética promedio
en una direccién x de una particula de masa m es %kBT, obtenemos, haciendo

2
2 = (422 )
%d—j + 3npaz = kpT, (2.35)
cuya solucion es
1 npa
2 =kpT + Ce™ et (2.36)

3mua
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Al final de un tiempo del orden de m/(6rua) ~ 10~%s se llega a una razén
constante de agitacién

dx? 1
- 2.37
dt BY 3rpa’ (2:37)
lo que nos da que para un intervalo de tiempo t
— 1
2 g2 =kpT—-t; 2.38
= — Ty B 3ma ( )

el desplazamiento Ax de la particula estd dado por x = zg + Az y esos des-
plazamientos son indiferentemente positivos y negativos, por lo que tenemos,
haciendo z¢ = 0 y escribiendo (Az)? en lugar de x2

kT
=5y (2.39)
3mua

(Az)?

que es la misma férmula que encontré Einstein.

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck

Tanto en el trabajo de Einstein como en el de Langevin se supone una escala
de tiempo At > 1/(, dejando de lado el caso para escalas de tiempo cortas.
Un tratamiento mas general fue dado por Ornstein y Uhlenbeck en 1930, en
donde no sélo se consideran ambas escalas de tiempo, sino también el caso con
un campo de fuerzas externa.

Partimos de la ecuacién de Langevin (2.24) con las propiedades (2.22) y (2.23)
cuya solucién estd dada por la ecuacién (2.25).

1 [t .
o(t) = vpe—St + + / =S Py
m Jo

Si integramos la ecuacién anterior podemos obtener la funcién de posicién de la
particula browniana

_ Vo _ 1 t —C(t—t) ’ ’
x(t)—a:0+?(1—e<t)+m—g/o(l—e“t)F(t)dt, (2.40)

donde hemos considerado que la particula parte de xg y vg. Los procesos
{z(t),t >0} y {v(t),t > 0 } se llaman proceso de posicién y proceso de veloci-
dad de Ornstein-Uhlenbeck, respectivamente. La ecuacién (2.26) da la media de
la velocidad. De igual manera se encuentra que x(t) es un proceso gaussiano®
con

(b)) = xw%(ke*@). (2.41)

Si Az = z(t) — xo, entonces, de la ecuacién (2.40)

Vo

(Az) = ?(1 — e, (2.42)

3Ver seccién A.2 del apéndice A
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Célculos similares nos llevan a

2Dt D
+

m2<_2 mTCS [_3 + 4€_<t — 6_2<t:| . (243)

(a0 = B - e+

Para tiempos grandes, sélo el segundo término de la ecuacién (2.43) tendrd una
contribucién considerable, por lo que se recupera la ecuacién para el desplaza-
miento cuadratico medio encontrada por Einstein y por Langevin:

(Ax)?) ~ 22

Si las velocidades iniciales vy obedecen una distribucién de Maxwell-Boltzmann,
se tiene a partir de (2.43)

o 2kpTt

Esta expresion es conocida como la férmula de Ornstein-Fiirth, ya que ellos la
derivaron con el propdsito de incluir la inercia de las particulas. La expresion
de Einstein no considera la inercia y por lo tanto presenta el problema de que
no es de raiz cuadratica media diferenciable en ¢t = 0. Para tiempos cortos la
ecuacién (2.45) se convierte en

(Ct—1+e"), t>o0. (2.45)

(Azy) = Ly (2.46)

m

la cual es de cuadrado medio diferenciable.

2.3 La ecuaciéon de Fokker-Planck

Puesto que la fuerza de Langevin F(t) varfa de un sistema a otro en el en-
samble, la velocidad también varia de sistema a sistema. Por lo tanto, es de
interés conocer la probabilidad de tener una velocidad en el intervalo (v, v+ dv).
Esta probabilidad es P(v)dv, donde P(v) es la densidad de probabilidad pues v
es una variable continua. Dada una ecuacién de Langevin para el movimiento
browniano podemos obtener una ecuacién para la evolucién en el tiempo de la
distribucién de probabilidad en el espacio fase de una particula browniana. Esta
ecuacién es conocida como ecuacion de Fokker-Planck [9, 10]. Como ya vimos
en la seccién 2.1, Einstein obtuvo una ecuacién diferencial parcial para la dis-
tribucion de la densidad de probabilidad del desplazamiento en una dimensién.
(2.14) es una ecuacién de difusién similar a la ecuacién para la conduccién de
calor inestable. Esta es el caso méas simple de la ecuaciéon de Fokker-Planck. La
funcién de distribucién P(v,t) obedece la ecuacién de movimiento
2

or :CE(UP)—FCkB—Ta—P. (2.47)

ot v m  Ov?
Esta es la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la ecuacién de Langevin (2.24).
Si se tiene la condicidn inicial P(v,0) para t = 0 y condiciones a la frontera ade-
cuadas, se obtiene entonces la funcién de distribucién P(v,t) para todo tiempo.
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A continuacién se muestra la derivacién de la ecuacién de Fokker-Planck general
para una variable z, a partir de la cual se deduce (2.47) como un caso particular.
Consideremos una funcién arbitraria f(z) con la propiedad

f(x) =0, f'(x) >0 cuando z — +oo (2.48)

y su valor esperado:
/f Pz, t|zo)d (2.49)

donde P(z,t|zg) es la probabilidad de ir de o a z en el tiempo ¢. Suponemos
que se cumple la ecuacién de Chapman-Kolmogorov?, es decir, que es un proceso
markoviano:

oo

P(z,t + Atlzg) = / P(z,tlxo)P(x,t + At|z, t)dz. (2.50)

— 00

Tomando la evolucién en el tiempo del valor esperado de f(x)

0 0 0
5 =5 [ 1@ P@ s = [ f@) g P tends, (250
y notando que
8P t ~ li ! Pz, t+ At P(x,t 2.52
PG thao) = limy o [Pyt + Atlao) = Pla,do)], (2:52)

entonces podemos escribir la ecuacién (2.51) como

%<f> = /f ) Jim 7[ (z,t + At|zo) — P(, t|zo)] dz
At—>0 At/f {/ P(z,t|lxo)P(x,t + At|z,t)dz| dx
~ Alm, At /f P(z,t|zo)dw. (2.53)

Utilizando la condicion de normalizacién
/P(x,t + At|z, t)dz =1, (2.54)

e intercambiando el orden de integracién del primer término del lado derecho
de la ecuacién (2.53) y considerando que se puede expandir la funcién f(x) en
series de Taylor se tiene que

= [ Pt 1140+ F 5| a (2.55)

4Ver seccién A.2.1 del apéndice A
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donde se han definido las cantidades

. 1

A(z) = Alirgo v /(x — 2)P(x,t + At|z, t)dz, (2.56)
o1 2

B(z2) A171511)10 Az /(x —2)*P(z,t + At|z, t)dz. (2.57)

La ecuacién (2.55) se puede reescribir, después de integrar por partes, como

0 o 0 1 02
G0 = [ | oA P tlen)] + 5 3 B Ple.taol]| fe)d, (258)
donde hemos cambiado a la variable muda z por x. Comparando ésta ecuacién
con (2.51)

oo 2
/m [;P(l‘,ﬂxo) - a%[A(x)P(x,tlxo)] - ;;{EQ[B(I)P(M%)]] f(z)dz = 0.
(2.59)

Dado que la funcién f(x) es arbitraria, el término entre paréntesis debe ser cero,
entonces se obtiene como resultado una ecuacién de movimiento para la funcién
de distribucién P(z,t)
1 2
& P(atlao) = — 2 [A@) PG, o)) + 5 oy
Esta ecuacion es conocida como ecuacién de Fokker-Planck para una variable x
aunque también se le suele llamar, dependiendo del contexto en el que se derive,
2da ecuacidon de Kolmogorov o ecuacidn de Kolmogorov hacia adelante [16]. Esta
ecuacion es una ecuacioén diferencial parcial de segundo orden de tipo parabdlico,
0 mas concretamente, es una ecuacion de difusién con una derivada adicional de
primer orden respecto a x. La ecuacién (2.60) nos dice que, dado un ensamble de
particulas que emergen del punto x( en el tiempo g, moviéndose independiente-
mente, P(z,t|xg,to) es la concentracién en el punto z en el tiempo ¢. Su solucién
debe ser no negativa y satisfacer las condiciones iniciales P(x, to|zo) = d(z —xq).
Los coeficientes A(z) y B(x) reciben el nombre de coeficiente de arrastre y coe-
ficiente de difusién respectivamente. Notemos que la ecuacién de difusién (2.14)
es una ecuacién de Fokker-Planck con coeficientes A y B constantes.
Para el caso multidimensional, el coeficiente de arrastre estd dado por el vector
A = A(r), i =1,...N y el coeficiente de difusién por la matriz B = b;;(r),
i =1,...N. La ecuacién de Fokker-Planck multidimensional puede escribirse
como
) a 1o &2
aP(r,t\ro) =— Zvi[Ai(r)P(r,ﬂro)] + - Z m[b”(r)P(nt\ro)].

, 2 £
i=1 i,j=1

[B(z)P(z, t|zo)]. (2.60)

(2.61)
A continuacién determinaremos los valores de los coeficientes de arrastre y di-
fusién para la ecuacién de Langevin (2.24) sujeta a las condiciones (2.22) y (2.23)

b=t T8 ey =0: (FOF®) = 2mkaTol 1),



16 CAPITULO 2. MOVIMIENTO BROWNIANO

De acuerdo a la ecuacién (2.56) se tiene

Alw) = A1)'1£m0 Ait /(u —v)P(u,t + Atlv, t)du
—
1 1
= Aliglo E((u —v)) = hm0 Kt<AU> (2.62)

Integrando la ecuacion de Langevin sobre un pequefio intervalo de tiempo At se
obtiene que el cambio en la velocidad es

1 [trAt
~ —(vAt + —/ F(t")at' (2.63)
m.Jy
y su promedio es
(Av) = —CvAt. (2.64)
El coeficiente de arrastre A(v) es por tanto
1
Av) = AI%I_I)IO K( CvAt) = —(w. (2.65)

Procedemos de igual manera para encontrar el coeficiente de difusién B(v)

. 1 1
B(v) = AI%I_I}O AL /(u —v)2P(u,t + Atlv, t)du = 1%1_{10 E((Av) ). (2.66)

De (2.63) se sigue que

t+At
(A0 = (a2 - 208 / R+

t+At t+At
m2/ / tYF@")dt'dt”. (2.67)

El primer término del lado derecho de esta ecuacién es del orden de (At)? y lo
podemos ignorar, el segundo término serd cero al promediarlo, por lo que sélo
nos resta el dltimo término

t+At t+At t+At t+At
/ / @"Nat'dt” = 2mckgT / / t'—t"ydt'dt”
= 2mCkgTAt. (2.68)

Entonces el coeficiente de difusion tiene el valor

B 1 o 2kpT
B(v) = AIPBO E((Av) )= p— (2.69)
Ahora, sustituyendo (2.64) y (2.68) en (2.60) se obtiene
0 0 kpT 0>P(v,t)
9 p(w.t) = (2 (0P, 1) + BT TPLD, (2.70)
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que es justamente la ecuacién (2.47). Ademds ésta se puede reescribir como una
ecuacion de continuidad

0 kgT 0

aP(v,t) = —C% (—vP(v,t)) - mavP(v,t)) , (2.71)

donde la expresién entre paréntesis es la corriente de probabilidad, la cual se

2
anula si la densidad de probabilidad tiene la forma P(v,t) e ZsT . Por lo
que la distribuciéon de Maxwell es entonces la distribucién de equilibrio de la
ecuacion de Fokker-Planck. Para ver esto resolvamos la ecuacién introduciendo
la variable h = veSt en lugar de v, y tenemos

P(v,t) = P(he‘t,t) = G(h,t), (2.72)
oP 0G 0’P  0°G
Dl NS 2 P14 9
v oh" o2 on2¢ (2.73)
oP 0Goh 0G 0G oG
o T S ep e 2.74
ot _onot ot on' T (2.74)
Entonces la ecuacién (2.71) toma la forma
0G kgT 0°G ot
el 2 - . 2.
T (G + 9nz € (2.75)
Hacemos la sustitucién G = Ze¢t, de donde
oG 07
o TGt 2
oy 5 ¢ + (G, (2.76)
debido a esto tenemos 07 LT 527
B 2
— =(————e¢“(t. 2.
T TER (2.77)
Introduciendo una nueva variable para el tiempo g, por medio de
do = e*tdt, (2.78)
1
=3¢ (e —1), (2.79)

con o(t =0) =0, la ecuacién (2.77) se transforma en una ecuacién de difusién

0Z kgl °Z

d0 " m on?’ (2.80)
cuya solucion es
Z(h,0) = \/4177@@“&)2 - g%, (2.81)
Regresando a las variables originales v y ¢, encontramos
m T mluge=¢h?
Pt = (27TkBT(1 — e—2<t)) e FpTameTHn, (2.82)
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que es la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck (2.71). Para el caso limite
donde t — 00, obtenemos

1
: _ —mv?/2kgT m :
tlgglo P(v,t)=e (Zﬂ'kBT) , (2.83)

por lo que P(v) se relaja a traves de la distribucién de Maxwell.

Dos casos especiales de la ecuacion de Fokker-Planck son la ecuacién de Smolu-
chowski y la ecuacién de Klein-Kramers. La ecuacién de Klein-Kramers [11, 14]
es una ecuacién de movimiento para la densidad de probabilidad P(z,v,t) que
describe a particulas brownianas en un campo de fuerzas externo.
Consideremos el caso del movimiento browniano en presencia de un campo de
fuerzas externo f(z) = —VV(z). La ecuacién de Langevin considerando esta
fuerza adicional es la ecuacién (2.21)

m% = —mlv+ f(z) + F(t).
Esta fuerza no altera las colisiones de la particula y el efecto de fricciéon que
experimenta, por tanto, la fuerza F(t) sigue cumpliendo con las condiciones
(2.22) y (2.23). Para la ecuacién (2.21), la correspondiente ecuacién de Fokker-
Planck, es decir, la ecuacién de movimiento para la densidad de probabilidad
P(z,v,t) estd dada por

op __ o°P f(x)oP .0 CkpT 0P
ot - Vo m 8U+C6vvp+ m  Ov?’

(2.84)

que es la ecuacion de Klein-Kramers cuya solucién es, en estado estacionario, la
distribucién de Boltzmann

P(z,v) = Nel=B/(kzT)] (2.85)

donde N es la constante de normalizacién y E = mv?/2+ V es la energfa total.
Un caso especial de la ecuacién (2.21) es cuando se tiene una friccién muy grande.
Cuando se cumple la desigualdad m{v > mw, (2.21) se reduce a

R0
v = e me (2.86)

Entonces, para la densidad de probabilidad P(z,t), su ecuacién de movimiento
es
1 9 kT 0?

0
—P(x,t) = *Cfm%(P(xat)f(z)) + Cima%ﬂ

= P(z,1). (2.87)

Esta es la ecuacién de Smoluchowski con solucién estacionaria

P = Ne V(@/(ksT) (2.88)
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2.4 El proceso de Wiener

En 1923, N. Wiener presenté un tratamiento mateméatico general del movimiento
browniano [15]. El defini6 y analizé un proceso estocdstico que ha servido para
describir las propiedades de la trayectoria de una particula browniana. Este
es conocido como proceso de Wiener. Si W(t) da la posicién de la particula,
el proceso estocédstico queda entonces determinado por la coleccién de todas
las posibles trayectorias junto con la probabilidad de cada trayectoria. Una
realizacién del proceso es simplemente la posiciéon W (t), tomando a ¢ como un
pardametro continuo. La figura 2.1 muestra tres realizaciones del proceso de
Wiener.

Las consideraciones fisicas para el movimiento browniano son las siguientes:

1.57
1.0
0.5

—~
+~

— 0.0]
=
-0.57]

1.0

15 T T T T T T T T T
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

t (tiempo)

Figura 2.1: Tres realizaciones del proceso de Wiener.

e las condiciones del entorno son constantes
e el medio es isétropo, es decir, no hay una direccién privilegiada

Definicién 2.1 (Proceso de Wiener) FEl proceso unidimesional {W(t),t >
0} es un proceso de Wiener (o movimiento browniano) si tiene las siguientes
propiedades:

(1) Con probabilidad 1, la trayectoria t — W (t) es continua y W(0) = 0;
(2) si0=tyg<t; <--- <ty =T, entonces los incrementos
W(t1) = W(to),...,W(tn) = W(tn-1)

son independientes;
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(3) el incremento W (t +s) — W (t) no depende de t y
(4) W(t) tiene una distribucién normal con
(W(t)) =0y Var[W(t)] = ot
donde el pardmetro o tiene que ser determinado.

Aqui interpretamos a W (t) como el desplazamiento de una particula browniana
después de un tiempo t con W(0) = 0. La condicién W (0) = 0 no es realmente
necesaria. Hay casos en donde el movimiento browniano requiere comenzar en
W(0) = u # 0, en donde se tiene que (W (t)) = u.

Debido a las propiedades 2 y 3, para toda ¢ > s, el incremento W (t) — W (s)
tiene una distribucién normal, con (W (t) — W(s)) =0y Var[W(t) — W(s)] =
o t—s|.

El parametro o, en aplicaciones del movimiento browniano a finanzas, recibe el
nombre de volatilidad.

Definicién 2.2 El proceso {W(t),t > 0} es un movimiento browniano estindar
;2
si0°=1.

De las propiedades del proceso de Wiener se puede deducir facilmente que es un
proceso de Markov.

Una conexién entre un proceso de Wiener W (t) y la fuerza estocdstica de
Langevin L(t) esta dada por

AW () = L(t)dt. (2.89)

Notemos que la ecuacién de Langevin (2.21), en ausencia de una fuerza externa,
la podemos reescribir de la siguiente forma

d[mo(t)] = —Cmuo(t)dt + L(¢)dt. (2.90)

Si consideramos un proceso de Wiener unidimensional W (¢), la ecuacién (2.77)
se puede expresar como

d[mo(t)] = —Cmuo(t)dt + dW (t) (2.91)
@AW () =0, (dW(#)AW(t')) = 2mCkpTdo(t —t'). (2.92)

El proceso de Wiener es también un proceso de difusion. En el contexto de la
ecuacién de Fokker-Planck, el proceso de Wiener satisface la ecuacién de difusiéon

ow PW
— =D——, 2.93
ot 0x? (2.93)
que no es mas que la ecuacién de Fokker-Planck (2.60) con coeficiente de deriva
nulo y coeficiente de difusién constante B(z) = 2D.
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2.5 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Una propiedad de las trayectorias del proceso de Wiener que es de gran im-
portancia es que son no-diferenciables en ningin punto casi seguro, es decir, la
derivada en cualquier punto es infinita. Siinterpretamos a W (t) como la posicién
de la particula browniana, entonces la velocidad tiende a infinito.

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck [12, 13] es un modelo del movimiento brown-
iano mads realista, no cuenta con el incoveniente de velocidades infinitas, son las
aceleraciones las que pasan a tener un valor infinito.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t),t > 0} puede ser definido como la
solucion de la ecuacion diferencial estocastica

AX(t) = - X (t)dt + odW (2), (2.94)

donde v > 0 es una constante que mide la razén de decaimiento determinista,
la constante o > 0 el nivel del forzamiento estocdstico y W(t) es un proceso
de Wiener estandar. El proceso {X(t),t > 0} puede ser definido mediante la
integral estocastica

X(t)=X(0)e " +ge " /t e dW (s). (2.95)

El valor inicial del proceso, X (0), es una variable aleatoria que puede ser una
constante y es independiente de W (¢). Se puede verificar por sustitucién que
X (t) definida como (2.82) satisface (2.81); esta es la tinica solucién.
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Capitulo 3

Funciones de distribucion

Para presentar la teoria del movimiento browniano relativista es necesario prime-
ro establecer una generalizacién de la distribucién de velocidades de Maxwell,
pues esta claro que la funcién de distribucién cléasica, al permitir valores de la
velocidad mayores a los de la luz, no es compatible con la relatividad especial.
En este capitulo se presentan de manera breve la funcién de distribucién de
velocidades clasica y su mas aceptada generalizacién relativista, la funcion de
distribucién de Jiittner.

3.1 La distribucion de Maxwell-Boltzmann

Una de las ecuaciones mas importantes en teoria cinética es la ecuacién de Boltz-
mann. Esta es una ecuacién de movimiento para la funcién de distribucién de
una particula, f = f(x,p,t), donde el vector x, con componentes x1, T2, T3, €s
el vector de posicion, p, con componentes p1, ps, ps3, es el vector de velocidad y
t es el tiempo. En 1872, Ludwig Boltzmann derivé esta ecuacién en el contexto
de sistemas de gases diluidos y tiene aplicaciones en otras areas de la fisica es-
tadistica como el transporte de electrones en semiconductores o el transporte de
neutrones.

La funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann es la solucién de equilibrio de
la ecuacién de Boltzmann. Consideremos la funcién de distribucién f(x, p, t), la
cual especifica el nimero de particulas por unidad de volumen de espacio fase
a un tiempo t dado. Una perturbacién a la funcién de distribucién puede ser
expresada como

_9f dx _9f dp  9f

Af=2L.—=4+2L. =420 3.1

T=ox @ ap at o (3.1)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton, x = %—H, p= —%—H7 las derivadas par-
P b

ciales pueden ser escritas como

_og om_og om o
A= ap op ox i (3.2)

23
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o bien, utilizando los paréntesis de Poisson,

Af:g—{—k{f,H} (3.3)

Si en el sistema no hay colisiones, la funcién de distribucién se mantiene sin
cambios, por lo que se obtiene la ecuacién de Boltzmann sin colisiones

of

E+{f’H}:O (3.4)

La funcién de distribucion, en el estado estacionario, debe ser constante, por
lo que se tiene {f, H} = 0, lo cual indica que f conmuta con el hamiltoniano,
es decir, es una cantidad conservada. Si el hamiltoniano es sélo una funcién
del momento, entonces la funcién de distribucién es también una funcién del

momento. Si consideramos que el hamiltoniano estd dado por H = H(p) = %,
entonces la funcién de distribucién es
_
f — f(p) = Ae” 2mkpT (35)

la cual es la distribucion de Maxwell-Boltzmann, con T la temperatura del gas,
kp es la constante de Boltzmann y m la masa de cada particula. Con d el
ntmero de dimensiones espaciales del sistema, la constante de normalizacién
es A = (2rmkpT)~%/?. Esta distribucién estd en conflicto con la relatividad
especial, ya que permite valores para la velocidad superiores a la de la luz.
Dado que ésta describe adecuadamente la distribucién de momentos de una
particula de un sistema no relativista en equilibrio termodindmico, cualquier
distribucién de momentos relativista que describa un gas en equilibrio debe re-
ducirse asintéticamente a esta distribucion en el limite de bajas velocidades, es
decir, a baja temperatura.

3.2 La distribucion de Maxwell-Juttner

La generalizacién relativista de la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann
fue derivada por primera vez en 1911 por Jittner [54], quien la obtuvo a partir
de un principio de méxima entropia [55]. En 1928, Jittner [56] derivé también
la funcién de distribucién de equilibrio para bosones y fermiones.

La versién relativista de la funcién de distribucién de velocidades es de gran
importancia en experimentos en altas energfas y astrofisica [38, 39, 40, 51]. Por
ejemplo, Chandrasekhar utilizé la distribucién de Jiittner en un modelo para
las enanas blancas [41], considerdndolas como un gas de electrones relativistas
fuertemente degenerado empeando entonces la versién cuantica para fermiones
de la distribucién de Jiittner, encontrando un limite para la masa de las enanas
blancas, conocido como limite de Chandrasekhar, que es igual a 1.4 masas so-
lares. Otros ejemlplos incluyen la aplicacién de ecuaciones de Langevin rela-
tivistas a experimentos de iones pesados [40, 51], procesos de termalizacién en
plasmas ultra-relativistas [39], o el efecto relativista Sunyaev-Zel’dovich [38], que
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describe la distorsién del espectro de la Radiaciéon Césmica de Fondo RCF (6
CMB por sus siglas en inglés Cosmic Microwave Background), producida por
la dispersién de Compton de los fotones de la RCF por electrones calientes en
cimulos de galaxias [42, 43, 44]. La intensidad predicha de las distorsiones espec-
trales y los parametros cosmolégicos inferidos del efecto Sunyaev-Zel’dovich de-
penden sensiblemente de la distribucion de velocidades de los electrones supuesta
[40].

La funcién de distribucién de Maxwell-Jiittner tiene la forma general

f1 = Aexp(=Uasp®/kpT) (3.6)

con U, el vector 4-velocidad, A una constante de normalizacién. La distribucién
de Maxwell-Jiittner también es la solucién de equilibrio de la ecuacién de Boltz-
mann relativista [57, 59], es decir, es la tnica en la cual la integral de colisién es
cero. La ecuaciéon de Boltzmann relativista, que es la ecuacién que describe la
evolucién de la funcién de distribucién relativista f(z,p) es, en el caso de existir
colisiones y fuerzas externas

of , ;0f | O(fF)

E—H} oxt * op’

Oy = / Ff— fh)veoddpr,  (37)

y el estado de equilibrio es aquel donde el término de colision C1o se anula.
Otras maneras de derivar la funciéon de distribucién de Maxwell-Juttner es u-
sando una formulacién covariante para el paso de un ensamble microcanénico
al canénico, ver [58], por maximizacién de la energfa libre del sistema o simple-
mente sustituyendo la energia relativista en el factor de Boltzmann exp(—gFE),
el cual puede ser obtenido de consideraciones termodindmicas sin necesidad de
la teoria de la relatividad, y normalizar el resultado. Esta dltima manera es la
que desarrollaremos a continuacién. Introduciendo la energia de una particula
relativista con masa en reposo m, la funcién de distribuciéon de Maxwell-Jtuttner
se reescribe como

f1(p) = Ae” P@I/EET (3.8)

Dado que la energia estd dada por E = /p2c2 + m2c*, donde el momento rel-
ativista es p = m~yv, v es el factor de Lorentz y ¢ la velocidad de la luz se

tiene
mc? p?
fJ:AeXp <_kBT 1“!‘@ (39)

La condicién de normalizacién de f; estd dada por

/ fip)d®p =1 (3.10)

o bien, sustituyendo el valor de f;

o) 2 2
4T A 2 _me iy B ap= 3.11
™ /0 p*exp ( kpT + 2e2 D ( )
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Para obtener la expresién de la distribucién completa falta evaluar el pardmetro
de normalizacién A. Hacemos el siguiente cambio de variable

p? p

s =1+ 2.2 sds = mdp (3.12)

en términos de s, la ecuacién (3.11) toma la forma

33 > mc? 2 1/2
drm>c’ A exp | —3—58 s(s*—1)"/=ds=1 (3.13)
1 B

Haciendo integracién por partes, la ecuacién anterior resulta

arm*ccA [, mc?
—1 3/2 — =1 .14
SnT /1 (s )°/% exp ( kBTS> ds (3.14)

en donde se ha utilizado la integral
1
/s(s2 —1)Y2ds = 5(32 —1)%/?2 (3.15)

Utilizando la expresién integral de la funcién de Hankel modificada! K, (z),

K, (2) = (?/(i)ff}é )2) /1 T et (i - 12 (3.16)

hacemos v =2,t=sy z = ,Z;“’;, y dado que

T(n+1/2) = (2n—1)7/2", n=01,2,... (3.17)

la integral de la ecuacién (3.14) queda como

i me? 9 3 3 (2kpT\> me?
- —1)3/2qs =2
/1 exp( A 5) (s —1)°/=ds 1 < " > K, (k ) (3.18)

sustituyendo este valor en (3.14), el valor del pardmetro de normalizacién A es

A= ! (3.19)

drm2ckpT K, ( }:”BC;)

es decir, la forma final de la funcién de distribucién (3.9) es

1 mc? p?
fJ = > exp (M 1 + 22) (320)
dmm2ckgTK, (]:;—CT) B m=c

La expresion anterior recibe el nombre de funcién de distribucién de Maxwell-
Jiittner. Hay que tener en cuenta que la temperatura Ty el momento p estan
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Figura 3.1: Funcién de distribuciéon de Maxwell-Jiittner.

determinados por un observador comoévil con el gas. La distribucién de Jiittner

(3.20) o (3.8) es una distribucién de momentos que traducida a velocidades tiene
la forma

d
wJ<v;m,ﬁJ,d>=%v<v)2+dexp[—ﬂm<v>], o] < 1, (3.21)

cony=0si|v] >1y Ay = Aj(m,B,d) es la constante de normalizacién dada
por

o (d—1)/2

e a— Kd—l 2 ﬂJm . 3.22
) Kot (3.22)
La distribucién de velocidad de equilibrio vista por otro marco de referencia X’
que se mueve con una velocidad u relativa al marco en reposo con el gas g es

AJ :de(

/ mfy(v/)'?’ / /
Py(vsm, By, u) = ————=exp[—Byy(u)my(v')(1 + uv’)], (3.23)
Agy(u)

con v’ la velocidad de la particula en el marco en movimiento ¥’. Esta dis-
tribucién de velocidades se reduce a la distribucién de Jittner para u = 0.

La distribucién de Jiittner juega un papel muy importante en la fisica estadistica
relativista, y aunque es aceptada en la actualidad no ha estado excenta de al-
gunos cuestionamientos sobre si es o no la correcta generalizacion de la dis-
tribucién de velocidades de Maxwell. A partir de los anos 80 algunos resultados

1La funcién de Hankel modificada, es algunas veces llamada funcién de Macdonald o funcién
de Bessel modificada de segunda clase. Ver apéndice D.
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pusieron en duda la distribucién de Jiittner. Horwitz y colaboradores [63, 64]
propusieron una ecuacién de Boltzmann relativista que describieron como ma-
nifiestamente covariante cuya solucién estacionaria difiere de la ecuacién (3.21)
[65]. Otros resultados y propuestas [61, 62, 69, 71, 97] aumentaron la confusién
sobre la correcta generalizacién de la distribucién de Boltzmann.

Una distribucién que fue propuesta como una alternativa a la de Jiittner es la
llamada distribucion de Jiittner modificada [69, 70, 71],

_ A sy kT
fJM(p) = E(p)e 5 (324)

donde Ay es la constante de normalizacién. Esta funcién también se reduce a la
distribucién de Maxwell-Boltzmann en el caso limte no relativista. En términos
de las velocidades, queda como

m? (v)**

v (v;m, Bym, d) = Ay (o)

exp[—Bmy(v)], |v| < 1. (3.25)
La constante de normalizacion estd dada por

2

(d—1)/2
ﬁJMm) K(d_l)/g(lBJMm). (326)

AJM = 2md71 <

A los mismos valores de los pardmetros 83 = Sym < 1/m, la funcién de Jiittner
modificada exhibe una poblacién de particulas considerablemente menor com-
parada con la de Jiittner en la cola de alta energia debido al prefactor adicional
1/E. Otro aspecto importante a resaltar es que la distribucién modificada de
Jiittner es justo la distribucion de velocidades de un gas en equilibrio cuando se
utiliza una parametrizacién basada del tiempo propio de las particulas [60].

En [79] se hace una revisién critica acerca de las diferentes aproximaciones a la
distribucién de Maxwell-Jiittner.

Una forma manifiestamente covariante de la distribucién de Maxwell-Juttner
fue dada en [74]. La ventaja de tener la distribucién en esta forma es que, al
estar escrita con tensores de Lorentz permite investigar el comportamiento bajo
transfomaciones de Lorentz mostrando asi su comportamiento para sistemas
en movimiento relativo. La distribucién de Jiittner manifiestamente covariante
tiene la forma:

n mcO En
- — Iz
. 2¢(mc) K stz (mc®) ( o > exp (—0.p"), (3.27)

donde n es la densidad de particulas vista en el marco de referencia comévil en
el cual el gas estd en reposo y © es la magnitud del 4-vector ©, y se relaciona
con la temperatura en el marco comévil por medio de

2
C
@2 = @M@M = @, (328)
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por lo que la temperatura es entonces un invariante. De hecho la termodinamica
relativista es un campo que sigue teniendo mucha actividad, pues continuamente
surgen nuevas teorias y todas ellas difieren principalmente en la manera en que
se transforma la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.

Consideremos dos sistemas de referencia inercial O y O’ que se mueven uno
respecto al otro con velocidad constante v. Sea T la temperatura de un sistema
termodindmico en O que mide un observador co-mdvil con el sistema O y T la
temperatura del sistema termodindmico medida en el sistema O’. La primera
forma de transformacion de la temperatura bajo tranformaciones de Lorentz fue
propuesta por Einstein [108] y Planck [109], ellos encontraron que

T="Tyy " (3.29)

donde v = 1/v/1 —v? es el factor de Lorentz. Este hecho estd basado en la
suposicién de la invariancia relativista de la entropfa, es decir, S = S’ donde
S es la entropfa del sistema termodindmico medido en el sistema O y S’ es la
entropia del mismo sistema medido en el sistema O’. Tolman [110] establece que
esta invarianza es debida a que en un cambio adiabéatico reversible sin absorcién
de calor, la entropia no cambia. La transformacién de la temperatura anterior
fue una consecuencia de como se propusieron que se transformarian las demas
cantidades termodindmicas. Se propuso que el calor se trasformara como Q' =
Q@ /7, es decir, tanto la temperatura como el calor tiene una correccién del inverso
del factor de Lorentz. De hecho la principal diferencia entre las teorias existentes
es la definicién de calor que tratan. Otra tranformacién fue desarrollada en los
anos 60’s por Ott [111] y Arzelies [112] y tiene la forma

T = Ty, (3.30)

mientras que Landsberg [113] propuso que la temperatura es un invariante de
Lorentz, esto es

T="T,. (3.31)

En 1968 van Kampen [114] realizé un andlisis en el cual concluyé que las can-
tidades termodindmicas pueden ser definidas en diferentes maneras igualmente
consistentes.

Se han hecho simulaciones numéricas de dindmica molecular completamente re-
lativista en una dimension, en las cuales se confirma a la distribucién de Jiittner
como la correcta distribucién de velocidades relativista [60, 68, 67, 72] cuando
se utiliza la parametrizacion temporal natural del marco de referencia en el que
se miden las velocidades. Con tales simulaciones y haciendo uso de una versién
no manifiestamente covariante del teorema de equiparticién se determiné que
la temperatura de un objeto en movimiento no cambia en el marco comévil,
es decir, la temperatura es un invariante, lo cual concuerda con los resultados
obtenidos del andlisis covariante de la funcién de distribucién.
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3.3 Densidades de probabilidad

Ademis de conocer la funcién de distribucién de equilibrio relativista, es impor-
tante tener una definicién de la funcién de densidad de probabilidad en relativi-
dad especial y saber como se transforman.

Consideremos coordenadas (t, z,p) del sistema de laboratorio ¥ y la funcién de
densidad de probabilidad FDP del espacio fase de una particula f(t,z,p) > 0,
con momento relativista p = m~y(v)v. Para definir la funcién f consideremos un
sistema de muchas particulas relativistas con niimero de particulas conservado
N > 1, entonces N f(t,z,p)dadp es el numero de particulas en el intervalo de
espacio fase [z, + dz] X [p,p + dp] que un observador O, en reposo en 3 ve al
Y-tiempo t. Para el caso de una particula browniana en un medio fluctuante,
f(t,x,p)dadp da la probabilidad de encontrar la particula browniana al tiempo
de laboratorio t en [z, z + dx] X [p,p + dp]. La condicién de normalizacién

/f(u z,p)dadp = 1, (3.32)

para f es aplicable en ambos casos. Para la transformacién de f(t,z,p) consi-
deremos un segundo observador O’ moviéndose con velocidad w # 0 relativo a X.
El observador medird una distribucién f'(¢/,2’,p’). La densidad f se transforma
como un escalar de Lorentz [73], es decir, la funcién f en un marco de referencia
arbitrario ¥’ viene dada por

ft@,p) = f'(t'. 2", p), (3.33)

con (t,z,p) y (¢,2',p’) conectados por una transformacién de Lorentz con pars-
metro de velocidad w. La prueba de este resultado se puede realizar con-
siderando que las trayectorias de cada particula son tunicas, después de una
reparametrizacion en términos de sus tiempos propios no importando la na-

turaleza de las interacciones entre las particulas [73]. La funcién f'(¢',2’,p’)
satisface la condicién de normalizacién ' simultdnea

/f(t',x’,p’)dx/dp’ =1. (3.34)
La distribucién marginal de momentos la definimos como

o(t.0) = [ daflt.zp) (335)

y como f estd normalizada a la unidad, ¢ también lo esta

/dpgb(t,p) =1. (3.36)

No se puede escribir una ley de transformacién para la distribucién de momen-
tos similar a (3.33), pues en general, si no se conoce f con detalle no es posible
obtener la distribucién de momentos ¢'(¢,p’) en un marco de referencia arbi-
trario X’ a partir del conocimiento de ¢(t,p) en X.
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Un caso especial es la distribucién estacionaria de momentos de un sistema espa-
cialmente homogéneo. Consideremos un gas espacialmente homogéneo encerrado
en un recipiente en reposo en el marco de referencia Yy. Suponemos que el gas
estéd en equilibrio, por lo que la funcién de distribucién en ¥ se puede escribir
como

f(l‘,p) = 57

con V el volumen del recipiente en ¥g y 68(z) es una funcién que es 1 si x esta
dentro del recipiente y 0 en caso contrario. En este caso (3.33) implica la ley de
transformacién para sistemas confinados espacialmente homogéneos

d(p) &)
= Ty (3.38)

(3.37)

donde ¢’ es la distribucién de momentos en un marco en movimiento X’ y
V' = V/v(w) es el volumen contraido en ¥’. De aqui podemos notar que la pre-
sencia del recipiente altera las propiedades de transformacién de la distribucién
de momentos. Esto es porque las observaciones entre O y O’ no se pueden sin-
cronizar y en el intervalo de tiempo entre sus observaciones algunas particulas
colisionan con las paredes del recipiente.
Definimos la distribucién de velocidades de una particula ¢ a partir de la dis-
tribucién de momentos ¢, en cualquier marco de referencia X, con un cambio de
variable, puesto que

dpo(t, p) = d%vi(t,v). (3.39)

Dado que d%p = my(v)¥+2d?v, obtenemos

b(v) = my(v)F2g(t,v). (3.40)
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Capitulo 4

El movimiento browniano
relativista

En los tdltimos anos se ha visto un creciente interés en el movimiento brown-
iano relativista dado que ha mostrado tener aplicaciones potenciales en varios
campos. Sin embargo, aun no se ha establecido una teoria que sea totalmente
aceptada debido a que los trabajos existentes, o bien no son manifiestamente
covariantes o contienen algunos inconvenientes que estdn ocultos en sus bases.
Por ejemplo, cuando se estan estudiando procesos estocasticos relativistas en el
espacio fase covariante u, no estd del todo claro si los procesos [X*(7), P*(7)]
siguen siendo procesos markovianos.

En esta seccién presentaremos algunas aproximaciones al modelo del movimiento
browniano relativista que se han hecho recientemente. Podemos distinguir prin-
cipalmente dos maneras de abordar al movimiento browniano. La primera es
considerar un proceso estocdstico y llevarlo al contexto de la relatividad [84, 85].
La otra manera es tratar el problema desde un punto de vista mas fisico, con-
siderando a una particula pesada inmersa en un bafio térmico, el cual estd
compuesto por particulas ligeras. Esta es la forma en la que se abordard al
movimiento browniano en la seccién 4.1 y 4.2. En la seccién 4.5 se trataran otras
aproximaciones, las cuales presentan dificultades al darle una interpretacién
fisica.

4.1 El movimiento browniano relativista

Una manera de tratar la generalizacion relativista del movimiento browniano es a
traves de la ecuacién de Langevin. Al igual que el proceso de Ornstein-Uhleneck
relativista (ROUP), revisado en la seccién 4.2, la teorfa del movimiento brown-
iano relativista (MBR) desarrollada por Dunkel y Hénggi [93, 94] también esta
basada en la ecuacién de Langevin, la cual describe a una particula browniana
inmersa en un bafio térmico (o dicho de otra manera, un ruido blanco gaussiano).
Ellos construyen una versién relativista de la ecuacién de Langevin que se re-
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duce al caso limite newtoniano como también se logra en el ROUP. La principal
diferencia con respecto a éste, es que la teoria de Dunkel y Hanggi considera un
ruido blanco gaussiano en el marco de la particula browniana, mientras que el
ROUP trata con un ruido en el marco del fluido donde la particula se difunde.
Como en el caso clésico, a partir de la ecuacion de Langevin relativista se puede
obtener la ecuacién de Fokker-Planck correspondiente, sin embargo, se encuen-
tra que en este caso relativista no existe una relaciéon tnica con la ecuacién de
Langevin, puesto que ésta cuenta con un término de ruido multiplicativo que
debe ser tratado de acuerdo con la teoria de integracién estocastica.

4.1.1 Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck relativistas

Los principales resultados de la teorfa propuesta por Dunkel y Hénggi [93, 94] son
ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck relativistas. En la seccén 4.3 se muestra
que esta aproximacion por medio de una dindmica de Langevin no es mas que un
caso particular de una clase de procesos estocésticos [75], de los cuales también
el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP por sus siglas en inglés)
forma parte.
Existen dos sistemas de referencia inerciales que son de interés en el andlisis del
movimiento browniano relativista. El sistema de referencia inercial en reposo
Y. del bano térmico y el sistema de referencia inercial ¥, que es comévil con
la particula browniana en un instante de tiempo dado. Primero se abordara el
caso para un sistema X, después las ecuaciones de Langevin relativistas seran
formuladas en el sistema de laboratorio ¥. Consideremos entonces procesos
estocasticos {x(t), p(t)} con respecto al sistema X, donde las coordenadas de la
posicién x = (z%) y las coordenadas del momento p = (p’) estén relacionadas
por medio de

dzi(t) = vidt = (p'/p)dt, i=1,...,d, (4.1)

donde p°(t) = (m? + p?)'/? es la energfa relativista. En el sistma X, comévil
con la particula al tiempo de laboratorio ¢ la ecuacién de Langevin tiene que ser

dps (t) = —v[p(t) — mVi]dt, + dW, (1), (4.2)

donde V, es la velocidad promedio del bano térmico con respecto al sistema
Y., el momento es p, = mw, y dW,(t) son los incrementos del momento que
representa un proceso de Wiener con parametro D. Introducimos el vector de
momento (p¢) y definimos el tensor de friccion

o o . uu

con v el coeficiente de friccién viscosa escalar medido en el marco de reposo de
la particula. Sea (u?) y (U2) las componentes de la velocidad de la particula
browniana y el bano térmico respectivamente, la ecuacién (4.2) queda entonces
como
dp?
dr

= —m,§(uf — UP) +dW2(r), (4.4)
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con 7 el tiempo propio dado por

dr =dty/1- —. (4.5)

Podemos ahora omitir el simbolo * que caracteriza al sistema comévil dado que la
forma diagonal del tensor de friccién esté asociada al sistema en reposo X, de la
particula browniana, es decir, en cada marco de referencia en reposo instantdneo
¥, de la particula donde se cumple que (u%) = (c,0), el tensor de friccién se
reduce a la forma diagonal

() = (4.6)

OO OO
oOR © O
R OO O

o o RR O

En sistemas inerciales arbitrarios definimos los incrementos estocésticos dW*(7),
que representan un proceso de Wiener con parametro de amplitud de ruido
escalar D (medido en el sistema en reposo de la particula), como

0, "
dWe) =0, (dW(r)dWh () = TAT (4.7)
DB =1
donde D es el tensor de correlacién definido como
«@
D3 = 2Ddr (ng + “;5) . (4.8)

Para una particula browniana con masa en reposo m, tiempo propio 7 y 4-
velocidad u#(7), que estd inmersa en un bafio térmico homogéneo e isotrépico
con 4-velocidad constante U? y adicionalmente sujeto a una 4-fuerza externa
K*(x¥,p*), las ecuaciones de Langevin relativistas covariantes para sistemas
inerciales arbitrarios son [93]

dz®(1) = %dr, (4.9)

dp®(r) = {K* — Vg [pﬁ — mU’B]}dT + dWe(r). (4.10)
La distribucién de los incrementos dW®(7) en un marco de Lorentz arbitrario
estd dada por
c ox AW (r)dWe(r)
(4nDdr)3/2 P ADdr

PlAW*(r)] = O(uadW(1)).  (4.11)
Ahora, para el sistema de laboratorio ¥, el sistema inercial donde el bafio térmico
estd en reposo, las ecuaciones de Langevin covariantes son, utilizando (4.9) y
(4.10) . .

da'(t) = v'dt, (4.12)
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dp' = (y 7K' — vph)dt + dW? (4.13)
dE = (v 1K' — vp')v;dt + cdW° = v;dp, (4.14)
donde E = ¢p?, p* = ymo?, v* y v dados por

)

i Ccp

M (4.15)
Vm?c? + pip’
i\ —1/2 i\ 1/2
ViV pip
§= (1 -5 > = (1 + m2c2) : (4.16)

La densidad de probabilidad para dW® en el sistema de laboratorio ¥ es

PlAW?] = ¢ ( )3/ 2 {_ AW, dW* — (dW)?2

0 ATA/E
1Dt/ } I(eydW?® — yu,dW*).

(4.17)

47 Ddt

La distribucién marginal de los incrementos de momento espacial

3 1 Y 3/2 Y ViU i P
Prlaw)= v (477Ddt> exp [‘m (5”' T2 )dW dWJ}’ (4.18)
donde 6;; es la delta de Kronecker, se reduce a una distribucién gaussiana en el
caso limite v? < 2.
A partir de las ecuaciones de Langevin relativistas (4.13) y (4.18) podemos
formular ecuaciones de Fokker-Planck para la densidad del momento f(p,t) en
el marco de laboratorio ¥. Para el caso de s6lo una dimension espacial, sin
fuerzas externas, obtenemos de (4.13) y (4.18)

dp = —vpdt + dW (¢), (4.19)
/2 2
L B 1 ! _dW(t)
P AW (t)] = (47TD'ydt exp 1Dl |’ (4.20)
con 1/2 1/2
021 p?
y= {1 = 02] = {1 + mQCQ} : (4.21)

Dado que los incrementos dW (¢) dependen implicitamente de p, es conveniente
utilizar un proceso que sea independiente del momento p. Para esto hacemos
que dW (t) = \/ydy(t). Ahora la ecuacién (4.19) se transforma en

dp = —vpdt + \/ydy(t), (4.22)

con dy(t) distribuida de acuerdo a la densidad independiente del momento

)1/2 exp { dy(tq . (4.23)

~ 4Ddt

Debido al término /7 en la ecuacién (4.22), el proceso estocdstico dy(t) es
ahora considerado un ruido multiplicativo y por tanto se tiene que especificar el
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esquema de integracion o la regla de multiplicacién con el ruido blanco gaussiano.
Consideraremos sélo tres esquemas de integracién: el esquema de It6 [20], el de
Stratonovich [21, 22] y el esquema de Hanggi-Klimontovich. Para cada esquema
obtendremos una ecuacién de Fokker-Planck diferente.

De igual manera, para las ecuaciones 143 dimensionales (4.13) y (4.18) vamos
a establecer las ecuaciones de Langevin de tal forma que se exhiba el mismo
comportamiento multiplicativo. Sino consideramos fuerzas externas, la ecuacién
(4.13) se reduce a

dp® = —vp'dt + dW". (4.24)
Introduciendo una matriz simétrica A(p) = (A}) dada por
i (i V'Y _ (s P'p;
Aj = (5j T2 > 7= (5j - 72m262> 7 (4.25)
escribimos los incrementos (4.18) en la forma
1 ¥ 3/2 szAZdW]
3 j
)= L (Y [ WA
PlaWl= 2\ pa) &P [ ADdt (426)

La matriz A tiene determinante y valores propios dados por det(A) = v, y
spect(A) = {v,v,7" 1}, por lo tanto es una matriz definida positiva para veloci-
dades v? < ¢?. Entonces, por sus propiedades, A tiene una tinica descomposicién
de Choleski,

L'y 0 0 LYy, 12, L%
A=LL| 1% I? 0 0 L% I3 |, (4.27)
L3, I3, L% 0 0 L3

donde la matriz L(p) es no singular y sus elementos estén dados por:

L'y = VAT, L2 = A% /LYy, [Py = \J A%, — (L?1)?, L3y = A%y /L1y,

L3y = (A% — L31L%) /L%, L33 = \/A33 — (L31)? — (L32)?. La matriz inversa
L(p)~"es

L% L33 —L* L% L* L% — L% L%
0 L3501 _I3,IY, 7 (4.28)
0 0 L' L2

1
~ det(L)

con el determinante dado por det(L) = L';L?3L33. Al igual que en el caso 1+1
dimensional, definimos una variable vector estocdstico dy(t) = dy(t)

dy' = L';dW9, (4.29)
por lo tanto podemos escribir la ecuacién (4.24) como
dp = —vpdt + L(p)'dy, (4.30)

donde, andlogamente a (4.18) la densidad de probabilidad gaussiana independi-
ente del momento por medio de la cual estd distribuida dy(t) es

3/2 ;
dy;dy’
3 _ _
Poldy] = (47det) exp { ADdt ] (4.31)
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El proceso dy(t) es entonces un ruido blanco gaussiano multiplicativo puesto
que la matriz L(p)~! depende del momento p. Las ecuaciones de Fokker-Planck
resultantes de los distintos esquemas de integracién se pueden escribir como una
ecuacion de continuidad

of(p.t)  9jtsmr(p.t)
ot o 8pi

(4.32)

donde t es el tiempo, p’ es el momento relativista, j(p,t) son las corrientes de
probabilidad y los indices son las abreviaciones de It6, Stratonovich y Hanggi-
Klimontovich respectivamente. Estas corrientes estan dadas, para el caso unidi-
mensional por

P [upﬂp, 0+D 2 () t))] , (4.33)

con el coeficiente v evaluado en v(p(t)) en el caso de Ito,

s == i)+ DVAG o (VIGIS0) | a3

con vy =y (W) para el esquema de Stratonovich y
) 0
Juk = — |vpf(p,t) + Dv(p)afp(f(p,t)) , (4.35)

con v = y(p(t + dt)) en el esquema de Hénggi-Klimontovich, y el coeficiente
v(p) = (1 4+ p?/(mc)?)Y/2. Para el caso tridimensional las corrientes de proba-
bilidad estan dadas por

it =- [up"ﬂp, t) + Daij ((A™D57 (. t>>] : (4.36)

en el caso de Itd, donde la matriz coeficiente es evaluada en el limite inferior del
intervalo [t,t + dt], L(p)~* = L(p(t)) !,

jb = — |:I/pif(p7 t) + D(L™Y) ([(Lil)T]é?f(Pa t))] (4.37)

i ¢
Op;

para el caso de Stratonovich, donde se evalua a la matriz en el punto medio,
L(p)~! = L(POHEEE) 1y

i = — [vp”'f(p, 0+ DA fip, tﬂ (4.38)

i 9
I 0p;

con L(p)~! = L(p(t +dt))~! en el esquema de Hiinggi-Klimontovich.
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4.1.2 Solucién estacionaria de las ecuaciones de Fokker-
Planck relativistas

Las soluciones estacionarias de la ecuacién (4.32) se obtienen haciendo a{ 0
y 7 = 0. Esto es equivalente a

whi(p) + DS () =

o bien
d _vp
hacemos ¢g(p) = v(p) f1(p), h(p) = Dv(p , obtenemos una ecuacién diferencial
de la forma
dg
W h(p)g(p)

Considerando que la integral de la ecuacién anterior es

P 2 o p?
2 dp = 14 =
[ tar=cmir g

vm?c?
D

, la soluciéon para el caso unidimensional en el

C1, exp ( I51 m262>
(1 N m;& ) 1/2 (4.39)

con 3 =mc?/(kgT) y Ci, la constante de normalizacién la cual estd dada por
[99].

donde hemos usado 8 =
esquema de Tt6 es

filp) =

1

On = 2mcKo(B) '

(4.40)

donde K, (z) denota la funcién de Hankel modificada.
En el caso tridimensional la solucién es

C1, exp ( Bm)

filp) = : (4.41)

3/2
1+ 7%=)
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La constante de normalizacién Cy, puede ser obtenida analiticamente [99] y estd
dada por

2
01_31 = 2n(me)? {6%—22]73 [—;,;;;,;,1;64} +
4 11 8% & 217232 0(1+n)
In (52> ok {_2’2’1’4] _; (1+2n)(r[1+n])2}<4'42)

donde ,Fyaq,...ap;b1...by; 2] es la funcién hipergeométrica generalizada, I'[z]
es la funcién gamma y W(z) es la funcién digammal.

En el esquema de Stratonovich-Fisk se tiene

Cs, exp (—ﬂ 1+ mp;c2>
fs(p) = — , (4.43)
(1+75)

donde
V2T
Cs, = 3 3 (4.44)
2mey/BK s (3)K, (2)
es la constante de normalizacién y para el caso tridimensional
Cs, exp <ﬁ 14 m%;)
fs(p) = : (4.45)

3/4
(1+7%=)

con una constante de normalizacién

st (o () 1 (e (2)] e

y en el esquema de Hanngi-Klimontovich

m2c?

fHK(p) = Cuk, exp (—B 1+ ]92> s (4.47)

1La funcién gamma est4 definida como
oo
I'(z) = / t*"letdt, zeCs
0

donde C> = {z € C: Re z > 0}
La derivada logaritmica de la funcién gamma es frecuentemente llamada funcién Psi o funcién
digamma, se denota por ¥(z) y estd dada por

_ ()

s cU
r(z) "~

U (z)

conU={z€C:2+#0,-1,-2,...}
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donde 1
C; e — 4.48
HE ™ 9meK L () (4.48)
es la constante de normalizacién y para el caso tridimensional se tiene
p?
fuk(p) = Cux, exp | —B4/1+ eyl I (4.49)
con una constante de normalizaciéon dada por
4 3K.
Ok = 77(’”0)52(5) _ (4.50)

4.1.3 Momentos de orden superior

1000 7
5 __HK
] —_SF
Ito
M
100*E
P
[aN]
Q
&
L
3 ]
[,
~—
19
0.1 T
0.1 10

1
g
Figura 4.1: Segundos momentos en funcién de g3

Obtener las soluciones estacionarias debidamente normalizadas permite ana-
lizar el comportamiento de los segundos momentos en términos de la temperatura
[99]. Para el caso unidimensional se tiene, en el esquema de It6:

P’  Ki(B)
<m262>1 - ﬁKO(ﬁ) i (451)
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en el esquema de Stratonovich

<n§c2>s - zmca;(lé)fc (g);ﬁ VA R - R}

1
4
y en el esquema de Hanggi-Klimontovich
2 K
< p”> _ faB) (4.53)
m?e [y BKL(P)
Los momentos se muestran en la figura 4.1 para el caso unidimensional [99]. A

valores de [ grandes, los segundos momentos en los tres esquemas analizados
tienden al segundo momento clasico de acuerdo con la distribuciéon de Maxwell.

4.2 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista

El proceso desarrollado por F. Debbasch, K. Mallick and J.P. Rivet, conocido
como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP) [76] pertenece a una
pequena familia de procesos estocasticos relativistas, los cuales son revisados en
[80]. En la seccién siguiente se dan las principales caracteristicas de este proceso
y es comparado con otros procesos relativistas.

Al considerar el proceso de Ornstein-Uhlenbeck clasico, se tiene la posibilidad de
una versién relativista del movimiento browniano. En un enfoque de Langevin, se
necesita una expresion para la fuerza determinista la cual describe el forzamiento
de la particula con el bano térmico. Sea u y U las 4-velocidades de la particula
browniana y del bafio térmico respectivamente. Como en la seccién anterior,
definimos un tensor A\¥ para el bano térmico en reposo como

N = xUMU, + (8 — U U,) (4.54)

donde x y « son escalares. \ es andlogo al tensor de friccién vg presentado en la
seccién anterior en el modelo de Dunkel y Hanggi. Entonces, el marco en reposo
del fluido donde U = (1, 0) se tiene

, (4.55)

O O O
oo R o
o0 oo
S oo o

andlogamente a (4.6). En este nivel de andlisis, el término y ciertamente no
tiene ninguna contribucién, sin embargo un estudio mas detallado puede revelar
su influencia en la difusién relativista.

El 4-vector de fuerza f* estd definido por

ff=—mM(u” = U") + m)\gua(uﬁ —UPyuH | (4.56)

donde el segundo término del lado derecho asegura que f es ortogonal a u. Dado
que f es el forzamiento sufrido por la particula, se supone que la energia y la
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velocidad de la particula tienden a decrecer en el tiempo a la energia de la masa
en reposo y a una velocidad cero para el sistema de referencia en reposo del bano
térmico. De aqui que se tiene que « sea estrictamente positiva. Introduciendo
el otro término importante en la descripciéon de Langevin, la fuerza estocastica
F = (Fy,vF/c?) y sumandolo a la fuerza de friccién f se tienen las siguientes
ecuaciones estocasticas

—dd = (4.57)
-

d 14 v «

dep# = —mMW -U")+ m/\Bua(uB —UP)ut + FH | (4.58)

con T el tiempo propio. Como antes, la fuerza estocéstica F', que se requiere que
sea un ruido blanco gaussiano, estd determinada por las condiciones

(F(t)) =0, (4.59)

(F'(t1)Fj(t2)) = —2Dé(t2 — t1)85, D > 0. (4.60)

Las ecuaciones (4.57) y (4.58) nos dan las siguientes ecuaciones diferenciales
estocésticas

r = —2 _at (4.61)

my(p)
dp = —ay(p)pdt+V2DAW , (4.62)

donde 7 y p son la posicién y el momento de una particula bajo difusién, «
es una constante positiva que determina la fuerza de friccién experimentada
por la particula, D es una constante que fija la amplitud del término de ruido,
v(p) = /1 4+ p2/m2c? es el factor de Lorentz y W es el movimiento browniano
usual. Este proceso describe la difusién relativista de una particula puntual de
masa m en un fluido caracterizado por un campo de 4-velocidad U. El marco
de referencia seleccionado es el marco en reposo global R del fluido en el cual
las particulas se difunden.
La ecuacién de Fokker-Planck para la densidad del espacio fase dependiente del
tiempo II(¢, 7, p) de la difusién de particulas asociada a las ecuaciones (4.61) y
(4.62) es

oIl p

— 4+ Ve | —1II | +V, (—aypll) = DA,II, 4.63

S+ Ve (1) 49, (Canp) = D, (1.63)
Integrando (4.63) obtenemos una ecuacién para la distribucién marginal II(¢, p)
de I1 _

o1l . .
Ve (—arpll) = DAL (4.64)

Buscamos una solucién isotrépica, espacialmente uniforme y estacionaria Il., de
la ecuacién (4.63), por lo que se obtiene para un campo A(p),

Vp x A= —ayplle, — DV, .
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Suponiendo que A no depende del tiempo entonces tenemos la siguiente ecuacién
DV, 11, = —aypll,, (4.65)

Si resolvemos esta ecuacién para o = «, una constante, entonces la solucién es
2

Oémc2
T () = Tgexp (- 25751 (1.66)

con IIy determinada por la condicién de normalizacién

| mamiaty=1 (4.67)
RS

y si resolvemos (4.65) requiriendo que tenga como solucién de equilibrio a la
funcién de distribuciéon de Jiittner, se obtiene

D 1 (651
= — = — 4.68
@ mkgT v2 A2 ( )

que es el equivalente relativista del teorema de fluctuacion-disipacion.

4.2.1 Limite hidrodinamico

Para investigar el limite hidrodinamico de este proceso, recordemos que por de-
finicién el limite hidrodindmico de un fenémeno de transporte arbitrario corres-
ponde a situaciones donde todas las cantidades caracterizando al sistema varian
sobre una escala grande solamente, tanto en tiempo como en el espacio. Situa-
ciones en las cuales las escalas de variacion del tiempo y el espacio de la funcién
de distribucién f en R son mucho més grandes que el tiempo caracteristico
7 = 1/a y la trayectoria libre media A = 7./kgT/m se encuentran cuando
se aplica el limite hidrodindmico al proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista.
Para estudiar el limite hidrodindmico es necesario realizar una expansién de
Chapman-Enskog alrededor de la distribucién de equilibrio local

fo = (mc?/4nkgTKo(mc? /kpT)) x n(t,r) exp(—mc*y(p)/ksT),

donde n(t,r) es la densidad espacial de la particula difundiéndose en R. Reali-
zando una expansién de Chapman-Enskog sobre el proceso de Ornstein-Ulenbeck
relativista se llega en todos los 6rdenes a

)\2
on = 7An = ¢An, (4.69)

la cual es una ecuacion de difusion. Esta ecuacion de difusion describe correc-
tamente la evolucién en el tiempo de la densidad n asociada con el proceso de
Ornstein-Ulenbeck relativista sélo en puntos del espacio-tiempo donde esto no
contradice la causalidad de Einstein.
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4.3 Relacion entre el MBR y el ROUP

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista asi como el movimiento browniano
relativista de Dunkel y Hanggi son casos especiales de una gran familia de proce-
sos estocasticos relativistas. Estos procesos estdn gobernados por las ecuaciones
de Langevin relativistas

dXi(t) = Vidt = (PY/P%dt, i=1,...,d, (4.70)
dP(t) = —ag(P)Pdt + 2D(P)]Y? ® dW(¢) , (4.71)

en donde ahora dW es un proceso de Wiener estandar, a es el coeficiente de
friccién, D la amplitud del ruido y el simbolo ® denota los distintos esquemas
de integracion; sélo consideraremos como antes, los tres esquemas mas comunes:
el esquema de Itd (), el de Stratonovich (o) y el de Hanggi-Klimontovich (e).
Los coeficientes de friccion en los distintos esquemas de integracion estéan rela-
cionados por

a(p)p = as(p)p—D'(p), (4.72)
a(p)p = adp)p—D'(p)/2, (4.73)

donde D’(p) = dD(p)/dp.

En el esquema de Hanggi-Klimontovich, la ecuacion de Fokker-Planck para la
funcién de densidad del espacio fase f(t,z,p) de una particula browniana rela-
tivista cuya dindmica estd dada por las ecuaciones (4.70) y (4.71) es

of pof d of
S = o |aonr 4 w3 (1.72)
con una distribucién estacionaria dada por
Pl
fo(x,p) = N exp {/ dp D((;))p’} (4.75)
Pa

Si se impone la condicién de que la distribuciéon de momento marginal sea la dis-
tribucién de Maxwell-Jiittner, se obtiene que la versiéon relativista de la relacién
de fluctuacion-disipacién es

D(p)

e (p) = Ep)kpT (4.76)

o bien, en el esquema de Stratonovich, (4.76) toma la forma

D(p)  1D(p)
E(p)ksT 2 p

s (p) (4.77)
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista corresponde al caso de amplitud
de ruido constante, es decir, se tiene que el coeficiente de friccién esta definido
por

ae(p) = acm/E(p); (4.78)
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aqui, a. es un pardmetro de friccién constante positivo. Sustituyendo esta ex-
presién en (4.76) se obtiene

D(p) = acmkpT = D, (4.79)

que no es més que (4.68), es decir, la amplitud del ruido es constante. Para este
caso, la ecuacion de Langevin es

m
dP(t) = —ac 5 Pdt + (2aemkpT)"/? AW (t). (4.80)

Dado que la amplitud del ruido no depende del momento, no es necesario es-
pecificar una regla de multiplicacion para el término estocastico.

El movimiento browniano relativista, MBR, corresponde al caso en el que se tiene
un coeficiente de friccién constante en el esquema de Hanggi-Klimontovich. La
relacién de fluctuacién-disipacién relativista (4.76) queda como

D(p) = a1 E(p)ksT, (4.81)

con a4 una constante. La ecuacién de Langevin para este caso es

dP(t) = —a;Pdt + (204 PkpT)"? e AW (#). (4.82)

Otro modelo surge cuando se considera un coeficiente de friccion constante ahora
en el esquema de Itd. A este modelo se le conoce como MBR(1). La ecuacién
de Langevin es

0 11/2

dP(t) = —a. Pdt + |20 (kpT)*(1 + ﬁ) * dW (t). (4.83)
B

La funcién de distribucion de probabilidad es la misma para los tres procesos
anteriores, ROUP, MBR y MBR(1), sin embargo presentan un comportamiento
de relajacién diferente. Esto se muestra en la figura 4.1, la cual presenta la
evolucién temporal del desplazamiento cuadratico medio dividido por el tiempo
para los tres procesos

Dy = ([X(t) = X(0)]*)/(2t). (4.84)
Se muestran los resultados correspondientes a las ecuaciones (4.80), (4.82) y
(4.83).
4.4 Sistema inercial en movimiento

Para obtener las ecuaciones de Fokker-Planck y de Langevin para un observador
en movimiento recordemos que la funcién de densidad de probabilidad se trans-
forma como un escalar de Lorentz,

frit 2 p) = fet',2), (', 2"), p(p")) (4.85)
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Figura 4.2: Evolucién temporal del dezplazamiento cuadratico medio para el
proceso ROUP (linea continua), para el MBR (linea punteada) y para el proceso
MBR(1) (linea discontinua). Tomado de [75]

para un sistema de referencia inercial en movimiento ¥/, Por lo tanto si se desea
obtener f’ s6lo se tiene que resolver la ecuacién de Fokker-Planck para f,

0 0 0 0
O~ +p— ) f=p"=— D(p)=— 4.86
(p 5 +pax> f=p op [a(p)prr (p)apf] (4.86)
y sustituirse en (4.85). La correspondiente ecuacién de Fokker-Planck para
f'(t',2',p") para el observador en movimiento es

D’ (p/)p/O

a9
¥(w) (p° +wp’)5p’f} . (487)

a / /
PO = [a ) (w)(wp® + ) f +

la cual puede tomar la siguiente forma, después de dividir por p’*:
Dy o,

Y(w) (' + wp') Op’

(4.88)

Las ecuaciones de Langevin asociadas a la ecuacién anterior en el esquema dis-
cretizacion de Hanggi-Klimontovich son

2 ﬂ/i /_i (! /0 AW

dx'(t') = (P'/P")at (4.89)
dP'(t") = A(P;w)dt'+ C(P';w)edB'(t), (4.90)

con B’(t') un proceso de Wiener estdndar con pardmetro del tiempo ¢’ y A(P’; w)
y C(P';w) definidos como

A(P'sw) = —o (p')y(w) (wp’® + p'), (4.91)
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11N, 10 1/2
C(P;w) = [27( Dw)p )] . (4.92)

w)(p" + wp/
La ecuacién (4.87) en una forma manifiestamente covariante se puede escribir
como
D(p"; w)57

7U’€pn

9

« 9 6
PPosf =ep, Py 55 } , (4.93)

o ol )0, +

con U® = y(w)(1,—w) el cuadrivector de velocidad del bafio térmico y e el
tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita.

4.5 Otros procesos relativistas

4.5.1 Movimiento browniano intrinseco

El término intrinseco fue puesto por Debbasch y Chavelier para caracterizar el
modelo propuesto por J. Franchiy Y le Jan en el 2004. Su trabajo esta basado en
las ideas desarrolladas por R. M. Dudley en 1965. La definicién de este proceso
estd dada por la siguiente ecuacién

dp, = V2DdB, (4.94)

donde s es el sinénimo para el tiempo propio a lo largo de una curva tipo tiempo
estocdstica y dp,/ds es la aceleracién propia a lo largo de la curva.

Este modelo no contiene ninguna informacién acerca del medio circundante de
la particula difusa. Es dificil estonces encontrar una interpretacion fisica de este
modelo.

4.5.2 La teoria de Oron y Horwitz

Por medio de una generalizaciéon de la ecuacién de Smoluchowski, O. Oron y L.
P. Horwitz describen la difusién de una masa puntual relativista bajo la accién
de una fuerza externa J(z). Tal ecuacidn tiene la siguiente forma

0:p = ~0,,(B"p) + D" p, (4.95)

donde D es un coeficiente positivo y p es una funcién de =z y de un tiempo
universal 7.

Uno de los problemas de la ecuacién anterior es que no estd del todo claro el
significado de 7, ademés de que no estd clara la medida con respecto a la cual
p podria ser integrada. La ecuacién no contiene ninguna referencia explicita a
un medio circundante de la particula que se difunde. Por lo tanto, esta es una
aproximacién que trae muchas dificultades.

4.6 Difusion relativista

En esta secciéon daremos una pequena revisién sobre la difusion relativista rela-
cionando los modelos vistos en las secciones anteriores.
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4.6.1 Difusiones en el espacio de Minkowski

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP) [76] y el movimiento brow-
niano relativista [93, 94] pertenecen a una clase de difusiones en el espacio de
Minkowski que se estudian en [82]. Con esta clase de difusiones se resuelven al-
gunas cuestiones planteadas en [76] y [93, 94] acerca del ”1imite hidrodindmico”
del ROUP y el comportamiento asintético del desplazamiento cuadratico medio
del movimieto browniano relativista, respectivamente. Consideremos el espacio
de Minkowski %4 usual con d > 1 un entero. Denotemos las coordenadas de
un punto genérico en su base canonica z = (z) = (2°,2°) = (2% %) con los
indices griegos corriendo de O,...,d y los indices latinos corriendo de 1,...,d.
La pseudometrica de Minkowski estd dada por ds? =| da® |? — Zle | da® |2.
El movimiento de una particula de masa m esta descrito por una trayectoria
s — (z#), teniendo momento p = (ps) dado por

p= (") =0"p) =" p), (4.96)

w .
donde p# = mddiS y satisface

d
1P =Y Ip P=m?. (4.97)
i=1

El tiempo propio es s. Hacemos m = 1 e introducimos la velocidad

y las coordenadas polares

i d 1/2
o= r:|p=<2|p2> y 6=—. (4.98)
1=1

Vamos a considerar difusiones en el espacio de Minkowski las cuales son solu-
ciones de las ecuaciones diferenciales estocésticas

<

de; = f(r)pidt (4.99)
dp, = —b(r)pidt + o (r)(B[L+n(r))/*[dW} + n(r,)6idw] ,(4.100)
donde W es un movimiento browniano euclidiano d-dimensional estandar, w es
un movimiento browniano estandar, 8 > 0 es un ruido inverso y las funciones f,

b, o, n son funciones continuas.
Se tienen como casos particulares el ROUP, el cual corresponde a

fa)=b(r)= 1+ o(r)=V2, 1=0, g(r) =r(1+7%)7"2 (4.101)

y para el proceso de Dunkel y Hénggi se tiene

f(r)y=Q1 +r2)_1/2, biry=1, o(r)=V\2vV1+r2, n=r g(r)=r( +r2)_1/2.

(4.102)
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Conclusiones

En este trabajo, se presenté como se puede contruir una teoria del movimiento
browniano relativista. La teoria de procesos estocasticos relativistas presentd
una considerable actividad [76, 77, 78, 101, 102, 34, 87, 83, 93, 94, 80, 81, 96,
97, 98, 79, 82] comenzando con el desarrollo de un modelo relativista para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Mostrar parte de los principales resultados es
el objetivo de este trabajo.

Podemos mencionar dos principales procesos estocasticos relativistas, el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP), desarrollado por Debbasch, Mallick
y Rivet [76, 77], y el proceso de movimiento browniano relativista estudiado por
Dunkel y Hénggi [93, 94].

Se mostré que el proceso de Dunkel y Hanggi y el ROUP pertenecen a una gran
familia de procesos estocasticos relativistas, de donde el ROUP corresponde al
caso de amplitud de ruido constante y el proceso de Dunkel al caso de coeficiente
de friccion constante en el esquema de Hanggi-Klimontovich. La construccién de
ambos procesos parte de establecer ecuaciones de Langevin relativistas. A partir
de estas ecuaciones, como se vié en el capitulo 2, es posible obtener ecuaciones
de Fokker-Planck relativistas.

En la teoria de Dunkel y Hanggi, se mostré que debido al caracter multiplicativo
del ruido en la ecuacion de Langevin se tiene que especificar el esquema de inte-
graciéon. Se encontré que cuando se estudia la distribucién de equilibrio sélo en
el esquema de Hanggi-Klimontovich se obtiene la distribuciéon de Maxwell rela-
tivista de velocidades. En el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista, ROUP,
la distribucién de equilibrio también es la distribucién de Maxwell relativista.
Respecto a esto, se han desarrollado simulaciones numéricas de dindmica molec-
ular y Monte Carlo para el gas relativista que muestran que efectivamente la
distribucién de Jittner es la correcta generalizacion relativista de la distribucién
de equilibrio. A partir del estudio de las propiedades de transformacién de la
distribucién en una forma manifiestamente covariante también se ha corroborado
a la distribucién de Jiittner, ademés de que esta forma implica la introduccién
de un vector cuya norma estd asociada con la temperatura invariante del gas
en el marco en reposo. La version manifiestamente covariante también refuerza
el hecho conocido de que la funcién de distribucién de Jiittner es un invariante
[73], pues aunque se pueda calcular desde distintos marcos de referencia su valor
numérico es el mismo.

Los avances en la teoria de procesos de difusién relativistas y el movimiento

o1
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browniano relativista se han aplicado en diversas areas como fisica de altas e-
nergias [35, 36, 37, 38, 39, 45, 46, 47, 103, 104], donde las propiedades del plasma
de quarks y gluones estan siendo verificadas a partir del estudio de las colisiones
entre iones pesados a altas energias, es decir, colisiones entre iones relativistas,
y en astrofisica [48, 49, 50, 51] y més recientemente en fisica de materia conden-
sada [52] y puede haber futuras aplicaciones en economia [53].



Apéndice A
Procesos estocasticos

Como se menciona en la seccién 2.4, la modelizacién matematica del movimiento
browniano estd basada en el proceso de Wiener. Este es el concepto central de
este trabajo, por lo tanto, es importante dar algunas definiciones y notaciones
sobre la teoria de procesos estocasticos. A continuacién se presentan, de man-
era muy resumida, algunos conceptos relacionados a probabilidad y procesos
estocasticos.

A.1 Conceptos basicos de probabilidad

Consideremos un conjunto dado no vacio, €2, al que llamaremos espacio muestral.
A los elementos del conjunto €2 se le llaman eventos y se denotan por w. Los
subconjuntos del espacio muestral que contienen mas de un elemento reciben
el nombre de eventos compuestos. Cada uno de los subconjuntos A de €2 tiene
asignado un numero P(A) al que se le llama probabilidad de A, que representa
la frecuencia relativa de ocurrencia de obtener un resultado en un subconjunto
especifico A. Entonces una funcion de probabilidad es una funcién P, definida
sobre los subconjuntos A de Q, A C Q, que asigna un nimero P(A) a cada A
con las siguientes propiedades: 0 < P(A) < 1 para cada A en Q, P(Q) =1
y si A1, As,... € Q son conjuntos disjuntos entonces se tiene P (| ;= 4;) =
Zi’il P (Ai)-

Un concepto central en el cdlculo estocastico es el de wariable aleatoria. Una
variable aleatoria X es una funcién con dominio en €2, es decir, para cada w € €2,
Xw) =2z € N Si X = (X,...,) es una variable aleatoria n-dimensional,
entonces X(xz) € R". Hay que notar que, mientras una probabilidad es una
funcién cuyo argumento es un conjunto de puntos en el espacio, una variable
aleatoria es una funcién que tiene como argumento puntos simples en el espacio.
Una manera de caracterizar variables aleatorias es a través de la funcion de
distribucidn, que estd definida, para una variable aleatoria X como Fx(z) =
P(X < z), con P(X < z) la probabilidad que X tenga un valor menor o igual a
x. La funcién F tiene la propiedad que F(—o0) =0, F(oc0) =1 y ademds F es

93
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una funcién no decreciente de z. El subindice de F' denota la variable aleatoria
en consideracién y puede omitirse si no hay lugar a confusiones.
Las variables aleatorias pueden ser de dos clases. Una variable aleatoria X es
discreta si existe una funcién px(z), llamada funcién de masa de probabilidad
de X, tal que la funcién de probabilidad Px respecto a la variable X se puede
expresar como

Px(A) =Y px(=).

z€A

Una variable aleatoria X es continua si existe una funcién fx(x), tal que la
funcién de probabilidad Px respecto a la variable X se puede expresar como

A la funcién fx(x) se le llama funcion de densidad de probabilidad de X. Con
esta definicién, podemos expresar la funciéon de distribucién como

Fx(z) = /_I fx(z")dx',

lo que significa que la probabilidad de que un valor observado de X se encuentre
en el intervalo (z,z + dx) es fxdx.
El valor medio de una variable aleatoria continua X, denotado por (X) esta
dado por

(X) :/ xfx(x)dx,

y para una variable aleatoria discreta X por
(X) = Z%’px(l"i)-
i

Un punto importante de sefialar es que (X) existe si (| X|) < co. De la definicién
anterior es facil ver que (cX) = ¢(X), con ¢ una constante y (X; + Xo) =
(X1) + (X2).

La varianza de X, Var[X], estd dada por Var[X] = ((X — (X))?) = (X?)—(X)?
y la desviacién estdandar de X, o(X), por o(X) = v/(Var[X]). Para dos variables
aleatorias X7 y X, la covarianza de X; y X5, Cov(Xy, X2), se define como
Cov(X1,Xs5) = (X1 X2) — (X1)(X2). La varianza es una medida de la dispersién
de los valores que X puede tomar alrededor de la media, la covarianza es una
medida de como las variables aleatorias X1 y Xo estdn interrelacionadas. Si las
variables X7 y X5 son independientes se tiene Cov(X7, X3) = 0. La densidad
de probabilidad de una variable aleatoria distribuida normalmente con media p
y varianza o2 estd dada por

e[ (5] o

Se dice que una variable aleatoria es gaussiana si estd distribuida normalmente.
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A.2 Procesos estocasticos

Consideremos un conjunto ordenado 7. Un proceso estocdstico es una familia
de variables aleatorias {X(t),t € T}, definidas todas ellas sobre un mismo es-
pacio de probabilidad. Al conjunto T se le llama conjunto indice del proceso
y no hay ninguna restriccion acerca de la naturaleza de este conjunto. Existen
dos ejemplos importantes de T, el primero es cuando T' = {0,£1,4+2,...} o
bien sélo T' = {0,1,2,...}, en donde se dice que el proceso estocéstico es un
proceso en modo discreto y el segundo ejemplo es con T = {t : —o0 < t < 00}
6T = {t :> 0} en donde el proceso es en modo continuo. En ambos casos, el
conjunto T se interpreta como el tiempo. Ahora sélo consideraremos procesos
en modo continuo con T = [0, co].

Para cada w € ) fijado, a la funcién ¢ — X(¢) se le llama trayectoria de
un proceso estocdstico {X (¢),t € T'}. Un proceso estocdstico es continuo si la
trayectoria t — X (t) es una funcién continua.

Un proceso estocdstico de modo continuo {X (¢),t € T'} tiene incrementos inde-
pendientes si X (0) = 0 y, para todas las elecciones de indices tg < t1 < -+ < Ly,
las n variables aleatorias X(¢;) — X (to),..., X (tn) — X(tn—1) son independi-
entes. Se dice que este proceso tiene incrementos independientes estacionarios
si, ademds, X (t2 + h) — X (t; + h) tiene la misma distribucién que X (t2) — X (¢1)
para todos los indices t1 y 2 y cada h > 0. Un proceso estocéstico {X(t),t € T'}
es gaussiano si todas las variables aleatorias X (t1), X (t2), ..., X (t,) tienen una
distribucién normal o gaussiana.

A.2.1 Procesos de Markov

Muchos procesos estocdsticos pertenecen a una clase especial llamada procesos
de Markov. Estos procesos son muy importantes en fisica, pues caracterizan a
sistemas fisicos que obedecen leyes probabilisticas en lugar de leyes determin-
istas, es decir, sistemas para los cuales su probabilidad de encontrarse en un
estado dado en un tiempo dado t9, puede deducirse de un conocimiento de su
estado previo en un tiempo anterior ¢;, y no depende de la historia del sis-
tema antes del tiempo ¢;. Sea X(¢) una funcién aleatoria del tiempo, la cual
es conocida en n instantes t; < ty < ... < t,. Consideremos la probabilidad
condicional Py, (xy, tn|T1,t1; 22, t2; .. ; Zno1,tn—1)dx, que = esté en el intervalo
(zpn, xn+dx,) al tiempo ¢, dado que x1, xa, . . ., £,—1 han ocurrido en los tiempos
ti,ta,...,th_1. Se dice que un proceso es de Markov si la probabilidad condi-
cional depende sélo del valor x,,_1 en el tdltimo instante t,,_1 el cual precede a
tnv

Pn(xnytn‘mlytﬁ cee ;xnflytnfl) = PQ(xnatnkEnfl;tnfl) = P(xn;tn|$n717tnfl)~

Esto significa que el sistema olvida todos los valores excepto el ultimo valor
previo del proceso estocdstico. Consideremos ahora la probabilidad de que X (¢2)
esté en el intervalo (x2,x2 + dze) dado que X (¢1) tiene un valor x; al tiempo
t1, que es la probabilidad condicional, Py(x2,ts|z1,t1)dzs, v a la probabilidad
de que X(t3) se encuentre en el intervalo (z3, 23 + dzz) dado que X(t2) tiene
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un valor xo al tiempo to y X(¢1) tiene un valor z; en el tiempo t;1, que es
Ps(x3,t3|xe, ta; 21, t1)dzs. Si multiplicamos P, y Ps e integramos respecto a xa,
se obtiene una funcién de densidad de probabilidad que sélo dependera de z1 y
de tl

o0

P3(963,t3|$1,t1):/ Py (x9,ta|z1, t1) Ps (3, t3|xa, to; 21, t1)dxs. (A.2)

— 00
Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Cuando
se esté tratando con procesos de Markov, se tiene que

Ps(x3,t3]20, t2; 21, t1) = Pa(x3, t3]22, t2) = P(xs, t3|x2, t2),

y entonces
'S
P(l‘g,tg,‘l‘l,tl) :/ P(:L‘Q,t2|.’L‘1,tl)P(l‘g,t3|LL‘2,t2)dl‘2. (A?))
—0o0

A esta ecuacion se le llama ecuacidn integral de Smoluchowski. El significado de
esta ecuacion es que la probabilidad condicional de tener x3 en t3 a partir de x
en t1 es igual al producto de la probabilidad condicional de obtener z5 en t5 a
partir de x7 en t; por la probabilidad condicional de tener z3 en t3 a partir de
9 en ty para todos los posibles xs.



Apéndice B

Calculo estocastico

B.1 Ecuaciones diferenciales estocasticas

Para el mejor entendimiento de las ecuaciones diferenciales estocésticas (SDEs)
usadas anteriormente, se presenta una pequena revisiéon a la teoria de SDEs. En
comparasién con las ecuaciones diferenciales, que son usadas para describir la
evolucién de un sistema, las ecuaciones diferenciales estocésticas surgen cuando
se introduce un ruido aleatorio en las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Consideremos la siguiente ecuacion diferencial estocastica

dX (1) = p(X (1), t)dt + o (X (t), )dB(t), (B.1)

donde B(t),t > 0 un proceso de movimiento browniano, u(x,t) y o(z,t) son
funciones dadas, X (¢) es un proceso desconocido y ¢ € [0, T].

Definicién B.1 Un proceso X(t) es llamado una solucién fuerte de (B.1) si para
todo t > 0 las integrales fot w(X(s),s)dsy fg (X (s),s)dB(s) existen, donde esta
sequnda integral es una integral de Ito, y

X(t) = X(0) +/0 ,u(X(s),s)ds—i—/O o(X(s),s)dB(s).

Es importante senalar que una solucién fuerte es alguna funcién F (¢, (B(s), s <
t)) del movimiento browniano B(t) dado. Cuando o = 0, la ecuacién diferen-
cial estocdstica se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria. Un punto
importante que es necesario presentar es el teorema de existencia y unicidad
de soluciones de una ecuacién diferencial estocdstica. Sea X(t) que satisface la
ecuacién (B.1)

Teorema B.1 5i se satisfacen las siguientes condiciones

1. Los coeficientes cumplen con la condicion de Lipschitz local, es decir, para
cada N > 0, existe una constante K > 0 tal que para todo |z|, |y| < N y
todo 0 <t <T

| w(,t) — p(y,t) | + | o(x,t) —o(y,t) <K |z -y,

o7
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2. Los coeficientes cumplen la condicion de crecimiento lineal, es decir, existe
una constante K > 0 tal que para todo x € R

|z, t) | + [ o(z,t) |[< K(1+ [z ]),

3. X(0) es independiente de (B(t),0 <t <T),

entonces existe una unica solucidn fuerte X (t) de la ecuacidn diferencial es-
tocdstica (B.1).

B.2 Integracién estocastica

B.2.1 Integral estocastica de Ito

Un proceso estocastico de la forma

X(t)=Xo —|—/0 a(X(s),s)ds+/0 A(X(s),s) xdB(s) (B.2)

se le llama proceso de It0, donde X es una variable aleatoria independiente de
B(t), a y A son procesos que cumplen fOT la(t)|dt < ooy fOT A%(t)dt < oo. La
ecuacion diferencial asociada a (B.2) es

dX(t) = a(X)dt + A(X) * dB(t). (B.3)

Para una funcién F(X) y para un proceso X (t) que tiene por diferencial es-
tocdstica la ecuacién anterior, la diferencial estocdstica del proceso F'(X (t)) estd
dada por

dF(X(t)) = F’(X(t))dX(t)+%F”(X(t))A2(t)dt

(F’(X(t))a(t) + ;F”(X(t))AQ(t)) dt
P (X(8)A(®)dB(1). (B.4)

A esta expresién se le conoce como férmula de Ité. Otra manera de escribir esto
es

t t
1
F(X(t)) = F(X(0)) +/ F'(X(s))dX(s) + 5/ F"(X (s))A%ds, (B.5)
0 0

donde la primera integral es una integral de It6 con respecto a la diferencial
estocastica.

Para una funcién arbitraria F(X), donde X (¢) satisface la ecuacién estocdstica
de It (B3), obtenemos, usando la férmula de It6:

(dF(X(1))) = (a(X)F'(X) + %Az(X)F”(X))dt, (B.6)
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donde se ha usado el hecho que (dB(t)) = 0 y suponemos que

(AX(8))F'(X(t))dB(t)) = 0. (B.7)
Entonces
(dF(X(1)) _ dF(X(t)) d
gy = = dt<F(X(t))>
- /dXF FOX, 8| X0, to)
— /dX[a(X)aiXF—&— —A%(X )£§2F]f(X,t|Xo7t),(B.8)

donde f(X,t|Xo,t) es la probabilidad condicional. Usando integracién por partes
y condiciones de frontera en 400, resulta

JaxXFOOZE = X PO @0 + 55 (0N (B9)

Dado que F(X) es arbitrario, nos queda la ecuacién para f(X,t|Xo,t) que es la
ecuacién de Fokker-Planck correspondiente a la ecuacién diferencial estocastica
de It6 (B3)

of ) 10 )
= a0 f - (A =~ I (X), (B.0)

donde J(X) es la corriente de probabilidad.

B.2.2 Integral estocastica de Stratonovich-Fisk

Un proceso de Stratonovich-Fisk es un proceso de la forma

X(t) = X0+/ ds+/ A(X(s),8) 0 dB(s) (B.11)

el ultimo término debe ser interpretado como una integral de Stratonovich-Fisk.
Similarmente al proceso de Ito, la ecuacién diferencial asociada a (B.11) es

dX(t) = a(X)dt + A(X) o dB(t) (B.12)
La ecuacién de Fokker-Planck para la FDP f(¢,z) del proceso estocéstico (B.6)
es
of 0 3
A2 |rar+ yagan] (B.13)

B.2.3 La integral de It6 retrasada

Un proceso de It6 retrasado es un proceso de la forma

X(t) = Xo —|—/0 a(X(s),s)ds +/0 A(X(s),s) ®dB(s) (B.14)
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donde el tltimo término es una integral de It6 retrasada. Su ecuacién diferencial
estocastica asociada es

dX(t) = a(X)dt + A(X) e dB(t) (B.15)
y la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck para la FDP f(¢,x) es

0 0 0
A =2 |-af+ 34 (Af) (B.16)



Apéndice C

Funcion de Bessel
modificada de segunda clase

Una solucién de la ecuacién de Bessel modificada

0w ow
2 (a2 02,
ey +zaz (= +1v)w=0 (C.1)

es la funcién K, (z) conocida como la funcién de Bessel modificada de segunda
clase. A esta funcién también se le suele llamar la funcién de Hankel modificada,
funciéon de Basset, funcién de Macdonald o funciones de Bessel modificadas de
tercera clase. Para valores de z negativos, z < 0 la funcién K, (z) es compleja y
para z = 0 la funcién tiende a infinito. Las siguientes integrales son representa-
ciones de K, (z):

K,(2) = /0 e*% cosh(v0)d6 (C.2)
_ i v ﬁ > —zcosht .: 2v
= (2) T+ 1/2) /0 e sinh™” tdt (C.3)

La funcion K, satisface la relacién de recurrencia

Kyar(2) = Ky1(2) + %”Ky(z). (C.4)

La expansién asintética de K, (z) para valores grandes de z, z > 1, es

T _, 2 —-1 (42 -1)(4?-9)
Ko(z) = \/;e {1 Tt 21(82)2
(4

v? —1)(4v? — 9)(4v? — 25)
31(82)3 e } '
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62 CLASE

La expansion para valores pequenos de z, z < 1, es

o) z v+2k -
K, (z) = en”4ggmﬂx{m—éwk+n—;¢@+k+u}

(v +k)! 2
v—1
1 (v—Fk-1)!
5 (*1)]9" -2k (C.6)
k=0 K (3)
La funcién ¥ (v) estd definida como
1
P+ =—y+) . U= (c7)
k=1

donde v = 0.577215664 . . . es la constante de Euler.



Apéndice D
Algunas Aplicaciones

El grafeno

El grafeno es un material novedoso que por sus caracteristicas tiene aplicaciones
potenciales. Es un material bidimensional, ya que se compone de solo una capa
de dtomos de carbono en un arreglo hexagonal. El cociente entre su viscosidad
y la densidad de entropia es menor que en el plasma de quarks y gluones, por lo
tanto puede servir para observar las propiedades de transporte de un plasma de
particulas ultra-relativistas a temperaturas moderadamente altas.

También sus propiedades eléctricas son muy interesantes. Los electrones en
el grafeno obedecen una relaciéon de dispersién lineal y se comportan como
particulas relativistas sin masa y por tanto obedecen una ecuacién relativista
de Dirac en dos dimensiones con la velocidad de Fermi, vy = 10® ¢cm/s en lugar
de la velocidad de la luz. A temperaturas suficientemente altas o en presencia de
campos eléctricos fuertes se pueden suprimir los efectos de transporte cuanticos
por lo que los portadores de carga pueden ser descritos por medio de ecuaciones
relativistas cldsicas. En [52] se propone un modelo que involucra ecuaciones
de Langevin relativistas. Una temperatura finita supone una fuente de efectos
estocasticos para los electrones. Estos portadores de carga estan siendo disper-
sados por fotones y por otras causas como defectos en el arreglo de la malla del
grafeno y por las mismas fronteras que provocan una redistribucién de equilibrio
de sus energias.

Para modelar la dindmica aleatoria de los electrones en una hoja de grafeno se
puede recurrir a un conjunto de ecuaciones de Langevin para las componentes
del momento p = (p,,py) sujetas a una relacién de dispersién € = vppg, con
po = (p2 + pz)%, € la energia de la particula y vp la velocidad de Fermi. Re-
quiriendo que se cumpla la distribucién de equilibrio de Jiittner en 2D, se obtiene
el siguiente conjunto de ecuaciones de Langevin

Pe = —yorpe/po —dU(x)/dz + Ex(t) + /29kpT&(t),  (D.1)
py = *'Y’Upr/pO + Ey(t) + v 2vkpT y(t)a (D'2)
V = (&79) = 0¢/0p = vpp/po, (D.3)
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donde v es un coeficiente de amortiguamiento constante, U(z) es un potencial
eléctrico, F, y E, son las componentes de un campo eléctrico E (t) que actian
a lo largo del eje = y y respectivamente y &, (t) y &, (t) son dos ruidos blancos
gaussianos. Dado que estas ecuaciones describen una dindmica browniana rela-
tivista, son un punto de partida para investigaciones experimentales y tedricas
del movimiento browniano relativista.

Mercados financieros

El movimiento browniano relativista, asi como su andlogo clésico, puede ayu-
dar a modelar los mercados financieros como se ha planteado en [105]. Dado
que una de las partes importantes en el andlisis del movimiento browniano es el
desplazamiento cuadratico medio, en su versién relativista también nos puede
dar informacién acerca del comportamiento del proceso estocastico que repre-
senta. Para una particula cldsica inmersa en un gas relativista, el desplazamiento
cuadrético medio estd dado por [106]

(Dy) = % 3KT + ch%(z) t, (D.4)

con v el coeficiente de friccién y 2 = mc? /kpT.
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Figura D.1: Evolucién del dezplazamiento cuadratico medio para una particula
cldsica en un gas césico (linea punteada) y relativista (linea continua). Tomado
de [105]

El comportamiento del movimiento browniano clasico v el relativista puede
apreciarse en la figura D.1 en donde se ha simulado el desplazamiento cuadratico
medio notando que en el caso clasico hay grandes fluctuaciones comparadas con
el relativista. Dado que se observa menos fluctuaciones en el caso relativista,
debido a la restriccién de la velocidad de la particula, en una comparacién con
los mercados financieros nos lleva a deducir que puede ser un mejor modelo ya
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que los mercados no flictuan infinitamente.

Este no es el primer intento por introducir conceptos relativistas en mercandos
financieros, existe ya una conexién entre las finanzas y la relatividad propuesta
por Haug [107]. Recientemente, Wissner-Gross y Freer [53] realizaron un estudio
sobre la ubicacion éptima de un equipo comercial sobre el globo terraqueo para
obtener mejores transacciones sobre los principales mercados del mundo. En
el 4ambito financiero, la velocidad a la que viaja la informacién puede resultar
un factor determinante si se quiere sacar ventaja sobre la competencia. La
informacion generada en una casa de bolsa es tomada por comerciantes en todo
el mundo para hacer transacciones donde se involucra grandes cantidades de
dinero. Si se es el primero en recibir la informacién se obtendrd ventaja sobre
los demds comerciantes para vender y/o comprar activos. Utilizando el hecho
que la velocidad limitante para la informacion es la velocidad de la luz, Wissner-
Gross y Freer desarrollaron un modelo que predice cuales son los lugares 6ptimos
para hacer operaciones tomando en cuenta los principales mercados.

Figura D.2: Puntos 6ptimos de comercio (puntos en azul) para los principales
mercados (puntos en rojo). Tomado de [53]
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