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Caṕıtulo 1

Introducción

Los trabajos pioneros de Einstein sobre el movimiento browniano jugaron un
papel importante en la teoŕıa cinética de los gases, pues confirmaron la existen-
cia de átomos y moléculas y con ello ayudaron a terminar con la resistencia que
exist́ıa a la teoŕıa atomista.
La teoŕıa del movimiento browniano se ha convertido en una importante her-
ramienta para el entendimiento de fenómenos microscópicos. Tiene un amplio
rango de aplicaciones en disciplinas como f́ısica, bioloǵıa, qúımica, astronomı́a y
finanzas.
Aśı como la teoŕıa del movimiento browniano, la teoŕıa de la relatividad ha
brindado ayuda para el entendimiento de muchos procesos f́ısicos. La combi-
nación de ambas teoŕıas ha permitido encontrar otras importantes aplicaciones
en astrof́ısica, f́ısica de altas enerǵıas, en f́ısica de plasmas, entre otros. Tal com-
binación resulta en la teoŕıa del movimiento browniano relativista.
El tratamiento clásico del movimiento browniano tiene una caracteŕıstica que lo
hace incompatible con la relatividad especial. Los incrementos de velocidades
∆v para una part́ıcula browniana tienen una distribución gaussiana, por lo que
los eventos ∆v > c tienen asignada una probabilidad no nula, permitiendo aśı
incrementos de velocidades que superan la velocidad de la luz c.
El movimiento browniano no relativista, ha sido extensamente estudiado, tanto
desde el punto de vista f́ısico como matemático. Aunque en 1827, Robert Brown
[1] hizo el primer análisis del movimiento browniano no fue sino hasta 1905 que
se pudo explicar de manera teórica este fenómeno con el trabajo de Einstein
[4]. Sutherland [5], Smoluchowski [6] y Langevin [8] también trabajaron en la
explicación del movimiento browniano. Otros reconocidos f́ısicos de la época
también contribuyeron a la teoŕıa: Fokker [9], Planck [10], Klein [11], Uhlenbeck
y Ornstein [12] y Kramers [14].
Las bases matemáticas de la teoŕıa del movimiento browniano fueron dadas por
Wiener [15], Kolmogorov [16], Feller [17] y Lévy [18, 19] contribuyendo a la
teoŕıa de procesos estocásticos. Además sus trabajos sirvieron al desarrollo del
cálculo estocástico junto con los estudios de Itô [20], Fisk [21] y Stratonovich
[22] quienes desarrollaron diferentes tipos de integrales estocásticas [23].
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En cuanto al movimiento browniano relativista, los primeros trabajos se deben
a Schay [24], Dudley [25] y Hakim [26] quienes estudiaron procesos estocásticos
relativistas. Estos fueron seguidos por Caubet [27], Guerra y Ruggiero [28],
Boyer [29, 30], Roy [31], Ben-Yaacov [32], y Morato y Viola [33]. Otras aproxi-
maciones al movimiento browniano relativista se han hecho por Oron y Horwitz
[34] y Franchi y Le Jan [87].
Desde un punto de vista más fenomenológico, el movimiento browniano rela-
tivista puede ser abordado usando la versión relativista de la ecuación de Fokker-
Planck aśı como de la ecuación de Langevin. En esta ĺınea se han hecho recien-
temente varias aproximaciones. Debbasch y otros [76, 77, 78, 79, 80, 81] han
extendido el estudio del proceso de Ornstein-Uhlenbeck a la relatividad especial
dando como resultado lo que se conoce como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
relativista (ROUP por sus siglas en inglés). Por otro lado, Dunkel y Hänggi han
estudiado lo que ellos llaman movimiento browniano relativista [93, 94, 96, 97, 75]
que es un modelo que utiliza la ecuación de Langevin relativista con un coefi-
ciente de fricción constante.
A pesar de las distintos enfoques que se le han dado a la teoŕıa del movimiento
browniano relativista, aún no hay un tratamiento claro y definitivo. Sin em-
bargo, los avances que se han dado en el movimiento browniano relativista
y los procesos de difusión ya han sido aplicados en f́ısica de altas enerǵıas
[35, 36, 37, 38, 39, 45, 46, 47] y en astrof́ısica [48, 49, 50, 51] y más recien-
temente en f́ısica de materia condensada [52] y puede haber futuras aplicaciones
en economı́a [53] como su contraparte clásica.
El objetivo central de la tesis es presentar la generalización relativista del movi-
miento browniano. Para ello, el trabajo se divide en dos partes. En la primera
de ellas, sólo se considera al movimiento browniano clásico (en el sentido de que
es no relativista). En la segunda parte se discute en detalle su generalización
relativista.
Para el movimiento browniano clásico, se presenta el análisis de Einstein y se
analiza la aproximación de Langevin. Se deduce la ecuación de Fokker-Planck
y se encuentran los coeficientes correspondientes a la ecuación de Langevin.
Después se introduce el proceso de Wiener para poder dar una formulación
matemática del movimiento browniano.
Enseguida se tratan las distribuciones de velocidades clásica y relativista. Se
analiza la distribución de Maxwell-Jüttner y se calcula el correspondiente factor
de normalización. Se presenta la distribución de Jüttner y la versión manifies-
tamente covariante de la distribución de Jüttner.
Como un paso natural, se procede a construir la teoŕıa de Langevin del movimien-
to browniano en el contexto de la relatividad especial.
Se discute con detalle las ecuaciones de Fokker-Planck relativistas y sus solu-
ciones aśı como también las ecuaciones de Langevin relativistas en el espacio fase.
Se muestra cómo se puede construir ecuaciones de Langevin para movimientos
brownianos relativistas (1+1)-dimensional. Además se extiende el análisis al
caso (1+3)-dimensional.
Se analiza el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista y algunas de sus propieda-
des más importantes y se hace un estudio para relacionar los procesos expuestos.
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El trabajo concluye con la presentación de aplicaciones importantes de la teoŕıa
expuesta.
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Caṕıtulo 2

Movimiento browniano

Cuando se observan a través de un microscopio part́ıculas suficientemente peque-
ñas, del orden de unas micras, inmersas en un fluido, se nota que éstas se mueven
rápidamente en todas direcciones y de manera irregular. En 1827, el botánico
escocés Robert Brown reportó este fenómeno cuando investigaba acerca del com-
portamiento del polen en agua [1]. Desde entonces a este fenómeno se le conoce
como movimiento browniano, aunque ya en 1785, el f́ısico Jan Ingenhousz hab́ıa
descrito el mismo comportamiento en part́ıculas de carbón en alcohol [2].
Brown especuló mucho acerca de este hecho y dio muchas explicaciones aunque
todas ellas equivocadas. Puesto que estudió células sexuales masculinas del
polen de plantas, el movimiento que observó lo atribuyó a la vitalidad de es-
tas células. Al observar lo mismo en otras partes de la planta, pensó entonces
que el movimiento estaba presente en todo organismo vivo. Abandonó esta idea
después de repetir su experimento con part́ıculas inorgánicas y darse cuenta que
presentaban también un movimiento errático.
Aunque no pudo explicar el movimiento que observó, Brown pudo establecer que
éste no pod́ıa deberse a la evaporación o la presencia de flujos en el ĺıquido. En los
años posteriores, muchas personas trataron de resolver el problema, sin embargo,
los únicos avances que se consiguieron fueron, por confirmación experimental, la
eliminación de algunas posibles causas del movimiento browniano, como por
ejemplo, las ya descartadas por Brown, la forma del contenedor, la composición
qúımica del solvente o del soluto, acciones capilares, fuerzas de atracción y re-
pulsión entre las part́ıculas y muchas otras posibilidades de influencias externas.

2.1 El modelo de Einstein

Las primeras aproximaciones a la modelización del movimiento browniano fueron
hechas en 1900 por L. Bachelier [3], cuando hizo un modelo para describir las
fluctuaciones de los precios en la bolsa de Francia basado en la idea de que las
fluctuaciones segúıan el mismo proceso que una part́ıcula browniana moviéndose
dentro de un fluido.

5



6 CAPÍTULO 2. MOVIMIENTO BROWNIANO

Sin embargo fue hasta 1905, casi 80 años después del trabajo de Brown, cuando
Einstein, en un trabajo sobre el movimiento atómico, dio la primera explicación
satisfactoria del movimiento browniano [4]. Smoluchowski llegó también a las
mismas conclusiones independientemente de Einstein en 1906 [6].
La explicación f́ısica que se dio es que el movimiento caótico de part́ıculas sufi-
cientemente pequeñas en fluidos es debida a un gran número de colisiones con
las moléculas circundantes, en pequeños intervalos de tiempo. Esto es posible
porque, a pesar de que el fluido se encuentra en equilibrio térmico, a tempera-
tura ambiente sus moléculas se mueven a velocidades muy altas, manifestando
su enerǵıa térmica. El efecto individual del choque de las moléculas causa un
efecto despreciable sobre la part́ıcula (que es muy grande en comparación con
el tamaño de las moléculas), pero la superposición de estas colisiones contiene
suficiente enerǵıa para provocar un movimiento en la part́ıcula.
La importancia del trabajo de Einstein radica, en parte, en explicar el proceso
de difusión microscópicamente, pues entendió que las moléculas de la substancia
que se difunde son desplazadas a causa de las colisiones con las moléculas del sol-
vente. Consideremos un número de part́ıculas brownianas que sufre un proceso
de difusión, y que éstas están bajo la acción del campo gravitatorio F = −mg.
Supongamos además que las part́ıculas brownianas están lo suficientemente se-
paradas como para no considerar interacciones entre ellas. Einstein consideró
que estas part́ıculas se dispersan por lo que ejercen presión osmótica, la cual está
dada por la ley de van Hoff: Π = nkBT , donde kB es la constante de Boltzmann,
T la temperatura del solvente y n = n(x) es la densidad de part́ıculas como una
función de la altura x de las part́ıculas sobre una columna vertical. En el es-
tado de equilibrio, el efecto de esta difusión está compensado por el arrastre que
sufren las part́ıculas debido al campo gravitacional, es decir, la fuerza osmótica
por unidad de volumen

FΠ = −kBT
dn(x)

dx
(2.1)

es balanceada por la fuerza gravitacional por unidad de volumen n(x)F . Uti-
lizando este hecho podemos encontrar una expresión para la condición de equi-
librio:

Fn(x)− kBT
dn(x)

dx
= 0, (2.2)

de donde se llega a la distribución de Maxwell-Boltzmann

n(x) = n(0)eFx/(kBT ). (2.3)

Respecto al proceso de difusión, la segunda ley de Fick (que ya era bien conocida
en 1905) nos dice que el número de part́ıculas que atraviesan una unidad de
volumen por unidad de tiempo es

J = −Ddn

dx
, (2.4)

que es el flujo provocado por la difusión. D es llamado el coeficiente de difusión.
Este flujo es compensado por el flujo de part́ıculas provocado por la fuerza viscosa
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que surge por el arrastre en las part́ıculas debido a la fuerza gravitacional que está
actuando sobre ellas. La fuerza de fricción está dada por Ffr = −mζv, donde
ζ es el coeficiente de fricción y v la velocidad de las part́ıculas brownianas. Si
suponemos que las part́ıculas son esféricas de radio a, que son mucho más grandes
que las moléculas del fluido, la fórmula de Stokes nos da ζ = 6πaµ/m donde µ
es la viscosidad del fluido también llamada viscosidad dinámica. La velocidad
de una part́ıcula que está en equilibrio bajo la acción de la fuerza gravitacional y
la fuerza de fricción es v = F/(6πaµ), por lo que el flujo de part́ıculas, es decir,
el número de part́ıculas por unidad de área y por unidad de tiempo está dado
por

J = vn =
F

6πaµ
n. (2.5)

Los flujos dados por (2.4) y (2.5) se deben de cancelar en el equilibrio, lo que
resulta en

F

6πaµ
n−Ddn

dx
= 0. (2.6)

Con esta expresión y utilizando la ecuación (2.2) se encuentra el valor para el
coeficiente de difusión

D =
kBT

ζm
=

kBT

6πaµ
. (2.7)

Esta ecuación es llamada la ecuación de Einstein-Stokes1 y es un resultado muy
importante, pues muestra que la viscosidad y otras formas de disipación son,
a un nivel molecular, causadas por el movimiento térmico de las part́ıculas,
lo que se conoce ahora como teorema de fluctuación-disipación. El coeficiente
de difusión tiene una relación con el desplazamiento cuadrático medio de una
part́ıcula browniana. Einstein derivó la ecuación de difusión y con ello encontró
que el desplazamiento cuadrático medio es proporcional al tiempo de obser-
vación, lo que proporciona una herramienta cuantitativa para el movimiento
browniano2. El análisis de Einstein está basado en las siguientes suposiciones:
el movimiento de una part́ıcula es independiente del movimiento de las demás
particulas, además, el movimiento de una part́ıcula en un determinado inter-
valo de tiempo es independiente del movimiento de la misma part́ıcula en otro
intervalo de tiempo, donde estos intervalos no se toman muy pequeños. Sea τ
la longitud de un intervalo de tiempo que satisface las suposiciones anteriores,
N el número de part́ıculas que están inmersas en un fluido y f el número de
part́ıculas por unidad de volumen entre x y x + dx en el tiempo t. Se tiene
que en un intervalo τ , las coordenadas de las part́ıculas se incrementarán una
cantidad ε, que puede ser negativa o positiva de acuerdo con cada part́ıcula.
Supongamos que la probabilidad de que la part́ıcula se encuentre en x + ε es
φ(ε). Los desplazamientos positivos y negativos tienen la misma probabilidad,

1También es llamada ecuación de Einstein-Stokes-Sutherland ya que William Sutherland
derivó la misma ecuación en 1904 [5].

2En 1908, el f́ısico francés Jean-Baptiste Perrin [7] pudo determinar experimentalmente, a
partir de la fórmula de Einstein, el valor del número de Avogadro, demostrando aśı la validez
de la teoŕıa del movimiento browniano, y convirtiéndose en una prueba de la existencia de los
átomos.



8 CAPÍTULO 2. MOVIMIENTO BROWNIANO

esto se traduce en φ(ε) = φ(−ε). Dado que φ(ε) es una funcion de densidad de
probabilidad, debe cumplir con ∫ ∞

−∞
φ(ε)dε = 1. (2.8)

La cantidad de part́ıculas que en el instante t+τ se encontrarán entre los puntos
x y x+ dx es

f(x, t+ τ)dx = dx

∫ ∞
−∞

f(x+ ε, t)φ(ε)dε. (2.9)

Dado que el intervalo τ es muy pequeño podemos expander f(x, t + τ) en po-
tencias de τ

f(x, t+ τ) = f(x, t) + τ
∂f

∂t
(x, t), (2.10)

desarrollando a f(x+ε, t) en potencias de ε (pues son pequeños desplazamientos)
se tiene

f(x+ ε, t) = f(x, t) + ε
∂f(x, t)

∂x
+
ε2

2!

∂2f(x, t)

∂x2
+ . . . (2.11)

Ahora podemos escribir la ecuación (2.9) como

f + τ
∂f

∂t
= f

∫ ∞
−∞

φ(ε)dε+
∂f

∂x

∫ ∞
−∞

εφ(ε)dε+
∂2f

∂x2

∫ ∞
−∞

ε2

2
φ(ε)dε+ . . . (2.12)

Todos los términos impares del lado derecho de (2.12) se cancelan debido a la
simetŕıa de la función φ. De los términos restantes, sólo conservaremos el primero
y tercero, ya que los demás son muy pequeños. Hacemos que

D =
1

τ

∫ ∞
−∞

ε2

2
φ(ε)dε =

1

2τ
〈ε2〉 (2.13)

y entonces (2.12) se reduce a

∂f

∂t
= D

∂2f

∂x2
, (2.14)

que es la ecuación de difusión. La constante D es el coeficiente de difusión. La
solución de (2.14) es, suponiendo difusión de N part́ıculas a partir del origen,
x = 0 en t = 0

f(x, t) =
N√

4πDt
e−x

2/4Dt, (2.15)

es decir, la probabilidad de encontrar a una part́ıcula en L es∫
L

N√
4πDt

e−x
2/4Dtdx. (2.16)

A partir de la ecuación (2.15) podemos obtener el desplazamiento cuadrático
medio de la part́ıcula en la dirección x√

x2 =
√

2Dt (2.17)
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que podemos escribir utilizando (2.7) como

x2 =
kBT

3πµa
t. (2.18)

Para las direcciones y y z se tiene

x2 = y2 = z2, entonces r2 = 3x2, (2.19)

donde r2 = x2 + y2 + y2 es el desplazamiento total de la part́ıcula. Por tanto,
el desplazamiento total de la part́ıcula browniana es obtenida con cualquiera de
los desplazamientos unidimensionales.
En este modelo, sin embargo, existen algunos inconvenientes. Además de ignorar
las posiciones y momentos de todas las part́ıculas del fluido, también se ignora
el momento de la part́ıcula misma. Esto nos lleva a que la velocidad promedio
para tiempos cortos no está acotada. En la siguiente sección se considera el
caso donde la velocidad es una variable adicional, por tanto ya no se tiene este
inconveniente.

2.2 La ecuación de Langevin

Una manera efectiva de describir a una part́ıcula browniana es a través de una
ecuación de movimiento. Esta ecuación fue dada por Langevin en 1908 [8] y
se ha convertido en una de las principales herramientas en el tratamiento del
movimiento browniano. A partir de esta ecuación, Langevin derivó la misma
expresión para el desplazamiento cuadrático medio de un part́ıcula browniana
que encontró Einstein.
Consideremos una part́ıcula de masa m, cuyo centro de masa está en la posición
x(t), inmersa en un fluido a temperatura absoluta T . Definimos a v como la
rapidez instantánea de la part́ıcula en la dirección x, v = dx/dt y su momento
asociado p = mv. Esta part́ıcula, que es mucho más grande que la distancia
promedio entre las moléculas del ĺıquido y que se está moviendo respecto a éstas
a una velocidad v, experimenta una fuerza de fricción igual a

Ffr = −mζv. (2.20)

Suponemos como antes que la part́ıcula es esférica de radio a, por lo que se tiene
mζ = 6πaµ. Dado que describir al movimiento browniano con sólo la fuerza
de fricción no es suficiente, Langevin introdujo una fuerza adicional F (t) que
considera las colisiones moleculares irregulares. Entonces la ecuación para la
dinámica de las part́ıculas es, de acuerdo con la segunda ley de Newton

m
dv

dt
= −mζv + f(x) + F (t) (2.21)

donde f(x) = −∇V (x) es una fuerza externa (como la fuerza gravitacional). La
fuerza complementaria F (t) es una función aleatoria instantánea, indiferente-
mente positiva o negativa, debida a los impactos de las moléculas del ĺıquido so-
bre la part́ıcula y su magnitud es tal que mantiene la agitación de las part́ıculas.



10 CAPÍTULO 2. MOVIMIENTO BROWNIANO

La ecuación (2.21) es llamada ecuación de Langevin y es un ejemplo de una
ecuación diferencial estocástica debido a que contiene el término F (t) que es
una fuerza estocástica. Debido a la naturaleza de esta fuerza, sólo se considera
su promedio sobre un ensamble de sistemas idénticos compuestos por la part́ıcula
browniana y el fluido que la contiene, pues no es la misma fuerza para todos los
sistemas del ensamble.
Si suponemos que las colisiones que sufre la part́ıcula durante un intervalo de
tiempo dado no guardan relación con las colisiones en intervalos anteriores, es
decir son independientes y que el medio en que se mueve la part́ıcula es isótropo
entonces podemos suponer que la fuerza F (t) satisface las siguientes condiciones

〈F 〉 = 〈Fx〉 = 〈Fv〉 = 0, (2.22)

〈F (t)F (t′)〉 = 2Dδ(t− t′), (2.23)

donde δ(t − t′) es la función delta de Dirac, t y t′ son tiempos distintos y la
constante 2D es la intensidad del ruido. La condición (2.22) significa que la
fuerza F es independiente de la posición y la velocidad de la part́ıcula y debido
a su irregularidad, su promedio de ensamble es cero. Todas las colisiones que
sufre la part́ıcula browniana son prácticamente instantáneas, esto es, el tiempo
de colisión es muy pequeño macroscópicamente (del orden de la separción inter-
molecular media dividida por la velocidad molecular media). Esto está expresado
por la condición (2.23).
Si consideramos que no hay ninguna fuerza externa actuando sobre la part́ıcula
browniana, entonces la ecuación (2.21) se simplifica a

dv

dt
+ ζv =

F (t)

m
. (2.24)

A pesar de la naturaleza de la fuerza F (t) podemos resolver la ecuación anterior
con los métodos elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias y obtener

v(t) = v0e
−ζt +

1

m

∫ t

0

e−ζ(t−t
′)F (t′)dt′. (2.25)

La media de la velocidad se obtiene tomando el promedio sobre el ensamble
inicial, todas las v que comienzan con un valor v(t = 0) = v0. Considerando las
condiciones (2.22) y (2.23)

〈v(t)〉 = v0e
−ζt. (2.26)

De igual forma, de la ecuación (2.25) se tiene que la velocidad cuadrática media
está dada por

〈v2(t)〉 = v2
0e
−2ζt +

2D
m2

e−2ζt

∫ t

0

∫ t

0

eζ(t
′−t′′)δ(t′ − t′′)dt′dt′′; (2.27)

resolviendo la doble integral se simplifica a

〈v2(t)〉 = v2
0e
−2ζt +

D
ζm2

(1− e−2ζt). (2.28)
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Sabemos del teorema de equipartición de la enerǵıa que en el estado estacionario
la velocidad cuadrática media esta dada por

〈v2(t)〉 =
kBT

m
, (2.29)

tomando el ĺımite para tiempos grandes en la expresión (2.28)

lim
t→∞
〈v2(t)〉 =

D
ζm2

, (2.30)

encontramos la también llamada relación de Einstein, el valor de la intensidad
del ruido D,

D = mζkBT. (2.31)

De la ecuación (2.7) para la constante de difusión se llega a la relación clásica

D =
D

(mζ)2
. (2.32)

Desplazamiento cuadrático medio

El principal resultado del trabajo de Langevin fue derivar la misma expresión de
Einstein para el desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula browniana
por medio de un enfoque dinámico basado en la segunda ley de Newton, en con-
straste con el enfoque cinemático de Einstein basado en la ecuación de evolución
para la distribución de probabilidad. En su análisis, Langevin también supuso
que no hay ninguna fuerza externa. Multiplicando la ecuación (2.21) por x

mx
d2x

dt2
= −6πµax

dx

dt
+ Fx, (2.33)

dado que

dx2

dt
= 2x

dx

dt
y

d2x2

dt2
= 2x

d2x

dt2
+ 2

(
dx

dt

)2

,

la ecuación (2.33) se puede escribir como

1

2
m

d2x2

dt2
−m

(
dx

dt

)2

= −3πµa
dx2

dt
+ Fx. (2.34)

Si consideramos un gran número de part́ıculas y tomamos el promedio de la
ecuación (2.34) para cada una de ellas, el término Fx se cancela debido a la
irregularidad de F , condición (2.22). Dado que la enerǵıa cinética promedio
en una dirección x de una part́ıcula de masa m es 1

2kBT , obtenemos, haciendo

z = 〈dx
2

dt 〉
m

2

dz

dt
+ 3πµaz = kBT, (2.35)

cuya solución es

z = kBT
1

3πµa
+ Ce−

6πµa
m t. (2.36)
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Al final de un tiempo del orden de m/(6πµa) ≈ 10−8s se llega a una razón
constante de agitación

dx2

dt
= kBT

1

3πµa
, (2.37)

lo que nos da que para un intervalo de tiempo t

x2 − x2
0 = kBT

1

3πµa
t ; (2.38)

el desplazamiento ∆x de la part́ıcula está dado por x = x0 + ∆x y esos des-
plazamientos son indiferentemente positivos y negativos, por lo que tenemos,
haciendo x0 = 0 y escribiendo (∆x)2 en lugar de x2

(∆x)2 =
kBT

3πµa
t, (2.39)

que es la misma fórmula que encontró Einstein.

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck

Tanto en el trabajo de Einstein como en el de Langevin se supone una escala
de tiempo ∆t � 1/ζ, dejando de lado el caso para escalas de tiempo cortas.
Un tratamiento más general fue dado por Ornstein y Uhlenbeck en 1930, en
donde no sólo se consideran ambas escalas de tiempo, sino también el caso con
un campo de fuerzas externa.
Partimos de la ecuación de Langevin (2.24) con las propiedades (2.22) y (2.23)
cuya solución está dada por la ecuación (2.25).

v(t) = v0e
−ζt +

1

m

∫ t

0

e−ζ(t−t
′)F (t′)dt′.

Si integramos la ecuación anterior podemos obtener la función de posición de la
part́ıcula browniana

x(t) = x0 +
v0

ζ
(1− e−ζt) +

1

mζ

∫ t

0

(
1− e−ζ(t−t

′)
)
F (t′)dt′, (2.40)

donde hemos considerado que la part́ıcula parte de x0 y v0. Los procesos
{x(t), t ≥ 0 } y {v(t), t ≥ 0 } se llaman proceso de posición y proceso de veloci-
dad de Ornstein-Uhlenbeck, respectivamente. La ecuación (2.26) da la media de
la velocidad. De igual manera se encuentra que x(t) es un proceso gaussiano3

con

〈x(t)〉 = x0 +
v0

ζ
(1− e−ζt). (2.41)

Si ∆x = x(t)− x0, entonces, de la ecuación (2.40)

〈∆x〉 =
v0

ζ
(1− e−ζt). (2.42)

3Ver sección A.2 del apéndice A
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Cálculos similares nos llevan a

〈(∆x)2〉 =
v2

0

ζ2
(1− e−ζt)2 +

2Dt
m2ζ2

+
D

m2ζ3

[
−3 + 4e−ζt − e−2ζt

]
. (2.43)

Para tiempos grandes, sólo el segundo término de la ecuación (2.43) tendrá una
contribución considerable, por lo que se recupera la ecuación para el desplaza-
miento cuadrático medio encontrada por Einstein y por Langevin:

〈(∆x)2〉 ≈ 2Dt
m2ζ2

= 2Dt, t→∞. (2.44)

Si las velocidades iniciales v0 obedecen una distribución de Maxwell-Boltzmann,
se tiene a partir de (2.43)

〈(∆x)2〉 =
2kBTt

mζ2

(
ζt− 1 + e−ζt

)
, t > 0. (2.45)

Esta expresión es conocida como la fórmula de Ornstein-Fürth, ya que ellos la
derivaron con el propósito de incluir la inercia de las part́ıculas. La expresión
de Einstein no considera la inercia y por lo tanto presenta el problema de que
no es de ráız cuadrática media diferenciable en t = 0. Para tiempos cortos la
ecuación (2.45) se convierte en

〈(∆x)2〉 =
kBT

m
t2 (2.46)

la cual es de cuadrado medio diferenciable.

2.3 La ecuación de Fokker-Planck

Puesto que la fuerza de Langevin F (t) vaŕıa de un sistema a otro en el en-
samble, la velocidad también vaŕıa de sistema a sistema. Por lo tanto, es de
interés conocer la probabilidad de tener una velocidad en el intervalo (v, v+dv).
Esta probabilidad es P (v)dv, donde P (v) es la densidad de probabilidad pues v
es una variable continua. Dada una ecuación de Langevin para el movimiento
browniano podemos obtener una ecuación para la evolución en el tiempo de la
distribución de probabilidad en el espacio fase de una part́ıcula browniana. Esta
ecuación es conocida como ecuación de Fokker-Planck [9, 10]. Como ya vimos
en la sección 2.1, Einstein obtuvo una ecuación diferencial parcial para la dis-
tribución de la densidad de probabilidad del desplazamiento en una dimensión.
(2.14) es una ecuación de difusión similar a la ecuación para la conducción de
calor inestable. Ésta es el caso más simple de la ecuación de Fokker-Planck. La
función de distribución P (v, t) obedece la ecuación de movimiento

∂P

∂t
= ζ

∂

∂v
(vP ) + ζ

kBT

m

∂2P

∂v2
. (2.47)

Esta es la ecuación de Fokker-Planck asociada a la ecuación de Langevin (2.24).
Si se tiene la condición inicial P (v, 0) para t = 0 y condiciones a la frontera ade-
cuadas, se obtiene entonces la función de distribución P (v, t) para todo tiempo.
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A continuación se muestra la derivación de la ecuación de Fokker-Planck general
para una variable x, a partir de la cual se deduce (2.47) como un caso particular.
Consideremos una función arbitraria f(x) con la propiedad

f(x)→ 0, f ′(x)→ 0 cuando x→ ±∞ (2.48)

y su valor esperado:

〈f〉 =

∫
f(x)P (x, t|x0)dx, (2.49)

donde P (x, t|x0) es la probabilidad de ir de x0 a x en el tiempo t. Suponemos
que se cumple la ecuación de Chapman-Kolmogorov4, es decir, que es un proceso
markoviano:

P (x, t+ ∆t|x0) =

∫ ∞
−∞

P (z, t|x0)P (x, t+ ∆t|z, t)dz. (2.50)

Tomando la evolución en el tiempo del valor esperado de f(x)

∂

∂t
〈f〉 =

∂

∂t

∫
f(x)P (x, t|x0)dx =

∫
f(x)

∂

∂t
P (x, t|x0)dx, (2.51)

y notando que

∂

∂t
P (x, t|x0) ≈ lim

∆t→0

1

∆t
[P (x, t+ ∆t|x0)− P (x, t|x0)] , (2.52)

entonces podemos escribir la ecuación (2.51) como

∂

∂t
〈f〉 =

∫
f(x) lim

∆t→0

1

∆t
[P (x, t+ ∆t|x0)− P (x, t|x0)] dx

= lim
∆t→0

1

∆t

∫
f(x)

[∫ ∞
−∞

P (z, t|x0)P (x, t+ ∆t|z, t)dz
]

dx

− lim
∆t→0

1

∆t

∫
f(x)P (x, t|x0)dx. (2.53)

Utilizando la condición de normalización∫
P (x, t+ ∆t|z, t)dx = 1, (2.54)

e intercambiando el orden de integración del primer término del lado derecho
de la ecuación (2.53) y considerando que se puede expandir la función f(x) en
series de Taylor se tiene que

∂

∂t
〈f〉 =

∫ ∞
−∞

P (z, t|x0)

[
f ′(z)A(z) +

f ′′(z)

2
B(z)

]
dz, (2.55)

4Ver sección A.2.1 del apéndice A
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donde se han definido las cantidades

A(z) ≡ lim
∆t→0

1

∆t

∫
(x− z)P (x, t+ ∆t|z, t)dx, (2.56)

B(z) ≡ lim
∆t→0

1

∆t

∫
(x− z)2P (x, t+ ∆t|z, t)dx. (2.57)

La ecuación (2.55) se puede reescribir, después de integrar por partes, como

∂

∂t
〈f〉 =

∫ ∞
−∞

[
− ∂

∂x
[A(x)P (x, t|x0)] +

1

2

∂2

∂x2
[B(x)P (x, t|x0)]

]
f(x)dx, (2.58)

donde hemos cambiado a la variable muda z por x. Comparando ésta ecuación
con (2.51)∫ ∞
−∞

[
∂

∂t
P (x, t|x0) +

∂

∂x
[A(x)P (x, t|x0)]− 1

2

∂2

∂x2
[B(x)P (x, t|x0)]

]
f(x)dx = 0.

(2.59)
Dado que la función f(x) es arbitraria, el término entre paréntesis debe ser cero,
entonces se obtiene como resultado una ecuación de movimiento para la función
de distribución P (x, t)

∂

∂t
P (x, t|x0) = − ∂

∂x
[A(x)P (x, t|x0)] +

1

2

∂2

∂x2
[B(x)P (x, t|x0)]. (2.60)

Esta ecuación es conocida como ecuación de Fokker-Planck para una variable x
aunque también se le suele llamar, dependiendo del contexto en el que se derive,
2da ecuación de Kolmogorov o ecuación de Kolmogorov hacia adelante [16]. Esta
ecuación es una ecuación diferencial parcial de segundo orden de tipo parabólico,
o más concretamente, es una ecuación de difusión con una derivada adicional de
primer orden respecto a x. La ecuación (2.60) nos dice que, dado un ensamble de
part́ıculas que emergen del punto x0 en el tiempo t0, moviéndose independiente-
mente, P (x, t|x0, t0) es la concentración en el punto x en el tiempo t. Su solución
debe ser no negativa y satisfacer las condiciones iniciales P (x, t0|x0) = δ(x−x0).
Los coeficientes A(x) y B(x) reciben el nombre de coeficiente de arrastre y coe-
ficiente de difusión respectivamente. Notemos que la ecuación de difusión (2.14)
es una ecuación de Fokker-Planck con coeficientes A y B constantes.
Para el caso multidimensional, el coeficiente de arrastre está dado por el vector
A = Ai(r), i = 1, . . . N y el coeficiente de difusión por la matriz B = bij(r),
i = 1, . . . N . La ecuación de Fokker-Planck multidimensional puede escribirse
como

∂

∂t
P (r, t|r0) = −

N∑
i=1

∇i[Ai(r)P (r, t|r0)] +
1

2

N∑
i,j=1

∂2

∂ri∂rj
[bij(r)P (r, t|r0)].

(2.61)
A continuación determinaremos los valores de los coeficientes de arrastre y di-
fusión para la ecuación de Langevin (2.24) sujeta a las condiciones (2.22) y (2.23)

v̇ = −ζv +
F (t)

m
; 〈F (t)〉 = 0 ; 〈F (t)F (t′)〉 = 2mζkBTδ(t− t′).
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De acuerdo a la ecuación (2.56) se tiene

A(v) ≡ lim
∆t→0

1

∆t

∫
(u− v)P (u, t+ ∆t|v, t)du

= lim
∆t→0

1

∆t
〈(u− v)〉 = lim

∆t→0

1

∆t
〈∆v〉. (2.62)

Integrando la ecuación de Langevin sobre un pequeño intervalo de tiempo ∆t se
obtiene que el cambio en la velocidad es

∆v ≈ −ζv∆t+
1

m

∫ t+∆t

t

F (t′)dt′ (2.63)

y su promedio es
〈∆v〉 = −ζv∆t. (2.64)

El coeficiente de arrastre A(v) es por tanto

A(v) = lim
∆t→0

1

∆t
(−ζv∆t) = −ζv. (2.65)

Procedemos de igual manera para encontrar el coeficiente de difusión B(v)

B(v) ≡ lim
∆t→0

1

∆t

∫
(u− v)2P (u, t+ ∆t|v, t)du = lim

∆t→0

1

∆t
〈(∆v)2〉. (2.66)

De (2.63) se sigue que

(∆v)2 = ζ2v2(∆t)2 − 2ζv∆t

m

∫ t+∆t

t

F (t′)dt′ +

1

m2

∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t

F (t′)F (t′′)dt′dt′′. (2.67)

El primer término del lado derecho de esta ecuación es del orden de (∆t)2 y lo
podemos ignorar, el segundo término será cero al promediarlo, por lo que sólo
nos resta el último término∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t

〈F (t′)F (t′′)〉dt′dt′′ = 2mζkBT

∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t

δ(t′ − t′′)dt′dt′′

= 2mζkBT∆t. (2.68)

Entonces el coeficiente de difusión tiene el valor

B(v) = lim
∆t→0

1

∆t
〈(∆v)2〉 =

2ζkBT

m
. (2.69)

Ahora, sustituyendo (2.64) y (2.68) en (2.60) se obtiene

∂

∂t
P (v, t) = ζ

∂

∂v
(vP (v, t)) + ζ

kBT

m

∂2P (v, t)

∂v2
, (2.70)
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que es justamente la ecuación (2.47). Además ésta se puede reescribir como una
ecuación de continuidad

∂

∂t
P (v, t) = −ζ ∂

∂v

(
−vP (v, t))− kBT

m

∂

∂v
P (v, t)

)
, (2.71)

donde la expresión entre paréntesis es la corriente de probabilidad, la cual se

anula si la densidad de probabilidad tiene la forma P (v, t) ∝ e
− mv2

2kBT . Por lo
que la distribución de Maxwell es entonces la distribución de equilibrio de la
ecuación de Fokker-Planck. Para ver esto resolvamos la ecuación introduciendo
la variable h = veζt en lugar de v, y tenemos

P (v, t) = P (heζt, t) ≡ G(h, t), (2.72)

∂P

∂v
=
∂G

∂h
eζt,

∂2P

∂v2
=
∂2G

∂h2
e2ζt, (2.73)

∂P

∂t
=
∂G

∂h

∂h

∂t
+
∂G

∂t
=
∂G

∂h
ζh+

∂G

∂t
. (2.74)

Entonces la ecuación (2.71) toma la forma

∂G

∂t
= ζG+ ζ

kBT

m

∂2G

∂h2
e2ζt. (2.75)

Hacemos la sustitución G = Zeζt, de donde

∂G

∂t
=
∂Z

∂t
eζt + ζG, (2.76)

debido a esto tenemos
∂Z

∂t
= ζ

kBT

m

∂2Z

∂h2
e2ζt. (2.77)

Introduciendo una nueva variable para el tiempo %, por medio de

d% = e2ζtdt, (2.78)

% =
1

2ζ

(
e2ζt − 1

)
, (2.79)

con %(t = 0) = 0, la ecuación (2.77) se transforma en una ecuación de difusión

∂Z

∂%
= ζ

kBT

m

∂2Z

∂h2
, (2.80)

cuya solución es

Z(h, %) =
1√

4πϕ%
e

(h−h0)2

4ϕ% ; ϕ = ζ
kBT

m
. (2.81)

Regresando a las variables originales v y t, encontramos

P (v, t) =

(
m

2πkBT (1− e−2ζt)

) 1
2

e
− m(v−v0e

−ζt)2

2kBT (1−e−2ζt) , (2.82)
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que es la solución de la ecuación de Fokker-Planck (2.71). Para el caso ĺımite
donde t→∞, obtenemos

lim
t→∞

P (v, t) = e−mv
2/2kBT

(
m

2πkBT

) 1
2

, (2.83)

por lo que P (v) se relaja a traves de la distribución de Maxwell.
Dos casos especiales de la ecuación de Fokker-Planck son la ecuación de Smolu-
chowski y la ecuación de Klein-Kramers. La ecuación de Klein-Kramers [11, 14]
es una ecuación de movimiento para la densidad de probabilidad P (x, v, t) que
describe a part́ıculas brownianas en un campo de fuerzas externo.
Consideremos el caso del movimiento browniano en presencia de un campo de
fuerzas externo f(x) = −∇V (x). La ecuación de Langevin considerando esta
fuerza adicional es la ecuación (2.21)

m
dv

dt
= −mζv + f(x) + F (t).

Esta fuerza no altera las colisiones de la part́ıcula y el efecto de fricción que
experimenta, por tanto, la fuerza F (t) sigue cumpliendo con las condiciones
(2.22) y (2.23). Para la ecuación (2.21), la correspondiente ecuación de Fokker-
Planck, es decir, la ecuación de movimiento para la densidad de probabilidad
P (x, v, t) está dada por

∂P

∂t
= −v ∂P

∂x
− f(x)

m

∂P

∂v
+ ζ

∂

∂v
vP +

ζkBT

m

∂2P

∂v2
, (2.84)

que es la ecuación de Klein-Kramers cuya solución es, en estado estacionario, la
distribución de Boltzmann

P (x, v) = Ne[−E/(kBT )], (2.85)

donde N es la constante de normalización y E = mv2/2 + V es la enerǵıa total.
Un caso especial de la ecuación (2.21) es cuando se tiene una fricción muy grande.
Cuando se cumple la desigualdad mζv � mv̇, (2.21) se reduce a

v = ẋ =
f(x)

mζ
+
F (t)

mζ
. (2.86)

Entonces, para la densidad de probabilidad P (x, t), su ecuación de movimiento
es

∂

∂t
P (x, t) = − 1

ζm

∂

∂x
(P (x, t)f(x)) +

kBT

ζm

∂2

∂x2
P (x, t). (2.87)

Esta es la ecuación de Smoluchowski con solución estacionaria

P = Ne−V (x)/(kBT ). (2.88)
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2.4 El proceso de Wiener

En 1923, N. Wiener presentó un tratamiento matemático general del movimiento
browniano [15]. El definió y analizó un proceso estocástico que ha servido para
describir las propiedades de la trayectoria de una part́ıcula browniana. Éste
es conocido como proceso de Wiener. Si W (t) da la posición de la part́ıcula,
el proceso estocástico queda entonces determinado por la colección de todas
las posibles trayectorias junto con la probabilidad de cada trayectoria. Una
realización del proceso es simplemente la posición W (t), tomando a t como un
parámetro continuo. La figura 2.1 muestra tres realizaciones del proceso de
Wiener.
Las consideraciones f́ısicas para el movimiento browniano son las siguientes:

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

t (tiempo)

W
(t
)

Figura 2.1: Tres realizaciones del proceso de Wiener.

� las condiciones del entorno son constantes

� el medio es isótropo, es decir, no hay una dirección privilegiada

Definición 2.1 (Proceso de Wiener) El proceso unidimesional {W (t), t ≥
0} es un proceso de Wiener (o movimiento browniano) si tiene las siguientes
propiedades:

(1) Con probabilidad 1, la trayectoria t 7→W (t) es continua y W (0) = 0;

(2) si 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T , entonces los incrementos

W (t1)−W (t0), . . . ,W (tN )−W (tN−1)

son independientes;
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(3) el incremento W (t+ s)−W (t) no depende de t y

(4) W (t) tiene una distribución normal con

〈W (t)〉 = 0 y V ar[W (t)] = σ2t

donde el parámetro σ tiene que ser determinado.

Aqúı interpretamos a W (t) como el desplazamiento de una part́ıcula browniana
después de un tiempo t con W (0) = 0. La condición W (0) = 0 no es realmente
necesaria. Hay casos en donde el movimiento browniano requiere comenzar en
W (0) = u 6= 0, en donde se tiene que 〈W (t)〉 = u.
Debido a las propiedades 2 y 3, para toda t > s, el incremento W (t) −W (s)
tiene una distribución normal, con 〈W (t) −W (s)〉 = 0 y V ar[W (t) −W (s)] =
σ2 | t− s |.
El parámetro σ, en aplicaciones del movimiento browniano a finanzas, recibe el
nombre de volatilidad.

Definición 2.2 El proceso {W (t), t ≥ 0} es un movimiento browniano estándar
si σ2 = 1.

De las propiedades del proceso de Wiener se puede deducir fácilmente que es un
proceso de Markov.
Una conexión entre un proceso de Wiener W (t) y la fuerza estocástica de
Langevin L(t) está dada por

dW (t) = L(t)dt. (2.89)

Notemos que la ecuación de Langevin (2.21), en ausencia de una fuerza externa,
la podemos reescribir de la siguiente forma

d[mv(t)] = −ζmv(t)dt+ L(t)dt. (2.90)

Si consideramos un proceso de Wiener unidimensional W (t), la ecuación (2.77)
se puede expresar como

d[mv(t)] = −ζmv(t)dt+ dW (t) (2.91)

con

〈dW (t)〉 = 0, 〈dW (t)dW (t′)〉 = 2mζkBTδ(t− t′). (2.92)

El proceso de Wiener es también un proceso de difusión. En el contexto de la
ecuación de Fokker-Planck, el proceso de Wiener satisface la ecuación de difusión

∂W

∂t
= D

∂2W

∂x2
, (2.93)

que no es más que la ecuación de Fokker-Planck (2.60) con coeficiente de deriva
nulo y coeficiente de difusión constante B(x) = 2D.
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2.5 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Una propiedad de las trayectorias del proceso de Wiener que es de gran im-
portancia es que son no-diferenciables en ningún punto casi seguro, es decir, la
derivada en cualquier punto es infinita. Si interpretamos a W (t) como la posición
de la part́ıcula browniana, entonces la velocidad tiende a infinito.
El modelo de Ornstein-Uhlenbeck [12, 13] es un modelo del movimiento brown-
iano más realista, no cuenta con el incoveniente de velocidades infinitas, son las
aceleraciones las que pasan a tener un valor infinito.
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X(t), t ≥ 0} puede ser definido como la
solución de la ecuación diferencial estocástica

dX(t) = −γX(t)dt+ σdW (t), (2.94)

donde γ > 0 es una constante que mide la razón de decaimiento determinista,
la constante σ > 0 el nivel del forzamiento estocástico y W (t) es un proceso
de Wiener estandar. El proceso {X(t), t ≥ 0} puede ser definido mediante la
integral estocástica

X(t) = X(0)e−γt + σe−γt
∫ t

0

eγsdW (s). (2.95)

El valor inicial del proceso, X(0), es una variable aleatoria que puede ser una
constante y es independiente de W (t). Se puede verificar por sustitución que
X(t) definida como (2.82) satisface (2.81); esta es la única solución.
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Caṕıtulo 3

Funciones de distribución

Para presentar la teoŕıa del movimiento browniano relativista es necesario prime-
ro establecer una generalización de la distribución de velocidades de Maxwell,
pues está claro que la función de distribución clásica, al permitir valores de la
velocidad mayores a los de la luz, no es compatible con la relatividad especial.
En este caṕıtulo se presentan de manera breve la función de distribución de
velocidades clásica y su más aceptada generalización relativista, la función de
distribución de Jüttner.

3.1 La distribución de Maxwell-Boltzmann

Una de las ecuaciones más importantes en teoŕıa cinética es la ecuación de Boltz-
mann. Esta es una ecuación de movimiento para la función de distribución de
una part́ıcula, f = f(x,p, t), donde el vector x, con componentes x1, x2, x3, es
el vector de posición, p, con componentes p1, p2, p3, es el vector de velocidad y
t es el tiempo. En 1872, Ludwig Boltzmann derivó esta ecuación en el contexto
de sistemas de gases dilúıdos y tiene aplicaciones en otras áreas de la f́ısica es-
tad́ıstica como el transporte de electrones en semiconductores o el transporte de
neutrones.
La función de distribución de Maxwell-Boltzmann es la solución de equilibrio de
la ecuación de Boltzmann. Consideremos la función de distribución f(x,p, t), la
cual especifica el número de part́ıculas por unidad de volumen de espacio fase
a un tiempo t dado. Una perturbación a la función de distribución puede ser
expresada como

∆f =
∂f

∂x
· dx

dt
+
∂f

∂p
· dp

dt
+
∂f

∂t
(3.1)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton, ẋ = ∂H
∂p , ṗ = −∂H∂x , las derivadas par-

ciales pueden ser escritas como

∆f =
∂f

∂x
· ∂H
∂p
− ∂f

∂p
· ∂H
∂x

+
∂f

∂t
(3.2)

23
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o bien, utilizando los paréntesis de Poisson,

∆f =
∂f

∂t
+ {f,H} (3.3)

Si en el sistema no hay colisiones, la función de distribución se mantiene sin
cambios, por lo que se obtiene la ecuación de Boltzmann sin colisiones

∂f

∂t
+ {f,H} = 0 (3.4)

La función de distribución, en el estado estacionario, debe ser constante, por
lo que se tiene {f,H} = 0, lo cual indica que f conmuta con el hamiltoniano,
es decir, es una cantidad conservada. Si el hamiltoniano es sólo una función
del momento, entonces la función de distribución es también una función del

momento. Si consideramos que el hamiltoniano está dado por H = H(p) = P 2

2m ,
entonces la función de distribución es

f = f(p) = Ae
− p2

2mkBT (3.5)

la cual es la distribución de Maxwell-Boltzmann, con T la temperatura del gas,
kB es la constante de Boltzmann y m la masa de cada part́ıcula. Con d el
número de dimensiones espaciales del sistema, la constante de normalización
es A = (2πmkBT )−d/2. Esta distribución está en conflicto con la relatividad
especial, ya que permite valores para la velocidad superiores a la de la luz.
Dado que ésta describe adecuadamente la distribución de momentos de una
part́ıcula de un sistema no relativista en equilibrio termodinámico, cualquier
distribución de momentos relativista que describa un gas en equilibrio debe re-
ducirse asintóticamente a esta distribución en el ĺımite de bajas velocidades, es
decir, a baja temperatura.

3.2 La distribución de Maxwell-Jüttner

La generalización relativista de la función de distribución de Maxwell-Boltzmann
fue derivada por primera vez en 1911 por Jüttner [54], quien la obtuvo a partir
de un principio de máxima entroṕıa [55]. En 1928, Jüttner [56] derivó también
la función de distribución de equilibrio para bosones y fermiones.
La versión relativista de la función de distribución de velocidades es de gran
importancia en experimentos en altas enerǵıas y astrof́ısica [38, 39, 40, 51]. Por
ejemplo, Chandrasekhar utilizó la distribución de Jüttner en un modelo para
las enanas blancas [41], considerándolas como un gas de electrones relativistas
fuertemente degenerado empeando entonces la versión cuántica para fermiones
de la distribución de Jüttner, encontrando un ĺımite para la masa de las enanas
blancas, conocido como ĺımite de Chandrasekhar, que es igual a 1.4 masas so-
lares. Otros ejemlplos incluyen la aplicación de ecuaciones de Langevin rela-
tivistas a experimentos de iones pesados [40, 51], procesos de termalización en
plasmas ultra-relativistas [39], o el efecto relativista Sunyaev-Zel’dovich [38], que
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describe la distorsión del espectro de la Radiación Cósmica de Fondo RCF (ó
CMB por sus siglas en inglés Cosmic Microwave Background), producida por
la dispersión de Compton de los fotones de la RCF por electrones calientes en
cúmulos de galaxias [42, 43, 44]. La intensidad predicha de las distorsiones espec-
trales y los parámetros cosmológicos inferidos del efecto Sunyaev-Zel’dovich de-
penden sensiblemente de la distribución de velocidades de los electrones supuesta
[40].
La función de distribución de Maxwell-Jüttner tiene la forma general

fJ = A exp(−Uαpα/kBT ) (3.6)

con Uα el vector 4-velocidad, A una constante de normalización. La distribución
de Maxwell-Jüttner también es la solución de equilibrio de la ecuación de Boltz-
mann relativista [57, 59], es decir, es la única en la cual la integral de colisión es
cero. La ecuación de Boltzmann relativista, que es la ecuación que describe la
evolución de la función de distribución relativista f(x, p) es, en el caso de existir
colisiones y fuerzas externas

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+
∂(fFi)

∂pi
= C12 =

∫
(f ′f ′1 − ff1) vøσdΩd3p1, (3.7)

y el estado de equilibrio es aquel donde el término de colisión C12 se anula.
Otras maneras de derivar la función de distribución de Maxwell-Jüttner es u-
sando una formulación covariante para el paso de un ensamble microcanónico
al canónico, ver [58], por maximización de la enerǵıa libre del sistema o simple-
mente sustituyendo la enerǵıa relativista en el factor de Boltzmann exp(−βE),
el cual puede ser obtenido de consideraciones termodinámicas sin necesidad de
la teoŕıa de la relatividad, y normalizar el resultado. Esta última manera es la
que desarrollaremos a continuación. Introduciendo la enerǵıa de una part́ıcula
relativista con masa en reposo m, la función de distribución de Maxwell-Jüttner
se reescribe como

fJ(p) = Ae−E(p)/kBT (3.8)

Dado que la enerǵıa está dada por E =
√
p2c2 +m2c4, donde el momento rel-

ativista es p = mγv, γ es el factor de Lorentz y c la velocidad de la luz se
tiene

fJ = A exp

(
−mc

2

kBT

√
1 +

p2

m2c2

)
(3.9)

La condición de normalización de fJ está dada por∫
fJ(p)d3p = 1 (3.10)

o bien, sustituyendo el valor de fJ

4πA

∫ ∞
0

p2 exp

(
−mc

2

kBT

√
1 +

p2

m2c2

)
dp = 1 (3.11)



26 CAPÍTULO 3. FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN

Para obtener la expresión de la distribución completa falta evaluar el parámetro
de normalización A. Hacemos el siguiente cambio de variable

s2 = 1 +
p2

m2c2
sds =

p

m2c2
dp (3.12)

en términos de s, la ecuación (3.11) toma la forma

4πm3c3A

∫ ∞
1

exp

(
−mc

2

kBT
s

)
s(s2 − 1)1/2ds = 1 (3.13)

Haciendo integración por partes, la ecuación anterior resulta

4πm4c5A

3kBT

∫ ∞
1

(s2 − 1)3/2 exp

(
−mc

2

kBT
s

)
ds = 1 (3.14)

en donde se ha utilizado la integral∫
s(s2 − 1)1/2ds =

1

3
(s2 − 1)3/2 (3.15)

Utilizando la expresión integral de la función de Hankel modificada1 Kν(z),

Kν(z) =
(z/2)νΓ(1/2)

Γ(ν + 1/2)

∫ ∞
1

e−zt(t2 − 1)ν−(1/2)dt (3.16)

hacemos ν = 2, t = s y z = mc2

kBT
, y dado que

Γ(n+ 1/2) = (2n− 1)!!
√
π/2n, n = 0, 1, 2, . . . (3.17)

la integral de la ecuación (3.14) queda como∫ ∞
1

exp

(
−mc

2

kBT
s

)
(s2 − 1)3/2ds =

3

4

(
2kBT

mc2

)2

K2

(
mc2

kBT

)
(3.18)

sustituyendo este valor en (3.14), el valor del parámetro de normalización A es

A =
1

4πm2ckBTK2

(
mc2

kBT

) (3.19)

es decir, la forma final de la función de distribución (3.9) es

fJ =
1

4πm2ckBTK2

(
mc2

kBT

) exp

(
−mc

2

kBT

√
1 +

p2

m2c2

)
(3.20)

La expresión anterior recibe el nombre de función de distribución de Maxwell-
Jüttner. Hay que tener en cuenta que la temperatura T y el momento p están
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Figura 3.1: Función de distribución de Maxwell-Jüttner.

determinados por un observador comóvil con el gas. La distribución de Jüttner
(3.20) o (3.8) es una distribución de momentos que traducida a velocidades tiene
la forma

ψJ(v;m,βJ, d) =
md

AJ
γ(v)2+dexp[−βJmγ(v)], |v| < 1, (3.21)

con ψJ ≡ 0 si |v| ≥ 1 y AJ = AJ(m,βJ, d) es la constante de normalización dada
por

AJ = 2md

(
2π

βJm

)(d−1)/2

K(d−1)/2(βJm). (3.22)

La distribución de velocidad de equilibrio vista por otro marco de referencia Σ′

que se mueve con una velocidad u relativa al marco en reposo con el gas Σ0 es

ψ′J(v;m,βJ, u) =
mγ(v′)3

AJγ(u)
exp[−βJγ(u)mγ(v′)(1 + uv′)], (3.23)

con v′ la velocidad de la part́ıcula en el marco en movimiento Σ′. Esta dis-
tribución de velocidades se reduce a la distribución de Jüttner para u = 0.
La distribución de Jüttner juega un papel muy importante en la f́ısica estad́ıstica
relativista, y aunque es aceptada en la actualidad no ha estado excenta de al-
gunos cuestionamientos sobre si es o no la correcta generalización de la dis-
tribución de velocidades de Maxwell. A partir de los años 80 algunos resultados

1La función de Hankel modificada, es algunas veces llamada función de Macdonald o función
de Bessel modificada de segunda clase. Ver apéndice D.
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pusieron en duda la distribución de Jüttner. Horwitz y colaboradores [63, 64]
propusieron una ecuación de Boltzmann relativista que describieron como ma-
nifiestamente covariante cuya solución estacionaria difiere de la ecuación (3.21)
[65]. Otros resultados y propuestas [61, 62, 69, 71, 97] aumentaron la confusión
sobre la correcta generalización de la distribución de Boltzmann.
Una distribución que fue propuesta como una alternativa a la de Jüttner es la
llamada distribución de Jüttner modificada [69, 70, 71],

fJM(p) =
AJM

E(p)
e−E(p)/kBT , (3.24)

donde AJM es la constante de normalización. Esta función también se reduce a la
distribución de Maxwell-Boltzmann en el caso ĺımte no relativista. En términos
de las velocidades, queda como

ψJM(v;m,βJM, d) =
md

AJM

γ(v)2+d

mγ(v)
exp[−βJMmγ(v)], |v| < 1. (3.25)

La constante de normalización está dada por

AJM = 2md−1

(
2π

βJMm

)(d−1)/2

K(d−1)/2(βJMm). (3.26)

A los mismos valores de los parámetros βJ = βJM . 1/m, la función de Jüttner
modificada exhibe una población de part́ıculas considerablemente menor com-
parada con la de Jüttner en la cola de alta enerǵıa debido al prefactor adicional
1/E. Otro aspecto importante a resaltar es que la distribución modificada de
Jüttner es justo la distribución de velocidades de un gas en equilibrio cuando se
utiliza una parametrización basada del tiempo propio de las part́ıculas [60].
En [79] se hace una revisión cŕıtica acerca de las diferentes aproximaciones a la
distribución de Maxwell-Jüttner.
Una forma manifiestamente covariante de la distribución de Maxwell-Jüttner
fue dada en [74]. La ventaja de tener la distribución en esta forma es que, al
estar escrita con tensores de Lorentz permite investigar el comportamiento bajo
transfomaciones de Lorentz mostrando aśı su comportamiento para sistemas
en movimiento relativo. La distribución de Jüttner manifiestamente covariante
tiene la forma:

fJ =
n

2c(mc)dK d+2
2

(mcΘ)

(
mcΘ

2π

) d−2
2

exp (−Θµp
µ) , (3.27)

donde n es la densidad de part́ıculas vista en el marco de referencia comóvil en
el cual el gas está en reposo y Θ es la magnitud del 4-vector Θµ y se relaciona
con la temperatura en el marco comóvil por medio de

Θ2 = ΘµΘµ =
c2

k2
BT

2
, (3.28)
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por lo que la temperatura es entonces un invariante. De hecho la termodinámica
relativista es un campo que sigue teniendo mucha actividad, pues continuamente
surgen nuevas teorias y todas ellas difieren principalmente en la manera en que
se transforma la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.
Consideremos dos sistemas de referencia inercial O y O’ que se mueven uno
respecto al otro con velocidad constante v. Sea T0 la temperatura de un sistema
termodinámico en O que mide un observador co-móvil con el sistema O y T la
temperatura del sistema termodinámico medida en el sistema O’. La primera
forma de transformación de la temperatura bajo tranformaciones de Lorentz fue
propuesta por Einstein [108] y Planck [109], ellos encontraron que

T = T0γ
−1 (3.29)

donde γ = 1/
√

1− v2 es el factor de Lorentz. Este hecho está basado en la
suposición de la invariancia relativista de la entroṕıa, es decir, S = S′ donde
S es la entroṕıa del sistema termodinámico medido en el sistema O y S′ es la
entroṕıa del mismo sistema medido en el sistema O’. Tolman [110] establece que
esta invarianza es debida a que en un cambio adiabático reversible sin absorción
de calor, la entroṕıa no cambia. La transformación de la temperatura anterior
fue una consecuencia de como se propusieron que se transformaŕıan las demás
cantidades termodinámicas. Se propuso que el calor se trasformara como Q′ =
Q/γ, es decir, tanto la temperatura como el calor tiene una corrección del inverso
del factor de Lorentz. De hecho la principal diferencia entre las teoŕıas existentes
es la definición de calor que tratan. Otra tranformación fue desarrollada en los
años 60’s por Ott [111] y Arzelies [112] y tiene la forma

T = T0γ, (3.30)

mientras que Landsberg [113] propuso que la temperatura es un invariante de
Lorentz, esto es

T = T0. (3.31)

En 1968 van Kampen [114] realizó un análisis en el cual concluyó que las can-
tidades termodinámicas pueden ser definidas en diferentes maneras igualmente
consistentes.
Se han hecho simulaciones numéricas de dinámica molecular completamente re-
lativista en una dimensión, en las cuales se confirma a la distribución de Jüttner
como la correcta distribución de velocidades relativista [60, 68, 67, 72] cuando
se utiliza la parametrización temporal natural del marco de referencia en el que
se miden las velocidades. Con tales simulaciones y haciendo uso de una versión
no manifiestamente covariante del teorema de equipartición se determinó que
la temperatura de un objeto en movimiento no cambia en el marco comóvil,
es decir, la temperatura es un invariante, lo cual concuerda con los resultados
obtenidos del análisis covariante de la función de distribución.
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3.3 Densidades de probabilidad

Además de conocer la función de distribución de equilibrio relativista, es impor-
tante tener una definición de la función de densidad de probabilidad en relativi-
dad especial y saber como se transforman.
Consideremos coordenadas (t, x, p) del sistema de laboratorio Σ y la función de
densidad de probabilidad FDP del espacio fase de una part́ıcula f(t, x, p) ≥ 0,
con momento relativista p = mγ(v)v. Para definir la función f consideremos un
sistema de muchas part́ıculas relativistas con número de part́ıculas conservado
N � 1, entonces Nf(t, x, p)dxdp es el número de part́ıculas en el intervalo de
espacio fase [x, x + dx] × [p, p + dp] que un observador O, en reposo en Σ ve al
Σ-tiempo t. Para el caso de una part́ıcula browniana en un medio fluctuante,
f(t, x, p)dxdp da la probabilidad de encontrar la part́ıcula browniana al tiempo
de laboratorio t en [x, x+ dx]× [p, p+ dp]. La condición de normalización∫

f(t, x, p)dxdp = 1, (3.32)

para f es aplicable en ambos casos. Para la transformación de f(t, x, p) consi-
deremos un segundo observador O′ moviéndose con velocidad w 6= 0 relativo a Σ.
El observador medirá una distribución f ′(t′, x′, p′). La densidad f se transforma
como un escalar de Lorentz [73], es decir, la función f en un marco de referencia
arbitrario Σ′ viene dada por

f(t, x, p) = f ′(t′, x′, p′), (3.33)

con (t, x, p) y (t′, x′, p′) conectados por una transformación de Lorentz con pará-
metro de velocidad w. La prueba de este resultado se puede realizar con-
siderando que las trayectorias de cada part́ıcula son únicas, después de una
reparametrización en términos de sus tiempos propios no importando la na-
turaleza de las interacciones entre las part́ıculas [73]. La función f ′(t′, x′, p′)
satisface la condición de normalización t′ simultánea∫

f(t′, x′, p′)dx′dp′ = 1. (3.34)

La distribución marginal de momentos la definimos como

φ(t, p) =

∫
dxf(t, x, p), (3.35)

y como f está normalizada a la unidad, φ también lo está∫
dpφ(t, p) = 1. (3.36)

No se puede escribir una ley de transformación para la distribución de momen-
tos similar a (3.33), pues en general, si no se conoce f con detalle no es posible
obtener la distribución de momentos φ′(t′, p′) en un marco de referencia arbi-
trario Σ′ a partir del conocimiento de φ(t, p) en Σ.
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Un caso especial es la distribución estacionaria de momentos de un sistema espa-
cialmente homogéneo. Consideremos un gas espacialmente homogéneo encerrado
en un recipiente en reposo en el marco de referencia Σ0. Suponemos que el gas
está en equilibrio, por lo que la función de distribución en Σ0 se puede escribir
como

f(x, p) =
φ(p)

V
θ(x), (3.37)

con V el volumen del recipiente en Σ0 y θ(x) es una función que es 1 si x está
dentro del recipiente y 0 en caso contrario. En este caso (3.33) implica la ley de
transformación para sistemas confinados espacialmente homogéneos

φ(p)

V
=
φ′(p′)

V ′
, (3.38)

donde φ′ es la distribución de momentos en un marco en movimiento Σ′ y
V ′ = V/γ(w) es el volumen contráıdo en Σ′. De aqúı podemos notar que la pre-
sencia del recipiente altera las propiedades de transformación de la distribución
de momentos. Esto es porque las observaciones entre O y O′ no se pueden sin-
cronizar y en el intervalo de tiempo entre sus observaciones algunas part́ıculas
colisionan con las paredes del recipiente.
Definimos la distribución de velocidades de una part́ıcula ψ a partir de la dis-
tribución de momentos φ, en cualquier marco de referencia Σ, con un cambio de
variable, puesto que

ddpφ(t, p) = ddvψ(t, v). (3.39)

Dado que ddp = mdγ(v)d+2ddv, obtenemos

ψ(v) = mdγ(v)d+2φ(t, v). (3.40)
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Caṕıtulo 4

El movimiento browniano
relativista

En los últimos años se ha visto un creciente interés en el movimiento brown-
iano relativista dado que ha mostrado tener aplicaciones potenciales en varios
campos. Sin embargo, aún no se ha establecido una teoŕıa que sea totalmente
aceptada debido a que los trabajos existentes, o bien no son manifiestamente
covariantes o contienen algunos inconvenientes que están ocultos en sus bases.
Por ejemplo, cuando se están estudiando procesos estocásticos relativistas en el
espacio fase covariante µ, no está del todo claro si los procesos [Xµ(τ), Pµ(τ)]
siguen siendo procesos markovianos.
En esta sección presentaremos algunas aproximaciones al modelo del movimiento
browniano relativista que se han hecho recientemente. Podemos distinguir prin-
cipalmente dos maneras de abordar al movimiento browniano. La primera es
considerar un proceso estocástico y llevarlo al contexto de la relatividad [84, 85].
La otra manera es tratar el problema desde un punto de vista más f́ısico, con-
siderando a una part́ıcula pesada inmersa en un baño térmico, el cual está
compuesto por part́ıculas ligeras. Esta es la forma en la que se abordará al
movimiento browniano en la sección 4.1 y 4.2. En la sección 4.5 se tratarán otras
aproximaciones, las cuales presentan dificultades al darle una interpretación
f́ısica.

4.1 El movimiento browniano relativista

Una manera de tratar la generalización relativista del movimiento browniano es a
traves de la ecuación de Langevin. Al igual que el proceso de Ornstein-Uhleneck
relativista (ROUP), revisado en la sección 4.2, la teoŕıa del movimiento brown-
iano relativista (MBR) desarrollada por Dunkel y Hänggi [93, 94] también está
basada en la ecuación de Langevin, la cual describe a una part́ıcula browniana
inmersa en un baño térmico (o dicho de otra manera, un ruido blanco gaussiano).
Ellos construyen una versión relativista de la ecuación de Langevin que se re-

33
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duce al caso ĺımite newtoniano como también se logra en el ROUP. La principal
diferencia con respecto a éste, es que la teoŕıa de Dunkel y Hänggi considera un
ruido blanco gaussiano en el marco de la part́ıcula browniana, mientras que el
ROUP trata con un ruido en el marco del fluido donde la part́ıcula se difunde.
Como en el caso clásico, a partir de la ecuación de Langevin relativista se puede
obtener la ecuación de Fokker-Planck correspondiente, sin embargo, se encuen-
tra que en este caso relativista no existe una relación única con la ecuación de
Langevin, puesto que ésta cuenta con un término de ruido multiplicativo que
debe ser tratado de acuerdo con la teoŕıa de integración estocástica.

4.1.1 Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck relativistas

Los principales resultados de la teoŕıa propuesta por Dunkel y Hänggi [93, 94] son
ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck relativistas. En la seccón 4.3 se muestra
que esta aproximación por medio de una dinámica de Langevin no es más que un
caso particular de una clase de procesos estocásticos [75], de los cuales también
el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP por sus siglas en inglés)
forma parte.
Existen dos sistemas de referencia inerciales que son de interés en el análisis del
movimiento browniano relativista. El sistema de referencia inercial en reposo
Σ del baño térmico y el sistema de referencia inercial Σ∗ que es comóvil con
la part́ıcula browniana en un instante de tiempo dado. Primero se abordará el
caso para un sistema Σ∗, después las ecuaciones de Langevin relativistas serán
formuladas en el sistema de laboratorio Σ. Consideremos entonces procesos
estocásticos {x(t),p(t)} con respecto al sistema Σ, donde las coordenadas de la
posición x = (xi) y las coordenadas del momento p = (pi) están relacionadas
por medio de

dxi(t) = vidt = (pi/p0)dt, i = 1, . . . , d, (4.1)

donde p0(t) = (m2 + p2)1/2 es la enerǵıa relativista. En el sistma Σ∗, comóvil
con la part́ıcula al tiempo de laboratorio t la ecuación de Langevin tiene que ser

dp∗(t) = −ν[p∗(t)−mV∗]dt∗ + dW∗(t), (4.2)

donde V∗ es la velocidad promedio del baño térmico con respecto al sistema
Σ∗, el momento es p∗ = mv∗ y dW∗(t) son los incrementos del momento que
representa un proceso de Wiener con parámetro D. Introducimos el vector de
momento (pα∗ ) y definimos el tensor de fricción

ναβ = ν

(
ηαβ +

uαuβ
c2

)
, (4.3)

con ν el coeficiente de fricción viscosa escalar medido en el marco de reposo de
la part́ıcula. Sea (uα∗ ) y (Uα∗ ) las componentes de la velocidad de la part́ıcula
browniana y el baño térmico respectivamente, la ecuación (4.2) queda entonces
como

dpα∗
dτ

= −mν∗αβ(uβ∗ − Uβ∗ ) + dWα
∗ (τ), (4.4)
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con τ el tiempo propio dado por

dτ ≡ dt

√
1− v2

c2
. (4.5)

Podemos ahora omitir el śımbolo ∗ que caracteriza al sistema comóvil dado que la
forma diagonal del tensor de fricción está asociada al sistema en reposo Σ∗ de la
part́ıcula browniana, es decir, en cada marco de referencia en reposo instantáneo
Σ∗ de la part́ıcula donde se cumple que (uα∗ ) = (c, 0), el tensor de fricción se
reduce a la forma diagonal

(ν∗
α
β) =


0 0 0 0
0 ν 0 0
0 0 ν 0
0 0 0 ν

 (4.6)

En sistemas inerciales arbitrarios definimos los incrementos estocásticos dWα(τ),
que representan un proceso de Wiener con parámetro de amplitud de ruido
escalar D (medido en el sistema en reposo de la part́ıcula), como

〈dWα〉 = 0, 〈dWα(τ)dW β(τ ′)〉 =

{
0, τ 6= τ ′;

Dαβ , τ = τ ′;
(4.7)

donde Dαβ es el tensor de correlación definido como

Dαβ = 2Ddτ

(
ηαβ +

uαuβ
c2

)
. (4.8)

Para una part́ıcula browniana con masa en reposo m, tiempo propio τ y 4-
velocidad uβ(τ), que está inmersa en un baño térmico homogéneo e isotrópico
con 4-velocidad constante Uβ y adicionalmente sujeto a una 4-fuerza externa
Kα(xν , pµ), las ecuaciones de Langevin relativistas covariantes para sistemas
inerciales arbitrarios son [93]

dxα(τ) =
pα

m
dτ, (4.9)

dpα(τ) = {Kα − ναβ [pβ −mUβ ]}dτ + dWα(τ). (4.10)

La distribución de los incrementos dWα(τ) en un marco de Lorentz arbitrario
está dada por

P[dWα(τ)] =
c

(4πDdτ)3/2
exp

[
−dWα(τ)dWα(τ)

4Ddτ

]
δ(uαdWα(τ)). (4.11)

Ahora, para el sistema de laboratorio Σ, el sistema inercial donde el baño térmico
está en reposo, las ecuaciones de Langevin covariantes son, utilizando (4.9) y
(4.10)

dxi(t) = vidt, (4.12)
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dpi = (γ−1Ki − νpi)dt+ dW i (4.13)

dE = (γ−1Ki − νpi)vidt+ cdW 0 = vidp
i, (4.14)

donde E = cp0, pi = γmvi, vi y γ dados por

vi =
cpi√

m2c2 + pipi
, (4.15)

γ =

(
1− viv

i

c2

)−1/2

=

(
1 +

pip
i

m2c2

)1/2

. (4.16)

La densidad de probabilidad para dWα en el sistema de laboratorio Σ es

P[dWα] = c
( γ

4πDdt

)3/2

exp

[
−dWidW

i − (dW 0)2

4Ddt/γ

]
δ(cγdW 0 − γvidW i).

(4.17)
La distribución marginal de los incrementos de momento espacial

P3[dW ] =
1

γ

( γ

4πDdt

)3/2

exp
[
− γ

4Ddt

(
δij −

vivj
c2

)
dW idW j

]
, (4.18)

donde δij es la delta de Kronecker, se reduce a una distribución gaussiana en el
caso ĺımite v2 � c2.
A partir de las ecuaciones de Langevin relativistas (4.13) y (4.18) podemos
formular ecuaciones de Fokker-Planck para la densidad del momento f(p, t) en
el marco de laboratorio Σ. Para el caso de sólo una dimensión espacial, sin
fuerzas externas, obtenemos de (4.13) y (4.18)

dp = −νpdt+ dW (t), (4.19)

P1[dW (t)] =

(
1

4πDγdt

)1/2

exp

[
−dW (t)2

4Dγdt

]
, (4.20)

con

γ =

[
1− v2

c2

]−1/2

=

[
1 +

p2

m2c2

]1/2

. (4.21)

Dado que los incrementos dW (t) dependen impĺıcitamente de p, es conveniente
utilizar un proceso que sea independiente del momento p. Para esto hacemos
que dW (t) =

√
γdy(t). Ahora la ecuación (4.19) se transforma en

dp = −νpdt+
√
γdy(t), (4.22)

con dy(t) distribuida de acuerdo a la densidad independiente del momento

P1[dy(t)] =

(
1

4πDdt

)1/2

exp

[
−dy(t)2

4Ddt

]
. (4.23)

Debido al término
√
γ en la ecuación (4.22), el proceso estocástico dy(t) es

ahora considerado un ruido multiplicativo y por tanto se tiene que especificar el
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esquema de integración o la regla de multiplicación con el ruido blanco gaussiano.
Consideraremos sólo tres esquemas de integración: el esquema de Itô [20], el de
Stratonovich [21, 22] y el esquema de Hänggi-Klimontovich. Para cada esquema
obtendremos una ecuación de Fokker-Planck diferente.
De igual manera, para las ecuaciones 1+3 dimensionales (4.13) y (4.18) vamos
a establecer las ecuaciones de Langevin de tal forma que se exhiba el mismo
comportamiento multiplicativo. Si no consideramos fuerzas externas, la ecuación
(4.13) se reduce a

dpi = −νpidt+ dW i. (4.24)

Introduciendo una matriz simétrica A(p) = (Aij) dada por

Aij =

(
δij −

vivj
c2

)
γ =

(
δij −

pipj
γ2m2c2

)
γ, (4.25)

escribimos los incrementos (4.18) en la forma

P3[dW ] =
1

γ

( γ

4πDdt

)3/2

exp

[
−

dWiA
i
jdW

j

4Ddt

]
. (4.26)

La matriz A tiene determinante y valores propios dados por det(A) = γ, y
spect(A) = {γ, γ, γ−1}, por lo tanto es una matriz definida positiva para veloci-
dades v2 < c2. Entonces, por sus propiedades, A tiene una única descomposición
de Choleski,

A = LᵀL

 L1
1 0 0

L2
1 L2

2 0
L3

1 L3
2 L3

3

 L1
1 L2

1 L3
1

0 L2
2 L3

2

0 0 L3
3

 , (4.27)

donde la matriz L(p) es no singular y sus elementos están dados por:
L1

1 =
√
A1

1, L2
1 = A2

1/L
1
1, L2

2 =
√
A2

2 − (L2
1)2, L3

1 = A3
1/L

1
1,

L3
2 = (A3

2 − L3
1L

2
1)/L2

2, L3
3 =

√
A3

3 − (L3
1)2 − (L3

2)2. La matriz inversa
L(p)−1 es

L−1 =
1

det(L)

 L2
2L

3
3 −L2

1L
3
3 L2

1L
3
2 − L3

1L
2
2

0 L3
3L

1
1 −L3

2L
1
1

0 0 L1
1L

2
2

 , (4.28)

con el determinante dado por det(L) = L1
1L

2
2L

3
3. Al igual que en el caso 1+1

dimensional, definimos una variable vector estocástico dy(t) = dyi(t)

dyi ≡ LijdW j , (4.29)

por lo tanto podemos escribir la ecuación (4.24) como

dp = −νpdt+ L(p)−1dy , (4.30)

donde, análogamente a (4.18) la densidad de probabilidad gaussiana independi-
ente del momento por medio de la cual está distribuida dy(t) es

P3[dy ] =

(
1

4πDdt

)3/2

exp

[
−dyidy

j

4Ddt

]
. (4.31)
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El proceso dy(t) es entonces un ruido blanco gaussiano multiplicativo puesto
que la matriz L(p)−1 depende del momento p. Las ecuaciones de Fokker-Planck
resultantes de los distintos esquemas de integración se pueden escribir como una
ecuación de continuidad

∂f(p, t)

∂t
=
∂jiI,S,HK(p, t)

∂pi
(4.32)

donde t es el tiempo, pi es el momento relativista, ji(p, t) son las corrientes de
probabilidad y los ı́ndices son las abreviaciones de Itô, Stratonovich y Hänggi-
Klimontovich respectivamente. Estas corrientes están dadas, para el caso unidi-
mensional por

jI = −
[
νpf(p, t) +D ∂

∂p
(γ(p)f(p, t))

]
, (4.33)

con el coeficiente γ evaluado en γ(p(t)) en el caso de Itô,

jS = −
[
νpf(p, t) +D

√
γ(p)

∂

∂p

(√
γ(p)f(p, t)

)]
, (4.34)

con γ = γ
(
p(t)+p(t+dt)

2

)
para el esquema de Stratonovich y

jHK = −
[
νpf(p, t) +Dγ(p)

∂

∂p
(f(p, t))

]
, (4.35)

con γ = γ(p(t + dt)) en el esquema de Hänggi-Klimontovich, y el coeficiente
γ(p) = (1 + p2/(mc)2)1/2. Para el caso tridimensional las corrientes de proba-
bilidad están dadas por

jiI = −
[
νpif(p, t) +D

∂

∂pj

(
(A−1)ijf(p, t)

)]
, (4.36)

en el caso de Itô, donde la matriz coeficiente es evaluada en el ĺımite inferior del
intervalo [t, t+ dt], L(p)−1 = L(p(t))−1,

jiS = −
[
νpif(p, t) +D(L−1)ik

∂

∂pj

(
[(L−1)ᵀ]kj f(p, t)

)]
(4.37)

para el caso de Stratonovich, donde se evalua a la matriz en el punto medio,

L(p)−1 = L(p(t)+p(t+dt)
2 )−1, y

jiHK = −
[
νpif(p, t) +D(A−1)ij

∂

∂pj
f(p, t)

]
(4.38)

con L(p)−1 = L(p(t+ dt))−1 en el esquema de Hänggi-Klimontovich.
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4.1.2 Solución estacionaria de las ecuaciones de Fokker-
Planck relativistas

Las soluciones estacionarias de la ecuación (4.32) se obtienen haciendo ∂f
∂t = 0

y ji = 0. Esto es equivalente a

νpfI(p) +D d

dp
γ(p)fI(p) = 0,

o bien
d

dp
γ(p)fI(p) = − νp

Dγ(p)
γ(p)fI(p) ,

hacemos g(p) = γ(p)fI(p), h(p) = − νp
Dγ(p) , obtenemos una ecuación diferencial

de la forma
dg

dp
= h(p)g(p)

cuya solucion formal es g = e
∫
h(p)dp, es decir

fI(p) =
CI1 exp

[
− ν
D
∫

p
γ(p)dp

]
γ(p)

.

Considerando que la integral de la ecuación anterior es∫
p

γ(p)
dp = c2m2

√
1 +

p2

c2m2
,

donde hemos usado β = νm2c2

D , la solución para el caso unidimensional en el
esquema de Itô es

fI(p) =

CI1 exp

(
−β
√

1 + p2

m2c2

)
(

1 + p2

m2c2

)1/2
(4.39)

con β = mc2/(kBT ) y CI1 la constante de normalización la cual está dada por
[99].

CI1 =
1

2mcK0(β)
, (4.40)

donde Kν(z) denota la función de Hankel modificada.
En el caso tridimensional la solución es

fI(p) =

CI3 exp

(
−β
√

1 + p2

m2c2

)
(

1 + p2

m2c2

)3/2
. (4.41)
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La constante de normalización CI3 puede ser obtenida anaĺıticamente [99] y está
dada por

C−1
I3

= 2π(mc)3

{
βπ − 2 2F3

[
−1

2
,−1

2
;

1

2
,

1

2
, 1;

β2

4

]
+

ln

(
4

β2

)
1F2

[
−1

2
;

1

2
, 1;

β2

4

]
−
∞∑
n=0

21−2nβ2nΨ(1 + n)

(−1 + 2n)(Γ[1 + n])2

}
(4.42)

donde pFq[a1, . . . ap; b1 . . . bq; z] es la función hipergeométrica generalizada, Γ[z]
es la función gamma y Ψ(z) es la función digamma1.
En el esquema de Stratonovich-Fisk se tiene

fS(p) =

CS1 exp

(
−β
√

1 + p2

m2c2

)
(

1 + p2

m2c2

)1/4
, (4.43)

donde

CS1
=

√
2π

2mc
√
βK 3

4
(β2 )K 1

4
(β2 )

(4.44)

es la constante de normalización y para el caso tridimensional

fS(p) =

CS3
exp

(
−β
√

1 + p2

m2c2

)
(

1 + p2

m2c2

)3/4
, (4.45)

con una constante de normalización

C−1
S3

= (mc)3
√

2πβ

[
K 5

4

(
β

2

)
K 3

4

(
β

2

)
−K 1

4

(
β

2

)
K− 1

4

(
β

2

)]
(4.46)

y en el esquema de Hänngi-Klimontovich

fHK(p) = CHK1 exp

(
−β
√

1 +
p2

m2c2

)
, (4.47)

1La función gamma está definida como

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt , z ∈ C>

donde C> = {z ∈ C : Re z > 0}
La derivada logaritmica de la función gamma es frecuentemente llamada función Psi o función
digamma, se denota por Ψ(z) y está dada por

Ψ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
, z ∈ U

con U = {z ∈ C : z 6= 0,−1,−2, . . .}
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donde

CHK1
=

1

2mcK1(β)
(4.48)

es la constante de normalización y para el caso tridimensional se tiene

fHK(p) = CHK3
exp

(
−β
√

1 +
p2

m2c2

)
, (4.49)

con una constante de normalización dada por

C−1
HK3

=
4π(mc)3K2(β)

β
. (4.50)

4.1.3 Momentos de orden superior
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Figura 4.1: Segundos momentos en función de β

Obtener las soluciones estacionarias debidamente normalizadas permite ana-
lizar el comportamiento de los segundos momentos en términos de la temperatura
[99]. Para el caso unidimensional se tiene, en el esquema de Itô:〈

p2

m2c2

〉
I

=
K1(β)

βK0(β)
, (4.51)



42 CAPÍTULO 4. EL MOVIMIENTO BROWNIANO RELATIVISTA

en el esquema de Stratonovich〈
p2

m2c2

〉
S

=
1

2
√
βK 3

4
(β2 )K 1

4
(β2 )

∂

∂β

{√
β

[
K 5

4
(
β

2
)K 3

4
(
β

2
)−K 1

4
(
β

2
)K− 1

4
(
β

2
)

]}
(4.52)

y en el esquema de Hänggi-Klimontovich〈
p2

m2c2

〉
HK

=
K2(β)

βK1(β)
. (4.53)

Los momentos se muestran en la figura 4.1 para el caso unidimensional [99]. A
valores de β grandes, los segundos momentos en los tres esquemas analizados
tienden al segundo momento clásico de acuerdo con la distribución de Maxwell.

4.2 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista

El proceso desarrollado por F. Debbasch, K. Mallick and J.P. Rivet, conocido
como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP) [76] pertenece a una
pequeña familia de procesos estocásticos relativistas, los cuales son revisados en
[80]. En la sección siguiente se dan las principales caracteŕısticas de este proceso
y es comparado con otros procesos relativistas.
Al considerar el proceso de Ornstein-Uhlenbeck clásico, se tiene la posibilidad de
una versión relativista del movimiento browniano. En un enfoque de Langevin, se
necesita una expresión para la fuerza determinista la cual describe el forzamiento
de la part́ıcula con el baño térmico. Sea u y U las 4-velocidades de la part́ıcula
browniana y del baño térmico respectivamente. Como en la sección anterior,
definimos un tensor λµν para el baño térmico en reposo como

λµν = χUµUν + α(δµν − UµUν) , (4.54)

donde χ y α son escalares. λ es análogo al tensor de fricción ναβ presentado en la
sección anterior en el modelo de Dunkel y Hänggi. Entonces, el marco en reposo
del fluido donde U = (1, 0) se tiene

λµν =


χ 0 0 0
0 α 0 0
0 0 α 0
0 0 0 α

 , (4.55)

análogamente a (4.6). En este nivel de análisis, el término χ ciertamente no
tiene ninguna contribución, sin embargo un estudio más detallado puede revelar
su influencia en la difusión relativista.
El 4-vector de fuerza fµ está definido por

fµ = −mλµν (uν − Uν) +mλαβuα(uβ − Uβ)uµ , (4.56)

donde el segundo término del lado derecho asegura que f es ortogonal a u. Dado
que f es el forzamiento sufrido por la part́ıcula, se supone que la enerǵıa y la
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velocidad de la part́ıcula tienden a decrecer en el tiempo a la enerǵıa de la masa
en reposo y a una velocidad cero para el sistema de referencia en reposo del baño
térmico. De aqúı que se tiene que α sea estrictamente positiva. Introduciendo
el otro término importante en la descripción de Langevin, la fuerza estocástica
F = (F0, γF/c

2) y sumándolo a la fuerza de fricción f se tienen las siguientes
ecuaciones estocásticas

d

dτ
xµ = uµ (4.57)

d

dτ
pµ = −mλµν (uν − Uν) +mλαβuα(uβ − Uβ)uµ + Fµ , (4.58)

con τ el tiempo propio. Como antes, la fuerza estocástica F , que se requiere que
sea un ruido blanco gaussiano, está determinada por las condiciones

〈F (t)〉 = 0, (4.59)

〈F i(t1)Fj(t2)〉 = −2Dδ(t2 − t1)δij , D > 0. (4.60)

Las ecuaciones (4.57) y (4.58) nos dan las siguientes ecuaciones diferenciales
estocásticas

dr =
p

mγ(p)
dt (4.61)

dp = −αγ(p)pdt+
√

2DdW , (4.62)

donde r y p son la posición y el momento de una part́ıcula bajo difusión, α
es una constante positiva que determina la fuerza de fricción experimentada
por la part́ıcula, D es una constante que fija la amplitud del término de ruido,
γ(p) =

√
1 + p2/m2c2 es el factor de Lorentz y W es el movimiento browniano

usual. Este proceso describe la difusión relativista de una part́ıcula puntual de
masa m en un fluido caracterizado por un campo de 4-velocidad U . El marco
de referencia seleccionado es el marco en reposo global R del fluido en el cual
las part́ıculas se difunden.
La ecuación de Fokker-Planck para la densidad del espacio fase dependiente del
tiempo Π(t, r ,p) de la difusión de part́ıculas asociada a las ecuaciones (4.61) y
(4.62) es

∂Π

∂t
+∇x ·

(
p

mγ
Π

)
+∇p · (−αγpΠ) = D∆pΠ , (4.63)

Integrando (4.63) obtenemos una ecuación para la distribución marginal Π̃(t,p)
de Π

∂Π̃

∂t
+∇p ·

(
−αγpΠ̃

)
= D∆pΠ̃ . (4.64)

Buscamos una solución isotrópica, espacialmente uniforme y estacionaria Πeq de
la ecuación (4.63), por lo que se obtiene para un campo A(p),

∇p ×A = −αγpΠeq −D∇pΠ0 .
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Suponiendo que A no depende del tiempo entonces tenemos la siguiente ecuación

D∇pΠeq = −αγpΠeq (4.65)

Si resolvemos esta ecuación para α = α0, una constante, entonces la solución es

Πeq(p) = Π0 exp

(
−α0m

2c2

3D
γ3

)
, (4.66)

con Π0 determinada por la condición de normalización∫
R3

Πeq(p)d3p = 1 (4.67)

y si resolvemos (4.65) requiriendo que tenga como solución de equilibrio a la
función de distribución de Jüttner, se obtiene

α =
D

mkBT

1

γ2
=
α1

γ2
, (4.68)

que es el equivalente relativista del teorema de fluctuación-disipación.

4.2.1 Ĺımite hidrodinámico

Para investigar el ĺımite hidrodinámico de este proceso, recordemos que por de-
finición el ĺımite hidrodinámico de un fenómeno de transporte arbitrario corres-
ponde a situaciones donde todas las cantidades caracterizando al sistema vaŕıan
sobre una escala grande solamente, tanto en tiempo como en el espacio. Situa-
ciones en las cuales las escalas de variación del tiempo y el espacio de la función
de distribución f en R son mucho más grandes que el tiempo caracteŕıstico
τ = 1/α y la trayectoria libre media λ = τ

√
kBT/m se encuentran cuando

se aplica el ĺımite hidrodinámico al proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista.
Para estudiar el ĺımite hidrodinámico es necesario realizar una expansión de
Chapman-Enskog alrededor de la distribución de equilibrio local

f0 = (mc2/4πkBTK2(mc2/kBT ))× n(t, r) exp(−mc2γ(p)/kBT ),

donde n(t, r) es la densidad espacial de la part́ıcula difundiéndose en R. Reali-
zando una expansión de Chapman-Enskog sobre el proceso de Ornstein-Ulenbeck
relativista se llega en todos los órdenes a

∂tn =
λ2

τ
∆n = ξ∆n, (4.69)

la cual es una ecuación de difusión. Esta ecuación de difusión describe correc-
tamente la evolución en el tiempo de la densidad n asociada con el proceso de
Ornstein-Ulenbeck relativista sólo en puntos del espacio-tiempo donde esto no
contradice la causalidad de Einstein.
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4.3 Relación entre el MBR y el ROUP

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista aśı como el movimiento browniano
relativista de Dunkel y Hänggi son casos especiales de una gran familia de proce-
sos estocásticos relativistas. Estos procesos están gobernados por las ecuaciones
de Langevin relativistas

dXi(t) = V idt = (P i/P 0)dt, i = 1, . . . , d, (4.70)

dP (t) = −α~(P )Pdt+ [2D(P )]1/2 ~ dW (t) , (4.71)

en donde ahora dW es un proceso de Wiener estándar, α es el coeficiente de
fricción, D la amplitud del ruido y el śımbolo ~ denota los distintos esquemas
de integración; sólo consideraremos como antes, los tres esquemas más comunes:
el esquema de Itô (∗), el de Stratonovich (◦) y el de Hänggi-Klimontovich (•).
Los coeficientes de fricción en los distintos esquemas de integración están rela-
cionados por

α∗(p)p = α•(p)p−D′(p), (4.72)

α◦(p)p = α•(p)p−D′(p)/2 , (4.73)

donde D′(p) = dD(p)/dp.
En el esquema de Hänggi-Klimontovich, la ecuación de Fokker-Planck para la
función de densidad del espacio fase f(t, x, p) de una part́ıcula browniana rela-
tivista cuya dinámica está dada por las ecuaciones (4.70) y (4.71) es

∂f

∂t
+
p

E

∂f

∂x
=

∂

∂p

[
α•(p)pf +D(p)

∂f

∂p

]
, (4.74)

con una distribución estacionaria dada por

f0(x, p) = N exp

[
−
∫ p

p∗

dp′
α•(p

′)

D(p′)
p′
]
. (4.75)

Si se impone la condición de que la distribución de momento marginal sea la dis-
tribución de Maxwell-Jüttner, se obtiene que la versión relativista de la relación
de fluctuación-disipación es

α•(p) ≡
D(p)

E(p)kBT
(4.76)

o bien, en el esquema de Stratonovich, (4.76) toma la forma

α◦(p) ≡
D(p)

E(p)kBT
− 1

2

D′(p)
p

. (4.77)

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista corresponde al caso de amplitud
de ruido constante, es decir, se tiene que el coeficiente de fricción está definido
por

α•(p) = αcm/E(p); (4.78)
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aqúı, αc es un parámetro de fricción constante positivo. Sustituyendo esta ex-
presión en (4.76) se obtiene

D(p) = αcmkBT = Dc, (4.79)

que no es más que (4.68), es decir, la amplitud del ruido es constante. Para este
caso, la ecuación de Langevin es

dP (t) = −αc
m

P 0
Pdt+ (2αcmkBT )

1/2
dW (t). (4.80)

Dado que la amplitud del ruido no depende del momento, no es necesario es-
pecificar una regla de multiplicación para el término estocástico.
El movimiento browniano relativista, MBR, corresponde al caso en el que se tiene
un coeficiente de fricción constante en el esquema de Hänggi-Klimontovich. La
relación de fluctuación-disipación relativista (4.76) queda como

D(p) = α†E(p)kBT, (4.81)

con α† una constante. La ecuación de Langevin para este caso es

dP (t) = −α†Pdt+
(
2α†P

0kBT
)1/2 • dW (t). (4.82)

Otro modelo surge cuando se considera un coeficiente de fricción constante ahora
en el esquema de Itô. A este modelo se le conoce como MBR(1). La ecuación
de Langevin es

dP (t) = −α∗Pdt+

[
2α∗(kBT )2(1 +

P 0

kBT
)

]1/2

∗ dW (t). (4.83)

La función de distribución de probabilidad es la misma para los tres procesos
anteriores, ROUP, MBR y MBR(1), sin embargo presentan un comportamiento
de relajación diferente. Esto se muestra en la figura 4.1, la cual presenta la
evolución temporal del desplazamiento cuadrático medio dividido por el tiempo
para los tres procesos

Dt = 〈[X(t)−X(0)]2〉/(2t). (4.84)

Se muestran los resultados correspondientes a las ecuaciones (4.80), (4.82) y
(4.83).

4.4 Sistema inercial en movimiento

Para obtener las ecuaciones de Fokker-Planck y de Langevin para un observador
en movimiento recordemos que la función de densidad de probabilidad se trans-
forma como un escalar de Lorentz,

f ′(t′, x′, p′) = f(t(t′, x′), x(t′, x′), p(p′)) (4.85)
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Figura 4.2: Evolución temporal del dezplazamiento cuadrático medio para el
proceso ROUP (ĺınea continua), para el MBR (ĺınea punteada) y para el proceso
MBR(1) (ĺınea discontinua). Tomado de [75]

para un sistema de referencia inercial en movimiento Σ′. Por lo tanto si se desea
obtener f ′ sólo se tiene que resolver la ecuación de Fokker-Planck para f ,(

p0 ∂

∂t
+ p

∂

∂x

)
f = p0 ∂

∂p

[
α(p)pf +D(p)

∂

∂p
f

]
(4.86)

y sustituirse en (4.85). La correspondiente ecuación de Fokker-Planck para
f ′(t′, x′, p′) para el observador en movimiento es

p′β∂′βf
′ = p′0

∂

∂p′

[
α′(p′)γ(w)(wp′0 + p′)f ′ +

D′(p′)p′0

γ(w)(p′0 + wp′)

∂

∂p′
f ′
]
, (4.87)

la cual puede tomar la siguiente forma, después de dividir por p′0:(
∂

∂t′
+

p′

p′0
∂

∂x′

)
f ′ =

∂

∂p′

[
α′(p′)γ(w)(wp′0 + p′)f ′ +

D′(p′)p′0

γ(w)(p′0 + wp′)

∂

∂p′
f ′
]

(4.88)
Las ecuaciones de Langevin asociadas a la ecuación anterior en el esquema dis-
cretización de Hänggi-Klimontovich son

dX ′(t′) = (P ′/P ′0)dt′ (4.89)

dP ′(t′) = A(P ′;w)dt′ + C(P ′;w) • dB′(t′), (4.90)

con B′(t′) un proceso de Wiener estándar con parámetro del tiempo t′ y A(P ′;w)
y C(P ′;w) definidos como

A(P ′;w) ≡ −α′(p′)γ(w)(wp′0 + p′), (4.91)
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C(P ′;w) ≡
[
2

D′(p′)p′0

γ(w)(p′0 + wp′)

]1/2

. (4.92)

La ecuación (4.87) en una forma manifiestamente covariante se puede escribir
como

pβ∂βf = εαβpα
∂

∂pβ

[
α(pν ;w)Uηpηf +

D(pµ;w)

−Uκpκ
εγδpγ

∂

∂pδ
f

]
, (4.93)

con Uα = γ(w)(1,−w) el cuadrivector de velocidad del baño térmico y εαβ el
tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita.

4.5 Otros procesos relativistas

4.5.1 Movimiento browniano intŕınseco

El término intŕınseco fue puesto por Debbasch y Chavelier para caracterizar el
modelo propuesto por J. Franchi y Y le Jan en el 2004. Su trabajo está basado en
las ideas desarrolladas por R. M. Dudley en 1965. La definición de este proceso
está dada por la siguiente ecuación

dp∗ =
√

2DdBs , (4.94)

donde s es el sinónimo para el tiempo propio a lo largo de una curva tipo tiempo
estocástica y dp∗/ds es la aceleración propia a lo largo de la curva.
Este modelo no contiene ninguna información acerca del medio circundante de
la part́ıcula difusa. Es d́ıficil estonces encontrar una interpretación f́ısica de este
modelo.

4.5.2 La teoŕıa de Oron y Horwitz

Por medio de una generalización de la ecuación de Smoluchowski, O. Oron y L.
P. Horwitz describen la difusión de una masa puntual relativista bajo la acción
de una fuerza externa β(x). Tal ecuación tiene la siguiente forma

∂τρ = −∂µ(βµρ) +D∂µ∂
µρ, (4.95)

donde D es un coeficiente positivo y ρ es una función de x y de un tiempo
universal τ .
Uno de los problemas de la ecuación anterior es que no está del todo claro el
significado de τ , además de que no está clara la medida con respecto a la cual
ρ podŕıa ser integrada. La ecuación no contiene ninguna referencia expĺıcita a
un medio circundante de la part́ıcula que se difunde. Por lo tanto, esta es una
aproximación que trae muchas dificultades.

4.6 Difusión relativista

En esta sección daremos una pequeña revisión sobre la difusión relativista rela-
cionando los modelos vistos en las secciones anteriores.
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4.6.1 Difusiones en el espacio de Minkowski

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP) [76] y el movimiento brow-
niano relativista [93, 94] pertenecen a una clase de difusiones en el espacio de
Minkowski que se estudian en [82]. Con esta clase de difusiones se resuelven al-
gunas cuestiones planteadas en [76] y [93, 94] acerca del ”ĺımite hidrodinámico”
del ROUP y el comportamiento asintótico del desplazamiento cuadrático medio
del movimieto browniano relativista, respectivamente. Consideremos el espacio
de Minkowski <1,d usual con d ≥ 1 un entero. Denotemos las coordenadas de
un punto genérico en su base canonica x = (xµ) = (x0, xi) = (x0,x) con los
ı́ndices griegos corriendo de 0, . . . , d y los ı́ndices latinos corriendo de 1, . . . , d.
La pseudometrica de Minkowski está dada por ds2 =| dx0 |2 −

∑d
i=1 | dxi |2.

El movimiento de una part́ıcula de masa m está descrito por una trayectoria
s→ (xµs ), teniendo momento p = (ps) dado por

p = (pµ) = (p0, pi) = (p0,p), (4.96)

donde pµs = mdxµ

ds y satisface

| p0 |2 −
d∑
i=1

| pi |2= m2 . (4.97)

El tiempo propio es s. Hacemos m = 1 e introducimos la velocidad

v = (v1, . . . , vd)

y las coordenadas polares

vi =
dxi

dt
, r =| p |=

(
d∑
i=1

| pi |2
)1/2

y Θ =
p

r
. (4.98)

Vamos a considerar difusiones en el espacio de Minkowski las cuales son solu-
ciones de las ecuaciones diferenciales estocásticas

dxit = f(rt)p
i
tdt (4.99)

dpit = −b(rt)pitdt+ σ(rt)(β[1 + η(rt)
2])1/2[dW i

t + η(rt)θ
i
tdwt] ,(4.100)

donde W es un movimiento browniano euclidiano d-dimensional estándar, w es
un movimiento browniano estándar, β > 0 es un ruido inverso y las funciones f ,
b, σ, η son funciones continuas.
Se tienen como casos part́ıculares el ROUP, el cual corresponde a

f(r) = b(r) = (1 + r2)−1/2, σ(r) =
√

2, η = 0, g(r) = r(1 + r2)−1/2, (4.101)

y para el proceso de Dunkel y Hänggi se tiene

f(r) = (1 + r2)−1/2, b(r) = 1, σ(r) =

√
2
√

1 + r2, η = r, g(r) = r(1 + r2)−1/2.
(4.102)
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Conclusiones

En este trabajo, se presentó como se puede contruir una teoŕıa del movimiento
browniano relativista. La teoŕıa de procesos estócasticos relativistas presentó
una considerable actividad [76, 77, 78, 101, 102, 34, 87, 83, 93, 94, 80, 81, 96,
97, 98, 79, 82] comenzando con el desarrollo de un modelo relativista para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Mostrar parte de los principales resultados es
el objetivo de este trabajo.
Podemos mencionar dos principales procesos estocásticos relativistas, el proceso
de Ornstein-Uhlenbeck relativista (ROUP), desarrollado por Debbasch, Mallick
y Rivet [76, 77], y el proceso de movimiento browniano relativista estudiado por
Dunkel y Hänggi [93, 94].
Se mostró que el proceso de Dunkel y Hänggi y el ROUP pertenecen a una gran
familia de procesos estocásticos relativistas, de donde el ROUP corresponde al
caso de amplitud de ruido constante y el proceso de Dunkel al caso de coeficiente
de fricción constante en el esquema de Hänggi-Klimontovich. La construcción de
ambos procesos parte de establecer ecuaciones de Langevin relativistas. A partir
de estas ecuaciones, como se vió en el caṕıtulo 2, es posible obtener ecuaciones
de Fokker-Planck relativistas.
En la teoŕıa de Dunkel y Hänggi, se mostró que debido al carácter multiplicativo
del ruido en la ecuación de Langevin se tiene que especificar el esquema de inte-
gración. Se encontró que cuando se estudia la distribución de equilibrio sólo en
el esquema de Hänggi-Klimontovich se obtiene la distribución de Maxwell rela-
tivista de velocidades. En el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista, ROUP,
la distribución de equilibrio también es la distribución de Maxwell relativista.
Respecto a esto, se han desarrollado simulaciones numéricas de dinámica molec-
ular y Monte Carlo para el gas relativista que muestran que efectivamente la
distribución de Jüttner es la correcta generalización relativista de la distribución
de equilibrio. A partir del estudio de las propiedades de transformación de la
distribución en una forma manifiestamente covariante también se ha corroborado
a la distribución de Jüttner, además de que esta forma implica la introducción
de un vector cuya norma está asociada con la temperatura invariante del gas
en el marco en reposo. La versión manifiestamente covariante también refuerza
el hecho conocido de que la función de distribución de Jüttner es un invariante
[73], pues aunque se pueda calcular desde distintos marcos de referencia su valor
numérico es el mismo.
Los avances en la teoŕıa de procesos de difusión relativistas y el movimiento

51
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browniano relativista se han aplicado en diversas áreas como f́ısica de altas e-
nerǵıas [35, 36, 37, 38, 39, 45, 46, 47, 103, 104], donde las propiedades del plasma
de quarks y gluones estan siendo verificadas a partir del estudio de las colisiones
entre iones pesados a altas enerǵıas, es decir, colisiones entre iones relativistas,
y en astrof́ısica [48, 49, 50, 51] y más recientemente en f́ısica de materia conden-
sada [52] y puede haber futuras aplicaciones en economı́a [53].



Apéndice A

Procesos estocásticos

Como se menciona en la sección 2.4, la modelización matemática del movimiento
browniano está basada en el proceso de Wiener. Este es el concepto central de
este trabajo, por lo tanto, es importante dar algunas definiciones y notaciones
sobre la teoŕıa de procesos estocásticos. A continuación se presentan, de man-
era muy resumida, algunos conceptos relacionados a probabilidad y procesos
estocásticos.

A.1 Conceptos básicos de probabilidad

Consideremos un conjunto dado no vaćıo, Ω, al que llamaremos espacio muestral.
A los elementos del conjunto Ω se le llaman eventos y se denotan por ω. Los
subconjuntos del espacio muestral que contienen más de un elemento reciben
el nombre de eventos compuestos. Cada uno de los subconjuntos A de Ω tiene
asignado un número P (A) al que se le llama probabilidad de A, que representa
la frecuencia relativa de ocurrencia de obtener un resultado en un subconjunto
espećıfico A. Entonces una función de probabilidad es una función P , definida
sobre los subconjuntos A de Ω, A ⊆ Ω, que asigna un número P (A) a cada A
con las siguientes propiedades: 0 ≤ P (A) ≤ 1 para cada A en Ω, P (Ω) = 1
y si A1, A2, . . . ∈ Ω son conjuntos disjuntos entonces se tiene P (

⋃∞
i=1Ai) =∑∞

i=1 P (Ai).
Un concepto central en el cálculo estocástico es el de variable aleatoria. Una
variable aleatoria X es una función con dominio en Ω, es decir, para cada ω ∈ Ω,
X(ω) = x ∈ <. Si X = (X, . . . , ) es una variable aleatoria n-dimensional,
entonces X(x) ∈ <n. Hay que notar que, mientras una probabilidad es una
función cuyo argumento es un conjunto de puntos en el espacio, una variable
aleatoria es una función que tiene como argumento puntos simples en el espacio.
Una manera de caracterizar variables aleatorias es a través de la función de
distribución, que está definida, para una variable aleatoria X como FX(x) =
P (X ≤ x), con P (X ≤ x) la probabilidad que X tenga un valor menor o igual a
x. La función F tiene la propiedad que F (−∞) = 0, F (∞) = 1 y además F es
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una función no decreciente de x. El sub́ındice de F denota la variable aleatoria
en consideración y puede omitirse si no hay lugar a confusiones.
Las variables aleatorias pueden ser de dos clases. Una variable aleatoria X es
discreta si existe una función pX(x), llamada función de masa de probabilidad
de X, tal que la función de probabilidad PX respecto a la variable X se puede
expresar como

PX(A) =
∑
x∈A

pX(x).

Una variable aleatoria X es continua si existe una función fX(x), tal que la
función de probabilidad PX respecto a la variable X se puede expresar como

PX(A) =

∫
A

fX(x)dx.

A la función fX(x) se le llama función de densidad de probabilidad de X. Con
esta definición, podemos expresar la función de distribución como

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(x′)dx′,

lo que significa que la probabilidad de que un valor observado de X se encuentre
en el intervalo (x, x+ dx) es fXdx.
El valor medio de una variable aleatoria continua X, denotado por 〈X〉 esta
dado por

〈X〉 =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx,

y para una variable aleatoria discreta X por

〈X〉 =
∑
i

xipX(xi).

Un punto importante de señalar es que 〈X〉 existe si 〈|X|〉 <∞. De la definición
anterior es fácil ver que 〈cX〉 = c〈X〉, con c una constante y 〈X1 + X2〉 =
〈X1〉+ 〈X2〉.
La varianza deX, V ar[X], está dada por V ar[X] =

〈
(X − 〈X〉)2

〉
= 〈X2〉−〈X〉2

y la desviación estándar deX, σ(X), por σ(X) =
√

(V ar[X]). Para dos variables
aleatorias X1 y X2, la covarianza de X1 y X2, Cov(X1, X2), se define como
Cov(X1, X2) = 〈X1X2〉−〈X1〉〈X2〉. La varianza es una medida de la dispersión
de los valores que X puede tomar alrededor de la media, la covarianza es una
medida de cómo las variables aleatorias X1 y X2 están interrelacionadas. Si las
variables X1 y X2 son independientes se tiene Cov(X1, X2) = 0. La densidad
de probabilidad de una variable aleatoria distribuida normalmente con media µ
y varianza σ2 está dada por

1

σ
√

2π
exp

[
−1

2

(
x− µ
σ

)2
]
. (A.1)

Se dice que una variable aleatoria es gaussiana si está distribuida normalmente.
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A.2 Procesos estocásticos

Consideremos un conjunto ordenado T . Un proceso estocástico es una familia
de variables aleatorias {X(t), t ∈ T}, definidas todas ellas sobre un mismo es-
pacio de probabilidad. Al conjunto T se le llama conjunto ı́ndice del proceso
y no hay ninguna restricción acerca de la naturaleza de este conjunto. Existen
dos ejemplos importantes de T , el primero es cuando T = {0,±1,±2, . . . } o
bien sólo T = {0, 1, 2, . . . }, en donde se dice que el proceso estocástico es un
proceso en modo discreto y el segundo ejemplo es con T = {t : −∞ < t < ∞}
ó T = {t :≥ 0} en donde el proceso es en modo continuo. En ambos casos, el
conjunto T se interpreta como el tiempo. Ahora sólo consideraremos procesos
en modo continuo con T = [0,∞].
Para cada ω ∈ Ω fijado, a la función t −→ X(t) se le llama trayectoria de
un proceso estocástico {X(t), t ∈ T}. Un proceso estocástico es continuo si la
trayectoria t −→ X(t) es una función continua.
Un proceso estocástico de modo continuo {X(t), t ∈ T} tiene incrementos inde-
pendientes si X(0) = 0 y, para todas las elecciones de ı́ndices t0 < t1 < · · · < tn,
las n variables aleatorias X(t1) − X(t0), . . . , X(tn) − X(tn−1) son independi-
entes. Se dice que este proceso tiene incrementos independientes estacionarios
si, además, X(t2 +h)−X(t1 +h) tiene la misma distribución que X(t2)−X(t1)
para todos los indices t1 y t2 y cada h > 0. Un proceso estocástico {X(t), t ∈ T}
es gaussiano si todas las variables aleatorias X(t1), X(t2), . . . , X(tn) tienen una
distribución normal o gaussiana.

A.2.1 Procesos de Markov

Muchos procesos estocásticos pertenecen a una clase especial llamada procesos
de Markov. Estos procesos son muy importantes en f́ısica, pues caracterizan a
sistemas f́ısicos que obedecen leyes probabiĺısticas en lugar de leyes determin-
istas, es decir, sistemas para los cuales su probabilidad de encontrarse en un
estado dado en un tiempo dado t2, puede deducirse de un conocimiento de su
estado previo en un tiempo anterior t1, y no depende de la historia del sis-
tema antes del tiempo t1. Sea X(t) una función aleatoria del tiempo, la cual
es conocida en n instantes t1 < t2 < . . . < tn. Consideremos la probabilidad
condicional Pn(xn, tn|x1, t1;x2, t2; . . . ;xn−1, tn−1)dxn que x esté en el intervalo
(xn, xn+dxn) al tiempo tn, dado que x1, x2, . . . , xn−1 han ocurrido en los tiempos
t1, t2, . . . , tn−1. Se dice que un proceso es de Markov si la probabilidad condi-
cional depende sólo del valor xn−1 en el último instante tn−1 el cual precede a
tn,

Pn(xn, tn|x1, t1; . . . ;xn−1, tn−1) = P2(xn, tn|xn−1, tn−1) ≡ P (xn, tn|xn−1, tn−1).

Esto significa que el sistema olvida todos los valores excepto el último valor
previo del proceso estocástico. Consideremos ahora la probabilidad de que X(t2)
esté en el intervalo (x2, x2 + dx2) dado que X(t1) tiene un valor x1 al tiempo
t1, que es la probabilidad condicional, P2(x2, t2|x1, t1)dx2, y a la probabilidad
de que X(t3) se encuentre en el intervalo (x3, x3 + dx3) dado que X(t2) tiene
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un valor x2 al tiempo t2 y X(t1) tiene un valor x1 en el tiempo t1, que es
P3(x3, t3|x2, t2;x1, t1)dx3. Si multiplicamos P2 y P3 e integramos respecto a x2,
se obtiene una función de densidad de probabilidad que sólo dependerá de x1 y
de t1

P3(x3, t3|x1, t1) =

∫ ∞
−∞

P2(x2, t2|x1, t1)P3(x3, t3|x2, t2;x1, t1)dx2. (A.2)

Esta ecuación es conocida como la ecuación de Chapman-Kolmogorov. Cuando
se está tratando con procesos de Markov, se tiene que

P3(x3, t3|x2, t2;x1, t1) = P2(x3, t3|x2, t2) = P (x3, t3|x2, t2),

y entonces

P (x3, t3|x1, t1) =

∫ ∞
−∞

P (x2, t2|x1, t1)P (x3, t3|x2, t2)dx2. (A.3)

A esta ecuación se le llama ecuación integral de Smoluchowski. El significado de
esta ecuación es que la probabilidad condicional de tener x3 en t3 a partir de x1

en t1 es igual al producto de la probabilidad condicional de obtener x2 en t2 a
partir de x1 en t1 por la probabilidad condicional de tener x3 en t3 a partir de
x2 en t2 para todos los posibles x2.



Apéndice B

Cálculo estocástico

B.1 Ecuaciones diferenciales estocásticas

Para el mejor entendimiento de las ecuaciones diferenciales estocásticas (SDEs)
usadas anteriormente, se presenta una pequeña revisión a la teoŕıa de SDEs. En
comparasión con las ecuaciones diferenciales, que son usadas para describir la
evolución de un sistema, las ecuaciones diferenciales estocásticas surgen cuando
se introduce un ruido aleatorio en las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Consideremos la siguiente ecuación diferencial estocástica

dX(t) = µ(X(t), t)dt+ σ(X(t), t)dB(t), (B.1)

donde B(t), t ≥ 0 un proceso de movimiento browniano, µ(x, t) y σ(x, t) son
funciones dadas, X(t) es un proceso desconocido y t ∈ [0, T ].

Definición B.1 Un proceso X(t) es llamado una solución fuerte de (B.1) si para

todo t > 0 las integrales
∫ t

0
µ(X(s), s)ds y

∫ t
0
σ(X(s), s)dB(s) existen, donde esta

segunda integral es una integral de Itô, y

X(t) = X(0) +

∫ t

0

µ(X(s), s)ds+

∫ t

0

σ(X(s), s)dB(s).

Es importante señalar que una solución fuerte es alguna función F (t, (B(s), s ≤
t)) del movimiento browniano B(t) dado. Cuando σ = 0, la ecuación diferen-
cial estocástica se convierte en una ecuación diferencial ordinaria. Un punto
importante que es necesario presentar es el teorema de existencia y unicidad
de soluciones de una ecuación diferencial estocástica. Sea X(t) que satisface la
ecuación (B.1)

Teorema B.1 Si se satisfacen las siguientes condiciones

1. Los coeficientes cumplen con la condición de Lipschitz local, es decir, para
cada N > 0, existe una constante K > 0 tal que para todo |x|, |y| ≤ N y
todo 0 ≤ t ≤ T

| µ(x, t)− µ(y, t) | + | σ(x, t)− σ(y, t) |≤ K | x− y |,
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2. Los coeficientes cumplen la condición de crecimiento lineal, es decir, existe
una constante K > 0 tal que para todo x ∈ <

| µ(x, t) | + | σ(x, t) |≤ K(1+ | x |),

3. X(0) es independiente de (B(t), 0 ≤ t ≤ T ),

entonces existe una única solución fuerte X(t) de la ecuación diferencial es-
tocástica (B.1).

B.2 Integración estocástica

B.2.1 Integral estocástica de Itô

Un proceso estocástico de la forma

X(t) = X0 +

∫ t

0

a(X(s), s)ds+

∫ t

0

A(X(s), s) ∗ dB(s) (B.2)

se le llama proceso de Itô, donde X0 es una variable aleatoria independiente de

B(t), a y A son procesos que cumplen
∫ T

0
|a(t)|dt < ∞ y

∫ T
0
A2(t)dt < ∞. La

ecuación diferencial asociada a (B.2) es

dX(t) = a(X)dt+A(X) ∗ dB(t). (B.3)

Para una función F (X) y para un proceso X(t) que tiene por diferencial es-
tocástica la ecuación anterior, la diferencial estocástica del proceso F (X(t)) está
dada por

dF (X(t)) = F ′(X(t))dX(t) +
1

2
F ′′(X(t))A2(t)dt

=

(
F ′(X(t))a(t) +

1

2
F ′′(X(t))A2(t)

)
dt

+F ′(X(t))A(t)dB(t). (B.4)

A esta expresión se le conoce como fórmula de Itô. Otra manera de escribir esto
es

F (X(t)) = F (X(0)) +

∫ t

0

F ′(X(s))dX(s) +
1

2

∫ t

0

F ′′(X(s))A2ds, (B.5)

donde la primera integral es una integral de Itô con respecto a la diferencial
estocástica.
Para una función arbitraria F (X), donde X(t) satisface la ecuación estocástica
de Itô (B3), obtenemos, usando la fórmula de Itô:

〈dF (X(t))〉 = (a(X)F ′(X) +
1

2
A2(X)F ′′(X))dt, (B.6)
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donde se ha usado el hecho que 〈dB(t)〉 = 0 y suponemos que

〈A(X(t))F ′(X(t))dB(t)〉 = 0 . (B.7)

Entonces

〈dF (X(t))〉
dt

= 〈dF (X(t))

dt
〉 =

d

dt
〈F (X(t))〉

=

∫
dXF (X)

∂

∂t
f(X, t|X0, t0)

=

∫
dX[a(X)

∂

∂X
F +

1

2
A2(X)

∂2

∂X2
F ]f(X, t|X0, t) , (B.8)

donde f(X, t|X0, t) es la probabilidad condicional. Usando integración por partes
y condiciones de frontera en ±∞, resulta∫

dXF (X)
∂f

∂t
= dXF (X)[− ∂

∂X
(a(X)f) +

1

2

∂2

∂X2
(A2(X)f)] . (B.9)

Dado que F (X) es arbitrario, nos queda la ecuación para f(X, t|X0, t) que es la
ecuación de Fokker-Planck correspondiente a la ecuación diferencial estocástica
de Itô (B3)

∂f

∂t
= − ∂

∂X
[a(X)f − 1

2

∂

∂X
(A2(X)f)] = − ∂

∂X
J(X), (B.10)

donde J(X) es la corriente de probabilidad.

B.2.2 Integral estocástica de Stratonovich-Fisk

Un proceso de Stratonovich-Fisk es un proceso de la forma

X(t) = X0 +

∫ t

0

a(X(s), s)ds+

∫ t

0

A(X(s), s) ◦ dB(s) (B.11)

el último término debe ser interpretado como una integral de Stratonovich-Fisk.
Similarmente al proceso de Itô, la ecuación diferencial asociada a (B.11) es

dX(t) = a(X)dt+A(X) ◦ dB(t) (B.12)

La ecuación de Fokker-Planck para la FDP f(t, x) del proceso estocástico (B.6)
es

∂f

∂t
=

∂

∂x

[
−af +

1

2
A
∂

∂x
(Af)

]
(B.13)

B.2.3 La integral de Itô retrasada

Un proceso de Itô retrasado es un proceso de la forma

X(t) = X0 +

∫ t

0

a(X(s), s)ds+

∫ t

0

A(X(s), s) • dB(s) (B.14)
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donde el último término es una integral de Itô retrasada. Su ecuación diferencial
estocástica asociada es

dX(t) = a(X)dt+A(X) • dB(t) (B.15)

y la correspondiente ecuación de Fokker-Planck para la FDP f(t, x) es

∂f

∂t
=

∂

∂x

[
−af +

1

2
A2 ∂

∂x
(Af)

]
(B.16)



Apéndice C

Función de Bessel
modificada de segunda clase

Una solución de la ecuación de Bessel modificada

z2 ∂
2w

∂z2
+ z

∂w

∂z
− (z2 + ν2)w = 0 (C.1)

es la función Kν(z) conocida como la función de Bessel modificada de segunda
clase. A esta función también se le suele llamar la función de Hankel modificada,
función de Basset, función de Macdonald o funciones de Bessel modificadas de
tercera clase. Para valores de z negativos, z < 0 la función Kν(z) es compleja y
para z = 0 la función tiende a infinito. Las siguientes integrales son representa-
ciones de Kν(z):

Kν(z) =

∫ ∞
0

e−z cos θ cosh(νθ)dθ (C.2)

=
(z

2

)ν √
π

Γ(ν + 1/2)

∫ ∞
0

e−z cosh t sinh2ν tdt (C.3)

La función Kν satisface la relación de recurrencia

Kν+1(z) = Kν−1(z) +
2ν

z
Kν(z). (C.4)

La expansión asintótica de Kν(z) para valores grandes de z, z � 1, es

Kν(z) =

√
π

2z
e−z

{
1 +

4ν2 − 1

8z
+

(4ν2 − 1)(4ν2 − 9)

2!(8z)2

+
(4ν2 − 1)(4ν2 − 9)(4ν2 − 25)

3!(8z)3
+ · · ·

}
. (C.5)
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CLASE

La expansión para valores pequeños de z, z � 1, es

Kν(z) = (−1)ν+1
∞∑
k=0

(
z
2

)ν+2k

k!(ν + k)!
×
{

ln
z

2
− 1

2
ψ(k + 1)− 1

2
ψ(ν + k + 1)

}

+
1

2

ν−1∑
k=0

(−1)k
(ν − k − 1)!

k!
(
z
2

)ν−2k
. (C.6)

La función ψ(ν) está definida como

ψ(ν + 1) = −γ +

ν∑
k=1

1

k
, ψ(1) = −γ (C.7)

donde γ = 0.577215664 . . . es la constante de Euler.



Apéndice D

Algunas Aplicaciones

El grafeno

El grafeno es un material novedoso que por sus caracteŕısticas tiene aplicaciones
potenciales. Es un material bidimensional, ya que se compone de solo una capa
de átomos de carbono en un arreglo hexagonal. El cociente entre su viscosidad
y la densidad de entroṕıa es menor que en el plasma de quarks y gluones, por lo
tanto puede servir para observar las propiedades de transporte de un plasma de
part́ıculas ultra-relativistas a temperaturas moderadamente altas.
También sus propiedades eléctricas son muy interesantes. Los electrones en
el grafeno obedecen una relación de dispersión lineal y se comportan como
part́ıculas relativistas sin masa y por tanto obedecen una ecuación relativista
de Dirac en dos dimensiones con la velocidad de Fermi, vF = 108 cm/s en lugar
de la velocidad de la luz. A temperaturas suficientemente altas o en presencia de
campos eléctricos fuertes se pueden suprimir los efectos de transporte cuánticos
por lo que los portadores de carga pueden ser descritos por medio de ecuaciones
relativistas clásicas. En [52] se propone un modelo que involucra ecuaciones
de Langevin relativistas. Una temperatura finita supone una fuente de efectos
estocásticos para los electrones. Estos portadores de carga están siendo disper-
sados por fotones y por otras causas como defectos en el arreglo de la malla del
grafeno y por las mismas fronteras que provocan una redistribución de equilibrio
de sus enerǵıas.
Para modelar la dinámica aleatoria de los electrones en una hoja de grafeno se
puede recurrir a un conjunto de ecuaciones de Langevin para las componentes
del momento ~p = (px, py) sujetas a una relación de dispersión ε = vF p0, con

p0 = (p2
x + p2

y)
1
2 , ε la enerǵıa de la part́ıcula y vF la velocidad de Fermi. Re-

quiriendo que se cumpla la distribución de equilibrio de Jüttner en 2D, se obtiene
el siguiente conjunto de ecuaciones de Langevin

ṗx = −γvF px/p0 − dU(x)/dx+ Ex(t) +
√

2γkBTξx(t), (D.1)

ṗy = −γvF py/p0 + Ey(t) +
√

2γkBTξy(t), (D.2)

~V ≡ (ẋ, ẏ) = ∂ε/∂~p = vF ~p/p0, (D.3)
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donde γ es un coeficiente de amortiguamiento constante, U(x) es un potencial

eléctrico, Ex y Ey son las componentes de un campo eléctrico ~E(t) que actúan
a lo largo del eje x y y respectivamente y ξx(t) y ξy(t) son dos ruidos blancos
gaussianos. Dado que estas ecuaciones describen una dinámica browniana rela-
tivista, son un punto de partida para investigaciones experimentales y teóricas
del movimiento browniano relativista.

Mercados financieros

El movimiento browniano relativista, aśı como su análogo clásico, puede ayu-
dar a modelar los mercados financieros como se ha planteado en [105]. Dado
que una de las partes importantes en el análisis del movimiento browniano es el
desplazamiento cuadrático medio, en su versión relativista también nos puede
dar información acerca del comportamiento del proceso estocástico que repre-
senta. Para una part́ıcula clásica inmersa en un gas relativista, el desplazamiento
cuadrático medio está dado por [106]

〈Dt〉 =
2

ν

[
3KT +mc2

K1(z)

K2(z)

]
t, (D.4)

con ν el coeficiente de fricción y z = mc2/kBT .

Figura D.1: Evolución del dezplazamiento cuadrático medio para una part́ıcula
clásica en un gas cásico (ĺınea punteada) y relativista (ĺınea continua). Tomado
de [105]

El comportamiento del movimiento browniano ćlasico y el relativista puede
apreciarse en la figura D.1 en donde se ha simulado el desplazamiento cuadratico
medio notando que en el caso clásico hay grandes fluctuaciones comparadas con
el relativista. Dado que se observa menos fluctuaciones en el caso relativista,
debido a la restricción de la velocidad de la part́ıcula, en una comparación con
los mercados financieros nos lleva a deducir que puede ser un mejor modelo ya
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que los mercados no flúctuan infinitamente.
Este no es el primer intento por introducir conceptos relativistas en mercandos
financieros, existe ya una conexión entre las finanzas y la relatividad propuesta
por Haug [107]. Recientemente, Wissner-Gross y Freer [53] realizaron un estudio
sobre la ubicación óptima de un equipo comercial sobre el globo terráqueo para
obtener mejores transacciones sobre los principales mercados del mundo. En
el ámbito financiero, la velocidad a la que viaja la información puede resultar
un factor determinante si se quiere sacar ventaja sobre la competencia. La
información generada en una casa de bolsa es tomada por comerciantes en todo
el mundo para hacer transacciones donde se involucra grandes cantidades de
dinero. Si se es el primero en recibir la información se obtendrá ventaja sobre
los demás comerciantes para vender y/o comprar activos. Utilizando el hecho
que la velocidad limitante para la información es la velocidad de la luz, Wissner-
Gross y Freer desarrollaron un modelo que predice cuales son los lugares óptimos
para hacer operaciones tomando en cuenta los principales mercados.

Figura D.2: Puntos óptimos de comercio (puntos en azul) para los principales
mercados (puntos en rojo). Tomado de [53]
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