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Resumen

En el presente trabajo planteamos que el problema de entender los procesos del desarrollo que involu-
cran la proliferación celular, la formación de patrones y la diferenciación celular en un sistema biológico
modelo, como el meristemo de la raíz de Arabidopsis thaliana, se pueden abordar bajo la premisa de
que las células en el sistema biológico intercambian información espacio-temporal que les permite cre-
cer y reproducirse a través de una interacción de campos físicos macroscópicos, agentes químicos y
agentes genéticos. De esta forma, abordamos los procesos del desarrollo mediante varios modelos que
describen de manera acoplada la dinámica de campos físicos y agentes químicos y genéticos en los
que destacan las fitohormonas de crecimiento de las plantas llamadas auxinas y la síntesis de proteí-
nas PIN que se encargan del transporte de las auxinas a lo largo del meristemo de la raíz de Arabidopsis.

Debido a que las auxinas se relacionan con los procesos del desarrollo de las plantas mediante meca-
nismos de señalización físicos y procesos biológicos como la síntesis de proteínas y la acción sobre otras
hormonas durante la proliferación celular, proponemos que nuestros modelos integren la proliferación
celular y los cambios de los campos físicos a través de la dinámica del ciclo celular y la distribución
de auxina a lo largo de la raíz. Así, los campos físicos que hemos considerado se relacionan con la
proliferación celular al tomar en cuenta la forma y el tamaño de cada célula bajo una perspectiva
elástica y con el correcto desarrollo del dominio de la raíz mientras las células se reproducen.

Tomando en cuenta que las auxinas tienen una distribución espacial en el meristemo de la raíz
que permite una proliferación celular diferenciada y que las tasas de proliferación a su vez generan un
notable cambio en la distribución de auxina, esto debido al intercambio continuo de auxina entre las
células y la síntesis de proteínas PIN que polariza el flujo de auxinas. Entonces, modelamos el flujo
de auxinas con la ecuación de transporte hidrodinámico dada por la ley de Darcy y consideramos
el coeficiente de permeabilidad como una medida del transporte polarizado de auxinas debido a la
acumulación de las proteínas PIN en las células.

Con la integración de los modelos desarrollamos varios cálculos numéricos para la proliferación celu-
lar y realizamos una comparación cualitativa con los datos experimentales que consideran los patrones
celulares a lo largo de la raíz. Los modelos recuperan, de forma emergente, los dominios característicos
de la raíz en los que destacan la zona de elongación, el dominio de transición y la zona meristemática.
De igual forma, los modelos nos ayudan a entender la formación del nicho de células troncales, la
aparición del centro quiescente y la formación de una fuente inversa que se genera por el transporte
de auxina en la raíz.

De igual forma, usamos las dinámicas acopladas de los modelos para estudiar sistemáticamente el
surgimiento de las formas y los patrones biológicos en la raíz y con ello logramos describir el creci-
miento de una raíz al cambiar la rigidez de las paredes celulares. Encontramos una relación entre los
máximos de concentración de auxina y la curvatura de la raíz. Logramos describir el tamaño del me-
ristemo al alterar la tasa de transporte de auxina, siendo el tamaño del meristemo más grande cuando
la tasa de transporte es baja y más pequeño cuando la tasa es alta. Como punto final propusimos una
forma de incluir las interacciones de una red genética usando un modelo de campo-fase de curvatura es-
pontánea donde la concentración de múltiples sustancias y el tensor de esfuerzos alteran el crecimiento.
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En términos generales podemos decir que la proliferación celular en el meristemo de la raíz se pue-
de entender a partir de las interacciones auto-organizadas entre campos elásticos físicos y sustancias
químicas que se transportan y que el acoplamiento dinámico entre los agentes es suficiente para que la
organización celular en la raíz emerja como una propiedad robusta.
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Abstract

In this work we propose that while cells reproduce, they obtain positional information from macroscopic
physical and chemical fields that are modified in space during morphogenesis. We use this hypothesis
to describe the mechanisms by which stem cells maintain their capacity to regenerate and provide the
cellular fate for their daughter cells. We choose the root apical meristem of Arabidopsis thaliana to
explore the emergence of cellular patterns through the cooperative dynamics in a proliferation model
because this system is well studied at the molecular, genetic and cellular levels.

The model integrates the cell proliferation dynamics and the changes of the physical fields through
the dynamics of cyclins B and D that occur during the cell cycle. One of the physical fields takes a
count the form and the shape of every cell under elastic perspective and the other one uses the shape
of the root domain to generate a proper growth of the cells when they reproduce. This second physical
field is modeled using the phase-field model with spontaneous curvature in which its mobility was
setting in terms of stress tensor.

We use an equivalent hydrodynamic Darcy’s law to describe the polar auxin transport and the
permeability of the cell walls to drive the polar localization of PIN transporters. We perform a numeri-
cal calculations that allow for quantitative comparison with experimental measurements that consider
the cellular patterns at the root tip. Our model recovers, as an emergent pattern, the transition from
proliferative to transition and elongation domains, characteristic of stem-cell niches in multicellular
organisms.

We successfully predict altered cellular patterns that are expected under various applied auxin
treatments or modified physical growth conditions. Also we recover the inverse fountain pattern of
auxin transport observed in real roots due to PIN auxin efflux dynamics. Our modeling platform suc-
cessfully predicts the accumulation of auxin concentration near the region of maximum curvature in
a bent root. On the other hand, our modeling platform may be extended to explicitly consider gene
regulatory networks through a phase-field model with spontaneous curvature in which the stress tensor
and the action of the genes change spontaneous curvature.

Overall, cell proliferation in the root meristem arises from self-organizing interactions between phy-
sical elastic fields and chemical substances, as well as the dynamical coupling between these agents
which is sufficient to emerge cellular organization in the roots as a robust property.
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Abreviaturas

CPD, dominio de proliferación celular.

DZ, zona de diferenciación.

EZ, zona de elongación.

GRN, red de regulación genética.

MZ, zona meristemática.

PIN, proteínas resultantes de la expresión de los genes PINFORMED.

PINs, transporadores de auxina relacionados con la síntesis y localización

de las proteínas PIN en la membrana plasmática.

QC, centro quiescente.

RAM, meristemo apical de la raíz.

SAM, meristemo apical de la flor.

SCN, nicho de células troncales.

TD, dominio de transición.
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1
Introducción general

La humanidad se ha cautivado desde hace mucho tiempo con la gran diversidad de sistemas biológicos
y la amplia gama de patrones espaciales que hay en cada uno de ellos. Aunque esta cautivación se
inició observando sólo animales y plantas, hoy en día esta atracción se ha llevado a otras escalas de
la vida, donde los patrones siguen apareciendo en formas muy diversas y fascinantes. Si bien, muchos
de los patrones que aparecen en un sistema biológico permanecen casi constantes durante todo el
desarrollo, otros más cambian a lo largo de éste, creando así nuevos patrones. Este último hecho ha
puesto a la comunidad científica la interrogante sobre cómo surgen esos cambios en estos sistemas.
Así, en décadas recientes, se han formulado muchos modelos para explicar la aparición y evolución
de estos patrones en organismos determinados, llevando con ello interpretación de la morfogénesis
en dichos organismos [1, 2]. En varios casos, la comunidad científica ha recurrido a usar sistemas
biológicos modelo, tal es el caso de la bacteria Escherichia Coli [3], la mosca de la fruta Drosophilia
melanogaster [4, 5], el ratón de laboratotioMus musculus [6] y la planta Arabidopsis thaliana [7, 8, 9, 10],
para poner en práctica sus hipótesis y generar con ello ideas generales sobre la morfogenénesis y su
aplicabilidad a organismos afines.

1.1. La física y las matemáticas en la biología

La incursión de la comunidad científica en el desarrollo de modelos que explican cierta función en un
organismo, tiende a involucrar el uso de diferentes herramientas y la participación integral de diferentes
disciplinas naturales, como son las matemáticas, la física, la química y la biología. De esta manera, en
las últimas décadas, quizá el trabajo más citado sobre el uso de las matemáticas y la física es, On growth
and form escrito por el biólogo y matemático D’Arcy Thompson a principios de siglo XX [11]. En
este trabajo, se esboza una manera de determinar la forma y la estructura de un ser vivo con métodos
geométricos, interacciones mecánicas y cambios de coordenadas. Si bien, este trabajo sólo representa
una visión de cómo la combinación de ciertas herramientas puede proveer ideas para la creación de
modelos, no deja de ser una inspiración para desarrollar muchas teorías que permiten entender la mor-
fogénesis desde varios puntos de vista. Otros trabajos desarrollados más recientemente y que involucra
ya el uso de modelos matemáticos, tratan de la formación de patrones en pieles de animales a través de
ecuaciones de reacción-difusión con condiciones de Turing [12]. En este tipo de modelos se propone que
las interacciones entre varias sustancias químicas (llamadas morfógenos por Alan Turing en 1952 [12])
son de carácter no-lineal, de tal forma que la concentracción de un morfógeno cambia en el tiempo
en forma difusiva mientras existe una reacción con los otros morfógenos. Aún cuando la cantidad de
eventos entre morfógenos es enorme, la cinemática que rige al sistema bajo ciertas condiciones lineales
encarcela en regiones espaciales la concentración de algún morfógeno, lo que permite que emerjan pa-
trones espacio-temporales que se asemejan a algún patrón en un sistema biológico, como es el caso de
las pieles de animales [13]. La figura 1.1 ejemplifica la formación de estos patrones en pieles de animales.

Aunque muchas de las ideas para la formulación y obtención de un modelo parecen estar plas-
madas en los trabajos de Thompson [11] y Murray [13], todavía hay mucho que estudiar, pues las
interacciones de los elementos que causan las distribuciones espaciales en los seres vivos y en general
en los sistemas biológicos siguen una relación compleja, es decir, siguen dinámicas no-lineales donde
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Capítulo 1. Introducción general

Figura 1.1: Se muestra el efecto que tiene la interacción de dos sustancias en un dominio que simula
la superficie del cuerpo de un animal con cuatro patas, una cabeza y una cola. El parámetro γ en las
figuras representa la magnitud de la interacción de esas dos sustancias en un sistema de ecuaciones
tipo reacción-difusión. Imagen tomada de la referencia [13].

las escalas de tiempo entre las interacciones de sus elementos con las dinámicas de sus productos es
casi del mismo orden. Si bien, en física y en matemáticas hay teorías que se ajustan para entender
el comportamiento complejo de un sistema de esta naturaleza, en biología aún se están proponiendo
y rescatando ideas para entender este tipo de situaciones. No obstante, algunas ramas de la biología,
como la biología del desarrollo, la biología molecular y la genética, la genómica, la epigenética, entre
otras, están recurriendo al uso del lenguaje matemático y físico para proponer modelos. Un ejemplo
de esto es la representación de componentes genéticos y sus interacciones a través de una red Boolea-
na con funciones probabilísticas de acción entre genes para describir el desarrollo de la floración de
Arabidopsis [10, 14, 15]. Otra situación es, por ejemplo, la descripción de interacciones mecánicas que
sufre el sustrato celular con las células para dar origen a la formación de pigmentos o patrones en las
serpientes a través de una vinculación epigenética y física [16].

Si pensamos que los procesos que se llevan a cabo en un sistema, donde ocurre la aparición de
patrones espaciales, ya sea por pigmentos, morfógenos, formas, etcétera, se pueden entender a partir
de procesos de auto-organización mediante un lenguaje matemático; podemos decir entonces, que la
descripción general del sistema donde ocurren todos estos procesos se puede modelar con el uso de
la teoría de grafos a partir del concepto de red. De esta forma, el espacio gráfico donde hay nodos
y enlaces representa los estados e interacciones entre las variables del sistema. Visto así, podemos
decir, que las constricciones que hay entre los elementos (las variables) y los productos de estos se
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pueden interpretar usando ligaduras entre los nodos de forma que las variables pueden estar activadas
o inhibidas. Bajo esta visión, las ligaduras quedan libres y susceptibles a la asignación de diferentes
propiedades dinámicas que se pueden relacionar con el ambiente a través de condiciones químicas y
físicas. Tomando en cuenta esto, podemos pretender describir algunos sistemas biológicos en los que se
conocen algunos procesos moleculares de forma detallada, o bien, donde se ha logrado una clasificación
de sus genes y sus interacciones que tienen éstos con las proteínas que hay a su alrededor y las que
ellos mismos codifican. Equivalentemente, donde se conoce la interacción de ciertos morfógenos que
cambian los ciclos de reproducción celular, el crecimiento celular, la concentración u orientación de
proteínas en las células o en el medio intercelular.

Si bien, el estudio de una función ligada a un patrón espacial se puede entonces entender desde
varias perspectivas, o más aun, se pueden unir varios enfoques para proponer un modelo que ayude
al entendimiento de dicho sistema y permita la exploración de nuevas vertientes del mismo, hay que
ser cauteloso al proponer la función que ligue el patrón espacial, ya que se puede recurrir a generar
sólo modelos ad hoc. Por ello, propondremos hacer una incursión sistemática con el uso de varias
herramientas matemáticas y físicas para generar modelos sobre ciertas funciones en un sistema biológico
modelo. Para esto, usaremos los patrones espaciales y las características más sobresalientes de este
sistema tratando de englobar la mayor información posible. En todo momento recurriremos a la idea
de que un modelo simple es mejor para el entendimiento general de cualquier sistema.

1.2. Arabidopsis thaliana, el modelo de estudio

Durante las últimas décadas una rama de la biología dedicada al desarrollo se ha centrado en estudiar
los componentes moleculares de diferentes organismos con la finalidad de descubrir los mecanismos
que rigen su desarrollo. De esta forma, varios grupos de científicos hemos empezado a considerar que
para ciertos organismos como las plantas y los animales los procesos que ocurren durante su mor-
fogénesis se pueden relacionar con la información posicional de sus células a través de un campo de
constricciones físicas y los componentes químicos en el organismo mediante una retroalimentación di-
námica [17, 18, 19, 20, 21, 22]. Así, esta retroalimentación junto con todos los procesos celulares que
ocurren durante la vida del organismo forma en su totalidad una red de procesos dinámicos que da
emergencia a una nueva información posicional [23] y constricciones físicas, que a su vez generan nue-
vas interacciones entre los componentes químicos y que provocan cambios en la expresión genética,
en la proliferación celular, en la polarización y el gradiente de sustancias así como en el destino ce-
lular [23, 24, 25, 26]. De esta forma, se tiene mucho interés en buscar las condiciones físicas que hay
entre un grupo de células y sus alrededores para determinar con ello el estado morfogenético de un
organismo. Así, en los últimos años las condiciones físicas que más se han estudiado están relacionadas
con los campos físicos de tensión, con los campos físicos de turgencia y con los campos de fuerzas
mecánico-elásticas [27, 28].

Por tanto, en este trabajo hemos elegido a las plantas como un sistema experimental para explorar
el papel de las fuerzas o constricciones físicas durante la morfogénesis. En particular, hemos considera-
mos el uso de la planta Arabidopsis como sistema de estudio para integrar los procesos bioquímicos y
genéticos a través de los factores físicos que actúan durante su desarrollo. Para ello, hemos considerado
que la morfogénesis de las plantas tiene lugar en grupo de células indiferenciadas, llamadas meristemos,
durante toda su vida. De estos meristemos existen dos tipos en las plantas en donde podemos centrar
nuestro estudio, el primero llamado el meristemo del tallo que da origen a la floración o “shoot apical
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Capítulo 1. Introducción general

meristem” (SAM) y el segundo el meristemo apical de la raíz o “root apical meristem” (RAM). Ambos
mesristemos tienen propiedades interesantes y de las cuales podemos mencionar: el SAM permite que
los cuatro órganos de la flor (sépalos, pétalos, estambres y carpelos) se desarrollen en una estructura
geométrica de anillos concéntricos que es notable en aproximadamente en el cuarto de millón de es-
pecies de plantas con flores [9, 10, 15, 29, 30, 31]; mientras que en el RAM es notable observar que
un grupo de células madre, llamadas nicho de células troncales se encargan de organiza la prolifera-
ción y el desarrollo celular a través de una distribución de patrones espaciales en los que destacan los
cambios del tamaño celular, la movilidad celular, la concentración de sustancias y la diferenciación
celular [32, 33, 34, 35, 36].

El interés por estudiar el patrón de cecimiento en un grupo de células, en particular las células tron-
cales en el RAM de las plantas mediante el uso de fuerzas físicas, se basa específicamente en determinar
cómo es que las células troncales pueden mantener sus estados totipotenciales al mismo tiempo que
dan lugar a sus células hijas, cuyos destinos se ligan a la formación de tejidos y órganos diferenciados.
Desde luego, la historia que hay detrás de cada célula hija es fundamental para entender el desarrollo
de cualquier organismo multicelular, por ello es necesario describir el linaje y el destino celular y una
forma de hacerlo es a través de las tasas de división celular y sus interacciones genéticas [14, 37], dado
que el desarrollo de tejidos y órganos, así como la conservación del nicho de células troncales se debe
en gran medida a las redes de regulación genéticas (GRN, del inglés “gene regulatory network”) y a los
componentes bioquímicos. Hoy se reconoce que los campos físicos son también críticos para explicar
los patrones del desarrollo, ya que pueden proporcionar información posicional [23] que modifica el
comportamiento celular y la diferenciación [38, 39]. De esta forma, a nivel celular la condición física
más simple que puede afectar el crecimiento celular es el espacio que ocupa cada célula. Sin embargo,
hay que tomar en cuenta también que la turgencia permite que la célula aumente su tamaño [40] a
través de un equilibrio en su campo de tensiones y puede servir de señal mecánica al núcleo celular
para que en este se activen los factores transcripcionales adecuados [19, 35].

La complejidad de los procesos que intervienen en el desarrollo es mayúscula y el uso de herramien-
tas matemáticas y computacionales se han vuelto indispensables para cubrir los esfuerzos necesarios
para entender la red de interacciones implicadas en la diferenciación celular y el desarrollo de órganos.
Con ello, anteriormente se ha mostrado que una GRN puede acoplarse con un campo físico para en-
tender el desarrollo temprano de la flor a través de la información posicional que proveé el campo a las
células meristemáticas [8, 9]. De esta manera, éste y otros estudios similares [29, 41, 42, 43, 44, 45, 46]
sugieren que los patrones morfogenéticos en los organismos multicelulares, como las plantas, tienen un
carácter robusto donde emergen procesos dinámicos complejos en diferentes niveles de organización y
escalas espacio-temporales. Como es de esperar, estos modelos aún tienen mucha información dispo-
nible que cubrir y por ello se han convertido en casos modelos de la biología. Utilizar en este punto
un sistema biológico modelo como el meristemo apical de la raíz de Arabidopsis es un buen punto de
partida, pues en él se pueden proponer varios modelos que nos ayuden a explicar cómo la proliferación
celular y el crecimiento de la raíz se relacionan con algunos procesos dinámicos entre campos físicos y
químicos que dan origen a la morfogénesis.

Por otra parte, la simplicidad relativa con la que Arabidopsis facilita estudios genéticos ayuda a
entender muchos fenotipos asociados a mutaciones [7, 47] en una gran cantidad de plantas y por ello la
convierte en un organismo modelo. Otros hechos importantes, que hacen de Arabidopsis un organismo
modelo son que: a) tiene una estructura celular relativamente simple con crecimiento indeterminado
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y estructuras multicelulares donde la proliferación celular es diferencial y donde aparecen dominios de
expresión genética; b) es fácilmente manipulable en el laboratorio debido a su tamaño (del orden de
decímetros); c) tiene un ciclo de vida corto ( del orden de seis semanas) y d) sus semillas, además de ser
abundantes, tienen una germinación rápida, lo que permite observar alteraciones genéticas, químicas
y físicas de manera muy rápida, además de ser uno de los primeros organismos a los cuales se les ha
logrado secuenciar su genoma completo con 135 Mpb (mega pares de bases) y 5 cromosomas [48].

1.3. Hipótesis

La hipótesis de este trabajo es que podemos abordar el entendimiento de los procesos del desarrollo
de un organismos con ayuda de la proliferación celular, la formación de patrones y la diferenciación
celular en los meristemos de las plantas bajo la premisa de que las células intercambian información
espacio-temporal que les permite crecer y reproducirse a través de una interacción entre campos físicos
macroscópicos y agentes químicos y genéticos.

Así, para abordar esta hipótesis proponemos en este trabajo generar modelos simples para estudiar
las interacciones antes mencionadas e implementar su uso mediante una simulación numérica.

1.4. Objetivos

De esta forma, los objetivos de este trabajo son la descripción cualitativa de la proliferación celular en
el meristemo de la raíz de Arabidopsis thaliana mediante modelos que integren: las interacciones físicas
mecánico-elásticas entre las células; el transporte de auxinas dada por la presencia de las proteínas
PIN y los patrones espacio-temporales de concentración de auxina a lo largo del meristemo.

Como objetivo común buscamos que los modelos proporcionen una herramienta para entender y
predecir el surgimiento de patrones espacio-temporales y la morfogénesis en los meristemos de las
plantas, y que además, se conviertan en una plataforma para implementar otras dinámicas que surgen
de las interacciones de las redes de regulación genética.

1.5. Estructura de la tesis

En lo que sigue de este trabajo describiremos tres modelos con diferentes características y su acopla-
miento para entender cómo la proliferación celular de la raíz de Arabidopsis genera de forma suficiente
una distribución celular y patrones espacio-temporales de concentración de auxina en el meristemo.
Para lograr esto usaremos el capítulo dos para resaltar los elementos más importantes del meristemo
de la raíz como son: la estructura de la raíz, el papel del nicho de células troncales y los mecanismos
de proliferación celular a través del ciclo celular y el transporte activo de las auxinas. De igual forma,
al final de este capítulo, mostraremos las relaciones que hay entre los agentes bioquímicos y los me-
canismos de señalización físicos en la proliferación celular y la formación de patrones. En el capítulo
tres abordaremos la construcción de un modelo que involucra los señalamientos mecánicos más sobre-
salientes y su acción en la proliferación celular. Mostraremos que el espacio que tienen las células al
reproducirse es suficiente para obtener un campo elástico como función de la forma y el tamaño de
cada célula y que el espacio geométrico de cada célula se puede representar con diagramas de Voronoi.
Describiremos en detalle como construir un diagrama de Voronoi y haremos una distinción entre un
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modelo que contempla solamente células internas de la raíz y uno que contempla todas las células en
las que se incluye la epidermis. En el capítulo cuatro mostraremos dos formas de relacionar el trans-
porte de auxinas con el campo elástico y la proliferación celular. Usaremos la acumulación de proteínas
PIN en las paredes celulares para lograr esta relación a través de la permeabilidad de pared celular.
En el capítulo cinco describiremos como se relaciona el ciclo celular y el transporte de auxinas con la
proliferación celular y mencionaremos de forma detallada como implementar las dinámicas del campo
elástico, el transporte de auxinas, la acción de las proteínas PIN y el ciclo celular en la simulación
numérica. En los capítulos seis y siete mostraremos los resultados cualitativos de la proliferación celular
comparados con los datos experimentales al implementar diferentes características de los modelos. De
igual forma mostraremos como se pueden usar los modelos para predecir cambios en el desarrollo de
la raíz. Por último, en el capítulo ocho haremos una comparación entre los modelos y desarrollaremos
los efectos mecánicos en una raíz con un doblez y la forma de incorporar los efectos de las redes de
regulación genética mediante el tensor de esfuerzos mecánicos.
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2
La raíz de Arabidopsis thaliana

En las plantas, los meristemos son sitios con mucha información dinámica sobre los patrones espacio-
temporales de auxina, agrupación de células y formación de células madre [49]. La organización de
los meristemos, particularmente el de la raíz, depende de una sintonía entre el ritmo de prolifercación
celular, la disposición espacial entre células, la concentración de hormonas y las fuerzas mecánicas en
cada especie de plantas. En estos meristemos, la existencia de un grupo de células siempre activas en
fase de mitosis, llamadas células iniciales, mantiene la organización y crecimiento de la raíz de cualquier
planta relativamente constante con sus destinos celulares estables y predecibles [50].

En el RAM (del inglés “Root Apical Meristem”) de Arabidopsis, las células madre que se reproducen
sólo pueden desplazar a sus células hijas en dos sentidos: apical o basal. Estas direcciones se reflejan
importantemente en las divisiones anticlinales y periclinales de las células y hacen que el crecimiento
de la raíz sea ordenado en filas [51]. El desplazamiento celular en el sentido basal genera el cuerpo de
la raíz y conforme se alejan las células de la parte apical, las células empiezan a elongarse y adquirir
un estado diferenciado. Cuando el desplazamiento de las células es en sentido apical, algunas células
se convierten en parte de la columela o cofia y otras tantas permanecen como células iniciales (ver
Fig. 2.1). De esta forma, el meristemo de la raíz de Arabidopsis toma una visión estructurada donde
hay filas de células indiferenciadas con diferentes linajes entre dos capas de células diferenciadas. La
capa inferior de células diferenciadas corresponde a la columela y la capa superior a las células en
elongación [52]. Cabe mencionar que las células iniciales en la parte apical de la raíz renuevan cons-
tantemente la columela y se encargan de organizar y regular la distribución de sustancias químicas en
toda la raíz a través de un grupo de células organizadas en el centro quiescente.

Dentro de las hormonas que se encargan de regular los procesos de crecimiento y diferenciación en
la raíz se encuentran las auxinas y las citoquininas. En el meristemo de la raíz, los niveles altos de
concentración de auxina y los niveles bajos en la concentración de citoquininas promueven la división
celular. Mientras que fuera del meristemo, la poca concentración de auxinas y alto nivel de citoquininas
inhiben la división celular y con ello promueven la diferenciación [53]. Como es de esperar, el papel
antagónico de estas sustancias en el RAM genera un gradiente de concentraciones y con ello un flujo
de sustancias en el que se ve involucrado el estado reproductivo de cada célula [54, 55, 56].

Por otra parte, la capacidad que tiene una raíz para responder a señales externas permite conformar
un catálogo de casos que nos ayuda a explorar el crecimiento y la adaptación de cualquier raíz a su
entorno. De esta forma, haciendo uso de estudios de genética moleculares, tomado en gran parte de
Arabidopsis, y un estudio sobre los reguladores mecánicos implicados en los patrones celulares de los
meristemos en el crecimiento de las raíces, se ha comenzado a ajustar una estructura general sobre los
procesos de crecimiento y la importancia de señales bióticas y abióticas que ocurren en las raíces.
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Figura 2.1: Imagen de la punta de la raíz de Arabidopsis de siete días de crecimiento en un corte
transversal tomada con un microscopio confocal. Se muestra el RAM con su zona meristemática (MZ)
y su dominio de transición (TD). También se muestra la zona de elongación (EZ), el nicho de células
troncales (SCN) y el dominio de proliferación (CPD). En color verde se marca el centro quiescente
(QC) en la parte apical de la raíz. Imagen donada por la Dra. Adriana Garay Arroyo del laboratorio
de Genética Molecular, Desarrollo y Evolución de Plantas del Instituto de Ecología, UNAM.
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2.1. Disposición geométrica de la raíz

Estudiar la disposición celular en la raíz es un buen punto de partida para encontrar los señalamientos
abióticos, pues a pesar de que la raíz de Arabidopsis tiene una estructura celular simple, presenta una
estructura multicelular compleja. Esta estructura geométrica es importante en el desarrollo de la raíz
y se puede caracterizar en tres zonas o dominios: la zona meristemática (MZ, del inglés “meristematic
zone”), la zona de elongación (EZ, del inglés “elongation zone”) y el domino que une a estas dos llamado
el dominio de transición (TD, del inglés “transition domain”). La zona meristemática se caracteriza
por la actividad mitótica de las células [28, 57]. Así, las células que tienen una tasa alta de actividad
mitótica pertenecen al dominio de proliferación celular (CPD, del inglés “cell proliferation domain”) y
las células que tienen una tasa baja de actividad mitótica se encuentran en el nicho de células troncales
(SCN, del inglés “stem cell niche”). Cabe señalar que el SCN, que se encuentra en la parte apical de
la raíz, es el encargado de la creación de tejidos como la epidermis y la columela. En la parte más
baja de MZ se encuentra el centro quiescente (QC, del inglés “quiescent center”) que garantiza que el
meristemo de la raíz siempre produzca células madre. Cabe mencionar que el SCN contiene al QC y
que ambos se encargan de la organización del crecimiento de la raíz [20]. El CPD por otro lado, se
encarga de abastecer a la planta de células para la formación de tejidos diferenciados como el xilema
y el floema una vez que las células pasan del CPD al TD y a la zona de diferenciación (DZ). De esta
forma, el RAM está formado solamente por la zona meristemática y la zona de transición. La figura 2.1
muestra las zonas antes mencionadas en un corte transversal de una raíz tomada en un microscopio
confocal, donde la raíz se preparó con marcadores fluorescente para mostrar las paredes celulares.

2.2. Proliferación celular

Una diferencia fundamental entre las plantas y los animales es que las células de las plantas mantienen
rodeada su membrana plasmática por una pared rígida. En los animales, las células embrionarias pue-
den migrar de un lugar a otro para desarrollar tejidos y órganos. En las plantas estas migraciones están
restringidas para las propias células debido a la interacción que hay entre sus paredes celulares y la de
sus vecinos. Como consecuencia, el desarrollo de la planta depende principalmente de los patrones de
división celular y elongación celular.

Las células vegetales tienen dos tipos de paredes: a) la pared primaria, que es una pared delgada
y frágil que se encuentra en la parte más exterior de la célula; b) la pared secundaria, que es más
gruesa y rígida y se encuentra en el interior de la célula resguardando a la membrana plasmática.
Cabe señalar que la pared secundaria se relaciona con la especialización de cada tipo celular y la
proporción de celulosa y lignina. Este hecho hace que algunas células vegetales no desarrollen pared
secundaria y otras tengan una pared secundaria muy grande [58]. Por otro lado, el grado de rigidez
de las paredes se debe a la cantidad de lignina [58], con ello entre más lignina hay en la pared mayor
resistencia y rigidez habrá en la pared. La figura 2.2 muestra la estructura general de una célula vegetal.
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induces WOX5 expression (10). The simultaneous transcription
from DR5 and WOX5 promoters in the pericycle suggests auxin acts
very early to specify the quiescent center of the new lateral root.

Signals from the Shoot or Root Tip are Not Required for LRI. In a
two-phase model which has been used to explain lateral root
formation during early seedling development, (i) lateral root
primordium (LRP) initiation is dependent on an auxin source in
the root tip, and (ii) LRP emergence is dependent on leaf-
derived auxin (11).

Roots of control pDR5::GFP plants, with shoots and root tips
intact, were subjected to the second bending assay (Fig. 4). After a
recovery time of 24 h, a stage II primordium (after the first
periclinal cell division, classification after ref. 12) was observed at
the site of the bend (Fig. 4B); GFP fluorescence was detected
exclusively at the convex side of the bent root in differentiating
xylem cells, the lateral root primordium cells, and in the adjacent
endodermis. After two days, 8% of bent regions had emerged
lateral roots (Table S2).

To test whether a signal from the shoot is necessary for LRI, we
subjected to bending pDR5::GFP plants 24 h after the removal of
their aerial tissues (Fig. 4 D-F). After a further 24 h, GFP fluores-
cence was detected as described for the uncut root (Fig. 4E).
However, lateral root primordium development was arrested at
stage I, the stage at which the first asymmetric anticlinal cell division
is observed (Fig. 4E, Table S2). Subsequently, the root primordia
did not develop, even after a further five days (Fig. 4F). However,

when transferred onto growth medium supplemented with 1 !M
IAA, plants first developed a single lateral root at the convex side
of the bend in every case (Fig. S4H).These results prove that auxin
from the shoot is not necessary for LRI by mechanical stress, but
is required for subsequent primordium outgrowth, consistent with
results recently reported elsewhere (13).

To test whether the basipetal transport of solutes from the root
tip could regulate LRI after root bending, seedlings were bent after
the removal of their root apical meristems (Fig. 4 G-I). After 24 h,
this resulted in a larger number of lateral root primordia being
initiated between the cut and the site of mechanical bending (Fig.
4 G and I). Furthermore, these primordia developed more rapidly
than lateral roots of plants with intact root tips, reaching stage III
(a primordium of three cell layers) after 24 h (Fig. 4H). After two
days, 100% of bent regions had emerged lateral roots (Table S2).
Therefore, the root tip had an inhibitory effect on the initiation and
subsequent development of lateral root primordia after bending.

Lateral root development is disrupted by increased cytokinin
concentration (14). However, it is unlikely that cytokinins form this
tip-derived inhibitory signal. Bending a root with its tip removed in
presence of 100 nM N-benzyladenine (6-BA), a cytokinin concen-
tration known to inhibit lateral root development (14), did not
influence the number, the position or the frequency of initiation
events (Fig. S5).

To test whether this increase in lateral root number could have
been caused by the removal of the major auxin sink following
excision of the root apex and subsequent accumulation of auxin in
the distal elongation zone, we removed both the shoot and the root
tip of DR5::GUS plants, using the previously described treatments

Fig. 3. pDR5::GFP and pWOX5-GFP expression after root bending. (A) Five
hours after root bending, DR5-GFP signal is present throughout the protoxy-
lem (white arrows), except on the concave side of bends. DR5-GFP signal is
detected on the convex side of the bend in the developing lateral root (yellow
arrows). (B-E) six-day-old pWOX5::GFP transgenic plants bent and left to grow
for between 5 h and 24 h. (Scale bar, 20 !m.)

A B C

D E F

G H I

Fig. 4. The origin of auxin during LRI and development. Six-day-old
pDR5::GFP plants with (A) root tips bent and left to grow for 24 h. (B)
enlargement of boxed areas in A showing lateral root primordium (arrow-
heads). (C) lateral roots 120 h after root bending. (D) pDR5::GFP seedlings were
cut at the root-shoot junction and the roots allowed to grow vertically for 24 h.
(E) enlargement of boxed areas in D showing lateral root primordium (arrow-
heads). (F) No lateral root can be observed in plants described in D 120 h after
root bending. (G) shoots intact and 24 h after the root tip was removed. (H)
enlargement of boxed area in G showing lateral root primordium (arrow-
head). (I) lateral roots 120 h after root bending. (Scale bar, 50 !m.)

18820 ! www.pnas.org"cgi"doi"10.1073"pnas.0807814105 Ditengou et al.
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Figura 2.2: Dibujo de una célula vegetal donde se muestra la ubicación de las paredes celulares, la
membrana plasmática y el citoplasma. Imagen modificada de Taiz y Zeiger [58].

Las paredes celulares son esenciales para muchos procesos en las plantas, como el crecimiento, el
desarrollo, la conservación y la reproducción, gracias a que regulan la resistencia mecánica y controlan
la forma y la elongación celular. Las paredes celulares además permiten que las células puedan acumu-
lar grandes presiones hidrostáticas internas que son esenciales para muchos procesos fisiológicos como
el intercambio de gases, el transporte de sustancias en el floema y en varias regiones de las membra-
nas plasmáticas. La presión de Turgor, llamada así a la presión hidrostática en las plantas, también
contribuye con la rigidez y la estabilidad mecánica de los tejidos de plantas que poseen poca o nada
de lignina [58, 59, 60].

Por otra parte, la membrana plasmática se encarga de separar el citoplasma del exterior y permite
el transporte de ciertas sustancias entre el exterior y el interior. Varias proteínas que se encuentran en
la membrana plasmática son responsables del transporte activo y selectivo de sustancias a través de
la membrana [61] y con ello, las membranas regulan los flujos de iones y el metabolismo tanto dentro
como fuera de la célula.

2.2.1. El Centro Quiescente

El centro quiescente QC es una región del nicho de células troncales que se caracteriza por tener una
actividad mitótica baja. La posición del QC es el lugar geométrico donde convergen las capas de células
que corresponden a la endodermis, la columela, el xilema y el floema (ver Fig. 2.3). El QC se distingue
también por estar contenido en una zona con mucho mayor actividad de división celular que él, tal
como es el caso del CPD [50, 46].

En Arabidopsis el QC es una de las primeras estructuras que se genera al final de la etapa embrio-
naria y comprende entre 4-7 células que pueden variar durante la vida de la planta [62]. El QC junto
con las células iniciales en el SCN establecen un máximo de concentración de auxina desde etapas tem-
pranas del desarrollo y además mantienen ese estado durante la vida de la planta. Estas condiciones
hacen que el QC sea un apoyo inagotable para promover y mantener el crecimiento, así en cualquier
instante el QC puede remplazar a cualquier célula para mantener la estructura del RAM. Varios estu-
dios experimentales que consisten en someter a la raíz a condiciones de poca agua, bajas temperaturas,
cortes en la zona meristemática y ablaciones de células, sugieren que el papel totipotencial del QC para
sustituir cualquier célula durante el crecimiento de la raíz es una propiedad robusta y observable en
las plantas [54, 53].
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Cuando las células iniciales se dividen en el SCN, las células hijas son alejadas del QC y sometidas
a un cierto grado de diferenciación [46], pues se sabe que dada la lejanía de la célula a la zona apical,
los niveles de auxina disminuyen y se inician los procesos de expansión y diferenciación celular. Por
tanto, se puede considerar que la distancia de cualquier célula al QC está involucrada en la competencia
y el destino celular. Tras varios estudios en Arabidopsis [49, 63, 53] se ha mostrado que esta última
idea es funcional y que el QC es un señalamiento nato para orquestar el crecimiento de la raíz. En el
desarrollo de los modelos de proliferación celular tomaremos este hecho como un punto de comparación.

Para mostrar la importancia del QC se han desarrollado experimentos en los cuales se altera el
entorno del QC y el propio QC [64, 65, 66]. Los resultados de estos experimentos revelan que se
conserva el QC a través de una redistribución de células en el ápice de la raíz y un traslado espacial del
QC con nuevas células iniciales a su alrededor. Como punto adicional, se sabe que el QC presenta un
máximo de concentración de auxina [67], lo que sugiere que el pico de auxinas es un señalamiento clave
para la formación y conservación del QC y viceversa. Para que el señalamiento de auxina se mantenga
de manera continua se requiere que la auxina se transporte célula a célula en forma diferenciada. De esta
forma, algunos estudios han comprobado que los picos de auxina y en particular la conservación del QC
están relacionados con portadores de auxinas y transporte polarizado por proteínas PIN [55, 68, 69].
Visto de esta forma, la primacía de la señal de la auxina en el QC junto con la distancia que tienen
las células respecto al QC establecen la posibilidad de un sistema autoorganizado en el que la auxina
determina el QC y el QC a su vez mantiene un reclutamiento de células iniciales que garantiza un
máximo de auxina y una organización de la estructura del meristemo de la raíz y del crecimiento
propio de ésta.

2.2.2. Nicho de células troncales

Las células troncales son un grupo de células madre que se caracterizan por ser células indiferenciadas
con alto potencial de proliferación y autoconservación. En el meristemo de la raíz existe un grupo
de células que rodea al QC que tienen la propiedad de ser células con alto potencial de proliferación
llamadas células iniciales. Dado que cuando se modifica la ubicación del QC las células que están a su
alrededor se auto-organizan y se regeneran para seguir unidas al QC, se dice que este pequeño grupo de
células iniciales es en realidad un grupo totipotencial de células que opera a una distancia determinada
del QC. Por ello, el grupo células que se encuentran alrededor del QC se les denomina nicho células
troncales [33]. En la figura 2.3 mostramos la ubicación del nicho de células troncales.

La definición de una célula totipotente se basa en gran parte en dos propiedades: 1) la capacidad
de regenerar cualquier tejido y 2) la capacidad de dirigir el desarrollo de un órgano [53]. Por otro lado,
el concepto nicho de células troncales tiene que ver con la conservación del potencial proliferativo sin
la alteración propia por pertenecer al grupo troncal. Como ejemplo, cada que una célula troncal se
aleja del nicho, ésta se transforma en una célula inicial formadora de primera generación de tejidos y
órganos perdiendo así su papel totipotente [53]. En este sentido, el papel del nicho de células troncales
en el meristemo de la raíz es la conservación del grupo de células troncales y el reclutamiento de nuevas
células en el caso de pérdida de células para que con ello se mantenga la organización en el crecimiento
de la raíz [49].
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Phloem develops more rapidly than xylem, attesting to
the fact that phloem function is critical near the root apex.
Large quantities of carbohydrates must flow through the
phloem to the growing apical zones in order to support cell
division and elongation. Carbohydrates provide rapidly
growing cells with an energy source and with the carbon
skeletons required to synthesize organic compounds. Six-
carbon sugars (hexoses) also function as osmotically active
solutes in the root tissue. At the root apex, where the
phloem is not yet developed, carbohydrate movement
depends on symplastic diffusion and is relatively slow

(Bret-Harte and Silk 1994). The low rates of cell division in
the quiescent center may result from the fact that insuffi-
cient carbohydrates reach this centrally located region or
that this area is kept in an oxidized state (see Web Essay
5.2).

Root hairs, with their large surface area for absorption
of water and solutes, first appear in the maturation zone
(see Figure 5.8), and it is here that the xylem develops the
capacity to translocate substantial quantities of water and
solutes to the shoot.

M i n era l  N u tr i t i o n 81

30 cm
Sugar beet Alfalfa

FIGURE 5.7 Taproot system of two adequately watered
dicots: sugar beet and alfalfa. The sugar beet root system is
typical of 5 months of growth; the alfalfa root system is typ-
ical of 2 years of growth. In both dicots, the root system
shows a major vertical root axis. In the case of sugar beet,
the upper portion of the taproot system is thickened
because of its function as storage tissue. (After Weaver
1926.) 
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FIGURE 5.8 Diagrammatic longitudinal section of the apical
region of the root. The meristematic cells are located near
the tip of the root. These cells generate the root cap and the
upper tissues of the root. In the elongation zone, cells dif-
ferentiate to produce xylem, phloem, and cortex. Root
hairs, formed in epidermal cells, first appear in the matura-
tion zone.
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Figura 2.3: Diagrama de la raíz de Arabidopsis en un corte transversal en el que se muestra el RAM,
la zona meristemática (MZ), la zona de elongación (EZ) y la zona de diferenciación (DZ, del inglés
“differentation zone”). También se muestran las partes que componen la raíz en estas zonas como la
columela, el nicho de células troncales (SCN), el centro quiescente (QC), el dominio de proliferación
(CPD) y la epidermis. En la zona de diferenciación se muestran los tejidos que corresponden al xilema
y al floema así como la endodermis, la corteza y los pelos de la raíz. Los colores sólo representan una
guía visual. Imagen modificada de Taiz y Zeiger [58].
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2.2.3. Células de la epidermis

La distribución espacial de diferentes tipos de células se vuelve fundamental en los procesos de for-
mación de un organismo multicelular. En las plantas, esta distribución se convierte en un patrón
importante a describir y entender mediante el uso de modelos [40, 70, 71, 72, 73]. Dentro de las es-
tructuras de las plantas, hay un patrón de células, llamadas células epidermales, que son interesante
estudiar dado que son las que limitan el espacio entre la planta y el medio ambiente, además de que
representan una fuente de intercambio de información abiótica y biótica para el resto del organismo.

En la raíz de Arabidopsis la epidermis contiene dos tipos de células: las que tienen y las que no
tienen pelo. Esta característica de las células emerge del patrón celular de la raíz como función de la
posición. Muchos estudios sugieren que detrás de esta asignación hay agentes de regulación genética
y agentes físicos que influyen [27, 53, 70, 72]. Aunque todavía hay muchas preguntas por responder
sobre la interacción entre diferentes agentes y el destino celular de la epidermis, podemos usar que el
estado diferenciado de la epidermis es constante en varios sitios de la raíz [74], por ejemplo el RAM (ver
Fig. 2.3). Cabe mencionar que aunque el estudio de los patrones de las células epidérmicas de la raíz
de Arabidopsis ha enriquecido nuestra comprensión de la regulación genética y molecular del destino
celular, en este trabajo sólo usaremos las propiedades mecánicas que surgen de esta capa celular para
determinar el destino del RAM.

En este sentido, podemos observar que las células de la epidermis en el RAM se generan continua-
mente en hileras, esto significa que hay una línea de tiempo en el desarrollo completo de la raíz que se
puede observar como función del número de células de la epidermis. En caso de Arabidopsis esta línea
de tiempo nos revela que un grupo de células, dieciséis aproximadamente, emergen de la capa lateral
de la columela en el ápice de la raíz y permanecen unidas al centro quiescente [62, 74]. Cuando las
células de la epidermis se reproducen lo hacen de dos formas: 1) en forma periclinal que permiten la
extensión de las capas externas de la raíz, así como una contribución al crecimiento interno de la raíz
y 2) en forma longitudinal que permite la extensión de la epidermis hacia la zona basal de la raíz y un
crecimiento longitudinal. Cabe mencionar que la primer forma de reproducción celular de la epidermis
es más frecuente que la segunda [62, 74] y usaremos estos hechos para modelar el campo elástico de
las células cuando involucremos la formación de células epidérmicas.

En cuestiones mecánicas, las paredes celulares de la epidermis suelen ser diez veces más delgadas
y mucho más resistentes al esfuerzo mecánico que las paredes de las células internas de la raíz. Estas
propiedades hacen que las capas de células externas tomen el control mecánico sobre el crecimiento bajo
un incremento de la presión [75, 76]. En ese sentido, estudios previos muestran que las señales mecánicas
del exterior permiten que las células del interior del órgano tengan un reajuste en su equilibrio mecánico
y con ello información extra sobre su posición y su entorno físico para la traducción genética diferencial
a lo largo del órgano [76]. Este factor mecánico también será un punto de compación en los modelos
de proliferación celular que abordaremos en el capítulo tres.

2.3. Mecanismos de señalización

En esta sección abordaremos los mecanismos de señalización que usaremos para la construcción de los
modelos de proliferación celular y la formación de patrones. Para ello consideraremos las secciones an-
teriores. Pensando que el crecimiento de la raíz proviene de una proliferación continua de nuevas células
en el RAM y que después de múltiples divisiones, las células en la raíz se alejan progresivamente del
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dominio de proliferación y comienzan a elongarse y a diferenciarse. Entonces, podemos decir que estas
etapas mantienen a las células de la raíz en una organización longitudinal y radial. La organización
longitudinal mantiene a las células en diferentes zonas mientras que la organización radial preserva el
estado celular en anillos concéntricos a diferentes distancias del SCN y del QC. Ya que tanto la distri-
bución longitudinal como radial de las células en la raíz se preserva a través de la regulación del SCN
sobre patrones mecánicos, hormonales y de algunas proteínas desde la etapa postembrionaría [53, 77],
podemos decir que hay una dinámica entre estos agentes que es usada por el SCN para regular el
crecimiento de la raíz todo el tiempo.

Como mencionamos en las secciones anteriores, la concentración de auxina es crítica para mante-
ner la organización del SCN y del QC, además de ser un marcador en el estado diferenciado de las
células [54, 63, 78, 79]. Por ello, la auxina es fundamental para preserva la arquitectura de la raíz y el
desarrollo celular [56, 77, 80]. En los siguientes apartados abordaremos los aspectos más relevantes de
auxina y su transporte por proteínas PIN en todas las células.

2.3.1. Auxinas

Las auxinas afectan casi todos los aspectos del desarrollo de la planta, desde de la polinización y
la fertilización hasta el desarrollo de los meristemos que afectan la floración y la formación de raí-
ces [80, 81, 82]. Por tanto, las auxinas son la clave para entender los procesos de señalización que
involucran estados abióticos como la gravedad, la luz y el contacto (vía fuerzas de compresión o de
esfuerzos normales), y que se sabe que juegan un papel importante en la síntesis y la acción de otras
hormonas y factores genéticos en las plantas. Cabe mencionar que estos efectos pueden ser explotados
en la agricultura y horticultura y por ello el interés por estudiarlos.

En Arabidopsis, la información experimental muestra que la auxina (IAA) genera un gradiente de
concentraciones a lo largo de la raíz. Este gradiente presenta un máximo en el QC y niveles altos de
auxina en la endodermis, el xilema y el floema. Las células corticales y de la epidermis presentan un
nivel más bajo de auxinas [55]. En el dominio de transición el gradiente longitudinal de auxina decrece
debido a un flujo de retorno en el xilema y el floema dado en parte por la represión del gen regulador
(SHY2/IAA3) que involucra la señal de las citoquininas [79]. Estos hechos hacen que la auxina se acu-
mule en forma diferenciada en las células o un grupo de células para mantener una auto-organización a
través de un mecanismo complejo en el que se involucra el transporte activo, la síntesis y degradación
de la propia auxina.

Estudios recientes revelan que la mayor cantidad de auxina se genera en las hojas jóvenes y en el
SAM. Estos estudios también muestran que la auxina se transporta a través del floema hacia la raíz
bajo un transporte polarizado dado por agentes resistentes de auxina (AUX1/LAX) y los portadores de
flujo de auxina PIN-FORMED (PIN) [53, 68, 83, 84, 85, 86]. De esta forma, el flujo de auxina converge
al QC y se redistribuye a través de la columela y la epidermis hacia la parte basal del meristemo que
corresponde al dominio de transición. Ya en este dominio, la auxina se reorienta y fluye de regreso al
ápice de la raíz a través de la estructura central. Esta circulación de auxina en el RAM es conocido
como el modelo de fuente inversa [87].

La figura 2.4 muestra la concentración de auxina en diferentes posiciones de la raíz después de hacer
un análisis estadístico sobre un conjunto de raíces. Cabe mencionar que a pesar de que el transporte
polar de auxinas se hace en forma ápico-basal (dirección tomada desde el ápice a la base en TD) debi-
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do a la localización asimétrica de proteínas PIN en la membrana celular muchas auxinas se difunden
libremente entre las células del meristemo [68, 69, 88, 89, 90]. Estas propiedades permiten que la prolife-
ración y la expansión celular genere un crecimiento tridimensional uniforme en cada dominio de la raíz.

Cell Size Measurements and Data Normalization

Protoplasts isolated from root tissue of Arabidopsis lines ex-
pressing GFP in specific cell types of the root tip were sorted by
FACS into GFP-expressing cells and nonexpressing cells, thus
obtaining a specific reference population for each biological
replicate. After sample extraction and purification, IAA was
quantified using gas chromatography–selected reaction mode–
mass spectrometry (GC-SRM-MS) (see Methods).

Since each technical replicate consisted of a known but
variable number of protoplasts (usually ;150,000 to 200,000)
of different sizes, we normalized their IAA concentrations ac-
cording to their weight, calculated from size measurements, as
follows. First, the diameter of the GFP-expressing protoplasts
was measured using light microscopy, and the average cell size
for each line was calculated (Figure 2A). The volume and finally
the weight of the protoplasts were then calculated from their
average diameters, assuming that cells of all types had an equal
density, equivalent to that of water. Immediately after protoplast
isolation, the volume of the cells showed an expected initial,
rapid increase. Subsequently, however, the volumes remained
constant, facilitating an accurate cell volume determination for
comparison between the different cell lines. Consistent with
these findings, protoplasts obtained from roots of horseradish
seedlings have previously been reported to swell to maximal
sizes within a minute in a 450 mM sorbitol solution. Both cortical
and endodermal root cells were analyzed, and no variation due to
cell type was observed (Suga et al., 2003).

Second, the volumes of the intact GFP-expressing cells were
also calculated, from a z-stack of confocal laser scanning
microscopy (CLSM) images. Cell volume data obtained from
the CLSM images were converted to diameters of hypothetical
spheres and compared with the protoplast diameters to inves-
tigate whether protoplasts of different cell types displayed dif-
ferent degrees of expansion in the isolation buffer. As shown in
Figure 2B, the increases in protoplast diameters were propor-
tional to the diameters of the intact cells.

The average number of protoplasts of each line required for a
total calculated mass of 1 mg (6 3 105 to 2.7 3 106 cells,
depending on the line) was multiplied by the measured IAA
concentration per protoplast, giving the IAA concentration in
each line in terms of pg IAA/mg protoplasts. The IAA concentra-
tion in each GFP-expressing protoplast population was then
divided by the IAA concentration in the respective reference
population. In the IAA distribution maps, the IAA concentration is
shown relative to the concentration in the internal reference
population for each cell line, which consists of all non-GFP-
expressing cells from the same samples. From these data we
have also calculated the intracellular IAA concentration to be in
the range of 1 to 50 mM in cells coming from the most apical
millimeter of the root.

The normalization procedure assumes that IAA is evenly
distributed within the cell. Unfortunately, there is little published
data on the subcellular distribution of IAA and IAA metabolites in
any plant species, even though localization studies suggest that
many enzymes believed to be involved in IAA synthesis down-
stream of Trp are located to the cytoplasm, while Trp biosyn-
thesis is plastidic (Woodward and Bartel, 2005). Active transport

of IAA and IAA metabolites between cellular compartments is
likely to be very important in regulation of subcellular IAA ho-
meostasis. There is data suggesting that a substantial part (;30
to 40%) of the intracellular IAA pool within tobacco (Nicotiana
tabacum) andScots pine (Pinus sylvestris) leaves is located to the
chloroplasts (Sandberg et al., 1990), but the role of plant vacu-
oles for IAA storage and turnover is currently unclear. Since
vacuoles take up a proportionally lager part of the cell volume in
some cell types compared with others, this could affect the
normalized values.

Mapping the IAA Distribution in the Arabidopsis Root Apex

We combined quantitative data from 14 different GFP-expressing
Arabidopsis lines (see Supplemental Table 1 and Supplemental
Figure 1 online) to construct the IAA distribution map in Figure 3
as follows. Seedlings were grown on agar under long-day
conditions for 8 d, and their roots were harvested and pooled
for protoplast isolation, cell sorting, and IAA quantification. Data
were acquired from four to six biological replicates, each con-
sisting of at least three technical replicates, except for theQC line

Figure 3. IAA Distribution within the Arabidopsis Root Apex.

The data presented in the figure were derived from 14 GFP lines covering

all of the different cell types of the root apex. Cell type–specific IAA

concentrations were calculated relative to those in the reference popu-

lation for each GFP cell line, and the color scale indicates the IAA

concentration relative to this reference population.
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Figura 2.4: Se muestra la distribución de auxinas en un diagrama de la raíz. El diagrama representa
las cantidades auxinas en un grupo de raíces a los cuales se les marco con 14 tipos de de proteínas
fluorecentes. La escala de color indica la concentración de auxina relativa al valor de referencia. Imagen
modificada Petersson et al. [55].

Aunque estos mecanismos de transporte de auxinas suelen ser robustos, hay ciertas alteraciones
externas a la planta que pueden cambiar la distribución de auxinas. Por ejemplo bajo ciertas señales
físicas, como un esfuerzo mecánico que doble la raíz, las auxinas comienzan a concentrarse en los
lugares de mayor curvatura y a veces generan un nuevo nicho de células troncales que da origen a la
iniciación de múltiples raíces en una misma planta [84, 91]. Estos resultados indican que la idea de
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una dinámica interrelacionada entre el transporte de auxinas y la acción de fuerzas físicas es posible
dado la modificación de los gradientes de los agentes reguladores que actúan en la morfogénesis de las
raíces. Bajo estas ideas se ha demostrado que señales mecánicas afectan a la distribución de auxina.
Un ejemplo de esto es que los gradientes de auxina pueden ser modificados por una inducción mecánica
cuando se dobla una raíz [84, 92], o por cambios en la detección de la fuerza gravitacional [93, 94].
En la figura 2.5 se muestra la redistribución de auxinas en una micrografía de una raíz a la que se le
ha inducido un doblez. Es importante notar que los puntos de mayor curvatura tienen indicadores de
niveles altos de auxina (observe las células que se encierran en círculos blancos). Otro ejemplo más es
que la orientación y el transporte de auxina se modifica por la respuesta mecánica en las componentes
microtubulares de las paredes celulares [95, 96].

induces WOX5 expression (10). The simultaneous transcription
from DR5 and WOX5 promoters in the pericycle suggests auxin acts
very early to specify the quiescent center of the new lateral root.

Signals from the Shoot or Root Tip are Not Required for LRI. In a
two-phase model which has been used to explain lateral root
formation during early seedling development, (i) lateral root
primordium (LRP) initiation is dependent on an auxin source in
the root tip, and (ii) LRP emergence is dependent on leaf-
derived auxin (11).

Roots of control pDR5::GFP plants, with shoots and root tips
intact, were subjected to the second bending assay (Fig. 4). After a
recovery time of 24 h, a stage II primordium (after the first
periclinal cell division, classification after ref. 12) was observed at
the site of the bend (Fig. 4B); GFP fluorescence was detected
exclusively at the convex side of the bent root in differentiating
xylem cells, the lateral root primordium cells, and in the adjacent
endodermis. After two days, 8% of bent regions had emerged
lateral roots (Table S2).

To test whether a signal from the shoot is necessary for LRI, we
subjected to bending pDR5::GFP plants 24 h after the removal of
their aerial tissues (Fig. 4 D-F). After a further 24 h, GFP fluores-
cence was detected as described for the uncut root (Fig. 4E).
However, lateral root primordium development was arrested at
stage I, the stage at which the first asymmetric anticlinal cell division
is observed (Fig. 4E, Table S2). Subsequently, the root primordia
did not develop, even after a further five days (Fig. 4F). However,

when transferred onto growth medium supplemented with 1 !M
IAA, plants first developed a single lateral root at the convex side
of the bend in every case (Fig. S4H).These results prove that auxin
from the shoot is not necessary for LRI by mechanical stress, but
is required for subsequent primordium outgrowth, consistent with
results recently reported elsewhere (13).

To test whether the basipetal transport of solutes from the root
tip could regulate LRI after root bending, seedlings were bent after
the removal of their root apical meristems (Fig. 4 G-I). After 24 h,
this resulted in a larger number of lateral root primordia being
initiated between the cut and the site of mechanical bending (Fig.
4 G and I). Furthermore, these primordia developed more rapidly
than lateral roots of plants with intact root tips, reaching stage III
(a primordium of three cell layers) after 24 h (Fig. 4H). After two
days, 100% of bent regions had emerged lateral roots (Table S2).
Therefore, the root tip had an inhibitory effect on the initiation and
subsequent development of lateral root primordia after bending.

Lateral root development is disrupted by increased cytokinin
concentration (14). However, it is unlikely that cytokinins form this
tip-derived inhibitory signal. Bending a root with its tip removed in
presence of 100 nM N-benzyladenine (6-BA), a cytokinin concen-
tration known to inhibit lateral root development (14), did not
influence the number, the position or the frequency of initiation
events (Fig. S5).

To test whether this increase in lateral root number could have
been caused by the removal of the major auxin sink following
excision of the root apex and subsequent accumulation of auxin in
the distal elongation zone, we removed both the shoot and the root
tip of DR5::GUS plants, using the previously described treatments

Fig. 3. pDR5::GFP and pWOX5-GFP expression after root bending. (A) Five
hours after root bending, DR5-GFP signal is present throughout the protoxy-
lem (white arrows), except on the concave side of bends. DR5-GFP signal is
detected on the convex side of the bend in the developing lateral root (yellow
arrows). (B-E) six-day-old pWOX5::GFP transgenic plants bent and left to grow
for between 5 h and 24 h. (Scale bar, 20 !m.)

A B C

D E F

G H I

Fig. 4. The origin of auxin during LRI and development. Six-day-old
pDR5::GFP plants with (A) root tips bent and left to grow for 24 h. (B)
enlargement of boxed areas in A showing lateral root primordium (arrow-
heads). (C) lateral roots 120 h after root bending. (D) pDR5::GFP seedlings were
cut at the root-shoot junction and the roots allowed to grow vertically for 24 h.
(E) enlargement of boxed areas in D showing lateral root primordium (arrow-
heads). (F) No lateral root can be observed in plants described in D 120 h after
root bending. (G) shoots intact and 24 h after the root tip was removed. (H)
enlargement of boxed area in G showing lateral root primordium (arrow-
head). (I) lateral roots 120 h after root bending. (Scale bar, 50 !m.)

18820 ! www.pnas.org"cgi"doi"10.1073"pnas.0807814105 Ditengou et al.

Figura 2.5: Se muestra la distribución de auxinas en una micrografía de una raíz doblada a través de
la expresión de proteínas fluorescentes (pDR5-GFP) en color verde. Observe que los lugares de mayor
curvatura (círculos blancos ) contiene células con un mayor grado de expresión de proteínas, lo que
indica que hay niveles altos de auxina en esas regiones de la raíz. Imagen tomada y modificada de
Ditengou et al. [92].

2.3.2. Las proteínas PIN

La señalización de auxina no sólo depende de la producción de auxina en un tejido determinado, sino
también de la distribución de la auxina vía el gradiente de concentración. Como vimos en el aparta-
do anterior, es conocido que la auxina es sintetizada en la parte superior de la raíz y se transporta
direccionalmente dentro de raíces mediante un flujo polar. La forma en que se transporta la auxina
principalmente es por difusión y por acción de las proteínas PIN [67, 77, 97]. Los genes PIN codifican
los tranportadores de auxina (PINs) en cada célula para regular y localizar puntos de concentración
de auxina [68] para que con ello los PINs liberaren y almacenen auxina en cada célula de la raíz en
forma selectiva.
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Estudios teóricos y experimentales sugieren que la conservación del gradiente de auxinas depende de
manera crítica de la localización de los PINs [69, 88, 89, 90]. En Arabidopsis cinco miembros de las pro-
teínas PIN dividen la región del RAM en dos dominios simétricos en los que se produce una circulación
de auxina en forma de fuente inversa [87]. Las proteínas PIN 1, 3, 4 y 7 mantienen un flujo constante
baso-apical en la parte central de la raíz. La redistribución de auxina que se lleva acabo en el ápice de la
raíz corre a cargo de las porteínas PIN 3 y 7. Finalmente, el flujo sufre un cambio de dirección por ac-
ción de PIN 2 en la epidermis de la raíz haciendo que la auxina fluya apico-basalmente [68, 85, 98, 99].
La figura 2.6E muestra el transporte polarizado de auxinas dado por la ubicación de las proteínas
PIN. En las figuras 2.6A-2.6D se muestran los lugares donde están activas las proteínas PIN 1, 2, 4
y PIN 7 respectivamente mediante marcadores fluorescentes acoplados a la acción de las proteínas PIN.

Las proteínas PIN se ubican en la membrana plasmática de las células y su densidad y localización
específica no sólo depende de la cantidad de auxina en la célula sino también de las tasas de endocitosis
y exocitosis con las que se reciclan ellas mismas [100]. En ese sentido, estudios recientes tratan de
vislumbrar los mecanismos moleculares que regulan la concentración de proteínas PIN y los niveles
transcripcionales que hay detrás [101, 102, 103]. Sin embargo, pocos estudios han demostrado que
además de las interacciones moleculares, las fuerzas mecánicas se vuelven relevantes en los procesos de
polarización ya que afectan las propiedades mecánicas de la membrana plasmática y la pared celular
y con ello todos los estados de endocitosis y exocitosis [56, 81, 104]. Aunque la mayoría de los estudios
se basa en el uso de modelos de transporte, en los que se involucra la concentración molecular y el
flujo de sustancias, ninguno de ellos es capaz de recuperar las interacciones básicas de polarización y
flujo de auxinas en el sentido correcto, pues se necesita integrar propiedades sobre los tejidos como la
posición, la rigidez de la pared celular o el tamaño celular en forma a posteriori [60, 100]. Por ello, uno
de los propósitos de este trabajo es integrar la información de los tejidos de forma a priori y que el
desarrollo de la raíz emerja de una manera simple al considerar una dinámica molecular y bioquímica
integrada a un esfuerzo mecánico y así explicar la formación de patrones celulares de forma adecuada.

2.4. Mecanismos de reproducción celular

Las plantas al igual que otros organismos se mantienen en constante renovación celular. En las plantas,
los meristemos son la fuente de células nuevas, lo que indica que cada célula en la planta estuvo algu-
na vez en algún meristemo y por ello estudiar la proliferación celular en los meristemos se ha vuelto
importante para entender los procesos del desarrollo.

El proceso de división celular es un proceso sumamente preciso, ya que cuando una célula se repro-
duce mantiene una identidad genética igual a su progenitora y con ello su carácter totipotencial. De
esta forma, cada célula que se divide es idéntica a cualquier otra y la capacidad de convertirse en una
célula de cualquier tejido es igualmente probable. Dado la generalidad con la que deben de ocurrir los
procesos de división celular, se piensa que existe un proceso auto-organizado y robusto en el que todas
las células se encuentran inmersas. Por consiguiente, el ciclo celular convierte en candidato nato para
explorar estos mecanismos que mantienen la proliferación celular en los meristemos.

Como mencionamos al inicio del capítulo, las auxinas y las citoquininas son importantes para
mantener la proliferación celular. Por ello estudios recientes se han enfocado en ver la importancia
que hay entre el crecimiento celular, la diferenciación celular y el ciclo celular como función de estas
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dos sustancias [76]. Los resultado más interesantes de este y otros estudios [105, 106, 107, 108, 109]
muestran que el ciclo celular se mantiene a través de una señal de auxina que regula los mecanismos
moleculares, las tasas transcripcionales y los niveles de concentración de proteínas.

found to be localized asymmetrically in plant cells,
namely at the inner lateral side, outer lateral side, and
both longitudinal sides of the cells (Roudier et al.,
2005; Ma et al., 2006, 2007; Miwa et al., 2007). Examples
of laterally localized proteins include transporters for
boron (BOR1 and BOR4) and for low silicon (LSI1 and
LSI2) in rice (Oryza sativa) and the regulator of the
anisotropic cell expansion (COBRA). A special asym-
metric localization has been detected for a small G
protein of the Rho family ROP2 that localizes to a
distinct position close to the basal end of the outer
membrane of elongating epidermis cells and marks
the initiation position of the outgrowing root hair
(Molendijk et al., 2001). This unprecedented diversity
of polar cargos that localize to different sides of plant
cells suggests that plants possess more diverse polar
targeting machineries than are known from other
eukaryotic systems.

ROLE OF PHOSPHORYLATION IN
POLAR TARGETING

An important and yet unsolved question concerns
how the different polar-competent proteins are recog-
nized and delivered to the correct side of the cell. In

animal systems, polar cargo proteins carry signals that
determine their residence at different polar domains
(Dugani and Klip, 2005; Rodriguez-Boulan et al., 2005).
Similar concepts of polarity determinants in the pro-
tein sequence also apply to plants, because different
polar cargos, such as PIN1 or PIN2, localize to differ-
ent polar domains of the same cell, necessitating some
identification mechanism. Furthermore, by inserting a
GFP tag at a specific position of the PIN1 sequence, the
basal targeting of PIN1 is disrupted in epidermal cells,
leading to apical localization (Wiśniewska et al., 2006).
This observation implies a PIN1 sequence-based sig-
nal for decision on the PIN1 subcellular localization.
Several findings suggest that the PIN polarity signals
are related to the phosphorylation sites found in the
PIN sequences. One of the major decision regulators
on the PIN polarity are the Ser/Thr protein kinase
PINOID (PID; Christensen et al., 2000; Benjamins et al.,
2001; Friml et al., 2004) and the protein phosphatase
2A (PP2A; Michniewicz et al., 2007). High levels of
PIN phosphorylation as achieved by overexpression of
PID or inhibition of PP2A lead to a preferential apical
PIN targeting, whereas low phosphorylation levels in
the pid mutants result in a preferential basal PIN
targeting (Friml et al., 2004; Treml et al., 2005). Impor-
tantly, PID has been shown to directly phosphorylate

Figure 2. Polar localization of PIN
proteins in the Arabidopsis root tip.
The directionality of auxin transport
(arrows) is determined by the polar,
subcellular localization of PIN pro-
teins. PIN1 is localized at the basal
(root apex-facing) side of the root
vasculature; PIN2 at the basal side
of the cortical cells and at the apical
(shoot apex-facing) side of the epi-
dermal and root cap cells; PIN3 in
an apolar manner in the columella
cells of the root; PIN4 at the basal
side of cells in the central root mer-
istem and with less pronounced po-
larity in the cells of the quiescent
center; and PIN7 at the basal side of
the stele cells and apolar in the
columella cells. ROP2 is also asym-
metrically localized, associated with
the places of root hair formation.
Examples of PIN1:GFP, PIN2:GFP,
PIN4:GFP, and PIN7:GFP expression
in the root are depicted.
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trans-Golgi network
(TGN): the main
sorting compartment
of the secretory
pathway in eukaryotic
cells; may act as an
early-endosomal
compartment in plants

between the two distinct polar domains, main-
taining the distribution of various polar-
competent proteins. Researchers have identi-
fied numerous polar cargos that reside in a
cell-line-specific manner preferentially at the
apical and/or basolateral plasma membranes
in polarized epithelial cells. Apical and baso-
lateral components are recruited differentially
by the targeted delivery of membrane and se-

Epidermis
Cortex
Endodermis
Stele
Quiescent center
Columella
Lateral cap

Polar distribution of PINs

PIN1

PIN2

PIN4

PIN3

PI

PIN2

PIN3

PIN2

PIN2

PIN2

PIN7

PIN7

PIN3

PIN4

PIN1

Figure 2
Patterns of PIN protein localization in the Arabidopsis root tip. Schematic and
immunolocalizations of PIN proteins in the Arabidopsis root tip. Arrows
indicate polar PIN localization at the plasma membrane, illustrating cell
type–dependent decisions in the PIN polar localization. Note the differential
PIN2 targeting in the epidermis (apical) and young cortex (basal) cells.

cretory proteins to these domains as a result
of three processes. (a) Newly synthesized pro-
teins are sorted in the trans-Golgi network
(TGN) into carrier vesicles that specifically de-
liver them to the apical surface or the basolat-
eral surface. (b) Some proteins are selectively
retained at the plasma membrane. (c) Proteins
that are not retained are rapidly endocytosed
and either recycled back through recycling en-
dosomes or, alternatively, delivered to a differ-
ent, polar plasma membrane domain by a pro-
cess called transcytosis (Rodriguez-Boulan et al.
2005).

Passengers and Destinations:
Polar Cargos and Polar Domains
Even though in no other kingdom is the relation
between individual cell polarity and macro-
scopic patterning as prominent as in plants,
knowledge on cell polarity and mechanisms of
targeted cargo delivery is still lacking in plants.
Most of our understanding on polar targeting
has been gained by study of the polar delivery
of auxin efflux carriers from the PIN family
(Figure 2). PIN proteins have emerged in
recent years from genetic studies in A. thaliana
as key regulators of a plethora of auxin-
mediated developmental processes, including
axis formation in embryogenesis (Friml et al.
2003b), postembryonic organogenesis (Okada
et al. 1991, Benková et al. 2003, Reinhardt
et al. 2003, Heisler et al. 2005), root meristem
maintenance (Friml et al. 2002a, Blilou et al.
2005), vascular tissue differentiation and
regeneration (Gälweiler et al. 1998, Sauer et al.
2006, Scarpella et al. 2006), and tropic growth
(Luschnig et al. 1998, Friml et al. 2002b).

PIN proteins act as mediators of the auxin
efflux from cells (Petrášek et al. 2006) and have
different subcellular distributions—including
apolar, basal, apical, and lateral plasma mem-
brane localizations—depending on the PIN
protein as well as the cell type (Wiśniewska
et al. 2006). The most typical are basal (root
tip–facing) localization of the PIN1 protein in
the inner cells of both shoots and roots, apical
(shoot apex–facing) localization of PIN2 in the
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Epidermis

Endodermis

Cubierta lateral
Columela
QC
Xilema y floema

PIN 1:GFP

PIN 4:GFP

PIN 2:GFP

PIN 7:GFP

A)

C)

B)

D)

E)

Córtex

Figura 2.6: Se muestran micrografías de la raíz donde se ha marcado con proteínas fluorescente
(GFP) la acción de la proteínas PIN en las paredes celulares para establecer la localización de los
transportadores de auxina PINs y un diagrama sobre como debe de ser el flujo de auxina debido a la
localización de la familia de las proteínas PIN. A) Se muestra la localización del PIN 1 en la parte
central de la raíz. B) La acción y localización del PIN 2 se observa en la zona de la epidermis y un poco
en la corteza. C) El PIN 4 actúa solamente en la parte del QC y la columela. D) La distribución del
PIN 7 esta en la parte alta del xilema y el floema y en la zona de la columela. E) Muestra un diagrama
de la localización de las proteínas PIN sobre los tejidos del RAM y el flujo de auxina. En color rojo
las flechas indican que el flujo de auxina se dirige a la parte apical de la raíz y en color azul las flechas
indican que el flujo se dirige a la parte basal de la raíz. Los tejidos están marcados de diferente color
para ubicar sobre ellos la acción de las proteínas PIN. Imágenes modificadas de Taiz y Zeiger [58] y
Feraru y Friml [98].
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2.4. Mecanismos de reproducción celular

2.4.1. Las ciclinas y el ciclo celular

Las auxinas son un regulador importante para la proliferación y la elongación celular [77]. También
se ha demostrado que son un regulador nato del ciclo celular al ser un agente que influye en los pro-
cesos de activación e inhibición de otras sustancias [106, 109, 110, 111]. Las ciclinas y las quinasas
dependientes de las ciclinas (CDKs) son las sustancias que tienen una relación directa con las auxinas
y las encargadas de someter a una célula a los procesos del ciclo celular. Estudios sobre el papel de la
regulación de la auxina sobre las ciclinas han mostrado que las ciclinas del tipo A (CYCA) y del tipo
B (CYDB) se afectan directamente por la cantidad de auxina en la célula, mientras que las ciclinas
del tipo D (CYCD) lo hacen de manera indirecta [20, 109].

Fases del 
ciclo 
celular

Máximo de
ciclinas B

Máximo de
ciclinas D

Figura 2.7: Esquema simplificado del ciclo celular donde se observan las cuatro fases del ciclo celular
y los dos tipos de ciclicas importantes para que se lleven acabo los procesos de crecimiento y división
celular. En la fase S se llevan los procesos de síntesis del material genético y la célula aumenta de
tamaño. En la fase G2 la célula verifica si el proceso de la fase S se hizo correctamente. En la fase M
la célula entra en proceso de mitosis y en la fase G1 la célula crece para ser adulta y se comprueba si
es candidata para entrar a la fase S. Figura tomada de [20].

Para que ocurra la división celular se requiere que la célula transite por dos procesos que son
mutuamente incompatibles. El primer proceso tiene que ver con la replicación del ADN y el segundo
proceso incluye la segregación de cromosomas entre las células. Durante el tránsito por estos dos
procesos las células tienden a comprobar las operaciones realizadas y con ello generan intervalos (G1
y G2) en los cuales se acumulan o degradan ciclinas [105, 107, 108]. De esta manera, la transición
por las fases S, G2, M y G1 por las que transita en una célula en el ciclo celular se hacen de manera
ordenada e irreversiblemente. En la primer fase, la fase S, la célula crece y duplica su material genético
manteniendo un alto nivel de ciclinas del tipo D. En la fase siguiente, la fase G2, la célula hace un
chequeo de la duplicación e incrementa las ciclinas del tipo B mientras degrada las ciclinas del tipo D.
Este acontecimiento es sumamente importante para que la célula pueda entrar a la siguiente fase. En la
fase M, ocurre la mitosis y con ello la segregación de cromosomas. Por último, en la fase G1 las células
crecen y las ciclinas del tipo D se empiezan a transcribir en el interior de la célula para alcanzar un
nivel alto de concentración. Como consecuencia de esto, las ciclinas del tipo B presenta una inhibición
momentánea y disminuye su actividad. La fase G1 permite que la célula adulta sea un candidato para
entrar a la fase S y así reiniciar el ciclo celular. Cabe observar que las ciclinas del tipo D y B en las fases
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G1 y G2 representan un mecanismo de activación e inhibición regulado por la auxina, que permite
que un conjunto proteínas CDKs se encarguen de la proliferación celular [106, 109, 110, 111, 112]. Las
fases del ciclo celular que hemos mencionado se pueden observar en la figura 2.7. Como es de esperar,
la intrincada estructura celular de la raíz es un reflejo de los procesos que ocurren en cada una de sus
células y por ello para entender de manera general el comportamiento y la formación de patrones en
este sistema biológico es necesario incluir la interacción de las ciclinas, las auxinas y los agentes físicos.

2.4.2. Interacción con campos mecánicos

Como hemos mencionado, el desarrollo de las plantas está sumamente relacionado con propiedades
mecánicas y su interacción con fuerzas exteriores de la misma naturaleza. Es decir, existe una in-
teracción entre las propiedades mecánicas de las plantas y las fuerzas mecánicas macroscópicas a las
cuales se somete el crecimiento de una planta [76]. De esta manera, las fuerzas mecánicas influyen en
el organismo en todos los niveles de organización y el diseño mecánico de la planta.

La retroalimentación mecánica entre el organismo y el ambiente se encuentra principalmente en
la organización espacial de las células, la columela, la conservación del SCN y, desde luego, la pared
celular de cada célula en la planta [27]. Tomando la pared celular como punto de partida, podemos
decir que la fuerza mecánica percibida por la célula a través de su pared puede convertirse en un
mensaje bioquímico que altera el metabolismo celular y con ello la proliferación. De esta forma, la se-
ñal bioquímica-mecánica influye en las características morfológicas que se relacionan con aumento del
tamaño, la geometría y la forma. Así, la posición, la forma de las células, los tejidos y la conservación
de los meristemos funciona de forma autoconsistente para mantener la organización espacial en las
plantas como un arreglo regular de patrones que se repiten en varios tipos de células. Los patrones que
existen en las plantas son entonces cruciales para la comprensión de los mecanismos de interacción y
comunicación entre las células durante el desarrollo [113]. Desde luego que la emergencia de un patrón
específico depende de la red hormonal en el tejido de la planta, de igual manera como el señalamiento
mecánico, por ejemplo el nacimiento de una raíz lateral después de inducir un doblez a la raíz princi-
pal [92].

La relación entre la presión de Turgor y la pared celular es también crucial para determinar el
crecimiento y el desarrollo de patrones en la planta. Dado que los estímulos mecánicos permiten la
expansión de la pared celular y el crecimiento de las células así como los procesos de mitosis [58].
En algunos tejidos, la fuerza hidrostática regula la rigidez, la flexión y torsión de las células y por
consiguiente las propiedades mecánicas de la pared [27]. Estudios sobre las propiedades mecánicas de
la pared celular muestran que la extensibilidad de la pared cambia durante la expansión y por consi-
guiente el crecimiento plástico irreversible es necesario [114, 115]. Por ello, el esfuerzo mecánico tiene
una función importante en el desarrollo de los órganos de la planta [116].

Estudios recientes demuestran que el aumento de la plasticidad en las paredes celulares está relacio-
nado con el reblandecimiento de la pared [53]. Esta modificación biomecánica incrementa la separación
de los microtúbulos que constituyen la pared celular y promueve la síntesis de nuevas cadenas poli-
méricas de tubulina que se insertan en la pared celular de manera coordinada para la extensión de
la pared celular [117]. De esta forma, conforme las paredes celulares van creciendo, ocurre un proceso
de orientación de los microtúbulos en las paredes que permiten que la planta controle las propiedades
mecánicas de los tejidos, de los órganos y de ella misma en diferentes niveles de organización.
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Durante el crecimiento, la acumulación de celulosa en la pared celular puede ajustarse por la ten-
sión que ejercen los tejidos alrededor de una célula y con ello reducir o aumentar el tamaño de la
pared celular o bien el tamaño de la propia célula [53]. Así, el surgimiento y la conservación de las
propiedades mecánicas de las plantas parece tener su origen en la orientación y el número de micro-
túbulos, ya que lo tejidos en la pared celular con un número menor de microtúbulos revela mayor
modulo elástico [53, 76, 117, 118]. Aunque esta descripción microscópica es viable para generar un
modelo de desarrollo celular, se sabe que la presión de turgencia, que es una propiedad macroscópica,
es la causante de la orientación de los microtúbulos en bandas transversales y la responsable de que
la pared celular aumente de forma longitudinal como una forma primaria de expansión [53, 58, 115].
Esta propiedad macroscópica y su retroalimentación con propiedades mecánicas microscópicas sugiere
entonces que podemos describir las transiciones elásticas y/o plásticas durante el crecimiento de la raíz
como propiedades para la organización y el surgimiento de patrones bioquímicos de las plantas, o bien
como propiedades que son importantes para la morfogénesis de una planta.

Además de la presión de turgencia, existen otro tipo constricciones físicas y químicas que impone
el propio organismo. Por ejemplo, la expansión de las células internas en los ejes lateral y axial en
la raíz está sujeta a las constricciones que impone la epidermis [53, 71, 74, 75]. En ese sentido, la
epidermis juega un papel de estructura tensora similar a la presión de turgencia en cada célula que
restringe el potencial de elongación de los tejidos internos. Aunque las propiedades biomecánicas de
las paredes celulares de la epidermis son consistentes con su rol de constricción debido a que sus pare-
des son más rígidas que las paredes de las células internas, la señalización hormonal entre los tejidos
epidérmicos y subepidérmicos funciona en un sentido inverso y provocan el crecimiento de raíces la-
terales [119, 120, 121, 122]. Pese a que esto último no será estudiado en este trabajo, es importante
tenerlo en cuenta para un desarrollo en el futuro.

Por otro lado, se ha identificado que el crecimiento de los órganos y la plasticidad de las paredes
celulares están regulados por la presencia de auxina [21, 25, 53, 71, 74, 75, 123, 124]. Estos hechos nos
sugieren que hay una la relación de sinergia entre los esfuerzos mecánicos y los gradientes de auxina
que debe ser tomada en cuenta para el planteamiento de un modelo que intente describir los niveles de
organización en las plantas. En ese sentido hay que tomar en cuenta que la reorientación del destino
celular se ve afectado por la presencia de auxina o que el ciclo celular en el RAM cambia alrededor de
un grupo de células cuando se altera su disposición geométrica [76].

Puesto de esta forma, el propósito de este trabajo es generar modelos simples para estudiar las
interacciones entre todas las propiedades antes mencionadas haciendo uso de los esfuerzos mecánicos.
De esta forma, en los capítulos siguientes identificaremos cómo la dinámica de proliferación celular, la
concentración de auxina y su dependencia con los transportadores de auxina (los PINs) se relacionan
con el campo elástico que surge del crecimiento dinámico de la raíz. La idea detrás de esto es que
nuestro modelo proporcione una herramienta para entender y predecir el surgimiento de patrones
celulares. Además de que sea una plataforma para implementar las dinámicas que surgen de las redes
de regulación genética.
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3
Modelo del campo elástico

El crecimiento de las plantas y sus órganos se pueden relacionar directamente con la presión de tur-
gencia de cada célula, la duración del ciclo celular y el transporte polarizado de auxinas, por lo que
en el presente trabajo se propone entonces la creación de una plataforma que nos permita modelar e
investigar de forma general el comportamiento de un conjunto de células bajo ciertas premisas locales.
Para ello, consideremos que la estructura tridimensional de la raíz dispuesta en una simetría cilíndrica
puede modelarse en una estructura bidimensional si se ignoran los cambios en el crecimiento sobre
los planos transversales de la raíz. De esta forma, podemos decir que el confinamiento de las células
en el espacio 2D permite visualizar la expansión volumétrica como solamente la elongación celular.
Cabe señalar que el crecimiento transversal sólo afecta el ancho de la raíz y con ello podemos ignorar
parcialmente una dinámica 3D, no obstante en la comparación experimental hay que tomar en cuenta
la dimensión faltante mediante un factor de escala.

Como hemos mencionado, la competencia entre la presión de turgencia y la rigidez de la pared
celular generan un campo de esfuerzos que nos puede ayudar a entender el comportamiento colectivo
de un grupo de células en desarrollo cuando éstas alcanzan un estado diferenciado o simplemente cre-
cen [31, 35]. También hemos mencionado que este comportamiento no es típico sólo de las células, ya
que este campo de esfuerzos está presente en una escala mayor en conjunto de células, tales como la
columela y la epidermis que generan fuerzas superficiales y que restringen o favorecen el crecimiento
del organismo interno, así con el aumento de volumen requerido por el crecimiento y la división celu-
lar [125]. Visto de esta forma, es lógico suponer entonces que este campo de esfuerzos se rige por un
efecto de auto-regulación, donde la acumulación de tensión local (o presión) desencadena biomecanis-
mos que impiden (o mejoran) la división celular y el crecimiento. Estas ideas ya se han incorporado
en algunos modelos, como por ejemplo: Dupuy y colaboradores [113] utilizan una matriz de rigidez
para modelar la relación entre el desplazamiento celular y las fuerzas implicadas; Merks et al. [126]
por otra parte usan una forma de energía potencial para describir el equilibrio entre la turgencia y la
resistencia de la pared celular y por último Mourik et al. [44], en su investigación sobre los meristemos
florales de Arabidopsis, proponen el uso de la energía potencial entre células como medio de regulación
del transporte de auxina y con ello el crecimiento. Sin embargo, en ninguno de estos enfoques se ha
incorporado el papel de auto-regulación del sistema considerando la dinámica del ciclo celular y el
transporte polarizado de auxinas.

Por ello, propondremos utilizar la capacidad mínima de las células para organizarse y generar una
trabajo mecánico, es decir usar su energía libre, para que adquieran un tamaño y forma determida.
Para esto, representaremos a las células con un arreglo poligonal usando los diagramas de Voronoi en
un dominio 2D determinado. En este esquema, una colección de puntos representa la posición asignada
de cada célula y el polígono la célula completa. De esta manera, cada punto en el dominio tiene una
coordenada Cartesiana y una interacción newtoniana con sus vecinos que permite que el desplazamien-
to de la célula y cualquier otra cantidad física que se le atribuya, como por ejemplo que el transporte
de auxina se pueda cuantificar mediante técnicas físicas. Bajo estas ideas, el dominio posee una función
potencial que ocupa todo el espacio y las fuerzas mecánicas que actúan en el sistema son una función
del tiempo y del espacio derivados de los cambios espaciales de dicho potencial. Cabe mencionar que
la semejanza entre un polígono de Voronoi y la forma de la célula se ha mostrado bajo diferentes
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técnicas de microscopía confocal láser y parece ser efectiva para predecir el destino celular en el SAM
de Arabidopsis [126, 127, 128] y por ello un buen candidato para nuestro modelo de la raíz.

Con base en disposición espacial de la raíz y la información sobre los patrones espaciales de con-
centración de auxina que describimos en el capítulo 2 (ver figuras 2.3 y 2.4), podemos proponer que la
reproducción celular en las etapas de desarrollo siguen principalmente tres dinámicas correlacionadas,
que hacen que la proliferación celular sea consecuencia de la interacción de un campo tensiones y la
formación de patrones de auxina, en donde a su vez la distribución de auxina proporciona información
espacial necesaria para regular las tasas de proliferación en cada célula a través del ciclo celular y con
ello determinar el destino celular de cada célula en la raíz.

Para plantear los modelos involucrados en la proliferación celular proponemos que las dinámicas
estén correlacionas y sigan tres premisas fundamentales:

a) La primera es que el campo físico macroscópico de tensiones, que está en todas las células de la
raíz y que surge por el crecimiento y reproducción de los tejidos y por las constricciones que ejercen
las células exteriores, se puede expresar como un campo “elástico” tradicional donde la coordenadas y
las velocidades se comportan como una función armónica. De esta forma, el campo se caracteriza de
manera puntual como una función del esfuerzo mecánico y la presión que ejercen los tejidos de la planta
mediante una energía libre armónica. Las fuerzas locales derivadas de la naturaleza simplástica de los
tejidos vegetales se puede expresar mediante los estados de energía mínima local que representan un
estado de equilibrio donde no hay fuerzas mecánicas aparentes que actúen entre las paredes celulares
y otras componentes del sistema. Cabe decir que este esquema local de energía se promueve por la
presencia de obstáculos geométricos del propio sistema y que hay fuerzas remanentes que provocan que
el campo no sea uniforme de manera relevante. Esta falta de uniformidad es una fuente de información
espacial que en nuestro modelo se considera importante. Puesto así, podemos decir que la proliferación
celular se interpreta entonces de manera local a través de la dinámica y la relajación del campo elástico
en una escala espacio-temporal diferente para cada célula en la raíz.

b) Nuestra segunda premisa consiste en generar una relación directa entre el campo elástico y los
estados de producción, degradación y transportación de auxinas mediante un esquema de transporte
dirigido o polarizado que retome el comportamiento exhibido en la figura 2.6. Es importante mencio-
nar que este hecho exige que el comportamiento dinámico de la formación del gradiente de auxina
sea muy diferente a la dinámica de relajación del campo elástico, ya que ambos actúan en una escala
espacio-temporal diferente.

c) Por último, la tercer premisa es que la concentración de auxinas sea el agente regulador del
ciclo celular y con ello el período de las cíclicas se modifique como una función que dependa sólo de
la cantidad de auxina en cada célula para cambiar las tasas de proliferación celular de manera local.
Como es de esperar, cualquier cambio local en la proliferación celular afecta el campo elástico y por
consiguiente se forma una correlación entre las tres dinámicas.

En resumen, las tres premisas proponen un ciclo dinámico para delimitar la formación de patrones
debidos a la proliferación celular así como la apariencia macroscópica de la forma de la raíz. Es
importante mencionar que las relaciones directas que se proponen en las dos últimas premisas están
restringidas por las escalas temporales de cada una de las dinámicas. El acoplamiento apropiado de
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este tipo de sistemas tiene como punto final el nacimiento de muchas propiedades emergentes que
se pueden usar como una función para determinar otros estados del sistema. En el caso de la raíz,
pueden usarse estas propiedades emergentes para el acoplamiento de las redes genéticas y con ello darle
información espacial y temporal a cada órgano o tejido para que determine su estado de diferenciación.
En las siguientes secciones empezaremos a modelar el espacio que ocupa cada célula mediante una
descripción de los diagramas de Voronoi. Posteriormente plantearemos el modelo energético del campo
elástico y haremos una distinción entre el campo elástico de las células internas de la raíz y las células
de la epidermis. La representación gráfica de estas tres premisas se muestran en la figura 3.1.

Proliferación
celular

Ciclinas Auxinas

Campo
elástico

Tamaño del 
meristemo
constante

Células nicho

Zona
meristemática

Figura 3.1: Se muestra un esquema del modelo propuesto para el crecimiento de la raíz y las zonas más
importantes que contempla el modelo. Las flechas con lineas continuas representa una interacción di-
recta entre las dinámicas y las flechas a trazos representa una interacción indirecta entre las dinámicas.
Figura tomada de [20].

3.1. Diagramas de Voronoi

Para hacer la representación geométrica de las células describiremos en esta sección como se genera los
diagramas de Voronoi y como los utilizamos para crear la estructura de las células de la raíz. De esta
forma consideremos que los diagramas de Voronoi son una teselación generada en un espacio métrico
a partir de la división equitativa del espacio entre un conjunto de puntos. Dado un conjunto de puntos
P = {p1, p2, ..., pN} con N elementos en 2D, el diagrama de Voronoi es la partición del espacio en N
regiones poligonales, donde cada punto pi del espacio tiene asociado un polígono. Cada polígono en
este espacio se llama celda de Voronoi (V o(p)) y los límites entre las celdas son determinados por las
mediatrices que unen los puntos. Así, cada punto pi del conjunto y su correspondiente celda se define
solamente por los puntos que están más cercanos a pi. Las intersecciones de todas las mediatrices
asociadas a un punto pi y que delimitan una celda de Voronoi se les denomina vértices de Voronoi y
aquellas mediatrices que no se interceptan se les denomina rayos de Voronoi. Para saber si un celda de
Voronoi forma parte de un polígono convexo se utiliza una red dual llamada triangulación de Delau-
nay. De esta forma se ubica el centro de masa de una celda de Voronoi a través de la circunferencia
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circunscrita que existe entre el punto pi y sus vértices mediante la red triangular. Si el circuncentro
existe entonces tenemos una celda de Voronoi, en caso contrario la celda queda abierta y por lo menos
posee un rayo de Voronoi. En la figura 3.2 mostramos la construcción de las celdas de Voronoi dado un
conjunto de puntos y el papel de la triangulación de Delaunay para determinar si una celda es cerrada
o no. Cabe mencionar que la dualidad entre la triangulación de Delaunay y los diagramas de Voronoi
nos permiten explorar las propiedades del espacio bajo una forma geométrica y vectorial.

DELAUNAY TRIANGULATION
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DELAUNAY TRIANGULATION

DEFINITION AND PROPERTIES

Given a set P of n points in the plane, the
Delaunay triangulation of P , Del(P ), is the
rectilinear dual graph of the Voronoi diagram
V or(P ).

Definition

Discrete and Algorithmic Geometry, Facultat de Matemàtiques i Estad́ıstica, UPCDELAUNAY TRIANGULATION
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any point of P in its interior.
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triangle (in general, are vertices of a face)
if and only if the circle through them does
not contain any point of P in its interior.
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Discrete and Algorithmic Geometry, Facultat de Matemàtiques i Estad́ıstica, UPC

A) B)

D)C)
Rayo de  
Voronoi

Celda de 
Voronoi
Vo(pi)

p1
p2

p4

p3

pi

Vértices   
Voronoi

!
Triangulación  
de Delaunay

Figura 3.2: Se muestra la forma en que se construye un diagrama de Voronoi a partir de: A) Un
conjunto de puntos pi en un espacio (puntos en color negro). B) La unión de esos puntos a través
de una triangulación de Delaunay (líneas punteadas en negro). C) La intersección de las mediatrices
que unen dos puntos (líneas rojas) y D) el conjunto de puntos que forman los vértices de una celda
de Voronoi (puntos en color verde). También se muestra el circuncentro (en color verde) para dos
celdas de Voronoi cerradas. Las mediatrices que no se interceptan se les denomina rayos de Voronoi y
generalmente se les asocia un punto al infinito como vértice. Observe que el centro de la circunferencia
más pequeña (cuadrado azul) en la figura D) no coincide con un vértice del polígono debido a que no
se encuentra en su centro de masa.
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3.2. Energía libre como función de la forma y el tamaño

La implementación de los diagramas de Voronoi en nuestro modelo requiere que cada celda de
Voronoi represente una célula vegetal y por tanto tenemos que pedir que no existan rayos de Voronoi.
Dado esta condición, definimos un dominio como sigue: 1) Construimos una frontera de forma regular lo
más parecida a la raíz con puntos fijos en un rectángulo y con puntos fijos en una parábola. Estos puntos
delimitan el espacio y garantizan que todos los puntos interiores a ellos generen celdas de Voronoi. 2)
Los puntos de la frontera no pueden definir un polígono convexo y por tanto no representan células
reales aunque sí representan el efecto de las células de la epidermis y la columela. 3) Creamos N puntos
con coordenadas aleatorias en el interior de este dominio y realizamos la teselación de Voronoi mediante
una triangulación de Delaunay. Note que para un conjunto arbitrario de puntos, las celdas resultantes
no son uniformes ni en su tamaño ni en su forma. Una configuración típica de esta construcción la
observamos en la figura 3.3. Observe que el área de cada celda Ai depende del tamaño y la forma de
cada polígono además de la cercanía que tiene el punto pi con sus vecinos. Este hecho hace que la
coordenada del punto pi escrita como ~ri generalmente no coincida con el centro de masas de polígono
(~r0i) y por ello que el espacio ocupado por los polígonos no sea uniforme. Un ejemplo de esto se puede
observar en la figura 3.2D donde el centro del círculo (cuadrado azul en la figura) de una celda no
coincide con el vértice del polígono de Voronoi.

3.2. Energía libre como función de la forma y el tamaño

En muchos modelos se han utilizado potenciales armónicos con resortes para simular las interacciones
entre las células [129] y las paredes celulares [127, 130] y también se ha recurrido al uso de algoritmos
computaciones para reconstruir los tejidos en un organismo usando los teselados de Voronoi [126, 128].
Ambos parecen tener desconexión entre una dinámica armónica y la forma poligonal. Sin embargo,
existe una relación directa entre el tamaño y la forma de cada célula con dichos modelos, ya que
las interacciones armónicas de los resortes cambian la forma de la celda y ésta a su vez cambia la
interacciones armónicas. Por ello, proponemos en nuestro caso usar de manera explícita un potencial
armónico que sea función del tamaño y la forma de cada célula. Para esto usaremos el área promedio
en equilibrio Ā0 del conjunto de celdas de Voronoi como una medida del grado de maduración de las
células y el tamaño promedio que pueden obtener. También usaremos el hecho de que los centros de
masa de las celdas no coinciden generalmente con la coordenada del punto y que la forma de las celdas
tienden a ser isotrópicas cuando las células alcanzan su estado de equilibrio.

Para construir nuestro potencial armónico consideremos que el área promedio Ā0 =
∑N
i=1Ai/N ,

es área que representa un arreglo regular hexagonal y que la distancia di entre el centro de masa del
polígono y la coordenada de la célula son cero, es decir, di = |~ri − ~r0i

| = 0 para toda i. De esta forma,
cuando una célula tenga una área diferente al promedio y coordenada de la célula no coincida con el
centro de masa del polígono, entonces la célula tendrá un tamaño y forma que la mantiene en un estado
configuracional alrededor del equilibrio con un potencial mecánico elevado. Independientemente de la
forma funcional de la energía potencial, es posible hacer una expansión de Taylor alrededor del estado
de equilibrio reteniendo sólo los primeros términos diferentes de cero si se tienen en cuenta pequeñas
desviaciones alrededor del equilibrio. Así, las primeras contribuciones no triviales corresponden a una
forma cuadrática armónica cuyos coeficientes se puede interpretar como constantes elásticas de fuerza.
La energía libre como función del tamaño y la forma para la célula i se puede representar por:

V (xi, yi, t) =
Kv

2
(Ai(t)− Ā0(t))2 +

Kc

2
(~ri(t)− ~r0i

(t))2, (3.1)
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donde el primer término uniformiza el tamaño a través del área y el segundo término uniformiza la
forma con ayuda del centro de masa del polígono. Kv y Kc representan constantes elásticas de fuerza.
~ri(t) representa la posición de la celda i y ~r0i(t) es el centro de masas de la celda de Voronoi.

Rayos de  
Voronoi

Celdas de 
Voronoi

Rectángulo

Parábola

Figura 3.3: Se muestra la construcción del dominio de la raíz con un rectángulo y una parábola
(puntos de color negro). Las celdas de Voronoi se generan únicamente en el interior de dominio y están
representadas por los N puntos de color rojo. Todos los puntos de la frontera tienen rayos de Voronoi
y por tanto no son considerados como celdas.

Dado que el área de un polígono puede ser medida con el producto cruz de sus vectores de coorde-
nadas, entonces la energía libre sólo depende de las coordenadas y por tanto se puede medir de forma
puntual el esfuerzo mecánico y la presión que ejerce cada célula en el espacio si tomamos los cambios
de la energía libre por unidad de longitud. Esto es, podemos calcular las componentes de la fuerza en
el plano cartesiano como:
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3.2. Energía libre como función de la forma y el tamaño

Fx(xi, t) = −Kv

2

[
1

2

M∑

m=1

(xi − xm) · li,m
|~ri − ~rm|

(Ai − Ã0)

]

−Kc(xi − x0i
),

Fy(yi, t) = −Kv

2

[
1

2

M∑

m=1

(yi − ym) · li,m
|~ri − ~rm|

(Ai − Ã0)

]

−Kc(yi − y0i),

(3.2)

donde li,m es el longitud de celda de Voronoi que comparten dos células vecinas, es decir, es un seg-
mento de mediatriz que comparte la celda i con la celda m. Cabe mencionar que para obtener li,m
es necesario hacer la triangulación de cada polígono y obtener el área total Ai de cada célula como
una suma del área de los triángulos o bien como la suma del producto cruz de los vectores que están
presentes en cada celda de Voronoi. La ventaja de las ecuaciones (3.2) es que todas las cantidades del
término de la derecha se obtienen con los diagramas de Voronoi.

Dado que las células tienen un comportamiento simplástico y las ecuaciones (3.2) representan un
campo conservativo, proponemos integrar el término simplástico en las ecuaciones como un parámetro
disipativo de la forma:

~FT (xi, yi, t) = −∇V (xi, yi, t)− ki~v(xi, yi, t), (3.3)

donde ~v es la velocidad con la que se mueven los puntos que representan las células y ki es un parámetro
disipativo. Las N ecuaciones de movimiento que representan a las células se pueden integrar fácilmente
usando el método de Euler simple ya que:

∂~v

∂t
= ~FT

∂~r

∂t
= ~v.

(3.4)

A manera de ilustración, en la figura 3.4A mostramos la distribución final de las celdas de Voronoi
correspondientes a la figura 3.3 después integrar numéricamente cada celda de Voronoi usando las
ecuaciones (3.4). Observe que las celdas se aproximan a un arreglo hexagonal regular. En la figura 3.4B
mostramos sólo las celdas de Voronoi cerradas. En la figura 3.4C dibujamos las celdas de Voronoi con
la magnitud de la energía potencial usando la ecuación (3.1). La energía potencial asociada a cada
celda divide el espacio de todas las celdas en tres regiones: 1) la zona apical del la raíz con un potencial
alto debido a que las celdas no alcanzan el equilibrio. 2) La zona intermedia o zona meristemática,
en la que casi todas las celdas alcanzan su equilibrio, tienen forma hexagonal y su energía elástica es
casi cero. 3) La zona basal, que corresponde a la zona de transición ya que las celdas son más largas
y por tanto tiene una energía potencial más grande. En la figura 3.4D mostramos la evolución de las
energías cinética (medida como v2

i /2 para cada celda), potencial y total promediadas sobre todas las
celdas en cada paso de tiempo como función del número de iteraciones. Observe que la energía cinética
promedio tiende a cero conforme aumenta el número de iteraciones ya que las celdas tienden a su
estado de equilibrio y dejan de moverse. Sin embargo, la energía potencial promedio no es cero ya que
muchas celdas están en equilibrio local. Es importante notar que la magnitud del potencial resulta ser
una propiedad emergente que depende de la frontera y por ello su importancia de estudio. También
es importante mencionar que dado la construcción de la forma de la raíz dada por la figura 3.3 el
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Capítulo 3. Modelo del campo elástico

potencial elástico de la ecuación (3.1) representa sólo la interacción de las células internas de las raíz y
su uso en el capítulo seis lo haremos considerando esta situación. En la siguiente sección abordaremos
el papel de la epidermis en el desarrollo de la raíz y en el capítulo ocho modelaremos la emergencia de
la frontera usando el volumen de la raíz y la tensión superficial.
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Figura 3.4: A) Se muestra las distribución final de puntos del dominio de la raíz. En color rojo
mostramos las celdas internas y en color negro las celdas que representan lo puntos de la frontera. B)
Se muestran sólo las celdas de Voronoi cerradas. Nótese que las celdas adquieren una regularidad en su
forma y tamaño, lo que indicaría que todas las células son parecidas. C) Se muestra el perfil del campo
elástico sobre el dominio de la raíz donde la altura y el color de cada celda representa la magnitud
del potencial de la ecuación (3.1). Observe que el potencial no es constante y define tres zonas. D)
Se muestran las energías cinética (línea azul), potencial (línea roja) y total (línea verde) promediadas
sobre todas las celdas en cada paso de tiempo. Observe que la energía potencial alcanza un mínimo
local que corresponde a estados fuera de equilibrio.
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3.3. El campo elástico y formación de la epidermis

Aunque hasta aquí hemos considerado que la representación más simple del crecimiento celular puede
ser estudiado en cierta forma por una relación entre la presión de turgencia y la rigidez de la pared
celular a través de la relación volumétrica (área promedio) de la ecuación (3.1), existen modelos donde
la presión de turgencia, a través de la tensión mecánica en la pared y membrana plasmática, permi-
ten que la pared se relaje y la célula crezca localmente [126, 131, 132]. No obstante, sabemos que
cuando una célula aumenta de volumen, su presión de turgencia debe de disminuir por conservación
energética. Esta acción pone a la célula en riesgo de colapso y otros mecanismo entran en acción, como
por ejemplo la creación de expansinas [53, 58] para aumentar el tamaño de la pared celular. Así, la
retroalimentación entre la tensión de la pared celular y la presión de turgencia para dar estabilidad
a la pared juegan un papel importante. Pues de manera local las fuerzas de tensión y compresión
logran una crecimiento celular que compensa la inestabilidad impulsada en toda la célula. Esta visión
puede usarse como la propuesta de Lintilhac [132] en su modelo de pérdida de la estabilidad (LOS,
“Loss Of Stability") donde la tensión y la presión juegan el papel de sintonizadores de la elasticidad de
la pared celular y estudiar no sólo el crecimiento celular sino también el crecimiento completo de la raíz.

Al igual que en el crecimiento celular, el crecimiento de los órganos está acompañado por fuerzas de
tensión y compresión, pues algunos tejidos se comprimen mientras que otros se tensan. En un órgano
estas fuerzas mecánicas son el resultado dinámico de la proliferación y la elongación celular, ya que
cuando crecen nuevas células, éstas ejercen una presión contra los vecinos. De manera similar a lo que
ocurre en la estructura celular, donde la tensión de la pared celular se acompaña de la turgencia en la
dirección opuesta, los esfuerzos que se ejercen en una cierta dirección sobre los tejidos se acompañan
de una compresión [60, 75]. Así, los tejidos exteriores imponen una compresión a los tejidos internos
mientras que al mismo tiempo estos están sometidos a una tensión como resultado de la expansión y
crecimiento de los tejidos internos. Así, ambas acciones proporcionan la información y fuerza necesarias
para impulsar el crecimiento del organismo [71, 75].

En ese sentido podemos pensar en un sistema físico, ya sea sólido o líquido, donde las fuerzas que
actúan en la frontera son diferentes a las fuerzas que actúan en la parte interior debido a que en la
superficie los componentes no están totalmente rodeados de otros. En nuestro caso, el comportamiento
elástico de los tejidos externos no difiere mucho del sistema físico convencional. De hecho, hay pruebas
que sugieren que las paredes celulares de los tejidos externos son más gruesas y poseen una composición
química diferente [121, 133, 134, 135, 136] que deberían de dar lugar a distintas propiedades elásticas.
Haciendo uso de esta información proponemos extender la teoría de perdida de estabilidad (LOS) de
Lintilhac [132] para modelar el crecimiento de la raíz de tal manera que las tasas de división celular
y el equilibrio mecánico permitan un crecimiento suave de la raíz. De esta forma, el crecimiento de
los órganos cumplen una relación entre el aumento de la presión interna y la liberación de tensión del
tejido exterior mediante el aumento elástico. Esto tiene por consecuencia que la relajación de la pared
celular de los tejidos externos genere un aumento de las células externas. Desde luego que en este tipo
de interacción estamos pensando que el desarrollo de los tejidos externos promueve el desarrollo de los
tejidos internos y viceversa.

Como una extensión al modelo propuesto en la sección anterior, incorporamos el papel tensor de
los tejidos externos bajo la condición de que existe una diferencia entre los campos elásticos generados
por las capas celulares externas (la columela y la epidermis) con respecto a las capas celulares internas
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(córtex, endodermis, floema, xilema y sus respectivas zonas como el TD y el SCN) si hay una respuesta
elástica diferente. Esto es, el potencial elástico de las células externas (etiquetadas con una e) difiere
del potencial original de todas las células internas (ver ecuación (3.1)) sólo por sus constantes elásticas
Kv y Kc y el área ocupada mediante:

V (xe, ye, t) =
Ke

2
(Ae(t)− Ā0(t))2 +

Kce

2
(~re(t)− ~r0e

(t))2, (3.5)

donde Ke y Kce son otras constantes elásticas similares a Kv y Kc, respectivamente. Así, la posición
de una célula en la frontera está representada por ~re(t) y el centro de masa de la celda exterior por
~r0e

(t). Ae difiere de Ai si se incluye la dirección de crecimiento adecuado (como lo vimos en la sección
2.2.3) para cada célula externa. De esta forma, su relación está dada por:

Ae(t) = Ai(t) +
∑

j∈e

lej
4

[|yj(t)− ye(t)| − |~re,j(t)|] , (3.6)

donde le,j es la longitud de contacto entre la celda e y su celda vecina externa j. La posición entre las
celdas e y j está representado por ~rej(t) y la coordenada y representa la posición a lo largo del eje de
la raíz. Nótese que si no hacemos distinción para las posiciones de las células interiores y exteriores
entonces |yj(t)− ye(t)| = |~rej(t)| y para recuperar la dinámica del potencial de la ecuación (3.1) nece-
sitamos también que Kv = Ke y Kc = Kce.

Cabe decir que la ecuación (3.6) describe de manera explícita que las células externas sólo pueden
moverse en la dirección vertical. Repitiendo los pasos de la sección anterior, podemos decir que la
dinámica de las células externas está dada por:

∂~ve
∂t

= −∇V (xe, ye, t)− ke~ve
∂~re
∂t

= ~ve,

(3.7)

donde ~ve es la velocidad de una célula de la frontera, ~re es la posición y ke es el parámetro de fricción
correspondiente. Cabe mencionar que para tomar en cuenta la participación de las células externas
en el modelo es necesario construir celdas de Voronoi de forma independiente para que siempre sean
celdas cerradas. Este punto nos lleva a extender el modelo de frontera planteado en la sección anterior
mediante el uso de una doble frontera. Donde la primera frontera representa las células externas y la
segunda frontera el límite del dominio (que en este caso ya no representa ninguna célula real y tampoco
el efecto de alguna célula). En la figura 3.5 mostramos la construcción de las células externas y la rela-
jación de células internas después de algunas iteraciones temporales. La solución de la ecuación (3.7)
deben cumplir con la condición de frontera ∇V · n̂ = 0 para que las células externas funcionen como
una estructura tensora. Aquí n̂ representa el vector normal a la superficie exterior del dominio.
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Figura 3.5: A) Se muestra el dominio de la raíz con un conjunto de puntos que representan las células
internas (figuras cuadradas en rojo), puntos que representan las células de la epidermis (en circulos
azules) y puntos que delimitan nuestro dominio de integración (puntos externos en color negro). B)
Mostramos la representación de las células en una raíz usando sólo las celdas de Voronoi cerradas y
marcamos con círculos las células de la epidermis.

3.4. Resumen de modelos del campo elástico

Así, los modelos elásticos que usaremos en los siguiente capítulos los podemos clasificar sólo por el
potencial elástico. De esta forma tenemos que el potencial general dado por:

V (xi, yi, t) =
Kv

2
(Ai(t)− Ā0(t))2 +

Kc

2
(~ri(t)− ~r0i

(t))2, (3.8)

lo llamaremos el modelo para células internas y el modelo dado por:

V (xe, ye, t) =
Ke

2
(Ae(t)− Ā0(t))2 +

Kce

2
(~re(t)− ~r0e

(t))2, (3.9)

lo llamaremos el modelo para células de la epidermis. Cabe mencionar que la integración numérica se
realiza mediante el método de Euler a través de las ecuaciones dinámicas:

∂~vi,e
∂t

= −∇V (xi,e, yi,e, t)− ki,e~vi,e
∂~ri,e
∂t

= ~vi,e,

(3.10)

donde el indice i representa una célula interna y e representa una célula externa.
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4
Modelo del campo elástico y las auxinas

4.1. Transporte de auxinas

Considerando que los procesos de señalización de estados abióticos de fuerzas de compresión y de
esfuerzos mecánicos tienen una relación sinérgica con las auxinas y que la auxina exhibe procesos de
auto-organización que dan origen a un gradiente de concentraciones a lo largo del eje longitudinal de la
raíz. Entonces, proponemos que la proliferación celular y el campo elástico V , de las ecuaciones (3.8)
y (3.9), proporcionan de forma directa el movimiento de la auxinas, considerando que éstas se com-
portan como un fluido y que siguen las leyes de la hidrostática, en donde los tiempos de síntesis y
degradación de la auxina son mayores que los tiempos de transporte. En este sentido, nos interesamos
en un carácter conservativo y de distribución de la auxina y no en sus posibles fuentes. De esta manera,
consideramos que la auxina (ci) para la celda i se transporta siguiendo la ecuación de continuidad,
es decir, ∂ci/∂t = −∇ · ~Ji, donde ~Ji = ~vici es el flujo. Desde luego, en este esquema el flujo puede
funcionar de dos formas básicas en las que el fluido puede moverse en forma activa o mediante procesos
difusivos. En el caso de la auxina ambos procesos son importantes y uno de ellos se puede relacionar
con la acción de los PINs en donde la transferencia de materia a través de las membranas de las células
podría ir en contra del gradiente de concentración de las moléculas de auxina.

Si escribimos el flujo siguiendo la ley de Fick, ~Ji = −Di
~∇ci, con un coeficiente de difusión no

constante en el cual incluyamos las fuerzas mecánicas de las paredes celulares y el transporte activo
de auxinas, entonces estaríamos simulando los dos flujos. Usando la ley hidrostatática de Darcy, pro-
ponemos entonces que el coeficiente de difusión para cada celda i sea Di =

∑
mAi,mPi,mVi. De esta

forma, decimos que la auxina de la celda i se transporta a la celda m a través del área de contacto
(Ai,m) con un coeficiente de permeabilidad Pi,m variable pesado por la energía potencial elástica Vi
de la propia célula. Esto es, hay un juego entre el área de contacto y el potencial elástico para que la
auxina se transporte de una célula a otra. De esta forma, la ecuación de transporte se puede escribir
como:

∂ci
∂t

= α [∇Di · ∇ci] +Di∇2ci, (4.1)

o bien:

∂ci
∂t

= α

[∑

m

Ai,mPi,m∇Vi · ∇ci
]

+D0∇2ci, (4.2)

donde α es una constante que involucra todos los vecinos m con unidades de distancia cuadrada entre
tiempo y D0 representa la difusión normal si se piensa que en el equilibrio todas las celdas difunden
auxina en forma equitativa. El término en paréntesis cuadrado representa la ley de Darcy en donde el
volumen transportado por unidad de tiempo es proporcional a la sección tranversal de un canal, Ai,m
en nuestro caso. La caída de presión es proporcional a la diferencia de potencial elástico entre celdas
y la viscosidad y longitud del medio están representados por la permeabilidad (Pi,m).
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4.2. Permeabilidad y función de los PINs

Tomando la ecuación (4.2) podemos suponer que la acción de los PINs está relacionada únicamente con
la permeabilidad del medio. Así, para incorporar la acción de los PINs y sus reglas (ver sección 2.3.2)
podemos considerar dos modelos: 1) Los PINs están fijos y se modelan como compuertas lógicas, 2)
los PINs son dinámicos y emergen del propio campo y de las auxinas. De esta forma, en las siguientes
secciones mostraremos la forma de implementar estas dos premisas.

4.2.1. Compuertas lógicas

Para modelar la permeabilidad mediante compuertas lógicas proponemos que:

Pi,m = Fi,m, (4.3)

donde Fi,m es la función lógica que regula la acción de los PINs mediante compuertas que se pueden
abrir y cerrar. Para ajustar la función Fi,m y reproduzca la acción de las proteínas PIN de la figura 2.6
consideremos S como la representación de las células que están en la frontera (es decir, células que
están dentro del dominio de la raíz y que al menos tienen una arista que se comparte con los puntos
de la frontera del dominio). Entonces, podemos ordenar el transporte de auxinas en la raíz si se hace
que todas las células mantengan sus compuertas siempre cerradas a excepción de:

1. cuando las células i y m ∈ S y si i está arriba de m,

2. o si i y m /∈ S y la i está debajo de m,

3. o si i /∈ S & m ∈ S con i arriba de m.

De esta forma, la ecuación dinámica para el transporte de auxinas cuando las compuertas están
abierta es:

∂ci
∂t

= α
M∑

m=1

Ai,m(Vm − Vi)(cm − ci) +D0∇2ci, (4.4)

donde M representa el número total de vecinos que tiene la célula i, Ai,m representa el área de
contacto, en este caso la arista de la celda de Voronoi que comparten m e i y hemos escrito el gradiente
en forma genérica con una diferencia. Para incluir la acción de los PINs, por ahora en una ilustración,
consideremos que el proceso de división y proliferación celular dentro de la simulación numérica es
tal que cuando una celda debe de duplicarse (simulando una división celular) aumentamos un punto
en el interior del dominio alrededor de esa celda. El resultado de este proceso modifica la disposición
de las celdas de Voronoi en forma local y el campo elástico se altera. La demanda de espacio por la
nueva célula se obtiene aumentado el dominio en la dirección longitudinal al mover la tapa superior
del rectágulo. Los detalles sobre el proceso de división celular se verán en el siguiente capítulo. Por
ahora, con esta información presentamos la figura 4.1 donde la acción de los PINs está involucrada.
La figura 4.1A muestra la concentración de auxinas cuando las compuertas siempre están abiertas.
Observe que el concentración de auxinas no es uniforme a lo largo de la raíz y no se genera el gradiente
de auxinas conocido. La figura 4.1B muestra como la acción de las compuertas lógicas es necesaria
para recuperar el gradiente de auxinas a lo largo de la raíz (comparar con la figura 2.6).
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is recognized to be active, meaning that the transfer of matter
through the cell membranes could go against the concentration
gradient of auxin molecules due to the action of PIN proteins. We
propose that the amount of matter Q transported per unit time
from cell i to a neighbor cell m is proportional to the gradient of
the field V :

Qi,m~{Pi,m
:Ai,m

:DVi{VmD, ð5Þ

where Pi,m represents the permeability of the membrane and Ai,m

is the contact surface between the cells i and m (the line li,m in 2D).
Observe that if the values of the Pi,m’s were constant, this

equation would reduce to the well known Darcy’s Law in
hydraulics, which is analogous to Fourier’s law in heat conduction,
or Ohm’s law in electrical networks. However this is not the case,
because of the action of the PIN proteins which are critical.
Therefore, the permeability is:

Pi,m~a(ci{cm)F i,m, ð6Þ

where a is a constant related with the time scale of the dynamics,
and the direction of the flux with respect to the concentration
gradient (ci{cm) (diffusion term) is given by the logical function
F i,m. This latter function mimics the action of the PIN molecules,
which attach to the membrane according to orientation and
position in the domain.

We can simplify this action by considering ‘‘gates’’, which could be
opened (1) or closed (0) according to specified simple rules. Let S be the
set of cells at the surface, i.e. in contact with the immobile epidermal
cells. We have set the following rules: All gates are closed, except

1. when i,m[S and i is above m,

2. or if i,m =[S and i is below m,

3. or if i =[S and m[S and i is above m.

The dynamical equation for the concentration of auxins in cell i
is then:

1

a

Lci

Lt
~
XM

m~1

lim(ci{cm)DVi{VmD, ð7Þ

where the sum is over all neighboring cells. This expression can be

readily integrated numerically in parallel with Eq. 4, once the
parameter a has been properly adjusted.

In Fig. 6 we show the effect of the logical rules on the formation
of auxin gradients. On the left we show a calculation without these
rules, that is, maintaining all the membranes permeable. In (B) we
incorporate the PIN action into the model. Observe that the
distribution of the concentration of auxins (normalized with its
maximum value) is similar to the one observed in real roots [42].

Cell division cycle
We shall assume that the period of the cell division cycle is

regulated by the local concentration of auxins ci. We are aware that
this is an oversimplification of the complex hormonal regulation of
the cell cycle in plants, but auxin has been shown to be an important
component of such regulation [65]. We therefore need a model for
the oscillations of cyclin concentrations. The robustness of these
oscillations suggests that a non-linear oscillator would be a good
model. We consider a two-component system for simplicity,
considering CYCD and CYCB as the two key players. Since both
undergo regular out-of phase oscillations with maxima related to the
transitions between the G1-S and G2-M phases, respectively (See
Fig. 2), we choose a simple Lotka-Volterra non-linear system with
two components, generally used in ecology to model the predator-
prey dynamics. This system presents all characteristics required for
the observed time behavior of the concentration of cyclins [66]. The
adimensional activator-inhibitor dynamical equations are:

Lu

Lt
~u(1{v)

Lv

Lt
~bv(u{1),

ð8Þ

where u and v represent CYCD and CYCB, respectively. This
system presents an oscillatory behavior, provided b is within a
certain range, whose period (T ) and wave shape depend only on b
and on the boundary conditions. It is easily shown that the period is:

T~
2pffiffiffi

b
p , ð9Þ

Figure 5. Configuration of cells after 2000 time iterations. (A)
The points in Fig. 4 once they have attained equilibrium using the
potential (See Video S3). (B) Final configuration of the cells in the RAM.
Observe the regularity of the shapes and sizes of the cells. (C) 2D profile
of the field after relaxation. Observe that it is not constant, but there are
three well defined sections (See Video S4).
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g005

Figure 6. Typical numerical integration of Eq. 7 showing the
formation of auxin gradients. (A) All gates are open (no PIN action).
(B) Including the logical rules to open the gates to model the PIN action.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g006
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B)A)

Figura 4.1: Se presenta un resultado numérico típico de reproducción celular y acción de los PINs
usando el modelo sin epidermis (ecuación (3.8)) y D0 = 0 para el caso de compuertas lógicas. A)
Se muestra el crecimiento de la raíz y la distribución de auxinas cuando todas la compuertas están
abiertas. B) Se muestra el crecimiento de la raíz y la distribución de auxinas cuando la compuertas
lógicas se incluyen. La escala de color de rojo a azul significa mayor a menor concentración de auxina,
respectivamente. Observe que cuando entra la acción de los PINs se recupera un patrón de auxina
similar al de los experimentos (ver figura 2.6). Figura tomada de [20].

4.2.2. Modelo dinámico

Para incluir este modelo de la permeabilidad, hemos considerado tres tipos de interacción a nivel celular
en los que se destacan aspectos moleculares, genéticos y mecánicos. En el apéndice A hemos construido
una red de interacciones dinámicas entre estos aspectos y logramos expresar el comportamiento de la
polarización de las proteínas PIN y su papel en el transporte de auxinas entre las células. En estas
interacciones, las propiedades físicas que coordinan el crecimiento y la proliferación celular que hemos
considerado se relacionan con las cantidades del esfuerzo mecánico y la compresión de las paredes
celulares a través de la acción de las auxinas. También consideramos los cambios de rigidez en la
pared celular con la polarización de las proteínas PIN y los mecanismos que permiten la exocitación
y endocitación de proteínas PIN al interior de célula. Así, siguiendo los resultados del apéndice A
podemos decir que la permeabilidad entre las células puede cambiar como:

Pi,m = Θ[∇Vi · ∇ci]sign(Vm − V̄ ), (4.5)
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donde Θ[X] es la función de Heaviside, que es cero cuando el argumento es negativo y V̄ =
∑
i Vi/N

es el valor promedio de potencial elástico sobre las N células de la raíz y sign(X) es una función que
obtiene el signo de su argumento. En esta relación se puede observar que la diferencia de potencial
elástico entre células se encarga de regular el transporte activo de auxina, no sólo en favor del gradiente
de auxina sino también en contra del gradiente, esto debido a que la dirección del gradiente de V con
respecto al gradiente de c hace que la permeabilidad obtenga valores negativos y nulos. Este hecho
hace también que la polarización no exista cuando el producto de la diferencia de potencial y la
concentración de auxina a través de la pared es negativa, lo que significa que no hay intercambios de
auxina entre células si los gradientes son totalmente opuestos. De esta manera, la única forma en la
que los PINs transporten auxina es cuando el producto de los gradientes es positivo. Para ejemplificar
los estados de polarización de los PINs hemos creado la figura 4.2 donde el segmento de pared celular
entre la celda i y la celda m muestran la polarización basal y apical dado el valor del potencial elástico
Vm de las celdas vecinas y el valor promedio del potencial V̄ , además de tener en cuenta el producto
de los gradientes y suponiendo que la celda m está cercana a la parte basal de la raíz y la celda i
está próxima a la parte apical. Cabe mencionar que la aplicación de estas reglas son la extensión de la
teoría LOS de Lintilhac [132] para tejidos y que la forma de la permeabilidad de las paredes sigue una
dinámica en la que la geometría a través del potencial elástico y concentración de auxinas dan origen
a la proliferación celular y viceversa.

4.3. Resumen de modelos del transporte de auxina

Se propone que el transporte de auxina sigue una ecuación general de difusión donde el coeficiente
depende del potencial elástico y de la permeabilidad de la pared para transportar esta sustancia. Esta
propuesta permite que los estados de polarización de los PINs se regule solamente con el coeficiente
de permeabilidad Pi,m y el área de contacto Ai,m. La ecuación que rige el transporte de auxina c es:

∂ci
∂t

= α

[∑

m

Ai,mPi,m∇Vi · ∇ci)
]

+D0∇2ci, (4.6)

donde D0 representa la difusión normal, m representa las celdas vecinas de la celda i y α es una cons-
tante de proporcionalidad. El transporte activo de auxina dado por los estados de polarización de las
proteínas PIN se puede modelar bajo dos condiciones: 1) Usando compuertas lógicas que representan
estados abiertos y cerrados en el transporte de auxina a través de las paredes y 2) Estados dinámicos
de polarización dados por la retroalimentación entre el transporte de auxina y el potencial elástico.

Así, la permeabilidad escrita como:

Pi,m = Fi,m, (4.7)

la llamaremos el modelo de compuertas de los PINs. La función Fi,m regula la acción de los PINs
abriendo y cerrando compuertas. La permeabilidad que involucra la acción dinámica de los PINs
escrita como:

Pi,m = Θ[∇Vi · ∇ci]sign(Vm − V̄ ), (4.8)

la llamaremos el modelo dinámico de los PINs. Θ[X] es la función de Heaviside, V̄ es el valor promedio
de potencial elástico y sign(X) es una función que obtiene el signo de su argumento.
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i

m

i

m

i

m

rV · rc < 0

A) B) C)

Vm > V̄ Vm < V̄

!
Polarización basal

!
Polarización apical

!
Sin polarización

1) 

2) 

rc > 0,rV > 0

rc < 0,rV < 0

1) 

2) 

rc > 0,rV > 0

rc < 0,rV < 0

Figura 4.2: Se muestran los estados de polarización basal y apical en un segmento de pared celular
para dos células vecinas donde la posición de la celda m es cercana a la parte basal de la raíz y
la posición de la celda i es cercana al ápice de la raíz. Además, hemos calculado el gradiente como
∇Ui =

∑
m(Um − Ui)(~rm − ~ri)/|~rm − ~ri|2, donde la suma es sobre todos los vecinos m y la función

U puede ser la auxina o el potencial. A) Se muestra la polarización basal como función de potencial
elástico de la celda m y el potencial promedio. La polarización basal sólo depende de Vm > V̄ siempre
y cuando ∇V · ∇c > 0. Las flechas sobre la pared celular indican entonces que la auxina se transporta
de la parte apical a la parte basal. B) Se muestra el segmento de la pared celular sin estados de
polarización ya que ∇V · ∇c < 0. C) Se presenta el estado de polarización apical en el segmento de
pared celular. La polarización apical depende sólo de Vm < V̄ y el producto de los gradientes positivo.
Las flechas en la pared celular indican que el transporte de auxina proviene de la celda m que está
más cerca de la parte basal de la raíz que la celda i.
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5
Modelo del ciclo celular y adaptaciones
para la simulación

En este capítulo describiremos un modelo para la acción de las ciclinas en el ciclo celular y con ello
cerraremos la propuesta de tres dinámicas acopladas para la proliferación celular que mencionamos
en la figura 3.1 del capítulo tres. Una vez concluido la propuesta de modelar el ciclo celular haremos
una estimación de los parámetros usados considerando que las dinámicas ya están acopladas. Con este
análisis presentaremos dos formas de medir la proliferación celular en los capítulos seis y siete.

5.1. El ciclo celular y el modelo Lotka-Volterra

Suponiendo que el período de división celular está regulado mayormente por la concentración local de
auxinas como una simplificación de la dinámica hormonal del ciclo celular [109, 137] y los resultados
experimentales que muestran que la auxina es una componente importante y necesaria en dicha regu-
lación [106, 109, 110, 111]. Podemos decir que las oscilaciones de las ciclinas se deben a una interacción
con la auxina y con ello el tránsito por las fases del ciclo celular. Para poder describir las oscilaciones
de las ciclinas en términos de la auxina, elegimos dos ciclinas características del ciclo celular. En este
caso elegimos las ciclinas del tipo B y del tipo D, ya que ambas tienden a oscilar con una antifase y
presentan un máximo en fases determinadas del ciclo celular que son importantes para la división. En la
figura 5.1 mostramos con líneas y símbolos los resultado experimentales [138] de estas dos ciclinas. Las
oscilaciones de la ciclina del tipo D está representada por triángulos y una línea en color morado, mien-
tras que la ciclina del tipo B está dibujada con una línea verde y rombos. Observe que la ciclina tipo B
presenta un máximo en la fase M, mientras que la ciclina tipo D alcanza su máximo en la fase S (ver
sección 2.4.1). Este papel oscilatorio sugiere entonces que hay una competencia repetitiva entre am-
bas ciclinas y con ello se puede sugerir algún modelo tipo oscilador no-lineal que represente de manera
adecuada las oscilaciones de la ciclinas y que a su vez garantice un modelo robusto para el ciclo celular.

Considerando que las ciclinas CYCD y CYCB regulan el transito entre las fases G2-M y G1-S (ver
figura 2.7), elegimos entonces un sistema no-lineal como el Lotka-Volterra con dos componentes que
asemeja una dinámica depredador-presa entre estas dos ciclinas [139]. Las ecuaciones dinámicas en su
forma adimensional para el modelo Lotka-Volterra son [13]:

∂f

∂τ
= f(1− g)

∂g

∂τ
= βg(f − 1),

(5.1)

donde f y g representan ahora las ciclinas del tipo D y B, respectivamente. La parte importante de
este modelo, es que el período T está representado por un sólo parámetro β, que es la razón entre la
tasa de mortalidad del “depredador” g y la tasa de crecimiento de la “presa” f . Así la relación que sigue
el período es:

T =
2π√
β
, (5.2)
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que es inversamente proporcional a la raíz cuadrada de la razón entre el crecimiento de f y la muerte
de g. En la figura 5.1 ilustramos las oscilaciones de las ciclinas y su semejanza con las variables de las
ecuaciones (5.1) cuando transitan entre las fases del ciclo celular.

En principio, la forma en la que todas las células se pueden replicar es exactamente la misma y
las ecuaciones (5.1) representa el carácter robusto que necesitamos para un modelo de ciclo celular.
No obstante, las células en diferentes tejidos de la raíz presentan diferentes tasas de proliferación y
esto nos lleva a suponer que el período de división celular puede ser diferente entre las células del
RAM, especialmente entre las células internas y las células de la epidermis. Por ello, nombraremos βe
al parámetro que se relaciona con el período de las células de la epidermis y β al parámetro que se
relaciona con el período de las células de internas del RAM. Más adelante haremos unos experimentos
numéricos para saber la importancia de este parámetro del ciclo celular en diferente tipo de células.
De esta forma, la ecuación (5.2) representa los tiempos de división celular y la actividad de las ciclinas
en cualquier célula de la raíz. En la siguiente sección veremos como acoplamos el modelo del ciclo
celular, el transporte de auxinas y el campo elástico para generar un modelo de proliferación celular
que garantice un crecimiento adecuado del meristemo de la raíz.

Fase S Fase M Fase G1Fase G2

Figura 5.1: Mostramos las oscilaciones de las ciclinas del tipo D (triángulos de color morado) y las
ciclinas de tipo B (rombos verdes) tomadas de los perfiles de expresión genética disponibles en la página
web Genevestigator [138]. También mostramos las oscilaciones de dos sustancias usando el modelo de
Lotka-Volterra adimensional donde la ciclina tipo B está dibujada con la línea a trazos en azul y la
ciclina tipo D es la línea roja. En la parte superior mostramos las fases del ciclo celular y con líneas
punteas dividimos la duración del ciclo.
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5.1.1. Adaptación del ciclo celular y la división celular

Los datos experimentales sugieren que el ciclo celular se detiene en un umbral de concentración de
auxina y que el período del ciclo celular está gobernado por la concentración de auxina [140]. Por
tanto, podemos suponer que la cantidad de auxina en cada célula genera una respuesta lineal en la
dinámica del ciclo celular y por ello proponemos que:

β = γci, (5.3)

donde γ es una constante de proporcionalidad relacionada con la escala de reproducción τ . En este
sentido, cada célula tiene un reloj interno que corre tan rápido o tan lento como la concentración de
auxina en cada célula.

Adaptación en la simulación numérica

De esta forma, podemos decir que el acoplamiento de estas dinámicas (ecuaciones (5.1) y (5.3))
en la simulación numérica tiene como el resultado que la célula i se divida cuando su reloj interno t
cumpla un período del ciclo celular, esto es t = δ(n∆t − Ti[τ ]), donde δ es la función de Kronecker y
n∆t es el número de iteraciones en la simulación. El período se relaciona con la escala de reproducción
debido a que γ depende de él.

Para implementar la división celular consideramos que:

1. En cada paso de tiempo, el reloj interno de cada célula se incrementa de acuerdo a la concentración
de auxina siguiendo la ecuación (5.3).

2. Se detectan las células que han completado un período en cada paso de tiempo y se inicia el
proceso de división celular. El reloj de la célula madre y de la célula hija se inician en cero.

3. El proceso de división celular consiste en sustituir la posición ~ri de la célula que completó el
período del ciclo celular por dos puntos que se orientan al azar (si la célula pertenece al meristemo)
o en dirección longitudinal (si las células pertenecen a la epidermis) a una distancia cercana a
~ri. Tomando el área de un círculo como el área equivalente de la célula, entonces la distancia a
la que se eligen los puntos respecto a ~ri es del orden de un cuarto del radio del círculo. Esto con
la finalidad de que los tamaños de las células resultantes sea del orden de la mitad de la célula
inicial.

4. La energía cinética (v2/2) de la célula madre es repartida por la mitad entre la célula madre y la
célula hija y las velocidades que poseen son opuesta. La energía potencial elástica es recalculada.

5. Para garantizar que la célula hija obtendrá el área suficiente cuando alcance su madurez, de-
cidimos aumentar el área del dominio en una parte proporcional al número de células nuevas.
Con la finalidad de mantener el dominio en la parte apical sin cambios y simular el tránsito de
las células por las zonas de la raíz (ver figura 2.3), decidimos incrementar el área del dominio
aumentando la parte superior del rectángulo.

6. La célula madre y la hija conservan la misma concentración de auxina.

Los cambios en el tamaño de dominio y el tamaño de las nuevas células producen una reorganización
en todas la células de la raíz y esto afecta de manera local el valor del potencial elástico. Al mismo
tiempo estos cambios alteran la concentración de auxina y esto a su vez las tasas de proliferación celular.
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De esta manera, el acoplamiento de estas dinámicas sólo está gobernado por las escalas temporales. En
ese sentido, para lograr la representación de un sistema real es necesario entonces entonar los parámetros
de los modelos con sus respectivos valores experimentales y comprobar que cualquier cambio en las
condiciones iniciales mantiene la estructura de la raíz simulada igual.

5.2. Estimación numérica de los parámetros

Los parámetro elegidos para cada modelo deben cumplir con las condiciones experimentales. Para ello
consideramos que el número de divisiones celulares por unidad de tiempo es 2.6 eventos/hr, que la
tasa de producción celular (número de células que pasan por una posición determinada por unidad de
tiempo) es de 0 a 6 células/(mm hr) y que la tasa de proliferación celular está entre 0 y 50 µm/hr en
el RAM [141].

Dado que el valor de las constantes elásticas establecen las unidades para las variaciones temporales
y el comportamiento dinámico del sistema, entonces iniciaremos con ellas para estimar su valor. Se sabe
que la constante Kc está relacionada con el módulo elástico o módulo de Young, E, de cada célula
(ver apéndice B) y que los resultados experimentales sobre propiedades mecánicas de las paredes
celulares y tejidos revelan que E ∼ 10 MPa [142]. Para establecer una cota en el valor numérico para
Kc, supondremos que las células están en equilibrio en un arreglo hexagonal y que la magnitud de
la fuerza elástica es |FE | = ES0∆L/L0, donde S0 es el área de contacto entre dos células vecinas,
∆L = |A − A0|1/2 es el cambio en la longitud al que se somete una célula que está creciendo y
A0 =

√
3L2

0 es el área del hexágono. L0 representa la distancia entre los centros de dos células continuas
o el diámetro de una de ellas. En nuestro modelo, esta magnitud de la fuerza tendría su equivalencia
y observaríamos que |FKc

| = Kc|~ri − ~r0i
|. Si nos situamos en una célula que recién se ha dividido,

entonces su área A = A0/2, esto hace que ∆L =
√√

3L2
0/2, |~ri−~r0i

| ' L0/2 y S0 = A0/6. Si igualamos
las dos magnitudes de la fuerza encontramos que:

Kc '
L0√
2
√

3
E. (5.4)

Así, si tomamos el diámetro promedio de una célula como L0 = 15µm [141] y E = 10 MPa, enton-
ces Kc ∼ 80 Pa−m. Del mismo modo podemos considerar la situación de una célula de la epidermis
y tomar un módulo elástico E = 15 MPa que representa una célula con paredes más rígidas y con
ello obtener que Kce ∼ 120 Pa−m. Si pensamos que Kv y Ke están relacionados con las propiedades
mecánicas de la pared y membrana celular, la resistencia a la presión de turgencia y el metabolismo
de la célula, entonces resulta difícil poder asociarles sólo una propiedad biológica. Sin embargo, la di-
námica de las ecuaciones (3.8) y (3.10) el primer término debería de producir una fuerza restauradora
de la misma magnitud que el segundo término si la forma y la geometría del dominio se mantienen
durante el crecimiento. Por tanto, podemos considerar que el valor numérico para estas dos cantidades
es Kv ' 80 Pa/m y Ke ' 120 Pa/m para que el sistema se relaje y el conjunto completo de células
mantenga el mismo tamaño y forma. Realizando un simulacro numérico con estos valores obtuvimos
que la dinámica de crecimiento es comparable con cantidades experimentales medidas.

Como mencionamos en el capítulo 3, el parámetro k está relacionado con una amortiguamiento
viscoso que permite un cambio simplástico en las células. El valor de ki,e para cada célula (i en el
meristemo o e en la epidermis) puede ser estimado si se piensa que la amplitud del movimiento ar-
mónico e−iωt, causado por las fuerzas armónicas, se reduce por un factor 1/e en un intervalo para
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eliminar la oscilación. Pensando que ese intervalo debería de ser el equivalente a un período η = 2π/ω,
entonces k ≥ m/η. Note que la masa m en las ecuaciones (3.10) es igual a la unidad. Por tanto
ω = 2

√
Kc/m ≈ 18 sec−1 y k = mω/2π = 2,84 Pa−m− sec.

Los valores usados en la simulación numérica son Kc = 80, Kv = 80, Kce = 120, Ke = 120 y
ki,e = 3. Con este conjunto de valores podemos decir que las escalas de tiempo ∆t en la simulación
son del orden de 3 min si observamos que el número de células en una raíz de siete días de crecimiento
(ver figura 2.1) son alrededor de 350 y que una simulación típica (ver figura 6.2) reproduce esa misma
cantidad de células en 3400 iteraciones. Esto significa que ∆t = (7× 24× 60)/3400 = 3 min. Dado que
las propiedades tensoras de la epidermis cambian toda la dinámica de las células internas, podemos
dividir la otra serie de parámetros en dos casos: 1) cuando no hay celdas de Voronoi que representen
las células de la epidermis y 2) cuando sí las hay. En el primer caso, α = 8, γ = 100 y β ≈ 50 en
unidades de τ . En el segundo caso, α = 5, γ = 250, β ≈ 15 y βe ≈ 5 en unidades de τ . En los dos
casos τ ≈ 100 ×∆t para reproducir un período del ciclo celular del orden de 12 hr, como lo muestra
la figura 5.1. El valor valor de la difusión es D0 =0.08. Cabe mencionar que el valor numérico de estos
parámetros garantiza el tamaño correcto del la zona meristemática [20]. Los programas para crecer los
meristemos se encuentran disponibles en la plataforma github para cualquier consulta [143].
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6
Proliferación celular considerando sólo
las células internas de la raíz

6.1. Condiciones generales

En este capítulo presentaremos los resultados obtenidos del acoplamiento de los modelos planteados en
los capítulos 3, 4 y 5 considerando sólo la acción de las células internas en la proliferación celular. Para
ello usaremos la ecuación (3.8) para el potencial elástico y la integración numérica de la ecuación (3.10)
mediante el método de Euler. Para el transporte de auxina usaremos la ecuación (4.6) y la acción de
los PINs será modelada con compuertas usando la ecuación (4.7). Cabe mencionar que se aprovechó la
malla que generan los diagramas de Voronoi y la triangulación de Delaunay para calcular los gradientes
en las ecuaciones dinámicas. Los programas para crecer los meristemos se encuentran disponibles en la
plataforma github bajo el nombre de Mainroot2012.m para cualquier consulta [143]. En la figura 6.1
mostramos un diagrama de flujo que ilustra un ciclo típico de integración numérica donde se incluyen
en forma de módulos las dinámicas del potencial elástico, el transporte de auxinas y del ciclo celular,
así como la acción de los PINs, la construcción de los diagramas de Voronoi y los procesos de división
celular. El programa se inicializa con N = 11 células con posiciones (~ri) aleatorias. Las velocidades
(~vi) y el reloj del ciclo celular se inicia en cero para todas las celdas i. Observe que las flechas indican
la dirección en la que se integran las dinámicas y que los círculos en rojo representan decisiones lógicas
que se cumplen en determinado tiempo. En los diferentes módulos hemos escrito las ecuaciones que
se integran numéricamente. Cabe mencionar que los parámetros usados en este capítulo son Kc = 80,
Kv = 80, ki = 3, α = 8, γ = 100, β = 50 y D0 = 0.

6.2. Desarrollo de la raíz

6.2.1. Concentración de auxinas y posición del QC

Como mencionamos, nuestro modelo de trasporte de auxina sólo se ocupa del flujo de auxina y no de
las posibles fuentes de síntesis y degradación de ésta. Así que para que nuestro modelo tome en cuenta
estos factores y genere un referencia de hacia donde se mueve la auxina, normalizamos la concentración
de auxinas en cada paso de tiempo. De esta forma, la distribución de auxinas ya no depende de las
condiciones iniciales y hace más robusto las dinámicas empleadas. La concentración de auxina ci se
inicia con una concentración normal entre cero y uno. Así, usando los resultados experimentales sobre
la distribución de auxina en la raíz (ver figura 2.4) proponemos como aproximación dejar la posición
del QC fija y asociarle al mismo el valor máximo de la auxina todo el tiempo. Esto con la finaliad de
reproducir las características que mencionamos del QC en la sección 2.2.1. En la simulaciones numéricas
representamos el QC con dos células ubicadas en la parte apical de la raíz haciendo una analogía con las
micrografías tomadas de la raíz de Arabidopsis. Esto desde luego es algo puesto ad hoc en la dinámica,
pero por ahora no estamos preocupados por la emergencia del QC y más bien nos interesa saber como
se recuperan las patrones de proliferación celular en el RAM. En el capítulo siguiente abordaremos la
emergencia del QC y su importancia para el crecimiento de la raíz.
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Figura 6.1: Diagrama de flujo que ilustra el algoritmo que utilizamos para la integración numérica de
las diámicas del campo elástico, el transporte de auxinas y del ciclo celular, así como la acción de los
PINs, la construcción de los diagramas de Voronoi y los procesos de división celular. Cada módulo tiene
asociada la ecuación dinámica que resuelve. En la parte superior escribimos las condiciones iniciales
en color azul y los parámetros en color rojo. El código de color de cada módulo ilustra el esquema de
interacciones del modelo propuesto en la figura 3.1. Los valores t y ∆t son el tiempo de simulación y el
tiempo de iteraciones, respectivamente. θ representa el tiempo final de la simulación y δ(n∆t− Ti[τ ])
representa la condición temporal para que una célula se divida, cuando esta condición se cumple, el
reloj de la célula completó un período del ciclo celular. Los círculos en rojo representan decisiones
lógicas que se toman en determinado tiempo.

6.2.2. Proliferación celular

En la figura. 6.2 mostramos el crecimiento de una raíz en diferentes tiempos de la simulación. Iniciamos
con once puntos el dominio parabólico y posteriormente aumentamos el tamaño del rectángulo para
albergar más células. El QC está marcado con dos rombos blancos. Cabe mencionar que la baja tasa de
reproducción del QC se incluyo en la simulación con factor 10:1 en el ciclo celular [46, 50], esto significa
que deben ocurrir diez divisiones en la zona meristemática por sólo una en el QC. La concentración
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6.2. Desarrollo de la raíz

de auxina está representada con una escala de colores donde el rojo significa mayor concentración y
el azul menor concentración de auxina. La figura encerrada por el rectángulo en la figura 6.2 muestra
un proceso típico en la construcción de los diagramas de Voronoi y la reproducción celular. Observe
que a los 400 pasos de tiempo (primera imagen en la figura 6.2) las células ya llegaron a un estado de
equilibrio con una forma y tamaño uniforme y donde el gradiente de auxina ya ha formado un patrón
espacial similar al mostrado en la figura 2.4. Como es de esperar, este gradiente dicta los tiempos
de proliferación celular de forma local y con ello los eventos de división celular crean un aumento
repentino del potencial local. Esto a su vez regula el transporte de auxina y ocurre el fenómeno de
auto-regulación. Observe que en el dominio de transición (TD) la cantidad de auxina es menor que en
el dominio de proliferación (CPD), lo que hace que el CPD mantenga mucho más actividad mitótica
(ver figura 6.3).

TZ

MZ

Saturday, February 2, 13

Crecimiento típico

TD

CPD

Figura 6.2: Mostramos cuatro imágenes de la raíz que corresponden a 400, 1400, 2400 y 3400 pasos
de tiempo de la simulación o 1, 3, 5 y 7 días aproximadamente. La escala de color representa la
concentración de auxina siendo el color rojo los sitios con mayor concentración y el color azul los
sitios con menor concentración. La figura en el rectángulo muestra la construción de los diagramas de
Voronoi y la división celular. Hemos marcado el dominio de proliferación celular (CPD) y el dominio
de transición (TD) como función de sus tasas de reproducción y el valor del potencial. El QC está
marcado con rombos blancos.

Aunque las interacciones dinámicas suelen tener un comportamiento no-lineal, el gradiente de la
auxina suele conservarse a lo largo de raíz y los procesos de crecimiento y patrones celulares parecen
no sufrir alteraciones notables a pesar de iniciar las simulaciones numéricas con diferentes condicio-
nes aleatorias. Esto hace que la complejidad de tales dinámicas y los patrones emergentes posean
características robustas que nos permiten seguir explorando otras propiedades en la raíz.
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6.2.3. Comparación entre la simulación y el experimento

En la figura 6.3 graficamos las tres dinámicas involucradas en el crecimiento de la raíz como función de
la distancia al ápice o punta de la raíz. Lo interesante de esta figura es que nos permiten monitorear la
actividad celular alrededor de cualquier intervalo. Por ejemplo, si nos fijamos alrededor de la posición
del centro quiescente (observe la estrella alrededor de 100 µm) notamos que hay una gran concentración
de auxina y un mínimo de potencial elástico que imitan las actividades del nicho de células troncales.
En la región central por ejemplo, la disminución de auxina y un potencial elástico casi al mínimo imitan
la zona meristemática con tasas de proliferación casi constantes. Note que la proliferación celular es
una medida del reloj del ciclo celular. Como un ejemplo más, observamos que nuestra simulación imita
la zona de transición en los lugares lejanos a la punta. Como recordaremos, la zona de transición se
caracteriza por un potencial elástico grande (debido al tamaño celular más grande), una concentración
de auxina muy baja y nula actividad mitótica. Desde luego que si se aumenta el tiempo en el que obser-
vemos la raíz podemos ver otros efectos que apenas parecen iniciar. Por ejemplo en la parte más alejada
de la punta, la figura 6.3 muestra que el potencial elástico crece mucho y que la auxina se ha concentra-
do en otra zona. Como vimos en el capítulo 2, estas propiedades corresponden al tránsito de las células
a la zona de elongación y, por tanto, podemos decir que esa parte de la raíz imita la zona de elongación.
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Figura 6.3: Se muestra el potencial elástico (línea azul a trazos), la concentración de auxinas (línea
roja) y el reloj del ciclo celular (línea negra punteada) normalizados como función de la distancia
al ápice de la raíz. Las cantidades mostradas se tomaron de la raíz con 7 días de crecimiento (3400
tiempos de simulación). La estrella en el eje de las abscisas representa la posición del QC.
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Todos estos hechos indican que los patrones que emergen del modelo son similares a las observadas
en la raíz e imitan las condiciones observadas tanto para la distribución de auxina [55, 144] como
para los patrones de proliferación celular [145]. Asimismo estas concordancias permiten extender nues-
tros estudios y usar el modelo para explorar diferentes condiciones de crecimiento. Para encaminarnos
en esta dirección es necesario seguir validando nuestro modelo con algunas otras mediciones experi-
mentales. Por lo pronto, en la figura 6.4 mostramos un histograma con el número de reproducciones
como función de la distancia a la punta en una raíz de siete días. Observe que el número de divisio-
nes restringe los dominios en la raíz y de hecho, nos permite definir la longitud máxima de la zona
meristemática, que en este caso está confinada a los 300 µm. Desde luego que esta medida depende
de los parámetros elegidos, en específico del parámetro α que gobiernan el transporte (ver figura 6.9
más adelante), dado que de él depende que las células más alejadas de la punta no se dividan. Es
evidente que el acoplamiento dinámico en nuestro modelo genera entonces una forma de explorar la
transición entre zonas de la raíz, particularmente las transiciones del dominio de proliferación a los
dominios de transición y elongación, así como una forma de cuantificar el tamaño de otros dominios
como el nicho de células troncales y el de proliferación. En el siguiente capítulo abordaremos este tipo
de pruebas. Observe que el potencial elástico (puntos rojos) en la figura 6.4 también ayuda a identi-
ficar la zona meristemática, ya que éste se incrementa cuando las células ya no pertenecen al meristemo.
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.

La enerǵıa total ⌦ se define como:

⌦ =

Z

V

! dr, (5)

donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
los campos � y u de la forma siguiente:

@�

@t
= �M�

�⌦

��

@u

@t
= �D

�⌦

�u
,

(6)

donde
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 14

Los valores usados en las simulaciones son entonces Kc = 80, Kv = 80 and
k = 3. Con estos valorise uno puede obtainer la escala de tiempo real de los
pass �t que isa el método de Euler contando cuantos pasos se necesitan para
que el nḿuero experimental de divisiones celulares se alcance en ese intervalo.
Tomando la figura ?? como referencia, vemos que el número de células es del
orden de 350. Después de tomar promedios en nuestra simulación notamos que
en 3400 iteraciones, usando � = 100 and ↵ = 8, obtenemos el mismo orden de
células. Esto significa que el tiempo que representa una iteración es del orden
de minutos. Considerando que una raíz típica como el de la figura ?? se lleva 7
días en desarrollarse, podemos escribir que �t = (7 ⇥ 24 ⇥ 60)/3400 = 3 min.
Por otro lado, si se considera que el valor promedio de las auxinas es hci = 0.5,
el valor de � es del orden de 100 veces �t. Estos valores reproducen un solo
período del ciclo celular que es de alrededor de 12 hrs ?, además de reproducir
la tasa de proliferación celular (entre 0 y 50 µm/hr) en la zona meristemática,
la tasa de produción celular (entre 0 y 6 células⇥mm�1hr�1) y el número de
divisiones por unidad de tiempo (2.6 events/hr) ?. En la figura .. mostramos un
ejemplo del crecimiento de la raíz.

↵
In Fig. ?? we show an example of the growth of the system. We start with

eight points at random in the parabolic tip of the domain, and we fix the position
of two additional points that represent the niche cells in the centre of the domain,
marked with a white symbol. These cells reproduce at a rate ten times lower
than the others, then, they divide when one detects ten divisions per cell on
average (in the right panel of the figure these niche cells have just divided).
The auxin concentration in these cells is set to the maximum initially, and this
is represented by a dark red colour in the figure. The cell’s position, shape,
and proliferation rate are calculated every time step and the auxin transported
between cells. Observe that after 400 time steps the cells are attaining a uniform
shape and size, and that the auxin gradient is already formed. This gradient
will dictate the time in which a complete cell proliferation cycle is accomplished
locally, and then a cell division occurs, producing a sudden increase of the local
potential that, in turn, governs auxin transport.

En este apartado describiré Las células indiferenciadas o células “madre” no
sólo comparten el mismo ADN, sino también los mismos genes y sus redes gené-
ticas. Durante el desarrollo de un ser vivo las células madre adquieren un destino
específico que indudablemente está gobernado por su expresión genética a través
de sus redes de regulación genética y que hoy en día se asocia a la posición espa-
cial y al linaje celular ?. Si bien la diferenciación celular ocurre como resultado
de una complicada interacción química en el medio intercelular e intracelular a
través del uso de intrincados medios de comunicación entre las células, entonces
es apropiado pensar en estos procesos como un sistema coevolutivo en el que la
dinámica de las redes genéticas de cada célula recibe su estado espacio-temporal
mediante un campo físico macroscópico que a su vez se ve influenciado por la
misma expresión de los genes.

Saturday, February 2, 13

Proliferación celular

Figura 6.4: Mostramos un histograma del número de divisiones celulares a lo largo de la raíz y
sobreponemos el potencial elástico con puntos rojos. Observe que ya no hay división celular después de
los 300µm, lo que significa que el meristemo alcanza una longitud determinada. Note que el potencial
refleja también el estado del meristemo al aumentar su magnitud como consecuencia de que las células
ya no puedan dividirse.
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Con la información experimental recabada y la plataforma de simulación numérica de la raíz po-
demos examinar ciertas medidas experimentales. En las figuras 6.5-6.8 mostramos estas cantidades
después de haber hecho un análisis estadístico del crecimiento de la raíz durante seis días bajo dife-
rentes condiciones iniciales. En la figura 6.5 mostramos la tasa de reproducción a lo largo de la raíz
medida desde la posición del QC usando la simulación numérica (línea azul a trazos) y la información
experimental (línea roja) reportada por Beemster y Baskin [141]. Cabe mencionar que nuestros resul-
tados numéricos nos dan información desde la punta a la base de la raíz y no desde el centro quiescente,
y por ello fue necesario eliminar la información de las células que están por debajo del QC. Nótese que
hay una correlación bastante buena entre la simulación y los experimentos (ver figura 6.5).Resultados
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
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a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
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tá
n
ea

lo
ca

l,
la

✏
es

tá
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
los campos � y u de la forma siguiente:
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Figura 6.5: Se muestra la tasa de proliferación como función de la distancia al centro quiescente. Los
resultados de la simulación (línea azul a trazos) corresponde a una raíz de seis días de crecimiento y
los resultados experimentales (línea roja) fueron tomados de Beemster y Baskin [141].

En la figura 6.6 mostramos la distribución de frecuencias para la longitud celular. Cabe mencionar
que la longitud l de una célula simulada se mide como el diámetro que representa un círculo con área
equivalente al de una célula simulada, esto es Ai = π(l/2)2. En la parte experimental, la longitud se
mide como la distancia en dirección vertical en cada célula de la micrografía de la figura 2.1. Observe
que la naturaleza de la proliferación y el crecimiento celular tienen una dinámica compleja [146] que
hace que el histograma no coincida en su totalidad; sin embargo, los resultados numéricos tiene las
misma características cualitativas del experimento, es decir, presenta una distribución unimodal entre
∼ 10 y ∼ 35 µm, con un máximo alrededor de 15 µm. Otros resultados experimentales avalan este
comportamiento unimodal en la distribución [147] y, por tanto, podemos decir que nuestro modelo está
preparado para predecir los tamaños celulares.

En la figura 6.7 presentamos la longitud celular (círculos azules) como una función de la distancia
al centro quiescente (QC). La curva experimental (línea roja) fue tomada del artículo de Beemster
y Baskin [141]. De nuevo fue necesario eliminar la información de las células que están por debajo
del QC pues nuestra simulación nos mide la distancia desde el ápice. Note que la correlación entre el
experimento y la simulación es muy buena.
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6.2. Desarrollo de la raíz
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representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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té
rm

in
o

d
e

cu
rv

at
u
ra

es
p
on

tá
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rá

ız
n
o

se
co

n
se

rv
a.

E
n
to

n
ce

s
p
o
d
em

os
in

te
rp

re
ta

r
la

ci
n
ét

ic
a

d
e

lo
s
ca

m
p
os

co
m

o
u
n
a

ci
n
ét

ic
a

n
o

co
n
se

rv
at

iv
a

y
p
or

ta
n
to

la
d
in

ám
ic

a
d
el

si
st

em
a

se
p
u
ed

e
ca

lc
u
la

r
a

p
ar

ti
r

d
e

la
va

ri
ac

ió
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tá
re

la
ci

on
ad

a
al

an
ch

o
d
e

la
in

te
rf

as
e

y
�

es
el

p
ar

ám
et

ro
q
u
e

m
id

e
la

fu
er

za
d
e

la
in

te
ra

cc
ió
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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⌦ =
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donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
los campos � y u de la forma siguiente:
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Figura 6.6: Se presenta la distribución de frecuencias de la longitud celular (histograma en azul). Los
datos experimentales fueron obtenido de la figura 2.1.
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La enerǵıa total ⌦ se define como:

⌦ =

Z

V

! dr, (5)
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� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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tá
re

la
ci

on
ad

a
al

an
ch

o
d
e

la
in

te
rf

as
e

y
�

es
el

p
ar

ám
et

ro
q
u
e

m
id

e
la

fu
er

za
d
e

la
in

te
ra

cc
ió
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
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@�

@t
= �M�

�⌦

��

@u

@t
= �D

�⌦

�u
,

(6)

donde

3

Saturday, February 2, 13

Figura 6.7: Se muestra la longitud de las células como función de su distancia al QC. Los resultados
de la simulación (círculos en azul) corresponde a una raíz de seis días de crecimiento y los resultados
experimentales (línea roja) fueron tomados de Beemster y Baskin [141].
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Capítulo 6. Proliferación celular y las células internas

Finalmente, en la figura 6.8 mostramos la velocidad promedio de proliferación celular vp definida
por Beemster y Baskin [141] en donde se mide la posición de una célula i por unidad de tiempo t como
xi,t en un intervalo determinado de la raíz y se promedia temporalmente, es decir, la velocidad para
la célula i se escribe como vp(x) = (xi,t2 − xi,t1)/(t2 − t1) donde x =0.5(xi,t1 + xi,t2). En la figura 6.8
mostramos las medidas experimentales con un línea roja y los resultados numéricos los presentamos
con círculos de color azul. En nuestra simulación monitoreamos la posición de cada células con respecto
al ápice de la raíz y posteriormente cambiamos al sistema de referencia al QC. Cabe mencionar que la
posición del ápice cambia en cada paso de la simulación debido a las divisiones celulares. La correlación
entre los datos experimentales y los simulados de nuevo es muy buena y con ello podemos decir que
nuestro modelo y su plataforma de simulación numérica están validados y pueden usarse para realizar
otros estudios.
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representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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ió
n

in
ic

ia
l
d
el

ca
m

p
o
�̃

co
n

8
cé
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Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).
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donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.
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! dr, (5)

donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
los campos � y u de la forma siguiente:
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Figura 6.8: Presentamos la velocidad promedio de proliferación como función de la distancia al QC,
las condiciones de la simulación y los datos experimentales son igual que en las figuras 6.5 y 6.7.

6.2.4. Discusión y predicciones

Los resultados de las figuras 6.4-6.8 muestran que el modelo sin una epidermis definida por celdas
de Voronoi recupera las transiciones entre los diferentes dominios de la raíz. Además, muestran que
hay una correlación muy buena entre los datos obtenidos con la simulación numérica y los resultados
experimentales. De esta forma, las dinámicas propuestas para el ciclo celular, el transporte de auxina
y la fuerza elástica permiten que el modelo funcione como una plataforma numérica teórica para ex-
plorar diferentes hipótesis sobre el gradiente de auxinas, la proliferación celular y la inclusión genética
a través de redes reguladoras de genes.

Como mencionamos en la sección de resultados, el modelo presenta ventajas para explorar dife-
rentes condiciones de crecimiento. Una de estas ventajas se resume al modificar la constante α que se
relaciona con el transporte de auxinas. Algunos estudios [63, 79, 148, 149] sugieren que el tamaño del
RAM depende de las condiciones de crecimiento y sus alteraciones por los niveles de auxina presentes,
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ya sea de manera interna en la raíz o por condiciones externas. Ya que el parámetro α representa en
cierta forma la razón entre las interacciones del potencial elástico y el transporte de auxina, podemos
darnos a la tarea de explorar su función en las dinámicas propuestas por nuestro modelo. En la figu-
ra 6.9 mostramos la dependencia entre el tamaño de la zona meristemática y el valor de α. Tomamos
como medida de la zona meristemática la distancia más alejada donde ocurre una división en la raíz.
Para poner un ejemplo, cuando α = 8 la zona meristemática tiene un tamaño de 300 µm (figura 6.4).
Como puede observase en la figura 6.9 la longitud de la zona meristemática decrece como una ley
de potencias conforme el parámetro α se incrementa. Note también que este resultado completa las
propuesta encontradas en la literatura [63, 79, 148, 149].Predicción en proceso experimental
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cé
lu

la
s.

F
ig

u
ra

to
m

ad
a

d
e

[3
].

(b
)

C
on

d
ic

ió
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 14

Los valores usados en las simulaciones son entonces Kc = 80, Kv = 80 and
k = 3. Con estos valorise uno puede obtainer la escala de tiempo real de los
pass �t que isa el método de Euler contando cuantos pasos se necesitan para
que el nḿuero experimental de divisiones celulares se alcance en ese intervalo.
Tomando la figura ?? como referencia, vemos que el número de células es del
orden de 350. Después de tomar promedios en nuestra simulación notamos que
en 3400 iteraciones, usando � = 100 and ↵ = 8, obtenemos el mismo orden de
células. Esto significa que el tiempo que representa una iteración es del orden
de minutos. Considerando que una raíz típica como el de la figura ?? se lleva 7
días en desarrollarse, podemos escribir que �t = (7 ⇥ 24 ⇥ 60)/3400 = 3 min.
Por otro lado, si se considera que el valor promedio de las auxinas es hci = 0.5,
el valor de � es del orden de 100 veces �t. Estos valores reproducen un solo
período del ciclo celular que es de alrededor de 12 hrs ?, además de reproducir
la tasa de proliferación celular (entre 0 y 50 µm/hr) en la zona meristemática,
la tasa de produción celular (entre 0 y 6 células⇥mm�1hr�1) y el número de
divisiones por unidad de tiempo (2.6 events/hr) ?. En la figura .. mostramos un
ejemplo del crecimiento de la raíz.

↵
In Fig. ?? we show an example of the growth of the system. We start with

eight points at random in the parabolic tip of the domain, and we fix the position
of two additional points that represent the niche cells in the centre of the domain,
marked with a white symbol. These cells reproduce at a rate ten times lower
than the others, then, they divide when one detects ten divisions per cell on
average (in the right panel of the figure these niche cells have just divided).
The auxin concentration in these cells is set to the maximum initially, and this
is represented by a dark red colour in the figure. The cell’s position, shape,
and proliferation rate are calculated every time step and the auxin transported
between cells. Observe that after 400 time steps the cells are attaining a uniform
shape and size, and that the auxin gradient is already formed. This gradient
will dictate the time in which a complete cell proliferation cycle is accomplished
locally, and then a cell division occurs, producing a sudden increase of the local
potential that, in turn, governs auxin transport.

En este apartado describiré Las células indiferenciadas o células “madre” no
sólo comparten el mismo ADN, sino también los mismos genes y sus redes gené-
ticas. Durante el desarrollo de un ser vivo las células madre adquieren un destino
específico que indudablemente está gobernado por su expresión genética a través
de sus redes de regulación genética y que hoy en día se asocia a la posición espa-
cial y al linaje celular ?. Si bien la diferenciación celular ocurre como resultado
de una complicada interacción química en el medio intercelular e intracelular a
través del uso de intrincados medios de comunicación entre las células, entonces
es apropiado pensar en estos procesos como un sistema coevolutivo en el que la
dinámica de las redes genéticas de cada célula recibe su estado espacio-temporal
mediante un campo físico macroscópico que a su vez se ve influenciado por la
misma expresión de los genes.
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Introduction

The study of stem-cell niche patterns, and specifically how stem
cells can maintain their totipotent state while simultaneously giving
rise to daughter cells that obtain distinct fates to form differentiated
tissues and organs, is fundamental to understanding the develop-
ment of multicellular organisms [1]. Although plants and animals
have key differences in their development (e.g. lack of cell migration
in plant development), the cellular organization of stem-cell niches
in both lineages reveals striking similarities [1,2]. In both plants and
animals, stem-cell niches are formed by an organizer group of cells
with low rates of division, surrounded by stem cells with slightly
higher division rates. Moving distally from the organizer and stem
cells, cells proliferate at high rates. This proliferation domain (also
called amplification domain) is bordered by the elongation and then
the differentiation domains where proliferation stops and expansion
and differentiation, respectively, take place [1,3].

Gene interactions within intracellular complex regulatory networks
(GRN) [4,5] or from morphogen dynamics at supracellular scales (see
[6,7]) are fundamental for proper growth and development. Indeed

organ and tissue development, as well as stem cell maintenance relies
to a great extent on complex transcriptional regulatory networks and
chemical fields. However, these are not the only components of
pattern formation. It is now recognized that physical fields are also
critical to explain developmental patterns, as they may provide
positional information that modifies cell behavior and differentiation
(see [6,7]). At the cellular level, the simplest physical constraint is
space. Cell expansion is driven by turgidity, which is an important
force acting on the cell wall [8]. The cell wall is a network of rigid
cellulose microfibrils cross-linked by polysaccharides and proteins,
that confer stiffness to the wall and allows it to resist turgidity [9].
Expansion of the cell is opposed by the rigidity of the cell wall,
producing a real stress field. Recent evidence shows that these kind of
mechanical cues are transmitted to the nucleus and, directly or
indirectly, regulate transcription factors (see for instance [10] and
references therein).

Given the complexity of the processes involved in the coupling
of developmental restrictions, mathematical and computational
tools have become indispensable in our efforts to understand the
network of interactions involved in cellular differentiation and
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Figura 6.9: Mostramos en una escala semilogarítmica el tamaño de la zona meristemática de la raíz
como función de la tasa de transporte de auxina α de forma teórica. Los rombos azules muestran los
resultados numéricos y línea roja es un ajuste para la distribución de estos puntos. La función de
ajuste sigue una ley de potencias de la forma f(x) = 1.7x−0.26 + 1.88 con un coeficiente de correlación
R2 =0.993.

Dado que el crecimiento de plantas es influenciado en cierta proporción por el comportamiento
mecánico de la pared celular, las mediciones de las propiedades mecánicas de las paredes celulares se
vuelven importantes para entender completamente como es que la organización celular se logra. Como
la mayoría de los materiales, las propiedades del material biológico en las paredes celulares dependen
de la magnitud de las fuerzas a los que son sometidos, su edad y de las condiciones fisiológicas [27, 142].
Así que hacer mediciones de las propiedades mecánicas de las paredes en las plantas vivas de vuelve
complicado y de hecho todo un reto para el desarrollo de instrumentación. El uso del módulo elástico
como propiedad mecánica de la pared parece no ser suficiente debido a las anisotropías estructurales
de la pared celular. Por ello las comparaciones entre los valores de Kv y Kc de nuestro modelo y los
valores reportados, para el módulo de elasticidad de las paredes celulares reales, se vuelven complejos
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y tenemos que recurrir a un estado ficticio de equilibrio como las celdas hexagonales. No obstante, el
hecho de que el patrón celular, el gradiente de auxinas y las tasa de proliferación se recuperen a lo
largo de la raíz sugiere que es probable que sean biológicamente significativos o que la raíz posee un
comportamiento robusto muy genérico.

Estos resultados preliminares refuerzan nuestra hipótesis en la que las interacciones entre agen-
tes físicos, químicos y biológicos son suficientes para recuperar patrones morfológicos en la raíz de
Arabidopsis y de cualquier otra planta. De hecho, muestran una correlación importante con los datos
reportados en la literatura [92, 95, 96]. Es interesante notar que un argumento simple sobre la geome-
tría de la raíz que gobierna el tamaño y la forma celular sea suficiente para producir un campo elástico
no uniforme que provee la información espacial necesaria para recuperar los patrones de proliferación
celular en la raíz. Por tanto, podemos considerar que la modificación de las fuerzas físicas cambiaría
el tamaño y forma de las células y con ello el patrón de proliferación. En el capítulo siguiente abor-
daremos este punto al considerar el papel de las células epidérmicas con celdas de Voronoi y veremos
como se modifica la estructura de la raíz al cambiar las condiciones del ciclo celular y las propiedades
mecánicas de las paredes celulares.

Debido a que la auxina no responde únicamente al transporte, sino también a las vías de señaliza-
ción dadas por los transportadores PINs, es entonces notable observar que la localización de auxina no
coincide con las respuestas de transporte, sino con muchas interacciones auto-reguladas por la misma
auxina y las proteínas PIN. Aunque los resultados mostrados en las figuras 4.1, 6.2 y 6.3 muestran el
correcto funcionamiento de la auxina, es importante considerar que el transporte polar dado por los
PINs no está fijo y que tiene una propiedad dinámica que hay que tomar en cuenta dadas las obser-
vaciones experimentales [90]. Cabe señalar que esta propiedad también será explorada en el capítulo
siguiente cambiando la propiedad permeable de las paredes celulares.

Como mencionamos en las condiciones generales, la posición del centro quiescente la tomamos como
una propiedad intrínseca de la raíz y no como una propiedad que emerge del sistema. No obstante,
sabemos que el nicho de células troncales y el propio centro quiescente están gobernados por una red
compleja de interacciones físicas y genéticas que permiten la perpetuación de su estado indiferenciado y
de su tamaño [46, 63, 150]. Por ello se vuelve importante explorar como es el surgimiento de este centro
organizacional. Debido a que la acción de los PINs está estrechamente relacionada con la formación
del nicho de células troncales y el centro quiescente, mostraremos en el capítulo siguiente como emerge
el centro quiescente dado los estados de polarización dinámica de los PINs.

6.3. Conclusiones

Como conclusión de este capítulo podemos decir que el acoplamiento dinámico entre la proliferación
celular, el transporte de auxinas y un campo físico elástico son suficientes para que la organización
celular en la raíz emerja a pesar de las simplificaciones biológicas involucradas. También podemos
agregar que la interacción de los modelos propuestos en este capítulo son capaces de recuperar los
patrones observados en la raíz, como el gradiente de auxina y los dominios a lo largo de la raíz. Por
último podemos decir que los modelos proporcionan una herramienta teórica para explorar algunos
rasgos de crecimiento y predecir sus resultados, como lo vimos en el tamaño del meristemo al cambiar
la tasa de transporte de auxina (ver figura 6.9).
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7

Proliferación celular considerando
las células de la epidermis

7.1. Condiciones generales

En este capítulo extenderemos los resultados del capítulo anterior agregando nuevas condiciones al
potencial elástico, al transporte de auxinas vía los PINs y modificaciones al ciclo celular para poder
incluir la acción de las células de la epidermis. En ese sentido. En este capítulo modelaremos la prolife-
ración celular en la raíz al incluir las células de la epidermis. Para esto, consideramos que el potencial
elástico que gobierna la forma y el tamaño de la células se puede dividir entre las células internas y
las células externas de la epidermis. Para las células internas usamos la descripción del potencial dado
por la ecuación (3.8) y para las células extenas usamos el potencial elástico dado por la ecuación (3.9).
Así, la integración numérica para las posiciones y las velocidades la hacemos usando la ecuación (3.10)
con el método de Euler. Cabe mencionar que la fuerza para la células de la epidermis difiere de la
fuerza de las células internas (en la relación (3.2)) ya que el área de las células de la epidermis toma
en cuenta que el desplazamiento de éstas es sólo en dirección longitudinal (ver ecuación (3.6)). Para el
transporte de auxina usaremos la ecuación 4.6 y tomaremos la acción de los PINs de forma dinámica
usando la ecuación (4.8). Asimismo, consideramos que el ciclo celular de las células de la epidermis
es más lento que el de las células internas y usamos un contador diferente para medir su período.
Los programas para crecer los meristemos se encuentran disponibles en la plataforma github bajo el
nombre de RootMain.m para cualquier consulta [143].

En la figura 7.1 mostramos un diagrama de flujo que ilustra un ciclo típico de integración numérica
donde se incluyen los módulos de las dinámicas del potencial elástico, el transporte de auxinas y del
ciclo celular, así como la acción de los PINs, la construcción de los diagramas de Voronoi y los procesos
de división celular. Observe que este diagrama contiene modificaciones importantes con respecto al
diagrama de la figura 6.1. El programa se inicializa con ocho células epidérmicas y diez células externas
que representan la cofia. Las posiciones ~ri y velocidades ~vi se eligen de forma aleatoria sólo para las
células internas. El reloj de todas las células se inicia en cero y la concentración de auxina se elige de
forma aleatoria entre cero y uno. Observe que las flechas en la figura 7.1 indican la dirección en la que
se integran las dinámicas y que los círculos en rojo representan decisiones lógicas que se cumplen en
determinado tiempo y que la acción de auto-regulación entre los PINs y la auxina se ejemplifica con
una línea a trazos. También colocamos las ecuaciones que se integran numéricamente en cada módulo
que aparece en el diagrama. Los parámetros usados en este capítulo son Kc = 80, Kce = 120, Kv = 80,
Ke = 120, ki,e = 3, α = 5, γ = 250, β = 15, βe = 5 y D0 =0.08. En algunas figuras estos valores
pueden cambiar y en tal caso escribiremos el valor numérico del parámetro en la figura.
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Figura 7.1: Diagrama de flujo que ilustra el algoritmo que utilizamos para la integración numérica de
las dinámicas del campo elástico, el transporte de auxinas y del ciclo celular, así como la acción de
los PINs, la construcción de los diagramas de Voronoi y los procesos de división celular. Cada módulo
tiene asociada la ecuación dinámica que se resuelve. En la parte superior escribimos las condiciones
iniciales en color azul y los parámetros en color rojo. El código de color de cada modulo ilustra el
esquema de interacciones del modelo propuesto en la figura 3.1 y 6.1. Los valores t y ∆t son el tiempo
de simulación y el tiempo de iteraciones, respectivamente. θ representa el tiempo final de la simulación
y δ(n∆t − Ti[τ ]) representa la condición temporal para que una célula se divida, en esta condición el
reloj de la célula comtempla un período del ciclo celular. Los círculos en rojo representan decisiones
lógicas que se toman en determinado tiempo.

7.2. Propiedades emergentes en la proliferación

7.2.1. Gradiente de auxinas y proliferación celular

Debido a que seguimos interesados sólo en la forma en que se transporta la auxina y no en las posibles
fuentes de síntesis y degradación de ésta, acotamos el valor numérico de la auxina entre 0 y 1 en cada
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7.2. Propiedades emergentes en la proliferación

paso de la simulación con el fin de monitorear la dirección del transporte. La restricción a estos valores
es debido a que algunas células en la frontera pierden auxina y otras células al interior de la raíz quedan
con una concentración negativa debido a que la difusión normal es mucho más lenta que el transporte
activo dado por los PINs. En este capítulo ya no fijamos el máximo de la concentración de auxina en
el QC pero si la posición del QC en algunos casos. De esta forma, el proceso de crecimiento de la raíz
sigue el mismo perfil que la figura 6.2.

En la figura 7.2 mostramos una raíz en tres tiempos diferentes de crecimiento en donde comparamos
la concentración de auxina y el potencial elástico. En este caso, con fines de hacer una comparación
con los modelos del capítulo anterior, dejamos fija la posición del centro quiescente QC muy cerca de
la punta y fijamos el máximo de auxina en el QC. Observe que la auxina se concentra en una región
cercana al QC y produce un patrón a lo largo de la raíz que se asemeja a las observaciones experi-
mentales en raíces [55] (ver figura 2.4). Note que este patrón es una propiedad que emerge del sistema
debido a la acción totalmente dinámica de los PINs. Cabe recordar que en el caso de los PINs estáticos
modelados por compuertas lógicas esta emergencia también ocurrió y fue debido a la redirección del
flujo en la frontera S de forma obligada y a que la auxina presentaba un máximo en el QC siempre.
El potencial elástico mostrado en la parte inferior de la figura 7.2 está normalizado para visualizar su
efecto en todas las regiones de la raíz. Note que en la parte basal de la raíz el potencial es grande debido
a que las células entraron a la zona de transición. En la parte apical, el potencial elástico también es
grande, aquí debido a que las células no son uniformes y están estancadas. En la parte céntrica de
la raíz, el potencial es bajo y podemos decir que las células se encuentran en la zona meristemática.
Todos estos resultados recuperan lo mostrado en el capítulo 6. Un punto adicional a esto es que el
potencial elástico en las células externas (células marcadas con un círculo blanco) tienen en general un
potencial mayor que las células internas.

En la figura 7.3 mostramos la distribución de auxina, el potencial y el número de divisiones para
una raíz de seis días de crecimiento. Estas cantidades están medidas desde la punta hasta la base de
la raíz. El perfil del potencial (línea azul) muestra la división de la raíz en las tres zonas conocidas: el
nicho de células troncales, la zona meristemática y la zona de transición, similar a la figura 6.3. La po-
sición del QC (marcada con una estrella roja alrededor de los 50 µm) presenta un máximo de potencial
debido a que esas células están confinadas. Note que el número de divisiones para el QC se mantiene
en dos. Observe que el perfil de auxina es máximo en la parte apical y mínimo en la parte basal. Esta
configuración genera un gradiente de auxinas a lo largo de la raíz que es similar a lo obtenido con los
modelos del capítulo anterior donde no se considero el papel de la epidermis (ver figura 6.3). Aunque
el perfil del reloj del ciclo celular no está presente en la figura, cabe señalar que su distribución es
muy parecida a la de la figura 6.3. Además, es importante mencionar que la implementación de un
potencial diferente en las células de la epidermis y un mecanismo nuevo para el transporte activo de los
PINs no altera cualitativamente los resultados del capítulo 6 y por tanto podemos seguir con la explo-
ración de otras propiedades sin recurrir a otra validación completa usando los modelos de este capítulo.

Es importante observar que debido a la incorporación de la epidermis, el dominio ya no puede
crecer a la misma velocidad con la que nuevas células aparecen. Esto desde luego hace que el tamaño
de la célula más pequeña decrezca o bien que la densidad promedio no se mantenga constante. El hecho
aquí es que el volumen de una célula adulta depende de la duración del cálculo numérico y decrece
conforme la raíz crece. Debido a que sólo aumentamos el domino en dirección vertical y dejamos la
dimensión horizontal constante, es evidente que la simulación no representará una raíz real. Así que

59



Capítulo 7. Proliferación celular y la epidermis

 

 

−5.4

−5.2

−5

−4.8

−4.6

−4.4

−4.2

 

 0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

 

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 

 

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Figura 7.2: Mostramos el crecimiento de la raíz en tres tiempos diferentes. El tiempo de la raíz más
pequeña corresponde a 1 día de crecimiento, la raíz siguiente a 3 días y la raíz más grade a 6 días
de crecimiento. En la parte de arriba mostramos el perfil de auxinas durante el crecimiento y en la
parte de abajo mostramos el potencial elástico. La posición del centro quiescente está fija y marcamos
las células que lo representan con un rombo blanco. Las células externas están marcadas con círculos
blancos.

para mantener una imitación de una raíz real es necesario considerar que las dimensiones se deben
escalar por un factor f . Ya que con A0(t) podemos saber cuanto a disminuido el volumen de una célula
adulta, es entonces viable proponer que f = A0(t)/[A0(t = 0)] para así asegurarnos que la densidad
de células se mantenga constante. El factor f se vuelve relevante en la validación numérica con los
experimentos y más adelante lo usaremos.

7.2.2. El QC como propiedad emergente

Con el fin de probar que los modelos implementados en este capítulo son capaces de reproducir un
comportamiento robusto en las células que imitan la posición del QC, decidimos no fijar las posición
de las células que representan el QC y con ello probamos si la posición del QC emerje por la acción
del potencial elástico y la concentración auxina. En la figura 7.4 mostramos los resultados de esta
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Figura 7.3: Mostramos la concentración de auxinas en color rojo, el potencial elástico en color azul y
el número de divisiones en color negro para una raíz de seis días de crecimiento. El centro quiescente
está fijo y lo marcamos con una estrella. Las cantidades están ordenadas como función de la distancia
a la punta de la raíz.

implementación en donde observamos el crecimiento de la raíz durante seis días y sus respectivos pa-
trones de auxina. La observación más notable, es que las células que representaban al centro quiescente
se alejan de la posición original (observe los rombos en la figura 7.4) y en su lugar se posicionan un
nuevo grupo células en la parte apical de la raíz que cumplen con todas las características de una célula
quiescente, es decir, presentan poca actividad mitótica y tienen un máximo de concentración de auxina.

Todas estas cualidades muestran que el QC emerge de la dinámica acoplada de los modelos como
una acción propia de la permeabilidad de las proteínas PIN. En comparación, podemos observar que el
perfil de auxina en la figura 7.2, donde dejamos fijo el QC, se mantiene en la figura 7.4 cuando el QC
no está fijo. Estos hechos confirman que la posición del QC es una propiedad robusta que se mantienen
en las simulación y que además es comparativo con la información experimental [50, 54, 55].

7.2.3. Transporte de auxinas y fuente inversa

En la búsqueda de nuevos vínculos entre las propiedades mecánicas y de transporte encontramos que
la polarización de cada célula y su dependencia en la permeabilidad se vuelve suficiente para describir
la dirección y patrón de polarización de auxina observada experimentalmente [86, 87]. En la figura 7.5
mostramos esta propiedad emergente de los modelos en la que permeabilidad es dinámica (ver la ecua-
ción (4.8)) y en la que se representan los estados de polarización apical y basal. Así, en la figura 7.5
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NE

Figura 7.4: Mostramos el crecimiento de la raíz en tres tiempos diferentes. El tiempo de la raíz
corresponde a 1, 3 y días de crecimiento (de izquierda a derecha, respectivamente). La escala de colores
representa la concentración de auxina. El color rojo significa alta concentración de auxina y el azul
poca concentración de auxina. Las células con rombos blancos representarían al QC si lo hubiéramos
dejado fijo. Las células externas están marcadas con círculos blancos.

mostramos la dirección de polarización en cada célula en tres etapas de crecimiento de la raíz (las
mismas que en la figura 7.4). Como describimos en la figura 4.2 hay una dirección de polarización en
cada pared celular y para poder representarla dibujamos una línea entre el centro de la célula y el
centro de la pared celular. Cuando la polarización entre células vecinas es en dirección basal dibujamos
una línea azul, cuando la polarización es apical dibujamos una línea roja y cuando no hay polarización
no dibujamos líneas. Observe que la figura 7.5 representa la simulación numérica donde el QC ya no
está fijo. Note también que aunque el patrón de polarización es dinámico, las células del meristemo
mantienen una polarización apical la mayor parte del tiempo, no así las células de la epidermis que
cambian entre un estado apical y uno basal. La intermitencia de estos estados de la epidermis se
pueden ver como la carga de un dispositivo de bombeo en el que dado un cierto tiempo el contenido
sale disparado del contenedor. En este caso la polarización apical en la epidermis llena el ápice de
la raíz y el estado de polarización basal de la epidermis sirve como disparador de la auxina hacia la
parte basal. La conservación del estado de polarización apical de las células centrales de la raíz ha-
ce que en algunos momentos se observe un dirección de polarización que se asemeja a una fuente inversa.

Para observar de otra manera la aparición de la fuente inversa usaremos el transporte de auxina
como una medida continua de los estados de polarización entre una célula y otra. Así, en la figura 7.6
representamos la dirección del flujo de auxina con una flecha simulando el campo de velocidades de la
auxina. La dirección apical está marcada por una flecha roja y la dirección basal con una flecha azul.
Observe que el patrón de recirculación entre la parte apical y basal en la raíz más grande de la figura 7.6
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ejemplifica un flujo en forma de una fuente inversa, similar a las propuestas de la literatura [69, 86, 87].
Note también que hay una formación de vórtices en la región apical (donde hay un máximo de auxina)
que favorece la circulación de la auxina en SCN y la epidermis imitando la función de las proteínas PIN
3 y 7 (ver figura 2.6). Cabe señalar que el papel dinámico de los PINs hace que el patrón de polarización
se pierda por algunos instantes cuando los procesos de división ocurren. Aunque la recuperación del
patrón de polarización es muy rápido, hay algunas regiones en la raíz que se desconectan y generan
máximos de auxina. Esto reorganiza los ciclos de división celular y en algunos ciclos de la simulación la
estructura general de la dinámicas toma el control y hace que la raíz se desarrolle de manera adecuada.
Como un punto extra, note que las células cercanas a la base de la raíz en la figura 7.6 tienen una
dirección de polarización apical y una concentración de auxina muy baja (compare con la figura 7.4)
que produce un efecto de contención en donde las células ya no se dividen y sólo crecen.

Figura 7.5: Mostramos la dirección de polarización en cada célula usando ecuación (4.8) de la permea-
bilidad en la que conectamos con una línea el centro de una célula con el centro de la pared celular.
Mostramos el desarrollo de la raíz en tres etapas de crecimiento (los mismo que en la figura 7.4).
Cuando la polarización entre células vecinas es en dirección basal dibujamos una línea azul, cuando la
polarización es apical dibujamos una línea roja y cuando no hay polarización no dibujamos líneas.

7.2.4. Efectos de rigidez en las paredes de la epidermis y cambios en el
ciclo celular de las células internas

Como una prueba más a los modelos planteados aquí que incluyen los efectos de la epidermis, realiza-
mos alteraciones a la constante elástica de la epidermis Ke y a la duración del ciclo celular de la células
internas β. Esto con la finalidad de medir los efectos de una pared tensora (la epidermis) en el desa-
rrollo de la raíz y los efectos del crecimiento acelerado de las células. En la figura 7.7 mostramos una
comparación numérica entre las alteraciones propuestas y la información experimental [141] usando el
tamaño celular para raíces con 10 días de crecimiento cuando el QC está fijo y cuando es una propiedad
emergente del sistema dinámico. La longitud de las células se calcularon con el factor de escalamiento
f = A0(t)/[A0(t = 0)], que toma en cuenta la forma rectangular de las células y no la forma poligonal
dada por los diagramas de Voronoi, además de los efectos de elongación en la dirección longitudinal.
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Figura 7.6: Mostramos la circulación de la auxina usando la ecuación (4.6) de transporte en tres
etapas de crecimiento de la raíz (los mismo que en la figura 7.4). La dirección apical está marcada por
una flecha roja y la dirección basal con una flecha azul. El tamaño de las flechas la fijamos al tamaño
de la célula para visualizar sólo las direcciones del transporte, ya que en promedio la magnitud del
transporte de auxina entre células es muy pequeño. Observe que se forma un patrón de fuente inversa
en la raíz (con mejor definición en la raíz grande) en el que la auxina se transporta basalmente por la
epidermis y regresa apicalmente por las células centrales.

En este sentido, calculamos la longitud promedio de la células usando el área de la celda de Voronoi
con su respectivo factor de escala y la comparamos con el área de un rectágulo con longitud L y ancho
d ≈ 8µm. Esto último basados en que el ancho de una célula, como lo muestra la micrografía de la
figura 2.1 y que es de aproximadamente ese tamaño.

Como hemos visto, tanto el potencial elástico como el período del ciclo celular son importantes
para la dinámica de crecimiento y los patrones celulares en el RAM. Así que si las paredes de la
epidermis se vuelven más rígidas (Ke grandes), la figura 7.7 muestra que el crecimiento de la raíz
se reduce pues hay más tensión que vencer. En contraste, si las paredes de la epidermis son menos
rígidas ( Ke pequeñas ), el crecimiento de la raíz aumenta, pues hay menos tensión que vencer y la
división celular es favorecida. Por otro lado, las alteraciones en el período del ciclo celular hacen que
cuando β se incrementa el tamaño de la raíz aumente y cuando β disminuye la raíz no crece lo suficiente.

Como se observa en la figura 7.7 los efectos antes mencionados son independientes del la posición
del QC. Sin embargo, la longitud de las células a lo largo de la raíz sufren diferentes alteraciones con
respecto a los resultados experimentales (línea roja). Note que cuando el centro quiescente no está fijo
los datos de la simulación tienen una mejor correlación con los datos experimentales que aquellos donde
el QC está fijo. Observe que la alteración del ciclo celular (figuras interiores en las figura 7.7) cambia la
correlación con los datos experimentales debido a que los tiempos de recuperación o acoplamiento de
las dinámicas se comprometen y la intervención del potencial elástico sobre la dinámica de las auxinas
ocurren más lento o más rápido según sea el caso. Esto desde luego hace que la estructura tensora de
la epidermis en algunos casos sobre-actúe (cuando β=7) y en otros ni si quiera se sienta su presencia
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(β=22). Es interesante notar que el ajuste del crecimiento celular con los parámetros Ke = 120 y β = 7

hacen crecer una raíz a ≈ 250µm. Si se cambia β = 15 entonces la raíz crece entre 600 y 700µm y si
β = 22 entonces tenemos una raíz de ∼ 1 mm.

7.2.5. Discusión y predicciones

Los modelos propuestos en este capítulo sugieren que la información posicional para las células del
RAM parece provenir no sólo de las variaciones en el potencial elástico en dirección longitudinal sino
también en dirección radial. Esto último debido a que la información elástica de las paredes de la epi-
dermis generan respuestas mecánicas diferentes al interior de la raíz y permiten extender o disminuir
la división celular en forma local. Desde luego que esta propuesta en los modelos tiene una retroali-
mentación dinámica diferente los modelos del capítulo 6, ya que el vínculo entre el potencial elástico y
los transportadores PINs es necesario para regular el proceso de proliferación celular al interior de la
raíz. Mientras que en los modelos del capítulo anterior la proliferación se debe a la retroalimentación
de la auxina y el potencial, ya que los PINs están fijos. Es importante señalar que la acción dinámica
de los PINs junto con el campo elástico de la frontera son necesarios para mostrar que la posición del
QC es una propiedad emergente y robusta que se encuentra en cualquier raíz (ver figura 7.4).

Las observaciones en la longitud celular al cambiar la constante elástica de la epidermis (ver fi-
gura 7.7) sugieren que los campos físicos de tensión son necesarios y suficientes para cambiar las
propiedades de proliferación celular y los patrones de auxina [71]. La relación entre el potencial elás-
tico y los patrones de auxina generados por los PINs sugiere que la fuente inversa es una propiedad
dinámica del sistema y por ello lo observado en la figura 7.6 difiere de lo propuesto en la literatu-
ra [69, 86, 87]. Las posibles causas en esta dinámica es que hemos reducido la acción completa de las
proteínas PIN a sólo dos estados de polarización y con ello hemos pérdido información importante. No
obstante, este hecho nos permite pensar en una extensión del modelo de permeabilidad dinámica de
los PINs en el cual posiblemente las redes de regulación genética puedan interactuar con los procesos
simulados de una manera más explícita.

Algunos datos experimentales [96] sugieren que un incremento en la tensión mecánica incentiva
la acumulación de proteínas PIN en la membrana plasmática. En nuestros modelos, las simulaciones
muestran que esta condición se cumple ya que las proteínas PIN se acumulan en áreas en donde el
potencial elástico es grande y promueven que la auxina se acumule ahí (ver figuras 7.2 y 7.4). Esto es
importante porque los procesos morfogenéticos se ajustan a las respuestas del crecimiento y con ello
la forma general de los organismos no se altera considerablemente.

7.3. Conclusiones

Como conclusión de este capítulo podemos decir que el modelo con epidermis sugiere que los patrones
morfogenéticos y las formas del organismo durante el desarrollo son propiedades emergentes y robus-
tas que surgen de interacciones complejas entre la proliferación celular y los campos físico-químicos
macroscópicos. Desde luego que el enfoque propuesto aquí sugiere la vinculación entre estos agentes
debe de ser sistemático y validado con el fin de entender completamente como emergen las formas y
los patrones en un organismo.
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Figura 7.7: Mostramos la longitud celular a lo largo de la raíz como función de la constante elástica
Ke de la pared de la epidermis cuando β = 15. También mostramos en las figuras interiores la longitud
celular como función del ciclo celular cuando el valor de la constante elástica de la pared es Ke = 120.
Repetimos los cálculos para dos casos, el primero y que corresponde a la figuras del panel A) cuando
el centro quiescente (QC) está fijo (en una posición y con un máximo de auxina todo el tiempo);
y el segundo caso que corresponde al panel B) cuando la dinámica del modelo permite que el QC
emerja, esto es cuando el QC no está fijo. La línea continua roja en las figuras corresponde a los
datos experimentales tomados por Beemster y Baskin [141]. Las imágenes a la derecha de los paneles
corresponden a nuestra raíz de referencia representada por los círculos azules en las figuras donde
β = 15 y Ke = 120 a los 10 días de crecimiento.
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8
Discusión general y conclusiones

8.1. Comparación de modelos

Los modelos presentados hasta aquí sugieren que el origen de la variación de los patrones morfogené-
ticos y la forma de los órganos depende en gran medida de las interacciones retroalimentadas de la
proliferación celular y los campos físico-químicos de esfuerzo y auxina. Los aspectos más significativos
de la auto-organización, como la robustez de los patrones celulares y el desarrollo de la raíz de Ara-
bidopsis, se recuperan en nuestra simulación y además los datos obtenidos muestran un acuerdo con
el experimento, cuando se analiza el tamaño celular como función de la distancia (ver figuras 6.7 y
7.7) y las tasa de reproducción (ver figuras 6.5 y 6.6). En la tabla 8.1 presentamos una síntesis de los
modelos y las mediciones experimentales que recuperan.

Dado que este tipo de dinámicas acopladas dan una explicación al surgimiento de varios dominios
en la raíz [33, 34], entonces podemos decir que el modelo con epidermis está preparado para interpretar
el comportamiento de las células como el alargamiento, el surgimiento de un nicho de células troncales
y el centro quiescente como una característica general de los meristemos de las plantas y tal vez de
algunos animales. Por ejemplo se sabe que algunos procesos reversibles en la diferenciación celular
pueden ser estudiados con un mecanismo similar al de nuestro modelo para mantener la homeóstasis
del nicho de células troncales en las plantas y los animales [151]. De hecho, algunos estudios en criptas
de colon de ratón revelan que el comportamiento del nicho de células troncales es similar al compor-
tamiento del nicho de células troncales en las plantas [34, 151, 152, 153], por lo que potencialmente
nuestro modelo puede retarse de forma inmediata en estos otros modelos [153].

Como vimos en el capítulo 5, el ciclo celular se redujo en dos componentes básicos de una intrincada
red compleja de interacciones [109], ya que uno de nuestros propósitos era mantener las oscilaciones re-
presentativas con las ciclinas CYCB y CYCD que dan origen al tránsito de una célula por la diferentes
fases del ciclo celular. Por otro lado, tomar como factor principal de regulación a la auxina hace que los
detalles del los procesos de regulación conocidos se pierdan, tal es el caso de las citoquininas que hemos
dejado fuera y que se encargan de regular la síntesis del ADN en la fase S del ciclo celular [109, 111].
Aunque este y otros factores no afectan directamente los resultados globales de nuestros modelos, es
considerable tomar este tipo de detalles cuando se agregue una red de regulación genética que permee
todo el RAM. En la sección 8.5.1 mostraremos una posible implementación de una red de regulación
en nuestros modelos actuales con el fin de caracterizar el surgimiento de patrones en raíces mutantes
[154, 155] y probar que el acoplamiento dinámico del modelo conserva un carácter robusto.

Debido a que los modelos proporcionan una herramienta formal para explorar los rasgos de la proli-
feración celular como propiedades emergentes de una dinámica no-lineal genérica entre campos físicos y
químicos, podemos entonces usarlos para explorar las condiciones de desarrollo al incorporar diferentes
campos elásticos o bien diferentes formas de las raíz y observar si la localización de los transportadores
de auxina (PINs) y la acumulación de auxina resultante se asemejan a los resultados experimentales o
si son suficientes para predecir cambios estructurales en la raíz. Un ejemplo similar a esto lo realizamos
con los modelos que no incluyen el efecto de la epidermis (el capítulo 6), donde alteramos el transporte
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de auxina con el parámetro α y observamos que el crecimiento de la raíz depende de una ley de poten-
cias en la concentración de auxina transportada y el cual podemos ver en la figura 6.9. Cabe señalar que
la comprobación experimental de este hecho está siendo evaluada por nuestro grupo de trabajo [20].
Para explorar el comportamiento general de los modelos hemos preparado una raíz doblada con epider-
mis para simular los efectos del campo elástico y los PINs. Esto lo describiremos en la sección siguiente.

Campo elástico Transporte de auxinas Permeabilidad Recupera:

· Longitud celular
Modelo de Hidrodinámico Compuertas · Tamaños celulares

células internas sin difusión lógicas · Distribución de auxinas
· Tamaño del meristemo

Ecuación (3.8) Ecuación (4.6) Ecuación (4.7) · Tasas de reproducción

· Longitud celular
· Tamaños celulares

Modelo de · Distribución de auxinas
células internas Hidrodinámico PINs dinámicos · Tamaño del meristemo

y externas completo · Polaridad de los PINs
· Formación del QC

Ecuaciones (3.8) y (3.9) Ecuación (4.6) Ecuación (4.8) · Formación del SCN
· Flujo de auxinas y
fuente inversa
· Distribución de auxinas
en una raíz curva

Tabla 8.1: Mostramos el uso de los modelos con sus premisas y sus resultados más relevantes.

Como mencionamos al final del capítulo 7, la relación entre el potencial elástico y los patrones de
auxina generados por los PINs sugieren que la fuente inversa es una propiedad dinámica del sistema
que difiere de lo propuesto en la literatura [69, 86, 87]. Esto debido a la simplicidad que hemos mane-
jado para los estados de polarización apical y basal de las proteínas PIN. No obstante, podemos decir
que la implementación dinámica de los PINs ayuda bastante para recuperar otras propiedades en la
raíz, como por ejemplo la formación del nicho de células troncales y el propio QC. En este sentido,
la permeabilidad de la membrana plasmática dada por una acción retroalimentada con el potencial
elástico es mucho mejor (ver figura 6.2) que plantear una función fija de los PINs como compuertas
lógicas que modelan la permeabilidad de la membrana (ver figura 7.2).

Aunque los efectos mecánicos en la polarización de las proteínas PIN se han caracterizado por una
red de interacciones bioquímicas [88, 156, 157, 158] (ver apéndice A) donde los estados de polarización
apical o basal depende del estado instantáneo de las tasas de endocitación y exocitación, es importante
señalar que los efectos de localización de los PINs son sumamente sensibles a estas tasas [159, 160] y
que nuestro modelo no puede implementar de manera inmediata, ya que requiere de más información
que el estado mecánico de la célula y su concentración de auxina. Por ello, la extensión del modelo con
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redes de regulación genética es un paso inmediato a seguir. Desde luego que esta extensión del modelo
también debe considerar que las proteínas PIN tienen un ciclo de expresión y degradación que puede
ser importante para el flujo de auxinas. A pesar de estas consideraciones, es importante señalar que
la implementación dinámica de los PINs es un gran avance para entender la formación de la fuente
inversa, ya que ninguno de los modelos planteados en la literatura que usan transporte de auxina es
capaz de reproducirla como una propiedad emergente [86].

Como hemos visto, las raíces simuladas generan un patrón auto-organizado para la acción de
las proteínas PIN al tomar en cuenta la topología celular y del RAM. Desde luego que esta acción
promueve a su vez estruturas morfogenéticas con un carácter robusto que se pueden usar como una
herramienta mecánica importante para obtener información durante los procesos de desarrollo. Sin
embargo, hemos pasado de manera un poco desapercibida algunas propiedades elásticas de las paredes
celulares que podrían ayudar a que nuestros modelos tuvieran un comportamiento mucho más robusto.
Como mencionamos en el capítulo 2, supusimos que el comportamiento elástico de la pared celular
se debía sólo a la interacción de la presión de turgencia interna de la célula y la tensión ejercida
por la células vecinas. No obstante, se sabe que las variables físicas en las paredes de la célula pueden
cambiar por algunos procesos biológicos como la secreción de péptidos y acumulación de microfibras de
celulosa que generan microtúbulos y que modifican la elasticidad de la pared. Sin embargo, basados en
la evidencia experimental [114], consideramos que la acumulación de microfibras permanece constante
y que las propiedades elásticas de las paredes sólo modifican la presión de turgor. Desde luego, este
hecho sostiene nuestra hipótesis inicial en la que la pared celular es un superficie difusiva. Por otra
parte, podemos decir que la orientación de los microtúbulos y la polaridad de algunas proteínas PIN
en la membrana celular también se mantienen constantes ya que la cantidad de microfibras de celulosa
y la presión de turgor se encuentra en equilibrio [58, 95]. Esta comparación nos permite estudiar las
propiedades elásticas de las paredes celulares asumiendo que todo ocurre en la frontera mediante una
celda de Voronoi. Como es de esperar, en esta suposición consideramos que la escala temporal en la
que ocurre la orientación de los microtúbulos es mucho más rápida que la escala de relajación del
potencial elástico [58]. En términos generales, la simplificación de la orientación de los microtúbulos en
un esfuerzo elástico, dado en la celda de Voronoi por el potencial elástico, se compensa con la propiedad
difusiva de la pared para lograr que cualquier célula en la raíz aumente de tamaño.

8.2. Flujo de auxinas en una raíz curva

La construcción de nuestros modelos establece una correlación entre los estados de esfuerzo y la con-
centración de auxina de una forma más intuitiva que en otros modelos [86], pues mientras más esfuerzo
o presión de turgencia hay en la raíz, ésta se desarrolla menos (ver figura 7.2) o bien entre más lento es
el transporte de auxina mayor es el crecimiento de la raíz (ver figura 6.2). Si bien, estos resultados se
presentaron hasta ahora en una raíz recta, la estructura del modelo nos permite explorar más formas
de la raíz [161].

A manera de exploración, simulamos una raíz doblada usando una forma de U invertida tratando
de imitar una raíz real como la de la figura 2.5. Tomamos en cuenta que la información experimental
que se tiene al respecto de una raíz así indica que el gradiente de auxina se modifica cuando la forma
de la raíz cambia [84, 92, 122] y que las proteínas PIN sufren una nueva localización alrededor de los
dobleces de la raíz [84, 92]. Así, decidimos observar la forma en que aparecen los patrones debidos a
la concentración de auxina al dejar relajar el potencial elástico para un conjunto de células que no
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se reproducen y que tienen como condiciones iniciales su posición y concentración en forma aleatoria
dentro del dominio alterado en forma de U. Con la finalidad de acelerar el proceso del transporte y que
la parte activa de los PINs no nos deje células con concentraciones negativas de auxina, aumentamos
el parámetro difusivo, en estos casos D0 = 10. Para generar una visión extendida del efecto alterado
de la raíz y la aparición de patrones de concentración de auxina decidimos colocar el doblez en forma
de U a diferentes distancias del ápice para varias raíces [161].

De esta forma, en la figura 8.1A mostramos los patrones de auxina para tres raíces. Observe que
la distancia del doblez al ápice es diferente y que el patrón de auxinas presenta un máximo en las
zonas de mayor curvatura de la raíz en todos los casos. Este hecho, nos permite asimilar los efectos
que hay reportados en la literatura [84, 92] sobre la inducción mecánica en el transporte de auxina
y decir que nuestros modelos están encaminados para entender de forma más puntual cada uno de
estos efectos. De hecho, podemos decir que los cambios en la geometría local interrumpen el gradiente
de auxina y eso genera la acumulación. Para ejemplificar esto último, en la figura 8.1B mostramos
los estados de polarización para las tres raíces y observamos que se generan vórtices en la parte del
doblez en U como los que se forman en la parte apical de la raíz. Si regresamos a los resultados de
las figuras 7.5 y 7.6 veremos que esos vórtices del flujo genera estados de polarización encontrados
en el ápice de la raíz. Esto último, como vimos permite que QC emerja ya que se genera un pico
de concentración auxinas en ese lugar. Extendiendo estas ideas, podemos notar que en la parte del
doblez en U ocurre algo similar y por ello hay una acumulación de auxina [161]. Estos resultados
son consistentes con la literatura, pues se sabe que cuando la raíz sufre un doblez hay acumulación de
auxina que puede dar origen a una raíz lateral y a un nuevo nicho de células troncales [84, 92, 122, 133].

Aunque nos hemos concentrado sólo en los patrones de auxina, ahora podemos probar los efectos de
proliferación celular. Con el fin de explorar esto último, decidimos incorporar la proliferación celular
en el dominio con el doblez y mostrar sus efectos. En la figura 8.2 mostramos como es alterado el
patrón de auxina y la polarización dos horas después de que hubo división celular. La figura 8.2A
representa la raíz sin reproducción y la figura 8.2B los efectos de la reproducción dos horas después de
que tuvieron efecto. Observe que el patrón de auxina es alterado como era de esperarse. Note que en
la zona apical la concentración de auxina alrededor del QC sufre un disminución, debido a la demanda
de auxina para crecer, mientras que en la zona del doblez esta demanda no es tan fuerte y las células
mantienen casi el mismo patrón de auxina. Estos hechos se vuelve relevantes ya que promueven una
nueva hipótesis que se puede comprobar experimentalmente. Como punto final de esta sección, notamos
que el transporte activo de auxinas o la permeabilidad de las paredes celulares podría verse afectada
por la perturbación del doblez. Aunque en los resultados sobre los estados de polarización en las figu-
ras 8.1 y 8.2 muestran que este hecho no les afecta, aun queda por verificar si experimentalmente ocurre.

El modelo multiescala que hemos propuesto permite la exploración de algunos procesos biológicos
bajo ciertas premisas para saber con ello su modo de operación. Sin embargo, hay ciertas funciones
que hemos dejado atrás que pueden ser de importancia para el desarrollo de la raíz. Una de ellas es
saber cómo es que ocurren los procesos de diferenciación y la otra es saber cómo es que la raíz obtiene
su forma tan particular. Para tratar de responder estas dos preguntas recurriremos a una herramienta
física como el campo-fase para que nos ayude a tratar los procesos que ocurren en la frontera como
los cambios infenitesimales de un parámetro de orden que depende del espacio y de algunas variables
que modifican la curvatura. En las siguiente dos secciones abordaremos estos temas con el propósito
de implementar una plataforma que nos ayude a incorporar la forma del dominio y la acción genética.
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A)

B)

Figura 8.1: Mostramos tres raíces con un doblez en forma de U a diferentes distancias del ápice.
De izquierda a derecha la distancia del doblez al ápice se incrementa. A) Se presentan los patrones
generados de auxina tras la relajación del potencial elástico y se ha inhibido la proliferación celular.
Observe que la mayor parte de la auxina se localiza en las zonas con doblez, es decir, en el ápice y en
la forma de U en todos los casos. La escala de color indica mayor concentración de auxina en color
rojo y menor concentración de auxina en color azul. Las células externas están marcadas con puntos
blancos. B) Mostramos los estados de polarización de los PINs como en la figura 7.5 para las tres raíces.
Cuando la polarización entre células vecinas es en dirección basal dibujamos una línea azul, cuando
la polarización es apical dibujamos una línea roja y cuando no hay polarización no dibujamos líneas.
Observe que la polarización en la parte apical de la raíz es similar a la figura 7.5, mientras que en la
parte del doblez en U los PINs generan estados encontrados de polarización debidos a los vórtices del
flujo. Esto último tienen como consecuencia la acumulación de la auxina en esa zona.

8.3. Tamaño del dominio

Recordemos que cuando hay reproducción celular, es decir, cuando el número de puntos en el dominio
aumenta, propusimos que la parábola del dominio no cambiará y que sólo la base del rectángulo fuera
función del área promedio necesaria para que los nuevos puntos o celdas adquieran el mismo tamaño
que las demás. De esta forma, la reproducción se modeló aumentando el número de puntos en el
dominio y la cantidad de puntos en el rectángulo de la frontera. Aunque esta premisa garantiza que
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A)

B)

Proliferación  
celular

Figura 8.2: Mostramos una raíz con un doblez en forma de U en dos etapas: A) Cuando el potencial de
la raíz se ha relajado y forma un patrón de auxinas en el cual no ha ocurrido ningún proceso de división
celular y B) El patrón de auxinas dos horas después de que ocurrio el primer proceso de división celular.
Note que los procesos de división celular se dan en los lugares de mucha auxina, es decir el ápice y la
forma U de la raíz (marcados con un círculo blanco). La escala de color indica mayor concentración
de auxina en color rojo y menor concentración de auxina en color azul. Las células externas están
marcadas con puntos blancos. Las figuras a la derecha representan los estados de polarización que
hemos pintado como en la figura 8.1.

el área promedio de las células sea la misma después de cada reproducción. Nosotros observamos que
hay cambios abruptos en el dominio cada vez que una célula se reproduce y algunas veces nuestra
simulación numérica falla. Por ello, en esta sección abordaremos la forma en que obtiene el tamaño del
domino usando un campo-fase y aprovecharemos esta información para presentar un modelo general
sobre el crecimiento de un dominio usando el campo-fase y el tensor de esfuerzos.

8.3.1. Campo-fase y celdas Helen-Shaw

La motivación de usar el modelo de campo-fase es para generar otro vínculo entre procesos físicos
y biológicos usando la relación entre la energía elástica de doblamiento dada por el campo-fase (que
hemos descrito de manera detallada en el apéndice C) y el potencial elástico propuesto para las

72



8.3. Tamaño del dominio

células. Hacer esto tiene como la finalidad de agregar más información a las dinámicas ya propuestas.
De este modo, el campo-fase que usaremos nos permitirá describir los procesos más importantes de un
sistema vivo mediante una pequeña interfase difusiva que interacciona con dos estados de un sistema
biológico bajo el uso de una cantidad numérica que se conserva llamada parámetro de orden. El uso
de este parámetro nos permite escribir los cambios en una frontera de forma dinámica por medio
de ecuaciones diferenciales donde se imitan las interacciones del sistema biológico mediante agentes
químicos o físicos que pueden cambiar la interfase (ver apéndice C).

Crecimiento del dominio

Si consideramos que el parámetro de orden para el crecimiento del dominio imita el crecimiento de
la raíz como un flujo viscoso producido como en las celdas de Helen-Shaw [162], entonces podemos
suponer que el parámetro φ̃ se describe como:

φ̃(x, y) =





1 y > ym

−1− α̃(y − ym) si ym − l < y ≤ ym
−1 + α̃l y ≤ ym − l,

(8.1)

donde ym representa el punto donde hay un cambio de fase, l es la distancia que hay entre fases y α̃
representa la velocidad de crecimiento de la segunda fase. En este caso las fases representan las células
dentro y fuera del dominio. Siguiendo la idea original de este modelo [162], se propone que existe un
valor fijo φ̃f = −1 + α̃l detrás de toda la interfase hasta el valor l durante la evolución temporal. El
perfil de este parámetro se puede observar en la figura 8.3A. El campo-fase que describe al sistema
completo se escribe usando la ecuación (C.8) como:

∂φ̃

∂t
= ∇ · [M0∇(−φ̃+ φ̃3 − ε̃2∇2φ̃)], (8.2)

donde ε̃ representa la interfase difusiva y M0 es la función escalón de la forma:

M0 =





1 φ̃ < 0

si

0 φ̃ ≥ 0.

(8.3)

Debido a que l sólo representa que tanta materia se queda en la interfase, se propone l = 2 al inicio
de la simulación y después como una función de la longitud de la raíz en el eje vertical. En cuanto al
parámetro que mide la velocidad con la que crece el medio, proponemos que sea una función de las
células que se reproducen. De esta forma entre más células hay, mayor debe ser la velocidad con la que
el dominio aumente. Observe que la curvatura de la punta crece mucho más que las paredes verticales
y por ello es necesario cuantificar el crecimiento desde un marco de referencia. En este caso elegimos la
base de la raíz como referencia y cuantificamos el crecimiento para mantener el tamaño de las células
adultas A0 constante.

Para obtener el tamaño adecuado de la raíz usamos la tasa de reproducción celular r como variable
biológica [141, 163, 164]. De esta forma, cuando una célula se reproduce y divide su material, podemos
pensar que la longitud celular crece exponencialmente, es decir, L1 = L0e

rt [164]. Por tanto, podemos
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decir que la velocidad de crecimiento se comporta como α̃ = ln(2)/r para que el dominio aumente su
tamaño por cada célula dividida y con ello las células divididas alcancen su tamaño adulto. Ya que
la tasa de reproducción se puede medir a partir del reloj interno de cada célula usando el período de
las ciclinas, entonces podemos escribir α̃ = ln(2)/γ. En las figuras 8.3B y 8.3C mostramos como es el
domino al inicio de una simulación de raíz cuando sólo hay ocho células iniciales y después de haber
transcurrido seis días de crecimiento. El modelo de campo elástico es el que siguen las células internas
y está dado por la ecuación (3.8).

A)

ym

φ(
y)

l

B)

-1

1
C)

20 µm
50 µm

~

Figura 8.3: A) Perfil del parámetro φ̃ que sirve para diferenciar la parte exterior y el medio donde
se desarrolla la raíz, además de ayudar a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura
tomada de [162]. B) Condición inicial del campo φ̃ con ocho células inicales. En color blanco el lugar
que ocupan las células de la raíz y en color gris oscuro el medio donde se desarrollan. En color rojo los
contornos de cada célula, los asteriscos representan las células quiescentes. C) La raíz después de seis
días de crecimiento. El código de color es el mismo que en B). Observe que el factor de escalamiento
es diferente.

8.4. Ordenamiento de las proteínas PIN y el campo-fase

Ya que las proteínas PIN se adhieren en la membrana plasmática y su localización depende de los esta-
dos de endocitación y exocitación, entonces podemos suponer que el ordenamiento de los PINs cambia
de manera local la curvatura de cada membrana celular siguiendo algunos resultados de la literatura
donde la adherencia de proteínas en las membranas celulares inducen cambios de curvatura [165, 166].
Desde luego que el cambio local de la curvatura debe inducir un cambio en el estado mecánico y con
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ello la retroalimentación dinámica que hemos propuesto (ver última sección del apéndice B). Por
tanto, (siguiendo las premisas del apéndice C) podemos proponer que existe un acoplamiento con el
campo-fase de curvatura espontánea mediante el uso de un campo u que regule la curvatura espontá-
nea en el término C0 de la ecuación (C.20) para que permita una polaridad de manera local. Al igual
que φ, el campo u toma valores del espacio y les asocia una fase a través de la curvatura espontánea.
Pensando en una aproximación lineal para el término de curvatura espontánea C0 como función de u,
podemos escribir:

C0[u] = C(1 + βfu), (8.4)

donde C es la curvatura espontánea local y βf es un parámetro que mide la fuerza de la interacción. Para
que la curvatura obtenga información espacial del sistema usamos un potencial R(u) en la interfase. De
esta forma, la densidad de energía que toma las constricciones de la raíz en la frontera, la conservación
del campo φ y la formación de u queda descrita como [9]:

ω = µ2 +R(u)
(
φ2 − 1

)2
+
Df

2
|∇u|2 +

σf
2
|∇φ|2, (8.5)

donde R representa la energía potencial del campo u, Df y σf están relacionadas con la energía para
cambiar la superficie de los campos u y φ, respectivamente. La densidad de energía dada por µ2 no es
otra cosa que la obtenida en las ecuaciones (C.19) y (C.22). Por tanto, el nuevo “potencial químico”
está dado por:

µ = φ
(
φ2 − 1

)
− εC

(
φ2 − 1

)
(1 + βfu)− ε2∇2φ, (8.6)

donde C es término de curvatura espontánea local, la ε está relacionada al ancho de la interfase y βf
es el parámetro que mide la fuerza de la interacción con el campo u en la interfase.

Pensando que la escala espacial donde evolucionan los campos no es constante, ya que el material
de la raíz no se conserva, podemos interpretar la cinética de los campos usamos la ecuación (C.9) y
por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de la energía total Ω como
función de los campos φ y u usando la ecuación (C.28). Así obtenemos:

∂φ

∂t
= −Mφ

δΩ

δφ

∂u

∂t
= −δΩ

δu
,

(8.7)

donde

δΩ

δφ
=2µ

[
3φ2 − 1− 2εCφ(1 + βfu)

]

− ε2∇2µ+ 4Rφ(φ2 − 1)− σf∇2φ

δΩ

δu
=
∂R

∂u

(
φ2 − 1

)2 − 2εCβfµ
(
φ2 − 1

)

−Df∇2u,

(8.8)

donde Mφ representa la movilidad del medio en unidades de la escala dinámica de u y R = (u −
1)2 para fijar la curvatura en la frontera con un solo valor. Considerando que la movilidad es la
constante de proporcionalidad entre la velocidad y un campo aplicado, entonces Mφ ∼ v[φ]. Usando
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las ecuaciones (C.23) y (C.24) obtenemos:

Mφ ∼
3

4
√

2ε
|∇φ|2. (8.9)

Así, el campo elástico Vi de la célula i, que tiene un valor de la fuerza ∇Vi debe ser proporcional al
campo-fase cuyo gradiente∇φi define el locus de la pared celular de tal forma que∇Vi = ∇V [φi] ∼ ∇φi.
Para que todo esto tenga sentido, debemos entonces definir un campo-fase en cada pared celular y
calcular el valor de u en cada una las paredes. Ya que φ = 0 define la frontera, entonces podemos
expresar la ecuación (8.9) como:

Mφ = |∇V [φ]|2. (8.10)

La importancia de este parámetro es porque recientemente se ha demostrado que la magnitud de la
fuerza es un factor importante en la orientación de los PINs en el meristemo floral de la Arabidopsis [95,
116]. Así, para la simulación de la raíz agregaremos que el dominio completo de la raíz tiene el valor de
φ = 1 y que φ = −1 representa la frontera del dominio. Usaremos que el potencial elástico de las células
internas está dado por la ecuación (3.8) y el valor máximo de V representa las células de la epidermis
simulando lo que observamos en el capítulo 7. Como primera aproximación podemos considerar que
u se comporta como la permeabilidad dada por la ecuación (4.7), es decir como compuertas lógicas
donde el flujo de auxina siempre esta cerrado para las células j y m, excepto:

Si u(j) > 0.5 y u(j) > u(m) con j arriba de m,

Si u(j) ≤ 0.5 y u(j) ≤ u(m) con j arriba de m,

Si u(j) ≤ 0.5 y u(m) ≤ 0.5 con j debajo de m

En la figura 8.4A mostramos como es el campo u después de seis días de crecimiento. Cabe men-
cionar, que durante la evolución temporal se mantiene un perfil del campo u similar. El color rojo
representa una curvatura mayor y el color azul representa una curvatura menor. En la figura 8.4B
mostramos el perfil de auxinas en la raíz en el día seis de crecimiento. El perfil concuerda con los resul-
tados experimentales [69, 97] y con los resultados de la figura 6.4. Las otras cantidades importantes,
como el perfil del campo elástico y la tasa de reproducción se mantienen acorde a los resultados expe-
rimentales y los mostramos en la figura 8.5. Estos últimos resultados se caracterizan por la división de
la raíz en las tres zonas conocidas, es decir, la zona meristemática que es cuando el potencial es alto y
la concentración de auxinas también; el dominio de transición que es cuando el potencial es bajo y la
concentración de auxinas está alrededor de 0.5 y por último, la zona de elongación que es cuando el
potencial es alto y la concentración de auxinas es baja.

Si bien, estos resultados muestran detalles importantes en el desarrollo de la raíz, falta hacer una
exploración de algunos parámetros como la difusión del campo u y la tensión superficial σ. Ya que
ambos parámetros modulan la superficie directamente y por tanto la orientación de los PINs y toda
la dinámica de reproducción celular. Aunque en este punto, estos parámetros no tienen un vínculo
directo con la parte biológica, se sabe que hay expresiones genéticas dentro de las células que permiten
la orientación de los PINs [55, 84, 167] y por ello consideramos que el trabajo para el futuro es ligar
estas y otras variables con las redes de regulación genética y rener un modelo dinámico de las proteínas
PIN más completo.
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Figura 8.4: A) Perfil de campo u. La barra de color indica la cantidad de curvatura normalizada. B)
Perfil de auxinas tras seis días de reproducción. La barra de color indica la concentración de auxina
en una escala normalizada. Usamos σf =2.0, Df=1.0, C =0.5, βf =0.3 y ε =0.01.

Distancia desde la punta (1/100   m)

(a) (b) (c)

Figura 1: (a) Perfil del parámetro �̃ que sirve para diferenciar la parte exterior de la ráız y ayuda
a crecer el dominio donde se encuentran las células. Figura tomada de [3]. (b) Condición inicial del
campo �̃ con 8 células inicales. En color blanco el lugar que ocupan las células de la ráız y en color
gris oscuro el medio donde se desarrolla. En color rojo los contornos de cada célula, los asteriscos
representan las células quiescentes. (c) La ráız después de 6 d́ıas de crecimiento. El código de color
es el mismo que en (b).

µ = �
�
�2 � 1

�
� ✏C

�
�2 � 1

�
(1 + �u) � ✏2

2
r2�, (4)

donde C es término de curvatura espontánea local, la ✏ está relacionada al ancho de la interfase y
� es el parámetro que mide la fuerza de la interacción del campo u en la interfaz.

La enerǵıa total ⌦ se define como:

⌦ =

Z

V

! dr, (5)

donde ! es la densidad de enerǵıa y V es el volumen donde se encuentra distribuida. Pensando que
la escala de tiempo donde evolucionan los campos no es constante, pues el material de la ráız no se
conserva. Entonces podemos interpretar la cinética de los campos como una cinética no conservativa
y por tanto la dinámica del sistema se puede calcular a partir de la variación de ⌦ en función de
los campos � y u de la forma siguiente:

@�

@t
= �M�

�⌦

��

@u

@t
= �D

�⌦

�u
,

(6)

donde
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Figura 8.5: Se muestra el número de divisiones celulares a lo largo de la raíz en forma de un histograma
y con punto rojos se muestra el perfil del campo elástico como función de la distancia para la raíz de
la figura 8.4.
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8.5. El campo-fase y el tensor de esfuerzos

A manera de describir los pasos a seguir en un futuro para este trabajo de investigación, planearemos
incorporar el ordenamiento de los PINs y la forma de crecimiento de la raíz mediante el campo-fase
y la estructura elástica dada por el tensor de esfuerzos. La finalidad de esto es generar, de forma más
general, un ambiente mecánico para que las células obtengan información espacial que les ayude a
determinar su destino. Cabe señalar que todas estas ideas se basan en el modelo ya planteado y lo
único que se busca es extender su función para incorporar el papel genético, pues aunque las fuerzas
físicas gobiernan gran parte del desarrollo de las plantas, la interacción genética es fundamental para
determinar el destino celular. También es importante señalar que el modelo planteado en esta sección
es una síntesis de los modelos planteados para la formación de meristemos que se describe en el trabajo
de maestría de Lorena García Iglesias [168], quien es miembro de nuestro grupo de trabajo.

Suponiendo que la información espacial que reciben las células la obtendrán de las fuerzas mecánicas
que tienen lugar en el borde de la células, entonces podemos describir el efecto de los cambios de
curvatura por dobleces como una medida de información. Con la finalidad de incluir el ordenamiento
de los PINs y el crecimiento del dominio, planteamos que la energía de doblamiento incluya un término
de curvatura espontánea como función de un campo u. De esta forma, la densidad de energía se puede
escribir como [169, 170]:

Ω[φ] = Aφµ
2 +

σf
2
|∇φ|2 +

Df

2
|∇u|2 +

As
2
Vs +

Af
2
Vf (8.11)

donde µ es el potencial químico dado por la ecuación (C.26) y la curvatura espontánea es C0 = βfu
2

para representar con una función armónica la concentración de sustancias. Vs = (φ2−1)2(u−umin)2(u−
umax)2 representa las interacciones de u en la frontera, umin es un valor mínimo para u y umax es un
valor máximo. Vf = φ2(u − ufar)2 representa las interacciones de u lejos de la frontera y ufar es un
valor determinado de ulejano a la interfase. Df y σf representan la tensión superficial de los campos
u y φ, respectivamente.

Considerando la dinámica de Cahn-Hilliard para el modelo-B [171] como en la ecuación (C.27), que
es de carácter conservativo, podemos encontrar que las ecuaciones dinámicas para φ y u son:

∂φ

∂t
= Dφ∇2

(
δΩ[φ]

δφ

)
(8.12)

∂u

∂t
= Du∇2

(
δΩ[φ]

δu

)
,

donde Dφ y Du son los coeficientes de difusión de los campos φ y u respectivamente. Cabe señalar
que los valores de u en la frontera y lejos de ella son importantes para la dinámica de u y pueden ser
usados como los valores de los estados atractores de la expresión genética si pensamos que hay una
correspondencia entre el espacio fase de las ecuaciones dinámicas y el espacio epigenético. Un ejemplo
de esto lo hemos implementado en la dinámica de la floración de Arabidopsis [9].

Con el fin de ilustrar el funcionamiento del campo-fase en nuestro modelo de raíz, simularemos sólo
la forma en que se puede obtener la estructura externa de la raíz en tres dimensiones. Así, escogemos
As = Af = 0 y elegimos el coeficiente de difusión para u de forma no constante en el que se incluye la
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tensión como una variable que modifica el transporte, como analogía a nuestros modelos propuestos
en el capítulo 7. De esta forma proponemos que:

Du = Du01 + η~σ, (8.13)

donde Du0
es el coeficiente normal de difusión, 1 es la matriz identidad y ~σ es el tensor de esfuerzos

dado por la ecuación (C.34) del apéndice C y η es una constante de proporcionalidad. Como hemos
visto, colocar la parte mecánica en la difusión de una sustancia implica que habrá un transporte activo.
De esta forma las ecuaciones dinámicas son:

∂φ

∂t
= Dφ∇2

[
Af (3φ2 − 1− 2εφ(βfu

2))µ−Af ε∇2µ+ σf∇2φ
]

(8.14)

∂u

∂t
= ∇ ·

(
Du∇

[
Af εβfu(φ2 − 1)µ+Df∇2u

])
.

Dado que u representa la curvatura espontánea y ésta modifica cualquier forma de un objeto al seguir
una dinámica determinada, entonces podemos suponer que u representa la auxina en el sistema. Dado
que las ecuaciones (8.12) son conservativas, la cantidad de masa en el sistema no cambia. Para lograr
que φ represente adecuadamente el crecimiento como si fuera una raíz, entonces debemos incluir un
término de masa que dependa del aumento de la curvatura en la ecuación para la dinámica de φ en
las ecuaciones (8.14). La masa que hay que agregar es φ δΩ[φ]

δu para tener un equilibrio en la ecuación
de continuidad. Para describir el crecimiento de la raíz, iniciamos φ con un perfil semiesférico para
simular un ambiente homogéneo. Para imitar por ahora el funcionamiento de la auxina en el domino
φ que crece, elegimos como condición inicial para u un perfil Gaussiano centrado en el dominio de φ
con un máximo a una distancia lu de la parte más alta de φ. Esto último para hacer una analogía de
la posición del QC en nuestra raíz. En la figura 8.6 mostramos la evolución de las ecuaciones (8.14)
en el que vemos dos etapas del desarrollo de la raíz. En la figura 8.6A mostramos una raíz con sus
condiciones iniciales y en la figura 8.6B mostramos la raíz después de la evolución de los campos.
Del lado derecho de las figuras 8.6 mostramos los cambios del esfuerzo en dirección del gradiente que
incluye la variación de la energía respecto a la curvatura espontánea, es decir, η∇(~σ ·∇( δΩδu )) ≡ S. Este
término es de suma importancia ya que dirige el crecimiento a los lugares donde hay mayor esfuerzo
o mayor cambio de curvatura. Observe que los cambios en la forma del dominio se dan cerca de la
superficie donde S es diferente de cero (vea la escala de colores en la figura 8.6). Cabe señalar que
la integración numérica de las ecuaciones (8.14) se realizó mediante diferencias finitas para la parte
espacial y por el método de Euler para la parte temporal. Estos resultados muestran que la forma en la
raíz emerge de la dinámica del campo-fase en una estructura 3D son una forma de validar las hipótesis
que hemos planteado para hacer crecer el dominio de nuestra raíz. Otro punto a destacar es que los
esfuerzos mecánicos que se encargan de modelar la forma de la raíz y que se localizan en las zonas de
mayor cambio de curvatura se semejanza a las condiciones que hemos planteamos para modelar la raíz
en los modelos que incluyen los efectos de la epidermis (capítulo 7). Como punto adicional, podemos
decir que las dinámicas de las ecuaciones (8.14) se vuelven relevantes para investigar otros aspectos
de las raíces que tienen que ver con el tamaño y forma de los meristemos y como los procesos que
dan origen a otro tipo de procesos en las plantas como la filotaxis (disposición de las hojas respecto al
tallo) o bien para la formación de raíces laterales y ramas en las plantas [168].
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A)

B)

Figura 8.6: Mostramos el crecimiento de una raíz siguiendo el modelo de campo-fase de curvatura
espontánea donde ésta última sigue de manera lineal los esfuerzos producidos por el cambio local de
curvartura. A) Se muestra como condición inicial un domo semiesférico y la proyección S del tensor de
esfuerzos. B) Se muestra la evolución del domo después de 16000 iteraciones de tiempo y su respectiva
proyección S del tensor de esfuerzos. En los dos casos, las proyecciones de S se hacen con cuatro planos
xy con diferente valor en z, tres planos xz y otros tres planos yz. Los parámetros de la simulación
son: Dφ =1.0, Du0

=50.0, Af =0.5, Df =0.2, σf =0.5, βf =0.1, η =5.0, ε =2.0 y dt = 10−5. Las
ecuaciones (8.14) se integraron en un dominio cúbico de 40 unidades, la Gaussina para u fue de 20
unidades de ancho y centrada en el dominio y lu fue de 9 unidades.

Formas de implementar la diferenciación celular

Una vez capturados los esfuerzos mecánicos para modelar la forma de la raíz, podemos ahora usar el
modelo para que cada célula en el meristemo se represente con un campo-fase de curvatura espontánea
en donde el esfuerzo local contribuya al crecimiento celular y al transporte de auxina. De igual forma,
podemos suponer que la acumulación de proteínas en la pared celular o en la membrana plasmática
generan cambios en la curvatura local. Esta suposición nos permite abordar otro punto importante
como lo es la diferenciación celular y su inclusión en un modelo de forma natural si suponemos que
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la curvatura espontánea es una función de múltiples sustancias, de tal forma que el potencial químico
dado por la ecuación (C.26) sea [169, 170]:

µ[φ] = (φ2 − 1)(φ− ε~β · ~u)− ε2∇2φ, (8.15)

y la curvatura espontánea esté representada por C0 = ~β · ~u, donde ~β = (β1, β2, ..., βn) es una familia
de interacciones para n sustancias en la curvatura espontánea (~u = (u1, u2, ..., un)). Usando la energía
como en la ecuación (8.11), entonces:

Vs = (φ2 − 1)2
n∏

α=1

n∑

i=1

(ui − ui,α)2 + γs

n∑

i,j=1

Di,j∇ui · ∇uj (8.16)

Vf = φ2
n∑

i=1

(ui − ui,far)2,

donde ui,α son valores fijos de u en la frontera y ui,far es un valores de u lejos de la frontera. La γs
representa las posibles interacciones entre las sustancias y Di,j son los coeficientes de tensión super-
ficial que pudieran tener. Cabe señalar que todas las sustancias u tiene una relación con el tensor de
esfuerzos. La representación de un campo-fase con múltiples sustancias se ha usado para modelar la
formación de los anillos-Z en liposomas [170] y para caracterizar la segregación de sustancias en una
membrana [169]. De igual forma, hemos usado el campo-fase con una sola sustancia en u y la incor-
poración de una red genética para explicar el desarrollo temprano de los primordios en la floración de
Arabidopsis [9].

Por tanto, una vez identificada la actividad genética con la dinámica de alguna sustancia u podemos
reforzar los procesos de auto-organización ya propuestos en nuestros modelos. Desde luego que es un
trabajo arduo en el que se necesita conocer las redes de regulación genética en la raíz y por ahora solo
existen para una de ellas que se encargan de caracterizar la actividad del nicho de células troncales.
Dado este punto, el modelo de campo-fase de múltiples sustancias que cambian la curvatura espontánea
de un sistema como la raíz quedará para trabajos en el futuro.

8.6. Conclusiones

A manera de concluir, podemos decir que los modelos presentados para la proliferación celular sugieren
que el origen y la variación de los patrones morfogenéticos se deben a las interacción auto-organizadas
entre campos elásticos físicos y sustancias químicas que se transportan. También hemos mostrado que
estas interacciones se pueden estudiar sistemáticamente con el fin de entender cómo surgen las formas y
los patrones biológicos en la raíz. Por ejemplo, logramos describir como se altera el crecimiento de una
raíz al cambiar la rigidez de las paredes de la epidermis (ver figura 7.7). De igual forma, encontramos
una relación entre la acumulación de auxina y la curvatura en la raíz (ver figura 8.1), dando como
resultado que los máximos de auxina se localizan en los puntos con más curvatura. Esta situación
permite describir el origen del nicho de células troncales y el centro quiescente como una propiedad
emergente que se mantiene con un carácter robusto durante todas las simulaciones.

Por otra parte, nuestra propuesta de modelar el transporte de auxina nos permite definir los estados
de polarización de las proteínas PIN e identificar los ciclos de recirculación de auxina en toda la raíz.
De esta forma, logramos identificar que la polarización dinámica de los PINs genera una circulación
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en forma de fuente inversa que surge de manera natural y que no se ha logrado reproducir de forma
emergente con ningún modelo [86].

Dada las comparaciones entre los datos experimentales y los datos de las simulaciones numéricas,
podemos decir que el acoplamiento dinámico entre la proliferación celular, el transporte de auxinas y
un campo físico elástico son suficientes para que la organización celular en la raíz emerja. Bajo esta
perspectiva, podemos decir que los modelos proporcionan una herramienta formal teórica para explo-
rar algunos rasgos del crecimiento y predecir comportamientos como el tamaño del meristemo como
función de las tasa de transporte de auxina (ver figura 6.9).

Como puntos adicionales hemos abordado la forma del dominio y la expresión genética en la raíz
como una extensión de nuestros modelos usando un campo-fase con múltiples sustancias que gobiernan
la curvatura espontánea. Nuestras perspectivas en esta extensión se limitan a la identificación de una red
regulación genética y las interacciones mecánicas que pudieran darse entre las sustancias. No obstante,
nuestra propuesta nos permite concluir que las propiedades mecánicas son un factor importante para
el desarrollo de una célula y de la propia raíz.
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A
Modelo dinámico de los PINs

En este apéndice abordaremos el comportamiento dinámico de la proteínas PIN y su papel en la
polarización en el flujo de auxina. Para ello describiremos la interación de las proteínas PIN con la
tensión de la membrana celular y con los mecanismos que se llevan acabo en las células para su síntesis.
Aunque recurriremos a la idea de construir una red de interacciones entre estos aspectos y validare-
mos su importancia con ayuda de una interacción Boolena, la finalidad de este apéndice es mostrar
que de forma dinámica hay una correlación entre los estados de polarización de las proteínas PIN,
el campo elástico y la concentración de auxina y con ello podemos representar de manera simple un
modelo de permeabilidad de las paredes celulares que permitan el flujo de auxina en ciertas direcciones.

Tomando en cuenta que la polarización de sustancias es importante para la diferenciación celular,
el transporte de sustancias entre células y para marcar mecanismos de señalización en tejidos y órga-
nos de la raíz [172]. La cantidad de proteínas PIN localizadas en las membranas plasmáticas generan
una polarización suficiente para que el transporte de auxinas genere un gradiente a lo largo del eje
longitudinal de la raíz y que la auxina fluya de forma diferente en las células internas, la epidermis y
la parte apical de la raíz [53, 68, 83, 84, 85, 86].

Desde luego, estudiar los mecanismos a los que están sujetas las proteínas PIN en las membranas
se vuelve relevante, pues de ellos emergen algunas propiedades morfogéticas en la raíz. Por ello a lo
largo de este apéndice haremos una revisión de los aspectos más importantes de las proteínas PIN y
expresaremos su acción en un modelo compacto. Las ideas que tomaremos en cuenta para realizar esto
se basan en la relación que hay entre las propiedades moleculares y fuerzas físicas de tensión en las
células [21, 173].

Las propiedades moleculares contemplan la acción de los filamentos de actina ROP (específicamen-
te la ROP6), las quinasas serina/treonina PINOID (PID) y la expresión del genética del gen GNOM.
Las ROP están consideradas como los interruptores moleculares que regulan la polaridad celular, el
movimiento de células y la organización estructural de los microtúbulos en las paredes celulares como
funciones principales [174, 175]. La actividad de ROP6 está gobernada por la cantidad de auxina en
las células y promueven la polarización de las proteínas PIN en la membrana plasmática. Además
se sabe que las ROP inhiben la endocitación de PIN 2 [160, 174, 176]. Las PID generan un factor
molecular que permite la fosforilación de las proteínas PIN y con ello determina su ubicación en la
parte apical de cualquier membrana [177]. También existe la contraparte de este proceso mediante una
desfosforilación que permite a las proteínas ubicarse en la parte basal de las membranas [178, 177]. Las
estados de las proteínas PIN 1 y PIN 2 están relacionan con las PID [178, 179]. La expresión del gen
GNOM permite que ciertas proteínas intercambien nucleótidos y se inicie un proceso de reclutamiento
de vesículas que puede inhibir o activar el transporte de proteínas hacia la parte apical o basal de las
membranas. De esta forma la expresión de GNOM está relacionado con la polarización basal y apical
de la proteínas PIN 1 [178, 179]. Los resultados de varios estudios muestran que aunque las PID y
la expresión de GNOM permiten la polarización apical y basal, la relación entre ellas tiene efectos
antagónicos, ya que cuando la expresión de GNOM permite la polarización basal de PIN 1, el efecto de
las PID es generar una polarización apical de PIN 1 [178, 177, 179]. Dado estos efectos se ha propuesto
que las rutas de las PID y la expresión de GNOM permiten una reubicación de proteínas PIN como me-

83



Apéndice A. Modelo dinámico de los PINs

dida adicional a los estados de endocitación y exocitación de proteínas PIN en las membranas [85, 180].

Como hemos venido mencionando, las propiedades físicas que coordinan el crecimiento y la prolife-
ración celular son las propiedades que se relacionan las cantidades del esfuerzo mecánico y compresión
de las paredes y membranas celulares. En este caso consideraremos que la presión de turgencia y la
rigidez de las paredes son suficientes para interaccionar con la membrana plasmática y que los cambios
que ocurran en ella sólo son una consecuencia de los cambios mecánicos de ambas componentes. De esta
forma suponemos que existe una relación directa entre la pared celular y la tensión de la membrana a
través de la acción de las auxinas.

Dado que las células están dentro de una pared rígida, los procesos de morfogénesis se basan
principalmente en la división y el alargamiento de las células y por ello se requieren un control sobre
la rigidez y la extensibilidad de la pared [59]. Estudios recientes sugieren que la polarización de las
proteínas PIN es afectada por competencia mecánica en los tejidos [31, 95] o bien por los cambios de
las propiedades mecánicas de la membrana plasmática y la pared celular [181, 96, 123]. Sin embargo
es posible que no sólo los cambios en la rigidez de la pared afecten la polarización de las proteínas
PIN y por ello algunos trabajos [61, 156] han sugerido que el aumento de la tensión en la membrana
plasmática afecta positivamente los estados de exocitosis y negativamente los estados de endocitosis.
Dado esto, la tensión de la membrana regula la localización de las proteínas PIN a través de procesos
de endocitosis y exocitosis. Cabe mencionar que la exocitación de proteínas favorece notablemente el
estado de tensión de la membrana y por ello hay una retroalimentación entre ambas propiedades [85].

Red Booleana para la polarización de los PINs

Una vez expuestas las propiedades más relevantes sobre los estados de polarización y su interacción,
planteamos como primera aproximación que los estados de las proteínas PIN se modifique mediante
una red de interacciones Booleana, en donde los agentes moleculares y físicos se encienda o apaguen.
Así, la cantidad de auxina afecta directamente los estados de tensión de la membrana y de las ROP6.
Los estados de endocitación y exocitación se inhiben y activan respectivamente por la tensión de mem-
brana. El estado de ROP6 inhibe la polarización de ciertas proteínas y la polarización apical o basal de
las proteínas PIN se debe a los estados de endocitosis y exocitosis, si pensamos en una generalización
para la acción de todas las proteínas PIN. De esta forma, la exocitosis promueve ambas polarizaciones
y la endocitosis las inhibe.

Dado que las acciones de las PID y la expresión de GNOM juegan un papel antagónico en los
estados de polarización, hemos decidido simplificar su acción en un sólo modulo llamado GPID. Este
modulo permite que la polarización apical se inhiba y la polarización basal se favorezca. Desde luego
que la acción de GPID es independiente de las auxinas (IAA), la tensión de la membrana (Mem), de
ROP6 y los estados de endocitosis (Endo) y exocitosis (Exo). Como punto final, cabe señalar que los
efectos de polarización apical (PA) y basal (PB) tienen una retroalimentación hacia la auxina y con ello
una forma de autoregulación. Para ejemplificar las acciones que hemos descrito, creamos la figura A.1
en la que representamos las propiedades moleculares y físicas como nodos en una red Booleana y sus
interacciones activas con una liga en forma de flecha y sus interacciones negativas o de inhibición con
una barra.
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Atractores en la polarización de los PINs

Usando la red de interacciones de la figura 1 y las reglas lógicas de la tabla ,
encontramos cuatro a tractores para el estado silvestre, dos de ellos de punto fijo y
otros dos de peŕıodo cuatro. Los estados fueron obtenidos usando el programa R y
se muestran en las tablas 2 y 3.

IAA

Exo

Endo

MemROP6PA PB

GPID

Thursday, September 12, 13

Figura 1: Red genética. IAA representa las axinas, Mem la tensión de la membrana,
Endo y Exo representa la endocitosis y la exocitosis. PA y PB son los estado de
polarización de los PIns en la parte ápical y basal respectivamente, GPID es la
interacción de los genes GNOM y PID, La punta indica una activación y la barra
una inhibición

Cuadro 1: Reglas lógica
Elemento Condición

IAA (x) IAA & (PA | PB)
ROP6 IAA
Mem (w) IAA | !Exo
Endo (v) !Mem & !ROP6
Exo (u) Mem
PA (y1) !Endo & Exo & !GPID
PB (y2) !Endo & Exo & GPID
GPID GPID

1

Figura A.1: Mostramos las propiedades moleculares y físicas relacionas con la polarización apical y
basal de las proteínas PIN en forma de una red Booleana. La IAA representa la cantidad de auxinas
en una célula, Mem representa la tensión de la membrana, Endo y Exo representan los estados de
endocitosis y la exocitosis de las proteínas PIN. PA y PB son los estados de polarización ápical y basal
respectivamente. GPID es la interacción de las PID y la expresión del GNOM. Las ligaduras entre los
agentes representan estados de activación (punta de la flecha) y estados de inhibición (barra o cola de
la flecha).

En su conjunto, la red de interacciones tiene como finalidad determinar los estados de polarización
de las proteínas PIN a través de pequeñas contribuciones. Para poder obtener información de estas
pequeñas contribuciones haremos un análisis sobre las variables y sobre la probabilidad de un con-
junto de éstas, o una sola, genere un estado atractor o de equilibrio. Para ello, construimos una serie
de reglas que se basan en el arreglo Booleano de la figura A.1. La tabla A.1 muestra estas reglas lógicas.

Después de realizar un análisis estadístico con diferentes condiciones iniciales se puede observar
que las reglas lógicas de la tabla A.1 dan como resultado cuatro estados atractores que se vinculan
directamente con los estados silvestres de la raíz de Arabidpsis, esto es, que hay cuatro estado donde
las variables representan los procesos que se observan en una raíz común de dicha planta. Los cuatro
atractores se pueden caracterizar en dos conjuntos: los que tienen un punto fijo y los que tienen una
periodicidad. Los estados fueron obtenidos usando el lenguaje de programación R y se muestran en
las tablas A.2 y A.3 La parte inferior de las tablas muestra la frecuencia con la que puede obtener
los estado. La tabla A.2 muestra dos atractores de punto fijo mientras que la tabla A.3 presenta dos
atractores con periodicidad cuatro.

Polarización dinámica de los PINs

Se sabe que los estados silvestres de la raíz son muy robustos y casi no cambian. Sin embargo, los
atractores de punto fijo parecen no reflejar este hecho pues tienen frecuencia muy baja. Así que con el
fin de explorar la robustez de la red Booleana y encontrar otros estados transitorios que no dependan
sólo del encendido y apagado de las variables decidimos reescribir las reglas lógicas de la tabla A.1 en un
conjunto dinámico de ecuaciones donde las variables Booleanas se comportan como variables continuas.
Para esto colocamos la interacciones de activación e inhibición con signos más o menos respectivamen-
te seguidas con algún coeficiente a determinar. Las ecuaciones diferenciales que corresponden a las
interacciones Booleanas para cada célula las podemos escribir como:
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Variable Condición

IAA (x) IAA & (PA | PB)
ROP6 IAA
Mem (w) IAA | !Exo
Endo (v) !Mem & !ROP6
Exo (u) Mem
PA (ya) !Endo & Exo & !GPID
PB (yb) !Endo & Exo & GPID
GPID GPID

Tabla A.1: Mostramos las reglas lógicas de la red Booleana. También escribimos un símbolo extra a
cada variable de la red Booleana con la finalidad de extender su estudio.

Atractor 1 Atractor 2
IAA 1 1
ROP6 1 1
Mem 1 1
Endo 0 0
Exo 1 1
PA 1 0
PB 0 1
GPID 0 1
Freq. 3.12% 3.12%

Tabla A.2: Se muestran dos atractores con punto fijo. El 1 representa un estado activo y el 0 un estado
inhibido. Observe que la frecuencia para estar en un estado de estos es baja.

∂x

∂t
= ax+ bx(u+ v) +

c

2
y − fx

∂w

∂t
= −bx2(u+ v − 1)− du(1− u)

∂u

∂t
= fuw + g(1− w) + d(1− u)u (A.1)

∂v

∂t
= −fvx2 − g(1− w)

∂y

∂t
= −ry(1− y)(u− v),

donde las variables x,w, u, v, y representan los parámetros de la tabla A.1. x representa la concen-
tración de auxina, w es la tensión de la membrana, u se refiere a la exocitación de proteínas PIN, v
representa los estados de edocitación de proteínas PIN y la parte que corresponde a la polarizacón
apical y basal la escribimos con una sola ecuación donde y = ya+yb, ya que los estados de polarización
ya y yb son antagónicos. Los parámetros fx, fu y fv representan las fuentes de auxina, exocitación y
endocitación respectivamete.
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Atractor 3 Atractor 4
IAA 0 0 0 0 0 0 0 0
ROP6 0 0 0 0 0 0 0 0
Mem 1 1 0 0 1 1 0 0
Endo 1 0 0 1 1 0 0 1
Exo 0 1 1 0 0 1 1 0
PA 0 0 1 1 0 0 0 0
PB 0 0 0 0 0 0 1 1
GPID 0 0 0 0 1 1 1 1
Freq. 46.88% 46.88%

Tabla A.3: Se muestran dos atractores con período cuatro. El 1 representa un estado activo y el 0 un
estado inhibido. Estos atractores tienen una frecuencia mayor y por tanto son más visitados por las
variables de la red.

Para determinar el valor de cada coeficiente realizamos un analísis de punto fijo para cada célula.
Esto es tratamos las ecuaciones diferenciales parciales (A.1) como derivadas totales en cada célula. Con
ello, encontramos que los cuatro estados de las tablas A.2 y A.3 son función lineal de los coeficientes
de la ecuación (A.1). Así. para poder obtener los estados atractores representados en las tablas A.2 y
A.3 fijamos los valores a los coeficientes. La primera solución la representamos en la tabla A.4.

Coeficiente Valor

b 1
d 1
g 1
fu 0
fv → 0
r c
c → 2(1− a+ fx)

Tabla A.4: Solución para los valores de los coeficientes de las ecuaciones (A.1). Las flechas indican que
los coeficientes tienden al valor señalado.

De esta forma los estados de las variables, dados los coeficientes de la tabla A.4, están representados
en la tabla A.5.

De aquí que la frecuencia con la que oscila la polarización de los PINs sólo sea función de fx/c que
representa la fuente de la auxinas fx y acción polar para el transporte c en la ecuación para x en las
ecuaciones (A.1). Como se puede observar, el valor fx/c es una constante y por ello podemos reescribir
las ecuaciones (A.1) sin ninguna restrinción y luego colocar la solución para los estados de polarización
y determinar el estado de polarización apical o basal. De esta forma al hacer de nuevo el analísis de
punto fijo para cada célula obtenemos la tabla A.6
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r = c r = ±c r = −c
x 0 →1 0 →1
w 1 →1 →1 →1
v 1 →0 →0 →0
u 1 →1 →0 →1
y 2fx

c →1 → 2fx
c →0

ya
fx
c →0 → fx

c →0
yb ya →1 ya → 0

Tabla A.5: Representación del estado de las variables de la red Booleana con los coeficientes de la
tabla A.4. Las flechas indican que se tiende al valor señalado.

Coeficiente Valor

b 1
d 1
g 1
fu 0
fv → 0
r c
c → 2(1− a+ fx) o 2fx

Tabla A.6: Solución sin restricciones para los valores de los coeficientes de las ecuaciones (A.1). Las
flechas indican que los coeficientes tiende al valor señalado.

Así los estados de la variables quedan registrados en la tabla A.7.

c = 2fx c = 2(1− a+ fx) c = 2fx
x 0 →1 0
w 1 →1 →1
v 1 →0 →0
u 1 →1 →0
y 1 →1 →1

Tabla A.7: Representación del estado de las variables con los coeficientes de la tabla A.6. Las flechas
indican que se tiende al valor señalado.
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De esta forma las ecuaciones (A.1) se pueden reescribir como:

∂x

∂t
= ax+ x(u+ v) +

c

2
y

∂w

∂t
= −x2(u+ v − 1)− u(1− u)

∂u

∂t
= (1− w) + u(1− u) (A.2)

∂v

∂t
= −(1− w)

∂y

∂t
= c(u− v)y(1− y),

donde el resultado para la expresión de la polarización ápical y basal se escribe como:

∂ya
∂t

= rya(1− y)

∂yb
∂t

= ryb(1− y), (A.3)

que no es otra cosa que una representación de la función logística para dos especies que compiten
y donde la tasa de crecimiento de ambas está dada por r = c(u − v). Esta representación muestra
que las tasas de endocitosis y exocitosis generan una competencia para el posicionamiento de las
proteínas PIN. Ya que la función logística alcanza un estado de equilibrio de manera exponencial y
que la polarización apical y basal son estados opuestos, entonces el resultado de las ecuaciones (A.2) y
(A.3) indican que el estado de polarización depende de manera indirecta de la tensión de la membrana
como condición inicial. De esta forma, la tensión de la membrana es un indicador de la dirección de
polarización y un sistema de referencia local para el transporte activo de auxina. Cabe señalar que
estos resultados son un complemento a las interacciones de la red Booleana y por tanto la descripción
de los estados de los atractores de las tablas A.2 y A.3 son totalmente compatibles con los resultados
de las ecuaciones dinámicas (A.2). En la figura A.2 mostramos los estados finales de las variables
involucradas en las ecuaciones (A.2). El resultado más sobresaliente es que la polarización apical PA y
basal PB son sumamente sensibles a las condiciones iniciales de la polarización total y por ello con las
mismas condiciones iniciales obtenemos los dos estados de polarización. Ambos resultados representan
los estados atractores de la tabla A.2.

Permeabilidad y dinámica de los PINs

Ahora bien, si tomamos en cuenta que la dinámica molecular que ocurre en el interior de la células es
mucho más rápida que la dinámica del potencial elástico que da origen a la tensión de la membrana,
entonces podemos decir que la ubicación apical o basal de las proteínas PIN sólo dependerá del valor
del potencial y de la concentración de auxina, ya que ésta influye en la tensión. Siguiendo con la idea
de que la tensión de la membrana tiene una relación proporcional con la tensión de la pared celular,
entonces podemos concluir que los estados de polarización son función sólo del potencial elástico y de
la concentración de auxina.

Para incluir todas estas ideas en un modelo de transporte como el que estamos construyendo,
debemos considerar que la permeabilidad tendrá las propiedades más sobresalientes. Por lo pronto,
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Figura A.2: Mostramos los estados de la variables de las ecuaciones (A.2) como función del número
de iteraciones, donde x representa la concentración de auxina (línea negra a trazos), w es la tensión de
la membrana (cuadrados azules), v representa la endocitación de proteínas PIN (puntos en magenta),
u son los estados exocitados de proteínas PIN (círculos en naranja), y es el estado general de la
polarización de los PINs (línea verde). La ya y yb representan los estados de polarización apical
(triángulos rojos) y basal (triángulos azules) de las proteínas PIN respectivamente. Las condiciones
iniciales son x(0) =1.0, w(0) =0.9, v(0) =0.9, u(0) =0.01 y y(0) =0.1. En el panel de la polarización
apical la condición inicial para los estados de polarización son ya(0) =0.1 y yb(0) =0.0, mientras que
en el otro panel las condiciones son ya(0) =0.0 y yb(0) =0.1. Los coeficientes de las ecuaciones (A.2)
son a =-1.5 y c =1.0.
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dado el papel que tiene la tensión de la membrana como sistema de referencia local para los estados
de polarización, proponemos que la direción de polarización sea hacia donde hay mayor potencial. De
esta forma, si tomamos la celda i como referencia y como marco comparativo el potencial promedio V̄ ,
entonces podemos decir que la dirección de polarización de la celda i dependerá del signo del potencial
de la celda vecina m con respecto al potencial promedio; esto es, habrá una dirección de polarización
entre la celda i y la celda m según el signo de (Vm− V̄ ). Por otro lado, sabemos que generalmente hay
una acción auto-regulada entre la auxina y el potencial que favorece el crecimiento de la raíz y por
ello también una relación estrecha entre sus gradientes, ya que la difusión de la auxina afecta el estado
mecánico de la pared y la tensión de la pared afecta el transporte de auxina. Dicho esto, proponemos
entonces que la permeabilidad se encienda o se apague como función de la dirección de los gradientes,
esto es:

Pi,m ∝ Θ[∇Vi · ∇ci], (A.4)

donde Pi,m es la permeabilidad entre la celda i y la celdam, Θ[X] es la función de Heaviside, que es cero
cuando el argumento es negativo (un estado apagado) y uno cuando el argumento es positivo (un estado
encendido). Incluyendo la otra característica como la única información extra para la permeabilidad,
obtenemos que:

Pi,m = Θ[∇Vi · ∇ci]sign(Vm − V̄ ), (A.5)

donde sing(X) es una función que obtiene el signo de su argumento. Así, esta propiedad representa
todos los estados de polarización de las proteínas PIN y la dirección del transporte de auxina entre
células de la raíz.
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B
Interpretación del potencial elástico

El potencial elástico definido por la ecuaciones (3.8) y (3.9) se puede interpretar desde la teoría elástica
y con ello conectar algunos procesos biológicos con una interpretación física adecuada. Para desarro-
llar este punto de vista, describiremos lo que le pasa a un objeto cuando es sometido a fuerzas externas.

Cuando un objeto es sometido a fuerzas externas su primer reacción es cambiar de dimensiones
para preservar el equilibrio de sus fuerzas internas. No obstante, si la fuerza externa es excesiva o per-
manete puede inducir que el cuerpo se fracture. De esta forma, las fuerzas internas pueden ayudarnos
para clasificar la deformación del cuerpo si consideramos que éstas se pueden dividir en las fuerzas
que interactúan en el cuerpo y las fuerzas que interactúan en la superficie. Las fuerzas en el cuerpo
(llamados esfuerzos normales) están relacionas con la masa y el volumen del objeto mientras que las
fuerzas superficiales (llamados esfuerzos de corte) son el resultado del contacto físico entre el objeto y
sus alrededores.

Así, las fuerzas que actúan en un cuerpo puede orientarse en dirección normal σ y en dirección
tangencial τ a la superficie. Esta última puede descomponerse en dos partes vectoriales que se rela-
cionan con la deformación del objeto. En un análisis lineal, podemos considerar que la deformación
es proporcional al esfuerzo. Así, las deformaciones en el cuerpo de un objeto hace que los lados de
éste cambien y giren uno respecto a otro. Para ejemplificar esto último usaremos las deformaciones
normales y de corte con el esfuerzo asociado. Las deformaciones normales ε en una cierta dirección se
definen como el cambio de la longitud de un segmento del objeto con respecto a su longitud original y
las deformaciones de corte γ se definen como el cambio angular θ entre dos lados del cuerpo. Haciendo
referencia a la figura B.1, podemos mostrar que las componentes de la deformación son:

εx =
A′B′ −AB

AB
(B.1)

εy =
A′D′ −AD

AD
γxy = θ − θ′,

donde x e y se refieren al dirección en un sistema de coordenadas cartesiano.

Como es usual, las relaciones de esfuerzo-deformación se pueden escribir como [182]:

σx = Eεx (B.2)

σy = Eεy

γxy =
1

G
τxy,

donde E es el módulo de Young y G es la constante elástica o el módulo de rigidez del objeto. Dado
que la deformación en dirección x también deforma al cuerpo de dirección y, es posible encontrar una
relación entre εx y εy como:
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strain. The normal strain ✏ in a given direction is defined as unit change in length of
a line which was originally oriented. The shear strain � is defined as the change in
the original angle (✓) between two axes. Referring to the Figure (1132) we see that
the strain components are

✏x =
A0B0 � AB

AB
(4)

✏y =
A0D0 � AD

AD
�xy = ✓ � ✓0,

where the subindex x and y means the direction in a system of reference.
The stress-strain relations are

�x = E✏x (5)

�y = E✏y

�xy =
1

G
⌧xy,

where E is the Young’s modulus and G is the elastic constant or rigidity modulus.
Since a strain in x direction will be deformed the body in y direction, we can make
a linear relation between ✏x and ✏y as

✏y = �⌫(
�x

E
), (6)

where ⌫ is a constant within the elastic range and is called Poisson’s ratio. Using
this proportion, the rigidity modulus will be G = E/2(1 + ⌫).

When the body change its form a certain work is done. The energy absorbed in
the body surface due to this work is called strain energy density and we write it as

U0 =
1

2
[�✏2 + 2G(✏2x + ✏2y) + G�2

xy], (7)

where � is the Lamé constant and it is proporcional to Young’s modulus as
� = ⌫E/(1 + ⌫)(1� 2⌫), ✏ = ✏x + ✏y in two dimensions. Using the linear relations for
strain, we can derivate strain and stress for strain energy density as
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Figura B.1: Mostramos una representación de las deformaciones que sufre un cuerpo en dos dimensio-
nes.

εy = −ν σx
E
, (B.3)

donde ν es la razón de Poisson. Esta proporción se relaciona con propiedades importantes del objeto,
como la habilidad de cambiar su volumen y tamaño contra su habilidad de cambiar su forma.

Cuando un objeto cambia su forma, realiza un trabajo. De esta forma, la densidad de energía de
deformación U0 que absorbe un objeto se puede definir como:

U0 =
1

2
[λε2 + 2G(ε2x + ε2y) +Gγ2

xy], (B.4)

donde λ es la constante de Lamé. Esta constante es proporcional al módulo de Young y se puede escribir
como: λ = νE/(1+ν)(1−2ν), ε = εx+εy en 2D. En un paso más, la relaciones de esfuerzo-deformación
de las ecuaciones (B.2) y la densidad energética se relacionan como:

∂U0

∂ε(x,y)
= σ(x,y) (B.5)

∂U0

∂σ(x,y)
= ε(x,y).

(B.6)

Ya que la constante de Lamé y el módulo de rigidez son proporcionales al módulo de Young,
podemos decir que en nuestro modelo de potencial elástico, dado por las ecuaciones (3.8) y (3.9), las
constantes elásticas siguen la relación Kv ∼ Ke ∼ E y Kc ∼ G ∼ E, donde el módulo de rigidez está
dado por G = E/2(1 + ν). Cabe señalar que los dos primeros términos de la ecuación (B.4) modifican
el tamaño del objeto y el tercer término modifica la forma del objeto. En analogía, nuestro modelo de
potencial elástico se comporta como la densidad de energía de deformación y por ello las relaciones
antes mencionadas. De esta forma, el esfuerzo en una dirección específica está entonces relacionado
con el gradiente del potencial si consideramos que U0 ≡ Vi/Ai, donde Ai es el área de la celda i. La
deformación ε(x,y) por otra parte modifica el centro de masa y para que el potencial Vi en una célula
mantenga la magnitud del área entonces debe de ocurrir que:
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∂U0

∂ε(x,y)
=

∂Vi
Ai∂(x, y)

(B.7)

∇Vi = Ai · ~σi.
(B.8)

Esto significa que el esfuerzo en una célula i puede modelarse con las interacciones de todos sus
vecinos y que la situación física del transporte de auxinas se puede relacionar con los estados de tensión
en la membrana plasmática si se combinan los estados de deformación en las células.
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C
Campo-fase

El primer modelo de campo-fase fue realizado por Ginzburg y Landau [183] para describir el fenómeno
de solidificación mediante una transición de fase. El modelo enseña como una representación macros-
cópica puede entenderse con ayuda de la solidificación microscópica libre de fonteras. Años después,
se incorporó el campo-fase para explicar la formación de los glóbulos rojos [184] y la forma en que
las membranas celulares pueden generar superficies de mínima energía usando su proporción área-
volumen [165]. Si bien, ésta fue una de las primeras incursiones del campo-fase en la biología, hay que
resaltar que no sólo el campo-fase es capaz de modelar las superficies de las membranas, sino hay que
incluir otras propiedades físicas a partir de un campo auxiliar. El modelo más antiguo para describir
las superficies en las membranas fue introducido por Helfrich [185] usando una densidad energética de
doblamiento ligada a las curvaturas media y Gaussiana de la membrana más un término de cambio de
curvatura conocido como curvatura espontánea que permite a la superficie de la membrana obtener
formas diferentes a cambio de tener una menor energía. Así, todo el formalismo de Helfrich se puede
poner en términos del campo-fase para explicar no sólo como se minimiza la superficie de una célula,
sino como lo hace una superficie en general, como la superficie formada por un grupo de células, un
tejido, un órgano, una flor, una raíz, o bien para la descripción las propiedades superficiales de la
membrana usando la curvatura [9].

C.1. Caracterización del campo-fase

El campo-fase consiste en un parámetro φ(r) que depende de la posición que asigna un valor o “fase”
a cada punto de su dominio. Esta elección se hace de tal forma que se generan dos mesetas en las que
se representan las fronteras de cada agente. La separación de las fases se hace mediante una interfase
difusiva para que la separación no sea discontinua. Como el valor de las mesetas no está determinado
se proponen valores ±1 donde el valor positivo corresponde a una fase, digamos fase φA, y el negativo
a la otra fase, φB . En la figura C.1 mostramos un perfil cualitativo del campo-fase.

Pensando que el campo-fase es una función regular y analítica del espacio, se propone un perfil de
tangente hiperbólica como función de la distancia a la interfase d(r) y su ancho difusivo ε, de tal forma
que cumplan las condiciones de frontera φ(±∞) = ±1 [171]. De esta forma el perfil es:

φ(r) = tanh
d(r)√

2ε
. (C.1)

C.1.1. Dinámica de Cahn-Hilliard

A manera de entender los procesos que ocurren en el modelo de campo-fase de curvatura espontánea
que abordaremos más adelante, describiremos el modelo-B o modelo de Cahn-Hilliard [171, 186]. que
estudia la descomposición de aleaciones binarias. En este caso, el campo φ representa la concentración
de las dos componentes de la aleación y también una cantidad que se conserva de manera local, es
decir, el campo φ sigue la ley de Fick:
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Figura C.1: Perfil de tangente hiperbólica de la ecuación (C.1). Fases del campo φ según el signo de
la función e interfase difusiva entre las fases. Imagen tomada y modificada de la tesis de doctorado de
Félix Campelo [171].

∂φ

∂t
= −∇ · Jφ, (C.2)

donde el flujo en la aproximación lineal es Jφ = −Dφ∇µ. Dφ es el parámetro difusivo que puede
depender del campo y µ es el potencial químico que representa los cambios de la energía con respecto
al campo.

Pensando que la energía libre total Ωf está descrita por alguna densidad de energía ωf (r) como [186]:

Ωf =

ˆ
V

ωf (r)dr, (C.3)

donde dr es el diferencial volumen. Suponiendo que ωf es función de la concentración y sus gradientes,
es decir, ωf = ωf (φ,∇φ) y que el sistema es isotrópico y homogéneo, entonces uno puede escribir:

ωf = g(φ) +
ε2

2
|∇φ|2. (C.4)

De esta forma, el potencial químico lo podemos encontrar como:

µ[φ] =
δΩf
δφ

=
∂

∂φ
g(φ)− ε2∇2φ. (C.5)

Si se considera que la parte homogénea es biestable, entonces podemos escribir que:

g[φ] = −φ
2

2
+
φ4

4
, (C.6)

y por tanto

µ[φ] = −φ+ φ3 − ε2∇2φ. (C.7)
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C.1. Caracterización del campo-fase

Al final, la energía libre total del sistema se describe a partir del potencial químico y sus tres puntos
de inflexión, de los cuales los dos extremos son estables y corresponden a las dos fases que hay en la
aleación, mientras que el tercer punto, que además está en el centro, es inestable y no corresponde a
ninguna fase. El modelo de Cahn-Hilliard usando las ecuaciones (C.2) y (C.7) se puede representar en
el caso de una difusión o movilidad homógenea por la ecuación dinámica:

∂φ

∂t
= Dφ∇2 δΩf

δφ
= Dφ∇2[−φ+ φ3 − ε2∇2φ]. (C.8)

En el caso que la concentración no sea una cantidad conservada, la ecuación dinámica sigue el
modelo A [171] y se escribe como:

∂φ

∂t
= −Dφ

δΩf
δφ

= −Dφ[−φ+ φ3 − ε2∇2φ]. (C.9)

C.1.2. El campo-fase en el modelo de
Canham-Helfrich

Retomando las ideas de Helfrich [165, 185] para el doblamiento de membranas en un superficie cerrada
con una densidad de energía elástica, nos damos cuenta que la curvatura Gaussiana se convierte en
una invariante topológica según el teorema de Gauss-Bonnet y, por tanto, funciona como un punto de
referencia en la energía libre al no cambiar las condiciones topológicas del espacio. La energía libre de
“doblamiento”, Ω, del sistema a través de su densidad de energía queda como [171]:

Ω =
κ

2

ˆ
S

(J − c0)2ds, (C.10)

donde J es la curvatura media, κ es una constante de restauración y ds es el elemento de área. Cabe
mencionar que la curvatura espontánea c0 en general puede depender de la posición o bien de la
concentración de sustancias que delimitan la frontera. Si bien, no haremos un análisis para describir la
curvatura espontánea en términos de un campo por ahora, sí consideraremos que la curvatura media
al igual que la energía dependen de cada punto de la superficie S. Como el campo φ delimita las fases
y la interfase está en φ = 0, entonces podemos pensar en reformular la energía como una funcional del
campo. Para ello hay que considerar que el elemento de área ds lo podemos escribir como:

ds = δ(d(r))dr. (C.11)

Viendo el perfil de tangente hiperbólica como una función escalón cuando ε → 0. Es entonces es
conveniente usar la definición de la delta de Dirac como la derivada de la ecuación (C.1) respecto a su
argumento, esto es:

ĺım
ε→0

3

4
√

2ε
sec h4 d(r)√

2ε
= δ(d(r)). (C.12)

Usando las dos ecuaciones anteriores y la derivada de la tangente hiperbólica tenemos que:

ds =
3

4
√

2ε
(1− φ2)2dr. (C.13)

Por otro lado, las derivadas del campo-fase respecto a las coordenadas son [165]:

99



Apéndice C. Campo-fase

∂iφ =
1√
2ε
φ′∂id, (C.14)

y

∂2
ijφ =

1

2ε2
φ′′∂id∂jd+

1√
2ε
φ′∂2

ijd, (C.15)

donde la notación ∂i ≡ d/dxi corresponde a las derivadas con respecto a las coordenadas y la prima co-
rresponde a la derivada respecto al argumento d(r)/

√
2ε. Si usamos las ecuaciones anteriores, podemos

escribir la distancia a la interfase como función del campo de la siguiente forma:

∂2
ijd =

√
2ε

1− φ2
[∂2
ijφ+

2φ

1− φ2
∂iφ∂jφ] ≡ Qij , (C.16)

donde a Qij se le conoce como el tensor de curvatura. Considerando que la curvatura media es una
invariante ante transformaciones de coordenadas, ésta puede escribirse como [165]:

J =
1

2
tr[∂2

ijd]. (C.17)

Usando la ecuación C.16 y la derivada de la tangente hiperbólica obtenemos la curvatura media en
términos del campo-fase como:

J [φ] = −
√

2

2ε(1− φ2)
(−φ+ φ3 − ε2∇2φ). (C.18)

Tomando las ecuaciones (C.13) y (C.18), la ecuación (C.10) queda descrita en términos del campo-
fase como [165]:

Ω[φ(r)] =
κ̄

2

ˆ
V

(ω[φ(r)])2dr, (C.19)

donde

ω[φ] = −φ+ φ3 − ε2∇2φ− εC0(1− φ2), (C.20)

y

κ̄ =
3
√

2

4ε3
κ. (C.21)

La curvatura espontánea C0 = c0/
√

2. V representa el volumen donde se encuentra la interfase. Cabe
mencionar que el propósito del campo-fase queda explícito en la ecuación (C.19) ya que no hay que preo-
cuparse por saber cómo cambia la interfase sino saber como se ubica en el volumen. Los primeros tres
términos de la ecuación (C.20) no son más que el potencial químico del modelo de Cahn-Hilliard [186].
Por tanto,

ω[φ] = µ[φ]− εC0(1− φ2). (C.22)
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C.1.3. Constricciones geométricas

Si bien la frontera está sujeta a constricciones geométricas, éstas no se encuentran dentro del modelo
de energía libre propuesto por el campo-fase y por ello hay que incluirlas como un multiplicador de
Lagrange que nos ayude a conservar la relación área-volumen a lo largo del dominio geométrico dictado
por la frontera. De esta forma podemos definir la funcional de energía libre efectiva como:

Ωef [φ] = Ω[φ] + σf

ˆ
V

a[φ]dr, (C.23)

donde σf es el multiplicador de Lagrange que asegura la conservación del área total a través de la
funcional de área a[φ]. Teniendo en cuenta que a(r) = δ(d(r)) y el perfil del campo dado por la
ecuación (C.1), entonces [171]:

a[φ] =
3

4
√

2ε
|∇φ|2. (C.24)

En este sentido, el área total encerrada por la frontera es:
ˆ
S

ds = ĺım
ε→0

ˆ
V

a[φ]dr. (C.25)

De esta forma, podemos definir un nuevo potencial químico µ para que representa la densidad de
energía como:

µ[φ] = (φ2 − 1)(φ− εCo)− ε2∇2φ. (C.26)

C.1.4. Ecuaciones dinámicas

Para encontrar la dinámica del campo-fase hay que tomar el método variacional que propone Cahn-
Hilliard en su modelo-B considerando que el campo es un parámetro conservado, o mejor dicho, que
el volumen encerrado se conserva. La ecuación dinámica se escribe como:

∂φ

∂t
= Dφ∇2

(
δΩ[φ]

δφ

)
, (C.27)

donde Dφ es el coeficiente de difusión y

δΩ[φ]

δφ
=
∂ω

∂φ
−∇ ∂ω

∂(∇φ)
+∇2 ∂ω

∂(∇2φ)
, (C.28)

es la derivada funcional de la energía libre considerando a ω como la densidad de energía. Si tomamos
Dφ = 1, la dinámica que rige el campo-fase φ de curvatura espontánea es:

∂φ

∂t
= κ̄∇2{

(
3φ2 − 1− 2εC0(r)φ

)
Φ[φ]− ε2∇2Φ[φ] + ε2σ̄f∇2φ}, (C.29)

donde σ̄f =
√

2
6ε3κ̄σf .
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C.2. Tensor de esfuerzos

Con el fin de comprender los procesos elásticos en las membranas celulares se han explorado las
propiedades elásticas de objetos casi planos cuyos espesores comparados con sus superficies y volumen
son pequeños [187]. La representación de la membrana como un objeto genérico que sufre procesos
de deformación por doblez se puede describir por un tensor de esfuerzos σ a través de la densidad de
energía elástica U0 usando la ecuación (B.5) en forma general como:

∂U0

∂uαβ(~r)
= σαβ(~r), (C.30)

donde
uαβ =

1

2
(
∂uα
∂β

+
∂uβ
∂α

) (C.31)

es el tensor de deformaciones en dirección ~r y u son los desplazamientos. α y β pueden tomar valores
x, y y z. Con esta forma general las ecuaciones (B.1), que corresponde a las deformaciones, están
representadas como:

εα = uαα (C.32)

γαβ = (1− δαβ)uαβ ,

donde ε representa las deformaciones normales y γ representa las deformaciones de corte.
Tomando en cuenta que la teoría de Helfrich [185] proporciona las bases elásticas para la caracteri-

zación de las membranas celulares y que en la teoría de campo-fase la densidad de energía de Helfrich
está descrita por las ecuaciones (C.19) y (C.22), entonces podemos reescribir el tensor de esfuerzos en
equilibrio como [187]:

σαβ = (Ω− φδΩ
δφ

)δαβ −∇αφ
∂Ω

∂(∇βφ)
+∇αφ∇β

∂Ω

∂(∇2φ)
+∇α∇βφ

∂Ω

∂(∇2φ)
, (C.33)

Lo importante de esta notación es que ahora el comportamiento mecánico local de las membranas se
define sólo con la dinámica de φ. Por otra parte, los cambios del esfuerzo en dirección normal debidos a
la reorganización de la membrana se relaciona con la presión ~P , ya que el tensor de esfuerzos normales
y la presiíon siguen que Pαβ = −σαβ . Por tanto cualquier densidad de fuerza local se puede medir y
extraer información sobre la evolución mecánica de la membrana si se toma en cuenta que [187]:

∇βσαβ = −φ∇αΩ[φ]; (C.34)

esto es, la divergencia del tensor de esfuerzos se relaciona con la fuerza a través del gradiente de
la energía libre del campo-fase. Cabe señalar que incluso las propiedades elásticas de la membrana
quedan determinadas por el parámetro φ y por ello la importancia de usar el modelo de campo-fase
para describir propiedades biológicas que se relacionen con cambios en la curvatura.
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Artículos publicados

Los artículos publicados con las ideas de este trabajo se anexan en las páginas finales. A continuación
se enlistan los artículos.

1. [20] Barrio RA, Romero-Arias JR, Noguez MA, Azpeitia E, Ortiz-Gutiérrez E, et al. (2013) Cell
Patterns Emerge from Coupled Chemical and Physical Fields with Cell Proliferation Dynamics:
The Arabidopsis thaliana Root as a Study System. PLoS Comput Biol 9(5).
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026

2. [153] R. A. Barrio, S. Orozco-Fuentes, R. Romero-Arias. Modelling the Early Growth of Stem
Cell Tissues. World Scientific, 2016

3. [161] Romero-Arias JR, Hernández-Hernández V,Benítez M, Álvarez-Buylla E, Barrio RA. A
model of polar auxin transport coupled to mechanical forces retrieves robust morphogenesis
along the arabidopsis root. Int J Dev Biol 2016. (Artículo en revisión y pronto a publicarse.)
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Abstract

A central issue in developmental biology is to uncover the mechanisms by which stem cells maintain their capacity to
regenerate, yet at the same time produce daughter cells that differentiate and attain their ultimate fate as a functional part
of a tissue or an organ. In this paper we propose that, during development, cells within growing organs obtain positional
information from a macroscopic physical field that is produced in space while cells are proliferating. This dynamical
interaction triggers and responds to chemical and genetic processes that are specific to each biological system. We chose
the root apical meristem of Arabidopsis thaliana to develop our dynamical model because this system is well studied at the
molecular, genetic and cellular levels and has the key traits of multicellular stem-cell niches. We built a dynamical model that
couples fundamental molecular mechanisms of the cell cycle to a tension physical field and to auxin dynamics, both of
which are known to play a role in root development. We perform extensive numerical calculations that allow for
quantitative comparison with experimental measurements that consider the cellular patterns at the root tip. Our model
recovers, as an emergent pattern, the transition from proliferative to transition and elongation domains, characteristic of
stem-cell niches in multicellular organisms. In addition, we successfully predict altered cellular patterns that are expected
under various applied auxin treatments or modified physical growth conditions. Our modeling platform may be extended to
explicitly consider gene regulatory networks or to treat other developmental systems.
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Introduction

The study of stem-cell niche patterns, and specifically how stem

cells can maintain their totipotent state while simultaneously giving

rise to daughter cells that obtain distinct fates to form differentiated

tissues and organs, is fundamental to understanding the develop-

ment of multicellular organisms [1]. Although plants and animals

have key differences in their development (e.g. lack of cell migration

in plant development), the cellular organization of stem-cell niches

in both lineages reveals striking similarities [1,2]. In both plants and

animals, stem-cell niches are formed by an organizer group of cells

with low rates of division, surrounded by stem cells with slightly

higher division rates. Moving distally from the organizer and stem

cells, cells proliferate at high rates. This proliferation domain (also

called amplification domain) is bordered by the elongation and then

the differentiation domains where proliferation stops and expansion

and differentiation, respectively, take place [1,3].

Gene interactions within intracellular complex regulatory networks

(GRN) [4,5] or from morphogen dynamics at supracellular scales (see

[6,7]) are fundamental for proper growth and development. Indeed

organ and tissue development, as well as stem cell maintenance relies

to a great extent on complex transcriptional regulatory networks and

chemical fields. However, these are not the only components of

pattern formation. It is now recognized that physical fields are also

critical to explain developmental patterns, as they may provide

positional information that modifies cell behavior and differentiation

(see [6,7]). At the cellular level, the simplest physical constraint is

space. Cell expansion is driven by turgidity, which is an important

force acting on the cell wall [8]. The cell wall is a network of rigid

cellulose microfibrils cross-linked by polysaccharides and proteins,

that confer stiffness to the wall and allows it to resist turgidity [9].

Expansion of the cell is opposed by the rigidity of the cell wall,

producing a real stress field. Recent evidence shows that these kind of

mechanical cues are transmitted to the nucleus and, directly or

indirectly, regulate transcription factors (see for instance [10] and

references therein).

Given the complexity of the processes involved in the coupling

of developmental restrictions, mathematical and computational

tools have become indispensable in our efforts to understand the

network of interactions involved in cellular differentiation and
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organ development. Previously [11] we demonstrated that a

simplified version of the originally proposed GRN [12,13]

involved in floral development, could be coupled with a

mesoscopic physical field. This provides positional information

to cells in the floral meristem which is required to produce the

overall spatial pattern of cells observed during early flower

development. This and other similar studies [14] suggest that

robust morphogenetic patterns in multicellular organisms emerge

from complex interconnected dynamical processes, acting at

different levels of organization and spatio-temporal scales.

However, models that include such dynamical processes into the

dynamics of pattern formation in multicellular organs are in their

infancy [15,16]. Here we use the Arabidopsis thaliana (A. thaliana)

root apical meristem as a study system to propose a model that

couples cell proliferation and growth with chemical-physical

dynamical processes to predict the emergence of patterns in a

multicellular and multi-scale system.

The A. thaliana root has become an important experimental

model for understanding the molecular, cellular and biophysical

basis of morphogenesis in complex organs. This is due to its

relatively simple cellular structure and its indeterminate growth,

which gives rise to a multicellular structure with distinct cell

proliferation and elongation domains. Importantly, the root apical

meristem exhibits the typical cellular organization of stem cells

described above (see Fig. 1). At the tip of roots stem cells are

located surrounding the quiescent centre cells or the organizer

cells (green cells in Fig. 1); together, they constitute the stem-cell

niche (SCN) of the Arabidopsis root. Towards the base of the

plant, the stem cells transit to a cell proliferation domain (CPD)

where cells have high rates of cell division (also called proximal

meristem by some authors, for example: [17]), then they enter a

transition domain (TD), where cells have low or no probability of

dividing, but they have not started to elongate [18]. The SCN, the

CPD and the TD comprise the root apical meristem (RAM). More

distally from the organizer center, cells cease to proliferate and

start to grow in the elongation domain (EZ). Upon expanding to

their maximum length, cells attain their final fate in the

differentiation domain and produce the different tissues of the

root.

Key experimental data on cell cycle regulation and auxin

behavior in the root are used to develop our model. Patterns of cell

proliferation along the root longitudinal (apical-basal) axis are

greatly affected by the dynamics of the cell cycle itself and by the

concentration of several plant hormones, including auxin [19–23].

Cells in the root proliferation domain of the RAM undergo several

Figure 1. Confocal microscopy image of the A. thaliana root tip.
The stem-cell niche (SCN) with the quiescent cells (QC, in green) and
surrounding stem cells, the cell proliferation domain (CPD) with actively
proliferating cells, the transition domain (TD) and the elongation zone
(EZ), where cells do not proliferate, are indicated. The SCN, CPD and TD
comprise the RAM.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g001

Author Summary

The emergence of tumors results from altered cell
differentiation and proliferation during organ and tissue
development. Understanding how such altered or normal
patterns are established is still a challenge. Molecular
genetic approaches to understanding pattern formation
have searched for key central genetic controllers. However,
biological patterns emerge as a consequence of coupled
complex genetic and non-genetic sub-systems operating
at various spatial and temporal scales and levels of
organization. We present a two-dimensional model and
simulation benchmark that considers the integrated
dynamics of physical and chemical fields that result from
cell proliferation. We aim at understanding how the
cellular patterns of stem-cell niches emerge. In these,
organizer cells with very low rates of proliferation are
surrounded by stem cells with slightly higher proliferation
rates that transit to a domain of active proliferation and
then of elongation and differentiation. We quantified such
cellular patterns in the Arabidopsis thaliana root to test our
theoretical propositions. The results of our simulations
closely mimic observed root cellular patterns, thus
providing a proof of principle that coupled physical fields
and chemical processes under active cell proliferation give
rise to stem-cell patterns. Our framework may be extended
to other developmental systems and to consider gene
regulatory networks.

Coupled Physical-Chemical Fields and Cell Dynamics
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rounds of division before starting to elongate in the elongation

domain. A complex network of regulatory interactions controls the

cell cycle, in which cyclin proteins are key regulators. As their

name suggests, the expression of cyclins oscillates during each cell

cycle. At the beginning of each cell cycle, D-type cyclins (CYCD)

induce the expression of the RETINOBLASTOMA-RELATED

(RBR) gene through E2F-RBR pathway. RBR is a negative

regulator of E2F transcription factors, which activate the

transcription of mitotic cyclin CYCB. Later, CYCB cyclins are

degraded by the Anaphase-promoting complex/cyclosome, thus

completing the cycle and returning to the beginning of the cell

cycle (see reviews in: [24,25]). For the present study, the oscillatory

and time differential expressions of CYCD and CYCB are

sufficient to represent the cell cycle dynamics. The cell cycle

phases and main regulators are illustrated in Fig. 2.

Auxin is a phytohormone involved in almost every aspect of

plant development (see [26–32]). Auxin is a key regulator of cell

proliferation and cell elongation, and also modulates cell cycle

progression and cyclins [33–35]. Auxin has been shown to

upregulate mitotic cyclin (CYCA and CYCB) expression, and

the over-expression of CYCA can partially recover the phenotype

caused by low auxin levels, thus suggesting that auxin promotes

cell cycle progression [35]. It is also well-documented that auxin

gradients correlate with apical-basal patterns of cell proliferation

and elongation along the root (see [35–41]). There is an auxin

concentration gradient along the longitudinal axis of the root, with

the maximum concentration detected at the stem-cell niche,

specifically in the quiescent center [41,42]. While other hormones

are important in root growth and development, we exclusively

consider auxin due to its clear role in regulating cell cycle

dynamics and its measurable concentration gradient that corre-

lates with root developmental patterning [26].

Theoretical and experimental studies suggest that such auxin

gradients depend critically on the polar localization of the auxin

efflux transporter proteins, belonging to the PINFORMED gene

family (PIN ) (see [43–47]). Five PIN members are expressed

throughout the root, namely PIN1, 2, 3, 4 and 7. The proteins

PIN1, 3, 4, and 7 maintain a continuous auxin flow from the base

to the apex along the central tissues of the root. At the most apical

zone, below the QC, auxin is laterally redistributed to the

peripheral tissues by PIN3, 4, and 7. Finally, PIN2 directs flow

from the root apex to the base in addition to lateral auxin flow in

peripheral tissues. In conjunction, all PIN proteins create a reverse

fountain mechanism that maintains an auxin gradient along the

root [43,46,48].

Physical signals have been shown to affect auxin distribution, for

instance auxin gradients can be modified by mechanically-induced

root bending [49,50], or by changes in gravitational fields [51,52].

Polar auxin transport and microtubule orientation also respond to

mechanical forces in the shoot apical meristem [53,54]. Such

evidence suggests that auxin transport is affected by and tightly

coupled to physical forces. Furthermore, there is increasing

evidence that mechanical stress is extremely important for plant

morphogenesis; for instance, experiments show that differentiation

of mesenchymal cells is influenced by the rigidity of the

intracellular matrix [55].

In this paper we propose a simple model to study the interaction

between cell proliferation dynamics, local auxin concentration

(that in turn depends on the polar localization of PIN transporters

in the cell membranes), and an elastic physical field arising from

the inherent growth dynamics of the root. Our model provides a

formal tool that can be used to understand and predict the

emergence of the cellular patterns in the root tip. This type of

model can be extended to explore similarities in stem-cell niche

organization and subsequent cellular behaviors (proliferation,

elongation and differentiation) of plants and animals, and to

predict if such cellular organization might be explained by the

coupling of generic non-linear physical and chemical fields

relevant to cell proliferation dynamics. Our model is validated

with experimental measurements on cell size and proliferation

patterns along A. thaliana root, and sets the stage for developing

similar approaches in other systems.

Model

Roots are three-dimensional structures. However, the root tip

presents a consistent cylindrical symmetry that allows one to

ignore changes in the transverse plane of the root when

considering growth models. It is therefore possible to use a two-

dimensional domain consisting of undifferentiated cells to repre-

sent the shape of the root tip. This approximation allows for

numerical analysis of the model in 2D space. The model can be

validated by comparing the patterns obtained with those observed

experimentally in longitudinal histological or optical sections as the

ones readily used in experimental assays done with A. thaliana

roots. In some cases we have also compared our results obtained

from 3D roots.

Based on the shape and spatial arrangement of the root, we

conclude that cell reproduction in the early stages of root

development involves mainly three chained dynamics of cell

proliferation and resulting elastic field, and of the pattern of auxin

concentration, whose co-occurrence provides the spatial informa-

tion necessary to regulate the proliferation rate of each cell and to

ultimately determine its future fate during differentiation (see Fig. 3

for a schematic summary of the processes to be modeled and the

region of the root in which they take place).

Our first hypothesis is that a macroscopic physical field along

the root tip results from cell growth and proliferation within this

tissue in addition to constrained conditions imposed by the root

cap and the epidermal cells surrounding the root. We propose that

this field is elastic in nature and can be characterized by point

functions of stress, pressure, or local mechanical forces that stem

from the symplastic nature of plant tissues that are formed by

interconnected cells surrounded by cellulose cell walls. Perfect

equilibrium represents a state in which there are no mechanical

forces acting anywhere in the system. In practice, this equilibrium

Figure 2. Simplified scheme of the cell cycle. The four main
phases and the expression of two key cyclins are indicated.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g002
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cannot be completely achieved because of the geometric

hindrances that impede the macroscopic system to reach a global

minimum in the energy landscape, trapping it in a local minimum.

In this situation there are remnant forces, and consequently the

field is not uniform. Our model considers this lack of uniformity as

a source of spatial information.

Our second hypothesis is that the synthesis, degradation and

transportation of auxin respond to the local elastic field in a direct

way, producing a dynamic pattern of auxin concentration along

the longitudinal axis of the root tip. This is important, since the

dynamical behavior of the formation of an auxin gradient should

be very different from the relaxation dynamics of the elastic field,

and it should occur at a different spatio-temporal scale.

Our third hypothesis proposes a direct relationship between

auxin concentration and cell cycle regulation that determines cell

proliferation rate. In the locations where cells divide and expand,

the elastic field is greatly modified and, in fact, it is reinforced

locally. This, in turn, affects the cell proliferation dynamics.

In short, we propose that the interaction among three different

coupled dynamics (the relaxation of the physical field, the

transport and concentration gradient of auxins and the oscillations

of the cell cycle regulators, i.e., the cyclins) capture the key aspects

underlying the overall emergent patterns of cell proliferation/

elongation, as well as the macroscopic appearance and overall

shape of the root. Our model includes the three dynamical

processes (cell proliferation, auxin spatio-temporal concentration

patterns and the elastic field) and their couplings in a two-

dimensional domain that represents a longitudinal section of the

root.

Cell dynamics and physical fields
We start by modeling the space occupied by a cell. Expansion of

the cell volume, whether by turgidity or growth, is opposed by the

rigidity of the cell wall producing a real stress field [9,56]. This

field is also present at the larger scale of a group of cells, such as

within the root apical meristem, since the increase in volume

required by cell growth and division is opposed by the surface

forces exerted by the root cap and epidermal cells surrounding it

[57]. From this perspective, it is logical to assume that this stress

field is self-regulated, that is, the accumulation of local stress (or

pressure) triggers mechanisms that prevent (or enhance) cell

division and growth. This assumption of self-regulation has been

incorporated into previous models of cellular interactions: Dupuy

and collaborators [58] used a rigidity matrix to model the

relationship between cell displacement and implied forces. A form

of potential energy has likewise been proposed as a way of

describing the equilibrium between turgor and cell wall resistance

[59]. Finally, in a recent paper investigating the floral meristem of

A. thaliana, potential energy was proposed as the means of

regulating auxin transport [15].

In our model for the root apex, we define a spatial domain in

which a potential function acts. The spatial derivatives of this

function render the mechanical force as a function of time and

space. Taking advantage of the radial symmetry of the region of

the root tip, we consider a two-dimensional space and divide it into

cells. We simulate cells by a Voronoi diagram obtained from a

collection of generating points that represent the position assigned

to each cell.

Voronoi diagrams
A Voronoi diagram, or tessellation, associated with a collection

of points assigns to each point a limited region of space in the form

of a convex polygon (polyhedron in three dimensions). Voronoi

cells are used nowadays in many fields of science, however it was

Honda [60] who first proposed the use of 2D Voronoi to model

cells in a biological context.

Our domain is defined as follows: 1) We construct a regular

shape with points on a rectangle and a parabolic tip. The exterior

points are fixed and represent the epidermal cells surrounding the

ground tissue of the root (See Videos S1 and S2). 2) These points

in the border cannot define a convex polygon, so the correspond-

ing cells have a point at infinity. 3) We create N points with

random coordinates in the interior of this domain and perform a

Voronoi tessellation using a Delaunay triangulation algorithm.

A typical configuration is shown in Fig. 4. Observe that the

areas of the cells (Ai) vary in size and shape, and that the

generating points shown in the figure (~rri) do not correspond, in

general, to the centre of mass of the cells (~rr0i
).

The average �AA0~
PN

i~1 Ai=N is the space that each cell would

occupy in a regular hexagonal lattice. Analogously, the distance is

di~D~rri{~rr0i
D~0Vi in the regular array. In two dimensions the

array of cells with minimal surface energy is the hexagonal lattice,

and we use this fact to define a potential function around this

equilibrium configuration.

Elastic fields
Previous studies have used springs to simulate the interactions

among cells [61], and the elements of the cellular walls [62,63]. In

our case the equilibrium area �AA0 could be used to fix the size of

mature cells, so deviations from this value would represent

immature cells. If the cells in the tissue tend to be isotropic in

shape, then a value of di different from zero would represent cells

with the wrong shape and, consequently, largely stressed.

Regardless of the actual functional form of the energy potential,

it is possible to make a Taylor expansion around the equilibrium

state retaining only the first non-zero terms, provided one

considers small deviations from equilibrium. The first non-trivial

contributions correspond to a quadratic form, whose coefficients

can be interpreted as force constants.

Therefore, we propose a harmonic potential acting on each cell

i

V (xi,yi,t)~
Kv

2
(Ai(t){�AA0(t))2z

Kc

2
(~rri(t){~rr0i

(t))2 ð1Þ

where the first term tends to uniformize the size, and the second

term is related with the shape of the cells. Kv and Kc are elastic

constants.

Figure 3. Histological drawing of the A. thaliana root tip. Here we
show the SCN and the same domains as shown in Fig. 1 are indicated
along the root apical-basal axis, as well as an schematic representation
of the processes that are included in the cellular model and their
interactions.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g003
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The expressions for the components of the force are:

Fx(xi,t)~{
Kv

2

1

2

XM
m~1

(xi{xm):li,m
D~rri{~rrmD

fAi{~AA0g

" #

{Kc(xi{x0i
)

Fy(yi,t)~{
Kv

2

1

2

XM
m~1

(yi{ym):li,m
D~rri{~rrmD

fAi{~AA0g

" #

{Kc(yi{y0i
)

ð2Þ

where li,m is the length of the edge shared between neighboring

cells, and we have omitted the time dependence of the variables on

the right hand side. All quantities in Eqs. 1 and 2 can be readily

calculated with the algorithm used to define the Voronoi diagram.

Since this is a conservative system, and there is no reason to

assume conservation in the root system, we include dissipation in

the form of friction that simulates losses due to the inability of cells

to make drastic elastic changes of shape or size. Therefore, the

total force should be:

~FFT (xi,yi,t)~{+V (xi,yi,t){k~vv(xi,yi,t) ð3Þ

where ~vv is the velocity and k is a friction coefficient. The N
coupled dynamical equations of this newtonian system

L~vv
Lt

~~FFT

L~rr
Lt

~~vv

ð4Þ

can be integrated numerically by using a simple Euler method,

imposing fixed boundary conditions on the fixed surface points.

As an example of the relaxation process with this scheme, in

Fig. 5 we show the configuration of points in Fig. 4 after 2000 time

iterations. The numerical calculation was stopped when the

relative changes of the positions and velocities was less than 10{10.

The magnitude of the constants Kc, Kv and k sets the units of the

time variations of the dynamical behavior of the system, and

should be adjusted to physical units when modeling the growth of

the RAM. One should consider the number of cell divisions per

unit time (2.6 events/hr), the cell production rate (between 0 and 6

cells|mm{1hr{1) and the cell proliferation rate distribution

(between 0 and 50 mm=hr) in the RAM [64]. The final form of the

relaxed field suggests that it could be used to transfer positional

information to the cells in the meristem. In order to achieve the

latter, the auxin concentration must be coupled to the local value

of the potential.

We introduced the process of cell division and proliferation into

the simulation by defining two points inside a cell when it

undergoes mitosis. The resulting Voronoi cells then locally alter

the field, and the extra space needed for the two daughter cells is

obtained by moving the upper border of the domain a proper

distance to provide the exact extra space required. We show details

of this process below.

Auxin transport
It is assumed that the field V is involved in the processes of

auxin transport. In any transport equation there are basically two

aspects to be considered: the hydrodynamic forces compelling a

fluid to move, and the diffusion phenomena. Both are important

for the case of auxins. Furthermore, the process of auxin transport

Figure 4. Typical initial configuration of cells after the Voronoi
tessellation of random generating points.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g004
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is recognized to be active, meaning that the transfer of matter

through the cell membranes could go against the concentration

gradient of auxin molecules due to the action of PIN proteins. We

propose that the amount of matter Q transported per unit time

from cell i to a neighbor cell m is proportional to the gradient of

the field V :

Qi,m~{Pi,m
:Ai,m

:DVi{VmD, ð5Þ

where Pi,m represents the permeability of the membrane and Ai,m

is the contact surface between the cells i and m (the line li,m in 2D).

Observe that if the values of the Pi,m’s were constant, this

equation would reduce to the well known Darcy’s Law in

hydraulics, which is analogous to Fourier’s law in heat conduction,

or Ohm’s law in electrical networks. However this is not the case,

because of the action of the PIN proteins which are critical.

Therefore, the permeability is:

Pi,m~a(ci{cm)F i,m, ð6Þ

where a is a constant related with the time scale of the dynamics,

and the direction of the flux with respect to the concentration

gradient (ci{cm) (diffusion term) is given by the logical function

F i,m. This latter function mimics the action of the PIN molecules,

which attach to the membrane according to orientation and

position in the domain.

We can simplify this action by considering ‘‘gates’’, which could be

opened (1) or closed (0) according to specified simple rules. Let S be the

set of cells at the surface, i.e. in contact with the immobile epidermal

cells. We have set the following rules: All gates are closed, except

1. when i,m[S and i is above m,

2. or if i,m =[S and i is below m,

3. or if i =[S and m[S and i is above m.

The dynamical equation for the concentration of auxins in cell i
is then:

1

a

Lci

Lt
~
XM
m~1

lim(ci{cm)DVi{VmD, ð7Þ

where the sum is over all neighboring cells. This expression can be

readily integrated numerically in parallel with Eq. 4, once the

parameter a has been properly adjusted.

In Fig. 6 we show the effect of the logical rules on the formation

of auxin gradients. On the left we show a calculation without these

rules, that is, maintaining all the membranes permeable. In (B) we

incorporate the PIN action into the model. Observe that the

distribution of the concentration of auxins (normalized with its

maximum value) is similar to the one observed in real roots [42].

Cell division cycle
We shall assume that the period of the cell division cycle is

regulated by the local concentration of auxins ci. We are aware that

this is an oversimplification of the complex hormonal regulation of

the cell cycle in plants, but auxin has been shown to be an important

component of such regulation [65]. We therefore need a model for

the oscillations of cyclin concentrations. The robustness of these

oscillations suggests that a non-linear oscillator would be a good

model. We consider a two-component system for simplicity,

considering CYCD and CYCB as the two key players. Since both

undergo regular out-of phase oscillations with maxima related to the

transitions between the G1-S and G2-M phases, respectively (See

Fig. 2), we choose a simple Lotka-Volterra non-linear system with

two components, generally used in ecology to model the predator-

prey dynamics. This system presents all characteristics required for

the observed time behavior of the concentration of cyclins [66]. The

adimensional activator-inhibitor dynamical equations are:

Lu

Lt
~u(1{v)

Lv

Lt
~bv(u{1),

ð8Þ

where u and v represent CYCD and CYCB, respectively. This

system presents an oscillatory behavior, provided b is within a

certain range, whose period (T ) and wave shape depend only on b
and on the boundary conditions. It is easily shown that the period is:

T~
2pffiffiffi

b
p , ð9Þ

Figure 5. Configuration of cells after 2000 time iterations. (A)
The points in Fig. 4 once they have attained equilibrium using the
potential (See Video S3). (B) Final configuration of the cells in the RAM.
Observe the regularity of the shapes and sizes of the cells. (C) 2D profile
of the field after relaxation. Observe that it is not constant, but there are
three well defined sections (See Video S4).
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g005

Figure 6. Typical numerical integration of Eq. 7 showing the
formation of auxin gradients. (A) All gates are open (no PIN action).
(B) Including the logical rules to open the gates to model the PIN action.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g006
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which is inversely proportional to the square root of the ratio of the

linear growth rate of the ‘‘prey’’ (u) to the death rate of the

‘‘predator’’ (v). In Fig. 7 we illustrate the oscillations of both

variables.

Experimental data has shown that the cell cycle is arrested if the

auxin concentration is below or above certain threshold values,

and that the cycle period increases with auxin concentration [65].

Therefore, we simply assume that the auxin concentration is

linearly related to the only parameter of this dynamical system:

b~cc(i). Hence, each cell has its individual clock, which runs

faster or slower depending on the auxin concentration in the

model under consideration. We couple this dynamical feature into

the numerical calculation of the model by performing a division of

cell i when t~d(nDt{Ti½t�) (where the d{function is one when

the number of iterations nDt, used in the Euler integration,

surpasses the period). Therefore, c is another constant that relates

the time scale of reproduction (t) to the time step used for

relaxation dynamics. Parameters a and c should be fitted

according to the observed time scales for each of the three

dynamics. Time step Dt (in seconds) should be obtained as well.

In practice, the act of cellular division is performed in the

following manner:

1. At each time step, advance the internal clock of all cells

according to the value of the local auxin concentration given by

the cell life-cycle model.

2. Detect the cells in which the internal clock completes one

period (a single division event occurs every cycle), and set the

clock of these cells to zero.

3. In each one of these cells, ~rri is substituted by two points,

oriented at random and at equal distances of~rri. This distance is

typically of the order of a quarter of the radius of the cell.

4. The kinetic energy (v2
i =2) of the mother cell is equally divided

between mother and daughter cells.

5. The upper boundary of the domain is shifted upwards to

increase the area by the exact amount required by these new

cells to grow eventually to adult size.

The changes in the domain size and the size of the new cells

produce a rearrangement of all cells, and this changes the local

value of the elastic field, which, at the same time, drives the auxin

concentration that, in turn, regulates the division rate of all cells.

We hypothesize that coupling among such three dynamics at

different time scales is sufficient to produce the growth of the root

with cellular patterns that mimic those of real systems in a wide

region of the parameter space. We verified that the process is

extremely robust against changes of initial conditions.

Results

In Fig. 8 we show the dynamical loop that integrates the

dynamical equations with an Euler method. The program is

initiated by choosing the values of the number of cells (N), the

position of each cell (ri), their proliferation rate (vi), the gates given

by the PIN action between two cells (F i,m) and the concentration

of auxins (ci) at time t~0.

It is important to note that we normalize the auxin concentra-

tion function c with its maximum value at every time step. This

allows our model to take into account the role of possible sources

and sinks of auxin, since c is not a conserved quantity. The final

distribution of auxin is insensitive to the initial conditions, but we

start with a random distribution of auxin with a maximum at the

quiescent centre in accordance with experimental observations.

We recovered the same results if auxin concentrations were

random at initial conditions (data not shown). The cycle clocks of

each cell are set to zero at t~0 and reset after a successful cell

division.

The shape and color of the boxes (Fig. 8) represent the action of

the different dynamics as described in experimental systems (see

Fig. 3). The red square indicates a subroutine that includes the

logical rules F i,m of the PIN action and the red circles represent

points of logical decisions at appropriate times. Black arrows

represent the direction of flux of the simulation and the black-dash

arrow indicates a decision related to the time condition for the

dynamics of the cyclins. Eq. 4 is implemented in the blue diamond

Figure 7. Variation of two-type cyclins concentrations and
typical oscillations from the Lotka-Volterra model. Relative
expression data of D-type cyclins (purple triangles) and B-type cyclins
(green rhombuses) were taken from analysis of gene expression profiles
using aphidicolin synchronization on Ref. [76], and are available on
GENEVESTIGATOR web page. The oscillations from the Lotka-Volterra
model of the inhibitor (blue dashed line) and the activator (red line) are
also shown.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g007

Figure 8. Flow-chart diagram of the program used for the
numerical simulations. We show the parameters in red and the initial
conditions in blue at the top of the diagram.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g008
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block that represents the elastic field with time scale Dt. The loop

is performed while the time t is less than the final time h. Eq. 7 is

implemented in the green block. The cyclin period is calculated for

each cell at the violet block using Eqs. 8 and 9 and the threshold

b~cc(i). Cellular divisions are performed as a subroutine

represented by the orange block, and cell proliferation alters the

conditions of all three dynamics.

The first step is to estimate the values of the parameters of the

system. The adjustable parameters are the quantities indicated in

red in Fig. 8. We start with the kinematical parameters. The

constant Kc is related to the elastic modulus E of the cells. This

quantity is measured when studying the mechanics of walls, cells,

and tissues and is of the order of E*10MPa, as reported in [67].

For simplicity let us consider hexagonal cells in equilibrium.

The magnitude of the elastic force is DFE D~ES0DL=L0, where S0

is the contact area between two cells, DL~DA{A0D1=2 is the

change in length just after division, where A0~
ffiffiffi
3
p

L2
0 is the area of

the hexagon, if L0 is the distance between centroids of two

contiguous cells. This should be equal to the corresponding force

magnitude in our model DFKc
D~KcD~rri{~rr0i

D. Just after a cell

division, A~A0=2, thus DL~

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
3
p

L2
0=2

q
, D~rri{~rr0i

D^L0=2 and

S0~A0=6. Equating the two forces we obtain

Kc^
L0ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2
ffiffiffi
3
pp E:

Taking the average diameter of a mature cell as L0~15 mm [64]

and the experimental value E~10 MPa we obtain

Kc*80 Pa{m.

At this stage, Kv should be related to the properties of the cell

membrane, the metabolism of cell growth and the turgor pressure.

It is difficult to associate the action of the first term of Eq.(1) to a

single biological property. However, the dynamics of this term

should produce a restoring force of the same order of magnitude as

the second term, if the form and geometry of the domain are to be

maintained during the growth dynamics. Therefore, if we use a

value of Kv~80 Pa=m the system should relax to a set of cells with

roughly the same size and shape, as shown in the calculation of

Fig. 5B. We found numerically that this produces results for the

dynamics of growth that are comparable to the experimental

quantities measured.

Parameter k is related to the viscous damping of the cell motion.

The dynamical friction constant k can be estimated by observing

that the amplitude of the oscillatory motion e{ivt, caused by the

harmonic forces should be reduced, to avoid oscillations, by a

factor of 1=e in a lapse of at most one period T~2p=v, that is

k§m=T . Note that in Eq. (4) the mass of the cell (m) is considered

to be one. This gives v~2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Kc=m

p
&18 sec{1, and

k~mv=2p~2:84 Pa{m{sec.

The values used in the calculations are Kc~80, Kv~80 and k~3.

With these values we obtain the real time scale of an iteration step Dt
in the numerical calculations, by finding the number of iterations

needed to obtain the experimental number of cell divisions in that

lapse. In seven days, our observations showed (see Fig. 1) that the

number of cells in the meristem is about 350. In averaged calculations

we reproduce this number in 3400 iterations by using c~100 and

a~8. This means that the lapse representing one iteration is the

number of minutes in 7 days over the number of iterations, that is

Dt~(7|24|60)=3400~3 min. Considering that the average

auxin concentration is ScT~0:5, the value of b is &50 in units of

t, which is about 100 times Dt. These values produce a single cell

cycle period on the order of 12 hr, as shown in Fig. 7 [66].

In Fig. 9 (and Video S5) we provide an example of the growth of

the system. We start with eight points at random in the parabolic

tip of the domain, and fix the position of two additional points that

represent the quiescent cells in the centre of the domain, marked

with a white symbol. These cells reproduce at a rate ten times

lower than the others; they divide after ten divisions per cell on

average (in the right panel of the figure these quiescent cells have

just divided). The auxin concentration in these cells is set to the

maximum initially, and this is represented by a dark red color in

the figure. The cell’s position, shape, and proliferation rate are

calculated every time step and the auxin is transported between

cells. After 400 time steps the cells are attaining a uniform shape

and size (Fig. 9), and the auxin gradient is already formed. This

gradient will dictate the time in which a complete cell proliferation

cycle is accomplished locally, followed by a cell division event that

produces a sudden increase of the local potential that, in turn,

governs auxin transport.

Despite these complicated dynamical interactions, the auxin

gradient is preserved throughout and the process of growth and

cell patterning is by no means random. This can be seen in Fig. 10.

The overall pattern that emerges after some cycles of coupled

dynamics is very similar to the apical-basal pattern of cell

proliferation and elongation observed in RAM and along the

length of the root tip. Such dynamics and emergent pattern are

robust to initial conditions.

It is interesting to note that the region around the quiescent

center in the stem-cell niche shows the greatest concentration of

auxin, and a maximum in the potential. Also, the cell division

cycle is minimum at this location. An intermediate region in which

the auxin concentration diminishes and the potential is very small,

but the cell proliferation rate is roughly constant, surrounds the

quiescent cells. Finally, the most distal part from the tip (towards

the base of the plant) is characterized by a very small

concentration of auxin, causing the cell proliferation rate to be

very small, and the potential to increase enormously. The

combination of these effects results in the arrest of cell proliferation

and in the formation of the elongation zone at a defined distance

from the root tip. The emergent patterns recovered in the model

are similar to those observed for the distribution of auxin as

reported in Ref. [68], and the pattern of cell proliferation along the

root longitudinal axis reported in Ref. [69]. Our results are also in

agreement with the qualitative patterns of cell proliferation and

elongation that are observed along the apical-basal, longitudinal

axis of the growing A. thaliana root.

Figure 9. Typical calculation of the dynamical growth of the
root using the model described. We show four snapshots of the
configuration at 400, 1400, 2400 and 3400 time steps. The color code
represents the concentration of auxins, red for the maximum and blue
for the minimum. See Video S5.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g009
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We can use this model to predict what patterns are expected

under different growth conditions. In Fig. 11 we show a histogram

of the number of cell divisions occurring at a given distance from

tip, as obtained from an example calculation in which we fixed the

parameter a~8. Interestingly, we observe that the length of the

RAM does not surpass a certain value, which depends on a,

because the modeled coupled dynamics prevents cells far from the

tip to divide. Such types of coupled dynamics could explain the

emergence of the transition from proliferation to the elongation

cellular states in real roots, as well as the limited ranges or domain

sizes of actively proliferating cells in stem-cell niches of plants and

animals [1,3].

Hence, our model can be used to generate novel predictions

concerning the role of the parameters considered in the model,

and in determining RAM size and cell proliferation and elongation

patterns along the root apical-basal axis for A. thaliana under

different environmental or growth conditions. Our general model

could eventually be adjusted to model stem-cell niches in other

plants and animal systems, as well as modeling growth and

differentiation in communities of unicellular organisms if similar

physical fields can be postulated in such latter cases.

In order to examine the quantitative behavior of the model and

validate it with published experimental data, we compared our

model’s predictions to measurements of the proliferation rates

along the axis of the A. thaliana root as a function of the distance

from the quiescent centre [64]. We ran numerous iterations of the

model in order to obtain a reasonable statistical sample. We show

a typical result from the simulations run to the experimental data

in Fig. 12. Panel (A) shows the available experimental results for

cell proliferation rates along the apical-basal axis of the root

reported in Ref. [64] as a continuous red curve. The numerical

results from our model are shown in blue. These results were

obtained using the estimated parameter values that give the time

in hours and the sizes in mm. We shifted the origin to account for

the fact that all quantities in our calculations were measured from

the tip of the domain and not from the quiescent centre. Notice

that the simulated and experimentally generated curves are very

similar.

In Fig. 12(B) we show an histogram of the frequency distribution

of cell size. This histogram varies with different iterations because

of the stochastic nature of cell proliferation and growth dynamics

[70]. However, all calculations share the same qualitative

characteristics; namely an unimodal distribution between *10
and *35 mm, with a maximum around 15 mm. This result was

already recovered by Verbelen and collaborators Ref. [71]. The

red curve was obtained by measuring the cell size in an

Arabidopsis root Fig. 1. Similar curves have been obtained for

many different plant species, including wheat [70].

Figure 10. Plots of local potential, auxin concentration and cell
cycle, after coupling dynamics. The normalized local potential
(dashed-blue), the auxin concentration (red) and the advance of the
cycle clock (dotted-black) as functions of the distance from the tip (mm),
at t~3400 time steps, corresponding to seven days.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g010

Figure 11. Histogram of the number of cell divisions obtained
along the root when a~8. The potential profile is shown as red dots.
Observe that there are no cell divisions beyond *300mm, meaning that
the meristem has attained a stationary length.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g011

Figure 12. Comparisons between results obtained with the
model and experimental data. (A) Cell proliferation rate as a
function of the distance from the quiescent centre; calculation from
Fig. 9 after six days of growth. The red line and dots are the
experimental points reported in Ref. [64]. (B) Frequency distribution for
cell length. Experimental data were taken from our laser microscope
image of Fig. 1. (C) Average cell length as a function of the distance
from the quiescent centre; calculation from Fig. 9 after six days of
growth. The red line is the experimental result reported in Ref. [64]. (D)
Average cell proliferation velocity as a function of the distance from the
quiescent centre; calculation from Fig. 9 after six days of growth. The
red line is the experimental result reported in Ref. [64].
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g012
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In Fig. 12(C) we show the variation of cell length along the

longitudinal axis of the root. The red curve is the experimental

result from Ref. [64]. It should be pointed out that the experiment

was obtained by measuring the cell flux in a fixed point and by

counting along the axis of the root in two dimensions, which is very

convenient when comparing with our two-dimensional model. In

order to mimic the experimental procedures, our numerical results

were obtained by spotting the centroids of the Voronoi cells in the

final time, which corresponds to six days. We calculated the length

(l) by assigning an area of Ai~p(l=2)2 to each cell. Again, a shift of

10 mm in the horizontal axis was needed to account for the

difference in the origin, and the results for each cell are displayed as

blue dots in the figure. Once again, the agreement between our

simulated results and the experimental data are clear.

Finally, in Fig. 12(D) we show the average cell proliferation

velocity, as defined in Ref. [64], as a function of the distance from

the quiescent centre (red line), and compare it with our results

(blue dots). In the experiment, Beemster and collaborators

measured the difference in position of each cell for two subsequent

times, averaged over time. In our calculation we measured the

difference in position of each cell with respect to the apex of the

root, which is itself being displaced every time a cell division takes

place. By changing the frame of reference, we can compare the

reported experiment with our results. The agreement is also

remarkable when one compares the simulation results recovered

with our model and the experimental data. This is more significant

than the previous validations, since this result reflects the totality of

the dynamical behavior in time and not only in a frozen snapshot,

as in the previous cases.

Discussion

We present a dynamical model that couples auxin concentration

gradients, cell proliferation and a physical tension field in a two-

dimensional spatial domain that mimics the A. thaliana root tip. We

have validated our model with both static and dynamic cellular

empirical data, and have shown that our model recovers the

pattern of rates of cell proliferation observed in the apical-basal

axis of roots. The model also recovers the discrete transition from

the proliferative to the elongation domains. Thus, our model puts

forward a novel theoretical framework to test hypothesis concern-

ing the coupled roles of auxin, cell proliferation, and physical fields

dynamics in the emergence of the cellular pattern observed along

the A. thaliana root tip. Ultimately, we have postulated a complex

system in which the main emergent property of the coupled

dynamics is at the appropriate spatial and cellular structure for the

intracellular genetic networks to express differentially along the

root. However, the explicit consideration of complex gene

regulatory networks is out of the scope of this paper.

Our model and analysis suggest that the size of the RAM

depends on the value of the parameter a (Fig. 13) in a rather

defined manner. This parameter represents the ratio between the

time scales of the potential relaxation and the auxin transport

mechanisms. The length of the RAM decreases as the auxin

transport parameter a increases as a power law. Therefore, this

quantitative prediction can be verified experimentally, as auxin

concentrations and transport along the root can be modified by

manipulating the conditions of root growth (e.g. adding NPA to

the growth medium to block auxin transport). Previous experi-

mental work has suggested that the size of the RAM varies

depending on growth conditions and is altered with external

supplementation of auxin [39].

Given that plant growth is influenced by the mechanical

behavior of the cell wall, measurements of the mechanical

properties of living cell walls are important to fully understand

how cellular organization is achieved. Like most biological

materials, material properties of cell walls change as a function

of age, the magnitude of forces they are subjected to, and

immediate physiological conditions [67,72]. This confers spatial

and temporal heterogeneity on cell wall constituents, complicating

measurements of the mechanical properties of plant living walls

even with present-day instrumentation. Furthermore, a single

modulus of elasticity is not sufficient because of the structural

anisotropy of the cell wall [67]. Therefore, comparisons between

the predicted values of Kv and Kc of our model and the values

reported for the modulus of elasticity of real cell walls are far from

being straightforward. However, the fact that we reproduced the

root tip pattern with the selected values suggests that they are likely

to be biologically meaningful.

More generally, our work reinforces conclusions from recent

studies that experimentally demonstrate the importance of

physical forces in the regulation of root apical-basal patterning

[49,53], such as the mechanical induction of lateral roots or the

coordination between auxin concentration and microtubule

orientation [49,53,54]. It is remarkable that simple arguments

concerning uniform size, shape and geometry of cell disposition is

sufficient to produce a non-uniform field that provides sufficient

spatial information to recover the overall dynamical growth

pattern observed along the root. It is thus predicted that

modification of physical forces would change the size and the

pattern of these zones, an issue that could in principle be further

explored theoretically and experimentally.

Auxin response is modulated not only by auxin concentration,

but also by the auxin signaling pathway, which includes many

components of different gene families, and which interact through

several feedback loops, creating non-linear behaviors. Conse-

quently, auxin concentration at any location does not necessarily

coincide with auxin response. Even if this is not the case in the root

[68], it could be important to include an explicit model of the

auxin signaling pathway in future extensions of our model. In

addition, in our model we considered the polar PIN configuration

as fixed, as in Ref. [46]. However, in reality a more robust

dynamic auxin transport is observed when the PIN expression is

regulated by auxin [73].

Figure 13. Log-log plot of the maximum RAM as a function of
the parameter a. Numerical results are blue rhombuses, and the red
line is the best fit with a function of the form f (x)~1:7x{0:26z1:88

with R2~:993.
doi:10.1371/journal.pcbi.1003026.g013
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In our model we fixed the position and number of the quiescent

cells. We are aware that the root stem-cell niches are regulated by

a complex regulatory network [74]. WUSCHEL RELATED

HOMEOBOX5 (WOX5) is a Quiescent Center identity gene

indispensable for the maintenance of the undifferentiated state of

stem cells and niche size regulation, and it is part of the proposed

root stem-cell niche regulatory network [74,75]. Recent theoretical

and experimental work has suggested that WOX5 regulates and is

regulated by auxin [36,74]. In our calculations we input several

initial conditions for auxin concentration, and demonstrated that

the model is fairly robust to these changes. However, as shown in

Fig. 6, neglecting the action of PIN polarization destroys the auxin

gradient along the root. Including these and other regulatory

interactions in a future model would enable us to explicitly

consider intracellular complex gene regulatory networks, which

are likely coupled among cells by physical and hormone fields.

The complex network underlying the cell cycle was also reduced

to consider two basic components, because for our purposes, only

the phases of the oscillations of the concentrations matter. Since

CYCA and CYCB oscillate in phase, we consider them as a single

variable; and because CYCD oscillates in anti phase, we take this

to mean that there is an activator-inhibitor interaction between

these two groups of proteins. In our model we stressed the

importance of the relationship between auxin concentration and

the regulation of cell proliferation, and we neglected the details of

the known regulatory processes of the cell cycle, which although

important, do not directly affect the overall results of our

simulation. Nonetheless, such details of the gene regulatory

network underlying the cell cycle, cell differentiation and auxin

dynamics should be incorporated in future developments of the

model.

In conclusion, we have put forward a minimal mathematical

model that considers the essential dynamical coupling of cell

proliferation with a physical field and chemical (hormone)

gradients, in order to explore if such processes are sufficient to

obtain the emergence of cellular organization during stem-cell

niche patterning and organ growth. We have used the A. thaliana

root as our study system.

Despite the simplification of many biological details, our model

is able to recover patterns that greatly resemble those observed in

stem-cell niches of plants and animals, and particularly those in the

A. thaliana root tip. The remarkable coincidence between the

simulated cellular characteristics along the model root apical-basal

axis (shown in Fig. 12), with those that have been observed and

quantified in actual roots, validates the qualitative features and

utility of our model for understanding the emergence of cellular

patterns in such a multicellular organ. Furthermore, the cellular

patterns of stem-cells among multicellular plants and animals have

generic traits. Our model provides a formal tool to explore if such

traits may be explained by the generic non-linear coupling of

relevant physical and chemical fields to discover emergent

properties of cell proliferation dynamics across biological systems.
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45. Petrásek J, Mravec J, Bouchard R, Blakeslee J, Abas M, et al. (2006) PIN

proteins perform a rate-limiting function in cellular auxin efflux. Science 312:
914–918.

46. Grieneisen V, Xu J, Marée P AFand Hogeweg, Scheres B (2007) Auxin

transport is sufficient to generate a maximum and gradient guiding root growth.
Nature 449: 1008–1013.

47. Mironova V, Omelyanchuk N, Yosiphon G, Fadeev S, Kolchanov N, et al.
(2010) A plausible mechanism for auxin patterning along the developing root.

BMC Syst Biol 4: 98.

48. Swarup R, Bennett M (2003) Auxin transport: the fountain of life in plants? Dev
Cell 5: 824–826.

49. Ditengou FA, Teale WD, Kochersperger P, Flittner KA, Kneuper I, et al. (2008)
Mechanical induction of lateral root initiation in Arabidopsis thaliana. Proc Natl

Acad Sci U S A 105: 18818–18823.

50. Laskowski M, Grieneisen V, Hofhuis H, Hove C, Hogeweg P, et al. (2008) Root
system architecture from coupling cell shape to auxin transport. PLoS Biol 16:

e307.

51. Kleine-Vehn J, Ding Z, Jones A, Tasaka M, Morita M, et al. (2010) Gravity-
induced PIN transcytosis for polarization of auxin uxes in gravity-sensing root

cells. Proc Natl Acad Sci U S A 107: 22344–22349.

52. Palme K, Dovzhenko A, Ditengou F (2006) Auxin transport and gravitational

research: perspectives. Protoplasma 229: 175–181.

53. Heisler M, Hamant O, Krupinski P, Uyttewaal M, Ohno C, et al. (2010)
Alignment between PIN1 polarity and microtubule orientation in the shoot

apical meristem reveals a tight coupling between morphogenesis and auxin
transport. PLoS Biol 8: e1000516.

54. Nakayama N, Smith RS, Mandel T, Robinson S, Kimura S, et al. (2012)

Mechanical regulation of auxin-mediated growth. Curr Biol 22: 1468–76.

55. Engler AJ, Sen S, Sweeney HL, Disher DE (2006) Matrix elasticity directs stem

cell lineage specification. Cell 126: 677–689.

56. Hamant O, Heisler MG, Jonsson H, Krupinski P, Uyttewaal M, et al. (2008)
Developmental patterning by mechanical signals in Arabidopsis. Science 322:

1650–1655.

57. Kutschera U, Niklas KJ (2007) The epidermal-growth-control theory of stem
elongation: an old and a new perspective. J Plant Physiol 164: 1395–409.

58. Dupuy L, Mackenzie J, Haseloff J (2010) Coordination of plant cell division and
expansion in a simple morphogentetic system. Proc Natl Acad Sci U S A 107:

2711–2716.
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In developmental biology, molecular genetic components have been considered as
key in regulating the developmental mechanisms of plants and animals. Stem cells
divide at a different rate depending on their position in the tissue, and eventually

differentiate to form a recognisable anatomic entity. How this process happen if
stem cells are identical sharing the same composition, DNA, genes and genetic
networks?. We propose that cells collect positional information on their environ-
ment by sensing mechanical and chemical fields. We propose a dynamical model

to describe the early development of stem cells in a tissue. We choose the root
meristem of Arabidopsis thaliana to explore the emergence of cellular patterns
through a cooperative dynamics, as this system is well studied at the molecular,
genetic and cellular levels and presents the key features of multicellular stem-cell

niches. We successfully predict the variations of cell life cycle seen in the actual
root meristem. Our model could be applied to other systems of interest, as the
emergence of colorectal cancer. We also give a brief description of the dynamics of

stem cells in the colonic crypts.

1. Introduction

A central question in developmental biology is to unravel the mechanisms

by which stem cells develop and eventually differentiate to form tissues with

specific functions. Ideal models to investigate this issue are the meristems

of plants, which are groups of undifferentiated stem cells that are present

throughout the whole life of the plant. During the early stages of cell

reproduction, the domain in which they are confined, either in the floral

meristem, or the root meristem, acquires a particular shape, being almost

spherical in the case of the flower, and in a form of a tube in the case of

the root.

∗This work is supported by Conacyt, México, through project 179616.
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It is seen that all 250000 species of angiosperms presents a unique

configuration of the organelles consisting of a series of concentric circles

where sepals are on the outside layer, followed by petals, stamens and finally

carpels in the central layer of the domain. In a former paper 1 we were able

to explain this universal disposition by assuming that stem cells acquire

positional information within the domain from a physical field that senses

the local curvature of the domain, which in turn couples to the regulatory

genetic networks involved in flower development. The local curvature was

introduced by an energy density functional defining a phase field model that

was coupled to a field u acting directly on the genes. Numerical calculations

with this model were able not only to recover the geometrical disposition of

the organelles in wild type flowers, but to predict the geometry of flowers

with mutated genes.

The central point of this work is that cells obtain positional information

from chemical and physical fields that allow them to choose their final fate

when genes act during differentiation. This hypothesis can be applied and

tested in various scenarios concerning stem cells, namely the root meristem

in plants and the groups of stem cells in colonic crypts in the intestine

of animals, with little modifications 2. In what follows we shall describe

the modelling of these systems based on this key hypothesis. Our aim is

to develop a dynamical model in which the known experimental facts are

taken into account.

2. The root meristem

The root meristem is an ideal model to test our hypothesis. Here the situa-

tion is more complicated that in the flowers, because the regulatory genetic

networks involved in the early development of the root are not known com-

pletely. However, the root meristem in the early stages of development

presents distinguishable zones along the apical basal axis of the root. At

the tip of the root there is the stem cell niche (SCN), consisting of stem cells

surrounding the quiescent centre cells or the organiser cells (QC). Towards

the base of the plant, one encounters a cell proliferation domain (CPD)

where cells have high rates of cell division, then they enter a transition

domain (TD), where cells have low division rates, but they preserve their

length. The SCN, the CPD and the TD comprise the root apical meristem

(RAM). More distally from the organiser centre, cells cease to proliferate

and start to grow in the elongation domain (EZ). This situation suggest

that the geometry of the tip of the root produces a physical field that is
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able to distinguish between the different zones of the domain and conse-

quently translate this positional information to the mechanisms responsible

of regulating cell division.

2.1. Dynamical Model

Taking advantage of the cylindrical symmetry of the domain we can reduce

our study to two dimensions, that is a cylinder with a parabolic cap simu-

lating the tip, in which stem cells are defined by points ri that produce a

Voronoi tessellation of the inner space. The outer layer consists of a row of

epithelial cells. These cells produce an elastic field due to the fact that the

tend to have a uniform size in adulthood, and a similar spherical shape.

A key process that has been tested experimentally is the important role

that auxins play in regulating the concentration of cyclins that ultimately

dictate the period of the life cycle of stem cells. Therefore, we propose that

a complex coupled dynamics takes place between the three key processes,

namely: 1) The physical elastic field dictated by the geometry, 2) The sen-

sitivity of auxins to this field, which allows them to be transported actively

along the root, producing a concentration gradient that is able to define

the sections of the root along the axis, and 3) The direct dependence of

the period of the cell cycle on the local concentration of auxins. A detailed

description of the model that integrates the three key dynamical processes

considered to explore the emergence of cellular patterns during A. thaliana

root development can be found in Ref. 3.

Elastic fields

The elastic field regulates the form and shape of every root cell and has the

form

V (xi, yi, t) =
Kv

2
(Ai(t) − Ā0(t))

2 +
Kc

2
(r⃗i(t) − r⃗0i(t))

2, (1)

where Ai is the volume of cell i and A0 represents the volume of an adult

cell. The instantaneous position of the cell i is r⃗i(t) and the centre of mass

position is r⃗0i(t). The first term helps cells to grow to the adult cell size,

and the second term favours an isotropic cell shape. Kv and Kc are elastic

constants that can be associated to the elastic moduli of the cell wall. The

elastic potential of the outer cells (labeled e) is different, but should be

analogous to the original potential for the internal cells, with the condition

that outer cells have different elastic response and their displacement should
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be along the outer surface. Therefore, the potential for cells in the outer

surface is

V (xe, ye, t) =
Ke

2
(Ae(t) − Ā0(t))

2 +
Kc

2
(r⃗e(t) − r⃗0e(t))

2, (2)

where Ke is an elastic constant, in principle different from Kv, and Ae

differs from Ai. Thus, the dynamics of any cell (i, e) is

dv⃗(i,e)

dt
= −∇V (x(i,e), y(i,e), t) − kv⃗(i,e), (3)

where k is a friction coefficient. This equation can be solved with the

boundary condition ∇V · n̂ = 0 for the outer cells, where n̂ is a unit vector

normal to the surface at each point.

Auxin transport dynamics

The mechanism by which the mechanical forces participate in the trans-

port of auxins can be modelled by proposing an active transport of auxins

through the membrane that follows D’Arcy’s law, in which the permeability

(P ) of the membrane is modified by the PIN polarisation. Let us examine

the general transport equations. Conservation of mass implies the continu-

ity equation ∂c/∂t = −∇· J⃗ , where J⃗ = v⃗c is the the flux. Normal diffusion

means that the flux is proportional to the gradient of c, with the diffusion

coefficient D0 being the proportionality term. Therefore, the exchange of

auxins per unit are per unit time for cell i can be written as,

∂ci

∂t
= α

[∑

m

Ai,mPim(Vm − Vi)(cm − ci)

]
+ D0∇2ci, (4)

where α is a constant with proper physical units and the summation is

over all m neighbours of cell i. The term is square brackets represents

the active hydrodynamic transport given by D’Arcy’s law and the second

term on the right is diffusion through the intercellular medium. Active

transport should be proportional to the contact area between cells Ai,m,

the permeability of the membrane Pi,m, the “pressure drop”, proportional

to the the local potential difference, and the auxin concentration difference

between adjacent cells.
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PIN polarization dynamics

The term in square brackets in Eq. 4 could enhance or deplete normal

diffusion depending if it is positive or negative, respectively. If Pim is

constant, this term is proportional to ∇Vi · ∇ci. Thus, the key quantity

that regulates the active transport against the concentration gradient is

precisely the elastic potential difference between cells and PIN polarisation,

which could make the permeability zero or negative. In order to model

PIN polarisation we have constructed a boolean network that takes into

account the experimental information of the process, which involve the

elastic potential, auxin interactions with proteins that regulate the kinases

which produce the polarisation states. Once the attractors that define

the two PIN polarisation states we can translate the boolean network into

a set of ordinary differential equations which allows us to represent the

permeability of the membrane as,

Pi,m = Θ[(Vm − Vi)(cm − ci)]sign(Vm − V̄ ), (5)

where Θ[...] is the Heaviside function, being zero when the argument is

negative, and V̄ =
∑

i Vi/N is the average value of the potential over the

N cells in the meristem.

The way in which epidermal cells divide is exactly the same as the

meristematic cells, except that division always occurs horizontally, that is,

the mother cell lies exactly below the daughter, and the parameter β, that

regulates the period of the cell cycle 3 could, in principle, be different. In

order to clarify the way in which the different dynamics occur and interact in

our model, we show in Fig. 1 a flow diagram of the computational platform

to integrate the model.

2.2. Results

In Fig. 2 we show typical results of our calculations. In (A) we show the

profile of the auxin’s concentration along the longitudinal axis of the root

(dashed line). We also show the normalised potential (continuous grey line),

and the number of cell divisions (black continuous line). These profiles are

very similar to our published results 3 and follow the experimental data

very closely. In (B) we show three snapshots taken at different times of the

growth process. In the upper part the auxin concentration and in the lower

part the elastic potential values.
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Figure 1. Flow diagram of the platform built for numerical calculations of the root

growth.

Figure 2. (A) Profile of the auxin’s concentration along the longitudinal axis of the root

(dashed line). We also show the normalised potential (continuous grey line), and the
number of cell divisions (black continuous line). (B) Three snapshots taken at different
times of the growth process. In the upper part the auxin concentration and in the lower
part the elastic potential values.

3. Modelling Colonic Crypts

3.1. The problem

Morphogenesis is a process that takes place during embryonic development

where it controls the spatial distribution of cells, and inside a mature or-
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ganism with cell renewal or regeneration 16. This process is driven by sub-

stances present in the tissue, known as morphogens, which diffuse through

the tissue and specifies via concentration gradients, positioning and differ-

entiation of stem cells. Recent discoveries have pointed out that this bio-

logical process plays a significant role during many pathological processes,

such as the formation of tumour cell masses and carcinogenesis 17.

Therefore, the study of how stem cells can maintain their ability to di-

vide (multipotency) and give rise to daughter cells that differentiate into

tissues and organs is fundamental to understanding the development of

multicellular organisms and the formation of tumours and cancer. Partic-

ularly, it has been shown that carcinogenesis occurs due to modifications

of gene expression, related to changes in the environment which trigger

cellular response, signalling and chemotaxis 4,8. A model system to study

carcinogenesis is the structure of the lining of the intestine.

The epithelial layer of the human intestine tract is the body’s largest

mucosal surface, divided into two segments, the small and the large intestine

or colon. The small intestine mucosa is composed with a single layer of cells

organised into finger-like protrusions, also known as villi, and invaginations

or crypts of Lieberkün. The large intestine, on the other side, is only

composed with a single layer of cells organised in crypts and lacks of villi.

Cells lining the intestinal epithelium are replaced every 2-3 days in the

mice and every 3-5 days in humans 24, making it the most rapidly renewing

tissue in the mammalian body and a suitable model for studying adult

mammalian stem cells. Since, this tissue is formed by about 2×107 crypts,

which are “test-tube” shaped invaginations in the epithelium of the colon,

they provide a huge surface area for the absorption of water and nutrients

while forming a protective barrier from harmful substances entering the

lamina propia 23.

Colonic crypts are tightly packed cylindrical tubes which are evenly

distributed with a central hole down the length of crypt, also known as the

crypt lumen, see Fig. 3(A). A human colonic crypt contains approximately

2000 cells, with about 75-110 cells long and an average crypt circumference

of 23 cells 20. Experimental studies indicate an ordering along the crypt

where proliferative cells are located at the base of the crypt and mature

cells at the crypt orifice (lumen). Observations of cell proliferation markers

suggest a sharp boundary between the proliferative and mature regions,

where the proliferative cells occupy the lower third of the crypt 25.

A healthy human colonic crypt contains a population of 5 to 6 stem-

cells that reside at or near the base of the crypt 20. These stem cells
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Figure 3. Neoplasia in a colonic crypt: (A) normal tissue, (B) early adenoma, (C) late

adenoma and (D) adenocarcinoma. (Taken from Wikipedia)

divide to produce transit amplifying (TA) cells which proliferate rapidly

and mature as they migrate up the crypt. These TA cells perform several

symmetric divisions before terminally differentiating. Since only the cells

located at the base of the crypt proliferate (due to mitotic activity), this

process creates a cell migration up the crypt, resulting in a pressure driven

cell flow. When differentiated epithelial cells reach the crypt collar, they

undergo apoptosis and/or are shed into the lumen. In addition to this,

a process of programmed cell death, known as anoikis, is triggered when

there is inadequate adhesion of the epithelial cells to the extracellular ma-

trix 18. This detachment induce apoptosis (cell death) and under healthy

circumstances all these processes combined maintain tissue homeostasis by

restricting proliferation to a monolayer and by preventing cells from reat-

taching and resuming growth in another location. The establishment of

an upward migration and removal of cells inside the crypt gives a defence

mechanism against mutated cells, via renewing the epithelial layer every

few days. The balance disruption in these regulatory processes is linked to

the formation of adenomas and carcinomas, see Fig. 3. Transit from the

crypt base to the surface takes 5-6 days in humans. In the rat’s small intes-

tine, experiments have showed that cell velocity increases linearly with the

crypt height and exhibits circadian variation 19: Cells move at 13µm/hr at

the upper crypt and 34µm/hr in the base of the villus, with this velocity

increasing to 51.8µm/hr in the upper villus (where cells are continuously

enlarged) 21.

Colorectal Cancer (CRC) is one of the most frequent cancer disease in
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the population with one million of new cases every year (worldwide) and

with 33% of mortality rate. CRC is thought to originate due to genetic and

epigenetic alterations that affect the cellular dynamics of the crypts lining

the large intestine. When these genetic mutations occur, cells can accumu-

late and this alter the cell migration flow velocity, then such cells acquire

the ability to persist and multiply inside the crypts 5,9. It is generally be-

lieved that formation of tumours in the colon start as disease connected

with mutations in stem cells, that continuously produce (via proliferation)

more progenitor tumor cells 22. Experimental studies and computational

models have been developed to study the clonal conversion of the colonic

crypt due to the competition between wild-type (healthy cells) and mutant

cells at the base of the crypt 6,10,7,11.

Therefore, understanding how cells organise inside the crypts is impor-

tant to gain insight into the origins of adenomas (see Fig. 3(B) and (C)).

Disorganisation of crypt dynamics increase stress on the walls of the crypts

and if some stem cell acquire a mutation that increases proliferation, in-

hibits apoptosis or alter cell-cell adhesion in its progeny, this mutant clone

can colonise the entire crypt and replace the non-mutant cell population.

There are many biochemical pathways, whose dysfunction leads to ge-

netic mutations in the crypt and their study are of particular importance

to assess the origin of colorectal cancer 7,12. The Wnt signalling pathways

have an important role in many biological processes in animals, regulating

embryonic development, cell fate determination (canonical), cell movement

and tissue polarity (non-canonical) and carcinogenesis (see Fig. 3(D)). In

the normal intestinal epithelium Wnt signalling pathways maintains self-

renewal of intestinal stem cells and progenitor cells via proliferation and

differentiation. Wnt’s are a large family of secreted proteins that acts as

morphogens and activate receptors on the cell surface which triggers a myr-

iad of events inside the cell via modulating the expression of target genes 14.

In particular, the canonical Wnt signalling has been implicated in the regu-

lation of intestinal stem cells and crypt dynamics. Mutations and aberrant

regulation of the Wnt/β-catenin pathway and APC (adenomatous polypo-

sis coli) gene leads to the onset and progression of CRC13.

3.2. Numerical calculations

The geometry of the colonic crypts allows us to simplify the problem do-

main by using a quasi-one dimensional model. Following reference 3, we

construct a crypt as a regular shape with points lying along the boundaries
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of two semi-circles patched at both open ends with two parallel walls. These

boundary points are fixed in space, the interior ones define the crypt lumen,

while the exterior ones represent the basement membrane which maintains

the integrity and structure of the epithelial layer, gives mechanical support

and acts as a physical barrier between the epithelial cells and the connective

tissue.

We propose that the cells in the crypt obtain positional information

from a physical elastic field obtained from a potential function exactly the

same as in the case of the root. We assume that the transcription of this

information to the mechanisms regulating the life cycle period is performed

by the Wnt signalling pathway, similar to the role of auxins in plants, that

is, the period of the life cycle regulated by cyclins is inversely proportional

to the square root of the concentration of Wnt, which in turn depends

linearly on the value of the potential energy in each cell.

Numerical calculations were performed in several domains with different

geometrical proportions. In Fig. 4 we show a snapshot of the calculation

in which only the cells at the bottom of the crypt reproduce. The cells at

the extremes of the quasi one dimensional domain migrate out of it as the

space in the crypt is occupied by the newly born cells.
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Figure 4. Numerical calculation representing a healthy crypt. The colour code repre-
sents the value of the potential in each cell and the white cells at the bottom of the crypt
are the ones that divide.

The parameters used in Fig. 4 were kV = kc = 120, k = 5, β = 8, Do = 0

and α = 1. The region of parameters where homeostasis is achieved is quite

reduced, and also depends very much on the geometric proportions of the

domain.

In Fig. 5 we show calculations made in domains with several shapes,

with the same set of parameters kV = 1, kc = 4, k = 3, β = 25, Do = 0
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Figure 5. Effect of the geometry of the domain. (A) Healthy crypt. (B) Stem cells
migrate in a wide crypt. (C) MIgrated stem cells reproduce rapidly before mature cells
migrate. Observe that mature cells are situated in the vicinity of the lumen only, this
allows cancer cells to abandon the crypt and presumably this represents metastasis of

a cancerous tumour. (D) anomalies in a wider cell in which uncontrolled reproduction
takes place only at the bottom of the crypt, resulting in a localised tumour. The colour
code represents the value of the potential in each cell and the white cells at the bottom
of the crypt are the ones that divide.

and α = 1. We notice that anomalies on morphology are seen.

4. Conclusions

We have presented a model involving coupled dynamics of three different

processes, that combined result in a functional dynamical development of

a set of stem cells that allow the subsequent differentiation promoted by

genes. This model is simple, from the point of view of Biology, but shows

some universal mechanisms that should be present in many biological sys-

tems. The key idea is that functional differentiation takes place because

stems cells interact with their environment through physical and chemical

fields that provide them with spacial and temporal information. The uni-

versality of this approach is demonstrated by recovering the developmental

dynamics seen in three rather different stem cell systems, namely, the flower

meristem, the root meristem and the renewal of cells in colonic crypts.
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Stem cells are identical in many scales, they share the same molecular composition, DNA, genes
and genetic networks, yet they should acquire different properties to form a functional tissue.
Therefore, they must get some external information from their environment, either spatial (dynam-
ical fields) or temporal (lineage). In this work we propose that the spatial information provided by
chemical and physical fields is sufficient to explain the changes that stem cells experiment during
the early stages of development. We choose the root apical meristem of Arabidopsis thaliana to
model the emergence of cellular patterns. We built a dynamical model to study the dynamics
and interactions between the cell division dynamics, the local auxin concentration and physical
elastic fields. Our model recovers important aspects of the self-organized and resilient behavior of
the observed cellular patterns in the Arabidopsis root. In particular, the reverse fountain pattern
observed in the auxin transport, the PIN polarization pattern and the accumulation of auxin near
the region of maximum curvature in a bent root. Our model may be extended to predict altered
cellular patterns that are expected under various applied auxin treatments or modified physical
growth conditions.
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I. INTRODUCTION

The field of developmental biology has been focusing
for decades on molecular genetic components as key in
regulating the developmental mechanisms of plants and
animals. Only recently scientists started considering the
role of physical forces and their feedback together with
the dynamics of chemical fields, cell proliferation and reg-
ulatory networks as important components of the mecha-
nisms underlying the emergence of positional information
during morphogenesis (Barrio et al. 2013, Hernández-
Hernández et al. 2014, Mammoto et al. 2012, Newell et al.
2008). Importantly, the mechanical elastic forces expe-
rienced by cells, not only guide cell fate determination
and patterning during development, but are also affected
and generated by cellular processes themselves, in turn
affecting some chemical fields (Barrio et al. 2013, Bozorg
et al. 2014, Jaeger and Reinitz 2006).

Plants are becoming useful experimental systems to
uncover the role of physical forces in morphogenesis (Bar-
rio et al. 2013, Heisler et al. 2010). In particular, the root
of A. thaliana is being used to integrate the interplay
among genetic, biochemical, physical and environmental
factors acting during development (Barrio et al. 2013,
De Rybel et al. 2014, Hernández-Hernández et al. 2014).
In the apical-basal axis of this organ, different develop-
mental stages can be clearly distinguished: the root api-
cal meristem (RAM) in which cells exhibit a high division
rate and at which tip the stem-cell niche is found; towards
the base of the plant, the transition domain (TD), where

the cell division rate diminishes, and then the elongation
zone (EZ), where the cells cease to divide and start to
grow until they attain a maximum length and start to
differentiate in the differentiation zone (DZ) at the dis-
tal part of the root with respect to its apex (Ivanov and
Dubrovsky 2013) (see Fig. 1).

Auxins are key hormones that act during various stages
and aspects of plant development and, among other pro-
cesses, they promote cell proliferation (Zaž́ımalová et al.
2014). In the root, the highest concentration of auxin
is found at the quiescent centre (QC) of the RAM and
then a clear gradient of auxin concentrations along the
root longitudinal axis correlates with contrasting cell pro-
liferation (Petersson et al. 2009, Zaž́ımalová et al. 2014).
Auxin patterns are formed mainly by the active trans-
port of this hormone from the inside of cells towards the
intercellular spaces, mainly by the PIN-FORMED (PIN)
efflux carriers which are located anisotropically in the
plasma membrane (i.e., they are polarized) and present
peculiar patterns in the radial and longitudinal axis of
roots (Blilou et al. 2005, Wisniewska et al. 2006). In the
RAM and root primordia PINs polarize away from the
auxin maximum in outer tissues whereas they locate to-
wards the maximum in the inner cell rows.The flux of
auxin correlates with these patterns of PIN polarization
(Wisniewska et al. 2006) forming a reverse fountain pat-
tern, according to Blilou et al. (Blilou et al. 2005) where
it has been reported that PIN mutants affect auxin pat-
terns in the root and the size of the RAM as well as other
aspects of its organization.
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FIG. 1: Confocal microscopy image of the Arabidopsis
thaliana root tip. The stem-cell niche (SCN) with the qui-
escent cells (QC, in green) and surrounding stem cells, the cell
proliferation domain (CPD) with actively proliferating cells,
the transition domain (TD) and the elongation zone (EZ),
where cells do not proliferate, are indicated. The SCN, CPD
and TD comprise the root apical meristem (RAM).

The localization of the PIN transporters is dynamic,
their density and position in the plasma membrane de-
pend on the rates of endo- and exocitosis. Given their
key role in establishing auxin gradients and patterns of
cell proliferation, the study of the mechanisms under-
lying their organization and polarization has attracted

much attention. Several molecular components regulate
the patterns and levels of PIN transcripts (Garay-Arroyo
et al. 2013) and others control the polarization of these
transporter proteins (for a review see Kleine-Vehn and
Friml (2008)). Interestingly, a few studies have shown
that mechanical forces also seem to participate in such
polarization process by affecting the mechanical proper-
ties of the plasma membrane and cell wall (Feraru et al.
2011, Heisler et al. 2010, Nakayama et al. 2012).

There are models to study the dynamics of PIN polar-
ization mainly at the molecular level and can be divided
in two main categories: concentration- and flux-based
models (for a comparative review see (Van Berkel et al.
2013)). Although they recover some aspects of PIN po-
larization in a self organized manner, they are unable
to generate the bidirectional fountain-like pattern of the
root tip without adding assumptions at the tissue level
(Van Berkel et al. 2013). The few models that have in-
tegrated the mechanical component into a polar auxin
transport dynamics (Heisler et al. 2010, Newell et al.
2008) have not yet considered the different properties of
the tissues that compose an organ or its interactions with
molecular and biochemical dynamics to explain cellular
patterns. At the cell level, Lintilhac (Lintilhac 2013) has
put forward a model for cell growth that involves the
forces of tension and compression. In the organ scale,
these mechanical forces are the result of the dynamics
of cellular elongation and division; when new cells grow
a pressure is exerted against the neighbors, and tissue
tensile stresses in a given direction are accompanied by
compressive stresses (Kutschera 1992, Wojtaszek 2011).
Moreover, the outer tissues impose a compressive stress
to the inner tissues (Kutschera and Niklas 2007) while,
at the same time, they are subjected to tension as a re-
sult of expansion/elongation of inner tissues that pro-
vide the driving force for organ growth (Kutschera 1992,
Kutschera and Niklas 2007). These stresses emerge from
structural variations in the tissue (e.g., differences in cell
wall composition) and/or by a differential growth (Woj-
taszek 2011).

In a previous model (Barrio et al. 2013) we postulated
a cooperative dynamics of cell division and physicochem-
ical fields to explore their role in the emergence of cellular
patterns in the Arabidopsis root. In that model the key
point is the assumption that cell division dynamics is
mainly regulated by auxin concentration, whose gradient
is produced by differences in the local elastic field. The
cell life cycle was modeled by considering that the oscil-
lations of cyclins D and B are coupled to the local auxin
concentration. We used a fixed polar localization of PIN
transporters and also considered a fixed QC with low di-
vision rate. While this model was successful at reproduc-
ing and partially explaining the main qualitative aspects
of root apical-basal patterns of cell division and size, as
well as of auxin concentration, it has important limita-
tions. For instance, it cannot be used to understand the
dynamical response of root development to perturbations
such as changes in the plant orientation or environmental
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stimuli. On the other hand, this model makes no distinc-
tion between different tissues which present important
differences in the orientation of the PIN transporters and
their mechanical properties, among others (Lucas et al.
2013, Vermeer et al. 2014, Wisniewska et al. 2006).

Based on the evidence that mechanical forces are im-
portant sources of positional information during plant de-
velopment (Hernández-Hernández et al. 2014) and that
they seem to participate in the polarization of PIN trans-
porters, we now present a modified version of the model
in which we explicitly consider the polarization dynamics
as a response to elastic fields. Our aim is to generate a
qualitative model that allows us to study how mechanical
and biochemical fields interact, to make general proofs of
principle and to render testable predictions. In the search
for generality and simplicity, we sacrifice precision in fe-
taures such as the actual shape of individual cells.

The explicit dynamics of PIN polarization and elastic
fields enables simulations of plastic responses to environ-
mental and internal stimuli that alter elastic fields. In
this new model we distinguish between outer and internal
tissues, each one subjected to different forces. In contrast
to our previous model, the patterns of cellular organiza-
tion, auxin accumulation and polarization of PIN trans-
porters emerge naturally from the feedbacks between the
different dynamics taken into account.

The model suggests that the origin and variation of
morphogenetic patterns and organ shapes during de-
velopment largely depend on the complex interactions
among cell proliferation dynamics, and physicochemical
fields. Our model recovers important aspects of the self-
organized, robust cellular patterns in Arabidopsis root
development and the results of numerical simulations are
validated with experimental measurements on cell size
and division patterns along root. We further validate
the model by simulating root bending using an altered
U-shaped domain and evaluating if, under such condi-
tions, auxin and cell dynamics present features resem-
bling those observed in real roots.

II. MODEL

In considering the extension of the model by Barrio
et al. (Ref. Barrio et al. (2013)) we now add two key
features: 1) the differences between the elastic fields gen-
erated in the external cell layers (lateral root cap and
epidermis) with respect to the internal cells (correspond-
ing to the cortex, endodermis and central cylinder cells),
and 2) an explicit dynamics for the polarization of PIN
transporters that responds to these elastic fields.

Elastic fields

We explain first the rationale for feature 1). The
growth of stems and roots, is constrained by outer tissues

and involves a stress-strain dynamics among different ad-
joining tissues (Kutschera and Niklas 2007, Wojtaszek
2011). As it has been proposed (Green 1962, Kutschera
1992, Kutschera and Niklas 2007), the “epidermal growth
control theory” states that organ growth is a matter of
increase in internal pressure and the release of tissue ten-
sion (elasticity increase) by means of cell wall loosening
of outer tissues.

In any physical system, solid or liquid, the forces acting
on the border are different to those in the inside. The
surface energy could be defined as the excess energy at
the surface as compared to the bulk. Although, to the
best of our knowledge, the elastic moduli of outer and
internal tissues has not been measured, there is evidence
that suggests that the cell walls of the tissues of the root
differ in their chemical composition and that outer tissues
have thicker walls that impose a mechanical constraint
(Freshour et al. 2003, Fridman et al. 2014, Lucas et al.
2013, Vermeer et al. 2014) that should result in distinct
elastic properties. With this information we could use
the LOS principle of Lintilhac (Lintilhac 2013) to model
the growth of the root, in such a way that there is an
equilibrium between the rates of cellular division in order
to keep the balance between them and allow a smooth
growth of the root.

As in our previous model (Barrio et al. 2013), we as-
sume a cylindrical symmetry of the root to model the
dynamics in two dimensions. If we also assume that the
cells present an equilibrium state regarding their size and
shape, and we can approximate the energy potential by
a Taylor expansion of an arbitrary function around this
equilibrium state up to second order. The harmonic po-
tential felt at cell i is,

Vi(xi, yi, t) =
Kv

2
(Ai(t)− Ā0(t))2 +

Kc

2
(~ri(t)− ~r0i(t))2,

(1)
where Ai is the volume of cell i and Ā0 represents the
average volume of adult cells. The instantaneous position
of the cell i is ~ri(t) = (xi(t), yi(t)) in two dimensions and
the center of mass position is ~r0i(t). The first term keeps
the size of cells around Ā0, and the second term favors a
spherical, isotropic cell shape. Kv and Kc are constants
that can be associated to the elastic moduli of the cell
wall. With this potential we can calculate the local forces

as ~Fi = −∇Vi(xi, yi, t) which give the Newtonian coupled
dynamical equations,

∂~vi
∂t

= ~Fi − k~vi
∂~ri
∂t

= ~vi

where k is a friction coefficient. From now on we should
refer to Eq. 1 as the one defining an “elastic” field, in
analogy to the true elastic field produced by a harmonic
function of the coordinates.
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The elastic potential of the outer cells (labeled e) is
different, but should be analogous to the original poten-
tial for the internal cells, with the condition that outer
cells have different elastic response and their displace-
ment should be along the outer surface. Therefore, the
potential for cells in the outer surface is

Ve(xe, ye, t) =
Ke

2
(Ae(t)− Ā0(t))2 +

Kc

2
(~re(t)− ~r0e(t))2,

(2)
whereKe is an elastic constant, in principle different from
Kv, and Ae differs from Ai by an amount,

Ae(t)−Ai(t) =
∑

j∈e

lej
4

[|yj(t)− ye(t)| − |~rej(t)|] , (3)

where lej is the contact area between two neighboring
epidermal cells e and j, ~rej is the distance between these
cells and y is the coordinate along the root axis. Thus,
the dynamics of an epidermal cell e is given by

d~ve
dt

= −∇Ve(xe, ye, t)− ke~ve, (4)

where ke is the corresponding friction coefficient. Note
that the discrete gradient on the network is ∇Ve =∑

m(Vm−Ve)(~rm−~re)/|~rm−~re|2, and involves a summa-
tion over all m neighbors of cell e, which means that the
acceleration of an epidermal cell could be in any direc-
tion, not only along the longitudinal axis. The equations
can be solved using zero flux boundary conditions or the
outer cells, ∇Ve · n̂ = 0 where n̂ is a unit vector normal
to the outer surface of the domain. This ensures that the
acceleration is always transverse to the domain boundary.

Auxin transport dynamics

The mechanism by which the mechanical forces partic-
ipate in the polarization of PIN auxin efflux transporters
can be modeled by proposing an active transport of aux-
ins through the membrane that follows Darcy’s law, in
which the permeability (P ) of the membrane is modified
by the PIN polarization. In our former model (Barrio
et al. 2013) this action was simply taken to be a gate that
could be opened or closed following some simple binary
rules F . Let us examine carefully the general transport
equations. Conservation of mass implies the continuity

equation ∂c/∂t = −∇· ~J , where ~J = ~vc is the flux. Fick-
ian diffusion means that the flux is −D0∇c, with diffu-
sion coefficient D0. Therefore, the exchange of auxins
per unit area per unit time for cell i can be written as,

∂ci
∂t

= α

[∑

m

Ai,mPi,m(Vm − Vi)(cm − ci)
]

+D0∇2ci,

(5)

where α is a constant with proper physical units and
the summation is over all m neighbors of cell i, Ai,m

is the contact area between cells (in our 2 dimensional
approximation this is the length of the segment between
neighboring cells), and Pi,m is the permeability of the
interface.

The term in square brackets represents the active hy-
drodynamic transport given by Darcy’s law, which sim-
ply states that the volume transported per unit time is
proportional to the cross sectional area of the channel
(Ai,m in our case), the pressure drop (proportional to
the potential difference in our case) and the permeability
of the medium, in which we absorb the viscosity and the
length of the channel. The form of the square brackets
in Eq. 5 is obtained by using the Stokes equation for in-
compressible, stationary flows. The second term on the
right arises from the assumption that fickian diffusion of
auxins between neighboring cells is inevitable, even in
the absence of the PIN action, although D0 should be
very small, according to experimental observations. No-
tice that the term in square brackets is exactly the same
as in Eq.7 of Ref. Barrio et al. (2013), except that the
dimensionless quantity Pi,m should be a modeled as a
function of the PIN polarization state of the membranes
between any pair of cells. The dynamical equation 5
should be integrated using the same zero flux boundary
conditions, as Eq. 4 for the velocity.

PIN polarization dynamics

We now address feature 2) mentioned at the beginning
of the Model section. The term in square brackets in
Eq. 5 could enhance or deplete normal diffusion when
it is positive or negative, respectively. If Pim is con-
stant, this term is proportional to ∇Vi · ∇ci. Thus, the
key quantity that regulates the active transport against
the concentration gradient is precisely the elastic poten-
tial difference between cells and PIN polarization, which
could make the permeability zero or negative.

This observation is further reinforced by statements
suggesting that he polarized state of PIN transporters
(either apical or basal) depends on the membrane’s me-
chanical tension that regulates the rates of endo- and ex-
ocytosis (Homann 1998, Nakayama et al. 2012), and by
preliminary studies (Hernández-Hernández et al. 2014)
that integrate the available experimental data (Blilou
et al. 2005, Chen et al. 2012, Kleine-Vehn et al. 2009,
Zwiewka et al. 2015).

The assumption that the epidermal cells have stronger
walls, surely produces a potential gradient transverse to
the axis of the root, suggesting a very simple dependence
of PIN polarization states on the potential differences
between neighboring cells. Therefore we propose that
Pim is,

Pi,m = Θ[(Vm − Vi)(cm − ci)]sign(Vm − V̄ ), (6)
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where Θ[...] is the Heaviside function, being zero when
the argument is negative, and V̄ =

∑
i Vi/N is the aver-

age value of the potential over the N cells in the meris-
tem. This expression sets up the rule that the PIN trans-
porters are not polarized when the product of the dif-
ferences of potential and auxin concentration across the
wall is negative, meaning that there is no auxin exchange
through the wall under these conditions.

PIN polarization allows auxin transport across the wall
and occurs when the sign of the product is positive.
Then, the rule allowing transport is that if at a given
time Vm > V̄ , the segment of wall between cell i and
cell m should polarize PIN transporters basally, favoring
the flux of auxins from bottom to top (towards the top
in Fig. 1), otherwise PIN polarization is apical (towards
the tip of the root). It follows that the higher potential
sensed by the epidermal cells favors an upwards flux of
auxins, but the definite direction of the flux for all cells is
regulated by the lateral interactions between them, and
it is not trivial to assume that in the inner cells a down-
wards flux is favored.

These rules take in account the principles of Lintilhac’s
model (Lintilhac 2013) at the tissue level and set the form
of the permeability of the membranes in the dynamical
model, in which the local potential depends on the geom-
etry of the domain and, importantly, on cell proliferation
due to auxin concentration.

The cell life cycle was modeled by considering a Lotka-
Volterra set of dynamical equations in which the B-type
cyclin and D-type cyclin play the role of predator and
prey, respectively. The period of the limit cycle of the dy-
namical system depends on the only parameter β, which
is the ratio between the predator death rate and the prey
growth rate. This parameter is assumed to be propor-
tional to the auxin concentration in each cell (βi = γci),
and a cell i is divided by defining a new internal wall ran-
domly oriented when the life time of the cell ∆t attains
the value Ti = 2π/

√
γci in units of a time scale for re-

production τ . The time ∆t represents the iteration step
in a numerical integration, and the relationship between
the parameters α, β, γ and τ allows to calculate ∆t in
minutes. A detailed explanation of the cell cycle model
can be found in Ref. Barrio et al. (2013).

The way in which epidermal cells divide is exactly the
same as the meristematic cells, except that division al-
ways occurs horizontally, that is, the mother cell lies ex-
actly below the daughter, and the strength of the param-
eter β, that regulates the period of the cell cycle could,
in principle, be different.

In summary, our hydrodynamical transport model cap-
tures the reported effect of membrane tension and auxin
gradient due to PIN localization and it can be used to
prove that different gradients of elastic potentials modify
the directions of auxin efflux, as it occurs in the epidermis
of shoots (Heisler et al. 2010, Nakayama et al. 2012).

In order to clarify the way in which the different dy-
namics occur and interact in our model, we show in Fig. 2
a flow diagram of the computational platform to integrate

the model. As in Ref. Barrio et al. (2013) we represent
cells as Voronoi polygons that are continuously relaxed
according to the newtonian dynamics. The dynamical
equations were integrated using a simple Euler method
and the initial conditions for cell position and auxin con-
centration were set randomly. The inner cells obey the
potential of Eq. 1, which in turn modifies the local con-
centration of auxins (see Eq 5). Cell division takes place
whenever the cell cycle is completed, whose period de-
pends on the local auxin concentration. The outer or
epidermal cells follow the potential of Eq. 2 and their
proliferation time depends on the parameter βe.

As discussed by Barrio et al. (2013), this simple plat-
form gives reliable results and enables large computa-
tions.
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FIG. 2: Flow diagram of the platform built for numer-
ical calculations of the root growth. The parameters of
the model are in red and the initial conditions in blue.

III. RESULTS

We have performed numerical simulations using the
computational platform described in Fig. 2 (compare
with the one shown in Barrio et al. (2013)) with the in-
troduction of a layer of epidermal cells with their mod-
ified potential functions according to Eqs. 2 and 4, as
well as auxin transport (Eq. 5) and PIN polarization dy-
namically coupled to the elastic potentials (Eq. 6), as
described in the last section.

The values of the elastic constants set the units of the
time variations in the dynamical behavior of the system,
and were adjusted to obtain the correct times when mod-
eling the RAM development. We consider the number of

• 



6

cell divisions per unit time to be 2.6 events/hr, the cell
production rate (number of cells that cross a given posi-
tion per unit time) was between 0 and 6 cells/(mm hr)
and the cell proliferation rate distribution was between 0
and 50 µm/hr in the RAM (Beemster and Baskin 1998).
The values used in the calculations were Kc = 80 Pa-
m, Kv = 80 Pa/m, Ke = 120 Pa-m, and ke = k = 3
Pa-m-s. With these values we obtain the real time scale
of an iteration step ∆t in the numerical calculations, by
finding the number of iterations needed to obtain the ex-
perimental number of cell divisions in that lapse, that is
∆t ∼ 3 min(Barrio et al. 2013). Moreover, these values
give the Young’s elastic moduli for the walls and cells of
the order of E ∼ 10 MPa, in agreement with the ones re-
ported in (Fernandes et al. 2012, Köhler and Spatz 2002).
The normalized total auxin concentration is 1, the value
of β = 15 in units of the reproduction rate, τ ≈ 100×∆t.
These values produce a single cell cycle period on the or-
der of 12 hr (Menges et al. 2006). We found that the
values α = 5 and γ = 250 preserve the correct size of
the meristem zone in the root (Barrio et al. 2013). The
parameter D0 was set to a small value of the order of
0.08 and βe = 5 in all calculations.

Auxin gradient and elastic fields with the position of
the QC fixed

In Figure 3 we show three snapshots of the growing
root, on the top we observe that the initial random distri-
bution of auxin concentrations converges to an auxin gra-
dient with a maximum near the QC, where a maximum
concentration of auxins is set, and whose position is kept
fixed near the tip throughout the whole dynamical calcu-
lation, as Barrio et al. (2013). Notice that auxin concen-
trates in the region around the QC, producing emergent
patterns of auxin concentration that resemble those ob-
served in actual RAMs by Petersson et al. (2009). At
the bottom we show the same three snapshots for the
potential.

In Fig. 4 we show the concentration of auxins, the po-
tential distribution, and the number of cell divisions as
a function of distance from the root apex at the largest
time in Fig. 3. The potential profile in the apical-basal
axis attains a maximum at the position corresponding to
the QC (marked in red) and a valley in the meristematic
zone. Notice that the number of QC divisions is 2. Also,
the cell division rate presents a distribution similar to
the one previously observed (Barrio et al. 2013), thus
the inclusion of a different potential for the epidermal
cells and the mechanism for auxin transport coupled to
the mechano-elastic field, proposed here, does not alter
the qualitative results recovered by Barrio et al. (2013).

Observe that the minimum size of the cells decreases
as the domain grows, due to the fact that we are main-
taining the horizontal dimensions constant. This is the
reason why the average volume of an adult cell depends
on time during the calculation and decreases as the root
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FIG. 3: Numerical calculation of the root growth. We
show snapshots of the auxin concentration (top) and the po-
tential (bottom) for an early time (left), a time when many
proliferation events have taken place (right), and a time be-
tween the two (middle). The QC is indicated with white
diamonds and the epidermal cells are indicated with white
dots.
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FIG. 4: Numerical results for the positional distribu-
tions of various quantities. We show the auxins (red line),
the potential (blue) and the number of cell divisions (black)
along the apical-basal axis of the root.

grows. This is evidently not the case in a real root, so
we keep tract of Ā0(t) and correct the scale of the di-
mensions of the root by a factor f = Ā0(t)/Ā0(t = 0)
in order to maintain the density of cells constant. This
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is important when comparing the numerical results with
the experimental measurements.

Emergence of QC and reverse auxin fountain
dynamics.

In contrast to our previous work, here we are able to
retrieve the emergence of the QC. We first test if the
present implementation of the RAM model is able to
yield a robust emergence of cells with a behavior that
mimics that of the QC, and contrast the observed dy-
namics when the position of the QC are fixed near the
tip of the root. In Fig. 5 we show results for auxin gra-
dients for the case in which the QC emerges from the
simulated dynamics. In Fig. 3 we fixed two stationary
cells near the tip of the root and we set in them the max-
imum auxin concentration during the complete simula-
tion. In the present case, we observe that the QC with a
maximum auxin concentration and low proliferation rate
emerges near the apical zone and is robustly maintained
during the complete course of the simulation.

NE

FIG. 5: Snapshots of auxin distributions. The times
correspond to the ones in Fig. 3 and represent the root growth
dynamics when the position QC is not fixed. The epidermal
cells are indicated with white dots. The simulation was made
for Ke = 120 and β = 15 in both cases.

Previous models of auxin transport and gradient emer-
gence in the Arabidopsis root have not been able to repro-
duce the reverse fountain pattern observed experimen-
tally (Van Berkel et al. 2013). We use the present im-
plementation of our model to address this. In Fig. 6 we
show the PIN polarization direction in every cell wall as a
segment of line from the center of the cell to the center of
the wall. When there is no polarization there is no line,
basal polarization is indicated with blue lines and red
lines indicate apical polarization. Observe that the pat-
tern changes in time during RAM development, although
most of the time the epidermal cells are polarized up, and
the meristematic cells are down, except when there is a
local increase in the potential due to proliferation.

FIG. 6: Snapshots of PIN polarization direction. The
calculation corresponds to the one shown in Fig. 5 (QC not
fixed). The blue segments represent basal polarization, and
the red ones apical polarization. Black lines without deco-
ration represent unpolarized walls. In the case where two
segments of different color meet, diffusion through the wall is
increased.

PIN polarization promotes auxin efflux from one cell
to the contiguous one. This is similar to the observed
pattern of pin polarization in the different regions of the
RAM, although experiments showing how this polariza-
tion changes in time at the cellular level are still lacking.
Thus, the arrow pattern in Fig 7 represents the direction
of auxin transport. As it has been observed in actual
roots, our simulations recover an auxin recirculation pat-
tern, in which auxin efflux goes from the root apex to the
basal portion of the root along the epidermal cell-layer
and from the basal to the apical zone along the inner
cells. Our results show that such reverse fountain pat-
tern is observed at times when cell proliferation is not
occurring. In the EZ the arrows point downwards and
the auxin concentration becomes very small, producing
the effect that these cells do not divide anymore and be-
come larger than those in the meristematic zone.

Furthermore, we tested the robustness of the above
results to alterations of the elastic constant (Ke) and
cell-cycle duration (β). In Fig. 8 we show experimental
data on roots after 10 days of growth from Ref. (Beem-
ster and Baskin 1998), and numerical simulations for the
same period, when the QC is fixed and when it is not
fixed. The cell length was calculated taking into account
the scale factor f , the fact that the shape of the cells
is rectangular, not hexagonal as the Voronoi tessellation
gives, and that elongation affects mostly the vertical di-
mension. Therefore, we calculated the average cell length
by using the area of the scaled Voronoi cell and equat-
ing it with the area of a rectangular cell of length L and
width d ≈ 8µm. Both, the elastic potential along the epi-
dermis and the cell-cycle duration are important for root
growth dynamics and cellular patterns at the RAM. If
the epidermal cell-walls are made more rigid (large Ke),
root growth is depleted as expected. In contrast, when
epidermal cells are softened (small Ke), root growth is
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FIG. 7: Auxin flux. The calculation also corresponds to the
one shown in Fig. 5 (QC not fixed). The blue arrows represent
auxin flowing upwards, and downward flux are red ones. The
size of the arrows is fixed to help the eye, but the real amount
of auxins being transported is very small in most cells. Ob-
serve the reverse fountain pattern in which the auxin in the
outer cells flow upwards while in the center mostly down-
wards, particularly on the CPD. Notice also the formation of
vortices in the region of maximum auxin concentration near
the SCN.

clearly enhanced. Alterations in cell-cycle duration also
modify growth. As β increases the period of the cell cy-
cle decreases and the root growth larger. Notice in Fig. 8
that the cell lengths along the root longitudinal axis are
better adjusted to experimental data in the QC not fixed
case (lower panel), meaning that the present model is
able to agree with the experimental findings more accu-
rately than the model of Barrio et al. (2013).

Observe that the agreement with experimental findings
is fairly good in all numerical calculations, showing the
robustness of the model to changes in the precise values
of elastic constants and cell cycle periods. It is interesting
to note that the spread of the numerical data is smaller
when one does not fix the QC. Notice also that the size
of the root after 10 days of growth depends on the value
of the parameter β. For Ke = 120 (see the insets) the
root size is ≈ 250µm when β = 7, and it is from 600 to
700µm when β = 15 and ∼ 1 mm for β = 22.

Dynamical cellular responses under altered root
growth

In contrast to the modeling platform put forward in
Barrio et al. (2013), the present formulation enables us
to predict auxin gradients under contrasting growth con-
ditions. Experimental evidence has shown that auxin
gradients can be modified by altering the shape of the
root (Ditengou et al. 2008, Laskowski et al. 2008, Richter
et al. 2009). For example, bending the primary root
causes PIN transporters to relocate, and in turn auxin
concentrates around the bend where a new lateral root
eventually emerges (Ditengou et al. 2008, Laskowski et al.
2008). In order to validate our model we simulated such
an altered root growth. We built a U-shaped domain in
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FIG. 8: Comparison between experimental data and
numerical simulations for the length of the cells along
the apico-basal axis of the root. We show the cell length
obtained with three values of the elastic constant of the epi-
dermal cells, using β = 15, for two cases, first when the QC
is fixed (top) and the other one when the QC is not fixed
(bottom). The continuous red lines correspond to the experi-
mental data reported by Beemster and Baskin (1998). In the
insets we show the effect of altering the cell-cycle duration
(inner graphs), keeping the elastic constant Ke = 120. The
images on the right correspond to the final state of the root
with β = 15 and Ke = 120 (blue circles).

which we have relaxed the potential with an initial ran-
dom distribution of auxins and no cellular divisions. The
results of these simulations show that auxins concentrate
on the bend. Fig. 9 shows the results of simulations in
U-shaped domains where the curve occurs at different
distances form the tip.

Observe that there is a high concentration of auxin in
the bent region, and in the tip of the root, these maxima
are more apparent when the bend occurs far from the tip.
In order to get these patterns, the diffusion constant D0

had to be increased. This could be due to the fact that
the bend changes the local geometry and disrupts the
auxin gradient in the right side of the bend. If D0 is kept
at the same value as in Fig. 5, some cells are eventually
totally deprived of auxin due to the action of the PIN

D . D 
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FIG. 9: Distribution of auxins for a U-shape root bent
away from QC. We show three cases, when the bend is near
the tip of the root (left), when it is far from the tip (right)
and an intermediate case. The figures show the distribution of
the relaxed quantities before cell proliferation takes place at
the same time of the dynamics. Observe that auxins mainly
concentrate near the curved region in all configurations. Epi-
dermal cells are indicated with white dots. The color scale is
the same as in former figures.

polarization rules. It remains to test experimentally if
the active transport of auxins is affected by the bending
perturbation.

We have performed calculations long enough to allow
cells to divide and we observe the emergence of a region
on the outer side of the bend where cells proliferate at
a higher rate than normal, due to the high local concen-
tration of auxin. In order to illustrate this in Fig. 10 we
show the number of cell divisions along the axis of the
root for two cases: (A) for a straight root and (B) for
a bend root. The calculations for cell divisions in the
straight root correspond to Fig. 3 and the cell divisions
for the bend root correspond to the right hands side plot
of Fig. 9, i.e. when the bend is far from the tip. Note
that Fig. 10(A) shows a single maximum in the meris-
tematic zone, while Fig. 10(B) shows two maxima, one
corresponding to the meristematic zone, and the other
situated on the bent region. All these phenomena have
been suggested by experimental data (Ditengou et al.
2008, Laskowski et al. 2008, Richter et al. 2009, Vermeer
et al. 2014).

IV. DISCUSSION

In our former study (Barrio et al. 2013), we proposed
that positional information emerges from the coopera-
tive cell proliferation and physico-chemical field dynam-
ics. Here we further propose that an additional source
of positional information could come from variations of
the elastic field along the radial axis of the root, due to
the different mechanical response of the epidermal cells.
Interestingly, the addition of this extra physical field and
the feedback of PIN polarization are sufficient to recover,
as an emergent property, the location and behavior of
the QC, that had to be pre-fixed in our previous model.
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FIG. 10: Histogram of the number of cell divisions as
a function of the distance from the tip of the root. (A)
In a the straight root shown in Fig. 3 . (B) In the bent root
shown on the right of Fig. 9. In both figures the potential
profile is shown as red dots. Observe the different horizontal
scale.

Importantly, with this model we have been able to test
how patterns are altered in cases in which the QC cells
are pre-fixed or not. In simulations of the latter, the re-
trieved cellular patterns along the apical-basal axis of the
root are more similar to those observed in actual roots
(see Fig. 5 and Fig. 7).

The model further predicts that the observed pat-
terns will change according to alterations of the outer
tissues (see Fig. 8). For example, if these tissues are dis-
sected in ways similar to those used in experiments by
Kutschera and Niklas (Kutschera and Niklas 2007) we
expect changes in the growth dynamics. Furthermore,
the calculations presented here suggest that the incor-
poration different elastic fields is essential not only for
the emergence of the quiescent cells, localization of PIN
transporters and the resulting auxin accumulation, but
also for reproducing patterns that greatly resemble the

'. 
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altered cell proliferation patterns observed in bent roots.
Indeed, it has also been shown that the mechanical state
of outer tissues determines lateral root formation (Lucas
et al. 2013, Vermeer et al. 2014).

The longitudinal patterns of PINs that have been ex-
perimentally reported (Blilou et al. 2005), correspond
to snapshots and they have not yet been dynamically
measured. The polarization PIN patterns presented here
change dynamically in response to the gradient of the
elastic potentials simulated. It will be interesting to test
experimentally whether these patterns remain the same
throughout root development. Although the average pat-
tern of PIN polarization that the model predicts resem-
bles roughly the pattern associated to the reverse foun-
tain, the exact behavior observed pattern looks some-
what different. A possible reason of why our model does
not fully reproduce PIN polarization patterns might be
related to the fact that the genetic networks that under-
lie and interact with the simulated processes are not ex-
plicitly considered in this model yet. Complex molecular
regulatory networks underlie cell-cycle dynamics and also
PIN polarization, auxin transport, among others (Bitoni
and Chiappetta 2011, Hamant et al. 2008). Future im-
plementations should now couple such regulatory GRN
modules into platforms that consider physico-chemical
and cell proliferation cooperative dynamics, in order to
address altered dynamics and patterns in mutants of
these networks and also recover further robustness in
the simulated cellular dynamics (Grieneisen et al. 2012,
Ten Tusscher and Hogeweg 2011) .

Besides the mechanical effect on PIN polarization,
auxin can also inhibit PIN endocytosis through the
ABP1-ROP GTPase signaling pathway (Paciorek et al.
2005, Robert et al. 2010) and could promote PIN tran-
scription (Vieten et al. 2005). Furthermore, the effects
of the elastic potentials on PIN polarization are instan-
taneous, while the processes of endo- and exocytosis, on
which the location of PIN transporters at the plasma
membrane depend, are not. Indeed, it has been previ-
ously suggested that PIN transporters are highly sensi-
tive to changes in the rates of endo- and exocytosis (Chen
et al. 2012, Dhonukshe et al. 2008, Zwiewka et al. 2015).
Further elaboration of our platform, should also incorpo-
rate such components.

Available experimental data (Nakayama et al. 2012,

Zwiewka et al. 2015) suggests that increased mechanical
forces leads to PIN protein accumulation at the plasma
membrane. Interestingly, our simulations suggest that
the PIN proteins do accumulate in areas of maximum me-
chanical forces, leading to auxin accumulation as shown
in Fig. 3, Fig. 5 and in Fig. 9, that in turn, promotes cell
proliferation and growth. These are important processes
underlying plant morphogenetic adjustments in response
to alterations in growth conditions.

Summarizing, the model presented here suggests that
the origin and variation of morphogenetic patterns and
organ shapes during development largely depend on the
complex interactions among cell proliferation dynamics,
and physico-chemical fields. These interactions should be
studied systematically in order to fully understand how
biological forms and patterns emerge. For example, in
Fig. 8 we show that alterations in the elastic constant Ke

affects root length. It does so via, at least, the coopera-
tive dynamics considered in the present model. It will be
interesting to use, for example, cellulose synthesis mu-
tants (Wiedemeier et al. 2002), or chemical treatments
(Braybrook and Peaucelle 2013, Feraru et al. 2011) to
relax or otherwise alter the rigidity of the cell-wall and
measure how such alterations of the elastic constants al-
ter apico-basal cellular patterns during root development.
Further investigations concerning the GRN modules that
could underly and articulate the processes modeled here
should be pursued to obtain predictions on how muta-
tions in such GRN modules may alter cellular patterns
during root development.
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Adriana and Jaimes-Miranda, Fabiola and Pacheco-
Escobedo, Mario A and Dubrovsky, Joseph G and
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and Péret, Benjamin and Moscardi, Eric and Bar-
beau, Daniel and Godin, Christophe and Salt, David
and Guyomarc’h, Soazig and Stelzer, Ernst H K and
Maizel, Alexis and Laplaze, Laurent and Bennett,
Malcolm J (2013). Lateral root morphogenesis is dependent
on the mechanical properties of the overlaying tissues. Proc
Natl Acad Sci USA, 110:5229–34.

Mammoto, A. and Mammoto, T. and Ingber, D. E.
(2012). Mechanosensitive mechanisms in transcriptional reg-
ulation.

Menges, M. and Samland, A.K. and Murray J.A.H
(2006). The d-type cyclin cycd3:1 in limiting for the g1-to-s-
phase transition in arabidopsis. Plant Cell, 18:893–906.

Nakayama, Naomi and Smith, Richard S. and Mandel,
Therese and Robinson, Sarah and Kimura, Seisuke and
Boudaoud, Arezki and Kuhlemeier, Cris (2012). Me-
chanical regulation of auxin-mediated growth. Curr Biol,
22:1468–1476.

Newell, Alan C. and Shipman, Patrick D. and Sun,
Zhiying (2008). Phyllotaxis: cooperation and competition
between mechanical and biochemical processes. J Theor Biol,
251(3):421–39.
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