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Introduccion

En el mundo observamos muchos fenémenos para los que nos interesa capturar su
comportamiento a través de modelos matematicos con la finalidad de poder deducir
caracteristicas importantes del fendémeno, predecir comportamientos futuros y aplicar
estos modelos para resolver problemas que dependan o que estén relacionados con dicho
fenémeno.

El recurso mas comiin, una vez que se ha estudiado a fondo de forma empirica el feno6-
meno observado, es planteando una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) o una ecuacion
diferencial parcial (EDP) que nos muestre el cambio instantaneo del fenomeno y que,
al resolverla, nos presente la evolucion temporal del fenomeno como una funcion dife-
renciable con respecto al pardmetro temporal y con respecto a otros pardmetros que
influyan en el comportamiento. Gracias a esto, el estudio de los fenémenos observados
se puede realizar de una forma relativamente sencilla y también se desarrolla un impor-
tante estudio tedrico sobre las ecuaciones diferenciales que se plantean. Sin embargo, al
tomar observaciones reales del fenémeno, nos damos cuenta que estos datos no encajan
a la perfeccion con los valores que predicen los modelos. Es decir, que la informacion
observada presenta una perturbacién con respecto al modelo.

El supuesto méas comun para lidiar con estas perturbaciones, que también se utilizara
en este trabajo, es suponer que cada dato presenta una perturbacion aleatoria. Partien-
do de este supuesto surge la pregunta: ;como se incorpora al modelo esta perturbacion
aleatoria? Una respuesta sencilla es asumir que cada dato se ve afectado por una variable
aleatoria con distribucién normal de media 0 y varianza o? constante. Esta afirmacion
es un primer paso para modelar la forma en que las perturbaciones aleatorias afectan
a los modelos, sin embargo sélo es adecuada para observaciones a tiempo discreto y
presenta dificultades al tratar de incorporarla en modelos a tiempo continuo.

El siguiente paso es suponer que nuestro modelo a tiempo continuo esta perturbado
por un Movimiento Browniano (W;);>. Este nuevo supuesto incorpora perturbaciones
continuas al modelo y, para cada instante ¢, la variable aleatoria que representa a la
perturbacion tiene distribucién normal con media 0 y varianza o?t, con o constante.
Este supuesto presenta una restricciéon en cuanto al comportamiento de la varianza a
largo plazo, pues ésta crece de forma lineal con respecto al tiempo y es posible que
para algunos modelos este comportamiento a largo plazo de la varianza no sea el mas
adecuado.
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Este tltimo supuesto no sera descartado por completo, sino que nos servird como base
para un desarrollo méas completo de la forma en que modelaremos las perturbacio-
nes continuas al modelo. La forma en que se utiliza es gracias al Calculo Estocastico
con respecto al Movimiento Browniano, el cual nos permite expresar distintos tipos
de perturbaciéon en términos de una variable aleatoria llamada Integral Estocastica y
que ademas permite determinar un proceso estocastico a tiempo continuo (I;);>o donde
cada variable del proceso es una integral estocéstica. A partir de esto, es posible in-
corporar la informacion del modelo descrito por la EDO (o EDP) y la modelacion de
las perturbaciones aleatorias por medio de integrales estocésticas en una sola expresion
denominada ecuacion diferencial estocastica (EDE).

El proposito de este trabajo es estudiar las EDEs, varias condiciones bajo las cuales
tendran solucion (donde la solucion estara dada como un proceso estocastico, no como
una funcion diferenciable a diferencia de EDOs y EDPs), propiedades que adquieren
estas soluciones y su aplicaciéon en problemas relacionados con el fenémeno que inten-
tamos modelar.

En la segunda parte de este trabajo se presentara una aplicacion al area de Finanzas,
donde propondremos una EDE para modelar el comportamiento de las tasas de interés
de mercado y aplicaremos los resultados teéricos desarrollados en la primera parte para
determinar si la EDE que proponemos es consistente y, si lo es, la forma en que pode-
mos utilizar este modelo para construir curvas de tasas de interés de mercado y valuar
instrumentos financieros que dependan de las tasas de interés. Ademaés, se presenta-
ran ejercicios donde se intenta ’ajustar’ esta EDE a la informacion de tasas de interés
del mercado mexicano, con la finalidad de determinar si es adecuado el supuesto de la
existencia de una EDE que pueda modelar el comportamiento de las tasas de mercado.



Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En este capitulo se abordari el estudio de ecuaciones diferenciales estocésticas
(EDEs), su definicion, las condiciones que garantizan la existencia y unicidad de las
soluciones a EDEs y ciertas propiedades que satisfacen las soluciones de estas ecuacio-
nes, una vez que determinamos que satisfacen las condiciones de existencia y unicidad.

1.1. Existencia y unicidad de soluciones

En el contexto de las ecuaciones diferenciales ordinarias, nos interesa describir el
movimiento de una particula en R” dado un punto de partida inicial, o condicién incial.
Esta descripcion estd dada por la siguiente relacion:

{ y'(t) = aly(t))dt, t >t
y(to) = Yo

Donde al valor g, se le conoce como condicion inicial al tiempo ¢y y a(x) es una funcion
continua. Para garantizar que existe una funcion y(t) que satisface la ecuacion diferencial
anterior, existe el teorema de existencia y unicidad para EDOs, el cual establece que bajo
ciertas condiciones que debe satisfacer la funcion a(z), existira la funcién continuamente
diferenciable y(t) que resuelve el problema y esta funcion sera unica.

Ahora, volvamos a considerar que queremos modelar el movimiento de una particula
dada una condici6n inicial a través de una ecuacion diferencial, pero queremos incluir
el efecto de perturbaciones aleatorias en la trayectoria. En el caso de nuestro analisis,
esta perturbacion aleatoria estara dada en funcién de un movimiento Browniano.

Nota 1.1. En este trabajo solo abordaremos el caso de dimension 1, sin embargo
los resultados que se presentan a continuacion también son vdlidos para EDFEs n-
dimensionales.
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Nota 1.2. En este trabajo partiremos del supuesto que la integral estocdstica de Ito con
t

respecto al movimiento Browniano / Y, dW, se conoce, asi como sus propiedades.
0
Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad en el cual esta definido (W;);>¢ un movi-
miento Browniano. Consideremos también a (g} );> la filtracion generada por (W;)¢>o,
es decir, IV = (W, : 0 < r < t) para cada t > 0.
Sean b: R —- Ry o : R — R dos funciones y Y, una variable aleatoria independiente
de §o, que serd la condicién inicial de la ecuacion. Definimos a una ecuacioén diferencial
estocastica (EDE) como la siguiente relacion:

Xo = Yo '

A las funciones b(x) y o(z) se les llama coeficientes de deriva y de difusion, respecti-
vamente. Es importante mencionar que Y, puede ser una variable aleatoria que tome
el valor constante x, x € R, P-c.s. También es importante mencionar que, debido a la
no diferenciabilidad de las trayectorias del movimiento Browniano, la relacion anterior
debe considerarse como una ecuacion integral de la forma:

t t
X, = Yo+ / b(X,)ds + / o(X,)dW,
0 0

Donde la segunda integral es una integral estocéstica de It6. Entonces, de esta ecua-
cion integral, obtenemos la EDE al considerar que dX; := b(X;)dt + o(X;)dW, con
Xo = Y. El objeto de estudiar las EDEs es determinar los casos en los que existe un
proceso estocastico que satisfaga la relacion (1.1) y, en caso de que exista, estudiar sus
propiedades.

En algunos casos, es posible determinar de forma directa la solucion a una EDE. La
verificacion de que este tipo de procesos son soluciones se lleva a cabo mediante una
aplicacion de la formula de It6 al proceso que resuelve la EDE. A continuacion presen-
tamos dos formas de construir la solucion explicita de algunos tipos de EDEs y ademés
presentaremos ejemplos donde aplicamos estos métodos para construir soluciones, asi
como algunas propiedades que presentan las soluciones de estos ejemplos.

Supongamos que las funciones ¢, d, e, f : [0,T] — R satisfacen la siguiente condicion:

sup [le(t)] + |d®)] + le()] + F (O] < o0

Primero, consideremos la EDE:

Xo = Yo
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Veamos que es posible hallar una solucion explicita de esta EDE.
Supongamos que la solucion es un proceso estocastico de la forma X (t) = X (t) Xz (t)
donde (X(t))icpo,r satisface la EDE:

dXi(t) = f(O)X1(t)dWy, te[0,T]
{ X1(0) = Yo

t 1 t
Una aplicacion de la formula de It6 con el proceso de Ito (Yt = / f(s)dWyg — 3 / f2(s)ds>
0 0 t>0
y la funcién g(x) = e* nos muestra que el proceso (Xi(t) := Yy exp{Y:})icpo,r es la so-

lucién a esta EDE, pues:
aX, (1) = df (V;)
1
= g (Y)Y, + 59" (V1)dYdY,

1 1
= GV, — L P(00de) + Sg(vi) 0y
= Xa(O)f(1)dW,
El proceso (X5(t))icpo,r] se obtiene como la solucién de la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria (EDO):

dX,(t) = d(t)Xs(t)dt, t € [0,T]
{ X5(0) = 1

t
Entonces, la solucion a esta EDO es Xs(t) = exp {/ d(s)ds}. Al combinar ambas

0
soluciones y utilizar la regla del producto de calculo estocastico, obtenemos:

dX = X1dXy + Xod X + dXod X,
= X, (d(t) Xadt) + Xo(f()X1dW,) + (d(t) Xodt) (f(£)X,dW,)
— d(t)Xdt + f()XdW,

Por lo tanto, la solucién existe y es de la forma:

x(0) =Yoo { [ s+ [ () 3169) s}

Utilizaremos el caso anterior para dar un resultado mas general. Ahora consideremos
la siguiente EDE:

{ dX; = (c(t) +d(t)X)dt + (e(t) + f(t)X)dW,, t€[0,T]
Xo =Y
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Al igual que en el caso anterior, la solucion a esta EDE existe y supondremos que es de
la forma:

X(t) = X1 () X2(?)
Donde el proceso (X (t)):cjo,r satisface la EDE:

{ dX,(t) = d( )Xo (8)dt + f(H) X1 (t)dWy, t€[0,T]
X1(0) =
Cuya solucion es X (t) = exp {/0 f(s)dW, —|—/0 (d(s) - %fQ(s)) ds} y (Xa(t))icp1

es un proceso de It6 de la forma Xo(t) = Yy + / A(s)ds + / B(s)dW, donde:
0 0

Utilizando la regla del producto del célculo estocéstico, se obtiene que:

dX = X,dX, + Xod X, + dX,1dX,
= X (A(t)dt + B(t)dW,) + Xo(d(t) X1dt + f(¢) X1dWy) + f(6) X1 B(t)dt
= (c(t) — f(t)e(t))dt + e(t)dW, + (d(t) X dt + f(t)XdWy) + f(t)e(t)dt
= (c(t) + d(t)X)dt + (e(t) + f(t)X)dW,

Por lo tanto, X (t) = X;(t)X2(t) es la solucion deseada en el intervalo [0, 7. Con este
método podemos construir soluciones explicitas a algunos ejemplos de EDEs.

Ejemplo 1.1. Puente browniano Consideremos la siguiente EDE:

dX, = —2edt+dW,, 0<t<1
XQ - O
Utilizando el método descrito anteriormente con las funciones c(t) = 0,d(t) = =, e(t) =
L, f(t) = 0, entonces obtenemos que los procesos (X1(t))ejo,1), (X2(t))eco,1) s0n:
1
Xo(t) = AW
2(1) /0 1—s

Por lo tanto, la solucion de la EDE es X, = X;(t)X2(t), es decir:

1
Xo = (=) [ aw.
0 — S
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Ademds, para cada t € [0,1) se observa que:

E[X}] =E (“ K /ot ﬁdeS)z]

E[X7] = (1—1t)

Con este resultado es posible verificar que X; — 0 conforme t — 17 en el sentido de
la norma en L*(P). Debido a esta propiedad, a este proceso se le conoce como ‘puente
browniano’, porque inicia y termina en el mismo estado.

Figura 1.1: Simulaciéon de trayectorias del puente Browniano. Se observa que X;- =0
en los tres casos.

Nota 1.3. En el caso del puente Browniano es posible construir la solucion utilizando

el método descrito anteriormente, a pesar de que la funcion d(t) = 1_—jt no satisface la
condicion: sup |d(t)] < oo
0<t<1

Ejemplo 1.2. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck Sean b, 0 > 0 y x € R. La EDFE
de Ornstein-Uhlenbeck es:
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dXt = —bXtdt + O'th, t Z 0
X() = I, reR

Utilizando el mismo método de construccion de soluciones, pero ahora con las funciones
c(t) =0,d(t) = —b,e(t) = o, f(t) = 0, obtenemos que los procesos (X1(t))i>0, (X2(t))i>0
son:

X1 (t) = e_bt

¢
Xo(t) =240 / e’ dW,
0
Por lo tanto, la solucion X; = X(t)Xy(t) es:
¢
X, = xe —l—a/ eb(sft)dWS, t>0
0

Ademds se puede ver, utilizando las propiedades de la integral estocdstica de funciones
deterministas, que X; tiene distribucion normal con media xe™® y varianza Z—Z(l —e 720
para cada t > 0. Con base en este resultado, podemos ver que, independientemente de
la condicion inicial, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck converge a una variable aleatoria

a2

con distribucion normal de media 0 y varianza 3 conforme t — oo.

Proceso de Ornstein-Uhlenbeck, b=1.3, $=0.7

05
1

05

t
dX(t)= -b X(tkdt + S dWI(t)
Figura 1.2: Simulacién de una trayectoria del proceso Ornstein-Uhlenbeck. Se observa

que el proceso presenta regresion a la media.

Estos son algunos ejemplos de EDEs para las cuales es posible construir una solucién
explicita y sin importar qué propiedades satisfagan las funciones b(x) y o(x) en los



1.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES 11

coeficientes de deriva y de difusion, respectivamente. Sin embargo, también hay casos
de EDEs para los cuales la solucién no se puede construir de forma explicita, pero es
de interés determinar si la soluciéon existe.

Al igual que en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, nos interesa conocer
bajo qué condiciones podemos garantizar que exista un proceso estocéstico (X¢)¢>o que
satisfaga una EDE dada y qué propiedades tiene este proceso. Estas condiciones estan
establecidas en el siguiente teorema de existencia y unicidad para EDEs.

En este trabajo se presentaran dos versiones del teorema de existencia y unicidad, sin
embargo la primera s6lo se enunciara y se presentara un breve esbozo de la demostracion
debido a que es de mayor interés el resultado de la segunda versiéon que se mostrara
mas adelante. La demostracion completa de la primera versiéon se puede consultar en
[10].

Para ambas pruebas nos apoyaremos en el siguiente resultado:

Proposicion 1.1 (Desigualdad de Gronwall). Sean ¢, f continuas y no negativas defi-
nidas en el intervalo [0, T] y sea Cy > 0 constante. Si, para cada t € [0,T] se satisface:

o(t) < Co + / £(s)b(s)ds

Entonces: .
o(t) < Chexp {/ f(s)ds}
0

t
Demostracion. Definimos ®(t) := Cy +/ f(s)¢(s)ds. Entonces, por definicion, tene-

0
mos que ®'(t) = f(t)p(t). Ademaés, se tiene que '(t) < f(t)P(¢) para cada t € [0, T].
Por otra parte:

(e {- [ t f(s)ds}>/ - @) - joe)en |- [ t o))

< (F()6(1) — F(1)6(1)) exp {— / t f(s)ds}

t
El lado derecho de la desigualdad es igual a cero, por lo que ®(t) exp {—/ f(s)ds}
0

es decreciente. Entonces:

B(t) exp {— / t f(s)ds} <G,
o) < Coew { [ (51}



12 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Por lo tanto, como ¢(t) < ®():

6() < Cpexp {/Otf(s)ds}
]

Teorema 1.1 ( Existencia y unicidad de soluciones para EDEs, primera version). Sean
b:R—=>Ryo:R — R dos funciones medibles tales que satisfacen la condicion de
Lipschitz, es decir, existe C' > 0 tal que:

o(2) — o(y)] + [b(x) — by)| < Cle — yl. para 2,y € R.

Sea Z una variable aleatoria independiente de (T} )i>0 y tal que E[|Z?|] < co. Entonces
la EDE dada por:

XQ - Z

tiene una tnica solucion (en el sentido P-c.s.) (X#)i>0 como un proceso estocdstico de
trayectorias continuas P-c.s., adaptado a la filtracion' (F)" )0 y tal que:

¢
E {/ |XS|2ds} < o0 para cada t > 0.
0

Demostracion. La demostracion de este teorema se lleva a cabo de forma similar a la
demostracion de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

Para demostrar la existencia de una solucién, se construye de forma recursiva la si-
guiente sucesion de procesos:

X0=27
t t
Xt = Z+/ b(Xg)ds+/ o(XM)dW, ¥V >0
0 0

Se demuestra que esta sucesion de procesos adaptados y de trayectorias continuas con-
verge uniformemente en [0, 00) a un proceso (X;):>o para casi toda w € €2, por lo que
el proceso (X¢)¢>o también sera adaptado y de trayectorias continuas. Después se de-
muestra que, para cada t > 0 fija, la sucesion {X["},en es de Cauchy en L?(P) y, por lo
tanto, converge al limite X, P-c.s. y este limite satisface la EDE.

'Decimos que un proceso estocastico (X¢):>o es adaptado a una filtracion (F¢)i>o si X es § medible
para cada t > 0
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Para demostrar la unicidad, supondremos que existen (X;);>0 y ()A(t)tzo dos soluciones
distintas de la EDE. Se utilizan la isometria de It62, la condicion de Lipschitz de las
funciones b(z) y o(z) y la desigualdad de Gronwall para demostrar que:

P[|X, — X;| = 0 para cada t € QN [0,00)] = 1

Dado que ambas soluciones tienen trayectorias continuas P-casi seguramente, se tiene
que la funcion t — | X; — X;| es continua, entonces utilizando la continuidad de la pro-
babilidad se puede concluir que:

P[|X; — X,;| = 0 para cada t € [0,00)] = 1

Es decir, la soluciéon es tinica P-casi seguramente. O]

Definicién 1.1. Un proceso de difusion (o simplemente una difusion) es un proceso
estocdstico a tiempo continuo (X;)i>0 que es la solucion de una ecuacion diferencial
estocdstica del tipo (1.1). Denotaremos por (X7 )i>0 al proceso que satisface la EDE:
dX; = a(Xy)dt + o(X;)dW; con condicion inicial Xo = Z.

Nota 1.4. El puente browniano es un ejemplo de difusion cuya solucion explicita existe
—x

a pesar de que la funcion f(x,t) = 5 no satisface la condicion de Lipschitz en el
intervalo [0, 1).

Aunque este primer resultado de existencia y unicidad se puede aplicar a una clase
muy amplia de EDE’s, existen algunos ejemplos para los cuales existe una solucion
unica, pero esta no estd garantizada por este teorema. Un ejemplo de esto, y que es
fundamental para este trabajo es el proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), el cual es la
soluciéon a la EDE:

dXt = /‘{(0 - Xt)dt + o/ Xtth ,t Z 0 (12)

La razon por la que no es posible garantizar la existencia de la solucion de la EDE
anterior usando solo el resultado del teorema (1.1) es porque la funcién z — /x no
es Lipschitz continua, sin embargo, la siguiente version del teorema de existencia y
unicidad nos permitird demostrar que la ecuacién CIR tiene soluciéon y es tnica.

Teorema 1.2 ( Existencia y Unicidad para EDE’s (segunda version) [9]). Sean 5 <0,
t

(0)1>0 un proceso estocdstico continuo y adaptado tal que 6, > 0y / dgds < 0o para
0

t
Isometria de Ito: Sea (Gt)i>0 un proceso adaptado a (3}"/)@0 tal que E [/ Gi ds} < 0o. Entonces
0

t 2 t
E[(/ GdeS) 1 :E[/ szs] para cada t > 0.
0 0
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cada t >0 y g : RY — R una funcidn tal que g(0) = 0 y que satisface la condicion
de Holder: |g(z) — g(y)| < by/|x — y| para cualesquiera x,y € RT y para alguna b > 0.
Entonces la EDE:

dX; = (2BXt + 5t)dt + g(Xt)th ,t >0
Xo = x9

tiene una solucion unica P-c.s., adaptada y de trayectorias continuas y esta solucion es
positiva P-c.s.

Demostracion. Sea T > 0 fijo. Primero, demostraremos la existencia de la solucién para
el intervalo [0,7T] y después extenderemos la existencia para todo R*.

T
Supongamos que existe K > 0 tal que / 0, du < K, en consecuencia tendremos que
0

T
/ E[d,] du < K. Ahora, definimos la siguiente funcion v : R™ — R* como:
0

= | B[] du

0<s<t<s+v<T

Notemos que y(v) — 0 conforme v — 0.
Ahora, sea (A, )nen una sucesion de particiones de [0,77] tal que [|A,|| — 0 conforme
n — oo. Estas particiones son de la forma:

O=ti<ti < - <th_ <ty =T

Para simplificar la notacién, omitiremos el superindice para cada punto de la particion.
Para cada una de estas particiones, construiremos una discretizacion de la EDE de la
siguiente forma:

Xn(O) =29
X (tryr) = X" (1) + (28X (t) + 00) Ay, + 9( Xy, ) AW,

Dada la forma en la que estamos construyendo la discretizacion del proceso, es posible
que estas aproximaciones tomen valores negativos, por lo que sustituiremos a la funcion
g por la siguiente:

o () = { g(z) 20

0 ,r <0

Observamos que esta funcion g* también satisface la condicion de Holder, por lo que
no habra problema en demostrar la existencia y unicidad de soluciones utilizando esta
funcion y una vez que demostremos que el proceso que resuelve la EDE tiene trayectorias
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con valores positivos P-c.s., serd posible reemplazar a la funciéon g* por g. Es decir, las
aproximaciones que utilizaremos son de la forma:

XH(O) =29
X"(thy1) = X™(te) + (2BX"™(ts) + 0s, ) Ar, + 97 (Xe, ) AW,

Para cada subintervalo de la particion [t,tr+1] y para cada ¢ en dichos subintervalos
construiremos la interpolacion lineal de la siguiente forma:

X"(t) = X" (ty) + 28X (tr)(t — t) + /t Oy du + g* (X" (L)) (We — Wh,)

173

Como X™(0) = zo, entonces esta acotado en L*(P). Con base en esto, podemos ver que
X™(t1) también esta acotado ya que X™(t1) = xo+(28z0+00) (t1—1t0)+9* (z0) (Wi, — W, ).
En consecuencia:

E[|X"(t)[*)7 < E[22)2 + E[(2B20 + 60)2(t — t0)*]2 + E[(g" (o)) (Wi, — Wip)?2
< o+ (2|Bz0 + 8o) | Anl| + g (z0) || Al
< mo + (2|Blzo + K)||An|| + g% (20)|| Al

Al repetir este proceso para cada X"(tx), verificamos que en efecto estd acotada en
L?*(P) para cada punto de la particion. En consecuencia, tendremos que X"(t) est4
acotado en L*(P) para cada t € [0, T].

Denotemos por n,,(t) =ty si t € [tx, tg41), entonces podemos expresar a X"(t) como:

X7(t) = o + / 28X (1, (1)) du + / 5, du + / g (X" (1 (w))) AW,

Utilizaremos esta representacion para encontrar una cota superior para E[| X" (n,(t))|]
que sea independiente de n y de t. Tenemos que:

|

E|X" (1 (0))]] < zo+]28] / E[|X" (5 ()] du-+ / E[5,) du+E[ / g (X" (0 () AV,

Utilizaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la condicion de Holder de g* (es decir,
g*(x) < by/|x|), la isometria de Ito y la desigualdad by/z < b(1 4+ ) para acotar la
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]

siguiente expresion:

?|

/0 g (X" (1, () )W,

E

_/Ot (X" (1 (u
]
<o X" ()] du)é

<o (14 [ PO o)
Entonces:

E[|X" (. ()] < (0 + / E[6,] du+b) + (28] + b) / E[|X" (5,(w))]] du

Utilizando la desigualdad de Gronwall obtenemos:
t
BIX () < (0 + | EI6,] du+ b)e1H0"
0

T
< (zo +/ E[6,] du + b)e AT
0
< (20 + K + b)e2PH0T

Denotemos por G = (2o + K + b)el?/+97T v notemos que esta cota no depende de n
ni de ¢. Entonces, para cada t € [ty, ty11]:
! }

/t 20X () + / . du + / g (X" (na(w)))
< RBIEIX" (na (1))t — 1) + / E[6,]du + Ellg" (X" (1 () (Wi — Wi, ]
< 281Gl | Al + A1 A) + (Bl (X™ (o () IELW; — Wiy )2

< 1261Grl|Anll + (1Al]) + bV G /1A (1.3)

Denotemos por Hp(n) a la expresion del lado derecho de la desigualdad y observemos
que Hr(n) — 0 conforme n — oo.
Utilizaremos estas desigualdades para demostrar que la sucesion de procesos (X™),en
que acabamos de construir es de Cauchy en el espacio:

< oo}

E[X"(t) - X"(na(t)]] = E [

Lo = {£:0 - C0.71 £ | s 1100

0<t<T
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Es decir, si m,n € N, entonces:

E | sup |[X"(t) — X™(t)|]| —— 0

0<t<T n,M—00

n . ., . 2
Para demostrar esto, construiremos una sucesion de funciones (¢,;)men € C*(R) que
convergera a la funcion valor absoluto.

“m=1 duy
Primero, sea (a,)m>0 una sucesioén decreciente con ag = 1 y tal que / e m
am
Notemos que a,, — 0. Ahora, definimos ¢/ : Rt — R" como una sucesion de

. m—0o0
funciones tal que para cada m € N:

i) & es continua.
i) & (u) =0siu € |0,an]Ulan1,0)

i) 0 <& (u) < 25 81U € [an, Am1]

mub
iv) / T ) du =1

Bajo estas condiciones, también podemos definir la sucesion (&) )men como:

(1) :/0 " (s) ds, u>0

Por la forma en que definimos £, observamos que para cada m € N:
& es continua.

& (u) =0siu€|0,an)

i) 0 <& (u) <1siué€ [am,dn 1]

iv) & (u) =18 u>ay,

De la misma forma, definiremos a la sucesion (&,,)men como:

Em(u) :/o ¢ (s)ds, u>0

Observemos que (&,,)men € C?([0,00)), sin embargo esta no es la sucesion que utili-
zaremos, sino que a partir de ésta construimos la sucesion de funciones (¢, )men como
d(u) == &(Ju]). Con esta definicion, tenemos que (¢, )meny € C2(R) v |u| — apy <
Om(u), m € N.
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Sean n, k € N, sabemos que (X"(t))¢>0, (X¥(t))i>0 son procesos de Ito, entonces el pro-
ceso (v(t) := X™(t) — X*(t));>0 también lo es, por lo tanto es posible utilizar la formula
de Ito para ¢,,(v(t)) y obtener:

u(0(8) = [ 2800, (0(0) (X" 1 (1)) = X* )
/¢ g X" (n () — g (X* (e (w))))dW,,
/ o (0(w)) (9" (X" (1 (w))) — g* (X" (i (w))))?du

Al calcular la esperanza para esta expresion, primero obtenemos:
Bm(u(0)] = E | [ 2861, (00) (X" an(00) — X" ()]

+E [ [ )l (X ) — o Ol

=] / G o) (X O (0)) — (X))

El segundo término de la expresion es una integral estocastica, entonces también es

una martingala, por lo que E [/o o (v(w)(g* (X" (nn(u))) — g*(Xk(nk(u))))qul = 0.

Entonces:
Elbm(v(w))] = E [ | 286wty (" (w0) - X’%nk(u)))du}
; E[ / & (0(w))(g" (X" (nuu >>>—g*<X'f<nk<u>>>>2du]

Sea ¢ > 0. Acotaremos los dos términos restantes y mostraremos que para dicha e,
existen n, k,m € N tales que E[|v(t)|] < E[¢m(v(t))]+am—1 < € para cualquier t € [0, 7.
Comencemos con el primer término. Para simplificar la notacién escribiremos, para cada
neNytel0,T]:

7(t) = X" (nu()) — X" (1)

Utilizando esta nueva notacién obtenemos lo siguiente:

e[ [ 9860 () (X" 10 () — Xt m()in| < | [ t 260, (0(0)¢" (10

e|f t 2600, (0(0))¢*
B[ [ 256ty
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Donde sumamos y restamos los elementos X"(u) y X*(u) dentro de la integral para
poder agrupar los términos ¢"(u) = X" (n,(u)) — X™(u), ¢*(u) = X*(n,(u)) — X*(u) y
v(u) = X"(u) — X*(u). Notemos que ¢,, es decreciente para z < 0, entonces ¢/, < 0; y
Om es creciente para x > 0, por lo que ¢/, > 0. Utilizando esto y que § < 0, obtenemos
que 26¢! (v(u))v(u) < 0 para cualquier u € [0,¢]. En consecuencia, el iltimo sumando
de la expresion anterior es menor o igual que 0. Entonces:

E Uot 2660, (0(w)) (X" (11 (u)) — X’“(nk(U)))dU] <E Uot 25¢’m(v(U))Q”(U)dU]

e[ [ t 25¢;n<v<u>>qk<u>du]
<E| [ st @i ]

vE| / 281l ol ¢ W)l

Ahora, observemos que £ () < 1 para cualquier x > 0. Como consecuencia de esto, se
tiene que |¢, (x)| < 1 para cualquier z € R. Entonces:

e[/ 9860 (0() (X" () — Xt ntu)io] < | [ |29 (0l

v [ 128t ]
= 281 [ Ella" ol
#1261 [ Bl

E UO 266, (v(u)) (X" (1 (u)) — X’“(m(%)))du} < [26|T(Hr(n) + Hr(k)) (1.4)

Recordemos que E[|¢"(u)|] < Hp(n) para cada n € N, por (1.3).Para acotar el tercer
término, primero utilizaremos la condicién de Holder de g* para obtener:

5| / 1 (0(w) (6" (X" O >>>—g*<X’f<nk<u>>>>2du]
<’k [/ 81 (0() X () — X* ()]

Utilizando el hecho de que £/, (z) < % para x > 0, obtenemos que ¢! (z) < ‘ 5+ Ade-
mas notemos que ||¢) || < oo para cualquier m € N. Utilizando estas dos propiedades
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de ¢! obtenemos:

S| [ o) ) - XHoian] < T2 [ [ i el il
B[ [ ontl ¢ la]

+ 58 [ [t ewia]

< St [ [ e

+ Sl e [ [ lan]

[e=]

L
2
b

b
Tm

Por lo tanto:
U O (V(w)) (g7 (X" (1 (w))) — g*(X’“(nk(u))))Qdu]

< TG Erln) + Hr(k) + - (15)

Entonces, al juntar los resultados de (1.4) y (1.5):

E[¢m (X*(t) — X" (1))] < (!25\+ Hd)”H)( r(n)+ Hr(k) + — (1)

m

Dado € > 0, existe M € N tal que para cualesquiera n, k,m > M se cumplen: %’ <5,

am—1 < 5y ([28] + %ngﬁng)(HT(n) + Hrp(k)) < 5. Entonces, utilizando la expresion
(1.6), estas cotas y el hecho de que |z| < ¢, (x) + ay—1, Obtenemos que:

E[IX"(t) - X*(t)] <«

Este resultado es valido para cualquier t < T, por lo que concluimos que (X" (t)) es
una sucesion de Cauchy en L'(]0,7] x €]). Como este espacio es completo, existe un
proceso (X (t))i>o tal que:

lim X"(t,w) = X(t,w)

n—oo

Como consecuencia de esto, también obtenemos que:

lim X" (n,(t),w) = X(t,w)

n—0o0



1.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES 21

Ahora, para demostrar que la sucesion es de Cauchy en LIC[O 7)» €8 hecesario estimar y

acotar E[ sup |X"(t) — Xk(t)|] y ver que la cota que utilizamos converge a cero.
0<t<T

B | sup 10 - X4 =& | sup | [ 98X () — Xy ()

" / (4" (X" () — g (X () ) AW,

|

<& sup | [ 2500 (a00) ~ X*(au(w)) |
+2 [ sup | [l (0) — 0"t |

<[ [ 281X (o () — X))

0<t<T

/0 (4" (X7 () — g7 (X (0 (0))) ) AW

+E [ sup
0<t<T

|
|

<[ [ 261X () — X))

0<t<T

+E / (6" (X (1)) — 97 (X (0 (0)))) AW

sup
0<t<T

Utilizando la designaldad maximal de Doob? para acotar el segundo sumando y obser-

*Desigualdad maximal de Doob: Sea (M;);>o una martingala y p > 1, entonces:

P
E [ sup |Ms|ﬂ < (p) E[|M, 7
0<s<t p—1



22 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

vando que el integrando en el primer sumando es positivo para cada t € [0, T7:

e [ s 10 o] <] [0 - tian]

0<t<T

+4E

/0 (4" (X7 () — g7 (X (0 (0))) ) AW

|
T
<128 [ BIX"((w) - X (w)l}du
’ T
+126] [ BIX*0nu(w) — X (u))du
0T
8 | [0 () - (X))
T
< 128] [ BX"(n(0) ~ X(w)]du
To
+ [ Bt ) - X ()l
" T
bt [ B ) = X (00)
A partir de esta tdltima expresion, podemos ver que todos los sumandos convergen a
cero conforme n, k — 0o. En conclusién, la sucesion es de Cauchy en Llc[o,T]- Como este

espacio es completo, la sucesion es convergente y converge al mismo proceso (X (t)):>o,
es decir, (X (t,w))i>0 € Llc[O 7 para casi toda w. Por lo tanto, obtenemos que:

lfm E { sup | X" (t) — X(t)\} =0

n— oo OStST

Es decir, converge uniformemente en [0, 7] para casi toda w. Por lo tanto existe la
solucion de la EDE y esta dada por:

X(t)=x0+ /t dsds + /t 26X (s)ds + /Otg*(X(s))dWS

0 0

Ahora demostraremos que la solucién es tnica P-c.s. y esta unicidad es en el mis-
mo sentido que en el teorema (1.1). Supongamos que existen dos soluciones distintas
(Xt)t>0, (Y2)i>0. Observemos que X; — Y tiene la siguiente forma para cada t € [0, T7:

xi-vi= [ 28X, — Va)ds + / (4" () — g (Y.))dW,
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Volveremos a utilizar la sucesion (¢, )men con la que demostramos la existencia de
la solucion. Aplicando la formula de Tto a ¢,,(X; — Y;) obtenemos, para cualesquiera

te0,T]ymeN:
om0 = [ 6,06 =¥l (X) ~ g0,
-/ 9860,(X, — YV)(X, — Yi)ds
b5 [ 06— Y00 — g s

Calculemos la esperanza de esta expresion. Primero, notemos que el primer sumando
es una martingala, por lo tanto al tomar esperanza obtenemos:

E [ [ - v ex) - g*m))dm] 0
0
Entonces, al calcular la esperanza se obtiene:
E[pm(X, — V)] = E [ [ 20,06 - vcx. - mds}
1 t )
#oE | [ o - vl () - g 00as
t
< |28[E { [ 1605 - v, - mds}
0
1 ! )
b 5B | [ om0t = i) - () P

Utilizando el hecho de que |¢/, (z)| < 1 para cualquier z € R y la condicion de Holder
de g, se obtiene:

Bion (X, — ¥ < 29| [ X, ~ Vias|

b2 t
+ 58| [l 0 - VX, - Vi
0

Ahora, utilizaremos que ¢/ (z) < —2- para cualquier € R, entonces:
: que ¢, o P q

¢ Tbh
Blon(X: = Y] < 28] | BIX, = Vilds + 1
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Como la sucesion (¢, )men converge a la funcion valor absoluto, al tomar el limite
cuando m — oo en ambos lados de la desigualdad obtenemos:

t
B(IX, - Vil < [25] | E[X. - Ylds
0
A partir de esta expresion es posible aplicar la desigualdad de Gronwall para obtener:

Ef|X: — Y;|] =0

Donde esto se satisface para cualquier ¢ € [0, T]. En consecuencia, X; = Y; para toda
t €10,T] y esta igualdad se cumple P-c.s.

t
La demostracién anterior parte del supuesto / 0sds < K. Para el caso general donde
0

T
/ ds ds < 0o, construimos la sucesion de tiempos de paro (o,),en definida como:
0

t
o ::inf{t / 5sd52n}/\T
0

T
Ahora, definimos 6" = dslj0,,](s) y observamos que / 6" ds < K para alguna K y

0
para cada n € N. Con base en esto, obtenemos que la EDE:

dx™ = (6 + 28X ™)dt + g(X™)dW,

t = % t g(X; ) dW,

tiene una solucién tnica (dentotada por (X™) ) en el intervalo [0, o,,]. De hecho, para
cada k > n se tiene que las soluciones (Xt(k)) son iguales en dicho intervalo, por la

unicidad. Como consecuencia de esto, como U [0,0,] C [0, T], entonces existe ng € N
neN

tal que (Xt("O)) es igual a (X (¢))t>0, la solucion de la EDE.

Ahora demostraremos que la soluciéon de esta EDE tiene trayectorias positivas P-c.s.

Sea (X;)i>o la solucion a la EDE y € > 0. Definimos los tiempos de paro:

rn=mf{t| X; < —e} AT
o = mf{t| X; < —2¢}
of =f{t >7 | X, =0}

o1 =0, Ao} AT

Notemos que 71 < o1 < T'. Definimos el conjunto A = {123 X, < —25}.
S

En este conjunto se satisface la siguiente desigualdad: 02 < o < T. Probemos que esta
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desigualdad se satisface.
Supongamos que of < o3, esto significa que o; = o}. Por la continuidad de las trayec-

torias de (X})i>0, tenemos que X,, = —2¢ y X, = —¢, entonces: X,, — X, = — < 0.

Por otra parte, observemos que ¢*(X,,) = ¢*(X,,) = 0 y por la continuidad de las
o1

trayectorias X, < 0 para cada u € (71,01), esto implica que: 9" (X,) dW, = 0,

T1
entonces:

o1 g1
X(,I—Xﬁ:/ 6udu—|—/ 20X, du >0

T1 T1

Lo cual es una contradiccion, por lo tanto en el conjunto A, se cumple: 0? < of, es

decir, X,, = 0. Ahora, definimos los siguientes tiempos de paro:

n=mhf{t>n|X;<—c}AT
oy = inf{t > 7 | X; < —2¢}
o5 = f{t > | X; =0}

oy =05 Nos AT

Al igual que en el caso de 7, y o1, en el conjunto A tendremos lo siguiente:

<o <T<oy<T
X,, =0

Al repetir esta construccién de tiempos de paro n veces, en el conjunto A obtenemos la
sucesion creciente de tiempos de paro:

M<O<Mm<o< - <m<o,<---<T

Dado que esta sucesion es creciente y acotada, existe el limite p y, en consecuencia,
todas las subsucesiones convergen a este limite. En particular las subsucesiones (7, ),en
¥ (0n)nen convergen a p. Pero en el conjunto A, X, = —ey X,, = 0 para cadan € N,
es decir, el proceso evaluado en cada subsucesion es constante y, al evaluarlo en el limite
de cada subsucesion obtenemos valores distintos, a pesar de que el limite es el mismo,
ademas debido a esta sucesion de tiempos de paro observamos que en el evento A, la
trayectoria del proceso nunca cruza por debajo la barrera de —2e.

Esto significa que P[A] = P 1r<1§ X, < —2¢| = 0. Al hacer ¢ — 0, obtenemos P {123 Xy < O] = 0.

Es decir, con probabilidad cero, las trayectorias del proceso tomaran valores negati-
VOS. 0

Nota 1.5. A los procesos estocdsticos cuya existencia estd garantizada por el teorema
(1.2) también se les conoce como difusiones.
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Este resultado es util porque en este trabajo utilizaremos la ecuacion de Cox-
Ingersoll-Ross (1.2) presentada anteriormente y ahora podremos mostrar que, en efecto,
existe una tnica solucion fuerte a esta ecuacion.

Nota 1.6. Se puede consultar una version mds general del Teorema de Fxistencia y
Unicidad en [20] y en [19]. El primer articulo demuestra la ezistencia de las solucio-
nes, mientras que el sequndo demuestra la unicidad de las trayectorias, ambos bajo las
mismas hipdtesis sobre los coeficientes de deriva y de difusion.
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1.2. Difusiones como Procesos de Markov

En esta seccién trataremos con una clase de procesos estocasticos llamados procesos
de Markov, los cuales presentan una propiedad muy importante, llamada propiedad de
Markov, que se puede interpretar de manera heuristica como una ’'independencia del
proceso con respecto a la informacion del pasado’. Mas adelante se dard una definicion
y una interpretacion formal de esta propiedad. Se trataran algunos aspectos basicos de
la teoria de procesos de Markov y se estudiara la relacion que existe entre estos procesos
v las difusiones.

Definicién 1.2. Una funcion de transicion (P, :t > 0) en R es una familia de kernels
P, : R x B(R) — [0,1] que satisface las siguientes condiciones:

1. Parat >0y x €R fijos: P(x,-) es medida de probabilidad en R.
2. Parat >0y A€ B(R) fijos: x — Pi(x,A) es medible.

3. Propiedad de Chapman-Kolmogorov: Para s,t >0, z € R y A € B(R):

Proa(z, 4) = / Py, A) P(x. dy)

Debido a la propiedad (1) de las funciones de transicion, podemos interpretarla co-
mo la probabilidad de que, a partir del estado z, se llegue al conjunto A en el instante
de tiempo t. Las funciones de transiciéon son fundamentales en el estudio de los procesos
de Markov, pues éstas caracterizan a este tipo de procesos, como veremos mas adelante.
Dada una familia de funciones de transiciéon, podemos definir a una familia de opera-
dores (Py)i>0 en el espacio de funciones Borel-medibles y acotadas en si mismo de la
siguiente forma:

(Puf)(e) = [ () Pa.dy) para cada ¢ 0
R
Este operador tiene las siguientes propiedades:
i) P;1 =1 para cada t > 0.
ii) Sif es no negativa, entonces (P.f) también lo es.

iii) Propiedad de semigrupo: Para t,s >0, Py,, = PP,
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Demostracion de (iii). Sea f una funcion boreliana y acotada y sean t,s > 0.
Entonces, se tiene:

(Pryof)(z) = / £(4) Proslr, dy)

Por la propiedad de Chapman-Kolmogorov:

- /Rf(y)/RPt(z,dy) Py(z, dz)
:/R/Rf(y) Py(2,dy) Ps(y,d?)

_ /R ( /R f(y) Pt<z7dy>> P,(y, dz)

Notemos que /f(y) Pi(z,dy) = (P.f)(z), entonces al sustituir en la igualdad
R

anterior obtenemos:

(Proaf)(z) = / (P.f)(2) P, dz)
— (P, (P.f))(2)
]

Ahora que contamos con las funciones de transicion y el semigrupo que se obtiene a
partir de estas funciones, podemos dar la definicién formal de un proceso de Markov.

Definicién 1.3 (Proceso de Markov). Un proceso estocdstico (X;)i>o definido en un
espacio de probabilidad es un proceso de Markov si exriste una funcion de transicion
(P, : t > 0) tal que, para cada funcion f : R — R boreliana y acotada y para cualesquiera
s,t > 0 se satisface la propiedad de Markov, es decir:

Donde (T )0 es la filtracion generada por (X;)i>o-
Nota 1.7. La expresion E[f(X,)|X;] también se denotard por EXt[f(X,)].

Es importante mencionar que esta definicién se puede ampliar en el sentido de que
no necesariamente un proceso serd de Markov con respecto a la filtracion generada por
si mismo, sino que puede ser un proceso de Markov con respecto a cualquier filtracion
arbitraria (§;):>0, siempre que exista el semigrupo que satisfaga la propiedad de Markov.
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Ejemplo 1.3. El movimiento Browniano, (W;);>0 es un proceso de Markov con fun-
ciones de transicion:

1 (y=a)?

Bz, dy) = Z5e” 2 dy.

Demostracion de la propiedad de Markov para el movimiento Browniano. Sean t,s >
0y sea (FV)i>o la filtracion generada por el movimiento Browniano. Probaremos que,
en efecto, la funcion de transicion propuesta corresponde al movimiento Browniano.
Sea A € B(R). Para esta prueba, basta con mostrar que si C' € F2, entonces:

[ Beend = [ (P ovae
C C

Para probar esto, observemos que si C' € §, entonces existe B € B(R) tal que:
C ={W, e B}

Utilizando esto, entonces podemos escribir:

/E[H{Wt+s€A}|SSW]dP:/H{WH—SGA}dP
c c

/ Tw,,.caydP = P[Wyy, € A, W, € B]
C

(Wips — W+ W5 € A, W € B
= P[W,, s — W, + W, € A|W, € B]P[W, € B]

PWy s — Ws + W, € A|W, € Bl dFw,(dy)

I
S

P[W,., — W, +y € AW, € Bl dFy.(dy)
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Por los incrementos independientes del movimiento Browniano, se tiene que las variables
aleatorias Wy s — W, v W, son independientes, entonces:

/ Liw,, ,eaydP = / P[Wiys — Ws +y € Al dFw,(dy)
C B

]P)[Wt +y € AldFw,(dy)

1 e
/ ~5 4w dFy, (dy)

7Tt
/.

/H{WteA} )Py, dx) dFyw, (dy)

b
N}

—~

hS

=

Q\g\m\m\m\m\m\\

(Piliw,eay)(y) dFw, (dy)

Is(y) (Pt]I{WtEA}) (y) dFw,(dy)
Ls(Wo)(Piliw,eay) (y) dP

[ Zwend? = [ (Pilwea)o) ap

c

Por las propiedades de las esperanza condicional, esto implica la siguiente igualdad
P-c.s.:

PWiis € A3 ) = Ellgw,.,eny |8 ] = (Pillgw,eay) (We)

Hasta ahora solo hemos probado el resultado para funciones indicadoras, las cuales son
Borel medibles por la forma en que las definimos. El siguiente paso es verificarlo para
funciones simples, es decir, para funciones Borel medibles de la forma:

= Z aiH{Wt+s €A} (SL’)
=1

Donde A; € B(R) para cada i = 1,--- ,n. Finalmente, para cualquier funciéon f Borel
medible, el resultado se demuestra utilizando una sucesion creciente { f; };en de funciones
simples que converja a la funciéon f y con la aplicacién del Teorema de Convergencia
Monotona.

m

Este ejemplo es de suma importancia para el estudio de la relacion entre los proce-
sos de Markov y las difusiones, pues veremos que las difusiones ’heredan’ la propiedad
de Markov del movimiento Browniano. Mas adelante probaremos que, en efecto, una
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difusion es un proceso de Markov. Antes de pasar a esto, mostraremos una version mas
general de los procesos de Markov, que son los procesos de Markov fuertes. Para esto,
definiremos algunos conceptos que nos ayudaran a estudiar esta clase de procesos.

Definicion 1.4. Sea (2, F, (§t)i>0, P) un espacio de Probabilidad filtrado y T : Q — RT.
Decimos que T es un tiempo de paro (con respecto a (§i)i>0) st y sdlo si para cadat > 0:
{weQ: 7(w) <t} €Fy. Sino hay ambigiedad con la filtracion, simplemente se dice
que T es tiempo de paro.

Definiciéon 1.5. Sea (2, F, (Ft)i>0, P) un espacio de Probabilidad filtrado y T un (Ft)i>o0-
tiempo de paro. Se define la o-dlgebra parada §, como:

S-={AefF: An{r<t}eF VvVt>0}

Es sencillo verificar que la familia de conjuntos que acabamos de definir es o-algebra
de conjuntos de (2. Con la ayuda de los dos objetos que definimos, ahora podemos definir
un proceso de Markov fuerte.

Definicién 1.6 (Proceso de Markov fuerte). Sea (X;)i>o un proceso de Markov con
funcion de transicion (P, : t > 0). Decimos que (X;)i>o es un proceso de Markov fuerte
(0 que tiene la propiedad fuerte de Markov) si para cualquier funcion boreliana y acota-
da f : R — Ry cualquier tiempo de paro T con respecto a (F )i>o finito P-c.s. se cumple:

E[f(XT—I—tNSi(] = E[f<Xt)|XT] = (Ptf)(XT)7 para t>0.

Al igual que en los procesos de Markov, esta definicion no depende de la filtracion
generada por el proceso, sino que un proceso puede ser de Markov fuerte con respecto
a cualquier filtracion arbitraria siempre que exista el semigrupo (o la funcion de tran-
sicion) que satisfaga la propiedad fuerte de Markov.

Es importante notar que si un proceso es de Markov fuerte, entonces es un proceso de
Markov. Esto se debe al hecho de que cualquier funcidén constante es tiempo de paro
(con respecto a cualquier filtracion) y que, para este caso particular de tiempos de paro,
la o-algebra parada es §;. Entonces, la propiedad fuerte de Markov se convierte en la
propiedad de Markov. Sin embargo, no todos los procesos de Markov son procesos de
Markov fuertes.

Un hecho que nos interesa en el estudio de los procesos de Markov fuertes, es que en el
caso del movimiento Browniano (W;);>0, se cumple que es proceso de Markov y también
es un proceso de Markov fuerte. Para demostrar esto, mostraremos un resultado mas
general. Nos apoyaremos en el siguiente teorema:
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Teorema 1.3 (Paro opcional de Doob). Sea (2, §, (§+)i>0, P) un espacio de Probabilidad
filtrado y sean (My)i>o una martingala continua y 1,7y tiempos de paro finitos P-c.s.
(todos con respecto a (Fi)i>0) y tales que 7 < 1o P-c.s. y E[|M,,|] < oo y E[|M,,|] < cc.
Entonces:

E[M,|§+] = M., P-c.s.
Una demostracion de este resultado se puede consultar en [3].

Teorema 1.4. Sea (W;)i>o un movimiento Browniano estindar y sea T un tiempo de
paro finito P-c.s. El proceso (W, — W, )0 es un movimiento Browniano estdndar e
independiente de (V).

Demostracion. Sea T un tiempo de paro finito P-c.s. con respecto a (F}")i>o. Primero,
supondremos que 7 es acotado P-c.s. Consideremos al proceso:

Wy = Wyyy —Wr >0,

Sean A € R, 0 < s < t. Utilizaremos el teorema de paro opcional de Doob con la
martingala exponencial del movimiento Browniano:

)\2
exp AW, — —t
2 t>0

y con los tiempos de paro 7+t y 7+ s (se tiene que 7+t > 7+ s). Entonces, al aplicar
el teorema de paro opcional de Doob obtenemos:

/\2 /\2
B [o (0= S+ 0} |52] = e {m - S0}

Entonces, utilizando este resultado, obtenemos lo siguiente:

2

E [exp {)\(WT‘H - WT+S>}’ gms] =E |:6Xp {/\(WT+t - WT+S) - %(T +t—7+ t)}

A2 A2
= exp {—/\WT+S + ?(T + t)} E {exp {/\W7+t — ?(T + t)}‘ S‘T/‘j_s}

esto porque 7 + t, exp{W, s} son §,s-medibles,

2 2

A A
= €xp {—/\Wr+s + ?(T + t)} exp {)\Wr+s - 5(7 + S)}

2

B [exp MW = Wra )| 52] = exp { (05
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De la ultima igualdad, podemos concluir que (Wt)tzo es un proceso de incrementos
independientes y estacionarios con distribucion normal con media 0 y varianza (t — s),
es decir, es un movimiento Browniano independiente de F. Para el caso en el que T
no es acotado P-c.s., podemos considerar la sucesion de tiempos de paro: (T A n)pen v
utilizar el resultado anterior con los procesos:

(Wigran = Wran)e=o ,n € N.

Por lo tanto, al hacer n — oo, obtenemos el resultado para (/Wt)tzo O

Ahora, con este resultado, podemos demostrar que el movimiento Browniano es un
proceso de Markov fuerte.

Corolario 1.1. Sea (W})i>0 un movimiento Browniano estandar. Entonces (Wp)i>o
cumple con la propiedad fuerte de Markov.

Demostracion. Sean f : R — R una funciéon boreliana y acotada y ¢ > 0 fijo. Sea 7 un
tiempo de paro finito P-c.s, entonces:

E[f(WT+t)"ST] = E[f(WT+t - WT + WT)"ST]

Como W., — W, es independiente de §., se tiene:

E[f<WT+t)’%T] = E[f<WT+t>’WT]
Sea x € R, entonces se tiene:
E[f(Wrye) Wy = 2] = E[f (Wryy — Wr + W)W, = 2] = E[f(X; + 2)],

donde X; es una variable aleatoria con distribucion normal de media 0 y varianza t e
independiente de W,. Entonces:

B0Vl W, =2l = [ flasn)—me s dy

™

Por otra parte, tenemos:

1/2
e 2 dy

B0V 0l8] = [ 10V, +)

Por lo tanto:

eié dy = (Pf)(W.) = E[f (W) |5-]

BV 0V = [ 10+ 9) =
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Ahora que contamos con la propiedad de Markov y la propiedad fuerte de Markov,
es posible establecer una relacion entre las difusiones y los procesos de Markov. Recor-
demos que denotamos por (X,°),>o al tnico proceso (en el sentido P-c.s.) adaptado y
con trayectorias continuas que satisface la EDE:

dXt = b(Xt)dt"—O'(Xt)th, tz 0
Xo = Yo

Mostraremos que (X7):>o satisface la propiedad de Markov y la propiedad fuerte de
Markov.

Teorema 1.5 (Propiedad de Markov para Difusiones |2]). Para cada xy € R, la difusion
(X[°)i>0 es un proceso de Markov homogéneo con el semigrupo: (Pyf)(xo) = E[f(X[)]
para toda funcion f : R — R boreliana y acotada. Ademds, por ser homogéneo se cumple
que:

E[f(Xi)[8s] = (Pe—s [)(X(?) ,0<s <t

Demostracion. Para esta prueba nos basaremos en la construccién recursiva que se
utiliza en la prueba de existencia y unicidad de [4]. Para esto, consideremos la siguiente
funcion.

t ¢
O(X), = :1:0+/ a(Xs)ds—l—/ o(Xs)dW;
0 0
Definimos la siguiente sucesion:
X? = 29

XM =®(X™), n>0

Observemos que cada (X}') es un proceso adaptado y lo podemos representar como un
funcional de (W;);>0, es decir, para cada n € N existe F,, tal que:

th = Fn(on, (Wu)ogugt)

Como la sucesion de procesos (X') converge a la solucion (X;°) de la EDE, entonces
existe un funcional F' tal que:

Xfo = F(foa (Wu>0§u§t)
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Sean s,t > 0:
t+s t+s
X, =g +/ a(X{fO)du+/ o(XI)dW,
’ t+s ° t+s

— X™0 4 / (X5 du + / o(X0)dW,
St :

=X+ [Ca(xap)dus [ o)A~ W)
0 0

t t
=X+ [Catxap)dus [ o(Xzp)dim,
0 0

—~

Donde (W,),>0 es un movimiento Browniano independiente de §s.
Por la unicidad de las trayectorias de (X;), tenemos que X2, = F(XZ°, (W, )o<u<t)-
Entonces, sea f : R — R boreliana y acotada:

E[f(X70)I3s) = ELf(F(X, (Wa)ozuz))IFs)

—~

Como (Wy)u>0 es independiente de § para toda u:

= E[f(X;"")]
E[f(Xf—gs)‘gs] = (Pff)(stO)

]

En el siguiente teorema mostraremos que podemos extender la propiedad de Markov
para difusiones a cualquier tiempo de paro finito P-c.s., es decir, mostraremos que una
difusién satisface la propiedad de Markov fuerte.

Teorema 1.6 (Propiedad de Markov fuerte para difusiones [2]). Para cada zo € R, la
difusion (X;°)i>o satisface la propiedad de Markov fuerte con el semigrupo: (P.f)(zo) =
E[f(X})] para toda f: R — R boreliana y acotada. Es decir, para toda f boreliana y
acotada, T un tiempo de paro finito P-c.s. y t > 0 se cumple:

E[f(Xfit)m] = (Ptf)(XfO)

Demostracion. La demostracion de este teorema se construye de la misma forma en la
que demostramos la propiedad de Markov para difusiones, es decir, se demuestra que
existe un funcional F' tal que X7*° = F(zo, (Wy)o<u<r) Para cualquier tiempo de paro 7
finito P-c.s. Notando que, para t > 0:
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T+t T+t
X1, =9 +/ a(XffO)du—l—/ o(X;0)dW,
’ T+t ’ T+t
= X7o —|—/ a(XffO)du—k/ o(X0)dWw,
ot :
=X+ [Ca(du s [ o(XE)dWen - W)
0 0
t t
—x 4 [atxdus [ o(xm, )i,
0 0

—

Donde (W,),>0 es un movimiento Browniano independiente de §.
Con esto, mostramos que X719, = F(X¥, (W,)o<u<t) ¥, por lo tanto:

E[f(Xffi)-t”%T] = (Ptf)(XfO)
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1.3. El Teorema de Feynman-Kac

Una aplicacion importante que se ha encontrado para las difusiones es la solucion
de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs). Con esto nos referimos a que se pueden
expresar las soluciones de algunos casos de EDPs en términos de una difusion, a pesar
de no conocer una soluciéon analitca al problema relacionado con la EDP. Esta relacion
se debe a que las difusiones son procesos de Markov y las EDPs que podemos resolver
a través de difusiones estan dadas en términos de un operador relacionado con estos
procesos conocido como el ’Generador infinitesimal’.

Definicion 1.7. Sea (Xi)i>o una difusion con valores en R. Definimos al generador
infinitesimal de (Xy)i>0 como el operador:

AF(z) = 1im (XD = (@)

t—0 t

sreR

Denotamos por D 4 al conjunto de funciones f : R — R tales que este limite existe para
todo r € R.

Ademas de contar con la definicion del generador, para las difusiones es posible hallar
una forma explicita del generador infinitesimal y esta forma estard dada en términos
de los coeficientes de deriva y de difusion, como veremos méas adelante. Para llegar a la
forma del generador, es necesario probar el siguiente resultado.

Proposicion 1.2. Sea (Y;");>0 un proceso de Ité con valores en R de la forma:

t t
Y, = x+/ u(t,w)ds+/ v(t,w)dWs
0 0
Sean f € C2(R) y 7 un tiempo de paro c. r. a (T} )0 tal que E*[1] < co. Suponga-

mos que u,v estin acotadas en el conjunto {(t,w)|Y;(w) pertenece al soporte de f}.
Entonces:

4 1
B0 = 0+ B | [ (s () + 3ot(s.0) (1)) ]
0
Demostracion. Sea Z = f(Y'), entonces al aplicar la formula de It6 a Z obtenemos:
1
47 = (uf (Y) + 50 f"(V)dt + o f (¥ )dIW,

Esto significa que:

)= 1@+ [ (w0 + o) as+ [oraam,

0
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Entonces, al sustituir Y; por Y, en la expresion anterior y calcular esperanzas obtenemos:

E[f(Y;)] = f(x) + E [ | (uf’m) ¥ 1vzf"o/s)) ds} B [ | Uf’(Ys)dWs}

2 0

Para llegar a la formula que queremos, basta con mostrar que E* [/ uf’(Y;)dWS} =0.
0

Notemos que si g es una funcion boreliana y acotada, supongamos |g| < M para alguna
M > 0, entonces para cualquier k¥ € N se tiene:

E? { /O TAkg(i@)dWs] - [ /0 k H{sq}g(YS)dWs] ~0

. Ademas, también se cumple que:
T TNk 2
([Covgaw.~ [ goaw.)
0 0

Donde el limite anterior se toma conforme k — oco. En consecuencias

EZ

=FE° M:k gQ(YS)dS}

< MPE*[r —7 Akl =0

E* [ / Tg(YS)dWs} ~ lim E* [ / ng(i@)dws] 0

k—o0

Donde el limite anterior es en el sentido de la norma en L*(P x dt).
Por lo tanto, al aplicar este resultado a g(Ys) = vf’(Y;), obtenemos:

B0 = )+ B | [ (w00 + 30205, 0)f(12) ) ]

]

Este resultado nos es tutil porque las difusiones son procesos de Ito, por lo tanto es
posible aplicarlo para encontrar la forma del Generador infinitesimal.

Teorema 1.7. Sea (X])i>0 la difusion que satisface la EDE dX; = a(X;)dt+o(X;)dW;
con Xo=z. Si f € C3(R), entonces f € Dy y:

1

Af(@) = a(@)f'(x) + 50° (@) " (@)

Demostracion. Sea t > 0. Utilizando la formula de It6 para f(X;), obtenemos:

1

F0) = )+ [ (alX0r )+ 30007060 ) s+ [ atxor () aw,
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A partir de esta forma para f(X;), del hecho de que (X7 );>0 es un proceso de Ito y
utilizando el tiempo de paro 7 = ¢, es posible aplicar la proposicion (1.2) para obtener:

B 0] = 1)+ B [ [ (a0are0 + St o)) s

— o)+ [ Ela(X) (%) + 3 ()1 ()] ds

Esta expresion es una funcién diferenciable con respecto a ¢, por lo tanto el limite de
la definicion (1.7) existe y es de la forma:

E*[f(X)] = f(z)

Af(x) = lim )
o S@)+ B0 (X) + 30X (X) (X)) ds = f(a)
t—0 f
= lim fot Ela(X,) f'(Xs) + %UQ(Xs)f”<Xs)] ds
t—0 t
— a@)f (@) + 30* @) (2)

]

Ejemplo 1.4. El movimiento Browniano puede ser expresado en términos de la si-
gquiente EDE:

dXt == th,
XO - 0
Entonces, el generador ininitesimal del Movimiento browniano es:
1
A — 4
=51

Es decir, para el caso del movimiento Browniano, su generador infinitesimal es el
operador Laplaciano. Este hecho también es vdlido para el movimiento Browniano m-
dimensional, con m > 1.

Ejemplo 1.5. Movimiento Browniano geométrico Sean a € R y xo,0 > 0. El
movimiento Browniano geométrico (o exponencial) es la solucion de la siguiente EDE:

dSt = aStdt+UStth7
SO = Xy

Entonces, el generador infinitesimal para esta difusion estd dado por:

Af(z) = axf'(z) + %Uszf”(x)
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Como se menciond al inicio de esta seccion, nos interesa estudiar la relacion entre
las difusiones y ciertos problemas de modelos de fendémenos a los cuales se les puede
asociar una EDP. La relacion se basa en que la soluciéon de ciertas EDPs que estan
expresadas en términos del generador infinitesimal se puede expresar en términos de la
difusion a la que corresponde dicho generador. Esta relacion y la forma en que estara
expresada nuestra solucion estan dadas por el Teorema de Feynman-Kac.

Teorema 1.8 (Feynman-Kac, version 1 [15]). Sea (X[)i>o la difusion que satisface la
EDE dX; = a(X;)dt + o(X;)dW; con Xog =z y sea A su generador infinitesimal. Sean
f € C3R) yqe C(R) acotada inferiormente. Definimos la funcion:

u(t,z) = E° {exp (— /0 tq(XS)ds) f(Xt)} (1.7)

Donde E*|-] = E[-| X, = z|. Entonces v satisface la EDP:

0
a—z:Av—qv; t>0 zeR

v(0,2) = f(x); z€R

t
Demostracion. Sean Y, = f(X,) y Z;, = exp (—/ q(Xs)ds) Utilizando la formula de
0

It6 para Y;, Z; obtenemos:

d(Y;) = Af(Xy)dt + o(Xy) f'(Xy)dW,
d(Z:) = —q(X¢)Z¢ dt

Ahora, al utilizar la regla del producto del Calculo Estocastico para el proceso Z,Y;,
obtenemos:

d(Z.Y,) = Z,dY, + Y,dZ, + dY:dZ,
= Zy(Af(Xy) — q(Xy))dt + Zio(Xy) f/(Xe)dWs

Esta expresion nos muestra la EDE que satisface el proceso Z;Y;, cuya condicion incial
es ZoYy = f(x), por lo que es posible utilizar la proposicion (1.2) con F(z) = z y el
tiempo de paro determinista 7 = ¢ para obtener la siguiente expresion para E*[Y;Z;]:

E*[Z,Y)] = f(2) + E° { / Z(AF(X) = g(X,))ds

Utilizando el teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion:

— f(o)+ / EIZ,(Af(X.) — q(X.)ds
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Es decir, v(t, z) = E*[Z,Y;] es diferenciable con respecto a t.
Sea r > 0:

1

r

L E B (2,0 (X)) - B 1Z,0(X)

r

(E*To(t, Xp)] = v(t, z)) =

t
Utilizando la propiedad de Markov para E*"[Z, f(X;)] = E* [f(XtH,) exp (— / q(XrJrS)ds)
0

- % (EI :IE”” {f(Xm)exp (— /th(Xr+s)d8) SH —Ez[ZtﬂXt)])
_ % (Ex F(Xpi) exp (— /0 tq(XHs)ds)} - E"”[th(Xt)o
-1 (E :f(XHT) exp (— / HTq(Xs)ds)} - E"’“’[th(Xt)o
- % (E"’” F(Xiir) Zigr €xp ( /0 rq(Xs)ds) — Zif <Xt)]>
= LB (X0 2o — (X2
78 |10 2 (o ([ axas) 1))

1(]E“”[v(t,Xr)] —v(t,z)) = 1(v(t +7r,x) —v(t,x))

T + B :f(Xt+r)Zt+r (eXp (/OTQ(Xs)dS> - 1) (1.8)

Analicemos la expresion a la que llegamos. El primer sumando del lado derecho de

la igualdad converge a % conforme » — 0. En el segundo sumando intervienen dos

1 T
expresiones: f(Xii,)Zi1r v — (exp </ q(XS)ds> — 1). La primera de ellas converge
r 0

a f(X¢)Z; conforme r — 0 y la segunda converge a ¢(Xy) cuando r — 0. Como ambos
limites exiten, el limite del producto también existe y por el Teorema de Convergencia
Dominada es posible intercambiar el limite con la esperanza y obtener:

B [t F(X Zir (1 (0 ([ a6005) ~1) )] = B* 1000 Zax0)
— gw)elt, )

Por otra parte, la expresion en el lado izquierdo de la igualdad en (1.8) converge al
generador infinitesimal de (X[);>o aplicado a la funcion v(¢, z). Por lo tanto, al tomar
en cuenta todos estos limites obtenemos:

<

Av(t,x) = v(t, z) + q(z)v(t, x)
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]

Como podemos ver, con el uso de este teorema podemos dar la solucion de problemas

con valores inciales expresados como una EDP en la que aparezca el generador de una
difusion.
Ahora veremos que se pueden modificar las hipotesis del teorema anterior para resolver
no solo problemas de valores iniciales, sino que se puede condicionar a que la solucion
sea una funcién con valores en el conjunto [0, 7] X R y que en T', la solucién se comporte
de cierta forma, i.e., v(T, x) = f(x) para alguna funcion f boreliana. A esto se le conoce
como un problema con condicién final y el planteamiento del Teorema de Feynman-Kac
que garantiza que también es posible resolver este tipo de EDPs queda expresado de la
siguiente forma. La demostracion de esta version del teorema es diferente a la anterior,
ya que no haremos los calculos explicitos del generador infinitesimal ni de las derivadas
parciales de la soluciéon propuesta. En este caso, intentaremos que nuestra solucion (o
una modificacion de esta) sea martingala con respecto a la filtracion del movimiento
Browniano.

Teorema 1.9 (Feynman-Kac, version 2 [16]). Sea (X[)i>o la difusion que satisface la
EDE dX; = a(X})dt + o(X)dW, con Xo = x y sea A su generador infinitesimal. Sea
q € C(R) acotada inferiormente y h una funcion boreliana. Fijemos T > 0 y para cada
t € [0,T] definimos la funcidn:

fit.o)=E[ew (- Tq()@)ds) M)

Entonces f(t,x) satisface la EDP:

of B
E‘FAf—CIf

X, = x} (1.9)

con condicion final:
f(T,x) =h(z), z€R

Demostracion. Por la definicion de f(¢,z) y utilizando la propiedad de Markov de
(X[)i>0, tenemos que:

Ft. X)) =E {exp (— /th(Xs)ds) h(X7) Xt}

E [exp (— / Tq()@)ds) h(Xr) s]

Podemos ver que (f(t, X;);>0) no es una martingala, ya que, si s < ¢, entonces:

55!

E[f(t, X,)|3,] = E [E [exp (_ /t ' q(Xu)du) h(Xr)
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Como §, C §;, entonces:

—E {exp (— / Tq()@)du) h(Xr)

5]

Sin embargo, f(s, X;) =E [exp <— /T q(Xu)du) h(Xr) 35] # E[f (¢, X;)|Fs]. Para con-

seguir una martingala a partir del proceso f(t, X;)i>0, es necesario que la variable que
estamos condicionando no dependa de ¢, es decir, necesitamos modifcar a nuestro pro-

T
ceso de tal forma que exp (—/ q(Xu)du) h(Xr) no dependa de t.
t

t
Entonces, proponemos la siguiente modificacion. Sea Z; = exp (—/ q(XS)ds), en-
0

tonces consideremos al proceso Z,f(t, X;). Como Z; es adaptado a (§;)i>0, tenemos
que:

Zif(t, Xy) = E lexp (— /OTQ(Xs)dS) h(Xr) St:|

Comprobemos que (Z;f(t, Xt))i>0 es martingala:
i) P.D. Parat >0, E[f(t, X})] < oc:

(E[|Z.f(t, X,)[])? = (E [exp (_ /OT Q(Xs)dS) h(XT)} >2

T
Como ¢ es continua y acotada inferiormente, entonces exp (—/ q(Xs)ds> es
0

< 00

T T
acotada, también exp <—2/ q(Xs)ds> es acotaday E {exp (—2/ q(XS)ds>
0

0
y como E[(X7)?] < oo, entonces E[h?(X7)] < 0o, entonces por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

050 X0 < [ (<2 [ a0xas) | Rine )] < o

En consecuencia:

EHth(t?Xt)H <0

ii) Por la definicion de (Z;f(t, X¢)i>0), tenemos que:

Zif(t X)) = E {exp (_ /O Tq(Xs)ds) h(Xr) st}
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es §;-medible para toda t > 0.

ili) Sean s < t, entonces se tiene que:

E[Z,f(t, X))|5.] = E [E {exp (- /0 ' q(Xu)du) h(Xr)

)

5]

Como §, C §;, entonces:

Por lo tanto, (Z;f(t, X¢)t>0) es martingala. Ahora, por la demostracion del teorema
anterior, sabemos que d(Z;) = —q(X;)Z,dt y también tenemos que:

d(f<t7 Xt)) = (ft(t7 Xt) + Af<t7 Xt>>dt + U(Xt>fw(t7 Xt)th
Entonces:
d(Zef(t, Xe)) = Ze(fe(t, Xo) + AF(E, Xp) — ¢(Xo) f(E, X))dt + Zo (X)) fo(E, Xo)dW,

Sabemos que (Z;f(t, X¢)t>0) es martingala, entonces el término en dt es igual a 0, es
decir:

Zi(fe(t, Xo) + Af(t, Xy) —q(Xe) f(t, X1)) =0

Como Z; > 0 para todo t, entonces se cumple que:

folt, X)) + Af(t, Xy) = q(Xy) f(E, Xy)
]

Una forma de aplicar este resultado es para encontrar la distribucién de cada variable
X; de una difusion. En general, una EDE no se puede resolver de forma explicita
y tampoco es posible conocer su distribucion de forma inmediata. Sin embargo, si
podemos caracterizar a cada variable por su transformada de Laplace (o su funcion
generadora de momentos), podemos darnos una idea de qué distribucion tiene. La forma
en que encontraremos la transformada de Laplace es a través del Teorema (1.9), fijando
T,A > 0, con ¢ = 0 y con condicién final h(x) = e**. Por el resultado del Teorema
(1.9), sabemos que:

f(t,z) = E[eM7|X, = ]

satisface la siguiente EDP con condicién final:

ft + .Af(t, ZL’) =0
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f(T.x) = e

Entonces basta con resolver (de forma explicita o a través de métodos numéricos) esta

EDP y tendremos que:
Uxr () = f(0,2) = E*[M7]

Donde 1x,. (M) es la transformada de Laplace de la variable aleatoria Xr.
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Capitulo 2

Modelos de tasas de interés

En este capitulo se estudiaran los modelos de tasas de interés estocéasticos. Se hace
un supuesto sobre el comportamiento de la tasa corta de interés (la tasa a la que se
puede prestar o pedir prestado en un periodo muy corto de tiempo) y con base en este
comportamiento se intentard encontrar un modelo que reconstruya las tasas de interés
del mercado. En particular, se estudiaré el caso del modelo propuesto por Cox, Ingersoll
y Ross en 1985.

En el mercado so6lo se conocen tasas de interés para ciertas fechas de vencimiento (usual-
mente estas fechas de vencimiento son a 1 mes, 3 meses, 6 meses y un ano). Al graficar
estas tasas conocidas obtenemos la curva ’yield’ o ’estructura de plazo’. Esta grafica
nos muestra la relacion entre las tasas de interés a las que se pueden obtener préstamos
el dia de hoy y las fechas de vencimiento de dichos préstamos o el rendimiento que dan
ciertos instrumentos de mercado dependiendo de su fecha de vencimiento.

Aunque podemos representar a la estructura de plazo como una funcién continua de la
fecha de vencimiento, en el mercado s6lo conocemos los valores de pocos puntos de la
grafica, por lo que no es posible el valuar directamente un producto cuyo precio dependa
de la tasa a un vencimiento distinto de los conocidos, una de las técnicas mas utilizadas
es por interpolaciéon a través de métodos numeéricos.

En este trabajo, se presentarian modelos que suponen un comportamiento estocéstico
para las tasas de interés a partir de las cuales prodremos reconstruir la estructura de
plazo y, por lo tanto, sera posible valuar instrumentos financieros que dependan de la
tasa a cualquier vencimiento.

2.1. Valuacién de un bono cupén cero

El elemento bésico para la construccion de la estructura de plazo y de los modelos
de tasas de interés es el bono cupén cero, el cual es un instrumento en el que una
parte se compromete a pagar una unidad monetaria en cierta fecha, llamada fecha de
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vencimiento.

Definiciéon 2.1 (Bono cupén cero). Sea T > 0 una fecha de vencimiento. Un Bono
cupon cero es un instrumento que paga 1 unidad monetaria en la fecha T. Denotamos
por P(t,T) al precio del bono en tiempo t, t <T. A la fecha t se le conoce como fecha
de valuacion.

De acuerdo con la definicion del bono cupon cero, podemos ver que P(T,T) =1y
también se deduce que P(t,7) < 1sit < T. Dado el valor del bono a cierta fecha de
vencimiento, podemos encontrar la tasa de interés R(¢,T) como el valor que satisface
la siguiente ecuacion':

P(t, T)eR(t’T)(T_t) =1
In(P(t, T)eFETIT-) —
In(e” ) = —In(P(t,T))
R(LT) = w (2.1)

Al calcular R(t,T') a partir de precios de bonos cupén cero (u obtenerla de informacion
de mercado) para distintas fechas de vencimiento, se obtiene la estructura de plazo de
las tasas de interés, es decir, la curva que nos representa la relacion existente entre las
tasas de interés (rendimiento) y las fechas de vencimiento. Generalmente ésta es una
curva concava y creciente, mostrando que un inversionista espera obtener un rendimien-
to mayor por la promesa a largo plazo del pago de 1 u.m. (en consecuencia, el precio
que pagaré el dia de hoy por dicho instrumento sera decreciente con respecto a la fecha
de vencimiento).

Una vez que conocemos la tasa de rendimiento, podemos construir el siguiente ele-
mento clave para la construccion de la estructura de plazo como una funciéon continua
de la fecha de vencimiento: la tasa corta.

Definicion 2.2 (Tasa corta). Se define a la tasa corta r(t) como el siguiente limite:

o In(P(t,t +At)) 0
r(t) = - At30 At ~ar In

(P(t,T))

T=t
La tasa corta es la tasa de interés que se ofrece a tiempo t y con vencimiento en dt, es
decir, la tasa de interés instantdnea.

Los modelos que propondremos supondran que, bajo la medida de probabilidad P

del mundo real, la tasa corta es un proceso estocastico (r;);>o obtenido como la soluciéon
de la EDE:

1En esta ecuacion se puede sustituir la expresion e#&T)(T=Y por 1 4+ R(t,T)(T — t), dependiendo
del tipo de tasa de interés que se desee calcular.
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{ dr(t) = b(r(t))dt + o(r(t))dW;, t>0

Los modelos que desarrollaremos son conocidos como modelos de un solo factor o mo-
delos enddgenos, ya que suponen que el tinico factor de riesgo en el comportamiento
de la tasa corta recae en ella misma y no toma en cuenta otros factores externos o
desconocidos.

El objetivo de este estudio seré encontrar el valor de P(t,T') en funcion del proceso de
(r(t))t>0 para cualesquiera fechas ¢ y 1"y, con base en esto y utilizando (2.1), encontrar
el valor de R(0,T) para cualquier T > 0. Esto nos llevara a construir una curva yield
que replicaréd la curva de mercado y con la cual se podran valuar instrumentos finan-
cieros.

Aparte del supuesto sobre el comportamiento del proceso de tasa corta, necesitamos ha-
cer supuestos adicionales sobre el valor de P(t,T). Primero, supondremos que su valor
estd completamente determinado por la fecha de valuacion t, la fecha de vencimiento T°
y el valor de la tasa corta a tiempo t. En otras palabras, supondremos que existe una
funcion f(xy, zo, x3) tal que P(t,T) = f(¢t,T,r(t)) y que P(T,T) = f(T,T,r(T)) =1
para cualquier valor de (7). Ademés, supondremos que f; := %, fr = %, frr = %
existen y son continuas.

A partir de los supuestos anteriores y, utilizando la férmula de Itd6 y que el proceso
(r)i>0 satisface la EDE: dr(t) = b(r(t))dt + o(r(t))dW; , obtenemos que:

dP(t,T) = (f, + Af)dt + o(r(t)) f, AW, (2.2)

A partir de esta ultima ecuacion, podemos definir a la tasa de rendimiento instantanea
de un bono como:

dP(t,T)

P(t,T)
Para valuar correctamente el bono cupo6n cero, es necesario construir una medida de
probabilidad P que sea equivalente a la medida del mundo real P y en la que no sea
posible encontrar estrategias de arbitraje para cualquier combinaciéon de bonos con dis-
tintos vencimientos.

Para construir esta medida, nos apoyaremos en el siguiente resultado de Calculo Es-
tocéstico: el teorema de Girsanov. De forma intuitiva, este teorema dice que si existe
un espacio de Probabilidad (£2,§,P!) en el cual estd definido un movimiento Brow-

niano (W}');>o, entonces es posible construir una medida de Probabilidad P? en la cual
t

el proceso W72 := W} + / a(s)ds es un movimiento Browniano, imponiendo algunas

0
condiciones sobre el proceso (a(t)):>o. En este trabajo sélo enunciaremos el teorema de
Girsanov, sin embargo, la demostracion completa puede consultarse en [15].
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Teorema 2.1 (Teorema de Girsanov). Sea (Y;)i>0 un proceso de Ité con Yy = 0 de la
forma:

t
Y}:Wmt/ a(s)ds, t>0
0

Donde (Wy)i>0 es un movimiento Browniano c.r. a la medida de Probabilidad P. Sea
T > 0 fija y definimos, para cada t € [0,T] al siguiente proceso:

M, = exp{—/ota(s)dWs _ %/Ot a2(s)ds}

Supongamos que el proceso (a(t))i>o satisface lo siguiente para cada t > 0:

EF lexp (% /O t a2(s)d8>

Se define a la medida de Probabilidad Q como:

< o0

dQ := MrdP
Entonces el proceso (Y:)o<i<r €s un movimiento Browniano c.r. a la medida Q.

En el contexto de la valuacién de un bono cupo6n cero, construiremos esta medida de
Probabilidad al realizar un procedimiento similar al de Black-Scholes, en el que cons-
truiremos un portafolio V'(¢) = aP(t,T1) + SP(t,T>) con dos bonos P(t,Ty), P(t,Ts) y
T1,T, dos fechas de vencimiento arbitrarias y a, 8 € [—1, 1]. Mostraremos que existen
los valores o, B* para los cuales este portafolio es libre de riesgo, es decir, el rendimiento
instantaneo del portafolio sera el valor de la tasa corta:

dv ()

T =T (2.3)

Sea V(t) = aP(t,T1) + BP(t,T,) el portafolio con dos bonos arbitrarios. La tasa de

rendimiento instantanea de este portafolio estd dada por la suma de la las tasas de
rendimiento de cada bono que lo compone, es decir:

dV(t)  dP(t,T))

vy - Py TP

dP(t, T
P(t,T5)

Al desarrollar esta expresion utilizando (2.2) para cada bono, obtenemos:

avt)  (f* + Affdt + o frdw,

v - PLTL) o

(f + AfT2)dt + o f12dW,
P<t7T2>




2.1. VALUACION DE UN BONO CUPON CERO 51

T; s
Donde f%i = f(t,T;,r). Para simplificar la notacion, definimos p; = %, pi =
a'fTi o
P
av(t
T — e+ i) + Bt + padV
= (o + Bue)dt + (apr + Bpa)dW; (2.4)

Como queremos que el portafolio sea libre de riesgo, el término en dW; debe ser igual
a cero, es decir:

ap;+ Bp2 =0

Utilizando esta condicion, podemos ver que los valores a*, * que se necesitan para que
el portafolio sea libre de riesgo son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

at+pf=1
apr+ Bp2 =0
En consecuencia:
* —pP2 * P1
a = s =
P1— P2 P1— P2

Al sustituir los valores de o*, f* en (2.4), se comprueba que en efecto el portafolio es

libre de riesgo vy que:
dv (1) ( —pofir | Pifia ) "

= +
V(t) pr—p2 P11 P2

Ademas, como el portafolio es libre de riesgo, podemos utilizar (2.3) para obtener:

<—02M1 I P12 )dt:r(t)dt
pP1— P2 P1— P2

De esta expresion, obtenemos que los términos que multiplican al término dt en cada
lado de la igualdad son equivalentes, es decir:

—pP2i I Pifz r(t)
PL— P2 P1— P2
pifz — papia = (p1 — pa)r(t)
pi(pz = r(t)) = pa(pa — (1))
p2 —r(t) _ pa—r(t)
P2 - P1

(2.5)

A la cantidad “="® ge le llama market price of risk y representa a la diferencia
entre el retorno promedio de un bono cupén cero con vencimiento en 7; y la tasa corta,
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estandarizado por la volatilidad del precio del bono. La importancia del market price
of risk es que determina de forma explicita al proceso que utilizaremos como cambio de
medida, de acuerdo con el Teorema de Girsanov, para construir una medida neutral al
riesgo P equivalente a la medida real P y en la cual podremos valuar bonos cupén cero
con cualquier fecha de vencimiento.

Lo que observamos en la ecuacion (2.5) es que este valor no depende de la fecha de
vencimiento de los bonos, solo de la fecha de valuacion. Como consecuencia, es valido
suponer que existe un proceso adaptado (A(t)):>o que coincide con el market price of
risk para cada t.

Volvamos a pensar en un solo bono con fecha de vencimiento 7' > 0. Sabemos que
el market price of risk esta dado por:

pA(t) = pp—r(t)

Al sustituir los valores originales de u, p en la ecuacién anterior, obtenemos:

Ntjof. _ for Af

f f
Atof,=fi+Af —r(t)f
fut br(t) — o)A@+ T ey (2.6)

2

Notemos que la ecuacion diferencial parcial (EDP) dada por (2.6) es vélida para cual-
quier valor de r(t) y no solo eso, sino que ya obtuvimos la EDP para el precio de un
bono en la medida libre de riesgo. Ademas, podemos ver que bajo esta medida P la tasa
corta aun es una difusion, pero ahora su dinamica estid dada por la siguiente EDE:

{ dzé;f) = (b(r(t)) — At)o(r(t)))dt + U(T(t))dwt, t>0

Donde (Wt>t20 es un movimiento Browniano bajo la medida P dado por:
. t
W, =W, —i—/ A(s)ds
0

Entonces, para obtener el valor de P(t,T") basta con resolver el siguiente problema con
valor final:

{ i+ (b(r) = o (A o + 20, =1 f
f(T, T, r) =1
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En general, no es posible determinar una solucién explicita para esta EDP, por lo que
serfa necesario utilizar métodos numéricos para aproximar la solucion; sin embargo,
dado que (r(t)):>o es una difusion, el Teorema de Feynman-Kac (1.9) garantiza que
existe una solucién para este problema y esta solucion es:

Ft,T,r) =E [exp (— /tTr(s)ds)

Donde E[-] denota a la esperanza bajo la medida de riesgo neutral P.

Con estos resultados, es posible valuar bonos cupon cero para cualquier fecha de ven-
cimiento arbitraria y en cualquier fecha de valuaciéon. Como consecuencia, al calcular
P(t,T) parat > 0 fijoy T > t, podemos utilizar (2.1) para obtener las tasas de rendi-
miento para cada fecha de vencimiento y asi reconstruir la estructura de plazo de tasas
de interés.

(0 =n
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2.2. El modelo de Cox-Ingersoll-Ross

A partir de la década de 1970 se han propuesto varios modelos de tasa corta como
una difusiéon, con la finalidad poder replicar la curva de estructura de plazo de forma
verosimil y poder valuar con mayor precisiéon bonos y otros instrumentos derivados cuyo
subyacente sea una tasa de interés.

Uno de los primeros modelos propuestos fue el de Vasicek (1977), el cual supone que el
proceso de tasa corta satisface la siguiente EDE:

dr(t) = k(0 — r(t))dt + cdW;

En donde se supone que la condicién inicial 7(0) = 9 > 0 y los parametros k, 6, o
son constantes positivas. De hecho, podemos ver que esta EDE es muy parecida a la
ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck que presentamos en el capitulo anterior y que, de forma
analoga a la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck, tiene una solucién explicita dada por:

t
r(t) = roe” ™ 4+ 0(1 — ™) + ae’“/ e dW
0

La existencia de una solucion explicita y el hecho de que esta solucion tenga distribu-
cion normal es una de las principales ventajas de este modelo. Sin embargo, el que 7(t)
tenga distribucién normal es también la principal desventaja, ya que hay probabilidad
positiva de que las trayectorias del proceso tomen valores negativos. En consecuencia,
es posible que no se pueda replicar adecuadamente la estructura de plazo si las condi-
ciones del mercado no admiten tasas negativas.

Proceso de Vasicek, X(0)=0.3, K=1.5, B=0.6, $=0.3

1.0

08
|

04

0.2
|

T T T T T
0 5 10 15 20

t
dX(t)= KB-X(D)dt + S dwit)

Figura 2.1: Simulacién de una trayectoria del proceso de Vasicek. Observamos que, a
largo plazo, las trayectorias oscilan alrededor del pardmetro de regresion a la media.
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En esta seccion presentaremos uno de los modelos de tasa corta mas conocidos: el
modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR). Este modelo fue presentado en 1985 [8] y es una mo-
dificacion al modelo de Vasicek, en el cual se supera la desventaja de las tasas negativas.
La EDE que se propone para este modelo es:

dr(t) = k(0 — r(t))dt + o/r(t) dW, (2.7)

Donde, al igual que en la ecuacién de Vasicek, la condicion inicial 7(0) = rog > 0y
los parametros s, 6, o son constantes positivas. Podemos ver que la funcion x — /x
satisface la condicion de Holder, por lo que el Teorema (1.2) que presentamos en el
capitulo anterior nos garantiza que existe una unica solucion (P-c.s.) para la EDE (2.7)
y, ademas, que las trayectorias de esta solucidén serédn positivas P-c.s. Aunque no sea
posible determinar una solucion explicita (como en el caso de Vasicek) para las solu-
ciones de esta EDE, veremos que es posible encontrar una distribuciéon conocida para
cada variable r(t) de la solucién. El hecho de que el proceso solucion (r(t)):>o tenga
trayectorias positivas es una gran ventaja y nos ayudard a reconstruir de forma mas
acertada la curva de tasas de interés de mercado.

Los parametros 6, k, o representan, respectivamente: el valor de regresion a la media,
la velocidad de regresion a la media y la desviaciéon estandar instantdnea. El término
regresion a la media significa que, a largo plazo, las trayectorias del proceso oscilardn
alrededor de dicho valor 6, en consecuencia, la distribucion de r(t) para t suficiente-
mente grande, tendra a € como valor esperado (sin importar la condicion inicial que se
elija).

Veamos que, en efecto, esta difusion presenta regresion a la media. Para esto, calcula-
remos E[r(t)] v var(r(t)) para cualquier ¢ > 0. Primero, expresamos a r(t) en forma
integral, es decir:

r(t) = 1o + /Ot/@-(e —r(s)) ds + /Otam AW,

Como las integrales estocasticas son martingalas, tenemos que:

E{/ﬂta\/@dm} =0

Entonces:

E[r(t) = ro + E [/Ot k(0 — 1(s)) ds]
= o+ /Ot k(0 — Elr(s)]) ds

De esta tltima ecuacion integral, podemos ver que la funcion t — E[r(t)] satisface la
siguiente ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de primer orden:
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{ y'(t) = k(@ —y), t>0
y(0) = o

La cual tiene como solucidn:
y(t) = roe ™ +0(1 — ")
Es decir:
E[r(t)] = roe ™ + 0(1 — e™") (2.8)

Ahora, calcularemos el segundo momento de r(t). Primero, utilizando la formula de 1t
con la funcién f(z) = 2?2, obtenemos que:

t

(2r(s))(k(0 —1r(s))) ds +/ (2r(s))or/r(s) dWy —i—/o o’r(s) ds

0

o =i+ [

0

E[(r(t))? = r2+E [/;(27"(5))(/{(0 — 7 (s))) ds} +E [/t(%(s))om dWs} +E M o%r(s) ds}

0

Utilizando que las integrales estocasticas son martingalas:

E{/Ot@r(s))am dWS} =0

Por lo tanto:

0] =13+ & | [ rosto =) as| +E[ [ o2r(s) s
_ 24 Z/Ot/{(QE[r(s)] —E[(r(s))) ds+/0t %E[r(s)] ds

Al igual que en el caso de E[r(t)], de la ltima ecuacion integral y utilizando la solucion
obtenida en (2.8) podemos ver que la funcion ¢ — E[(r(t))?] satisface la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria:

{ y'(t) = 26(0(rge ™™ + 0(1 — ™)) —y) + o%(roe ™ + 0(1 — ™)), t >0
y(0) = 7
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Al resolver esta ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, tenemos que la solucion
es de la forma:

t
y(t) = e 2" [7‘8 + (2k0 + 02)/ e (roe™"™ + (1 — e"‘s))ds}
0

— 2t {TS + (266 + 0?) (i(em -1+ o =0) i 1>)1

2K K
29 2 29
=rge " 4 (1 — e ) (92 + U—) + (e7" — 721t (27’09 o+ 07 U—)
2K K K
29 20 26) 2
=2+ T2 4 et (rﬁ o402+ T2 T2 1Y ) + e " <2r06 —902 4+ 17
2K K 2K K K
%0 o [0 o2

= 0% + 5o T et ((ro —0)* + — (5 — 7‘0>) + e <(r0 —0) (? + 29))

Es decir:
2 2 2
21 _ 2 ‘7_9 — 2kt 2,9 Q_ —kt _ g
E[(r(t)] =0 +2/€ +e ((7"0 0)" + - (2 7‘0>)+e ((7’0 9)(5 + 26
(2.9)
Ahora, utilizaremos (2.8) y (2.9) para calcular la varianza de r(t).
var(r(t)) = E[(r(t))*] — (E[r(t)])”
o0 o’ (0
= 92 + % +€_2nt <(T0 — 9)2 + ; (5 —7“()))
o2 2
+e " <(r0 —0) (— + 26’)) — (roe™™ +6(1 — ™))
K
2 2
o0 —kKt —2Kt a —Kt\2
t)) = — —(1 - 2.1
var(r(t)) = (e — e ) 4 To(1 - o) (2.10)

Entonces, a pesar de no contar con una solucion explicita de r(t), a partir de la esperanza
y varianza (dadas por (2.8) y (2.10), respectivamente) podemos comprobar que este
modelo presenta la propiedad de regresion a la media, ya que la media y la varianza a
largo plazo estan dadas por:

lim E[r(t)] =6

t—o0

%0

2

A partir de la solucion no solo podemos determinar la esperanza y la varianza de r(t),
sino que también podemos encontrar la transformada de Laplace de r(T') para cada

T > 0, aplicando el Teorema de Feyman-Kac (1.9). Utilizando esto, sabemos que la
funcion:

tll’m var(r(t)) =

g(t,r) =E[Dlr(t) =], 7>0

2

020

Y

)
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Satisface la EDP:

gi(t,r) + Ag(t,r) =0
gt(t,r) + k(0 —1)g,(t,r) + %rgw(t, r)=0 (2.11)

con condicion final:
_Ar
g(T,rg) = e

La ecuacion (2.11) se puede resolver de forma explicita, por lo que nos sera posible
determinar si r(7T') sigue alguna distribucién conocida. Para determinar la solucion,
supongamos que es de la forma:

Bajo este supuesto, las derivadas parciales de g son:

dg , )

5 = (A'(t) = B'(t)r)g
% = —DB(t)g

% = B*(t)g

Al sustituir esto en (2.11), obtenemos:

2

(A') = BOr)g(t, 1) + 50 — ) (~B@)g(t. ) + ZEB(0)g(t,r) = 0

Como g > 0 para cualesquiera t € [0,7T], r > 0, entonces:

(A'(t) — B'(t)r) + k(0 —r)(=B(t)) + %%Bz(t) =0

A'(t) — B'(t)r — k0B(t) + kB(t)r + %B?(t) =0

A'(t) — kOB(t) + r(—=B'(t) + kB(t) + %B?(t)) =0 (2.12)

A partir de la tltima igualdad, se obtienen dos EDOs, dadas por:
B'(t) = TBt)+kB(t), 0<t<T
B(T) = =\

A'(t) = KkOB(t), 0<t<T
{ A(T) = 0
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La primer EDO es una ecuacion de Riccati con coeficientes constantes, cuya solucion
esta dada por:

—2k\ e~ H(T—1)
Ao (e (T — 1) + 2K
Utilizando el hecho de que ya conocemos explicitamente a la funcion B(t), podemos

resolver la EDO para A(t) (basta con integrar de ¢t a T ambos lados de la igualdad y
utilizar el hecho de que A(T') = 0) y obtener que:

20 —r(T—t) _ =20
A(t):1n<()\a (e 1)—|—2/€) )
2K

En consecuencia, la solucion a (2.11) es:

B(t)

—2k0

Ao2(e7#T=t) — 1) 42K\ *° 2rk\ e H(IT—1) N
_ _ r(T) _
atter) = ( o R e e U CURYS

Por lo tanto, la Tranformada de Laplace de r(T") se obtiene al evaluar g(t,79) en t = 0,
para obtener:

Myr)(2) = E[e[r(0) = 7o)
Ao?(1 — e T) 3 2rok\ e T
=\1- CXp 2(o—rT
2K Ao2(e T — 1) + 2k
4k

Sea Cr = mi

—2kK0 by —kT
2N\ o2 = (roe”""cr)
M, (X)) = (1 — —> exp {—T I }

Ctr or

Es decir, para cada T' > 0, r(7T') es igual en distribuciéon a una variable aleatoria g,

donde Y tiene distribucion y? no central con ‘;—"‘29 grados de libertad y pardmetro de

no-centralidad rocze 7. También podemos confirmar que el proceso (r(t))s>o presenta
regresion a la media observando que su funcién generadora de momentos converge a
la de una variable aleatoria con distribucion Gamma de pardmetros 20%6, 5—2 conforme

t — oo (esta convergencia se debe al teorema de continuidad de Lévy?).

Recordemos que (7(t))>0 es un proceso de tasa corta, por lo que nos interesa determinar

2Teorema de Continuidad de Lévy:Una sucesion de variables aleatorias (X,,)ncn converge en
distribucién a una variable aleatoria X siy solo si para cada t € R la sucesion (¢,,(t))nen de funciones
caracteristicas converge a la funcion caracteristica ¢(t) de X
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el precio de un bono cup6n cero y, a partir de este precio, determinar las tasas de interés
de mercado utilizando (2.1). Sin embargo, dado que la dinamica del proceso dada por
(2.7) esta considerada bajo la medida de probabilidad P del mundo real, es necesario
realizar un cambio de medida que nos asegure la existencia de una medida de neutral
al riesgo P en la cual podamos determinar el valor de P(¢,7') en ausencia de arbitraje
para cualesquiera 0 < ¢ < 7. También nos interesa que la dindmica de (r(t));>0 no
sufra modificaciones sustanciales en el sentido de que se pierda la propiedad de que las
trayectorias son positivas. Para garantizar esto, supongamos que el market price of risk
es de la forma:

Donde A es una constante. Utilizando esta forma del market price of risk, por el Teorema
de Girsanov obtenemos que existe una medida de probabilidad P equivalente a la medida
P del mundo real y en la cual esti definido un movimiento Browniano de la siguiente
forma:

~ t
Wt = Wt +/ )\(S) ds
0
En consecuencia, la EDE que satisface (r(t)):>0 bajo la medida de riesgo neutral es:

dr(t) = k(0 — r(1))dt + o~/r() (dW, — A(t)dt)

dr(t) = (k+ \) (K’fA —r(t)) + o/r(t)dW, (2.13)

Es decir, bajo este supuesto sobre el market price of risk, (7(t));>0 es un proceso CIR
bajo la medida de riesgo neutral con condicion incial r(0) = ro y parametros %, K+
A, o (se modificaron los parametros de regresion a la media y velocidad de regresion a la
media, pero no la condicion incial ni la volatilidad). Ademas, bajo esta medida, el precio
del bono cupén cero P(t,T') satisface la EDP (2.6) con condicion final P(T,T) = 1.

Al desarrollar la expresion en (2.6) con los parametros de (r(t));>0 dados por (2.13)

obtenemos:

a?r

fi+ (KO — (K 4+ M) fr + wa =rf (2.14)

Por un parte, el Teorema de Feyman Kac (1.9) nos asegura que esta EDP tiene solucion

y estd dada por:
f(t,r)=E {exp (— /tTr(s)ch) r(t) = T]

Aunque con esta expresion ya nos seria posible aproximar la solucion real, simulando
trayectorias y estimando la esperanza, también podemos encontrar una soluciéon expli-
cita para (2.14).
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Utilizaremos el mismo supuesto que propusimos para encontrar la Transformada de
Laplace, es decir, supondremos que la solucion es de la forma:

f(t,’f’) — eA(t)fB(t)r

Entonces, al sustituir f(¢,7) y sus derivadas parciales en la ecuacion (2.14), en un
procedimiento completamente andlogo al que utilizamos para calcular la Tranformada
de Laplace de (7)), obtenemos:

0'27"

(A1) = B'O)r)f + (k0 = (k+ Nr)(=BO)f) + B (1) f = rf

Como f > 0 para cualesquiera t, 7, entonces:

A'(t) — B'(t)r — kOB(t) + (k + NrB(t) + %27“32(75) —r=0

A'(t) — kOB(t) + r(—B'(t) + %232@) YR+ NBE) —1) =0

De esta ultima ecuacion, se desprenden dos EDOs:
B(t) = TB*t)+ (k+NB(t) -1, 0<t<T
B(T) =0
A'(t) = kOB(t), 0<t<T
A(T) =0
La primera es una ecuaciéon de Riccati con coeficientes constantes, por lo que es posible
resolverla de forma explicita y esta solucion es:
2(6h(T7t _ 1)
(k+ A+ h)(eMT=) — 1) + 2h

B(t) =

Donde h := /(k + )2 + 202. Ahora, podemos resolver la EDO de A(t) al sustituir el
valor de B(t) e integrar de t a T, utilizando que A(7") = 0. Haciendo esto, obtenemos:

(k+-A+h)(T—t)
2cf) | 2h exp {—2 }
o | (Rt A+ h)(ETD —1) + 2h

Por lo tanto, el precio a tiempo de ¢ de un bono cupédn cero con fecha de vencimiento
T esta dado por:

[
=
>

DO

(K+A+h)(T—t) o 3
Pt T) = 2h exp{ 5 } o _2r(eh(T t) 1)
’ (k+ A+ h)(eMT=D) — 1) 4 2h (k+ A+ h)(eMT=D) — 1) + 2h

(2.15)
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Esta expresion nos ayuda a valuar cualquier bono en cualquier fecha y con cualquier
fecha de vencimiento, en consecuencia podemos deducir las tasas de rendimiento utili-
zando (2.1) y construir la curva de estructura de plazo de tasas de interés.

Con esto, podemos ver que el modelo de Cox-Ingersoll-Ross presenta algunas ventajas
para modelar el comportamiento de las tasas de interés de mercado, como la positividad
de las trayectorias del proceso, el hecho de que presente regresion a la media (para evi-
tar que las tasas a largo plazo puedan tomar valores significativamente altos que serian
considerados como fuera de mercado) y que exista una férmula cerrada para el precio
de un bono cupén cero, lo que nos permite utilizar (2.1) para encontrar una expresion
analitica para las tasas de interés a cualquier vencimiento que queramos y asi también
poder replicar la curva de estructura de plazo de tasas de interés sin tener que recurrir
a métodos numéricos de interpolacion.
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2.3. Calibracion del modelo CIR

Como ya hemos estudiado en las secciones anteriores, los modelos de tasa corta se
pueden utilizar para construir las curvas de tasas de interés de mercado con las cuales
se pueden valuar instrumentos financieros y descontar flujos de efectivo. Para que esos
modelos puedan ser aplicables, es necesario determinar si efectivamente pueden replicar
las condiciones de mercado observadas de forma diaria, es decir, determinar si las tasas
que calcularemos a través de los modelos que propongamos son una buena aproximacion
o devuelven exactamente los valores de tasas observados en el mercado, de tal forma que
el resto de las tasas que se calculen se mantendran dentro de las condiciones actuales
del mercado. La forma en que esto se lleva a cabo es a través de un proceso, denominado
calibracion.

Definicién 2.3 (Calibracion). Es un procedimiento numérico mediante el cual se es-
timan los pardmetros de un modelo con el fin de que los valores calculados mediante
dicho modelo se aprozimen a los valores observados en el mercado.

Con base en esta definicién, nos podemos dar cuenta que el proceso de calibracion se
aplica para cualquier modelo que se proponga para replicar condiciones de mercado, no
solo para modelos de tasas de interés. La importancia de llevar a cabo una calibracion
adecuada a un modelo propuesto radica en que existen ciertos instrumentos financieros
(e.g. derivados exoticos) para cuales no existe una férmula analitica para valuarlos, por
lo que los precios se deben estimar por medio de métodos numéricos como simulacion,
resolucion numérica de EDP’s, interpolacion, entre otros y un modelo con un conjunto
de parametros debidamente calibrado ayudara a dar una mejor aproximacion del precio
real de dichos instrumentos.

En la definicién se menciona que los valores que arroje el modelo se deben aproximar
a los observados en el mercado. Para determinar qué es una buena aproximacion se
debe elegir una funcion, denominada funcién objetivo y denotada por H, con la cual
mediremos el tamano de las diferencias entre los valores aproximados por el modelo y
los valores observados.

Denotemos por @ al universo de todos los posibles parametros para un modelo, por ©
a un conjunto particular de parametros (i.e. © € Q), por C; a los valores observados en
el mercado y por CP a los valores calculados por el modelo, utilizando el conjunto de
parametros ©. Utilizando esta notacion, podemos decir que el objetivo de la calibracion
consiste en encontrar un conjunto de parametros ©* € O con el cual se minimiza la
siguiente expresion:

ZH(OZ- ~CP)

En esta seccién se presentard la calibracion del modelo CIR a la estructura de tasas
de interés en el mercado mexicano. En el caso de la calibracién para este modelo,
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encontraremos los valores de los parametros rg, K, 0, A\, o de la ecuacion (2.13) y la
funcion objetivo que utilizaremos sera:

(2.16)

9\ ?
-9 - (90

&

Esta funcion representa el error cuadratico entre las tasas de rendimiento calculadas
con (2.1) y las tasas observadas en el mercado y es la funcion que intentaremos minimi-
zar al variar los parametros del modelo CIR. A partir de este punto, denotaremos a la
funcion objetivo como SSR, es decir, la suma de residuales al cuadrado (Squared Sum
of Residuals).

Las tasas de mercado que utilizaremos para la calibraciéon son las Tasas de Interés
Interbancario de Equilibrio (TIIE) a 28, 91 y 182 dias, entonces primero daremos una
breve explicacién sobre la naturaleza de estas tasas. La Tasa de Interés Interbancario
de Equilibrio (TIIE)es una tasa representativa de las operaciones de crédito entre ban-
cos, su importancia en el mercado mexicano radica en que es utilizada como tasa de
referencia para diversos instrumentos financieros (productos derivados, instrumentos de
deuda, tarjetas de crédito) y es un indicador de las condiciones actuales del mercado
mexicano. Esta tasa es publicada diariamente por el Banco de México para los plazos
28, 91 y 182 dias (con excepcion de la tasa a 182 dias que es publicada cada 7 dias),
esto significa que el valor de TIIE28 es la tasa de interés para operaciones a 28 dias (a
partir del siguiente dia habil de su publicacion en el Diario Oficial de la Federacion).
La metodologia para el calculo de la TIIE estd explicada en el Anexo 11 la Circu-
lar 3/2012 publicada por Banco de México [1], sin embargo se puede resumir en los
siguientes puntos:

i) Banco de México informaré a las Instituciones de Banca Miltiple sobre los dias
hébiles en los que podran presentar sus cotizaciones de la tasa de interés, los
plazos y montos.

ii) Cada dia habil, se seleccionaran de forma aleatoria al menos seis instituciones de
Banca Multiple para que presenten sus cotizaciones de la tasa de interés junto
con el plazo y monto correspondiente.

iii) Una vez presentadas las cotizaciones por los plazos y montos, se realizara el calculo
de la TIIE para cada plazo, de acuerdo con la metodologia senalada en el Anexo
11 de dicha Circular.

iv) Banco de México presentara las tasas calculadas el mismo dia en que son presen-
tadas las cotizaciones y se publicaran el siguiente dia hébil en el Diario Oficial
de la Federacion (DOF). Las tasas entraran en vigor el dfa habil siguiente a su
publicacion en el DOF.
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Para efectos de este trabajo y de este ejercicio de calibracion, supondremos que la
estructura de plazo de tasas de interés esta completamente determinada por las tres
tasas de interés descritas anteriormente (TIIE28, TIIE9] y TIIE182).

Como se menciond al inicio de esta seccion, la calibraciéon del modelo a la estructura de
tasas de interés requiere que se minimice el error cuadrético entre las tasas observadas
a la fecha del célculo, i. e., las publicadas por Banco de México y las tasas obtenidas
mediante la formula (2.1). Al reemplazar los valores de la TIIE en la funcion objetivo
(2.16), obtenemos la expresion que intentaremos minimizar:

TTTEpeat(i) — T Eodero(i) \ 2
_ 2.1
SSRrire Z ( TIIEReq (i) 217

i

En esta expresion ¢ representa a cada uno de los plazos para los cuales se cuenta con
una tasa publicada. Aprovecharemos la ventaja que nos presenta el modelo CIR de
contar con una féormula cerrada para el precio de un bono cupoén cero dada por (2.15)
vy que depende directamente de los parametros de la ecuacion CIR, por lo que el calcu-
lo de la tasa de rendimiento es directo y no hay que recurrir a resolver la EDP por
métodos numéricos o mediante simulacion de trayectorias de la difusion asociada a la
EDE. Aprovechando estas ventajas, el proceso para minimizar el valor de la SSR. es
relativamente sencillo y rapido de calcular, utilizando un optimizador numérico. (En el
caso de este ejercicio, se utilizara el optmizador de Solver en Excel.)

Para efectos de este trabajo, se realizaron dos ejercicios de calibraciéon para distin-
tas fechas: el primero con las tasas publicadas el 16 de julio de 2015 y el segundo con
tasas publicadas el 7 de enero de 2016. El procedimiento en ambos casos fue similar, se
propusieron valores iniciales para los parametros ro, k, 8, A\, o y partir de estos valores
se realiz6 una primera estimaciéon de las tasas de interés a los plazos conocidos, para
después utilizar el optimizador numérico que minimizara la expresion (2.17). Debido a
la naturaleza del proceso CIR, se agregaron al optimizador las siguientes restricciones:

i) Todos los parametros deben ser estrictamente positivos.

ii) 2k0 > 02, esto con la finalidad de asegurar que las trayectorias del proceso
siempre seran positivan tanto en el sentido P-c.s. como en el sentido P-c.s.

En la tabla (2.1) se muestran los valores iniciales de los parametros que se propusieron
para el primer ejercicio de calibracion con datos al 16 de julio de 2015.

A partir de estas estimaciones inciales, se obtuvieron los siguientes resultados para la
estimacion final de los parametros del proceso (ver tabla (2.2)) y de las tasas calculadas
al 16 de julio de 2015 (ver tabla (2.3)).

En el ejercicio de calibracion para el 16 de julio de 2015 se obtuvo que el valor minimo
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ro | 0.9
k | 10
105
Al 25
o | 1.2

Cuadro 2.1: Tabla con los valores inciales propuestos para las calibracion realizadaa al
16 de julio de 2015.

ro | 0.0746
k| 11.1186
6 | 0.0990
A | 2.9966
o | 1.2554

Cuadro 2.2: Parametros estimados para la estructura de tasas de interés del 16 de julio
de 2015.

Plazo | TIIE Observada | TIIE Estimada
28 3,3025 3,2956
91 3,3150 3,3397
182 3,3750 3,3566

Cuadro 2.3: Comparacion entre los valores de TIIE publicados el 16 de julio de 2015 con-
tra los valores estimados por el proceso CIR. Cifras expresadas en porcentaje. Fuente:
Banco de México

que alcanzo la expresion (2.17) con los parametros estimados fue de: 89528 x 107°.
Con base en los resultados reales obtenidos se observa que, aunque el error se minimizo,
las tasas estimadas para los plazos de 91 y 182 dias difieren de las tasas observadas en
el mercado a partir del segundo decimal, lo cual indica que la aproximacién no es la
adecuada y al momento de intentar valuar algin instrumento de mercado cuyo valor
dependa de la TIIE, se estara sobreestimando o subestimando su valor real.

Se realiz6 un segundo ejercicio de calibracion de la estructura de tasas de la TIIE,
ahora tomando datos del 7 de enero de 2016. La principal diferencia entre los datos de
esta fecha y los del primer ejercicio de calibracion radica en que el 17 de diciembre de
2015, Banco de México anunci6 un ajuste a la tasa de interés de referencia, aplicable a
partir de ese dia, al incrementarla en 25 puntos base (1 punto base = 0.01 %), lo cual
provocd como consecuencia que los niveles de TIIE para todos los plazos aumentaran
con respecto a datos anteriores.

Con base en los nuevos niveles en los que se publican las tasas de interés, se intenta
probar con este ejercicio si la calibraciéon resulta en una aproximacion mas certera que
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Trayectoria del proceso CIR con datos del 16-07-2015

04

03
|
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|
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00
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Simulacion mediante metodo Milstein

Figura 2.2: Simulacién de una trayectoria del proceso Cox-Ingersoll-Ross con los para-
metros estimados al 16 de julio de 2015.

con los datos anteriores. Debido a este incremento de los niveles de las tasas se propu-
sieron distintos valores para los parametros iniciales, los cuales se muestran en la tabla

(2.4).

To 2
K| 12
0 1
A |35
o |25

Cuadro 2.4: Tabla con los valores inciales propuestos para la calibracion realizada al 7
de enero de 2016.

La tabla (2.5) muestra los valores obtenidos para los pardmetros del proceso, mientras
que la tabla (2.6) muestra el comparativo entre las tasas reales publicadas por Banco de
México y las calculadas mediante el modelo de Cox-Ingersoll-Ross, con los pardmetros
estimados al 7 de enero de 2016. Para la calibracion realizada a este dia, obtuvimos que
el valor minimo de la expresion (2.17) que se alcanzé con los valores de los parametros
estimados en esta calibracion fue de: 1,6472 x 1074

Es decir, el error estimado fue mayor que en la calibracion del 16 de julio y eso también
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ro | 0.0791
k| 14.3439
6 | 0.1110
A | 4.4084
o | 1.7849

Cuadro 2.5: Parametros estimados para la estructura de tasas de interés del 7 de enero
de 2016.

Plazo | TIIE Observada | TIIE Estimada
28 3,5600 3,5514
91 3,5892 3,6250
182 3,6770 3,6487

Cuadro 2.6: Comparacion entre los valores de TIIE publicados el 7 de enero de 2016 con-
tra los valores estimados por el proceso CIR. Cifras expresadas en porcentaje. Fuente:
Banco de México

se puede notar en la tabla comparativa entre los valores observados de la TIIE y las
tasas estimadas, donde en este caso todas las estimaciones difieren a partir del segundo
decimal. Esto significa que para esta fecha y con el nuevo nivel de tasas de interés el
ajuste del modelo no mejoré.

Trayectoria del proceso CIR con datos del 07-01-2016
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Simulacion mediante método Runge-Kutta de orden 1

Figura 2.3: Simulaciéon de una trayectoria del proceso CIR con pardmetros estimados
al 7 de enero de 2016.
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Se realiz6 un tercer ejercicio de calibracion de curvas de tasas de interés. Este ejercicio
se realizo con un enfoque distinto a los dos anteriores, pues en este caso se intentd
calibrar la curva cupén cero a partir del precio de bonos emitidos por el Gobierno Me-
xicano conocidos como Bonos M. Estos instrumentos de mercado se emiten a distintos
plazos, los més usuales son emitidos a plazos de 3, 5, 10, 20 y 30 afios y pagan intereses
(cupones) de forma semestral (cada 182 dias) a una tasa fija (determinada desde el
momento de su emision) y en la fecha de vencimiento se otorga un pago por el valor
nominal del instrumento (100 pesos, en este caso) ademas del pago del ultimo cupon.
Para valuar estos instrumentos sélo es necesario conocer el nimero de dias transcurri-
dos desde el ultimo pago de cupén d, la tasa de rendimiento a vencimiento (conocida
como yield-to-maturity o solo yield) anualizada que se quiere obtener y, el nimero de
cupones que restan por pagar K y la tasa a la que paga cada cupén T'C. Utilizando
estos datos, el precio de un Bono M se puede calcular mediante la formula:

1 1 100
C+C (‘ - R(1+R)K*1> + TR

"= (11 R )

(2.18)

Donde:

TC*182 R_y*182

360 360
Dado el precio de un Bono M, es posible deducir la tasa de rendimiento implicita,
despejando y de la ecuacion (2.18) o utilizando algiin método numeérico de aproximacion.
En caso de este ejercicio de calibracion, se partié de precios de mercado de Bonos M
al 26 de abril de 20163 y se calcularon las tasas yield para cada uno de los Bonos M
existentes a la fecha de célculo, obteniendo los resultados de la tabla (2.7).

Utilizando estas tasas yield que calculamos, obtendremos tasas cupon cero, que seran
las tasas con las que se llevara a cabo el proceso de calibracién. Para obtener estas tasas
cupo6n cero, se parte del supuesto de que cada bono es un grupo de bonos cupén cero,
por lo que su precio de mercado estd dado por la suma de los precios de cada bono
cup6n cero, es decir:

P= XK: ;10 (2.19)
+R0t) (1+ R%35) '

i=1 1 360 K 360

Donde t; es el ntimero de dias para el vencimiento de cada bono cupén cero y R? es la
tasa de rendimiento correspondiente a cada bono cupén cero (conocida como tasa cupon
cero o s0lo tasa cero). Bajo este supuesto y con la informacion con la que contamos, se
lleva a cabo un proceso recursivo en el cual se replica la valuaciéon de cada uno de los
Bonos M vigentes en el mercado utilizando la ecuacion (2.19). El proceso es recursivo

3Obtenidos del vector de precios del 26 de abril de 2016 de PIP (Proveedor Integral de Precios)
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Fecha de vencimiento | Dias por vencer | Tasa cup6n | Precio de mercado | Yield
16,/06,/2016 51 6.25 102.612847 3.787823
15/12/2016 233 7.25 104.728168 3.935679
15/06,/2017 415 5.00 102.882679 4.041943
14/12/2017 597 7.75 108.652139 4.072003
14/06,/2018 779 4.75 102.376445 4.429994
13/12/2018 961 8.50 112.729799 4.616975
11/12/2019 1325 5.00 102.046119 4.929997
11/06,/2020 1507 8.00 113.74337 5.090998
10/06,/2021 1871 6.50 107.713051 5.306995
09/06/2022 2235 6.50 107.474811 5.514995
07/12/2023 2781 8.00 117.102457 5.585242
05/12/2024 3145 10.00 132.250015 5.779993
05/03/2026 3600 5.75 99.696486 5.875000
03/06/2027 4055 7.50 114.349043 6.059992
31/05/2029 4783 8.50 123.701818 6.201060
29/05/2031 5511 7.75 116.502597 6.338996
23/11/2034 6785 7.75 116.916624 6.445998
20/11/2036 7513 10.00 143.352575 6.496055
18/11/2038 8241 8.50 126.122387 6.545700
13/11,/2042 9697 7.75 117.786226 6.558062

Cuadro 2.7: Informacién de mercado de Bonos M al 26 de abril de 2016. A partir del
precio de mercado se estimé la tasa yield.

porque primero se debe calcular la tasa cero del bono con vencimiento mas préximo, el
cual en nuestro caso solo realiza un pago, por lo que es equivalente a un bono cupén cero
y su tasa de rendimiento serd igual a la tasa cero; después se debe replicar la valuacion
de los bonos en orden de vencimiento, utilizando las tasas cero calculadas en los pasos
anteriores.

Una vez calculadas las tasas cero equivalentes para cada uno de los plazos de vencimiento
de los Bonos M, se lleva a cabo el procedimiento de calibraciéon, es decir, calculamos
el precio de bonos cupén cero utilizando (2.15) a partir de una suposicion inicial de
parametros del proceso CIR; después obtenemos la tasa de rendimiento de estos bonos
cupén cero mediante la formula (2.1), pero ahora utilizando (1 + R(¢t,T)(T —t)) en
lugar de efiT)(T=1. v finalmente, se utiliza un optimizador numérico para minimizar
la siguiente expresion:

ROReal@) B R(]]Vlodelo(i) ?
SSRTasasC’ero - Z ( R%eal(i) ) (220)

%
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Donde 7 corresponde a cada uno de los periodos de pago de intereses.
En la tabla (2.8) se muestran los valores iniciales de los parametros propuestos para el
ejercicio de calibracion de la curva cero de Bonos M al 26 de abril de 2016.

To 0.8
k | 10
0| 1.5
A25
o | 1.2

Cuadro 2.8: Parametros inciales propuestos para la calibracion de la curva cupoén cero
de Bonos M al 26 de abril de 2016.

ro | 0.03564167
k| 0.210448

6 | 0.08435418
A 1 0.02149002
o | 0.01000027

Cuadro 2.9: Parametros del proceso CIR obtenidos mediante el proceso de calibracion.

Después de llevar a cabo el proceso de minimizar el valor de (2.20), se obtuvieron los
valores mostrados en tabla (2.9), mientras que n la tabla (2.10) se muestra la compa-
racion entre las tasas cero para cada plazo de vencimiento de los Bonos M calculadas
mediante el procedimiento recursivo descrito anteriormente que utiliza la formula de
valuacion (2.19) y las tasas cero implicitas en la valuacion de un bono cupon cero bajo
el esquema de un proceso de tasa corta de Cox-Ingersoll-Ross, es decir, utilizando las
formulas de valuacion (2.15) y (2.1). En este ejercicio de calibracion, la expresion (2.20)
toma el valor 0.0128234.

Nota 2.1. En el ejercicio de calibracion de la curva cero de Bonos M se ejecuto de
forma recursiwva el optimizador numérico hasta que se alcanzd un valor minimo para la
expresion (2.20). En el caso de este ejercicio, el valor minimo se alcanzd en la cuarta
iteracion.

Es importante mecionar que para este ejercicio de calibracion no es factible espe-
rar un ajuste exacto entre las tasas cero equivalentes obtenidas utilizando la férmula
de valuacion (2.19) y las calculadas suponiendo un proceso de Cox-Ingersoll-Ross que
genera la estructura de tasas de interés de la curva cero para los Bonos M, dado que las
primeras tasas se basan en estimaciones a través de precios de mercado; sin embargo, si
con las tasas cero obtenidas bajo el esquema CIR es posible valuar Bonos M de forma
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Plazo | Tasa cero equivalente | Tasa cero: Modelo CIR
51 3.787823 3.639978
233 3.947869 3.904832
415 4.097175 4.161953
597 4.172293 4.412679
779 4.613074 4.658176
961 4.898727 4.899461
1325 5.380138 5.372888
1507 5.692172 5.606541
1871 6.128338 6.070955
2235 6.622640 6.535165
2781 7.058111 7.239300
3145 7.753706 7.718650
4055 9.000101 8.972198
4783 10.162007 10.052580
5511 11.404478 11.222634
6785 13.576611 13.543948
7513 15.555828 15.061971
8241 16.984145 16.747361
9697 19.791808 20.723791

Cuadro 2.10: Comparativo entre tasas cero equivalentes calculadas a partir del precio
de mercado de Bonos M y la calculadas utilizado el proceso CIR.

que el precio sea consistente con la estructura actual del mercado, entonces podremos
decir que se llevd a cabo una buena calibracion.

A partir de los primeros dos resultados, nos podemos dar cuenta que el modelo CIR que
se propuso en los ejercicios de calibracion de la curva TIIE no es el adecuado, ya que no
nos permite capturar con precision la complejidad de la estructura de tasas observada
ni nos permitird realizar pronosticos sobre el comportamiento de las tasas en fechas
futuras (extrapolacion de la curva de tasas). En el tercer ejercicio de calibracion para
la curva cero de Bonos M se observé un mejor ajuste entre las tasas calculadas bajo el
esquema CIR y las tasas cupon cero implicitas en la valuacion de estos instrumentos, lo
cual significa que si se intenta valuar cualquiera de los Bonos M existentes en el merca-
do utilizando esta curva y la formula de valuacion (2.19), los precios que se obtendran
seran consistentes con el mercado. Es importante conocer si un modelo es adecuado
ya que se puede incurrir en un riesgo que generaria pérdidas monetarias si se intenta
implementar un modelo que no se ajusta de forma adecuada a la situaciéon financiera
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Metodo Runge Kutta de orden 1
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Figura 2.4: Simulacién de una trayectoria del proceso Cox-Ingersoll-Ross que conduce
la estructura de la curva cupén cero de Bonos M al 26 de abril de 2016. Trayecto-
ria simulada con el Método Runge-Kutta de orden 1 para EDEs. La linea horizontal
corresponde al valor del pardmetro de regresion a la media.

Figura 2.5: Comparacion entre curvas cupoén cero, para verificar que el ajuste de la
curva cup6n cero calculado bajo el esquema de Cox-Ingersoll-Ross es 6ptimo.

actual. También es importante mencionar que los resultados de la calibraciéon se deben
actualizar diariamente con los precios de mercado observados cada dia, de forma que
la estructura de tasas siempre capture las condiciones actuales del mercado.
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Curva cupon cero calculada bajo el esquema de Cox-Ingersoll-Ross

BE20
2841
9062
923
9504

Figura 2.6: Curva cup6n cero de Bonos M con los parametros del proceso Cox-Ingersoll-
Ross estimados al 26 de abril de 2016.

2.4. Conclusiones

El modelo CIR presenta muchas ventajas teoricas que permiten su estudio: es par-
simonioso (en el sentido de que no requiere de muchas variables ni parametros que
expliquen su comportamiento), permite asignar una distribucion conocida a cada varia-
ble del proceso, la positividad en el sentido P-c.s. de las trayectorias de las soluciones,
se pueden obtener formulas cerradas para el precio de varios instrumentos financieros
y, como consecuencia de este tltimo punto, se pueden construir con cierta facilidad
las curvas de tasas de interés del mercado asi como calcular el precio de instrumentos
financieros cuyo valor dependa de la tasa de interés y de las curvas de mercado.
Debido a la simplicidad del modelo, observamos en los dos primeros intentos de cali-
bracion que el ajuste propuesto no fue el 6ptimo. Esto se puede deber, en gran parte,
a que se necesitan méas datos de tasas a distintos plazos para asegurar que la curva de
tasas calculada mediante el modelo propuesto se adapte a cada uno de los puntos y
en el caso de los ejercicios de calibracion para la curva TIIE s6lo se cuenta con tres
datos de mercado. Para mejorar el ajuste a la curva de tasas de interés interbancarias,
en [11] se propone utilizar tasas 'par swap’ a plazos mayores o iguales a un afno como
informaciéon adicional. Estas tasas también se deben obtener a partir de cotizaciones de
mercado a la fecha en que se desee realizar el célculo.

En cambio en el tercer ejercicio de calibracion se observo un mejor ajuste entre la curva
cup6n cero implicita en la valuacion de los Bonos M y la curva generada a partir de los
precios de bonos cupon cero del modelo CIR. Esto se debe a una mayor disponibilidad
de datos en el mercado con los cuales realizar la calibracion. En este ejercicio es impor-
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tante mencionar que no se esperaba un ajuste exacto entre ambas curvas debido a que
la curva cup6n cero implicita no contiene tasas observables directamente en el mercado,
sino que se calcul6 a partir de los precios de mercado de tal forma que esta nueva curva
replique los precios observados. De igual forma, a partir de esta curva se estimaron los
parametros del proceso CIR y se obtuvo una curva consistente con la situacion actual
del mercado, es por eso que se puede concluir que se realiz6 una buena calbracion a
los parametros del modelo. A partir de esto, es posible posible valuar no solo Bonos M
sino también serd posible obtener valuaciones de instrumentos derivados cuyo subya-
cente esté relacionado con los Bonos M y los precios obtenidos seran congruentes con
la estructura vigente del mercado.

El intentar modelar la estructura de tasas de interés contintia como un problema de inte-
rés y algunos autores han propuesto modificaciones al modelo CIR para lograr que éste
capture con mayor precision la informaciéon de mercado y permita realizar valuaciones
exactas. Algunas de estas modificaciones son:

i) Modelo CIR Multidimensional Este modelo propone que el proceso de tasa
corta (r¢)¢>o se comporta de la siguiente forma:

Ty = Z yt(i)
=1

Donde cada proceso (yﬁ"))tzo es un proceso de tipo Cox-Ingersoll-Ross unidimen-

sional, cada uno conducido por una familia (VVt(Z))tZO de movimientos brownianos
con 0 = (0y5); j=1,. n Una matriz de correlacion.

ii) Modelo de Hull-White En 1990, se propuso una modificacién al modelo CIR
en la cual se propone la siguiente dinamica:

dry = (6(t) — a(t)ry) dt + o(t)\/re AW,

Donde 0(t),a(t), o(t) son funciones deterministas y se eligen de tal forma que se
adapten a la estructura de tasas observada en la fecha de célculo. En este modelo
se pueden realizar combinaciones como el suponer que la volatilidad es constante
y los otros dos pardmetros son funciones deterministas o que sélo 6(¢) es una
funcion determinista y el resto de los pardmetros es constante, entre otras. De
hecho, observamos que el proceso CIR presentado en este trabajo resulta ser un
caso particular de este modelo.

iii) Modelo CIR-++ En este modelo se propone que el proceso de tasa corta obedece
la siguiente dindmica: r; = x; + ¢(t), donde (2):>0 es un proceso de CIR y ¢(t)
es una funcion determinista.
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iv) Modelo CIR con saltos Bajo este modelo, se preserva la estructura incial del
modelo CIR y se agrega un proceso de saltos (.J;);>o con tasa de arribo de saltos
a > 0y distribucion de los saltos 7 con soporte en RT. Al agregar esta componente
de saltos, el proceso se volveria una difusion de saltos que seguiria la siguiente
EDE:
dry = k(0 — ry) dt + o/re dW, + dJ;

Esta modificacion también se puede realizar al proceso CIR++ del inciso ante-
rior; sin embargo, en ambos casos se tiene que realizar un estudio de existencia
de soluciones para difusiones con saltos, para verificar que tenga sentido plantear
una dindmica estocastica de esta forma.

Las modificaciones presentadas pueden mostrar ventajas en cuanto al ajuste de la es-
tructura de tasas de interés de mercado y el hecho de que todos preservan la positividad
de las trayectorias. Aunque en algunas de estas propuestas se pierde la propiedad de ob-
tener soluciones explicitas para el precio del bono cupén cero y instrumentos derivados,
esta desventaja se puede superar con relativa facilidad al aproximar numéricamente la
solucion de la EDP que se obtenga para el precio de cualquier instrumento y ademas
se contard con la seguridad de que el precio obtenido serd un valor cercano a los deter-
minados por las condiciones actuales del mercado.

Por lo tanto, a pesar de que el proceso original de Cox-Ingersoll-Ross no nos garantiza
un ajuste exacto a las condiciones financieras observadas, es versatil y nos provee de
una base a partir de la cual se pueden obtener mejores modelos que estimen y repli-
quen con mayor exactitud dichas condiciones, e incluso que nos permitan pronosticar
movimientos del mercado. Es por eso que conviene estudiar este modelo a fondo, ana-
lizar sus ventajas y desventajas e intentar proponer soluciones o nuevos modelos que
conserven las ventajas que nos presenta y que superen las desventajas. En particular,
creo que es una propuesta interesante el considerar agregar un proceso de saltos a la
modelacion del proceso de tasa corta, pues en ciertas curvas de tasas de mercado se
pueden observar incrementos abruptos entre plazos y este incremento quedaria mejor
explicado como consecuencia de saltos que haya presentado el modelo de tasa corta
subyacente. Sin embargo, como ya se mencioné antes, es necesario realizar un estudio
a profundidad sobre difusiones con saltos para determinar si la base del proceso CIR
es compatible con los teoremas de existencia para este tipo de difusiones o si es posible
proponer alguna modificacién a estas hipotesis para asegurar la existencia de este tipo
de procesos, asi como estudiar las propiedades que resulten en caso de demostrar la
existencia y, de ser posible, las modificaciones a los Teoremas de Feyman-Kac. Ademés,
también seria un ejercicio interesante el proponer una forma de calibrar una difusién
de saltos a la estructura de tasas de mercado, para estimar no solo la parte continua,
sino la tasa entre llegadas de los saltos y la distribucion de éstos.



Anexo: Codigos para la simulacién de
trayectorias de EDEs

En este anexo se presentan los codigos utilizados en este trabajo para simular trayec-
torias de EDEs. Todas las simulaciones se realizaron utilizando el software 'R’. La parte
correspondiente al cddigo se escribird utilizando esta tipografia.

Trayectoria del puente browniano

Se simularén tres trayectorias del puente browniano utilizando el método de simula-
cion de Euler-Maruyama, el cual propone la siguiente formula recursiva para aproximar
la solucion a una EDE con condicion inicial zo, dada {ty = 0,¢1,- -+ ,t,—1,t, = T} una
particion uniforme del intervalo [0, 7] de tamano A:

X(O) =X
X(tni1) = X(tn) + a(X (1) A + o (X (t0)) (Wi, 40 — W2,

N=1000 ;Numero de particiones del intervalo [0, 1]

delta<-1/N ;Tamano de la particion

Se generan los incrementos del movimiento Browniano, simulando N variables aleato-
rias con distribucién Normal de media cero y varianza %
dW<-rnorm(N,0,sqrt(delta))

int<-seq(0,1,by=delta) ;Particién del intervalo [0, 1] P<-NULL ;Declaracion de un
vector vacio que contendré los resultados de las simulaciones

P[1]=0 ;La primer entrada del vector es la condicion inicial de la EDE

K=N+1

En este ciclo se lleva a cabo la simulacién mediante el método Euler-Maruyama.

for (i in 2:K)

{

P[i]=P[i-1]-(P[i-1]1/(1-int[i-1]))*delta+dW[i-1]

}

P[N+1]=0 ;Dado que el puente Browniano se aproxima a 0 conforme ¢ — 17, se declara

7
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al altimo elemento del vector como 0.

P1<-NULL ;Generaciéon de un segundo vector vacio y de nuevos incrementos del Movi-
miento Browniano para simular una segunda trayectoria del proceso.
dWi<-rnorm(N,0,sqrt(delta))

P1[1]=0

for (i in 2:K)

{

P1[i]=P1[i-11-(P1[i-1]1/(1-int[i-1]))*delta+dW1[i-1]

}

P1[N+1]=0

P2<-NULL ;Generacién de un tercer vector vacio y de nuevos incrementos del Movimien-
to Browniano para simular una tercera trayectoria del proceso.
dW2<-rnorm(N,0,sqrt(delta))

P2[1]=0

for (i in 2:K)

{

P2[i]=P2[i-1]1-(P2[i-1]/(1-int[i-1]))*delta+dW2[i-1]

}

P2[N+1]=0

Gréfica de las tres trayectorias simuladas:
plot(int,P,type=’1’,main=’"Puente browniano’,col=’blue’,xlab=’t’,
ylab="X(t)’,sub="dX(t) = -X(t)/(1-t)dt + dW(t)’)
lines(int,P1,col="red’)

lines(int,P2)
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Trayectoria del proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Se simularan las trayectorias del proceso Ornstein-Uhlenbeck utilizando el método
de Euler-Maruyama y con pardmetros b = 1,3, ¢ = 0,7 y con condici6n inicial ¢y = 0,5.
Se usard el mismo tamano de particion que en la simulaciéon anterior, pero ahora se
hara en el intervalo [0, 15].
Se generan incrementos del Movimiento Browniano.
dW<-rnorm(15x*N,0,sqrt(delta))
Parametros del proceso de Ornstein-Uhlenbeck:
b<-1.3
sig<-0.7
0<-NULL ;Declaracion de un vector vacio que contendra los resultados del las simulacio-
nes.
0[1]1<-0.5 ;El primer elemento del vector corresponde a la condicién inicial de la EDE.
K1=20*N+1
En el siguiente ciclo se llevara a cabo la construcciéon de la trayectoria simulada utili-
zando el método Euler-Maruyama.
for (i in 2:K1)
{
0[i]=0[i-1] -bx0[i-1]*deltatsig*dW[i-1]
}
Creacion de la grafica de la trayectoria simulada:
plot(int2,0, type=’1’,main=’Proceso de Ornstein-Uhlenbeck, b=1.3, $=0.7’,
col="blue’,xlab="t’,ylab="X(t)’,sub="dX(t)= -b X(t)dt + S dW(t)’)
Inclusion de una linea horizontal sobre el eje X, para mostrar que el proceso presenta
regresion a la media hacia el valor 0:
T<-rep(0,times=K1)
lines(int2,T)
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Trayectoria del proceso de Vasicek

Se simulard una trayectoria del proceso de Vasicek utilizando el método de Euler-
Maruyama con parametros x = 1,5, 8 = 0,6, ¢ = 0,3 y con condicion inicial ¢y = 0,3.
Esta trayectoria se simulara sobre el intervalo [0, 20].
dW<-rnorm(20*N,0,sqrt(delta)) ;Simulacion de incrementos del Movimiento Brow-
niano
int2<-seq(0,20,by=delta)

Valor de los parametros del proceso de Vasicek:

kappa<-1.5

theta<-0.6

sigl1<-0.3

V<-NULL ;Declaracion de un vector vacio donde se guardara el resultado de la trayecto-
ria simulada.

V[1]<-0.3 ;El primer elemento del vector corresponde a la condicién inicial de la EDE.
En este ciclo se generan los valores de la trayectoria simulada del proceso de Vasicek.
for (i in 2:K1)

{

V[i]=V[i-1]+kappa*(theta - V[i-1])*delta+sigl*dW[i-1]

}

Grafica de la trayectoria simulada:
plot(int2,V,type=’1’,col="blue’,main=’Proceso de Vasicek, X(0)=0.3, K=1.5,
B=0.6, 5=0.3’,xlab="t’,ylab="X(t)’,sub="dX(t)= K(B-X(t))dt + S dW(t)’)
Inclusion en la grafica de una linea horizontal sobre el valor 6 de regresiéon a la media
del proceso.

TH<-rep(theta,times=K1)

lines (int2,TH)
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Trayectoria del proceso Cox-Ingersoll-Ross utilizando
el método Milstein

Se presenta la simulacion de una trayectoria del proceso de Cox-Ingersoll-Ross uti-
lizando el método Milstein de resolucién numérica de EDEs. Este es un método re-
cursivo al igual que el método de Euler-Maruyama, que parte de una EDE de la for-
ma dX; = a(X;)dt + o(X;)dW; con condicién inicial Xy = = y donde o(x) es una
funcion de clase C'. Dada una particion uniforme del intervalo [0,7] de la forma
{to =0,t1, -+ ,tp_1,t, =T} y de tamanio A, se construye la trayectoria de la solucion
de la EDE de la siguiente forma:

X(0) ==z

X(tni1) = X(tn) +a(X (1)) A+ 0 (X (2)) (AW (D)) + %U(X(ltn))ff’(X(tn))(AW(%')2 —4)

Donde AW (i) = Wi,4a — Wi, Se utilizard este método para simular trayectorias
de un proceso Cox-Ingersoll-Ross con parametros ro = 0,0746,x = 11,11869861,0 =
0,099030479, 0 = 1,2554567772. Las trayectorias se simularan sobre el intervalo [0, 10].
T<-10 ;Declaracion de la cota superior del intervalo [0, 10]

n=1000 ;Numero de subintervalos que se tomaran para la simulaciéon de la trayectoria.
delta<-1/n ;Tamano de la particion.

W<-rnorm(n*T,mean=0,sd=sqrt(delta)) ;Simulaciéon de incrementos del Movimiento
Browniano.

Declaracion de los pardmetros del proceso CIR.

r<-0.0746

k<-11.11869861

th<-0.099030479

sigma<-1.2554567772

Declaracién de un vector vacio que contendra los resultados de las simulaciones. El
primer elemento del vector corresponde a la condiciéon inicial del proceso.

X<-NULL

X[1]=r

h<-nx*T

En el siguiente ciclo se realiza la construccion de la trayectoria mediante el método
Milstein.

for(i in 2:h)

(

X[11=X[i-1]+k*(th-X[i-1])*delta+sigma*sqrt (X[i-1])*W[i]

+.25% (sigma*xsigma) * ((W[il*W[i])-delta)

)

Creacion de la grafica de la trayectoria simulada.
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plot(X,type=’1’ ,main="Metodo Milstein")
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Trayectoria del proceso Cox-Ingersoll-Ross utilizando
el método Runge-Kutta

Se presenta la simulaciéon de una trayectoria del proceso CIR utilizando el método
Runge-Kutta de resoluciéon numérica de EDEs. Este es un método recursivo al igual
que los métodos de Fuler-Maruyama y Milstein presentados en las secciones anteriores.
Este método parte de una EDE de la forma dX; = a(X;)dt + o(X;)dW; con condicion
inicial Xy = z, donde o(z) es una funcion de clase C!, sin embargo, a diferencia del
método de Milstein se utiliza una aproximacion de ¢'(x). Dada una particiéon uniforme
del intervalo [0,7] de la forma {t, = 0,t1, - ,t,—1,t, = T} y de tamafio A, se cons-
truye la trayectoria de la solucion de la EDE de la siguiente forma:

X(0) ==z
X(i) = X(i) + a(X (i) A + o(X(i))VA

X(@i+1)=X©0)+a(X@)A+0o(X (i) AW (i) + [a()A((z')) — o (X (@) (AW (i)* - A)

1
2VA
Donde AW (i) = Wyoa — Wy, Se utilizara este método para simular trayectorias de
un proceso Cox-Ingersoll-Ross con parametros rog = 0,03564167, < = 0,210448,60 =
0,08435418, A = 0,02149002, ¢ = 0,01000027. La trayectoria se simularé sobre el inter-
valo [0,10] y se tomara una particion uniforme de tamano A = 5.

T<-10 ;Declaracion de la cota superior del intervalo [0, 10].

n=1000

delta<-1/n ; Tamano de la particién.

Simulacién de incrementos del Movimiento Browniano.
W<-rnorm(n*T,mean=0,sd=sqrt(delta))

Declaracion de los pardmetros del proceso CIR.

r<-0.03564167

k<-0.210448

th<-0.08435418

1am<-0.02149002

sigma<-0.01000027

Declaracion de un vector vacio donde se almacenaran los resultados de la trayectoria
simulada. El primer elemento del vector corresponde a la condicién inicial del proceso.
X<-NULL

X[1]l=r

eje<-seq(from=0,to=T,by=delta) ;Particion del intervalo [0, 10].

h<-nxT

Ciclo donde se generan los valores de la trayectoria simulada, de acuerdo con el método
Runge-Kutta.
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for(i in 2:(h+1))

{

A<-X[i-1]+(k+1lam)* ((k*th)/(k+lam)-X[i-1])*delta
+sigmaxsqrt (X[i-1])*sqrt(delta)

X[i]<-X[i-1]1+(k+1lam)* ((k*th)/(k+lam)-X[i-1])*delta+sigma*sqrt(X[i-1]1)*W[i]
+(1/(2xsqrt(delta)))*(sigma*sqrt (A) -sigma*sqrt (X[i-11))*(W[il*W[i]-delta)
}

Creacion de la grafica de la trayectoria simulada.

plot(eje,X,type="1’,main="Metodo Runge Kutta de orden 1",col=’blue’,
xlab=’t’,ylab=" r(t)’)

Inclusion en la gréafica de una linea horizontal que representa el valor de regresion a la
media.

Y<-rep((k*th)/(k+lam) ,n*T+1)

lines (Y, col=’red’)
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