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Introduccion

De acuerdo con [38], una gran reticula es una clase propia C con un orden
parcial < tal que C con este orden es una reticula, salvo por el hecho de que no es
un conjunto.

Desde que Garry Birkhoff comenzé en 1930 el desarrollo general de la teoria
de reticulas, ésta ha demostrado tener una gran importancia para el desarrollo de
muchas disciplinas de las matematicas.

En los dltimos 20 afos, las grandes reticulas han sido consideradas para su
estudio. Por ejemplo, en [30] los autores estudian la gran reticula de clases abiertas
de mdédulos, mostrando que en efecto no es un conjunto; y en [28], los autores
consideran la gran reticula de clases de Serre.

Por otro lado, en la década de los anos sesenta, J. M. Maranda introdujo los
conceptos de prerradical y radical; y en esta misma década, S. E. Dickson comenzé el
estudio de las teorias de torsién en una categoria abeliana, demostrando que este
concepto es equivalente a la nocidn de radical idempotente en el sentido de Maranda
y establecié una correspondencia biyectiva entre las teorias de torsion hereditarias
y los radicales exactos izquierdos.

En la década de 1980, F. Raggi y J. Rios realizaron estudios de la reticula
de teorias de torsién. Posteriormente, en [25], R. Fernandez-Alonso, F. Raggi, J.
Rios, H. Rincén y C. Signoret iniciaron el estudio de la gran reticula de prerradi-
cales, denotada R-pr; y continuaron el estudio de ésta, por ejemplo en [26] y [27].
Asi surgieron varios articulos relacionados con R-pr, tales como [31] y [32], donde los
autores introdujeron los conceptos de médulo inyectivo principal y médulo principal,
respectivamente. También dieron condiciones para que R-pr sea un conjunto.

En el presente trabajo, continuamos con el estudio de la gran reticula de pre-
rradicales y de su relacién con otras grandes reticulas asociadas a un anillo.

En la primera parte de mi tesis, desarrollaremos la teoria basica de preradicales,
de algunas de sus propiedades y de los prerradicales alfa y omega, que seran de
gran ayuda durante los capitulos posteriores; ademds del material necesario y los
preliminares para que de esta forma la tesis sea lo mas autocontenida posible.

Posteriormente, mencionamos que R-pr es un ejemplo de casi-cuantal, concepto
introducido en [21], un trabajo realizado en conjunto con M. Medina y A. Zaldivar;
y que ya fue publicado.

Continuando con R-pr, estudiamos aspectos relacionados con seudocomple-
mentos y suplementos para prerradicales. Ademds, consideramos prerradicales esen-
ciales y superfluos. Caracterizamos la situacién en la que todos los prerradicales

VII



VIII Indice General

distintos de cero son esenciales, asi como también la situacién en la que todos los

prerradicales propios son superfluos. Estos resultados se encuentran publicados en
[34], en conjunto con H. Rincén.

Finalmente, en la dltima parte del texto, estudiamos condiciones de compacidad
y co-compacidad en R-pr.
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo del texto, R denotara un anillo asociativo con 1 y R—Mod denotara a
la categoria de R—mddulos izquierdos unitarios. Para cada M € R—Mod, N < M
significa que N es un submédulo de M.

Para temas relacionados con la teoria de mdédulos, el lector puede consultar [4],
[41] o bien [19].

Enseguida recordamos algunas nociones de clases de médulos, de reticulas de
éstas; y de prerradicales en R—Mod (en algunos casos en o[M]).

1.1 Clases de médulos.
En esta seccién, veremos algunas propiedades sobre clases de médulos.

Definicién 1.1.1 Sea C una clase de objetos en Mod(R). Diremos que:

(a) C es abstracta si es cerrada bajo copias isomorfas. Estoes, siN 2 K y K € C,
entonces N € C.

(b) C es hereditaria si es abstracta y cerrada bajo submddulos.
(c) C es cohereditaria si es cerrada bajo imdgenes de morfismos.

(d) C es estable si cada M € C tiene una presentacion invectiva en C, esto es, hay
un monomorfismo o : M — @ con @ € C inyectivo.

(e) C es coestable si cada M € C tiene una presentacion proyectiva en C, esto es,
hay un epimorfismo 3 : P — M con P € C proyectivo.

(f) C es cerrada por extensiones si para cada sucesion exacta corta 0 — L —
M — N — 0, con L, N € C se tiene que M € C.

(g) C es de pretorsion si es cerrada bajo coproductos e imagenes de morfismos.
(h) C es libre de pretorsion si es hereditaria y cerrada bajo productos directos.
(i) C es de torsion si es de pretorsion y cerrada bajo extensiones.
(j) C es libre de torsidn si es libre de pretorsion y cerrada bajo extensiones.
(k) C es una clase TTF si es de torsidn y libre de torsion.

)

(I

Decimos que C es una clase abierta en R—Mod si C es hereditaria y coheredi-
taria.



4 1.1. Clases de mddulos.

1.1.1 Monomorfismos esenciales, clases estables y capsulas inyectivas.

Definicion 1.1.2 Sea C una clase de médulos en Mod(R). Decimos que C es una
clase estable si para cada M € C, existe un monomorfismoa : M — E, con E € C
un médulo inyectivo.

Definicion 1.1.3 Sea f : M — N un monomorfismo en R—Mod. Decimos que

f es un monomorfismo esencial si para cada morfismo h : N — L tal que hf
es un monomorfismo, entonces h es monomorfismo. Equivalentemente, si f es un
monomorfismo y f(M) es un submddulo esencial de N.

Recordemos que para cada mdédulo M, existe un monomorfismo esencial f :
M — FE con E inyectivo, esto se llama una capsula inyectiva de M. A la eleccién
de una cépsula inyectiva de M, la denotaremos 5y : M — E(M).

Observacion 1.1.4 (a) Sean f : M — N y g : N — L monomorfismos. Entonces,
gf : M — L es un monomorfismo esencial si y sélo si f y g son monomorfismos
esenciales.

(b) Considere el siguiente diagrama conmutativo D :

o N

Ao

L—%~ M.

Si D es un producto fibrado con f un monomorfismo esencial y « un mono-
morfismo, entonces [’ es un monomorfismo esencial.

(c) Sea N < M. N es un submddulo esencial en M (denotado N <, M) si
y sélo si el morfismo inclusion de N en M,. n : N — M es un monomorfismo
esencial.

Observacion 1.1.5 Ndtese que las siguientes condiciones son equivalentes para una
clase C abstracta.

(a) (M €C ya: M — N monomorfismo esencial) = N € C.
(b) Paracada N € C, si N <. M, entonces M € C. (En este caso, decimos que C
es cerrada bajo extensiones esenciales.)

Observacion 1.1.6 Sea C una clase de R—mddulos. Considere las siguientes con-
diciones.

(a) C es cerrado bajo extensiones esenciales

(b) C es cerrado bajo capsulas inyectivas.
La condicién (a) implica (b). Para clases hereditarias las dos condiciones son
equivalentes.

Demostracién. (a) = (b) Nétese que una cdpsula inyectiva es una extensién
esencial.
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Ahora, supongamos que C es una clase hereditaria. Para ver la equivalencia de
las condiciones (a) y (b), sélo nos resta verificar (b) = (a).

Sea M € Cya: M — N un monomorfismo esencial. Veamos que N €
C. Consideremos ey : N — E(N) la capsula inyectiva de N. Entonces ey« :
M — E(N) es un monomorfismo esencial con E(N) inyectivo. Esto es, eya :
M — E(N) es una capsula inyectiva para M, y dado que éstas son dnicas salvo
isomorfismos, existe h : E(M) — E(N) isomorfismo.

M—2 s N

~

E(M) —— E(N)

Como M € C, por (b) se tiene que E(M) € C. Luego, dado que C es abstracta

y E(M) = E(N), concluimos que E(N) € C. Finalmente, como C es hereditaria y
en es un monomorfismo, podemos concluir que N € C.

O

Proposicion 1.1.7 Sea C una clase de médulos en R—Mod y considere las siguien-
tes condiciones:

(a) C es cerrado bajo cdpsulas inyectivas,

(b) C es una clase estable.

La condicién (a) siempre implica (b). Si ademds C es una clase hereditarias, las
condiciones (a) y (b) son equivalentes.

1.1.2 Epimorfismos superfluos, clases coestables y cubiertas proyecti-
vas.

Definicion 1.1.8 Sea f : M — N un epimorfismo en R—Mod. Decimos que
f es un epimorfismo superfluo si para cada morfismo h : L — M tal que fh
es un epimorfismo, entonces h es un epimorfismo. Equivalentemente, si f es un
epimorfismo con nticleo superfluo.

Definicién 1.1.9 Sea C una clase de médulos en Mod(R). Decimos que C es una
clase coestable si para cada M € C, existe un epimorfismo o : P — M, con P € C
un médulo proyectivo.

Recordemos que si M es un médulo con un epimorfismo superfluo vy : P — M
con P proyectivo, éste es llamado una cubierta proyectiva de M. Notemos que
no todos los médulos tienen cubierta proyectiva.

Recordemos que en el caso en que cada R—mddulo izquierdo finitamente ge-
nerado tenga cubierta proyectiva, se dice que R es un anillo semiperfecto. Por otro
lado, si cada M € R—Mod tiene cubierta proyectiva, se dice que R es un anillo
perfecto izquierdo.

Proposicion 1.1.10 Sean R un anillo perfecto y C una clase de médulos en R—Mod.
Considere las siguientes condiciones.




6 1.1. Clases de mddulos.

(a) C es una cubierta proyectiva.

(b) C es una clase coestable.

La condicion (a) siempre implica (b). Si ademds C es una clase cohereditarias,
las condiciones (a) y (b) son equivalentes.

Demostracién. Es dual a la demostracién de la Proposicién 1.1.7.

1.1.3 Gen(M), Cog(M)y o[M].
La siguiente definicién puede ser encontrada en [4, Cap. 2 Secc. 8, pag. 106].

Definicién 1.1.11 Sean N € R — Mod y C C R — Mod una clase de mddulos.

(a) Decimos que N es generado por C, si existe una familia {Uy}ocp C C con A

un conjunto de indices, y un epimorfismo @, {Ux} Ly M = 0. En el caso
de que A sea un conjunto finito, diremos que N estd finitamente generado
por C.

(b) Decimos que N es cogenerado por C, si existe una familia {Uy}oen C C

con A un conjunto de indices, y un monomorfismo 0 — M ER [Toca{Ux}
En el caso en que A es un conjunto finito, diremos que N estd finitamente
cogenerado por C.

Se denota por Gen(C) a la clase de todos los R—mdédulos izquierdos que son
generados por M; y Cog(C) denota a la clase de todos los R—mddulos izquierdos
M que son cogenerados por C.

En el caso de que C conste de un tinico médulo en la definicién anterior, se
tiene lo siguiente:

Definicién 1.1.12 Sea M € R—Mod.

(a) Un R—mddulo L es M —generado si existen un conjunto X y un epimorfismo
B:MX) - L.

(b) Un R—mddulo L es M —cogenerado si existen un conjunto X y un monomor-

fismo 3: L — M*X.

La clase de todos los médulos M —generados se denota por Gen(M); y la clase
de médulos M —cogenerados se denota por Cog(M).

Observacion 1.1.13 Sea C una clase de R—mddulos. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Gen(C) es una clase de pretorsion.
(b) Cog(C) es una clase libre de pretorsion.
Demostracién. Ver [4, Cap. 2 Secc. 8, pag. 106].
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Definiciéon 1.1.14 Sea M € R—Mod. Un R—mddulo N es subgenerado por M
si N es isomorfo a un submddulo de un médulo M —generado.

Se denota por o[M] a la clase de todos los R—modulos subgenerados por M.
Un médulo N es llamado un subgenerador de o[M] si oc[M] = o[N].

Proposicion 1.1.15 Sea M € R—Mod. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) o[M] es una clase de pretorsion hereditaria. Mas adn, o[M] es la menor clase
hereditaria que contiene a Gen(M).

(b) o[M] es una subcategoria plena de R—Mod. Mas ain, o[M] es una categoria
abeliana de Grothendieck.

(¢) o[M] es cerrada bajo sumas directas, coproductos, niicleos y conticleos; y el
producto de una familia de médulos {N;};cr en la categoria o[M] estd dada

por [T} {N:} := Tr(o[M], T, {N:}).

Demostracién. (a) Se sigue de la definicién de o[M]; y dada cualquier clase here-
ditaria C tal que Gen(M) C C, se verifica que o[M] C C. Para los incisos (b) y (c)
consultar [41].

t

Observacion 1.1.16 Una clase de R—mddulos C es una clase de pretorsion here-
ditaria si y sélo si existe M € R—Mod tal que C = o[Mc].

Dado un médulo M, a o[M] se le suele llamar clase (o categoria) de Wisbauer.
En vista de la Observacién 1.1.16, a las clases de pretorsién hereditarias también se
les suele llamar clases de Wisbauer.

Para profundizar en la teoria de mddulos en o[M], el lector puede consultar
[41]. Notése que para M = R se satisface que o[M] = R—Mod.

1.2 Reticulas de clases de mdédulos

Recordemos que una reticula es un conjunto parcialmente ordenado (&, <)
tal que para cualesquiera dos elementos a,b € %, existen a Ab € £ (el infimo de
ayb)yaVvbe.Z (el supremo de a 'y b). En el caso de que cualquier subconjunto
C de una reticula (£, <) tenga un supremo y un infimo en %, se dice que £ es
una reticula completa.

De acuerdo con [38], una gran reticula es una clase propia C con un orden
parcial < tal que C con este orden es una reticula, salvo por el hecho de que no es
un conjunto.

En este texto trabajaremos algunas (grandes) reticulas.

Para profundizar en el estudio de la Teoria de reticulas, el lector puede consultar
(8], [16] y [23].

Dada P una propiedad de cerradura en R—Mod. Denotaremos por .£p a todas
las clases C de R—mddulos que son cerradas bajo la propiedad P. Esto es,

Zp = {C | C es una clase de médulos cerrada bajo la propiedad C}.




8 1.2. Reticulas de clases de médulos

Simbolo  Denota la propiedad de ser:

Hereditaria
Cohereditaria
Céapsulas inyectivas
Cubiertas proyectivas
Productos directos
sumas directas

ext Extensiones

CR=R I RN

De acuerdo con la Definicién 1.1.1, tenemos la siguiente notacién.

Dado el conjunto de estos simbolos S = {~—,—, E, P,II, ®, ext}, en este
texto, consideraremos clases de mddulos que satisfacen propiedades de cerradura
D C S. En ese caso, .%p denotard a la clase de clases de médulos que satisfacen las
propiedades de cerradura denotadas con los simbolos en D. En el estudio de clases
de clases de médulos se ha visto que tienen propiedades reticulares y el desarrollo de
la teoria en esta linea de investigacién ha permitido dar caracterizaciénes de anillos
y médulos.

Simbolo Clase de las clases de médulos
Z_. hereditarias
Z. cohereditaria
L hereditarias y cohereditarias (abiertas)
ZLn libres de pretorsion
Lo de pretorsién
L, libres de pretorsién cohereditaria
Lo de pretorsién hereditarias (de Wisbauer
o cerradas)
L Meat libres de torsidén
L @, eat de torsién

clases libres de torsién cohereditarias
de torsion hereditarias

@
jH,H,—»,ezt

—, >, ®,ext (localizantes)

Lr cerradas bajo capsulas inyectivas
Lp cerradas bajo cubiertas proyectivas
“n cerradas bajo productos directos (de Jans
o jansianas)
RS cerradas bajo sumas directas
Leat cerradas bajo extensiones
Lo et de Serre

R —nat:=.%_. Ee hereditarias,cerradas bajo

sumas directas y cdpsulas inyectivas  (naturales)

A continuacién hacemos mencién de la estructuras reticular de algunas de estas
clases de clases de médulos.

Proposicion 1.2.1 Las siguientes clases de mddulos tienen estructura de gran
reticula completa:

XH, $>—>,ﬂ»7 g‘»’@

Z,, Z_n L,
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D?H,—»,GB g—»,@,ea:t gH,—»,@,ewt
D?H,H,emt éﬁ—»,l—[,—»,ext R —nat = $>—>,E,®
Demostracién. Ver, [1], [2], [3], [12], [28] y[30].
U
1.2.1 Operacién (— : —) de clases de R—Mod y reticulas relacionadas.

Para comenzar esta seccién, veamos algunos resultados relacionados con ex-
tensiones y clases cerradas bajo extensiones. Cabe mencionar que a lo largo de esta
seccidn, consideraremos clases de médulos que son abstractas y que contienen a 0.

Observacion 1.2.2 Sea C una clase de R—mddulos tal que C € £.,;. Entonces,
C es una clase abstracta cerrada bajo sumas directas finitas.

Lema 1.2.3 [11] Sea C C R—Mod una clase de médulos tal que C € L.y 1. Sea

n:0sYhxSrn oo
una sucesion exacta corta tal que Y € Cog(€) y L € £. Entonces X € Cog(€).

Demostracién. Como Y € Cog(C), existe un monomorfismo h : ¥ — F, con
F =JlocalBa} y {Eataen € C. Notemos que F' € C, ya que C es cerrada bajo
productos.

Consideremos el siguiente diagrama en R — Mod

Haciendo el coproducto fibrado (push out) de los morfismos h 'y f, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos (ver [37, Lemas 7.28 y
7.29)).

0
n: 0 y Jox-ft.p 0
push out
NG
w0 Fl.og- 2. 0

Notemos que por el Lema del Quinto, £ es un monomorfismo.

Por otro lado, como L' = L € £, entonces L' € £. Luego, como & es cerrada
bajo extensiones y n’ es una sucesién exacta con L', F € &, y concluimos que

Qe
Por lo tanto, X € Cog(€).




10 1.2. Reticulas de clases de médulos

O

Denotaremos por Fcog(C) a la clase de todos los R—mdédulos izquierdos que
son finitamente cogenerados por C. Esto es, los R—méddulos M que se sumergen en
un producto directo finito de elementos de C.

Lema 1.2.4 [11] Sea £ una clase de médulos de R — Mod con €& € Loy Si

n:0—=Y Iy X % [ 0 es una sucesion exacta corta con Y € Feog(&) y L € &;
entonces X € Fcog(C).

Demostracidn. La demostracion es similar a la dada en el Lema anterior, notando
que & es cerrada bajo productos directos finitos, pues es cerrada bajo extensiones.
O

Definicion 1.2.5 Sean C,D clases de R—mddulos izquierdos. Definimos,
(C:D):={F e€R-Mod: 30505 E% D50 exacta, conC €C, D e D}.

Cabe mencionar, que la definicién anterior, puede ser encontrada en distintos
contextos, por ejemplo en [43, Definition 1.1] Yoshizawa lo define para subcategorias
de Serre en R—Mod; en [42, 1.2 Definition] Wisbauer da esta definicién para clases
en o[M]; y en [12, 6.4] Dauns define esto para clases en R — Mod vy al operador
(— : —) le llama "module extension operator.”

Ejemplo 1.2.6 (a) Del Lema 1.2.3, se sigue que si C € %, entonces (Cog(C) :
C) C Cog(C). Similarmente, Del Lemal.2.4 se sigue que si C € L.+, entonces
(FCog(C):C) C FCoyg(C).

(b) Sea (T,F) es una teoria de torsion hereditaria. Entonces, sabemos que para
cada M € R — Mod, existe una sucesion exacta en R — Mod,
0—-T—-M— F —0,

conT €T yF eTF. Por lo tanto, (T : F) = R — Mod.

Lema 1.2.7 Sean C, D clases abstractas y que contienen al cero, es claro que C C
(C:D)yDC(C:D).

Demostracién. En efecto, para cada X € C, basta tomar la sucesidn exacta 0 —
1 .
X -5 X — 0 — 0; y para cada Y € D basta tomar la sucesién exacta 0 — 0 —

Yy Xy o,
0

Observacion 1.2.8 Sea £ una clase abstracta de R—mddulos , que contiene al
cero y tal que & € Z£_. x4 Entonces, para cada C € £y}, se satisface que
D={XaY:XeC &Ye&}C(C:¢).

Demostracién. Sea D € D, entonces existen X € Cy Y € € talesque D = X @Y.

Por lo tanto, la sucesién exacta 0 — X & D 5 Y — 0, muestra que D € (C:8).
O

Lema 1.2.9 Si & es una clase de R—mddulos izquierdos que contiene al cero y tal
que £ € %L, entonces (€ : &) =E.
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Demostracién. Ya hemos notado que siempre se satisface que £ C (€ : £). Por
otro lado, si X € (£ : £), entonces tenemos una sucesién exacta 0 - M — X —
N — 0, con M,N € &; y dado que £ es cerrada bajo extensiones, se sigue que
X ekl

O

Las siguientes tres proposiciones pueden encontrarse en [42] para la categoria
o[M].

Proposicion 1.2.10 [42, Proposicion 1.3] SeanC, D subclases abstractas de R—md-
dulos. Para cada ideal izquierdo I de R, R/I € (C : D) si y sélo si existe un ideal
izquierdo J de R tal que I C J, J/T€Cy R/J € D.

Demostracién. (=) Sea I un ideal izquierdo de R. Por hipétesis, existe una sucesién

exacta 7 : O—)C’L)R/I&DHOeanMod,conCECyDGD. Por
el teorema de la correspondencia, existe un ideal izquierdo J de R tal que I C J, y
J/I = Ker(g) = C € C. Finalmente, usando el tercer teorema de isomorfismo y la
sucesidn exacta 7, concluimos que D = R/ J.

(<) Sea I un ideal izquierdo de R. Por hipdtesis, existe un ideal izquierdo J de R
tal que I C J, J/I € Cy R/I € D. Por lo tanto, la sucesién exacta 0 — J/I —
R/I — R/J — 0 implica que R/I € (C : D).

O

Proposicién 1.2.11 [42, Propiedades 1.4(i)] Sean C,D C R— Mod clases abstrac-
tas. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) SiC y D son hereditarias, entonces (C : D) es hereditaria.
(b) SiC y D son cohereditarias, entonces (C : D) es cohereditaria.

(¢) SiC y D son cerradas bajo sumas directas, entonces (C : D) es cerrada bajo
sumas directas.

Demostracién. (a) Sean M € (C: D)y 0 # o : N — M un monomorfismo.

Dado que M € (C : D), existe una sucesién exactan: 0 — C LM~ D%o.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos.

0

00 y LN ox 0
producto

n: 0 cf"”;lmM oD 0

Notemos que h y [ son monomorfismos.

Entonces, dado que C y D son hereditarias, concluimos que Y € Cy X € D.
Por lo tanto, N € (C : D).

(b) La demostracién es analoga a la hecha en (a).

(c) Sea {M,}aear C (C : D). Entonces, para cada o € A, existe una sucesién
exacta 1, : 0 — C, ﬁ) M, 22 D, —> 0. Por lo tanto, existe la sucesién
exactan: 0 — PC, N DM, L @D, — 0 (ver [41, 9.7(6)]). Con esto
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concluimos que @ M,, € (C : D), ya que por hipétesis C y D son cerradas bajo
sumas directas.
O

Proposicién 1.2.12 [42, Propiedades 1.4(ii)] Sean C,D C R — Mod abstractas.
Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) SiC y D son abiertas entonces (C : D) es abierta.

(b) Si C y D son cerradas bajo submddulos, cocientes y sumas directas (finitas)
entonces (C : D) también lo es.

Demostracién. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 1.2.11.

O
Observacion 1.2.13 La operacion (— : —) es asociativa y estd bien definida en
L., L, Ly L. e, respectivamente. Esto es,
(—:=): L. x%L., — £
(—:=): 2. x %, —Z,
(—:—):.i”@xf@ﬁf@
(—:—): L XL, — 2.
(—:-)i e X e — L e
son operaciones asociativas.
El siguiente lema, nos permitird probar que la operacién (— : —) también

estd bien definida en las reticulas Z< () y en Z< () g, la reticula de clases natu-
rales en R — Mod.

Lema 1.2.14 Sean C,D € ZLi< g()}. Entonces (C : D) € Z(< p()-

Demostracién. Ya hemos visto que si C,D € Z<, entonces (C : D) € Z<.
Ahora veamos que (C : D) es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Sean M € (C:D).yn: 0= C L M% D =0 una sucesién exacta en
R—ModconCeCyDeD.

Sean e : C — E(C) yep : D — E(D) las capsulas inyectivas de C'y D,

L
respectivamente. Consideremos la sucesién exacta / : 0 — E(C) =5’ E(C) &

PE(D)

E(D) =" E(D) — 0. Esta en particular implica que E(C) @ E(D) € (C: D), ya
que por hipétesis E(C) € Cy E(D) € D.

Por otro lado, como f es un monomorfismo y E(C') es inyectivo, existe un
morfismo h : M — E(C) tal que ho f =ec.
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0
0 c—t o
o
P
E(C).

Por lo tanto, obtenemos por la propiedad universal del producto para E(C) &
E(D), existe un tnico morfismo ¢ : M — E(C) @ E(D), tal que

EDOY=DPED °PYh=Dprc)p-(+)

Veamos que el siguiente diagrama (**) es conmutativo.
! 9

n:0 C M d 0
€L %] lED
w0 E(C) —EE(0) @ BE(DY"2~ E(D) 0

Por (+), tenemos que el cuadrado de la derecha conmuta.

Por otro lado, recordemos que 1 p(cyaE(D) = LE(C)PE(C) T LE(D)PE(D)- Luego,
of = lgwyerm) (@f) = teype)ef+iemPem)ef = teeyhf+ipm)epgf=
tpcyhf = tpo)ec.

Esto es, ¢f = tg(c)ec. Por lo tanto, el cuadrado de la izquierda también
conmuta.

De lo anterior, concluimos que el diagrama (**) conmuta. Ahora, como ¢ y
ep son monomorfismos, concluimos que ¢ es un monomorfismo.

Finalmente, al considerar la cipsula inyectiva de M y el hecho de que E(C) &
E(D) es inyectivo, obtenemos un morfismo w : E(M) — E(C) @& E(D)

|
0 J\J:[ £ E(C) & E(D)
B

tal que ¢ = w o g)y. Luego, dado que ¢ es un monomorfismo y £;; es un mono-
morfismo esencial, concluimos que w es un monomorfismo.

Finalmente, como (C : D) es una clase hereditaria y w es un monomorfis-
mo con E(C) @ E(D) € (C : D), podemos concluir que E(M) € (C : D).
O

Lema 1.2.15 Sean C,D € Z<, con D cerrada bajo cdpsulas inyectivas. Entonces,
(D:C)< (C:D).

Demostracién. Sea M € (D : C), entonces existe una sucesién exacta 1 : 0 —

LM N 0, con L € Dy N € C. Consideremos ademds ¢, : L — E(L),
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la capsula inyectiva de L. Tomando el coproducto fibrado de los morfismos f vy €y,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

n: 0 L~y nN 0
lf‘:L J{h \LIN
n:0—=FL)—“=Q—=N 0

Notemos que h es un monomorfismo; y la sucesién exacta 7’ se escinde, pues
E(L) es inyectivo.

Asi, obtenemos una sucesién exacta 0 = N % Q % E(L) — 0. Por lo tanto,
@ € (C : D). Finalmente, como h es un monomorfismo y la clase (C : D) es

hereditaria, concluimos que M € (C : D).
O

Corolario 1.2.16 SiC,D € .Z_ ., ; entonces (C: D) = (D :C).

<.E()?

Demostracién. Por el lema 1.2.15, tenemos que (C: D) C (D:C)y (D :C) C (C:
D).

U
Corolario 1.2.17 La operacién (— : —) estd bien definida en Z< () y es conmu-
tativa.
Demostracién. Es una consecuencia inmediata de 1.2.14 y 1.2.16.

|

En el siguiente corolario, damos una demostracidn alternativa de [12, Corolario
6.1.7].

Corolario 1.2.18 SiC,D € Z< g(),q¢; entonces (C: D) =C\/ D.

Demostracién. Primero, dado que C,D € Z< p(_)q, por el Lema 1.2.11 y el
Lemal.2.14, se tiene que (C : D) € ZSE(_),@. Ahora, por el Lema 1.2.7, tenemos
que CUD C (C: D). Asi, concluimos que £p_nat(CU D) C (C : D).

Por otro lado, usando el hecho que £ nq:(CUD) es cerrada bajo extensiones,
tenemos que (C: D) C ((r—Nat(CUD) : Er_nNat(CUD)) = Ep_nat(C U D). Esto
es, (C : D) - SR—Nat(C U D)

O

1.2.2 Operaciones (—: &)y (€ : —), con & cerrada bajo extensiones.

Proposicién 1.2.19 Sean C,D,£& C R — Mod, con & € L ext,—y ¥y C,D €
L0, Entonces (C: (D :&)) = ((C:D):E).
Demostracién. Veamos primero que (C: (D: £)) C((C:D):&).SeaU € (C:

(D :E)). Entonces, existe una sucesién exacta 77 : 0 — C AN Iy N 0, con
CeCyFe(D:¢&). Porotro lado, como F € (D : &), existe una sucesién exacta

nQ:O%DgFgEﬁo,conDeDyEGS.

Haciendo el producto fibrado de los morfismos g y h, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R — Mod (ver [37, Lemas 7.28 y 7.29])
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f P g

producto
lh’ h’ h
f

fibrado
F

=
=)
Q
d
o

Veamos que la sucesidén exacta v : 0 — P S w oo 0, satisface las
condiciones para que U € ((C: D) : £).
Como C' = (', se sigue que C" € C. Entonces, la sucesién exacta v : 0 —

o s pp 0, del diagrama anterior, garantiza que P € (C : D). Por
otro lado, como W = E € &, se tiene que W € £. Por lo tanto, tenemos que
Ue((C:D):¢&).

De manera similar, se puede probar que ((C:D): &) C (C: (D :&)).

Observacion 1.2.20 R—Mod satisface que (R — Mod : £) = R — Mod.

Definicion 1.2.21 Sea C € R—Mod tal que 0 € C. Decimos que C es cerrada
bajo (—:£)—extensiones (o bien, £—extensiones a izquierda), si para cualquier
sucesion exacta

n:05C050%E S0
conC eCyEFE €E&, setiene que Q € C.

Denotaremos por £ _.¢} a la clase de todas las clases C € R—Mod que son
cerradas bajo (— : £)—extensiones.

Ejemplo 1.2.22

(a) Sea & € Lo et —. [T} Por el Lema 1.2.3, tenemos que Cog(€) € ZL(_.¢}.
(b) Sea & € LYo cat,y- Por el Lema 1.2.4, tenemos que Fcog(&) € ZLy_.¢y.

Proposicién 1.2.23 Sea C € £ ..}. Entonces (C : £) € ZL(_.¢}.

Demostracién. Veamos que (C : &) es cerrada bajo (— : £)—extensiones. Sea

n 0—>DL>ML>E1—>0,conD6(C:5)yE165.Probemosque
Me(C:¢).

Como D € (C : &), entonces existe una sucesién exacta v: 0 — C SN ) LN
Ey; — 0,con C € Cy E5 € £ Haciendo el coproducto fibrado de los morfismos f
y k, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en R — Mod.
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0 0
C—=C
h w
0 ! ) 0
coproducto
k u o i v
0 E2 fib'r‘/ado g I 0
f
0 0

En vista de que Fa y L = E; estan en £ € L4y, concluimos que Q € £. Por

w

otro lado, €’ = C € C. Por lo tanto, la sucesién exacta 0 — ¢/ —2» M -2 Q—0
implica que M € (C: €).

Por lo tanto, (C: E) € Ly (—.c)}-
g

Lema 1.2.24 SeanC C R —Mod y &€ C R —Mod, con £ € Lo, ez} Entonces
&g (C) ={M € R-Mod : YN — M,3n: 05 C - N - E —
0, exactaen R—Mod con C €C y E € £}.

El siguiente lema nos da condiciones equivalentes para que una clase sea cerrada
bajo (— : £)—extensiones.

Lema 1.2.25 Sea C € Zy,.}. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(a) C € L ey
(b) C=(C:&).

Demostracién. [(a)=-(b)] Siempre se cumple que C C (C : £), asi que sélo resta
probar que (C: &) C

Sea D € (C : &). Entonces, existe una sucesién exacta n: 0 — C ENYREN
E—0,conCeCyFEec& ComoC € L., sesigueennqueD eC.

[(b)=(a)] Como C = (C : £); se sigue por la proposicién 1.2.23 que C' € Zf_.¢;.

O
Observacion 1.2.26 Para cada C € Ly ., (—.e)} se cumple que CNE =E; y en
particular £ C C.

Observacion 1.2.27 Para cada C, D € Ly, (~.¢)}, definimos C AN D :=C N D.
Podemos probar que C AD € Lo ., (—.6)}-

En [29], F. Raggi y C. Signoret dieron una caracterizacién de la clase de Serre
generado por una clase dada. En la siguiente proposicién, veremos dicho resultado.
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Proposicién 1.2.28 [29] Sea A una clase de R—mddulos. Sea A° := {0}; A" :=

(A™ : A) paran € Z. Entonces, U A" es la clase de Serre generada por A.
neN

Otra caracterizacién es dada por M. Prest en [24] para subcategorias de Serre
en una categoria abeliana. Enseguida, retomamos dicho resultado.

Proposicién 1.2.29 (Prest) [24, Lema 2.1] Sea X una coleccion de objetos en la
categoria abeliana <7; y (X) la clase de Serre generada por X. Entonces A € (X')
si y solo si A tiene una filtracion A = A, > A,_1 > --- > ag = 0, con factores
Aiv1/A; cada uno de los cuales es un subcociente de un objeto de X.

En particular, si S,S’ son clases de Serre en </; entonces SV S’ consiste de
aquellos objetos una filtracién finita, donde cada factor estaen SU §'.

1.2.3 (Grandes) reticulas fuertemente seudocomplementadas y sus es-
queletos.

Definicion 1.2.30 Sea .Z una (gran) reticula con elemento menor 0. decimos que
un elemento a’ € L es un seudocomplemento fuerte de a € LsiaAad =0y
para cada b € L tal que a Ab =0, entonces b < a’.

Observacion 1.2.31 Sean £ una reticula con menor elemento 0 y a € £. Si a
tiene un seudocomplemento fuerte, éste es tinico.

Demostracién. Sean b,b’ € £ seudocomplementos fuertes de a. Como a Ab =0
y b’ es un seudocomplemento fuerte de a, se sigue que b’ < b. Similarmente, Como
aAb =0y bes un seudocomplemento fuerte de a, se sigue que b < b’. Finalmente
b<b <bimplican b=10".

O

Si a € & tiene seudocomplemento fuerte en ., denotamos por a% a su
seudocomplemento fuerte.

Decimos que L es una (gran) reticula fuertemente seudocomplementada
cuando cada a € L tiene un seudocomplemento fuerte. En este caso,

Skel(L) = {a € £ : a es un seudocomplemento fuerte en.Z}

es el esqueleto de .Z.

Recordemos que una reticula es de Boole si es distributiva y complementada.

Proposicion 1.2.32 Sea .Z una reticula con menor elemento 0 y fuertemente seu-
docomplementada. Entonces Skel(.£) es una reticula de Boole.

Proposicion 1.2.33 Sea £ una reticula fuertemente seudocomplementada. Las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) £ es de Boole.
(b) &£ = Skel(£)
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1.2.4 Clases naturales,conaturales y prenaturales.

Definicion 1.2.34 Una clase C € Skel(.Z<) ess llamada clase natural.
Definicion 1.2.35 Una class C € Skel(£.,) es llamada clase conatural.

Proposicion 1.2.36 Sea r es un radical idempotente; y 7. = (T,.,F,.) la teoria de
torsion asociada a r. SiF,. es cohereditaria, entonces T,. es cerrada bajo cubrimientos
superfluos.

Demostracién. Sea M € T,yn:0—- K — P NG VN 0, con f un epimorfismo
suplerfluo, esto es, K := Ker(f) << P.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

0 0 0
’ ’ P K
0 r(P) N K - p(P) — T T ;: 0
O(” (6% a/
g f
0 K P M 0
B B B’
K + T(P) g// P f//
0 M 0
r(P) r(P)
0 0 0

P
Notemos que ¢, = W € F,.. Como F, € .Z.,, se sigue que M’ € F,.. Po
r

otro lado, como M € T, y ' es un epimorfismo, se sigue que M’ € T,. Asi,
M’ e T, NTF, ={0}. Por lo tanto, M’ = 0.

P K+r(P)
r(P) —  r(P)
submédulo superfluo de P, concluimos que P = r(P). Por lo tanto, P € T,.

Luego, ; 'y por lo tanto K + r(P) = P. Como K es un

O

Corolario 1.2.37 Si r es un t—radical idempotente, entonces T, es cerrada bajo
cubrimientos superfluos.

Proposicion 1.2.38 Sea r es un radical idempotente y 7. = (T,.,F,) la teoria de
torsion asociada a r. Si F,. es cohereditaria; y para todo M € T,., M tiene cubierta
proyectiva; entonces T,. es cerrado bajo cubiertas superfluos.

Demostracién. Sea M € T, y ey : P(M) — M una cubierta proyectiva de M.
Como ej; es un epimorfismo superfluo, por la Proposicién 1.2.36 se concluye que
P(M) € T,.

U
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Proposicion 1.2.39 Sea R un anillo perfecto y T una clase de médulos. Conside-
remos las siguientes condiciones.

(a) T es cerrado bajo cubrimientos superfluos.

(b) T es cerrada bajo cubiertas proyectivas.

La condicién (a) implica (b). Si ademds T es cohereditaria, entonces las condiciones
(a) y (b) son equivalentes.

Demostracién. Notemos primero que si M € T y ey @ P(M) — M es una
cubierta proyectiva de M. Esta en particular es un cubrimiento superfluo; asi que
por la condicién (a) concluimos que P(M) € T.

Ahora, supongamos que ademds 7 es cohereditaria. Vemos que (b)=-(a). Sean
M eT, f:P— M un epimorfismo superfluoy ep; : P(M) — M es una cubierta
proyectiva de M.

Luego, existe h : P(M) — P tal queep; = fh. Como £) es un epimorfismo su-
perfluo, se sigue que h es un epimorfismo. Como P(M) € T, concluimos que P € T.
O

Corolario 1.2.40 Sea r es un radical idempotente y 7. = (T,,F,) y R perfecto
(izquierdo). Son equivalentes.

(a) T, es cerrada bajo cubrimientos superfluos.

)
b) T, es cerrado bajo cubiertas proyectivas (y cocientes).
) F, es cohereditaria.

)

(
(c
(d) r es un t—radical.

Proposicién 1.2.41 Sea A € Z< 17, 14 := Rej(A) € R-rad el radical asociado a

A; y T, , la clase de pretorsion asociada a r4. Si f : N — M es un epimorfismo
superfluo con M € A, entonces g, . (f) : ¢-.(N) — M es un epimorfismo superfluo.

Demostracién. Como M € A, se sigue que r4(M) =0
O

1.3 Prerradicales

En [38, Chapter VI|, se encuentra desarrollado el tema de prerradicales sobre
categorias abelianas de Grothendieck. En esta seccién presentamos definiciones y
algunas propiedades de los prerradicales, para dos categorias en particular, R—Mod
y o[M], con M un R—mddulo. En [6] el lector puede consultar la teoria de prerradi-
cales sobre R—Mod; y en [10, Chapter 2], se puede consultar teoria de prerradicales
en o[M].

En esta seccién presentamos definiciones y algunas propiedades de los prerradi-
cales, principalmente en R—Mod; pero que pueden ser extendidas también a o[M],
con M un R—médulo.

Definicion 1.3.1 Sea r : R—Mod — R—Mod un funtor. Decimos que r es un
prerradical en R—Mod s/ es un subfuntor de la identidad; esto es, si se satisfacen
las siguientes condiciones.
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(a) Para cada M € R—Mod, (M) es un submddulo de M.

(b) Para cada f : M — N morfismo en R—Mod, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo.

r(ﬂf) i (Jf)
M—1 N

Ejemplo 1.3.2 (a) En R—Mod, rad : R—Mod — R—Mod, donde rad(M) =
({N | M es un submédulos maximo de M} es un prerradical.

(b) En R—Mod, zoc : R—Mod — R—Mod, es un prerradical; donde zoc(M) =
Y {N | N es un submdédulo simple de M} para cada R—mddulo M.

(c) SeaI un ideal bilateral de R, r; : R—Mod — R—Mod dado por rj(M) = IM,
es un prerradical.

(d) SeaC una clase de médulos, Tr¢e : R—Mod — R—Mod definido por Tre(N) =
S>{Im(f)| f:C — N para algin C € C}, es un prerradical. Para cada mddu-
lo N, Trc(N) es lala traza de C en N.

(e) SeaC una clase de médulos, Reje : R—Mod — R—Mod definido por Rejq(N)
= ({Ker(f) | f: N — C para algin C € C}, es un prerradical. Para cada
médulo N, Rejc(N) es el rechazo C en N.

Definicion 1.3.3 Sea N € R—Mod y S := Endg(N). Un (R, S)—submddulo de
N es llamado totalmente invariante o caracteristico.

Denotamos
Sti(N) ={L € R—Mod | L es un submédulo totalmente invariante de N}.

Dados M € R—Mod y N € ¢[M], denotamos
S%(N) ={L € o[M] | L es un submédulo totalmente invariante de N}.

Proposicién 1.3.4 [6] Sea run prerradical. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada r € R—Mod, r(M) € Sy;(M).
(b) Si M es proyectivo, entonces r(M) = r(R)M.

(¢) Sea {My}aer una familia de R—mddulos y r : R—Mod — R—Mod un prerra-
dical. Las siguientes condiciones se satisfacen.

() r(@acr Ma) = Bocr7(Ma)-
(i) r(Iaer Ma) < Tlaer m(Ma)-

La clase de todos los prerradicales en R—Mod es denotada por R-pr. Asi mismo,
dado un médulo M, la clase de todos los prerradicales en o[M] es denotada por
M — pr.

R-pr tiene las siguientes operaciones. Para cada M € R—Mod, r, s € R-pr,
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(a) (r-s)(M) :=r(s(M)).

(b) (r:s)(M) es tal que (r: s)(M)/r(M) = s(M/r(M)).
(©) (rVs)(M):=r(M) + s(M).

(d) (rAs)(M) =r(M)ns(M).

Para una clase C de prerradicales se satisface:
(€) (A{reChH(M):={r(M)]|recC},
() (V{r e CHM) := > {r(M) | r eC}.

Se puede observar que atin cuando C sea una clase propia, {r(M) |r € C} es
un conjunto para cada M € R—Mod.

En R-pr existe un orden parcial dado por r < s si (M) < s(M) para cada
M € R—Mod. Es facil ver que r- s <rAsyrVs =< (r:s).

Definicién 1.3.5 Sea r € R-pr. Decimos que:

(a) r es idempotente sir -7 =r.
(b) 7 is a radical si (r:r) =1

(¢) r es exacto izquerdo(o hereditario) si satisface que para cualquier M €
R—Mod y N < M, se satisface que r(N) =r(M) N N.

(d) r es unt—radical (o cohereditario) si satisface que r(M) = r(R)M para cada
M € R—Mod.

Observacion 1.3.6 Sea r un prerradical. Entonces
(a) T, ={M € R—Mod | (M) = M} es una clase de pretosion.
(b) F,. ={M € R—Mod | r(M) = 0} es una clase libre de de pretosion.

Para cada r € R-pr, las clases T, y F, son llamadas la clase de pretorsion
y la clase libre de pretorsién asociada a r, respectivamente.

Proposicion 1.3.7 Sea r un prerradical. Entonces se satisfacen las siguientes con-
diciones.

(a) #: R—Mod — R—Mod definido por (M) => {A| A<My AcT,} esel
mayor prerradical idempotente por abajo de r.

(b) 7: R—Mod — R—Mod definido por 7(M) =(\{B| B <M y M/B €F,} es
el menor radical v por arriba de r.

(¢) 7 : R—Mod — R—Mod dado por #(M) = M Nr(E(M)) es un prerradical

exacto izquierdo. Mas atin, T es el menor prerradical exacto izquierdo por arriba
der.

Proposicion 1.3.8 Sea r un prerradical. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.
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(a) r es exacto izquierdo.

(b) r es un funtor exacto izquierdo.

)
)

(c) r es idempotente y T, es una clase hereditaria.
)

(d

r =

Proposicion 1.3.9 Sea r un prerradical. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

a) r es un t—radical.

(b) r preserva epimorfismos.
(¢) 7 es un radical y F,. es una clase cohereditaria.

)
)
)
)

(d) El funtor q, : R—Mod — R—Mod definido por q,.(M) = M/r(M) es exacto

derecho.

1.3.1 Prerradicales alfa y omega

Definicion 1.3.10 Dado M E R—Mod y N € Sy;(M), existen dos prerradicales

distinguidos en R-pr, a¥, w¥ : R—Mod — R—Mod asignando M a N. Estos se
definen como sigue:

ay (L):=3{f(N) | f € Homgp(M, L)}

N (L)=n{f""(N)| f € Homgr(L, M)},
para cada L € R—Mod.

1

Definicion 1.3.11 Sea M € R—Mod, r € M—pr y N,L € o[M], con L €
S;:M(N). Se definen dos prerradicales en M—pr,a Y, w¥ : o[M] — o[M],

=> {f(L)| f € Homg(N, K)},

wi (K):=n{f (L) | f € Homg (K, N)},
para cada K € o[M].
Proposicién 1.3.12 [25] Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sear € R-pr, N un R—mddulo, y L € S§;(N). Entonces r(N) = L si y sélo
sial <r=<wh.

(b) Sea M € R—Mod, r € M — pr y N, L € o[M], con L. € Sy;™ (N). Entonces
r(N)= L siysdlosial <r=<wh.
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Denotaremos por R-simp un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de mddulos simples; y £ denotard a la clase de médulos inyectivos. Para
cada M € R—Mod, E(M) denota una cédpsula inyectiva de M; y P(M) denota
una cubierta proyectiva de M (en caso de existir).

Establecemos la notacién, Cy := @{S | S € R-simp}, Dy := P{E(S) |
S € R-simp} y By := E(@P{S | S € R-simp}). Cabe mencionar que Ej es el
cogenerador inyectivo minimo de R—Mod. Obsérvese que rad = woco y zoC = agg.

Para conveniencia del lector, a continuacién enlistamos algunas propiedades de
estos prerradicales en R-pr (ver [31, Proposition 1.3]).

Proposicion 1.3.13 Para cada r € R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) r= V{aff(fM) | M € R—Mod} = /\{w%M) | M € R—Mod}.

(b) o}l es idempotente para cada M € R—Mod. Mds aiin, r es idempotente si y
sélo sir = \/{ad | M €T,}.

(c) wd! es radical para cada M € R—Mod. Mds aiin, v es radical si y solo si
r=Nw}l| M €F,}.

(d) wk es un prerradical exacto izquierdo para cada E € & y K € Sy;(E). Mds
atdn, r es un prerradical exacto izquierdo si y sélo si r = /\{wf(E) | E €&}

(e) w¥ es un radical exacto izquierdo para cada E € £. M4s aiin, r es un radical
exacto izquierdo si y sélo sir = N{wf | r(E) =0 and E € £}.

(f) ot es un t—radical. De hecho, r es un t—radical si y solo si r = O‘?(R).

La siguiente proposicién puede ser consutada en [25, Lemma 16] y [15, Propo-
sicién 2.39].

Proposicion 1.3.14 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sean M = @{M;}icr y N = @{N,}ic1 en R—Mod tales que N € Sy;(M).
Entonces N; € Sy;(M;) para cadai € I; y ol = \/{O/\N4 iel}.

(b) Sean M = [[{M;}icr y N = [[{Ni}icr en R—Mod tales que N € Sy;(M).
Entonces N; € Sy;(M;) para cadai € I; y wi = /\{wJI\V,IL |ieI}.

A continuacién mencionamos algunas propiedades de prerradicales en o[}M]
(ver [33, Section 2]).

Proposicién 1.3.15 [33] Sean N, L € o[M] y K un submddulo totalmente inva-
riante de N. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) oy (L) =Try(L).
(b) wi' (L) = Rejn(L).
K

(c) Si L es N—inyectivo, entonces aX¥ (L) = of(L).
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(d) Si L es M—proyectivo, entonces w¥ (L) = wi/* (L).

(e) Si N es proyectivo en o[M], entonces o} es un prerradical cohereditario.

(f) Si N es M—inyectivo, entonces w¥ es un prerradical hereditario.

Proposicién 1.3.16 [25, Theorem 8] Sean o,7,n € R-pr, {rota C Rpry M €
R—Mod. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sio <, entonceso V (TAn)=71A(cVT).
(b) Si{ra}a es una familia dirigida, entonces T A (\/ , 7o) = V(T ATq).
(©) (Aa7a)T = Na(raT)
(d) (Vora)T =Vqo(rat)
)

@ (T: Aara) = Aa(7T:70)

1.3.2  Estructura reticular de R-pr y M-pr.

Dada una categoria abeliana de Grothendieck C, se satisface que la clase de
los prerradicales de C forma una gran reticula completa, modular y superiormente
continua, ver [38, Chapter VI, Exercise §1.7].

En el caso de R—Mod, R. Ferndndez-Alonso, F. Raggi, J. Rios, H. Rincén y C.
Signoret comenzaron el estudio de la estructura reticular de R-pr. Ellos demostraron
que R-pr con el orden parcial <, es una gran reticula completa, atémica, coatémica,
modular y superiormente continua, ver [25, Theorem 7] y [25, Theorem 8].

El menor y el mayor elemento son denotados respectivamente por 0 y 1. La
clase de los d4tomos y la clases de los codtomos de R-pr son, {ag(s) | S € R-simp}
y {wB | I es un ideal bilateral maximo de R}, respectivamente.

Posteriormente, en [33] F. Raggi, J. Rios y R. Wisbauer, demostraron que

en el caso de o[M], M — pr resulta ser una gran reticula completa, modular,
E(S) |

S es simple en o[M]}, donde S denota la capusla M-inyectiva de S. Sin embargo,
M — pr no necesariamente es coatémica (ver [33, Example 2.7]). En el siguiente
teorema, F. Raggi, J. Rios y R. Wisbauer describen cuando M — pr es coatémico.

superiormente continua y atémica. La clase de los dtomos en M — pr es {ag

Teorema 1.3.17 [33, Theorem 2.7] Para M € R—Mod y G un generador en o[M],
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) La gran reticula M — pr es coatémica.

(b) Cada submddulo propio totalmente invariante de G estd contenido en un submddu-
lo totalmente invariante maximo.

Por otro lado, en [27, Theorem 4], se demostré que R-pr es una gran reticula
fuertemente seudocomplementada, describiendo especificamente el seudocomple-
mento fuerte de cada elemento en R-pr. Para cada r € R — pr,

Nwe'™ | S € Resimp, r(E(S)) # 0}
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es el seudocomplemento fuerte de 7 en R-pr; y se denota .

Notemos que r es un radical exacto izquierdo; y puede ser descrito también

como 7+ = w", donde U, := [[{E(S) | r(E(S)) # 0}.

Cabe mencionar que en [33, 2.4] los autores también demostraron que M — pr
es fuertemente seudocomplementada.

En el Capitulo siguiente, abordaremos dos demostraciones mas al hecho de que
R-pr es fuertemente seudocomplementada.

1.3.3 Cuantales y casi-cuantales.

Como se menciona en [20], el concepto de cuantal surgié en la decada de los
20, cuando W. Krull, R.P. Dilworth y M. Ward consideraron una reticula de ideales
equipada con una multiplicacién; debiéndose el nombre de cuantal a C.J. Mulvey.

Definicion 1.3.18 Sea Q una \/-semireticula, Q es un cuantal si Q tiene una
operacion binaria asociativa - : Q X Q — Q tal que

(LQ) l(\/X):\/{lx|:c€X},y
(RQ) (\/X)Tz\/{xHxEX}

se satisfacen para cadal,r € Q y X C Q.

Notemos que si en la previa definicién consideramos “nfimos en lugar de su-
premos, entonces obtenemos el cuantal dual con respecto a infimos.

En caso de que sélo la condicién (LQ) (respectivamente (RQ)) se satisfaga,

algunos autores le llaman a @ un quantal izquierdo (respectivamente cuantal dere-
cho).

Obsérvese que cualquier marco es un cuantal, con la operacién A. Otros ejem-
plos de cuantales son la reticula de ideales izquierdos, la reticula de ideales derechos
y la reticula de ideales bilaterales de un anillo dado, con la operacién de multi-
plicacién de ideales conocida. Ademds de estos, de acuerdo con [20], también la
reticula de filtros prerradicales con la operacién de multiplicacién de Gabriel para
filtros prerradicales satisface (LQ).

En [21], se introduce una generalizacén del concepto de cuantal. A continuacién
presentamos la definicién de casi-cuantal y mencionamos algunos ejemplos.

Definicion 1.3.19 Sea A una \/-semireticula. Decimos que A es un casi-cuantal
si tiene un poducto asociativo - : Ax A — A tal que para cualesquiera subconjuntos
dirigidos X, Y C Aya € A:

(RDQ) (\/X)a:\/{xa|:c€X}, y
(LDQ) a(VY)=\Vaylyev}.

Decimos que A es un casi-cuantal unitario-izquierdo (resp.unitario-derecho,
resp. unitario-bilateral) si existe e € A tal que e(a) = a (resp. (a)e = a, resp.
e(a) = a = (a)e) para todo a € A.
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Ejemplo 1.3.20 1. Si A es una reticula completa, modular y superiormente
continua; entonces A es un casi-cuantal bilateral, con N\: A x A — A.

2. Sean R un anillo con identidad y Sy;(R) = {I C R | I ideal bilateral }.
Entonces, Bil(R) es un casi-cuantal bilateral con el producto de ideales.
Ademds, RI = I = IR para cada I € Bil(R). Mas adn, Sy;(R) satisface

(Ej [1)J = ZJ (IZJ) yJ(Zj Il) = ZJ (Jli), para cada {Il}j Q SfZ(R)

Por otro lado, nétese que S(R) = {I C R | I es un ideal izquierdo} es
tnicamente un casi-cuantal unitario-izquierdo.

3. Cualquier cuantal es un casi-cuantal.

Proposicion 1.3.21 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) R-pr, con el producto de prerradicales - : R-pr x R-pr — R-pr, definido por
(r-s)(M)=r(s(M)) para cada M € R—Mod, satisface (RQD).

(b) R-pr con la operacion A es un casi-cuantal unitario-bilateral que no es un
cuantal.

Demostracién. Es consecuencia de 1.3.16.
O

Definicién 1.3.22 [5, Lemma 2.1] Sea M € R—Mod, N, L € §(M). Se define el
producto Ny L = > {f(N)|f € Homg(M, L)}.

Observacion 1.3.23 [21, Remark 4.1] Este producto satisface las siguientes con-
diciones para cada K, K' € S(M):

Si K C K’ entonces Ky X C K, X para cada médulo X.
Si X es un médulo izquierdo y Y C X entonces K ;Y C Ky X.
My X C X para cada médulo X .

)
)
(c)
(d) Ky X =0siysolosi f(K)=0 para cada f € Homg(M, X).
) 0psX =0 para cada X.

)

Sea {X; | i € I} una familia de submddulos de M, entonces ., (KnX;) C
Kwm (ZieI Xi)-

() (Xies Ki)y N = c; KimN para cada familia de submédulos {K; | i € I}
of M.

En general, este producto no es asociativo; pero en el caso en que M sea
proyectivo en o[M], eso se satisface.

Observacion 1.3.24 [21, Remark 4.2] Sea M € R—Mod y proyectivo en o[M].
Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El producto —p;— : A M) x A(M) — A(M) es asociativo.
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(b) K (Xie; Xi) =3, (KmX;) para cada familia dirigida de submddulos {X; |
iel} de M.

(c) SiN,L € Sys;(M), entonces Ny L € Syi(M) y por lo tanto el producto —pr—
estd bien restrigido en Sy;(M).

Proposicion 1.3.25 [21, Proposition 4.3] Sea M € R—Mod. Si M es proyectivo
en o[M], las siguientes condiciones se satisfacen.

(1) S(M) es un casi-cuantal.

(2) Syi(M) es un sub casi-cuantal unitario-derecho de S(M).
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Capitulo 2

Seudocomplementos

2.1 R-pr es una gran reticula fuertemente seudocomplemen-
tada, dos demostraciones mas.

Los siguientes dos resultados nos permiten exhibir que R-pr tiene seudocom-
plementos unicos, de una forma distinta a las ya exhibidas, utilizando propiedades
del cogenerador inyectivo minimo de R — Mod.

Definicion 2.1.1 Sean M € R—Mod y L, N € Sy;(M). Decimos que L es un
fi—suplemento (fuerte) de N si L es un suplemento (fuerte) de N en Sy;(M).

Proposicion 2.1.2 En R-pr las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es fuertemente seudocomplementada.

(b) Syi(E) es fuertemente seudocomplementada, donde E € R — Mod es el coge-
nerador inyectivo minimo de R — Mod.

Demostracién. (a)=>(b) Sea N € Sy;(E). Consideremos el prerradical w%. Por
(a), sea s € R-pr el seudocomplemento fuerte de w% en R-pr. Veamos que s(E)
es fi-seudocomplemento fuerte de N en E.

Primero, NNs(E) = w&(E)Ns(E) = (wAs)(E) = 0. Ahora, sea K € Sf (E)
tal que KON = 0. Entonces, (wE AwL)(E) = 0. Por el Lema 3.1.6, wE Awl = 0.
De ahi que wE < s;y por lo tanto K < s(E).

(b)=(a) Sea r € R-pr, con r # 0. Entonces, por 3.1.6, r(E) # 0. Sea C' € Sy;(E)
el fi—seudocomplemento fuerte de r(F) en E.

Veamos que wg es el seudocomplemento fuerte de r en R-pr.

Primero, notemos que (wZAr)(E) = CNr(E) = 0. Asi que por 3.1.6, w5 Ar =

0 Finalmente, sea 7 € R-pr tal que 7 # 0 y 7 Ar = 0. Entonces, por el Lema 3.1.6,

T(E)Nr(E) =0. Luego, 7(E) < C, pues C es el fi—seudocomplemento fuerte de
r(E). Por lo tanto, 7 < wE.

]

Teorema 2.1.3 Sean Ey := E(@P{S : S € R-simp}) el cogenerador inyectivo
minimo de R — Mod. Entonces, S§;(Ey) (la reticula de submddulos totalmente
invariantes de Ey) es fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. Sea N € Sy;(E). Afirmamos que w¥(F) es fi-seudocomplemento
fuerte para N en E.

Primero notemos que w¥(E) NN = 0.
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Ahora, sea K € Sy;(E) tal que K NN = 0. Veamos que w¥(F)
0

Finalmente, damos una segunda demostracién alternativa a que R-pr es fuerte-
mente seudocomplementada, basada en el comportamiento de la reticula se submédu-
los totalmente invariantes del cogenerador inyectivo minimo de R — Mod.

Teorema 2.1.4 R-pr es fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. Es consecuencia de los teorema 2.1.2 y 2.1.3.

2.1.1 Segunda demostracién alternativa.

Denotemos por Z(< _, ¢ la reticula de las clases de pretorsién hereditarias en
R—Mod, ordenadas por la inclusién de clases. Denotaremos por R—lep a la reticula
de prerradicales exactos izquierdos en R — Mod.

Teorema 2.1.5 Existe un isomorfismo de reticulas 1 : R —lep — ZLj< _, g3
dado por ¢(r) :=T,.

Demostracién. Es suficiente ver que 1 es una correspondencia biyectiva que pre-
serva el orden en ambas direcciones. Esto se puede consultar en [38, Corollary 1.8].

Ahora, denotaremos por .Z< _, a la gran reticula de clases abiertas en R—Mod.
Cabe mencionar, que una clase abierta en R—Mod es una clase de médulos que es
cerrada bajo tomar submddulos y cocientes. Es claro que cada clase de pretorsién
hereditaria es una clase abierta.

Teorema 2.1.6 [30, Section 2] [3, Lemma 1.7] (< .y es una gran reticula fuerte-
mente seudocomplementada. El seudocomplemento fuerte de C € £« _.y estd da-
do por

Ctis=y ;= {M € R—Mod | M no tiene subcocientes distintos de cero en C}.

Mds aiin, CH{<.~} es una clase de torsion hereditaria que pertenece al esqueleto de
R — tors.

Lema 2.1.7 R — lep es una reticula fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. Seanr € R-pry T, la correspondiente clase de pretorsion hereditaria
asociada a r. Definimos 7, := 9~ }((T,)tt<.~}), donde v es el isomorfismo de
reticulas del Teorema 2.1.6.

Para comenzar, notemos que r A7, = 0. Esto se debe a que % es un isomorfismo
de reticulas y por lo tanto, 7 A 7. = 0 si y sélo si ¥(r A7) = ¥(r) NY(r.) =
T, N (T,)* =~ = {0}.

Ahora, sea t € R-pr tal que r At = 0. Dado que 1 es un isomorfismo de reticu-
las, entonces {0} = ¥ (r)Np(t) = T,.NTy, luego, Ty < (T,)-(<.~}. Por lo tanto, t =
Y~ H(T;) < ¢~ 1((T,)*tt=~}) = 7,.. Finalmente, concluimos que 7, es el seudocom-
plemento fuerte de r en R—lep.

J~l(—;p

Sea r € R—lep. Denotaremos por r := 7, al seudocomplemento fuerte de

r in R—lep.
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Teorema 2.1.8 R-pr es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. Sean v € R-pr 7 el prerradical exacto izquierdo asociado a ~. Por
el Lema 2.1.7, (¥)1ter es el seudocomplemento fuerte de v en R—lep.

Veremos que (¥)*'» también es el seudocomplemento fuerte de v en R-pr.
Como 7y =< 7, entonces y A (¥)1rei <FA (5)1"”" = 0. Por lo tanto, YA (§)+rei = 0.

Ahora, sea 7 € R—pr tal que yAT = 0. El hecho que yA7 = 0 implica que para
cada M € R—Mod se tiene que (TAY)(M) = [MN7T(E(M))|N[MN~y(E(M))] =
Mn7r(E(M)N~y(EM))=Mn(rAvy)(E(M)) =0.

Entonces, 7 A5 = 0. Finalmente, por el Lema 2.1.7 , concluimos que 7 =
(3)*ter. Por lo tanto, 7 < 7 < (7y)1ter.

Por lo tanto, R-pr es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.
O

Sean Z< _, & la reticula de clases de pretorsién hereditarias en R—Mod; y
R—pei la reticula de prerradicales exactos izquierdos en R — Mod. Como sabemos,
existe un isomorfismo de reticulas

¥ R—pei — L« _, & con
¥(0) =Ty, y ¢1(C) := Tre;

donde T, es la clase de pretorsién hereditaria asociada a o y T'r¢ es el prerradical
traza a lo largo de C.

Observacion 2.1.9 Z< . o C %< _,, donde < _, es la reticula de clases abiertas
en R—Mod. Por [30] y [3, Lema 1.7], sabemos £ _, es S—pseudocomplementada

y que para cada C € Z< _,, Ct(<.~) es cerrada por sumas directas y extensiones.
Por lo tanto, para cada T € L~ _, o, tenemos que T~} € Lo, .
p <=, q <,—>,@

Enseguida, usando el isomorfismo de reticulas %, demostraremos que:

(a) R — pei es fuertemente seudocomplementada; y
(b) R — pr es fuertemente seudocomplementada.

Demostracién. (a) Sean o € R—peiy T, la clase de pretorsién hereditaria asociada
a 0. Consideremos la clase (T,)t{<.~} y definamos ¢ := 1! ((T,)*(<.~). Esto
es, 0 = Trp, con

T = (T,)*t<~y = {M : M no tiene subcocientes distintos de cero en T, }.

Notemos que,

(i) onc =0.
En efecto, ya que por el hecho de que 9 es un isomorfismo de reticulas,
tenemos que o AG = 0'siy sélosip(ocAg) = 0. Perop(cAd) = (o)p(5) =
T, N (Ty) ==~ = {0}

(i) Si 7 € R—pei satisface que o A 7 = 0, entonces 7 < §.

Como ¢ es un isomorfismo, o A7 = 0 si y sélo si ¢)(c A7) = 0. Esto es,
o AT =0siysélosi T, NT, = {0} siysdlosi T, <(T,)tt<~} siy sélo
si T =9 'T;) <Y~ ((Ty)H=)) = 5.
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32 demostraciones mas.

De los incisos (i) y (ii) concluimos que & es el seudocomplemento fuerte de o en
R — pei. Por lo tanto, R — pet es fuertemente pseudocomplementada.

Denotaremos ot#i := 5 = ¢~ 1((T,)*{<.~}) al S—pseudocomplemento de o
en R—pei.

(b) Para cada v € R—pr, tenemos asociado el prerradical exacto izquierdo p., :
R—Mod — R—Mod dado por py(M) = M N y(E(M)); el cual satisface la
desigualdad v < p,.

Sea v == (p,)*.
Notemos que,

(i) YAy =0.
Como v < p., entonces v A (p,) 7t < py A (p.y)lp”

(i) Si 7 € R—pr satisface que y A7 =0, entonces 7 < .
Dado que ¥ A 7 = 0, entonces para cada M € R — Mod tenemos que
(pr Npy)(M) = M N 7(E(M)) N MN0~y(EM)) = 7(M)N~y(EM)) =
(T Ay)(E(M)) = 0. Por lo tanto, p. A py = 0. Aplicando el inciso (a)(ii),
pr < (py) et =1
De lo anterior, concluimos que 7 < p, <~

Por lo tanto, R—pr es fuertemente seudocomplementada.




Capitulo 3

Esencialidad en R-pr.

3.1 Preliminares

Proposicion 3.1.1 Sean S, T € R-simp tales que S 22 T. Entonces, se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) XM (5) =0.

(b) ar " (E(S)) = 0.

E(T) E(T)

Demostracién. (a) o™ (S) # 0 implica o2 ™) (S) = S. Entonces, a3 < a2

=

E(T .
aT( ) =< a%. Por lo tanto llegamos a la contradiccién S =

aX. De donde, a3
ag(9) < ak(9) =0.
(b) Sean 0 # f : E(T) — E(S)yer : T — E(T) la cépsula inyectiva de T.
Consideremos foep : T — E(S). Si f oe # 0, entonces es un monomorfismo y
SNT # 0 llegando a la contradiccién T = S.

Asi, para cada 0 # f € Homg(E(T), E(S)), se tiene que f(T) = 0. Por lo

tanto, o (E(S)) = 0.
O

Definicion 3.1.2 [27, Def. 14] Sea ¢ € R-pr. Decimos que o es extremo si
E(S) €T, o E(S) € F, para cada S € R-simp.

Proposicion 3.1.3 Sea S € R-simp. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(a) a5 = af

(b) S es inyectivo.

E(S BE(S
() as( = O‘EES;

(d) ag(s) es un prerradical extremo.

E(S)

(e) ag'”’ es idempotente.

Demostracién. (a)=(b) ag(s) = a2 implica ag(s)(S) = S. Supongamos que

S 2 FE(S). Sea 0 # f: E(S) — S. Como S es simple, f es suprayectivo. Si
Ker(f) # 0, entonces S C Ker(f); y por lo tanto f(S) = 0.

33
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De donde, si cada 0 # f € Homg(FE(S),S) f no fuera inyectiva, entonces

ozg(s)(S) = 0, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto, existe g : E(S) — S
isomorfismo.
(b) = (a) S inyectivo implica E(S) = S. Por lo tanto es claro que ag}(S) = ag.

(b)= (c) Es inmediato, pues en este caso, S = E(S).

(c)= (b) ag"® = o) implica que S = aE(S)(E(S)) = g (B(S)) = E(S).

(c)= (d) La Observacién 3.1.1 implica que 045 (E(T)) = O paracada T € R-simp
con T'2£ S; y el inciso (c) implican que as ( (S)) = E(5)
(

(d)=-(b) Dado que ag(s) es extremo y aP(9)S(E(S)) = S # 0, se sigue que
aPS)S(E(S)) = E(S). Por lo tanto, S es inyectivo.
O

Observacion 3.1.4 Parar € R-pr y S € R-simp, (E(S)) # 0 si y sélo si ag(s) =
7.

Observacion 3.1.5 Para r € R-pr, es facil ver que r = 1 si y sélo si r(R) = R.
Ademds, r =0 si y sélo si r(E(S)) =0 para cada S € R-simp.

Lema 3.1.6 Sea E un cogenerador para R—Mod y r € R-pr. Entoncesr =0 si y
sélo sir(E) = 0.

Demostracién. Primero, si 7 = 0 entonces 7(E) = 0. Reciprocamente, sea r € R-pr
tal que r(E) = 0. Si M € R—Mod, existe un monomorfismo 0 — M ENY A

Asi que obtenemos una sucesién exacta 0 — (M) ) r(EX). Como r(EX) <

EX, entonces tenemos que cada z-th projection 7, : EX — E se restringe a un
morfismo 7 () : r(EX) — r(E). De ahi que r(EX) < r(E)X = 0. Por lo tanto
r(M) = 0 para cada M € R—Mod.

3.2 Zoclos y prerradicales esenciales.
Definicién 3.2.1 E/ zoclo reticular en R-pr, se define como

20C = \/{ag(S) | S € R-simp},

el supremo de los dtomos en R-pr.

Por otro lado, recordemos que en R—Mod también tenemos el prerradical
exacto izquierdo zoc : R—Mod — R—Mod dado por zoc(M) := > {S < M :
S € R-simp}. Ademds, zoc(M) := N{N < M : N es esencial en M}.

Notemos que zoc = \/{a? | S € R-simp}.

Observacion 3.2.2 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) ag(S) < g para cada S € R-simp.
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(b) zoc < zoc.

Demostracién. (a) Sea S € R-simp. Para cada f € Homg (S, E(S)), se tiene que
f es un monomorfismo y con ello f(S) = S. De donde, a3 (FE(S)) = S {f(9) :
f € Hom(S, E(S))} = S. Por lo tanto, ozg(s) <ag.
(b) Por (a), tenemos que ozg(s) < a2 para cada S € R-simp. De ahf es inmediato
que zoc = \/{a£® : § € R-simp} < \/{a$ : § € R-simp} = zoc.

(]

Lema 3.2.3 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) ag(s) S o para algin S € R-simp.
b) zoc < zoc.
(b) zoc &

Demostracién. [(a)=-(b)] La condicién ag(s) < ad implica que ag(s)(S) = 0.
Asi que zoc(S) = 0 mientras que zoc(S) = S. Por lo tanto, la desigualdad vista en

la observacién 3.2.2 (b) es estricta.
[(b)=(a)] Por (a) zoc < zoc. Si ocurriera ag(s) = a3 para cada S € R-simp,
obtendriamos que zoc = zoc.

Por lo tanto, existe S € R-simp tal que a®) < af.
O

En la siguiente proposicién, agregamos algunas equivalencias a [25, Theorem
15].

Proposicion 3.2.4 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es un V-anillo.

(b) ag(S) = a2 para cada S € R-simp.
(c) zoc = zoc.

Demostracién. [(a) <= (b)] Ver [25, Theorem 15]
[(b) <= (c)] Se sigue de la Observacién 3.2.2 y el Lema 3.2.3.

Observacion 3.2.5 Sea S € R-simp. Entonces, zoc(S) = 0 si y sélo si S no es
inyectivo.

Demostracién. (=) zoc(S) = 0 implica ag(s)(S) = 0. De ahf ag(s) S ag; y por
lo tanto, S no puede ser inyectivo.

(<) Notemos que zoc(S) = ag(s)(S). Luego, si ag(s)(S). Luego, si ag(s)(S) =

E(S E(S . .
S, entonces g < aS( ) y por lo tanto aS( ) = g, concluyéndose que S es in-

yectivo.
O

Recordemos que la teoria de torsién de Dickson es la teoria de torsién hereditaria
generada por R-simp. Observe que Zoc corresponde al radical exacto izquierdo para
la Teoria de torsién de Dickson.
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Proposicion 3.2.6 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (zoc) = 7oc.

(b) (zoc) = A{w§ | S € R-simp, S # E(S)}.

Demostracién. (a) Primero, como una consecuencia de la Observacién 3.2.2, se

—

sigue que (zoc) = Zoc.

Para la otra desigualdad, notemos que S € T—~— para cada S € R-simp.

(zoc)
En efecto, (z0c)(S) = 5N zoc(E(S)) = SN (a2 ®)(E(S)) = S. De donde,
R-simp C T ——. Entonces Tzsc C T ——, por lo tanto R-simp C T—=- Dado que

(zoc) (zoc)’ (zoc)

zoc es el radical exacto izquierdo para la teoria de torsién generada por R-simp,

—

concluimos que Tz € T—. Por lo tanto, zo¢ < (zoc).
zoc

(b) Para cada S € R-simp con S # E(S), de la Observacién 3.2.5 tenemos que
zoc(S) = 0. Entonces zoc < wj para cada S € R-simp tal que S # E(S). Luego,
zoc < A\{ws | S € R-simp, S # E(S)}. Dado que la clase de radicales es cerrada
bajo tomar infimos, tenemos que A{ws | S € R-simp, S # E(S)} es un radical.
Por lo tanto, (zoc) < A{ws | S € R-simp, S # E(5)}.

O

3.2.1 Prerradicales esenciales.

Definicion 3.2.7 Sea 0 # r € R-pr. Decimos que s € [0,7] es un prerradical
r—esencial si s At #0 para cada 0 #t € [0,r].

Definicidn 3.2.8 Sea r € R-pr. Decimos que r es un prerradical esencial si para
cada 0 # s € R-pr se satisface que r A\ s # 0.

Entonces, decimos que r es un prerradical esencial en R-pr, si  es un pre-
rradical 1—esencial.

Denotamos por Ess(r) a la clase de los prerradicales r—esenciales; y Ess(R-pr)
a la clase de los prerradicales esenciales en R-pr.

Definimos el r—zoclo como zoc, := \/{alg(s) | S € R-simp, r(E(S)) # 0}.
De esta definicién se sigue que zoc, = zoc.

Proposicion 3.2.9 Sea r € R-pr. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) r € Ess(R-pr)

(b) rt =0.

(¢) U, es un cogenerador inyectivo para R — Mod.

Demostracién. [(a) <= (b)] Esto es una consecuencia de las definiciones de
prerradical esencial y del seudocomplemento fuerte de un prerradical.

[(b) = (c)] Por hipétesis, - = wY" = 0. Entonces, para cada M € R—Mod
tenemos que 0 = wy" (M) = ({Ker(f) | f € Homg(M,Ur)}. Entonces, existe
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un monomorfismo ¢ : M — (U,)*X, mostrando que M estd cogenerado por U,.
Por lo tanto, U, es un cogenerador para R—Mod. Por definicién, U, es un médulo
inyectivo.

[(¢) = (b)] Recordemos que 7 = w!". El hecho de que U, sea un cogenerador para

R—Mod implica que existe un monomorfismo ¢ : M — (U7.)X, Luego, W(IJJT(M) -0
para cada M € R—Mod. Por lo tanto, w{"™ = 0
O

Observacion 3.2.10 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) 7 € R-pr es esencial si y sélo si r*+ = 0.

(b) Para cada r € R-pr, se puede demostrar que r+ = wg", con U, = [[{E(S) :
o(E(S)) # 0}. Asi que en particular, para cada r € R-pr esencial, se satisface
que U, es un cogenerador inyectivo de R — Mod.

Si ahora consideramos el radical exacto izquierdo w{', donde U = [[{E(S) :

S € R-simp} es un cogenerador inyectivo de R— Mod; tenemos que 0 = wY =

ok, con o :=\/{aZ®) . 5 € R-simp}.

(c) En [27, Proposition 11] estd definida la relacion de equivalencia: r ~ s en
R-pr si y sélo si r+ = st. Ademds, demostraron que para cada r € R-pr,

[l = V{as"™ : r(B(S)) # 0}, rH].
(d) En particular, observaron en |27, Remark 12| que [1], = [zoc, 1],

De la definicion de prerradical esencial, se sigue que esta clase es precisamente
la de los esenciales. Esto es,

Esc(R-pr) = [1] 1 = [zoc(R-pr), 1].
Por lo tanto, zoc = N\{r € R-pr : r € Esc(R-pr)}.

Observacion 3.2.11 Notemos que el hecho de que zoc = zoc implica que zoc
también es un prerradical esencial.

Proposicion 3.2.12 Para cada r € R-pr, la clase de los prerradicales r—esenciales
es precisamente el intervalo [zoc,.,r].

Demostracién. Veamos que Ess(r) = [zoc,., 7].

Para cada 0 # t € [0, r], notemos que existe un dtomo ag(S) tal que ag(S) <r

E E .
y aS(S) = t; y por ende, aS(S) = ¢ A zoc,. Por lo tanto, zoc, es un prerradi-
cal r—esencial. Ahora, sea t un perradical r—esencial. Entonces, para cada dtomo

ag(s) = r se sigue que ozg(s) =< t. De donde, zoc, < t, asi que Ess(r) C [zoc,., 7].

Finalmente, si s € [zoc,,r] y 0 # ¢ € [0, 7] entonces existe un dtomo . *) < r

tal que ag(s) =< t. Luego, ag(s) = zoc, N\ ag(s)

s € Ess(r).

< zoc, At X sAt;y por lo tanto

O

Corolario 3.2.13 En R-pr, la clase de los prerradicales esenciales es precisamente
el intervalo [zoc, 1].
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Demostracién. Es una consecuencia de la Proposicién 3.2.12 con r := 1.
O

Corolario 3.2.14 Sea 0 # r € R-pr. Entonces, r € Ess(R-pr) si y sdlo si zoc, =
Z0C.

Demostracién. [=-] Dado que 7 es un prerradical esencial, tenemos que ag(s) <,
esto es, r(E(S)) # 0 para cada S € R-simp. Por lo tanto, zoc, = zoc.

[«<] Dado que zoc, = zoc y zoc, < r, se sigue que zoc = r. Por el Corolario 3.2.13,
r es un prerradical esencial.
O

En [27, Proposition 11] se definié la relacién de equivalencia ~; en R-pr
como 7 ~, s siy sélosi rt = st. Para cada r € R-pr se demostré que {7 €

Rpr |1+ =71} = [V{ag™® | S € Rsimp, r(E(S)) # 0},r+4].
La clase {r € R-pr | - = 0} consiste de los prerradicales esenciales.

Notemos que zoc € Ess(R-pr), en vista de la Observacién 3.2.2 y del Corolario
3.2.13.

3.2.2 Prerradicales uniformes.

Definicion 3.2.15 Decimos que 0 # r € R-pr es un prerradical uniforme si cada
0 # s € [0,r] es un prerradical r—esencial.

Proposicion 3.2.16 Las siguientes condiciones son equivalentes para 0 # r €
R-pr.

(a) r es un prerradical uniforme.

(b) Para cada pareja s,t € [0, r] distintos de 0, sucede que s At # 0.
Demostracién. [(a) = (b)] Sean s,t € [0, ] tales que s # 0, t # 0. Dado que r es
un prerradical uniforme, se sigue que s, t son r—esenciales . Por lo tanto, s At # 0.

[(b) = (a)] Sea 0 # s € [0, r]. Por (b), sAt # 0 paracada 0 # ¢ € [0, r]. Entonces, s
es un prerradical r—esencial. Por lo tanto, r is uniforme.

Lema 3.2.17 Sea 0 # r € R-pr. Entonces, r es un prerradical uniforme si y sélo
si existe un dnico S € R-simp tal que r(E(S)) # 0.

Demostracién. Primero, supongamos que 7 es un prerradical uniforme. Sean S, T €
R-simp tales que r(E(S)) # 0y r(E(T)) # 0. Entonces, por la Observacién 3.1.4,
los dtomos ozg(s), ag(T) € [0, r]. Dado que r es un prerradical uniforme, obtenemos

que ag(s) A ag(T) # 0. Por lo tanto, ag(s) = ag(T); y consecuentemente S = T.

Reciprocamente, si existe un tnico ag:(S) € [0,7], entonces para cada 0 #

s,t € [0, 7] tenemos que ag(s) =5y ag(s) =< t. Por lo tanto, 0 # ag(s) = t/\E

Teorema 3.2.18 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un anillo local izquierdo (esto es, R-simp tiene un tnico elemento).
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(b
(¢
(

R-pr tiene un tnico atomo.
Cada 0 # r € R-pr es un prerradical esencial.

d) Cada 0 # r € R-pr es un prerradical uniforme.

)
)
)
(e) 1 es un perradical uniforme.

Demostracién. [(a) <= (b)] Es una consecuencia de la caracterizacién de los
atomos en R-pr.

[(b) = (c)] Sea ag(s) el dnico 4tomo en R-pr. Entonces, para cada 0 # r € R-pr
tenemos zoc, = zoc. Por lo tanto, por el Corolario 3.2.14, podemos concluir que
r € Ess(R-pr).

[(c) = (d)] Sean 0 # r € R-pry 0 # s € [0,7]. Por (c) y el Corolario 3.2.14 tenemos
que zoc, = zoc. Ademds, por (c) y el Corolario 3.2.13, tenemos que s € [zoc, 1.]
Por lo tanto, s € [zoc,, r].

[(d) = (e)] Esta es una consecuencia inmediata de (d).

[(e) = (b)] Esta es una consecuencia del Lema 3.2.17 y la Observacién 3.1.4.
O

3.2.3 Prerradicales con anulador esencial.

Definicién 3.2.19 [26, Theorem 3.1(2)] Sea o € R — pr. El anulador de o, es el
mayor prerradical T tal que T -r = 0. Esto es, a(c) = \/{r € R-pr | 7-r =0},

Denotamos a(c’) también por a,-.

A continuacién recordamos algunos hechos conocidos sobre el anulador de un
prerradical, ver [26] y [27].

Observacion 3.2.20 Las siguientes propiedades del anulador de un prerradical o
son conocidas y pueden ser encontradas en [26] y [27].

(a) a, es el mayor prerradical con la propiedad a0 = 0.

(b) a, es un radical. De hecho, también se conocen las siguientes caracterizaciones,
ae = Nwl™ . M € R — Mod},
s = wg(cl), donde Cy := {FE(S) : S € R-simp}.

(c) ot < a,.

Observacion 3.2.21 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si S € R-simp, entonces a(af®)) = ws.

(b) a(zoc) = w§®, donde Cy := @{S : S € R-simp}.

Demostracién. (a) Notemos que [wj - ag(s)](E(S)) = wg[ag(s)(E(S))] =0y
ws - aZ9N(E(T)) = wilaE(E(T)] = w§(0) = 0 para cada T € R-simp con
T # S. Entonces, wgug(s) =0, por lo tanto wg =< a(ag(s)). Ademis, a(aISE(S)) <
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w§ ya que a(as'¥)(S) = a(ag™™) (g (B(S))) = lalog”)-a5 ] (B(S)) = 0.
Con ello, se sigue el resultado.

(b) Para cada S € R-simp, (a(z0c))(S) = [(a(zoc)) - af®](S). Pero (a(zoc)) -
ag(S) = (a(zoc)) - zoc = 0. Entonces, (a(zoc))(S) = 0 para cada S € R-simp. Por
lo tanto (a(zoc))(Cp) = 0. Esto es, a(zoc) < wS®.

Por otro lado, wg” -zoc = 0. En efecto, para cada S € R-simp tenemos que
(w§°-20c)(B(9)) = [w§*-(V{az " | T € Rsimph)(E(S)) = w§® (g ¥ (E(S))
= w§(S) =0, esto es (WS - zoc)(E(S)) = 0 para cada S € R-simp. Por lo tanto
wg = a(zoc).

O

Observacion 3.2.22 Sea r € R-pr. Entonces a(r) € [zoc, 1] siy sdlo si zoc-r = 0.

Demostracién. [=] Como a(r) € [zoc, 1] entonces zoc < a(r). Luego zoc - r =<
a(r)-r = 0. Por lo tanto, zoc-r = 0. [«] Es inmediato de la hipdtesis y del hecho
de que a(r) es el mayor prerradical con tal propiedad.

O

Observacion 3.2.23 Sea o € R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(a) a, € Ess(R-pr) = [zoc, 1].
(b) zoc-o =0.

Demostracién. [(a) = (b)] El hecho de que a, € [soc,1] implica zoc < a,.
Entonces zoc -0 < a, -0 = 0; y por lo tanto zoc - o = 0.

[(b) = (a)] Es inmediato de (b) y de la Observacién 3.2.20 (a).
O

Definicién 3.2.24 Sea 0 € R-pr. Decimos que o es singular en R-pr cuando
a(o) € Ess(R-pr).

Denotaremos por Sing(R-pr) a la clase de los prerradicales singulares.

Observacion 3.2.25 Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) Existe o € Sing(R-pr) N Ess(R-pr).
(b) soc - soc = 0.

Demostracién. [(a)= (b)] Por (a), existe o € R-pr tal que zoc < o y zoc < a,.
Por lo tanto, zoc - zoc < zoc - o = 0.

[(b)= (a)] Por (b) y la Observacién 3.2.23 se sigue que a,,. = zoc. Por lo tanto,
zoc € Sing(R-pr) N EsS(R-pr).
U

Observacion 3.2.26 Sea S € R-simp. Las siguientes condiciones se cumplen.

S S
(a) (ag®)t =wi™.
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(b) ag(s) es un prerradical singular si y sélo si S es un médulo izquierdo simple no
inyectivo.

Demostracién. (a) Veamos primero que wf(s) /\ag(s) 0. Para cada T' € R-simp
con T 2% S, (wy™ A ag)(ET) = [wg® (B(T))] N [ag®(BT)] =0y
W A EONES) = WED(ES)] N [alP(ES)] = 0N S = 0. Por lo
tanto, w(;E(S) = (ozg(s))J-.

Ademds tenemos que (ag(s))L(E(S)) = 0, ya que en otro caso S <. E(S)
podria implicar que 0 # S A (af ) L(E(S)) = [af®) A (a5D)L(E(S)), una
contradiccidn.

(b) [=] Supongamos que a(ag(s)) = w es un prerradical esencial. Luego, en vista

de la Observacién 3.2.23, @ug(s) = 0. De ahi que zoc(S) = @-ag(s)(E(S)) =
0. Asi, por la Observacién 3.2.5, S es un médulo simple no inyectivo.

[«<] Supongamos que S es un médulo simple no inyectivo. Usando la Observacién

, E(S
3.2.5, concluimos que zoc - as(

B(S) dical singul
OéS es un prerra ICa smgu ar.

) = 0. De la Observacién 3.2.23 concluimos que
O

Observacion 3.2.27 Sea 0 # r € R-pr tal que a(r) es un prerradical exacto
izquierdo. Entonces, r ¢ Sing(R-pr).
Demostracién. Dado que a(r) es un prerradical exacto izquierdo, tenemos que
0= (a(r) -r)(M) = [a(r)](r(M)) =r(M) N [a(r)(M)], para cada M € R—Mod.
Entonces, a(r) Ar =0 con r # 0. Por lo tanto, a(r) no es un prerradical esencial.
Esto es, r ¢ Sing(R-pr).

O

Observacion 3.2.28 [27, Theorem 15] Las siguientes condiciones son equivalentes
para o € R-pr.

(a) ot =a(o).

(b) o es un prerradical extremo.

Observacion 3.2.29 [27, Theorem 30] Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) R es un V—anillo.
(b) R-pr = R—prex.

Lema 3.2.30 R—prex N Sing(R-pr) = {0}.

Demostracién. Sea o € R—prex N Sing(R-pr). Entonces, a(c) = o es un prerra-

dical esencial. Luego, o+ A o = 0 implica que o = 0.
O

Proposicion 3.2.31 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un V—anillo.
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(b) Sing(R-pr) = {0}.

Demostracién. [(a)= (b)] Del Lema 3.2.30 y la Observacién 3.2.29 concluimos
que Sing(R-pr) = {0}.
[(b)=-(a)] Supongamos que R no es un V —anillo. Entonces, existe S € R-simp no

(

inyectivo. Luego, por la Observacién, 3.2.26, 04155 5 podria ser un prerradical singular

distinto de cero, lo que es una contradiccién.

Para cada ¢ € R-pr, obsérvese que 6+ -0 < o+ Ao =
ot < alo).

)

. Por lo tanto,

Lema 3.2.32 R—prex N Ess(R-pr) = {¢ € R-pr | a(o) = 0}.

Demostracién. Sea o € R—prex N Ess(R-pr). Entonces, 0 = o = a(0).

Reciprocamente, sea ¢ € R-pr tal que a(c) = 0. Como o+ < a(0) = 0,
entonces o € Ess(R-pr). En vista del Teorema 3.2.28 concluimos que o € R—prex.
O

3.3 Comparacion entre dos definiciones de prerradicales esen-
ciales.

En esta seccién revisaremos otra definicién de prerradical esencial dada en el
articulo [13].

Definicion 3.3.1 [13] Sean r,s € R-pr. Diremos que r es pt—esencial en s, si
para cada M € R—Mod se satisface que (M) es un submddulo esencial de s(M).

Proposicion 3.3.2 Sean s,r € R-pr. Sir es pt—esencial en s, entonces r es esen-
cial en [0, s].

Demostracién. De las hipétesis se sigue que 7 < s.Sea t € R-pr tal que t < s
y t Ar = 0. De donde ¢(M) Nr(M) = 0 para cada M € R—Mod, pero dado
que (M) es esencial en s(M) para cada M € R—Mod, concluimos que ¢t = 0.

g

Recordemos el siguiente resultado,

Proposicion 3.3.3 Para cada r € R-pr tenemos que,

(a) [zoc,.,r] es la clase de prerradicales r—esenciales.

(b) [zoc,,rtL] es la clase de los prerradicales que tienen el mismo seudocomple-
mento de r en R-pr.

Proposicion 3.3.4 [6, .1.7] Sea r € R-pr. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(a) r es pt—esencial.
(b) r(M) # 0 para cada 0 # M € R—Mod.

(¢c) ¥ = 1, donde T es el menor radical tal que r <7 and 7(M) = (\{B < M |
M/B eF,}.

<
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Proposicion 3.3.5 Si para cada r € R-pr se satisface que [zoc,.,r] = {p € R-pr |
p(M) <. r(M),vY M € R—Mod}. Entonces R es un anillo semiartiniano izquierdo
yzoc = 1.

Demostracién. De las hipétesis, se sigue que zoc(M) <. M para todo M €
R—Mod, lo cual es equivalente a que R sea semiartiniano izquierdo.

De hecho, por [6, I.4.1] Sabemos que Zoc = 1 si y sélo si R es semiartiniano.
]

Observemos que el regreso de la proposicién anterior no se espera. Sabemos
que si R es semiartiniano, entonces zoc es pt— esencial en 1. Pero ademds siempre
zoc es un prerradical esencial ya que zoc € [zoc,1] = Esc(R-pr). En particular,
podemos tener que zoc(M) = 0 a pesar de que zoc(M) # 0. Asi que la condicién
de ser semiartiniano, no es suficiente para garantizar que ser "esencial” en R-pr
implique pt—esencialidad.

Proposicion 3.3.6 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) zoc(M) <. M para cada 0 # M € R—Mod.

(b) (zoc) = 1.

(¢) Para cada M € R—Mod, existe S € R-simp y f € Homg(E(S), M) tal que
£(8) # M.

Proposicion 3.3.7 Sizoc es pt—esencial, entonces se satisfacen las siguientes con-
diciones.

(a) R es semiartiniano izquierdo.

(b) ag(S) = g para cada S € R-simp. En consecuencia, R es un V—anillo
izquierdo.

(¢) R es regular de von Neumann.

Demostracién. (a) De la hipdtesis se sigue que 0 # zoc(M) < zoc(M) para cada
M € R—Mod. Por lo tanto, R es semiartiniano izquierdo.

(b) De la hipétesis, tenemos en particular que zoc(S) = S para cada S € R-simp.
Entonces, S = zoc(S) = ag(s)(S) y por lo tanto, ag(s) = ag para cada S €

R-simp. Esto ltimo es equivalente a que R sea un V —anillo izquierdo y zoc = zoc.

(c) Se sigue del hecho de que un V —anillo izquierdo semiartiniano izquierdo es von
Neumann regular.
U

Proposicion 3.3.8 Si R es semiartiniano izquierdo y V —anillo izquiedo, entonces
[zoc,.,r] = {p € R-pr | p(M) <. r(M), ¥ M € R—Mod} para todo r € R-pr.

Proposicion 3.3.9 Sear € R-pr tal quezoc, < 1y supongamos que es pt—esencial.
Entonces,

(a) zoc,. (M) <. r(M) para cada 0 # M € R—Mod.
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(b) Debe ocurrir que r(E(S)) # 0 para cada S € R-simp y entonces, zoc, = zoc.
Asi que zoc < r =< 1. Luego, zoc(M) <. r(M) para cada M € R—Mod. En
particular, zoc(M) # 0 para cada M € R—Mod. Y por la proposicién anterior,
R es V —anillo semiartiniano izquierdo.

Proposicién 3.3.10 Si se satisface que zoc, es pt—esencial en r para cada 0 #

r € R-pr. Entonces r € [zoc, 1] para cada 0 # r € R-pr. Consecuentemente, R es
un anillo con un tnico dtomo.

3.4 Condiciones para que R-pr sea una reticula semiartiniana.

Definicién 3.4.1 Sea .Z una reticula acotada modular y superiormente continua.

(a) Se dice que £ es semiartiniana si para caday € %, [y, 1] :={x € L |y <
x < 1} contiene al menos un dtomo.

(b) Se dice que £ es fuertemente atémica si para cada x,y € £ con z <y, se
satisface que la reticula [z, y] es atémica.

Por otro lado, tenemos la longitud de Loewy para una reticula.

Definicion 3.4.2 Sea .Z una reticula acotada, modular y superiormente continua.
La serie de Loewy de .Z se define por induccién transfinita como sigue:

Sia=0, s =0.

Sia=1, s =z0c(&L).

Sia=p+1, sq = zoc([zocg, 1]).

Si «v es un ordinal limite, s, = \/ z0Cg.
f<a

Si 1 = s, para algin ordinal «, entonces se dice que £ es una reticula de
Loewy. La longitud de Loewy, ({(.Z), es el menor ordinal v tal que 1 = s.,.

Se conoce el siguiente resultado,

Proposicion 3.4.3 [23, Proposition 1.9.3] Sea .£ una reticula acotada, modular y
superiormente continua. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) &£ es semiartiniana.
(b) £ es fuertemente atémica.

(¢) Z es de Loewy.

Ejemplo 3.4.4 En el articulo Atomical Grothendieck Categories [C. N&st3cescu, B.
Torrecillas, IJMMS 2003:71, 4501-4509]; los autores demuestra en el Teorema 3
de este, que si C es una categoria de Grothendieck con dimensién de Gabriel o,
entonces Tors(C), la reticula de subcategorias localizantes de C, es semiartiniana
con longitud de Loewy a.
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El siguiente teorema nos da condiciones equivalentes para que R-pr sea una
reticula semiartiniana. Cabe mencionar, que este teorema se relaciona con la seccién
2.3, donde comparamos dos definiciones de prerradicales esenciales.

Teorema 3.4.5 Las siguientes condiciones son equivalentes.

a

b

(¢
(d

R-pr es semiartiniana.

7o¢ — 1.

zoc(M) <. M para cada 0 # M € R—Mod.

N
o]

(a)
(b)
)
) Para cada M € R—Mod, existe S € R-simp y f € Homg(E(S), M) tal que
£(S) # M.

Corolario 3.4.6 Si R es un V —anillo izquierdo semiartiniano izquierdo, entonces
R-pr es semiartiniana.
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Capitulo 4
Superfluidad

4.1 Radicales y prerradicales superfluos.

En esta seccién estudiaremos los prerradicales superfluos.
Recordemos que el prerradical rad : R—Mod — R—Mod esta dado por

rad(M) := ﬂ{KgM | K es un submddulo méximo de M}.

Este radical puede ser descrito como rad = w$®. Por otro lado, tenemos el radical
reticular de R-pr.

Definicion 4.1.1 En R-pr, e/ radical (reticular) de R-pr se define como

rad(R-pr) := /\{wf" : I es un ideal bilateral maximo de R}.
En lo sucesivo, denotaremos rad := rad(R-pr).

Definicién 4.1.2 En R-pr, definimos el w-radical como

rad = \{wy’" | I es un ideal bilateral maximo de R}.

Observacién 4.1.3 w(?/l < w} para cada ideal bilateral maximo I de R.

Proposicion 4.1.4 [19, Chapter 2, Ex. 4.8] Cada ideal bilateral maximo de R es el
anulador izquierdo de algiin R—mddulo izquierdo simple S.

Como consecuencia del resultado y de la Observacidn 4.1.3 se tiene lo siguiente.

Observacion 4.1.5 (a) Para cada ideal bilateral maximo I de R, exist un R—mddu-
lo izquierdo simple S tal que w§ < wi!’ < W,

(b) Por (a), se sigue que rad < rad =< rad. En particular, rad(R) < rad (R) <
rad(R).

Obsérvese que rad(R) es el radical de Jacobson de R y rad(R) es el radical de
Brown-McCoy de R (ver [22, Section C.19].)

Observacién 4.1.6 Sea I un ideal bilateral maximo de R, entonces (w? : rad) =
(Wi W)

47
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Demostracién. En vista de [25, Theorem 8.2 (c)] tenemos que (W} : rad) = (wi :

A{w? | J es un ideal bilateral maximo de R}) = A{(w} : w}) | J es un ideal
bilateral maximo de R}). Ademds, notemos que (w} : W) = Wi v Wl =1 pa-
ra cada ideal bilateral maximo J # I. Por lo tanto, (wi : rad) = (W} : wi).

Lema 4.1.7 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) wg /T = w®, para algtin ideal bilateral maximo I de R.
(b) rad Z rad.
Demostracién. [(a) = (b)] Por hipétesis, existe un ideal bilateral maximo I de
R _
R tal que wg/l = Wi Esto implica que w? T # 0. Dado que I es un ideal
R R R R
bilateral maximo de R, concluimos que wh (I) =7 Luego, 7= wl (I) =
R (WR W) (R) (WR W) (R)
R I Wr I Yr R. R
_ - , de dond Wwh)(R) = R
e ) e 11 o dedonde ey

Por lo tanto, (w})L : w?) = 1. Ahora, por la Observacién 4.1.6, obtenemos que (w? :

R Frad)(R R R
rad) = 1. Entonces, rad <) = (wIRria)() = —. Por otro lado, rad <> =
I wit(R) I A\
/\ R/J R . . ;. A =
Wy T | J es un ideal bilateral maximo de R > = 0. Por lo tanto rad 2
rad.

[(b) = (a)] Esta es una consecuencia de las definiciones de rad y rad .

Proposicion 4.1.8 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un producto directo de un nimero finito de anillos simples.
(b) wg/l = Wl para cada ideal bilateral maximo I de R.

(¢) Todos los codtomos son radicales.

(d) rad =rad.

Demostracién. Las equivalencias entre (a), (b) y (¢) se pueden encontrar en [25,
Theorem 17].

[(b) <= (d)] Se sigue del Lema 4.1.7.

4.1.1 Prerradicales superfluos.

Definicion 4.1.9 Letr € R-pr. Decimos que s € [r,1] es r—superfluo sitVs = 1
implica que t = 1.

Definicion 4.1.10 Sea r € R-pr. Decimos que r es un prerradical superfluo, si
rV s =1 para cada 1 # s € R-pr. Esto es, r es 0—superfluo.
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Para cada r € R-pr, definimos el r-radical como sigue:
rad, := A{wl | r < W, I es un ideal bilateral maximo de R}.

De las definiciones es claro que rad < rad,..

Proposicion 4.1.11 Sear € R-pr. Entonces, la clase de los prerradicales r—super-
fluos es el intervalo [r,rad,].

Demostracién. Notemos que para cada 1 # t € [r, 1], existe un codtomo w? tal
que t < Wi

Supongamos que rad, V¢t =1, con t > r. Si t fuera propio, entonces existiria
un codtomo w? tal que t < wh. Luego, 1 = rad, V¢t < wi lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, rad, es r— superfluo. Ademds, si s € [r,rad,] entonces
s es r— superfluo, ya que si para algin 1 # t € [r, 1] se satisface que sVt =1,
entonces rad, V¢ = 1.

Ahora, sea t € [r, 1] un prerradical r—superfluo. Entonces es claro que ¢ < w})”
para cada wi € [r, 1].

O

Corolario 4.1.12 La clase de los prerradicales superfluos es el intervalo [0, rad).

Demostracién. Esto es una consecuencia de la Proposicién 4.1.11 para r := 0.
O

4.1.2 Prerradicales huecos.

Decimos que 1 es un prerradical hueco cuando cada 1 # t € R-pr es un
prerradical superfluo.

Proposicion 4.1.13 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1 es un prerradical hueco.

(b) R-pr tiene un dnico codtomo.

(¢) Res un anillo con un tnico ideal bilateral maximo.

Demostracién. (a) = (b) Sean wit y wil codtomos en R-pr. Por hipétesis, wit V
wf‘ = 1. Entonces, I; + I S R. Pero I; e I, son ideales bilaterales méximos,
asl que Il = Il + IQ = 12.

(b) = (c¢) Sean I; e I, ideales bilaterales maximos. Dado que R-pr tiene un tnico

coatomo, se tiene que w})”l = wg. Evaluando estos en R concluimos que Iy = Is.

(¢) = (a) Sean 1 # r,s € R-pr. Consideremos los ideales bilaterales r(R) y s(R).
Dado que R tiene un tnico ideal bilateral maximo J, tenemos que r(R) < J y
s(R) < J. Entonces (r V s)(R) S R, por lo tanto r Vs 3 L.

U

Corolario 4.1.14 Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes.

(a) 1 es un prerradical hueco.
(b) R-pr tiene un tnico codtomo.

(¢) R es un anillo local.
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4.1.3 Preradicales y mdédulos superfluos.

Lema 4.1.15 Sean r,s € R-pr and M € R—Mod. Sir(M) < M yrVs =1,
entonces M € T,.

Demostracién. Como r(M) + s(M) = (rV s)(M) =M y r(M) < M, entonces
s(M) = M. Por lo tanto, M € Ts.

Proposicién 4.1.16 Sear € R-pr. 5i.%, := {M € R—Mod | r(M) <« M} genera
R—Mod, entonces r es superfluo en R-pr.

Demostracién. SirVs = 1, entonces por el Lema 4.1.15, ., C T,. De donde, T ge-
nera R—Mod. Por lo tanto, s = 1.

Lema 4.1.17 Sea r € R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe & :={M, | o« € A} C R—Mod que genera R—Mod, y r(M,) < M,
para cada o € A.

(b) 7(R) < R.

Demostracién. [(a) = (b)] Sea #F = {M, | a € A} una clase generadora de
R—Mod, donde r(M,) <« M, para cada « € A. De la hipétesis, existe un
epimorfismo [ : @ M, — rR.

yeI'CA
En vista de que rR es un médulo proyectivo finitamente generado, eX|ste un mo-

nomorfismo ¢ : gR »— @ M,, tal que (Bok)o¢ = 1g, donde k : @

i=1 i=1
n

@ M., es la inclusién. Entonces, existe un submédulo U < @ M, tal que
yeI'CA i=1

@M . = ¢(R) ®U. Tomando la proyeccién WZ(R) : @MW — ¢(R) vy aplican-

do 7, obtenemos la proyeccién w?ég()R)) = (p(R : (@M ) — r(¢(R)).
Dado que cada r(M,,) < M,,, se sigue que 7 (@M ] = @ r(M,,) <
i=1 i=1

n
P ...
=1

Puesto que los morfismos envian submdédulos superfluos a submédulos super-
fluos, concluimos que 7(¢(R)) < ¢(R) = R.

[(b) = (a)] Esto se debe a que R es un generador para R—Mod y a la hipétesis de
que r(R) < R.
g

Proposicion 4.1.18 Sea r € R-pr un t—radical. Entonces, las siguientes condicio-
nes son equivalentes.
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(a) r(M) < M, para cada M € R—Mod finitamente generado.
(b) r(R) < R.

(¢c) Existe # :={M, | a« € A} C R—Mod que genera R—Mod, con r(M,,) < M,
para cada o € A.

Demostracién. [(a) = (b)] Esto es un caso particular de (a), ya que R es un médulo
finitamente generado.

[(b) = (a)] Sea M un mddulo finitamente generado. Entonces, existe un epi-
morfismo f : R™ — M. Como r es un t—radical, obtenemos el epimorfismo
r(f):r(R"™) = r(M).

Notemos que (R™) = (r(R))", entonces aplicando (b) obtenemos que r(R)"™ <«
R™. Finalmente, en vista de que los morfismos envian submddulos superfluos a
submddulos superfluos, concluimos que (M) = f(r(R)") < M.

[(b) <= (c¢)] Es una consecuencia del Lema 4.1.17.
O

Recordemos que un anillo R es duo-izquierdo si satisface que cada ideal iz-
quierdo es bilateral.

Proposicion 4.1.19 Si R es un anillo duo-izquierdo, entonces las siguientes condi-
tions son equivalents para cada r € R-pr.

(a) r es un prerradical superfluo.
(b) r(R) < R.

Demostracién. [(a) = (b)] Sea r € R-pr un prerradical superfluous, si 7(R) € R,
entonces existiria un ideal izquierdo propio gJ de Rtal que r(R) + J = R. Por
hipétesis, J es un ideal bilateral también. Asi, J = o}(R); y entonces R = r(R) +
J = (rva})(R). Esto implica que r V o} = 1. Dado que r is un prerradical
superfluo, concluimos que oz? = 1. Evaluando en R, obtenemos la contradiccién
R=J.

[(b) = (a)] Sea 1 # r € R-pr tal que r(R) < R. Sea s € R-pr tal que r Vs = 1.
Esto implica que r(R) + s(R) = R. Luego s(R) = R; y por lo tanto, s = 1. En
vista de lo anterior, concluimos que r es un prerradical superfluo.

O

Definicion 4.1.20 Sean r € R-pr y [0,7] := {0 € R-pr : o < r}. Decimos que
s € [0,r] es superfluo respecto a r, si para cadat € [0,r] tal quetV s =r, se
satisface que t = r.

Definicién 4.1.21 Sea r € R-pr. Decimos que r es un prerradical superfluo, si
r es superfluo respecto a 1. Esto es, para cada s € R-pr, r V s # 1.

Definicién 4.1.22 Sea 0 # r € R-pr. Decimos que r es un prerradical hueco, si
para cada t € [0, 7] se satisface que t es superfluo respecto a r.

Proposicion 4.1.23 Sean R un anillo con 1 y R-pr la reticula de prerradicales en
R — Mod. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1 es hueco.
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(b) R-pr tiene un solo codtomo.
(¢) R es un anillo con un dnico ideal bilateral maximo.

Demostracién. (a) = (b) Sea wf' y wf® codtomos de R-pr. Por la hipétesis,

wit Vwf S L Entonces, I1 + I, < R. Pero I; e I son ideales maximos. Por lo
tanto, Il = Il + IQ = IQ.

(b) = (¢) Sean I e I, ideales bilaterales maximo de R. Como R-pr tiene un tnico
codtomo, tenemos que wﬁ = wg, evaluando estos en R, concluimos que I; = 1,.

(¢) = (a) Sean 1 # r,s € R-pr. Consideremos los ideales (R) y s(R). Dado que
R tiene un Unico ideal maximo J, entonces r(R) < J y s(R) < J. Por lo tanto,
(rvs)(R)S R;yconello, rVss 1.

0

Corolario 4.1.24 Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalente.
(a) 1 es hueco.

(b) R-pr tiene un tnico codtomo.

(c) R es local.

Proposicion 4.1.25 Seanr,s € R-pr con r es superfluo en R-pr y M € R— Mod.
Sir(M)< M yrVs=1, entonces M € Ts.

Demostracién. Sea M € R — Mod. Evaluando r V s en M, es inmediato que
r(M) + s(M) = M; y dado que (M) < M, entonces s(M) = M. Por lo tanto,
s=1.

O

Proposicion 4.1.26 Sean R un anillo con 1, » € R-pr un prerradical. Si .7, =
{M €R—Mod:r(M) < M} genera R — Mod, entonces r es superfluo.

Demostracién. Sea s € R-pr tal que r Vs = 1. Por 4.1.23, se sigue que ., C T,.
De donde, R—Mod = Gen(.#,) C Gen(T,). Por lo tanto, s = 1.
O

Lema 4.1.27 Sean R un anillo con 1 y r € R-pr. Entonces,

(a) Existe # := {M, : « € A} C R—Mod que genera R—Mod tal que r(M,) <
M., para cada o € A.

(b) r(R) < R

Demostracién. (a) = (b)

Sea .7 = {M, : « € A} que genera a R — Mod vy tal que r(M,,) < M, para
cada a € A. De la hipétesis, existe un epimorfismo

P, : M, e Foyer) 2 gR 0.

Ahora bien, dado que rR es proyectivo, el morfismo 3 se escinde. Esto es, existe
un monomorfismo 0 — rR —*» @{Mﬂ, M, e F,yeT} tal que fop =0.
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Finalmente, como R esta generado por 1, existen existen {7;}; tales que rR =
n

o(rR) = @{Mm 1 M, € F}.
i=1
Aplicando el prerradical 7 a 5 y usando que r es un t—radical, obtenemos el
epimorfismo @T(Mv) r) r(R) — 0. Finalmente, si ocurre que @T(M,y)) <
¥ ¥
EDM’Y’ podemos concluir que 7(R) < R.
Y

(b) = (a) Esta implicacién es inmediata ya que R siempre es un generador de
R — Mod; y por hipétesis r(R) < R.
O
Notemos que si en el lema anterior,  es un t—radical, entonces obtenemos las
siguientes equivalencias.

Proposicion 4.1.28 Sea r € R — pr un t—radical. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(a) Para cada M € R — Mod finitamente generado, se satisface que r(M) < M.
(b) r(R) < R.

(c) Existe # :={M, : o € A} C R—Mod que genera R—Mod tal que r(M,,) <
M,, para cada o € A.

Demostracién. (a) = (b) Es inmediato, pues gR es finitamente generado; y por el

lema anterior, se tiene (b) <= (c). As que nos resta demostrar (b) = (a). Sea

M € R—Mod finitamente generado. Entonces, existe un epimorfismo h : R" — M,

y dado que ¥ genera R — Mod, existe un epimorfismo @{MW} ENy VS Luego,
yel

como R™ es proyectivo, existe un morfismo g : R™ — @{MW} tal que fg = h.

yel
Factorizando g a través de su imagen, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Im(g) <~—— R

g
/f‘
i = =1|h
Jg
n

I U S

~yell
Como (fk)(jg) = h y h es un epimorfismo, concluimos que fk también es un
epimorfismo. Por lo tanto M es .% —finitamente generado.

Finalmente, aplicando el t—radical r al epimorfismo fk; obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo.
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D)y = ()

s\[ t
n
P, ) ——= M.
=1

Por hipétesis (M., ) < M,, para cada ; asi que usando que suma directa finita

7

de superfluos es superflua y que los morfismos preservan superfluos, concluimos que

r(M) = r(k) (@{T(M%)}) < M.
i=1 .

Proposicion 4.1.29 Si R es un anillo duo-izquierdo, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes, para r € R-pr:

(a) r es superfluo.
(b) r(R) < R.

Demostracién. (a) = (b) Sea r € R-pr un prerradical superfluo. Supongamos que
r(R) <« R. Entonces, existe un ideal izquierdo propio gJ de R tal que r(R)+J = R.
Ahora, como R es un anillo duo-izquierdo, se sique que J también es un ideal
bilateral. De donde, J = a}(R) y R = r(R) + J = (r V a%)(R). Esto implica
rV ot = 1; y dado que r es superfluo, concluimos que o = 1. Por lo tanto,

R = J que es una contradiccion.

(b) = (a) Sea 1 # r € R-pr tal que 7(R) < R. Sea s € R-pr tal que r Vs = 1.
Esto implica que (R) + s(R) = R. De donde, s(R) = Ry por lo tanto, s = 1. De
lo anterior concluimos que r es un prerradical superfluo.

O

4.2 Submoédulos fi-maximos y rad.

.7 . V - . Z _
Observacion 4.2.1 Para cualesquiera p, ¢ nimeros primos, se tiene que pr(Zq) =

{f~'(pZ) : f € Homgy(Zq,Z)} = Zq. Por lo tanto, en Z — pr tenemos que
rad(Z,) = Z, para cada p primo.

Observacién 4.2.2 Sea M € Tyq. Entonces, M = wi(M) = N{f~1(I) : f €

Homg (M, R)}. Esto implica que f(M) C I para cada f € Homg(M,R).

Ahora, consideremos la sucesion exactan : 0 — 1 N3 R/I — 0. Aplicando
el funtor Homg (M, —) a la sucesidon exacta 1) obtenemos la sucesién exacta 0 —
Homg (M, I) 2% Homg (M, R) ™ Homg (M, R/I).

El hecho de que f(M) C I para cada f € Homg(M,R), implica, que j, es
suprayectiva. Por lo tanto, m, = 0.

Definicion 4.2.3 Sean M € R—Mod y N < M. Decimos que N es un submédu-
lo fi-maximo de M, si N € Sy;(M) y para cada L € Sy;(M) tal que N < L < M,
se tiene que L = M
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Observacion 4.2.4 Sean M € R—Mod, N € Sy;(M) y p € R-pr tal que p(M) <
N. Entonces p = wil.

Demostracién. Sea K € R—Mod y f : K — M. Aplicando el prerradical p
se tiene que f(p(K))) C p(M) C N. Luego, p(K) C f~Y(N). Por lo tanto,
p(K) < wif (K).

U

Observacion 4.2.5 Sean I un ideal bilateral maximo de R y M € R—Mod. En-
tonces M € T,r 0 wR(M) es un submédulo fi—maximo de M.

Demostracién. Supongamos que wX (M) S M. Sea N € Sy;(M) tal que wR(M) <
N < M. Por la Observacién 4.2.4 se sigue que wi < wi!. Como w es un codtomo,

concluimos que N = M. Por lo tanto wR(M) es un submédulo fi—méximo de M.
O

Observacion 4.2.6 Sean M € R—Mod y K un submddulo fi—mdaximo de M.
Entonces existe I, un ideal bilateral maximo de R, tal que w(M) = M o bien
K = w}M).

Demostracién. Consideremos el prerradical w%. Dado que R-pr es coatémica,
existe I un ideal maximo de R tal que w} < wi. Evaludndolos en M tenemos
que K < wR®(M) < M. En vista de que K es un submédulo fi—maximo de M,
concluimos que w®(M) = M o bien K = wi}(M).

O

Observacion 4.2.7 Sea M € R—Mod tal que M ¢ T r para cada I ideal maximo

de R. Entonces existe una biyeccion entre Coat(R-pr) (los codtomos de R-pr) y
Fi — max(M) (los submddulos fi-maximos de M ).

Demostracién. Sea ® : Coat(R-pr) — Fi—max(M), dado por ®(wk) := w}(M).
Por la Observacién 4.2.5, ® estad bien definida, y de la Observacién 4.2.6 se tiene
que P es suprayectiva.

O

Proposicién 4.2.8 Si M ¢ T.r para cada I ideal maximo de R, entonces
rad(M) = ({N € Sy;(M) : N es un submddulo fi-mdximo de M }.

4.3 Modbdulos multiplicativos y prerradicales.

Definicién 4.3.1 [40] Sea M € R—Mod. Decimos que M es un médulo multi-
plicativo (izquierdo) si para cada submddulo N de M, existe un ideal bilateral T
de R tal que N = I M.

Observacion 4.3.2 Si M € R—Mod es un médulo multiplicativo, entonces cada
submddulo de M es totalmente invariante. Esto es, S(M) = Sy;(M).

Demostracién. En efecto, dado N < M, existe I un ideal bilateral de M tal
que N = IM. Luego, para cada f € Endg(M) se tiene que f(N) = f(IM) =
If(M)CIM = N,y por lo tanto, f(N) C N.

O

De las observaciones de [40], se tiene los siguiente.
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Proposicion 4.3.3 Sea M € R—Mod. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) M es un mddulo multiplicativo.
(b) ay.p (M) =N para todo N € S(M).
(c) Q%ZM/N)(M) = N para todo N € S(M).

Demostracién. La demostracion es consecuencia del hecho que M es un médulo
multiplicativo siy sélo si (N : M)M = N siy sélosi (0: M/N)M = N para cada
N e S(M).

O

Corolario 4.3.4 Sea M € R—Mod. Entonces,

(a) M es un médulo multiplicativo.

(b) a{{N:M) € [a¥,wh] y cada N < M es totalmente invariante.

(¢) afbar/ny € laN ,wi] y cada N < M es totalmente invariante.
Observacion 4.3.5 Para cada M € R—Mod, se tiene la aplicacion

o R —trad — Sy (M) dada por
ot o (M) = T M.

Notemos que @y preserva \/ y oar(1) = M.

Ademas, como R — trad, el infimo de o} y aftes aff Aafl = off ;. se sigue
que QD]V[(O[%ACY%) =L NL)MCILiMNILM = <pM(aIR1) O<pM(aIR2).

Proposicion 4.3.6 Si M es un médulo multiplicativo, entonces Sy¢;(M) = S(M)
y oum : R —trad — S(M) es suprayectiva, con inversa derecha pyr : S(M) —
R — trad, asignando N — a?N:M).

Demostracién. Es una consecuencia de la Proposicién 3.2.3.

Se puede notar que (par o par)(INV) = @M(Q?N:M)) = O‘?N:]M)M = N. Por
lo tanto, ppr 0 pyr = 1s(M)- Por otro lado, para cada ideal I se tiene que a? <
O‘?HW:M)’ asi que lthrad < pPop.

O

Observemos que si M es multiplicativo, fiel y finitamente generado, entonces

M es cancelable por la izquierda (esto es, IM = JM = I =.J);y por lo tanto,
se satisface que ) es inyectiva.

Observacion 4.3.7 Si M es un médulo multiplicativo y N € Sy;(M), entonces se
tienen las siguientes desigualdades:

R M R M
Mgy = ON 2 ANy SWN
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Demostracién. La primera desigualdad siempre se tiene; y las otras desigualdades
son consecuencia del Corolario 3.2.4 (b).
O

Observacion 4.3.8 Si N € Sy;(M), entonces (N : M) = afjy.,;(R) = wif (R).
Demostracién. Notemos que (N : M) = {r € R : rm € N,¥Ym € M}

ﬂmeM{(—-m)_l(N) | —-m:R— M,r— rm}. Luego, ﬂmeM(—-m)_l(N)
N{f~YN): f € Homg(R: M)} = w¥(R).

O

Observacion 4.3.9 Sea M € R—Mod. (a) Para cada N < M se tiene que (N :
M) un ideal bilateral de R, asi que podemos definir una asignacién

oy s S(M) — R — trad.

(b) Para cada N € Sy;(M), tenemos también

YM : sz(M) — R — trad.
R
(c) Como consecuencia de lo anterior, tenemos par,yar : Sypi(M) — R —rad
definidas por ppy(N) = Q?N-J\I) y ym(N) = aRM(R), respectivamente. Por la
: an

Observacion 3.2.7 se sigue que v < pa

En vista de la observacion 3.2.8, ver en que casos ambas asignaciones coin-

ciden es equivalente a ver cuando wi! (R) = o/ (R) para cada N € Sy;(M). En

particular, para M tendremos que o1 (R) = wi(R) = R, esto es, o\t =1, lo cual

ocurre si y sélo si M es un generador de R—Mod.

Ejemplo 4.3.10 Sea 0 # R un anillo simple, entonces para cada 0 # M €
R—Mod, se satisface que @ : R — trad — S(M) es una biyeccion.

4.4 Anillos y médulos aritméticos.

De [39, 3.10] tomamos las siguientes definiciones.

Definicion 4.4.1 Sean A un anillo con 1, M € R — Mod.

(a) Decimos que M es un médulo aritmético si Sy;(M), la reticula de submddulos
totalmente invariantes de M, es distributiva.

(b) Decimos que R es aritmético si Id(R), /a reticula de ideales bilaterales de R,
es distributiva.

Observacion 4.4.2 [39, 3.10] Cualquier anillo Von Neumann regular es aritmético.
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Observacion 4.4.3 Sea R un anillo con 1. Si para cada M € R—Mod, se satisface
que M es aritmético; entonces, en particular R es un anillo aritmético.

Proposicion 4.4.4 Sea R un anillo con 1, tal que para cualesquiera r,s,t € R —
trad se satisface que r A (s Vt) = (r A's) V (r A t); entonces R es aritmético.

Demostracién. Sean I,.J, K € Id(R). Consideremos los t—radicales a®, af y o,

Recordemos que éstos satisfacen aff(R) = I,a }(R) = J y o} (R) = K.

Por la hipétesis, se sigue que I N (J + K) = [aff A (aFf vV al)](R) = [(aF A
af) v (e A ad)](R) = (INJ)+ (INK). Por lo tanto, Id(R) es distributivE

Corolario 4.4.5 Sea R un anillo con 1 tal que R-pr es una reticula distributiva.
Entonces, R es aritmético.

Demostracién. Dado que por hipédtesis, R-pr es distributiva; en particular se cumple
que rA(sVt) = (rAs)V(rAt) para cualesquiera r, s,t € R—trad. Asi que por la Pro-
posicién 4.4.4, concluimos que R es aritmético.

Proposicion 4.4.6 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) Para cada M € R—Mod, se satisface que M es aritmético.
(b) R-pr es una reticula distributiva.

Demostracién. (a) = (b) Sean r,s,t € R-pr y M € R — Mod. Como sabemos
r(M),s(M),t(M) € Sy (M). Entonces, por (a) se sigue que [r A (s V t)|(M) =
r(M)N[s(M)+t(M)] = [r(M)Ns(M)]+[r(M)Nt(M)] = [(rAs)V(rAt)]|(M).

Por lo tanto, A (s Vt) = (r As) V (r At). Esto es, R-pr es distributiva.

(b) = (a) Sean M € R—Mody K,L,N € Sy;(M). Consideremos los prerradicales
aM oMy o Entonces, usando (b) obtenemos lo siguiente,
L0 (N +K) = [aj! Aay Vai)[(M) = [(aff Aaf)V (af Aaid)|(M) =
(LNN)+ (LNK). Porlo tanto, LN (N +K)=(LNN)+ (LNK); con lo cual
concluimos que S¢;(M) es distributiva.

0

Observacion 4.4.7 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es un anilo totalmente-idempotente (cada ideal bilateral es idempotente).
(b) Cada t—radical es idempotente.

(¢) Para cada I,J € Id(R) se satisface que I.J = 1N J.

(d) Para cada off,aff € R —trad, se satisface que aff - o} = oF;, = aﬁmJ).

Observacion 4.4.8 Si R es un anillo regular de von Neumann, entonces cada
t—radical es exacto izquierdo.
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Observacion 4.4.9 [19] (Lema de la base dual) Sea P € R—Mod. Entonces, P es
proyectivo si y sélo si existen {a;};cr € Py {f:}icr € Homg (P, R) tales que para
cada a € P, fi(a) =0 para casi todo i, y a =) ,.; fi(a)a;.

Haciendo uso de [19][2.40 Proposition], se tiene la siguiente observacién.

Observacién 4.4.10 Sea P un médulo proyectivo. Entonces ok es un t—radical

: R _ P
idempotente. De hecho, aag(R) = ap.

Demostracién. Dado que P es proyectivo, por el Lema de la base dual, existen
{a;}icr € Py {fi}ier € Homgr(P,R) tales que para cada a € P, f;(a) = 0
para casi todo i, y a = Y., fi(a)a; € ab(R)P. Lo anterior quiere decir que

R _ P R : : ;
aag(R)(P) = Ij.) Por IFS tanto, ap < Ok ()" La otra desigualdad siempre se tiene.
Por lo tanto, ap = aag(R)

O
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Capitulo 5

Suplementos en R-pr.

5.1 Suplementos en R-pr.

En esta seccién, estudiaremos suplementos en R-pr.

5.1.1 Definiciones y propiededes bdsicas.

Definicién 5.1.1 Sean L una reticula con1 y a,b € L. Decimos que

(a) b es un suplemento para un elemento a € £ sib es un elemento minimo en
{ceL|ecVa=1}.

(b) b es un suplemento fuerte para a en L si b is el menor elemento en {c € L |
cVa=1}.

Definicién 5.1.2 Sean M € R—Mod y L, N € Sy;(M). Decimos que L es un
fi—suplemento (fuerte) de N si L es un suplemento (fuerte) de N en Sy;(M).

Lema 5.1.3 Sean r, s € R-pr. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si s es un suplemento de r, entonces s(R) es un fi—suplemento de r(R).

(b) Si s es un suplemento fuerte de r, entonces s(R) es un fi—suplemento fuerte
de r(R).

Demostracién. (a) Dado que sV r = 1, entonces s(R) + r(R) = R. Ahora, si I es
un ideal bilateral de R tal que I < s(R) y r(R)+1I = R, entonces af' < afiy) <.
Como R =7(R) +1 = (rVal)(R), entonces 7V af = 1. Luego af = s, ya que
s es un suplemento de 7. Por lo tanto, I = (o}})(R) = s(R).

(b) Si s es un suplemento fuerte de r, entonces s(R) es un fi—suplemento de 7(R).
Sir(R)+1 =R, conIeSy(R), entonces r V o = 1. Por lo tanto, s < aff por
hipétesis. Concluimos evaluando estos prerradicales en R.

Lema 5.1.4 Sear € Rpr. Si I es un fi—suplemento de r(R), entonces ot es un

suplemento de r.

Demostracién. Notemos que (o Vv r)(R) = I +7(R) = R. Luego, ot v r = 1.
Ahora, sea o € R-pr tak que 0 < ot y o Vr = 1. Entonces, o(R) < Iy
) =1

o(R) + T(R) = R. Como I es un fi—suplemento de (R), entonces (R

Luego aff < o} y por lo tanto, o = off.

O
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62 fuertemente suplementada.

Lema 5.1.5 Sear € R-pr. Si I es un fi—suplemento fuerte de r(R), entonces o}

es un suplemento fuerte de r.

Demostracién. Es similar a la demostracién vista en el Lema 5.1.4.

Proposicion 5.1.6 Sea r € R-pr un t—radical. Las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) r tiene un suplemento en R-pr si y sélo si r(R) tiene un fi—suplemento en R.

(b) r tiene un suplemento fuerte en R-pr siy sélosi r(R) tiene un fi— suplemento
fuerte en R.

Demostracién. (a) Dado que r es un t—radical, se tiene que r = ai‘(R). Sea

s un suplemento para r en R-pr. Entonces, por el Lema 5.1.3 (a), s(R) es un
fi—suplemento de r(R) in R. El reciproco se sigue del Lema 5.1.4.

(b) Es similar a la demostracién de (a).

Proposicion 5.1.7 Sea s € R-pr. Las siguientes condiciones se satisfacen

(a) Si s es un suplemento para algiin r € R-pr, entonces s es un t—radical .

(b) Si s es el suplemento fuerte para algin r € R-pr, entonces s es un t—radical
idempotente.

Demostracién. (a) Si s es un suplemento de r, entonces s(R) es un fi—suplemento
de r(R). Entonces, af”(R) es un suplemento de 7. Como a}}(R) =< s, entonces af”(R) =
s.
(b) Si s es un suplemento fuerte de r,entonces por (a) s = a?(R). Ahora veamos
que s es idempotente.

Dado que 1 =rVs, entonces 1 =7V (1-s) = rV[(rvs)-s] =rV(r-s)V(s-s) =
7V (s-s). Estoes, rV (s-s) = 1. Por la hipétesis sobres, entonces s < s - s. Por
lo tanto, s = s s.

O

5.2 Condiciones para que R-pr sea una gran reticula suple-
mentada o fuertemente suplementada.

Teorema 5.2.1 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es una gran reticula suplementada.
b) R — Mod tiene un generador M tal que S¢;(M)es una reticula suplementada.
I

Demostracién. [(a) = (b)] Haciendo uso de la Proposicién 5.1.6, tenemos que R
es un generador para R—Mod con S¢;(R) suplementada.

[(b)= (a)] Sea M € R—Mod un generador de R—Mod tal que S;;(M) es una
reticula suplementada.
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Si r € R-pr, tenemos que (M) € Sy;(M). Por hipédtesis, (M) tiene un
fi—suplemento N € Sy;(M). Ahora, veamos que o’ es un suplemento de 7.
Como 7(M) + N = M entonces o}l < (rval!). Dado que M es un generador de

R—Mod, entonces oAt = 1. De donde, r V a¥f = 1.

Ahora, si t es un prerradical tal que ¢t < a% y t Vr =1; entonces t(M) < N

y t(M) +r(M) = M. Como N es un fi—suplemento de r(M), obtenemos que
t(M) = N. Luego, a% < t. Por lo tanto, t = a%.

O

Teorema 5.2.2 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es una gran reticula fuertemente suplementada.
(b) R—Mod tiene un generador M tal que S¢;(M) es una reticula suplementada.

Demostraciéon. Es similar a la demostracion vista en el Teorema 5.2.1.
Teorema 5.2.3 En R-pr, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es suplementada.
(b) Existe M € R— Mod generador de R —Mod tal que Sy;(M) es suplementada.

Demostracién. [(a)= (b)] Dado que R-pr es suplementada por hipétesis, entonces
tenemos esto en particular para los t—radicales, que estan en correspondencia bi-
yectiva con los ideales bilaterales de R; y dado que R es un generador de R — Mod,
concluimos observando lo deseado: Sy;(R) es suplementada.

[(a)= (b)] Veamos que R-pr es suplementda.
Sea M € R — Mod un generador de R — Mod que satisface las condiciones de

(b)-

Sea r € R — pr, consderemos el médulo (M) € Sy;(M) y el prerradical
a%M) < r. Dado que S§;(M) es suplementada, existe N € Sy;(M) tal que N es
suplemento de (M) en M.

Consideremos el prerradical a!. Primero notemos que r VV o} = 1. Notemos
que (M) + N = M implica que r V af > o}y Vayf > ajj
Ahora, sea t < ! tal que tVr = 1. Entonces, t(M) < Ny t(M)+r(M) = M.

Luego, dado que N es un suplemento de (M), se sigue que t(M) = N y con ello

M — M
acyr . Por lo tanto t = agy .

|
I=

O

Observacion 5.2.4 Si M € R — Mod es principal; en particular es un generador
de R — Mod.

Demostracién. En efecto, dado que M es principal se tiene que 7 = o (M) para
cada r € R-pr. En particular, 1 = oz%. Esto dltimo es equivalente a que M sea un
generador de R — Mod.

O

Teorema 5.2.5 Sea M € R — Mod que es principal. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes.
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(a) R-pr es suplementada.

(b) Syi(M) es suplementada.

Demostracién. [(a)=(b)] Sea N € Sy;(M). Consideremos el prerradical oY/ . Luego
por (a), existe s € R-pr que es un suplemento de o}!. Entonces, M = (s V
o) (M) = s(M) + N) = M. Ahora, sea K € Sy;(M) tal que K < s(M) y
K + s(M) = M. Como K = o} (M), tenemos que (o} v ad)(M) = M =
a}f(M). De donde, por la observacién 5.2.4, tenemos que 1 = o] = ol + olYf.

Finalmente, como s es suplemento de o/, concluimos que oY = s. Por lo

tanto, K = o} (M) = s(M).

[(a)=(b)] Sea r € R-pr. Por la hipétesis, r = a%M). Ahora bien, dado que Sy; (M)

es suplementada, existe L € Sy;(M) un fi-suplemento de (M ). Notemos que a}!

es un suplemento de r en R-pr.
O

5.2.1 Prerradicales con suplemento fuerte.

Denotemos por Ss(R-pr) a la clase de prerradicales que tienen suplemento
fuerte en R-pr. Para cada r € S5(R-pr) denotaremos por r tal suplemento fuerte
de 7.

Notemos que 0,1 € Ss(R-pr).

Definimos la relacién ~; en Ss(R-pr) como r~ s siysélosir, = s,. La
relacién ~ es una relacién de equivalencia en S (R-pr). Para cada r € S(R-pr),
[rlL :={s€eR-pr|r~, s}

Observacion 5.2.6 [0], = {r € Ss(R-pr) | r es un prerradical superfluo }. Ademds,

AL ={1}.

Observacion 5.2.7 Si R-pr es un suplemento fuerte, entonces (r ), = r para
cada r € R-pr.

Proposicion 5.2.8 Sea R un anillo tal que R-pr es una gran reticula fuertemente
suplementada. Entonces, [r], = [r1,rad,]. En particular, [0,rad] consiste de
todos los prerradicales superfluos.

Observacion 5.2.9 E/ totalizador in R-pr estd definido por t(r) := A{7 € R-pr |
(r: 1) =1}. Las propiedades del totalizador pueden encontrarse en [26], [27] y [6,
1.2.E5]. Para conveniencia del lector, enlistamos aqui algunas de sus propiedades.

(a) t(r) es el menor prerradical en la clase {T € R-pr | (r:7) =1}.

(0 : 7(R)), donde (0 : r(R)) := {z € R | r(R)z = 0}. Mds aiin,

Lema 5.2.10 Sir € S,(R-pr) entonces t(r) < r,.
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Demostracién. Como 1 =rVr, < (r:r,). Asi, (r:r,) = 1. Por lo tanto, por la
Observacién 5.2.9 (a), obtenemos que t(r) < 7.

Teorema 5.2.11 Sea R un anillo con 1 tal que R-pr es una gran reticula fuerte-
mente suplementada. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Para cadar € R-pr, t(r) =r,.
b) Para cada I € S¢;(R), (0:1) es el fi—suplemento fuerte de I.
f

Demostracién. Notemos que por la demostracién del Teorema 5.2.2, S¢;(R) es una
reticila fuertemente suplementada.

[(a) = (b)] Sea I un ideal bilateral de R. Consideremos el t—radical alt. Aplicando
la Observacién 5.2.9 (c) a o, obtenemos que [t(a})](R) = (0 : [a}](R)). Ademss,
por el Lema 5.1.5 t(af) = (a}t)L = af,, donde I, denota el fi—suplemento fuerte
de I. Entonces tenemos que (0 : I) = (0 : [o}](R)) = [t(a})](R) = (o) L(R) =
(o JR) =1..

[(b) = (a)] Sea r € R-pr. Por el Lema 5.1.5 y la hipdtesis, se sigue que 1, =
(QS(R))L = (QB(R)L) = a%:T(R)). Ademds, el Lema 5.2.10 implica que t(r) < rJ.
De donde, t(r) =< a%:T(R)). Por otto lado, la Observacién 5.2.9(c) implica que
Afp(ry) = 8(r)- Por lo tanto, t(r) = a(f,.r)) = 7L _

5.3 R -—trady Z<_ 11 para anillos perfectos.

Lema 5.3.1 La asignacion ¢ : R — trad — £~ _, [1. dado por af — For, esun
anti-isomorfismo de reticulas.

Demostracién. Sean J, J ideales bilaterales de R tales que I < J. Entonces a? <
ot y se satisface que For C For. Esto es, ¢ invierte el orden.

Por otro lado, sean I, .J ideales de R y M € R—Mod tal que (afVval)(M) =
0, entonces o} (M) =0y a}(M) = 0. Por lo tanto, p(af Valt) =F x NF
I

[

<

Ahora bien, en R — trad,a FAal = ajf,;; mientras que Forn\/Fon = F
De donde, p(afAal) = FonVFqr.

R .
g
O

Comentarios 5.3.2

(a) En el articulo TTF-Classes over perfect rings, J.S. Alin y E. P. Armendariz
( J. Austral. Math. Soc. 11 (1970), 490-503); los autores demostraron que en
un anillo R perfecto derecho, cada clase de torsion hereditaria es cerrada bajo
productos directos; y determinada por un ideal idempotente del anillo.

Cabe mencionar, que el comentario anterior, fue tomado del articulo Torsion
Theories over semiperfect rings, Edgar A. Rutter, Jr. (Proceedings of the
American Mathematical Society, Vol. 34, Numb. 2, August 1972).
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(b) Por otro lado, en el articulo On big lattices of classes of R—Mod defined
by Closure properties, los autores demostraron los siguientes resultados.

[3][Theorem 1.4] Supongamos que £p y £¢ son reticulas fuertemente seudo-
complementadas. Si Skel(£p) C Lo Lp; entonces Skel(Lp) = Skel(Zp).

[Bl[Lemma 1.7] Z< _, es una gran reticula fuertemente seudocomplementada.
El seudocomplemento fuerte de C € Z< _, estd dado por Cts— = {M €
R—Mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en F.} Mds aiin, s~
es una clase de torsion hereditaria que pertenece al esqueleto de R?tors.

(¢) Ver también el articulo Hereditary and cohereditary preradicals, Bican, Jam-
bor, Kepka y Nemec (Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 26 (1976), No.
2, 192-206).

Utilizando los resultados anteriores, tenemos lo siguiente:

Proposicion 5.3.3 Sea R un anillo perfecto derecho. Entonces, se satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) ZL< . 11 es fuertemente suplementada y para cada F € Z< _, 17, tenemos que
Ft=F s~ = {M € R—Mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en

(b) R—trad es fuertemente suplementada y para cada aI}, se tiene que of}, donde
Jr:=({rL<R|R/LEc (Fagc)l} es el suplemento fuerte de o}

(¢) R — pr es fuertemente suplementada; y para cada o € R-pr; el suplemento

_ R
fuerte de o, es o, = T

Demostracién. (a) Dado que R es un anillo perfecto izquierdo, se sigue que cada
clase de torsion es cerrada bajo productos directos. Asi que para cada clase F €

. 1L
ZL< .1 se tiene que F~ <.~ su seudocomplemento en Z< ., es una clase de
torsidn hereditaria cerrada bajo productos. De donde,

Sk‘el(.ﬁfgj_‘,) - fg,ﬁ\,’n’emt - -ZS,%H - fs_».

Por lo tanto, Skel(Z< ) = Skel(Z< 1) y F* =F' <~

(b) Ahora, sea I un ideal de Ry o* el t—radical correspondiente. Consideremos la
clase libre de torsién cohereditaria F,x. Por el inciso (a), tenemos que (IFO@{)l es

una clase de torsion hereditaria jansiana. Sea t el radical exacto izquierdo jansiano
correspondiente a (Fal})% y consideremos el ideal bilateral J; := (J{rL < R |

R/L € (Fop)t}.

Se puede probar que J; es un ideal idempotente y que (IF‘M;,)l =F.= .

Jr
Finalmente, veamos que o} es el suplemento fuerte de af.
(o val) = Fon NFan = (For)* NFur = {0}. Dado que ¢ es biyectiva,
se sigue que a%l Vol = 1. Por otro lado, sea o} tal que o v ol = 1. Entonces,
0=yl val) = For NFyr. Luego, For C (FQIR)J_; y por lo tanto, al aplicar ¢,
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tenemos que '}, = ¢~ ((Fn)™) < aj. Por lo tanto, o'}, es el suplemento fuerte
de ol
(c) Por el inciso (b) se tiene que R — trad es fuertemente suplementada y dado que
R — trad es isomorfa a Sy;(R), la reticula de ideales bilaterales del anillo; se sigue
que Sy;(R) es fuertemente fi—suplementada. Luego, por el Lema 1.5.5 de estas
notas, concluimos que a%} es el suplemento fuerte de r, para cada ¢ € R-pr; donde
I:=0(R).

O
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Capitulo 6

Compacidad y cocompacidad.

6.1 Compacidad en R-pr.

En [8, Chapters 2 y 11] han sido abordados los temas de compacidad y cocom-
pacidad para reticulas.

En esta seccién estudiaremos el caso particular de la gran reticula de prerradi-
cales, que ha pesar de no ser un conjunta, tiene un comportamiento similar al de
una reticula usual.

A continuacién, recordamos algunas definiciones y propiedades bésicas.

Definicion 6.1.1 [8, Cap. 2]

(a) Un elemento c de una reticula completa L es compacto si para cada subcon-
junto X de L y ¢ <\/ X existe F C X finito tal que ¢ < \/ F.

(b) Un elemento ¢ de una reticula L es S-compacto si para cada subconjunto
dirigido superiormente D de L y ¢ < \/ D existe dy € D tal que ¢ < dy.

En el caso de una gran reticula .Z, diremos que a € .Z es fuertemente
compacto, si para cualesquiera X subclase de . tal que a < \/ X (dirigido),
existe F' C X conjunto finito tal que a < \/ F.

Proposicion 6.1.2 [8, Remark 2.1] Sea £ una (gran) reticula completa y a € L,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) a es compacto.
(b) a es S—compacto.

Demostracién. [(a) = (b)] Sea D C .Z un conjunto dirigido tal que a < \/ D. Como
a es compacto en %, existe X C D tal que a < \/ X. Tomando d :=\/ X € D,
concluimos que a es S—compacto.

[(b) = (a)] SeaC C L talquea <\/C.Sea D :={\/ X | X CC, X finito}. Note-
mos que (D, C) es un conjunto dirigidoy \/ D =\/C. Dado que a es S—compacto,

existe Y € D tal que a <Y =\/ X con X CC finito.
O

Proposicion 6.1.3 [8, Proposition 2.1] Sea £ una (gran) reticula completa y su-
periormente continua. Si X es un conjunto finito de elementos compactos de £,
entonces \/ X es compacto en .Z.

69
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Demostracién. Sea X = {ay,...,a,}. Sea C C .Z un conjunto dirigido tal que
\/ X < \/C. Dado que cada a; es compacto en ., existen d; € C tal que a; < C.
Luego, como {dy,...,dn,} C C vy C es dirigido, existe d = \/{dy,...,dn} € C;
satisfaciendo que a; < d para cada i. Por lo tanto, \/ X < d.

O

En general, para dos elementos compactos a,b € .Z, no se satisface que a A b
sea compacto.

6.1.1 R-pr

El siguiente resultado se satisface en cualquier reticula superiormente continua
(ver [8, Proposition 2.2]), pero lo presentamos sélo para el caso de los prerradicales

Proposicion 6.1.4 En R-pr, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) r € R-pr es compacto si y sélo si es S-compacto.
(b) Cada dtomo es compacto.

Demostracién. (a) Es consecuencia de que R-pr es completa y superiormente con-
tinua.

(b) Sean S € R-simp, ag(s) un dtomo de R-pr y D un conjunto de prerradica-
les dirigido tal que ag(S) < \/ . Supongamos que ag(s)
yeD

entonces ag(s) Z2 r, para todo v € D. Luego, ag(s) = ag(s) AN (Vyepm) =

no es S-compacto,

\/veD(ag(S) A1) =0, lo cual es una contradiccién.
U

Proposicion 6.1.5 [6] Para cada M € R—Mod y N < M, se define el prerradical
B R—Mod — R—Mod dado por B (L) := Y {f(N) | f € Homgr(M, L)}.
Ademds BM (M) es el menor submddulo totalmente invariante de M que contiene
aN

Demostracién. Ver [6], donde este tipo de prerradicales ya han sido definidos.
O

Proposicién 6.1.6 Sea 0 # M € R—Mod y 0 # m € M. Entonces, B es
(fuertemente) compacto en R-pr.

Demostracién. Sea {r,}a C R-pr tal que B3L < \/{r.}.

Evaluando en M, obtenemos que m € B8 (M) < > r,(M). Luego, existen
o1,...,a €EANyry, ... 1, tal que Rm Crg, (M) + -+« + 14, (M).

De donde, B, < al, Vi T,
=t O

Proposicién 6.1.7 Si N < M es finitamente generado, entonces 3 es compacto
en R-pr. Si en particular N € Sy;(M), entonces aXl es compacto.

Demostracién. Sea N = >_" | Rx;. Notemos que 53 = \/;_, B’ . Luego, el re-
sultado se siguede 6.1.6 y 6.1.3.
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Corolario 6.1.8 En R-pr, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) El prerradical 1 es (fuertemente) compacto.
(b) Para cada S € R — simp,a % es (fuertemente) compacto en R-pr.

Demostracién. (a) Recordemos que 1 = ak. Asi que el resultado es consecuencia
directa de 6.1.7, ya que R es finitamente generado como R—mddulo.

(b) Se sigue de 6.1.7 y del hecho de que cada R—mddulo simple es finitamente
generado.
[

Notemos que para cada R—mddulo M y 0 # m € M, se tiene que Bﬁ/fm(M)
es el submodulo totalmente invariante generado por Rm. Denotaremos este por,
(m)s = By, (M).

Corolario 6.1.9 Sea M € R—Mod. Entonces, para cada m € R—Mod, a%wﬁ es
compacto en R-pr.

Lema 6.1.10 Sean M € R —Mod y N € Sy;(M). Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(a) N es compacto en Sg;(M).
(b) X es compacto en R-pr.

Demostracién. [(a)=-(b)] Se sigue de 6.1.7.
[(b)=(a)] Sea {Ls : B € B} C Sy;(M) tal que N < > 5 55 Lg. Esto es, N <
(V{at! : B € B})(M). Entonces, ayf < afv\f/{aﬁ{ peBY () < V{ar! : B e B}

8’

Luego, X! compacto implica que existe {3;}7" ; C B tal que al! < \/11:1{04%3}

De ahi concluimos que N = ay/ (M) < Vi_ {a}l }M) =371, L,
U

Lema 6.1.11 Sean M € R —Mod, S :=Endr(M) y N € Sy;(M). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) N es compacto en Sy;(M).

(b) Existen x1,x2,...,x, € N tales que N = (1) ;i + (x2) i + - + (Tn) pi-

Proposicion 6.1.12 Sea r € R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valente.

(a) r es compacto.
(b) r=all con N € Sy;(M) compacto (en Sy;(M)), para algiin M € R — Mod.

(c) r=all con N <M tal que N =37 (x;) i, para algin M € R — Mod.
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Demostracién. [(a)=-(b)] Sabemos que r = \/{a%M) : M € R — Mod}. Aho-
ra bien, como r es compacto en R-pr deben existir M;,..., M, tales que r <
V?:l{oz%;\/[i)} < r. Porlotanto, r = \/?:1{0‘%;\41)} = aff,donde M := [, {M;}
y N =L {r(Mi)}.

[(b)=-(a)] Se sigue de (b) y del lema 6.1.10

[(b) <= (c)] Es consecuencia de los lemas 6.1.10 y 6.1.11.
O

Proposicion 6.1.13 (a) Sean M € R—Mod, S := Endr(M) y r € R-pr. Enton-
ces, )y = \/{aé‘;[)fi cx €r(M)}. Sicada (z)y; es finitamente generado en
S — Mod, entonces a% A1) €5 compactamente generado.

(b) Si para cada M € R—Mod satisface que (m)y; es finitamente generado en

S — Mod, entonces cada r € R-pr es supremo de prerradicales compactamente
generados.

Demostracién. (a) Dado que (M) € Sy;(M), se tiene que (M) = Z (@) f4-

zer(M)
De donde,
@) M) = (M) = S @r= 3 (M M) =( \/ oM (),
xer(M) xzer(M) xzer(M)

Entonces, o)y < Vier(ar) @y, Por otro lado, ()i < r(M) implica

aly,. < ally, para cada o € r(M). Por lo tanto, oy = Vaer(ar) @), -

fi
(b) Es consecuencia de (a) y del hecho que r = \/{a%M) | M € R—Mod}

para cada r € R-pr.
O

Definicién 6.1.14 [8] Sea . una reticula completa. Decimos que a € £ es
un elemento compactamente generado de .Z si a supremo de compactos. En el
caso en que cada elemento de ¥ sea compactamente generado, decimos que £ es
compactamente generada (o algebraica).

Teorema 6.1.15 Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) R-pr es compactamente generada.
(b) Para cada r € R-pr, r = \/{7 | 7 < r,7 compacto}.

(c) Para cada r € Rpr, r = \/{a)\yyy | M € R—Mod, 7(M) es finitamente
generado }.

Para cada r € R-pr, consideremos
A, :={M € R—Mod | »(M) < M finitamente generado}

Notemos que para cada r € R-pr, R-simp C A,.




6.Compacidad y cocompacidad. 73

Ejemplo 6.1.16 En el libro Lifting Modules, el Lema 18.12 afirma que zoc(M) es
finitamente generado si y sélo si existe K < M tal que zoc(K) =0y M/K es
finitamente cogenerado. Esto nos permite notar

Aoe = {M € R—Mod | 3K < M K € F,oc & M/K esf.cog.}. Asi,
Azoc = (]onc; FCOg)
En este caso, zoc = \/{aM (M) | M € Asoc}-

zZocC

En efecto, siempre \/{c (M) | M € A,,.} = zoc. Por otro lado, sabemos

zocC

que zoc = \/{a2 | S € R-simp} y S = zoc(S) es finitamente generado, para cada
S € R-simp. De donde, zoc < \/{aM (M) | M € A,o.}.

zZocC

Proposicion 6.1.17 Sea M € R—Mod y S := Endg(M). Las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(a) Sy;(M) es compactamente generada.
(b) Para cadam € M, (m)s; es un (R — S)—bimddulo finitamente generado.

(c) Paracada N € Sp;(M), ol es compactamente generado.

Proposicién 6.1.18 Si M es un médulo principal para R-pr, entonces S;(M) es
compactamente generada si y sélo si R-pr es compactamente generada.

Consecuentemente, cada N € Sz;(M) es un (R — S)—bimddulo finitamente
generado si y sélo si cada r € R-pr es compacto.

Demostracién. Sea r € R-pr. Dado que M es principal, ozf,V(IM) = r. Luego, el
resultado es una consecuencia inmediata de 6.1.13 (a).

O

En [9] G. Calugareanu, introduce definiciones equivalentes y generalizaciones
para reticulas compactamente generadas.

Definicion 6.1.19 Sea () # A C .Z, con & una reticula completa. Se dice que:

(a) £ es A—generada si cada elemento de A es supremo de elementos de A.

(b) & esta A—separada si para cadda a > b existe x € A tal que x < a yx £ b.

(¢) &£ es A—larga si a < b siempre que ) # a/A C b/0, donde a/A :={z € A |
x < a}.

Observacion 6.1.20 . es A—generada si y sélo si para cada a € £, a = \/{x €
Alz<al.

Teorema 6.1.21 [9, Theorem 2] Las siguientes condiciones son equivalentes para
una retdcula £ .

(a) & esta A—separada.
(b) £ es A—generada.
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(¢) & es A—larga.
Ejemplo 6.1.22 En R-pr, tenemos los siguientes ejemplos:

(a) Para A:={a}l | M € R—Mod}, tenemos que cada prerradical idempotente es
A—generado. De hecho, en este caso, R-pr es A—generada si y sélo si R-pr =
R —d si y sélo si R es un V —anillo izquierdo tal que para cada M € R—Mod
y cada N < M madximo, se satisface que wé"g\v{( es un prerradical semiprimo,

ver [32, Theorem 4.8].

M)

(b) Para A := Atom(R-pr), sabemos que R-pr es A—generada si y sdlo si R es
un anillo semisimple, ver [25, Theorem 11].

(¢) SiR es un anillo izquierdo semisimple puro, en [32, Comment on page 7 ], se
hace notar que R-pr es en este caso un conjunto, y que existe I un conjunto
de R—mddulos izquierdos tal que r = \/ ., a%M), para cada r € R-pr.

(d) Si M es principal duo, dado que Sy;(M) y R-pr resultan reticulas isomorfas,
se sigue que R-pr es compactamente generada.

6.2 Compacidad dual y co-compacidad.
Las siguientes definiciones son tomadas de [8, Chapter 11].

Definicién 6.2.1 Una reticula completa L es llamada co-compacta (o finita-
mente cogenerada) si para cada subconjunto X de L tal que \ X = 0f, existe un
subconjunto finito F' de X tal que N\ F = 0y,.

Definicidn 6.2.2 Sea a un elemento de una reticula completa .£. Decimos que
a es dualmente compacto si para todo X C % tal que A X < a, existe un
subconjunto finito F C X talue N F <.

Proposicion 6.2.3 R-pr es co-compacta si y sélo si Ey es fi—finitamente cogene-
rado.

Demostracién. [=] Sea {Na}aea € Syi(Eop) tal que ({Nataca = 0. Esto es,
/\aeAwﬁi(Eo) = 0. Esto implica que /\aeAwf,‘; = 0. Dado que R-pr es co-
compacta, se sigue que existen C C A finito tal que 0 = A . wf,‘; Evaluando en
Ey concluimos que 0 = ({Ng }acc-

[<] Sea {7 }aca en R-pr tal que A o {7a} = 0. En particular, (| ca{7a(Eo0)} =
0. Como Ej es fi—finitamente cogenerado, concluimos que existe C C A finito
tal que (,ccirat(Eo) = 0. Luego, por una proposicién vista, concluimos que

Naeclrat =0
U

Proposicion 6.2.4 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R — simp es finita.

(b) R-pr es co-compacta.
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(¢) zoc es esencial y co-compacto(esto es, [0, zoc| es co-compacta).
(d) soc es esencial y compacto.

Demostracién. (a) = (b) Supongamos que R — simp = {S1,...,S,}. Veamos
que R-pr es co-compacta.

Sean {ra}aca tal que A\ o {ra} = 0. Entonces, para cada agi(si)
tal que agi(si) £ 7o, y asi 1o, (E(S;)) = 0. Esto implica que A, {ra,} = 0.

, existe rq,

(b) = (a) Sea Cy := E(P{S : S € R — simp}) el cogenerador inyectivo
minimo de R — Mod.

Consideremos /\ {wf(s)} = wYl =0, donde U := [[{E(S) : S €

SeR—simp
R — simp}. Como R-pr es co-compacta, existen Si,...,S, € R — simp ta-
n
les que /\{wf(si)} = 0 y por lo tanto, wf( i) _ 0. Esto implica que

i=1
E(@;_,{Si}) < Cy es un cogenerador inyectivo de R — Mod. Finalmente, por
la minimidad de Cj, concluimos que Cy = E(EP]_,{S;}). De aqui inferimos que
R — simp = {S;}I;.

( En efecto, sea S € R — simp. Entonces, existe un monomorfismo « : S — E(S;)
para algin i € {1,...,n}. Como S; es esencial en E(S;) se sigue que SNS; # 0,
pero como S y \S; son simples, concluimos que S = S;. )

(b) = (c¢) Por 3.2.13 (d), sabemos que zoc siempre es un elemento esencial de R-pr.

Por otro lado, dado que R-pr es co-compacta, es inmediato que [0, zoc] también lo
es.

(¢) = (b) Sea {ro}aca C R-pr tal que A{ro : @« € A} = 0. Esto implica que
zoc A (A{ra : @ € A}) = AN{zoc A1y : @« € A} = 0. Luego, como zoc es
co-compacto, se sigue que existen 7o, , ... 7, tales que Al {zoc A ry,} = 0.
Finalmente, dado que zoc es esencial y zoc A (A ;{ra,}) = 0, concluimos que

/\ZLZI{T(%:} = Q

(a) = (d) Siempre se satisface que zoc es esencial. Veamos que es compacto. Por
hipétesis, R — simp = {S1,...,5,} y dado que cada dtomo ozgi(si) es compacto.
Finalmente, como suma finita de compactos es compacto, podemos concluir que

z0C = V?:l{ozgi(si)} es compacto.

(d) = (a) Como sabemos, zoc = \/{ag(s) : S € R — simp}. Luego, por ser
compacto, existen {S;}" ; C R — simp tales que zoc = \/;L:l{ag(si)}. Del hecho
que zoc es esencial, se sigue que zoct = wl =0,conU = @B, E(S;). Por lo
tanto U es un cogenerador inyectivo de R — Mod y de ahi se puede concluir que es

el cogenerador minimo y por lo tanto R — simp = {S;}1,.
U

Proposicion 6.2.5 Si R es artiniano, entonces R — pr es co-compacta.

Demostracién. Por ser R artiniano, se sigue que R — simp es finita. Aplicando la
proposicién anterior concluimos que R-pr es co-compacta.
O
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6.2. Compacidad dual y co-compacidad.
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