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Introducción

De acuerdo con [38], una gran ret́ıcula es una clase propia C con un orden
parcial ≤ tal que C con este orden es una ret́ıcula, salvo por el hecho de que no es
un conjunto.

Desde que Garry Birkhoff comenzó en 1930 el desarrollo general de la teoŕıa
de ret́ıculas, ésta ha demostrado tener una gran importancia para el desarrollo de
muchas disciplinas de las matemáticas.

En los últimos 20 años, las grandes ret́ıculas han sido consideradas para su
estudio. Por ejemplo, en [30] los autores estudian la gran ret́ıcula de clases abiertas
de módulos, mostrando que en efecto no es un conjunto; y en [28], los autores
consideran la gran ret́ıcula de clases de Serre.

Por otro lado, en la década de los años sesenta, J. M. Maranda introdujo los
conceptos de prerradical y radical; y en esta misma década, S. E. Dickson comenzó el
estudio de las teoŕıas de torsión en una categoŕıa abeliana, demostrando que este
concepto es equivalente a la noción de radical idempotente en el sentido de Maranda
y estableció una correspondencia biyectiva entre las teoŕıas de torsión hereditarias
y los radicales exactos izquierdos.

En la década de 1980, F. Raggi y J. Ŕıos realizaron estudios de la ret́ıcula
de teoŕıas de torsión. Posteriormente, en [25], R. Fernández-Alonso, F. Raggi, J.
Ŕıos, H. Rincón y C. Signoret iniciaron el estudio de la gran ret́ıcula de prerradi-
cales, denotada R-pr; y continuaron el estudio de ésta, por ejemplo en [26] y [27].
Aśı surgieron varios art́ıculos relacionados con R-pr, tales como [31] y [32], donde los
autores introdujeron los conceptos de módulo inyectivo principal y módulo principal,
respectivamente. También dieron condiciones para que R-pr sea un conjunto.

En el presente trabajo, continuamos con el estudio de la gran ret́ıcula de pre-
rradicales y de su relación con otras grandes ret́ıculas asociadas a un anillo.

En la primera parte de mi tesis, desarrollaremos la teoŕıa básica de preradicales,
de algunas de sus propiedades y de los prerradicales alfa y omega, que serán de
gran ayuda durante los caṕıtulos posteriores; además del material necesario y los
preliminares para que de esta forma la tesis sea lo más autocontenida posible.

Posteriormente, mencionamos que R-pr es un ejemplo de casi-cuantal, concepto
introducido en [21], un trabajo realizado en conjunto con M. Medina y A. Zaldivar;
y que ya fue publicado.

Continuando con R-pr, estudiamos aspectos relacionados con seudocomple-
mentos y suplementos para prerradicales. Además, consideramos prerradicales esen-
ciales y superfluos. Caracterizamos la situación en la que todos los prerradicales
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viii Índice General

distintos de cero son esenciales, aśı como también la situación en la que todos los
prerradicales propios son superfluos. Estos resultados se encuentran publicados en
[34], en conjunto con H. Rincón.

Finalmente, en la última parte del texto, estudiamos condiciones de compacidad
y co-compacidad en R-pr.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo del texto, R denotará un anillo asociativo con 1 y R−Mod denotará a
la categoŕıa de R−módulos izquierdos unitarios. Para cada M ∈ R−Mod, N ≤ M
significa que N es un submódulo de M.

Para temas relacionados con la teoŕıa de módulos, el lector puede consultar [4],
[41] o bien [19].

Enseguida recordamos algunas nociones de clases de módulos, de ret́ıculas de
éstas; y de prerradicales en R−Mod (en algunos casos en σ[M ]).

1.1 Clases de módulos.

En esta sección, veremos algunas propiedades sobre clases de módulos.

Definición 1.1.1 Sea C una clase de objetos en Mod(R). Diremos que:

(a) C es abstracta si es cerrada bajo copias isomorfas. Esto es, si N ∼= K y K ∈ C,
entonces N ∈ C.

(b) C es hereditaria si es abstracta y cerrada bajo submódulos.

(c) C es cohereditaria si es cerrada bajo imágenes de morfismos.

(d) C es estable si cada M ∈ C tiene una presentación invectiva en C, esto es, hay
un monomorfismo α : M → Q con Q ∈ C inyectivo.

(e) C es coestable si cada M ∈ C tiene una presentación proyectiva en C, esto es,
hay un epimorfismo β : P → M con P ∈ C proyectivo.

(f) C es cerrada por extensiones si para cada sucesión exacta corta 0 → L →
M → N → 0, con L,N ∈ C se tiene que M ∈ C.

(g) C es de pretorsión si es cerrada bajo coproductos e imágenes de morfismos.

(h) C es libre de pretorsión si es hereditaria y cerrada bajo productos directos.

(i) C es de torsión si es de pretorsión y cerrada bajo extensiones.

(j) C es libre de torsión si es libre de pretorsión y cerrada bajo extensiones.

(k) C es una clase TTF si es de torsión y libre de torsión.

(l) Decimos que C es una clase abierta en R−Mod si C es hereditaria y coheredi-
taria.

3



4 1.1. Clases de módulos.

1.1.1 Monomorfismos esenciales, clases estables y cápsulas inyectivas.

Definición 1.1.2 Sea C una clase de módulos en Mod(R). Decimos que C es una
clase estable si para cada M ∈ C, existe un monomorfismo α : M → E, con E ∈ C
un módulo inyectivo.

Definición 1.1.3 Sea f : M → N un monomorfismo en R−Mod. Decimos que
f es un monomorfismo esencial si para cada morfismo h : N → L tal que hf
es un monomorfismo, entonces h es monomorfismo. Equivalentemente, si f es un
monomorfismo y f(M) es un submódulo esencial de N.

Recordemos que para cada módulo M, existe un monomorfismo esencial f :
M → E con E inyectivo, esto se llama una cápsula inyectiva de M. A la elección
de una cápsula inyectiva de M, la denotaremos εM : M → E(M).

Observación 1.1.4 (a) Sean f : M → N y g : N → L monomorfismos. Entonces,
gf : M → L es un monomorfismo esencial si y sólo si f y g son monomorfismos
esenciales.

(b) Considere el siguiente diagrama conmutativo D :

L′ α′
��

f ′

��

N

f

��
L

α �� M.

Si D es un producto fibrado con f un monomorfismo esencial y α un mono-
morfismo, entonces f ′ es un monomorfismo esencial.

(c) Sea N ≤ M. N es un submódulo esencial en M (denotado N ≤e M) si
y sólo si el morfismo inclusión de N en M,ι N : N → M es un monomorfismo
esencial.

Observación 1.1.5 Nótese que las siguientes condiciones son equivalentes para una
clase C abstracta.

(a) (M ∈ C y α : M → N monomorfismo esencial) =⇒ N ∈ C.
(b) Para cada N ∈ C, si N ≤e M, entonces M ∈ C. (En este caso, decimos que C

es cerrada bajo extensiones esenciales.)

Observación 1.1.6 Sea C una clase de R−módulos. Considere las siguientes con-
diciones.

(a) C es cerrado bajo extensiones esenciales

(b) C es cerrado bajo cápsulas inyectivas.

La condición (a) implica (b). Para clases hereditarias las dos condiciones son
equivalentes.

Demostración. (a) =⇒ (b) Nótese que una cápsula inyectiva es una extensión
esencial.
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Ahora, supongamos que C es una clase hereditaria. Para ver la equivalencia de
las condiciones (a) y (b), sólo nos resta verificar (b) =⇒ (a).

Sea M ∈ C y α : M → N un monomorfismo esencial. Veamos que N ∈
C. Consideremos εN : N → E(N) la cápsula inyectiva de N. Entonces εNα :
M → E(N) es un monomorfismo esencial con E(N) inyectivo. Esto es, εNα :
M → E(N) es una cápsula inyectiva para M, y dado que éstas son únicas salvo
isomorfismos, existe h : E(M) → E(N) isomorfismo.

M
α ��

εM

��

N

εN

��
E(M)

h

∼= �� E(N)

Como M ∈ C, por (b) se tiene que E(M) ∈ C. Luego, dado que C es abstracta
y E(M) ∼= E(N), concluimos que E(N) ∈ C. Finalmente, como C es hereditaria y
εN es un monomorfismo, podemos concluir que N ∈ C.

�

Proposición 1.1.7 Sea C una clase de módulos en R−Mod y considere las siguien-
tes condiciones:

(a) C es cerrado bajo cápsulas inyectivas,

(b) C es una clase estable.

La condición (a) siempre implica (b). Si además C es una clase hereditarias, las
condiciones (a) y (b) son equivalentes.

1.1.2 Epimorfismos superfluos, clases coestables y cubiertas proyecti-
vas.

Definición 1.1.8 Sea f : M → N un epimorfismo en R−Mod. Decimos que
f es un epimorfismo superfluo si para cada morfismo h : L → M tal que fh
es un epimorfismo, entonces h es un epimorfismo. Equivalentemente, si f es un
epimorfismo con núcleo superfluo.

Definición 1.1.9 Sea C una clase de módulos en Mod(R). Decimos que C es una
clase coestable si para cada M ∈ C, existe un epimorfismo α : P → M, con P ∈ C
un módulo proyectivo.

Recordemos que siM es un módulo con un epimorfismo superfluo νM : P → M
con P proyectivo, éste es llamado una cubierta proyectiva de M. Notemos que
no todos los módulos tienen cubierta proyectiva.

Recordemos que en el caso en que cada R−módulo izquierdo finitamente ge-
nerado tenga cubierta proyectiva, se dice que R es un anillo semiperfecto. Por otro
lado, si cada M ∈ R−Mod tiene cubierta proyectiva, se dice que R es un anillo
perfecto izquierdo.

Proposición 1.1.10 Sean R un anillo perfecto y C una clase de módulos en R−Mod.
Considere las siguientes condiciones.
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(a) C es una cubierta proyectiva.

(b) C es una clase coestable.

La condición (a) siempre implica (b). Si además C es una clase cohereditarias,
las condiciones (a) y (b) son equivalentes.

Demostración. Es dual a la demostración de la Proposición 1.1.7.
�

1.1.3 Gen(M), Cog(M) y σ[M ].

La siguiente definición puede ser encontrada en [4, Cap. 2 Secc. 8, pag. 106].

Definición 1.1.11 Sean N ∈ R−Mod y C ⊆ R−Mod una clase de módulos.

(a) Decimos que N es generado por C, si existe una familia {Uα}α∈Λ ⊆ C con Λ

un conjunto de ı́ndices, y un epimorfismo
⊕

α∈Λ{Uλ}
f→ M → 0. En el caso

de que Λ sea un conjunto finito, diremos que N está finitamente generado
por C.

(b) Decimos que N es cogenerado por C, si existe una familia {Uα}α∈Λ ⊆ C
con Λ un conjunto de ı́ndices, y un monomorfismo 0 → M

f→ ∏
α∈Λ{Uλ}.

En el caso en que Λ es un conjunto finito, diremos que N está finitamente
cogenerado por C.

Se denota por Gen(C) a la clase de todos los R−módulos izquierdos que son
generados por M ; y Cog(C) denota a la clase de todos los R−módulos izquierdos
M que son cogenerados por C.

En el caso de que C conste de un único módulo en la definición anterior, se
tiene lo siguiente:

Definición 1.1.12 Sea M ∈ R−Mod.

(a) Un R−módulo L es M−generado si existen un conjunto X y un epimorfismo
β : M (X) → L.

(b) Un R−módulo L es M−cogenerado si existen un conjunto X y un monomor-
fismo β : L → MX .

La clase de todos los módulos M−generados se denota por Gen(M); y la clase
de módulos M−cogenerados se denota por Cog(M).

Observación 1.1.13 Sea C una clase de R−módulos. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Gen(C) es una clase de pretorsión.

(b) Cog(C) es una clase libre de pretorsión.

Demostración. Ver [4, Cap. 2 Secc. 8, pag. 106].
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Definición 1.1.14 Sea M ∈ R−Mod. Un R−módulo N es subgenerado por M
si N es isomorfo a un submódulo de un módulo M−generado.

Se denota por σ[M ] a la clase de todos los R−modulos subgenerados por M.
Un módulo N es llamado un subgenerador de σ[M ] si σ[M ] = σ[N ].

Proposición 1.1.15 Sea M ∈ R−Mod. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) σ[M ] es una clase de pretorsión hereditaria. Mas aún, σ[M ] es la menor clase
hereditaria que contiene a Gen(M).

(b) σ[M ] es una subcategoŕıa plena de R−Mod. Mas aún, σ[M ] es una categoŕıa
abeliana de Grothendieck.

(c) σ[M ] es cerrada bajo sumas directas, coproductos, núcleos y conúcleos; y el
producto de una familia de módulos {Ni}i∈I en la categoŕıa σ[M ] está dada

por
∏M

I {Ni} := Tr(σ[M ],
∏

I{Ni}).

Demostración. (a) Se sigue de la definición de σ[M ]; y dada cualquier clase here-
ditaria C tal que Gen(M) ⊆ C, se verifica que σ[M ] ⊆ C. Para los incisos (b) y (c)
consultar [41].

�

Observación 1.1.16 Una clase de R−módulos C es una clase de pretorsión here-
ditaria si y sólo si existe MC ∈ R−Mod tal que C = σ[MC ].

Dado un módulo M, a σ[M ] se le suele llamar clase (o categoŕıa) de Wisbauer.
En vista de la Observación 1.1.16, a las clases de pretorsión hereditarias también se
les suele llamar clases de Wisbauer.

Para profundizar en la teoŕıa de módulos en σ[M ], el lector puede consultar
[41]. Notése que para M = R se satisface que σ[M ] = R−Mod.

1.2 Ret́ıculas de clases de módulos

Recordemos que una ret́ıcula es un conjunto parcialmente ordenado (L ,≤)
tal que para cualesquiera dos elementos a, b ∈ L , existen a ∧ b ∈ L (el ı́nfimo de
a y b) y a ∨ b ∈ L (el supremo de a y b). En el caso de que cualquier subconjunto
C de una ret́ıcula (L ,≤) tenga un supremo y un ı́nfimo en L , se dice que L es
una ret́ıcula completa.

De acuerdo con [38], una gran ret́ıcula es una clase propia C con un orden
parcial ≤ tal que C con este orden es una ret́ıcula, salvo por el hecho de que no es
un conjunto.

En este texto trabajaremos algunas (grandes) ret́ıculas.

Para profundizar en el estudio de la Teoŕıa de ret́ıculas, el lector puede consultar
[8], [16] y [23].

Dada P una propiedad de cerradura en R−Mod. Denotaremos por LP a todas
las clases C de R−módulos que son cerradas bajo la propiedad P. Esto es,

LP := {C | C es una clase de módulos cerrada bajo la propiedad C}.
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Śımbolo Denota la propiedad de ser:

� Hereditaria
� Cohereditaria
E Cápsulas inyectivas
P Cubiertas proyectivas
Π Productos directos
⊕ sumas directas
ext Extensiones

De acuerdo con la Definición 1.1.1, tenemos la siguiente notación.

Dado el conjunto de estos śımbolos S = {�,�, E, P,Π,⊕, ext}, en este
texto, consideraremos clases de módulos que satisfacen propiedades de cerradura
D ⊆ S. En ese caso, LD denotará a la clase de clases de módulos que satisfacen las
propiedades de cerradura denotadas con los śımbolos en D. En el estudio de clases
de clases de módulos se ha visto que tienen propiedades ret́ıculares y el desarrollo de
la teoŕıa en esta ĺınea de investigación ha permitido dar caracterizaciónes de anillos
y módulos.

Śımbolo Clase de las clases de módulos

L� hereditarias
L� cohereditaria

L�,� hereditarias y cohereditarias (abiertas)
L�,Π libres de pretorsión
L�,⊕ de pretorsión

L�,Π,� libres de pretorsión cohereditaria
L�,�,⊕ de pretorsión hereditarias (de Wisbauer

o cerradas)
L�,Π,ext libres de torsión
L�,⊕,ext de torsión

L�,Π,�,ext clases libres de torsión cohereditarias
L�,�,⊕,ext de torsión hereditarias (localizantes)

LE cerradas bajo cápsulas inyectivas
LP cerradas bajo cubiertas proyectivas
LΠ cerradas bajo productos directos (de Jans

o jansianas)
L⊕ cerradas bajo sumas directas
Lext cerradas bajo extensiones

L�,�,ext de Serre
R− nat := L�,E,⊕ hereditarias,cerradas bajo

sumas directas y cápsulas inyectivas (naturales)

A continuación hacemos mención de la estructuras ret́ıcular de algunas de estas
clases de clases de módulos.

Proposición 1.2.1 Las siguientes clases de módulos tienen estructura de gran
ret́ıcula completa:

L�,

L�,

L�,�,

L�,Π

L�,⊕

L�,Π,�
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L�,�,⊕

L�,Π,ext

L�,⊕,ext

L�,Π,�,ext

L�,�,⊕,ext

R− nat = L�,E,⊕

Demostración. Ver, [1], [2], [3], [12], [28] y[30].
�

1.2.1 Operación (− : −) de clases de R−Mod y ret́ıculas relacionadas.

Para comenzar esta sección, veamos algunos resultados relacionados con ex-
tensiones y clases cerradas bajo extensiones. Cabe mencionar que a lo largo de esta
sección, consideraremos clases de módulos que son abstractas y que contienen a 0.

Observación 1.2.2 Sea C una clase de R−módulos tal que C ∈ Lext. Entonces,
C es una clase abstracta cerrada bajo sumas directas finitas.

Lema 1.2.3 [11] Sea C ⊆ R−Mod una clase de módulos tal que C ∈ Lext,Π. Sea

η : 0 → Y
f→ X

g→ L → 0

una sucesión exacta corta tal que Y ∈ Cog(E) y L ∈ E . Entonces X ∈ Cog(E).

Demostración. Como Y ∈ Cog(C), existe un monomorfismo h : Y → F, con
F :=

∏
α∈Λ{Eα} y {Eα}α∈Λ ⊆ C. Notemos que F ∈ C, ya que C es cerrada bajo

productos.

Consideremos el siguiente diagrama en R−Mod

0

��
η : 0 �� Y

f ��

h

��

X
g �� L �� 0

F

Haciendo el coproducto fibrado (push out) de los morfismos h y f, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos (ver [37, Lemas 7.28 y
7.29]).

0

��
η : 0 �� Y

f

push out
��

h

��

X
g ��

k

��

L ��

∼= l

��

0

η′ : 0 �� F
f ′

�� Q
g′

�� L′ �� 0

Notemos que por el Lema del Quinto, k es un monomorfismo.

Por otro lado, como L′ ∼= L ∈ E , entonces L′ ∈ E . Luego, como E es cerrada
bajo extensiones y η′ es una sucesión exacta con L′, F ∈ E , y concluimos que
Q ∈ E .

Por lo tanto, X ∈ Cog(E).
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�
Denotaremos por Fcog(C) a la clase de todos los R−módulos izquierdos que

son finitamente cogenerados por C. Esto es, los R−módulos M que se sumergen en
un producto directo finito de elementos de C.

Lema 1.2.4 [11] Sea E una clase de módulos de R − Mod con E ∈ Lext. Si

η : 0 → Y
f→ X

g→ L → 0 es una sucesión exacta corta con Y ∈ Fcog(E) y L ∈ E ;
entonces X ∈ Fcog(C).

Demostración. La demostración es similar a la dada en el Lema anterior, notando
que E es cerrada bajo productos directos finitos, pues es cerrada bajo extensiones.

�

Definición 1.2.5 Sean C,D clases de R−módulos izquierdos. Definimos,

(C : D) := {E ∈ R−Mod : ∃ 0 → C
f→ E

g→ D → 0 exacta, con C ∈ C, D ∈ D}.

Cabe mencionar, que la definición anterior, puede ser encontrada en distintos
contextos, por ejemplo en [43, Definition 1.1] Yoshizawa lo define para subcategoŕıas
de Serre en R−Mod; en [42, 1.2 Definition] Wisbauer da esta definición para clases
en σ[M ]; y en [12, 6.4] Dauns define esto para clases en R − Mod y al operador
(− : −) le llama ”module extension operator.”

Ejemplo 1.2.6 (a) Del Lema 1.2.3, se sigue que si C ∈ Lext, entonces (Cog(C) :
C) ⊆ Cog(C). Similarmente, Del Lema1.2.4 se sigue que si C ∈ Lext, entonces
(FCog(C) : C) ⊆ FCog(C).

(b) Sea (T,F) es una teoŕıa de torsión hereditaria. Entonces, sabemos que para
cada M ∈ R−Mod, existe una sucesión exacta en R−Mod,

0 → T → M → F → 0,

con T ∈ T y F ∈ F. Por lo tanto, (T : F) = R−Mod.

Lema 1.2.7 Sean C,D clases abstractas y que contienen al cero, es claro que C ⊆
(C : D) y D ⊆ (C : D).

Demostración. En efecto, para cada X ∈ C, basta tomar la sucesión exacta 0 →
X

1X−→ X → 0 → 0; y para cada Y ∈ D basta tomar la sucesión exacta 0 → 0 −→
Y

1Y→ Y → 0.
�

Observación 1.2.8 Sea E una clase abstracta de R−módulos , que contiene al
cero y tal que E ∈ L�,ext. Entonces, para cada C ∈ L{0,�}, se satisface que
D := {X ⊕ Y : X ∈ C & Y ∈ E} ⊆ (C : E).

Demostración. Sea D ∈ D, entonces existen X ∈ C y Y ∈ E tales que D ∼= X⊕Y.

Por lo tanto, la sucesión exacta 0 → X
ρ→ D

π→ Y → 0, muestra que D ∈ (C : E).
�

Lema 1.2.9 Si E es una clase de R−módulos izquierdos que contiene al cero y tal
que E ∈ Lext entonces (E : E) = E .
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Demostración. Ya hemos notado que siempre se satisface que E ⊆ (E : E). Por
otro lado, si X ∈ (E : E), entonces tenemos una sucesión exacta 0 → M → X →
N → 0, con M,N ∈ E ; y dado que E es cerrada bajo extensiones, se sigue que
X ∈ E .

�
Las siguientes tres proposiciones pueden encontrarse en [42] para la categoŕıa

σ[M ].

Proposición 1.2.10 [42, Proposición 1.3] Sean C, D subclases abstractas de R−mó-
dulos. Para cada ideal izquierdo I de R, R/I ∈ (C : D) si y sólo si existe un ideal
izquierdo J de R tal que I ⊂ J, J/I ∈ C y R/J ∈ D.

Demostración. (⇒) Sea I un ideal izquierdo de R. Por hipótesis, existe una sucesión

exacta η : 0 −→ C
f−→ R/I

g−→ D −→ 0 en R−Mod, con C ∈ C y D ∈ D. Por
el teorema de la correspondencia, existe un ideal izquierdo J de R tal que I ⊆ J, y
J/I = Ker(g) ∼= C ∈ C. Finalmente, usando el tercer teorema de isomorfismo y la
sucesión exacta η, concluimos que D ∼= R/J.

(⇐) Sea I un ideal izquierdo de R. Por hipótesis, existe un ideal izquierdo J de R
tal que I ⊆ J, J/I ∈ C y R/I ∈ D. Por lo tanto, la sucesión exacta 0 → J/I →
R/I → R/J → 0 implica que R/I ∈ (C : D).

�

Proposición 1.2.11 [42, Propiedades 1.4(i)] Sean C,D ⊆ R−Mod clases abstrac-
tas. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Si C y D son hereditarias, entonces (C : D) es hereditaria.

(b) Si C y D son cohereditarias, entonces (C : D) es cohereditaria.

(c) Si C y D son cerradas bajo sumas directas, entonces (C : D) es cerrada bajo
sumas directas.

Demostración. (a) Sean M ∈ (C : D) y 0 �= α : N → M un monomorfismo.

Dado que M ∈ (C : D), existe una sucesión exacta η : 0 → C
f−→ M → D

g→ 0.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos.

0

��
η′ : 0 �� Y

f

producto
��

h

��

N
g ��

α

��

X ��

l

��

0

η : 0 �� C
f ′

fibrado�� M
g′

�� D �� 0

Notemos que h y l son monomorfismos.

Entonces, dado que C y D son hereditarias, concluimos que Y ∈ C y X ∈ D.
Por lo tanto, N ∈ (C : D).

(b) La demostración es análoga a la hecha en (a).

(c) Sea {Mα}α∈Λ ⊆ (C : D). Entonces, para cada α ∈ Λ, existe una sucesión

exacta ηα : 0 −→ Cα
fα−→ Mα

gα−→ Dα −→ 0. Por lo tanto, existe la sucesión

exacta η : 0 −→ ⊕
Cα

f−→ ⊕
Mα

g−→ ⊕
Dα −→ 0 (ver [41, 9.7(6)]). Con esto
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concluimos que
⊕

Mα ∈ (C : D), ya que por hipótesis C y D son cerradas bajo
sumas directas.

�

Proposición 1.2.12 [42, Propiedades 1.4(ii)] Sean C,D ⊆ R − Mod abstractas.
Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Si C y D son abiertas entonces (C : D) es abierta.

(b) Si C y D son cerradas bajo submódulos, cocientes y sumas directas (finitas)
entonces (C : D) también lo es.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 1.2.11.
�

Observación 1.2.13 La operación (− : −) es asociativa y está bien definida en
L�, L�, L�,� y L�,�,⊕, respectivamente. Esto es,

(− : −) : L� × L� −→ L�

(− : −) : L� × L� −→ L�

(− : −) : L⊕ × L⊕ −→ L⊕

(− : −) : L�,� × L�,� −→ L�,�

(− : −) : L�,�,⊕ × L�,�,⊕ −→ L�,�,⊕

son operaciones asociativas.

El siguiente lema, nos permitirá probar que la operación (− : −) también
está bien definida en las ret́ıculas L≤,E() y en L≤,E(),⊕, la ret́ıcula de clases natu-
rales en R−Mod.

Lema 1.2.14 Sean C,D ∈ L{≤,E()}. Entonces (C : D) ∈ L{≤,E()}.

Demostración. Ya hemos visto que si C,D ∈ L≤, entonces (C : D) ∈ L≤.
Ahora veamos que (C : D) es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Sean M ∈ (C : D). y η : 0 → C
f→ M

g→ D → 0 una sucesión exacta en
R−Mod con C ∈ C y D ∈ D.

Sean εC : C → E(C) y εD : D → E(D) las cápsulas inyectivas de C y D,

respectivamente. Consideremos la sucesión exacta η′ : 0 → E(C)
ιE(C)→ E(C) ⊕

E(D)
pE(D)→ E(D) → 0. Esta en particular implica que E(C)⊕E(D) ∈ (C : D), ya

que por hipótesis E(C) ∈ C y E(D) ∈ D.

Por otro lado, como f es un monomorfismo y E(C) es inyectivo, existe un
morfismo h : M → E(C) tal que h ◦ f = εC .
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0

��
0 �� C

f ��

εC

��

M

h��
E(C).

Por lo tanto, obtenemos por la propiedad universal del producto para E(C)⊕
E(D), existe un único morfismo ϕ : M → E(C)⊕ E(D), tal que

εD ◦ g = pE(D) ◦ ϕ y h = pE(C)◦ϕ...(+)

Veamos que el siguiente diagrama (**) es conmutativo.

η : 0 �� C

εL

��

f �� M

ϕ

��

g �� d

εD

��

�� 0

η′ : 0 �� E(C)
ιE(C)�� E(C)⊕ E(D)

pE(D) �� E(D) �� 0

Por (+), tenemos que el cuadrado de la derecha conmuta.

Por otro lado, recordemos que 1E(C)⊕E(D) = ιE(C)pE(C)+ιE(D)pE(D). Luego,
ϕf = 1E(C)⊕E(D)(ϕf) = ιE(C)pE(C)ϕf+ιE(D)pE(D)ϕf = ιE(C)hf+ιE(D)εDgf=
ιE(C)hf = ιE(C)εC .

Esto es, ϕf = ιE(C)εC . Por lo tanto, el cuadrado de la izquierda también
conmuta.

De lo anterior, concluimos que el diagrama (**) conmuta. Ahora, como εC y
εD son monomorfismos, concluimos que ϕ es un monomorfismo.

Finalmente, al considerar la cápsula inyectiva de M y el hecho de que E(C)⊕
E(D) es inyectivo, obtenemos un morfismo w : E(M) → E(C)⊕ E(D)

0

��
0 �� M

ϕ ��

εM

��

E(C)⊕ E(D)

w
��

E(M)

tal que ϕ = w ◦ εM . Luego, dado que ϕ es un monomorfismo y εM es un mono-
morfismo esencial, concluimos que w es un monomorfismo.

Finalmente, como (C : D) es una clase hereditaria y w es un monomorfis-
mo con E(C) ⊕ E(D) ∈ (C : D), podemos concluir que E(M) ∈ (C : D).

�

Lema 1.2.15 Sean C,D ∈ L≤, con D cerrada bajo cápsulas inyectivas. Entonces,
(D : C) ≤ (C : D).

Demostración. Sea M ∈ (D : C), entonces existe una sucesión exacta η : 0 →
L

f→ M
g→ N → 0, con L ∈ D y N ∈ C. Consideremos además εL : L → E(L),
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la cápsula inyectiva de L. Tomando el coproducto fibrado de los morfismos f y εL,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

η : 0 �� L

εL

��

f �� M

h

��

g �� N

1N

��

�� 0

η′ : 0 �� E(L)
u �� Q

v �� N �� 0

Notemos que h es un monomorfismo; y la sucesión exacta η′ se escinde, pues
E(L) es inyectivo.

Aśı, obtenemos una sucesión exacta 0 → N
v′
→ Q

u′
→ E(L) → 0. Por lo tanto,

Q ∈ (C : D). Finalmente, como h es un monomorfismo y la clase (C : D) es
hereditaria, concluimos que M ∈ (C : D).

�

Corolario 1.2.16 Si C,D ∈ L≤,E()
; entonces (C : D) = (D : C).

Demostración. Por el lema 1.2.15, tenemos que (C : D) ⊆ (D : C) y (D : C) ⊆ (C :
D).

�

Corolario 1.2.17 La operación (− : −) está bien definida en L≤,E( ) y es conmu-
tativa.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de 1.2.14 y 1.2.16.
�

En el siguiente corolario, damos una demostración alternativa de [12, Corolario
6.1.7].

Corolario 1.2.18 Si C,D ∈ L≤,E(),⊕; entonces (C : D) = C∨D.

Demostración. Primero, dado que C,D ∈ L≤,E(−),⊕, por el Lema 1.2.11 y el
Lema1.2.14, se tiene que (C : D) ∈ L≤,E(−),⊕. Ahora, por el Lema 1.2.7, tenemos
que C ∪ D ⊆ (C : D). Aśı, concluimos que ξR−Nat(C ∪ D) ⊆ (C : D).

Por otro lado, usando el hecho que ξR−Nat(C ∪D) es cerrada bajo extensiones,
tenemos que (C : D) ⊆ (ξR−Nat(C ∪ D) : ξR−Nat(C ∪ D)) = ξR−Nat(C ∪ D). Esto
es, (C : D) ⊆ ξR−Nat(C ∪ D).

�

1.2.2 Operaciones (− : E) y (E : −), con E cerrada bajo extensiones.

Proposición 1.2.19 Sean C,D, E ⊆ R − Mod, con E ∈ L{0,ext,�} y C,D ∈
L{0,�}. Entonces (C : (D : E)) = ((C : D) : E).

Demostración. Veamos primero que (C : (D : E)) ⊆ ((C : D) : E). Sea U ∈ (C :

(D : E)). Entonces, existe una sucesión exacta η1 : 0 → C
f−→ U

g−→ F → 0, con
C ∈ C y F ∈ (D : E). Por otro lado, como F ∈ (D : E), existe una sucesión exacta

η2 : 0 → D
h−→ F

k−→ E → 0, con D ∈ D y E ∈ E .
Haciendo el producto fibrado de los morfismos g y h, obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto en R−Mod (ver [37, Lemas 7.28 y 7.29])



1.Preliminares 15

0

��

0

��
γ : 0 �� C ′ f ′

��

h′

��

P
g′

producto
��

h′

��

D ��

h

��

0

η1 : 0 �� C
f �� U

g

fibrado��

k′

��

F ��

k

��

0

W
g′′

��

��

E

��
0 0

Veamos que la sucesión exacta γ : 0 → P
h′
−→ U

k′
−→ W → 0, satisface las

condiciones para que U ∈ ((C : D) : E).
Como C ∼= C ′, se sigue que C ′ ∈ C. Entonces, la sucesión exacta γ : 0 →

C ′ f ′
−→ P

g′
−→ D → 0, del diagrama anterior, garantiza que P ∈ (C : D). Por

otro lado, como W ∼= E ∈ E , se tiene que W ∈ E . Por lo tanto, tenemos que
U ∈ ((C : D) : E).

De manera similar, se puede probar que ((C : D) : E) ⊆ (C : (D : E)).
�

Observación 1.2.20 R−Mod satisface que (R−Mod : E) = R−Mod.

Definición 1.2.21 Sea C ⊆ R−Mod tal que 0 ∈ C. Decimos que C es cerrada
bajo (−:E)−extensiones (o bien, E−extensiones a izquierda), si para cualquier
sucesión exacta

η : 0 → C
f→ Q

g→ E → 0

con C ∈ C y E ∈ E , se tiene que Q ∈ C.

Denotaremos por L{−:E} a la clase de todas las clases C ⊆ R−Mod que son
cerradas bajo (− : E)−extensiones.

Ejemplo 1.2.22

(a) Sea E ∈ L{0,ext,�,
∏}. Por el Lema 1.2.3, tenemos que Cog(E) ∈ L{−:E}.

(b) Sea E ∈ L{0,ext,�}. Por el Lema 1.2.4, tenemos que Fcog(E) ∈ L{−:E}.

Proposición 1.2.23 Sea C ∈ L{0,�}. Entonces (C : E) ∈ L{−:E}.

Demostración. Veamos que (C : E) es cerrada bajo (− : E)−extensiones. Sea

η : 0 → D
f−→ M

g−→ E1 → 0, con D ∈ (C : E) y E1 ∈ E . Probemos que
M ∈ (C : E).

Como D ∈ (C : E), entonces existe una sucesión exacta γ : 0 → C
h−→ D

k−→
E2 → 0, con C ∈ C y E2 ∈ E . Haciendo el coproducto fibrado de los morfismos f
y k, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en R−Mod.
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0

��

0

��
C

h

��

∼=
q

�� C ′

w

��
0 �� D

f

coproducto
��

k

��

M
g ��

u

��

E1
��

v∼=
��

0

0 �� E2
f ′

fibrado ��

��

Q
g′

��

��

L �� 0

0 0

En vista de que E2 y L ∼= E1 estan en E ∈ L{ext}, concluimos que Q ∈ E . Por
otro lado, C ′ ∼= C ∈ C. Por lo tanto, la sucesión exacta 0 → C ′ w−→ M

v−→ Q → 0
implica que M ∈ (C : E).

Por lo tanto, (C : E) ∈ L{(−:E)}.
�

Lema 1.2.24 Sean C ⊆ R−Mod y E ⊆ R−Mod, con E ∈ L{0,�,ext}. Entonces
ξ{−:E,�}(C) = {M ∈ R−Mod : ∀N � M, ∃ η : 0 → C → N → E →
0, exacta en R−Mod con C ∈ C y E ∈ E}.

El siguiente lema nos da condiciones equivalentes para que una clase sea cerrada
bajo (− : E)−extensiones.

Lema 1.2.25 Sea C ∈ L{0,�}. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(a) C ∈ L{−:E}.

(b) C = (C : E).
Demostración. [(a)⇒(b)] Siempre se cumple que C ⊆ (C : E), aśı que sólo resta
probar que (C : E) ⊆ C.

Sea D ∈ (C : E). Entonces, existe una sucesión exacta η : 0 → C
f→ D

g→
E → 0, con C ∈ C y E ∈ E . Como C ∈ L{−:E}, se sigue en η que D ∈ C.
[(b)⇒(a)] Como C = (C : E); se sigue por la proposición 1.2.23 que C ∈ L{−:E}.

�

Observación 1.2.26 Para cada C ∈ L{0,�,(−:E)} se cumple que C ∩ E = E ; y en
particular E ⊆ C.

Observación 1.2.27 Para cada C, D ∈ L{0,�,(−:E)}, definimos C ∧ D := C ∩ D.
Podemos probar que C ∧ D ∈ L{0,�,(−:E)}.

En [29], F. Raggi y C. Signoret dieron una caracterización de la clase de Serre
generado por una clase dada. En la siguiente proposición, veremos dicho resultado.
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Proposición 1.2.28 [29] Sea A una clase de R−módulos. Sea A0 := {0}; An+1 :=

(An : A) para n ∈ Z. Entonces,
⋃
n∈N

An es la clase de Serre generada por A.

Otra caracterización es dada por M. Prest en [24] para subcategoŕıas de Serre
en una categoŕıa abeliana. Enseguida, retomamos dicho resultado.

Proposición 1.2.29 (Prest) [24, Lema 2.1] Sea X una colección de objetos en la
categoŕıa abeliana A ; y 〈X〉 la clase de Serre generada por X . Entonces A ∈ 〈X 〉
si y sólo si A tiene una filtración A = An ≥ An−1 ≥ · · · ≥ a0 = 0, con factores
Ai+1/Ai cada uno de los cuales es un subcociente de un objeto de X .

En particular, si S,S ′ son clases de Serre en A ; entonces S ∨ S′ consiste de
aquellos objetos una filtración finita, donde cada factor esta en S ∪ S′.

1.2.3 (Grandes) ret́ıculas fuertemente seudocomplementadas y sus es-
queletos.

Definición 1.2.30 Sea L una (gran) ret́ıcula con elemento menor 0. decimos que
un elemento a′ ∈ L es un seudocomplemento fuerte de a ∈ L si a ∧ a′ = 0 y
para cada b ∈ L tal que a ∧ b = 0, entonces b ≤ a′.

Observación 1.2.31 Sean L una ret́ıcula con menor elemento 0 y a ∈ L . Si a
tiene un seudocomplemento fuerte, éste es único.

Demostración. Sean b, b′ ∈ L seudocomplementos fuertes de a. Como a ∧ b = 0
y b′ es un seudocomplemento fuerte de a, se sigue que b′ ≤ b. Similarmente, Como
a∧ b′ = 0 y b es un seudocomplemento fuerte de a, se sigue que b ≤ b′. Finalmente
b ≤ b′ ≤ b implican b = b′.

�
Si a ∈ L tiene seudocomplemento fuerte en L , denotamos por a⊥L a su

seudocomplemento fuerte.

Decimos que L es una (gran) ret́ıcula fuertemente seudocomplementada
cuando cada a ∈ L tiene un seudocomplemento fuerte. En este caso,

Skel(L ) = {a ∈ L : a es un seudocomplemento fuerte enL }

es el esqueleto de L .

Recordemos que una ret́ıcula es de Boole si es distributiva y complementada.

Proposición 1.2.32 Sea L una ret́ıcula con menor elemento 0 y fuertemente seu-
docomplementada. Entonces Skel(L ) es una ret́ıcula de Boole.

Proposición 1.2.33 Sea L una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada. Las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) L es de Boole.

(b) L = Skel(L )
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1.2.4 Clases naturales,conaturales y prenaturales.

Definición 1.2.34 Una clase C ∈ Skel(L≤) ess llamada clase natural.

Definición 1.2.35 Una class C ∈ Skel(L�) es llamada clase conatural.

Proposición 1.2.36 Sea r es un radical idempotente; y τr = (Tr,Fr) la teoŕıa de
torsión asociada a r. Si Fr es cohereditaria, entonces Tr es cerrada bajo cubrimientos
superfluos.

Demostración. Sea M ∈ Tr y η : 0 → K → P
f−→ M → 0, con f un epimorfismo

suplerfluo, esto es, K := Ker(f) << P.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

0

��

0

��

0

��

0 �� r(P ) ∩K
g′

��

α′′

��

r(P )
f ′

��

α

��

r(P ) +K

K
��

α′

��

0

0 �� K
g ��

β′′
��

P
f ��

β
��

M ��

β′

��

0

0 �� K + r(P )

r(P )

g′′
��

��

P

r(P )

f ′′
��

��

M ′ ��

��

0

0 0 0

Notemos que qr =
P

r(P )
∈ Fr. Como Fr ∈ L�, se sigue que M ′ ∈ Fr. Po

otro lado, como M ∈ Tr y β′ es un epimorfismo, se sigue que M ′ ∈ Tr. Aśı,
M ′ ∈ Tr ∩ Fr = {0}. Por lo tanto, M ′ = 0.

Luego,
P

r(P )
=

K + r(P )

r(P )
; y por lo tanto K + r(P ) = P. Como K es un

submódulo superfluo de P, concluimos que P = r(P ). Por lo tanto, P ∈ Tr.
�

Corolario 1.2.37 Si r es un t−radical idempotente, entonces Tr es cerrada bajo
cubrimientos superfluos.

Proposición 1.2.38 Sea r es un radical idempotente y τr = (Tr,Fr) la teoŕıa de
torsión asociada a r. Si Fr es cohereditaria; y para todo M ∈ Tr, M tiene cubierta
proyectiva; entonces Tr es cerrado bajo cubiertas superfluos.

Demostración. Sea M ∈ Tr y εM : P (M) → M una cubierta proyectiva de M.
Como εM es un epimorfismo superfluo, por la Proposición 1.2.36 se concluye que
P (M) ∈ Tr.

�
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Proposición 1.2.39 Sea R un anillo perfecto y T una clase de módulos. Conside-
remos las siguientes condiciones.

(a) T es cerrado bajo cubrimientos superfluos.

(b) T es cerrada bajo cubiertas proyectivas.

La condición (a) implica (b). Si además T es cohereditaria, entonces las condiciones
(a) y (b) son equivalentes.

Demostración. Notemos primero que si M ∈ T y εM : P (M) → M es una
cubierta proyectiva de M. Esta en particular es un cubrimiento superfluo; aśı que
por la condición (a) concluimos que P (M) ∈ T .

Ahora, supongamos que además T es cohereditaria. Vemos que (b)⇒(a). Sean
M ∈ T , f : P → M un epimorfismo superfluo y εM : P (M) → M es una cubierta
proyectiva de M.

Luego, existe h : P (M) → P tal que εM = fh. Como εM es un epimorfismo su-
perfluo, se sigue que h es un epimorfismo. Como P (M) ∈ T , concluimos que P ∈ T .

�

Corolario 1.2.40 Sea r es un radical idempotente y τr = (Tr,Fr) y R perfecto
(izquierdo). Son equivalentes.

(a) Tr es cerrada bajo cubrimientos superfluos.

(b) Tr es cerrado bajo cubiertas proyectivas (y cocientes).

(c) Fr es cohereditaria.

(d) r es un t−radical.

Proposición 1.2.41 Sea A ∈ L≤,
∏, rA := Rej(A) ∈ R-rad el radical asociado a

A; y TrA la clase de pretorsión asociada a rA. Si f : N → M es un epimorfismo
superfluo conM ∈ A, entonces qrA(f) : qrA(N) → M es un epimorfismo superfluo.

Demostración. Como M ∈ A, se sigue que rA(M) = 0
�

1.3 Prerradicales

En [38, Chapter VI], se encuentra desarrollado el tema de prerradicales sobre
categoŕıas abelianas de Grothendieck. En esta sección presentamos definiciones y
algunas propiedades de los prerradicales, para dos categoŕıas en particular, R−Mod
y σ[M ], con M un R−módulo. En [6] el lector puede consultar la teoŕıa de prerradi-
cales sobre R−Mod; y en [10, Chapter 2], se puede consultar teoŕıa de prerradicales
en σ[M ].

En esta sección presentamos definiciones y algunas propiedades de los prerradi-
cales, principalmente en R−Mod; pero que pueden ser extendidas también a σ[M ],
con M un R−módulo.

Definición 1.3.1 Sea r : R−Mod → R−Mod un funtor. Decimos que r es un
prerradical en R−Mod si es un subfuntor de la identidad; esto es, si se satisfacen
las siguientes condiciones.
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(a) Para cada M ∈ R−Mod, r(M) es un submódulo de M.

(b) Para cada f : M → N morfismo en R−Mod, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo.

r(M)
r(f) ��

� �

ιM

��

(N)� �
ιN

��
M

f �� N

Ejemplo 1.3.2 (a) En R−Mod, rad : R−Mod → R−Mod, donde rad(M) =⋂{N | M es un submódulos máximo de M} es un prerradical.

(b) En R−Mod, zoc : R−Mod → R−Mod, es un prerradical; donde zoc(M) =∑{N | N es un submódulo simple de M} para cada R−módulo M.

(c) Sea I un ideal bilateral de R, rI : R−Mod → R−Mod dado por rI(M) = IM,
es un prerradical.

(d) Sea C una clase de módulos, TrC : R−Mod → R−Mod definido por TrC(N) =∑{Im(f) | f : C → N para algún C ∈ C}, es un prerradical. Para cada módu-
lo N, TrC(N) es la la traza de C en N.

(e) Sea C una clase de módulos, RejC : R−Mod → R−Mod definido por RejC(N)
=

⋂{Ker(f) | f : N → C para algún C ∈ C}, es un prerradical. Para cada
módulo N, RejC(N) es el rechazo C en N.

Definición 1.3.3 Sea N ∈ R−Mod y S := EndR(N). Un (R,S)−submódulo de
N es llamado totalmente invariante o caracteŕıstico.

Denotamos

Sfi(N) = {L ∈ R−Mod | L es un submódulo totalmente invariante de N}.

Dados M ∈ R−Mod y N ∈ σ[M ], denotamos

SMfi (N) = {L ∈ σ[M ] | L es un submódulo totalmente invariante de N}.

Proposición 1.3.4 [6] Sea run prerradical. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada r ∈ R−Mod, r(M) ∈ Sfi(M).

(b) Si M es proyectivo, entonces r(M) = r(R)M.

(c) Sea {Mα}α∈I una familia de R−módulos y r : R−Mod → R−Mod un prerra-
dical. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) r(
⊕

α∈I Mα) =
⊕

α∈I r(Mα).

(ii) r(
∏

α∈I Mα) ≤
∏

α∈I r(Mα).

La clase de todos los prerradicales en R−Mod es denotada por R-pr. Aśı mismo,
dado un módulo M, la clase de todos los prerradicales en σ[M ] es denotada por
M − pr.

R-pr tiene las siguientes operaciones. Para cada M ∈ R−Mod, r, s ∈ R-pr,
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(a) (r · s)(M) := r(s(M)).

(b) (r : s)(M) es tal que (r : s)(M)/r(M) = s(M/r(M)).

(c) (r ∨ s)(M) := r(M) + s(M).

(d) (r ∧ s)(M) = r(M) ∩ s(M).

Para una clase C de prerradicales se satisface:

(e) (
∧{r ∈ C})(M) :=

⋂{r(M) | r ∈ C},
(f) (

∨{r ∈ C})(M) :=
∑{r(M) | r ∈ C}.

Se puede observar que aún cuando C sea una clase propia, {r(M) | r ∈ C} es
un conjunto para cada M ∈ R−Mod.

En R-pr existe un orden parcial dado por r � s si r(M) ≤ s(M) para cada
M ∈ R−Mod. Es fácil ver que r · s � r ∧ s y r ∨ s � (r : s).

Definición 1.3.5 Sea r ∈ R-pr. Decimos que:

(a) r es idempotente si r · r = r.

(b) r is a radical si (r : r) = r.

(c) r es exacto izquerdo(o hereditario) si satisface que para cualquier M ∈
R−Mod y N ≤ M, se satisface que r(N) = r(M) ∩N.

(d) r es un ttt−radical (o cohereditario) si satisface que r(M) = r(R)M para cada
M ∈ R−Mod.

Observación 1.3.6 Sea r un prerradical. Entonces

(a) Tr = {M ∈ R−Mod | r(M) = M} es una clase de pretosión.

(b) Fr = {M ∈ R−Mod | r(M) = 0} es una clase libre de de pretosión.

Para cada r ∈ R-pr, las clases Tr y Fr son llamadas la clase de pretorsión
y la clase libre de pretorsión asociada a r, respectivamente.

Proposición 1.3.7 Sea r un prerradical. Entonces se satisfacen las siguientes con-
diciones.

(a) r̂ : R−Mod → R−Mod definido por r̂(M) =
∑{A | A ≤ M y A ∈ Tr} es el

mayor prerradical idempotente por abajo de r.

(b) r̄ : R−Mod → R−Mod definido por r̄(M) =
⋂{B | B ≤ M y M/B ∈ Fr} es

el menor radical r̄ por arriba de r.

(c) r̃ : R−Mod → R−Mod dado por r̃(M) = M ∩ r(E(M)) es un prerradical
exacto izquierdo. Más aún, r̃ es el menor prerradical exacto izquierdo por arriba
de r.

Proposición 1.3.8 Sea r un prerradical. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.
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(a) r es exacto izquierdo.

(b) r es un funtor exacto izquierdo.

(c) r es idempotente y Tr es una clase hereditaria.

(d) r = r̃.

Proposición 1.3.9 Sea r un prerradical. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(a) r es un t−radical.

(b) r preserva epimorfismos.

(c) r es un radical y Fr es una clase cohereditaria.

(d) El funtor qr : R−Mod → R−Mod definido por qr(M) = M/r(M) es exacto
derecho.

1.3.1 Prerradicales alfa y omega

Definición 1.3.10 Dado M ∈ R−Mod y N ∈ Sfi(M), existen dos prerradicales
distinguidos en R-pr, αM

N , ωM
N : R−Mod → R−Mod asignando M a N. Estos se

definen como sigue:

αM
N (L):=

∑{f(N) | f ∈ HomR(M,L)}
,

ωM
N (L):= ∩ {f−1(N) | f ∈ HomR(L,M)},

para cada L ∈ R−Mod.

Definición 1.3.11 Sea M ∈ R−Mod, r ∈ M−pr y N,L ∈ σ[M ], con L ∈
Sfi

M (N). Se definen dos prerradicales en M−pr,α N
L , ωN

L : σ[M ] → σ[M ],

αN
L (K):=

∑
{f(L) | f ∈ HomR(N,K)},

ωN
L (K):= ∩ {f−1(L) | f ∈ HomR(K,N)},

para cada K ∈ σ[M ].

Proposición 1.3.12 [25] Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sea r ∈ R-pr, N un R−módulo, y L ∈ Sfi(N). Entonces r(N) = L si y sólo
si αN

L � r � ωN
L .

(b) Sea M ∈ R−Mod, r ∈ M − pr y N,L ∈ σ[M ], con L ∈ Sfi
M (N). Entonces

r(N) = L si y sólo si αN
L � r � ωN

L .
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Denotaremos por R-simp un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de módulos simples; y E denotará a la clase de módulos inyectivos. Para
cada M ∈ R−Mod, E(M) denota una cápsula inyectiva de M ; y P (M) denota
una cubierta proyectiva de M (en caso de existir).

Establecemos la notación, C0 :=
⊕{S | S ∈ R-simp}, D0 :=

⊕{E(S) |
S ∈ R-simp} y E0 := E(

⊕{S | S ∈ R-simp}). Cabe mencionar que E0 es el

cogenerador inyectivo ḿınimo de R−Mod. Obsérvese que rad = ωC0
0 y zoc = αC0

C0
.

Para conveniencia del lector, a continuación enlistamos algunas propiedades de
estos prerradicales en R-pr (ver [31, Proposition 1.3]).

Proposición 1.3.13 Para cada r ∈ R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) r =
∨{αM

r(M) | M ∈ R−Mod} =
∧{ωM

r(M) | M ∈ R−Mod}.

(b) αM
M es idempotente para cada M ∈ R−Mod. Más aún, r es idempotente si y

sólo si r =
∨{αM

M | M ∈ Tr}.

(c) ωM
0 es radical para cada M ∈ R−Mod. Más aún, r es radical si y sólo si

r =
∧{ωM

0 | M ∈ Fr}.

(d) ωE
K es un prerradical exacto izquierdo para cada E ∈ E y K ∈ Sfi(E). Más

aún, r es un prerradical exacto izquierdo si y sólo si r =
∧{ωE

r(E) | E ∈ E}.

(e) ωE
0 es un radical exacto izquierdo para cada E ∈ E . Más aún, r es un radical

exacto izquierdo si y sólo si r =
∧{ωE

0 | r(E) = 0 and E ∈ E}.

(f) αR
I es un t−radical. De hecho, r es un t−radical si y sólo si r = αR

r(R).

La siguiente proposición puede ser consutada en [25, Lemma 16] y [15, Propo-
sición 2.39].

Proposición 1.3.14 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sean M =
⊕{Mi}i∈I y N =

⊕{Ni}i∈I en R−Mod tales que N ∈ Sfi(M).

Entonces Ni ∈ Sfi(Mi) para cada i ∈ I; y αM
N =

∨{αMi

Ni
| i ∈ I}.

(b) Sean M =
∏{Mi}i∈I y N =

∏{Ni}i∈I en R−Mod tales que N ∈ Sfi(M).

Entonces Ni ∈ Sfi(Mi) para cada i ∈ I; y ωM
N =

∧{ωMi

Ni
| i ∈ I}.

A continuación mencionamos algunas propiedades de prerradicales en σ[M ]
(ver [33, Section 2]).

Proposición 1.3.15 [33] Sean N,L ∈ σ[M ] y K un submódulo totalmente inva-
riante de N. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) αN
N (L) = TrN (L).

(b) ωN
0 (L) = RejN (L).

(c) Si L es N−inyectivo, entonces αN
K(L) = αK

K(L).
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(d) Si L es M−proyectivo, entonces ωN
K (L) = ω

N/K
0 (L).

(e) Si N es proyectivo en σ[M ], entonces αN
K es un prerradical cohereditario.

(f) Si N es M−inyectivo, entonces ωN
K es un prerradical hereditario.

Proposición 1.3.16 [25, Theorem 8] Sean σ, τ,η ∈ R-pr, {rα}α ⊆ R-pr y M ∈
R−Mod. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si σ � τ, entonces σ ∨ (τ ∧ η) = τ ∧ (σ ∨ τ).

(b) Si {rα}α es una familia dirigida, entonces τ ∧ (
∨

α rα) =
∨

α(τ ∧ rα).

(c) (
∧

α rα)τ =
∧

α(rατ)

(d) (
∨

α rα)τ =
∨

α(rατ)

(e) (τ :
∧

α rα) =
∧

α(τ : rα)

1.3.2 Estructura ret́ıcular de R-pr y M-pr.

Dada una categoŕıa abeliana de Grothendieck C, se satisface que la clase de
los prerradicales de C forma una gran ret́ıcula completa, modular y superiormente
continua, ver [38, Chapter VI, Exercise §1.7].

En el caso de R−Mod, R. Fernández-Alonso, F. Raggi, J. Ŕıos, H. Rincón y C.
Signoret comenzaron el estudio de la estructura reticular de R-pr. Ellos demostraron
que R-pr con el orden parcial �, es una gran ret́ıcula completa, atómica, coatómica,
modular y superiormente continua, ver [25, Theorem 7] y [25, Theorem 8].

El menor y el mayor elemento son denotados respectivamente por 0 y 1. La

clase de los átomos y la clases de los coátomos de R-pr son, {αE(S)
S | S ∈ R-simp}

y {ωR
I | I es un ideal bilateral máximo de R}, respectivamente.

Posteriormente, en [33] F. Raggi, J. Ŕıos y R. Wisbauer, demostraron que
en el caso de σ[M ], M − pr resulta ser una gran ret́ıcula completa, modular,

superiormente continua y atómica. La clase de los átomos en M − pr es {αE(S)
S |

S es simple en σ[M ]}, donde Ŝ denota la cápusla M-inyectiva de S. Sin embargo,
M − pr no necesariamente es coatómica (ver [33, Example 2.7]). En el siguiente
teorema, F. Raggi, J. Ŕıos y R. Wisbauer describen cuando M − pr es coatómico.

Teorema 1.3.17 [33, Theorem 2.7] Para M ∈ R−Mod y G un generador en σ[M ],
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) La gran ret́ıcula M − pr es coatómica.

(b) Cada submódulo propio totalmente invariante deG está contenido en un submódu-
lo totalmente invariante máximo.

Por otro lado, en [27, Theorem 4], se demostró que R-pr es una gran ret́ıcula
fuertemente seudocomplementada, describiendo espećıficamente el seudocomple-
mento fuerte de cada elemento en R-pr. Para cada r ∈ R− pr,∧

{ωE(S)
0 | S ∈ R-simp, r(E(S)) �= 0}
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es el seudocomplemento fuerte de r en R-pr; y se denota r⊥.
Notemos que r⊥ es un radical exacto izquierdo; y puede ser descrito también

como r⊥ = ωUr
0 , donde Ur :=

∏{E(S) | r(E(S)) �= 0}.
Cabe mencionar que en [33, 2.4] los autores también demostraron que M − pr

es fuertemente seudocomplementada.

En el Caṕıtulo siguiente, abordaremos dos demostraciones más al hecho de que
R-pr es fuertemente seudocomplementada.

1.3.3 Cuantales y casi-cuantales.

Como se menciona en [20], el concepto de cuantal surgió en la decada de los
20, cuando W. Krull, R.P. Dilworth y M. Ward consideraron una ret́ıcula de ideales
equipada con una multiplicación; debiéndose el nombre de cuantal a C.J. Mulvey.

Definición 1.3.18 Sea Q una
∨
-semiret́ıcula, Q es un cuantal si Q tiene una

operación binaria asociativa · : Q×Q → Q tal que

(LQ) l
(∨

X
)
=

∨
{lx | x ∈ X} , y

(RQ)
(∨

X
)
r =

∨
{xr | x ∈ X}

se satisfacen para cada l, r ∈ Q y X ⊆ Q.

Notemos que si en la previa definición consideramos ´nfimos en lugar de su-
premos, entonces obtenemos el cuantal dual con respecto a ı́nfimos.

En caso de que sólo la condición (LQ) (respectivamente (RQ)) se satisfaga,
algunos autores le llaman a Q un quantal izquierdo (respectivamente cuantal dere-
cho).

Obsérvese que cualquier marco es un cuantal, con la operación ∧. Otros ejem-
plos de cuantales son la ret́ıcula de ideales izquierdos, la ret́ıcula de ideales derechos
y la ret́ıcula de ideales bilaterales de un anillo dado, con la operación de multi-
plicación de ideales conocida. Además de estos, de acuerdo con [20], también la
ret́ıcula de filtros prerradicales con la operación de multiplicación de Gabriel para
filtros prerradicales satisface (LQ).

En [21], se introduce una generalizacón del concepto de cuantal. A continuación
presentamos la definición de casi-cuantal y mencionamos algunos ejemplos.

Definición 1.3.19 Sea A una
∨
-semiret́ıcula. Decimos que A es un casi-cuantal

si tiene un poducto asociativo · : A×A → A tal que para cualesquiera subconjuntos
dirigidos X,Y ⊆ A y a ∈ A:

(RDQ)
(∨

X
)
a =

∨
{xa | x ∈ X}, y

(LDQ) a
(∨

Y
)
=

∨
{ay | y ∈ Y }.

Decimos queA es un casi-cuantal unitario-izquierdo (resp.unitario-derecho,
resp. unitario-bilateral) si existe e ∈ A tal que e(a) = a (resp. (a)e = a, resp.
e(a) = a = (a)e) para todo a ∈ A.
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Ejemplo 1.3.20 1. Si A es una ret́ıcula completa, modular y superiormente
continua; entonces A es un casi-cuantal bilateral, con ∧ : A×A → A.

2. Sean R un anillo con identidad y Sfi(R) = {I ⊆ R | I ideal bilateral }.
Entonces, Bil(R) es un casi-cuantal bilateral con el producto de ideales.
Además, RI = I = IR para cada I ∈ Bil(R). Mas aún, Sfi(R) satisface
(
∑

J Ii)J =
∑

J (IiJ) y J(
∑

J Ii) =
∑

J (JIi), para cada {Ii}J ⊆ Sfi(R).

Por otro lado, nótese que S(R) = {I ⊆ R | I es un ideal izquierdo} es
únicamente un casi-cuantal unitario-izquierdo.

3. Cualquier cuantal es un casi-cuantal.

Proposición 1.3.21 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) R-pr, con el producto de prerradicales · : R-pr × R-pr → R-pr, definido por
(r · s)(M) = r(s(M)) para cada M ∈ R−Mod, satisface (RQD).

(b) R-pr con la operación ∧ es un casi-cuantal unitario-bilateral que no es un
cuantal.

Demostración. Es consecuencia de 1.3.16.
�

Definición 1.3.22 [5, Lemma 2.1] Sea M ∈ R−Mod, N, L ∈ §(M). Se define el
producto NML =

∑{f(N)|f ∈ HomR(M,L)}.

Observación 1.3.23 [21, Remark 4.1] Este producto satisface las siguientes con-
diciones para cada K,K ′ ∈ S(M):

(a) Si K ⊆ K ′ entonces KMX ⊆ K ′
MX para cada módulo X.

(b) Si X es un módulo izquierdo y Y ⊆ X entonces KMY ⊆ KMX.

(c) MMX ⊆ X para cada módulo X.

(d) KMX = 0 si y sólo si f(K) = 0 para cada f ∈ HomR(M,X).

(e) 0MX = 0 para cada X.

(f) Sea {Xi | i ∈ I} una familia de submódulos de M, entonces
∑

i∈I (KMXi) ⊆
KM

(∑
i∈I Xi

)
.

(g)
(∑

i∈I Ki

)
M

N =
∑

i∈I KiMN para cada familia de submódulos {Ki | i ∈ I}
of M .

En general, este producto no es asociativo; pero en el caso en que M sea
proyectivo en σ[M ], eso se satisface.

Observación 1.3.24 [21, Remark 4.2] Sea M ∈ R−Mod y proyectivo en σ[M ].
Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El producto −M− : Λ (M)× Λ(M) → Λ(M) es asociativo.
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(b) KM

(∑
i∈I Xi

)
=

∑
i (KMXi) para cada familia dirigida de submódulos {Xi |

i ∈ I} de M .

(c) Si N,L ∈ Sfi(M), entonces NML ∈ Sfi(M) y por lo tanto el producto −M−
está bien restrigido en Sfi(M).

Proposición 1.3.25 [21, Proposition 4.3] Sea M ∈ R−Mod. Si M es proyectivo
en σ[M ], las siguientes condiciones se satisfacen.

(1) S(M) es un casi-cuantal.

(2) Sfi(M) es un sub casi-cuantal unitario-derecho de S(M).
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Caṕıtulo 2

Seudocomplementos

2.1 R-pr es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplemen-
tada, dos demostraciones más.

Los siguientes dos resultados nos permiten exhibir que R-pr tiene seudocom-
plementos únicos, de una forma distinta a las ya exhibidas, utilizando propiedades
del cogenerador inyectivo ḿınimo de R−Mod.

Definición 2.1.1 Sean M ∈ R−Mod y L, N ∈ Sfi(M). Decimos que L es un
fififi−suplemento (fuerte) de N si L es un suplemento (fuerte) de N en Sfi(M).

Proposición 2.1.2 En R-pr las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es fuertemente seudocomplementada.

(b) Sfi(E) es fuertemente seudocomplementada, donde E ∈ R−Mod es el coge-
nerador inyectivo ḿınimo de R−Mod.

Demostración. (a)⇒(b) Sea N ∈ Sfi(E). Consideremos el prerradical ωE
N . Por

(a), sea s ∈ R-pr el seudocomplemento fuerte de ωE
N en R-pr. Veamos que s(E)

es fi-seudocomplemento fuerte de N en E.

Primero, N ∩s(E) = ωE
N (E)∩s(E) = (ω∧s)(E) = 0. Ahora, sea K ∈ Sfi(E)

tal que K∩N = 0. Entonces, (ωE
K ∧ωE

N )(E) = 0. Por el Lema 3.1.6, ωE
K ∧ωE

N = 0.
De ah́ı que ωE

K ≤ s; y por lo tanto K ≤ s(E).

(b)⇒(a) Sea r ∈ R-pr, con r �= 0. Entonces, por 3.1.6, r(E) �= 0. Sea C ∈ Sfi(E)
el fi−seudocomplemento fuerte de r(E) en E.

Veamos que ωE
C es el seudocomplemento fuerte de r en R-pr.

Primero, notemos que (ωE
C∧r)(E) = C∩r(E) = 0. Aśı que por 3.1.6, ωE

C∧r =
0 Finalmente, sea τ ∈ R-pr tal que τ �= 0 y τ ∧ r = 0. Entonces, por el Lema 3.1.6,
τ(E)∩ r(E) = 0. Luego, τ(E) ≤ C, pues C es el fi−seudocomplemento fuerte de
r(E). Por lo tanto, τ � ωE

C .
�

Teorema 2.1.3 Sean E0 := E(
⊕{S : S ∈ R-simp}) el cogenerador inyectivo

ḿınimo de R − Mod. Entonces, Sfi(E0) (la ret́ıcula de submódulos totalmente
invariantes de E0) es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sea N ∈ Sfi(E). Afirmamos que ωE
N (E) es fi-seudocomplemento

fuerte para N en E.

Primero notemos que ωE
N (E) ∩N = 0.
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demostraciones más.

Ahora, sea K ∈ Sfi(E) tal que K ∩N = 0. Veamos que ωE
N (E)

�
Finalmente, damos una segunda demostración alternativa a que R-pr es fuerte-

mente seudocomplementada, basada en el comportamiento de la ret́ıcula se submódu-
los totalmente invariantes del cogenerador inyectivo ḿınimo de R−Mod.

Teorema 2.1.4 R-pr es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Es consecuencia de los teorema 2.1.2 y 2.1.3.
�

2.1.1 Segunda demostración alternativa.

Denotemos por L{≤,�,⊕} la ret́ıcula de las clases de pretorsión hereditarias en
R−Mod, ordenadas por la inclusión de clases. Denotaremos por R−lep a la ret́ıcula
de prerradicales exactos izquierdos en R−Mod.

Teorema 2.1.5 Existe un isomorfismo de ret́ıculas ψ : R− lep −→ L{≤,�,⊕}
dado por ψ(r) := Tr.

Demostración. Es suficiente ver que ψ es una correspondencia biyectiva que pre-
serva el orden en ambas direcciones. Esto se puede consultar en [38, Corollary 1.8].

�
Ahora, denotaremos por L≤,� a la gran ret́ıcula de clases abiertas en R−Mod.

Cabe mencionar, que una clase abierta en R−Mod es una clase de módulos que es
cerrada bajo tomar submódulos y cocientes. Es claro que cada clase de pretorsión
hereditaria es una clase abierta.

Teorema 2.1.6 [30, Section 2] [3, Lemma 1.7] L{≤,�} es una gran ret́ıcula fuerte-
mente seudocomplementada. El seudocomplemento fuerte de C ∈ L{≤,�} está da-
do por

C⊥{≤,�} := {M ∈ R−Mod | M no tiene subcocientes distintos de cero en C}.

Más aún, C⊥{≤,�} es una clase de torsión hereditaria que pertenece al esqueleto de
R− tors.

Lema 2.1.7 R− lep es una ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sean r ∈ R-pr y Tr la correspondiente clase de pretorsión hereditaria
asociada a r. Definimos τr := ψ−1((Tr)

⊥{≤,�}), donde ψ es el isomorfismo de
ret́ıculas del Teorema 2.1.6.

Para comenzar, notemos que r∧τr = 0. Esto se debe a que ψ es un isomorfismo
de ret́ıculas y por lo tanto, r ∧ τr = 0 si y sólo si ψ(r ∧ τr) = ψ(r) ∩ ψ(τr) =
Tr ∩ (Tr)

⊥{≤,�} = {0}.
Ahora, sea t ∈ R-pr tal que r∧ t = 0. Dado que ψ es un isomorfismo de ret́ıcu-

las, entonces {0} = ψ(r)∩ψ(t) = Tr∩Tt, luego, Tt ≤ (Tr)
⊥{≤,�} . Por lo tanto, t =

ψ−1(Tt) ≤ ψ−1((Tr)
⊥{≤,�}) = τr. Finalmente, concluimos que τr es el seudocom-

plemento fuerte de r en R−lep.

Sea r ∈ R−lep. Denotaremos por r⊥lep := τr al seudocomplemento fuerte de
r in R−lep.
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Teorema 2.1.8 R-pr es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Demostración. Sean γ ∈ R-pr γ̃ el prerradical exacto izquierdo asociado a γ. Por
el Lema 2.1.7, (γ̃)⊥lep es el seudocomplemento fuerte de γ en R−lep.

Veremos que (γ̃)⊥lep también es el seudocomplemento fuerte de γ en R-pr.

Como γ � γ̃, entonces γ∧(γ̃)⊥pei � γ̃∧(γ̃)
⊥pei = 0. Por lo tanto, γ∧(γ̃)⊥pei = 0.

Ahora, sea τ ∈ R−pr tal que γ∧τ = 0. El hecho que γ∧τ = 0 implica que para
cada M ∈ R−Mod se tiene que (τ̃ ∧ γ̃)(M) = [M ∩τ(E(M))]∩ [M ∩γ(E(M))] =
M ∩ τ(E(M)) ∩ γ(E(M)) = M ∩ (τ ∧ γ)(E(M)) = 0.

Entonces, τ̃ ∧ γ̃ = 0. Finalmente, por el Lema 2.1.7 , concluimos que τ̃ �
(γ̃)⊥lep . Por lo tanto, τ � τ̃ � (γ)⊥lep .

Por lo tanto, R-pr es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.
�

Sean L≤,�,⊕ la ret́ıcula de clases de pretorsión hereditarias en R−Mod; y
R−pei la ret́ıcula de prerradicales exactos izquierdos en R−Mod. Como sabemos,
existe un isomorfismo de ret́ıculas

ψ : R−pei −→ L≤,�,⊕ con

ψ(σ) := Tσ, y ψ−1(C) := TrC ;

donde Tσ es la clase de pretorsión hereditaria asociada a σ y TrC es el prerradical
traza a lo largo de C.

Observación 2.1.9 L≤,�,⊕ ⊆ L≤,�, donde L≤,� es la reticula de clases abiertas
en R−Mod. Por [30] y [3, Lema 1.7], sabemos L≤,� es S−pseudocomplementada
y que para cada C ∈ L≤,�, C⊥{≤,�} es cerrada por sumas directas y extensiones.
Por lo tanto, para cada T ∈ L≤,�,⊕, tenemos que T⊥{≤,�} ∈ L≤,�,⊕.

Enseguida, usando el isomorfismo de ret́ıculas ψ, demostraremos que:

(a) R− pei es fuertemente seudocomplementada; y

(b) R− pr es fuertemente seudocomplementada.

Demostración. (a) Sean σ ∈ R−pei y Tσ la clase de pretorsión hereditaria asociada
a σ. Consideremos la clase (Tσ)

⊥{≤,�} y definamos σ̃ := ψ−1((Tσ)
⊥{≤,�}). Esto

es, σ̃ = TrT , con
T = (Tσ)

⊥{≤,�} = {M : M no tiene subcocientes distintos de cero en Tσ}.
Notemos que,

(i) σ ∧ σ̃ = 0.

En efecto, ya que por el hecho de que ψ es un isomorfismo de ret́ıculas,
tenemos que σ∧σ̃ = 0 si y sólo si ψ(σ∧σ̃) = 0. Pero ψ(σ∧σ̃) = ψ(σ)∩ψ(σ̃) =
Tσ ∩ (Tσ)

⊥{≤,�} = {0}.

(ii) Si τ ∈ R−pei satisface que σ ∧ τ = 0, entonces τ ≤ σ̃.

Como ψ es un isomorfismo, σ ∧ τ = 0 si y sólo si ψ(σ ∧ τ) = 0. Esto es,
σ ∧ τ = 0 si y sólo si Tτ ∩ Tσ = {0} si y sólo si Tτ ≤ (Tσ)

⊥{≤,�} si y sólo
si τ = ψ−1

( Tτ ) ≤ ψ−1((Tσ)
⊥{≤,�}) = σ̃.
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demostraciones más.

De los incisos (i) y (ii) concluimos que σ̃ es el seudocomplemento fuerte de σ en
R− pei. Por lo tanto, R− pei es fuertemente pseudocomplementada.

Denotaremos σ⊥pei := σ̃ = ψ−1((Tσ)
⊥{≤,�}) al S−pseudocomplemento de σ

en R−pei.

(b) Para cada γ ∈ R−pr, tenemos asociado el prerradical exacto izquierdo ργ :
R−Mod −→ R−Mod dado por ργ(M) = M ∩ γ(E(M)); el cual satisface la
desigualdad γ ≤ ργ .

Sea γ˘ := (ργ)
⊥.

Notemos que,

(i) γ ∧ γ˘= 0.

Como γ ≤ ργ , entonces γ ∧ (ργ)
⊥pei ≤ ργ ∧ (ργ)

⊥pei

(ii) Si τ ∈ R−pr satisface que γ ∧ τ = 0, entonces τ ≤ σ .̆

Dado que γ ∧ τ = 0, entonces para cada M ∈ R−Mod tenemos que

(ρτ ∧ ργ)(M) = M ∩ τ(E(M)) ∩ M ∩ γ(E(M)) = τ(M) ∩ γ(E(M)) =
(τ ∧ γ)(E(M)) = 0. Por lo tanto, ρτ ∧ ργ = 0. Aplicando el inciso (a)(ii),
ρτ ≤ (ργ)

⊥pei = γ̆ .

De lo anterior, concluimos que τ ≤ ρτ ≤ γ .̆

Por lo tanto, R−pr es fuertemente seudocomplementada.

�



Caṕıtulo 3

Esencialidad en R-pr.

3.1 Preliminares

Proposición 3.1.1 Sean S, T ∈ R-simp tales que S � T. Entonces, se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) α
E(T )
T (S) = 0.

(b) α
E(T )
T (E(S)) = 0.

Demostración. (a) α
E(T )
T (S) �= 0 implica α

E(T )
T (S) = S. Entonces, αS

S � α
E(T )
T �

αT
T . De donde, αS

S = α
E(T )
T � αT

T . Por lo tanto llegamos a la contradicción S =
αS
S(S) ≤ αT

T (S) = 0.

(b) Sean 0 �= f : E(T ) → E(S) y εT : T → E(T ) la cápsula inyectiva de T.
Consideremos f ◦ εT : T → E(S). Si f ◦ ε �= 0, entonces es un monomorfismo y
S ∩ T �= 0 llegando a la contradicción T ∼= S.

Aśı, para cada 0 �= f ∈ HomR(E(T ), E(S)), se tiene que f(T ) = 0. Por lo

tanto, α
E(T )
T (E(S)) = 0.

�

Definición 3.1.2 [27, Def. 14] Sea σ ∈ R-pr. Decimos que σ es extremo si
E(S) ∈ Tr o E(S) ∈ Fr para cada S ∈ R-simp.

Proposición 3.1.3 Sea S ∈ R-simp. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(a) α
E(S)
S = αS

S

(b) S es inyectivo.

(c) α
E(S)
S = α

E(S)
E(S)

(d) α
E(S)
S es un prerradical extremo.

(e) α
E(S)
S es idempotente.

Demostración. (a)⇒(b) α
E(S)
S = αS

S implica α
E(S)
S (S) = S. Supongamos que

S � E(S). Sea 0 �= f : E(S) → S. Como S es simple, f es suprayectivo. Si
Ker(f) �= 0, entonces S ⊆ Ker(f); y por lo tanto f(S) = 0.
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De donde, si cada 0 �= f ∈ HomR(E(S), S) f no fuera inyectiva, entonces

α
E(S)
S (S) = 0, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto, existe g : E(S) → S

isomorfismo.

(b) ⇒ (a) S inyectivo implica E(S) = S. Por lo tanto es claro que α
E(S)
S = αS

S .

(b)⇒ (c) Es inmediato, pues en este caso, S = E(S).

(c)⇒ (b) α
E(S)
S = α

E(S)
E(S) implica que S = α

E(S)
S (E(S)) = α

E(S)
E(S)(E(S)) = E(S).

(c)⇒ (d) La Observación 3.1.1 implica que α
E(S)
S (E(T )) = 0 para cada T ∈ R-simp

con T � S; y el inciso (c) implican que α
E(S)
S (E(S)) = E(S).

(d)⇒(b) Dado que α
E(S)
S es extremo y αE(S)S(E(S)) = S �= 0, se sigue que

αE(S)S(E(S)) = E(S). Por lo tanto, S es inyectivo.
�

Observación 3.1.4 Para r ∈ R-pr y S ∈ R-simp, r(E(S)) �= 0 si y sólo si α
E(S)
S �

r.

Observación 3.1.5 Para r ∈ R-pr, es fácil ver que r = 1 si y sólo si r(R) = R.
Además, r = 0 si y sólo si r(E(S)) = 0 para cada S ∈ R-simp.

Lema 3.1.6 Sea E un cogenerador para R−Mod y r ∈ R-pr. Entonces r = 0 si y
sólo si r(E) = 0.

Demostración. Primero, si r = 0 entonces r(E) = 0. Rećıprocamente, sea r ∈ R-pr

tal que r(E) = 0. Si M ∈ R−Mod, existe un monomorfismo 0 → M
f→ EX .

Aśı que obtenemos una sucesión exacta 0 → r(M)
r(f)→ r(EX). Como r(EX) ≤

EX , entonces tenemos que cada x-th projection πx : EX → E se restringe a un
morfismo r(πx) : r(E

X) → r(E). De ah́ı que r(EX) ≤ r(E)X = 0. Por lo tanto
r(M) = 0 para cadaM ∈ R−Mod.

3.2 Zoclos y prerradicales esenciales.

Definición 3.2.1 El zoclo reticular en R-pr, se define como

zoc :=
∨

{αE(S)
S | S ∈ R-simp},

el supremo de los átomos en R-pr.

Por otro lado, recordemos que en R−Mod también tenemos el prerradical
exacto izquierdo zoc : R−Mod −→ R−Mod dado por zoc(M) :=

∑{S ≤ M :
S ∈ R-simp}. Además, zoc(M) := ∩{N ≤ M : N es esencial en M}.

Notemos que zoc =
∨{αS

S | S ∈ R-simp}.

Observación 3.2.2 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) α
E(S)
S ≤ αS

S para cada S ∈ R-simp.



3. Esencialidad en R-pr. 35

(b) zoc ≤ zoc.

Demostración. (a) Sea S ∈ R-simp. Para cada f ∈ HomR(S,E(S)), se tiene que
f es un monomorfismo y con ello f(S) ∼= S. De donde, αS

S(E(S)) =
∑{f(S) :

f ∈ Hom(S,E(S))} = S. Por lo tanto, α
E(S)
S ≤ αS

S .

(b) Por (a), tenemos que α
E(S)
S ≤ αS

S para cada S ∈ R-simp. De ah́ı es inmediato

que zoc =
∨{αE(S)

S : S ∈ R-simp} ≤ ∨{αS
S : S ∈ R-simp} = zoc.

�

Lema 3.2.3 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) α
E(S)
S � αS

S para algún S ∈ R-simp.

(b) zoc � zoc.

Demostración. [(a)⇒(b)] La condición α
E(S)
S � αS

S implica que α
E(S)
S (S) = 0.

Aśı que zoc(S) = 0 mientras que zoc(S) = S. Por lo tanto, la desigualdad vista en
la observación 3.2.2 (b) es estricta.

[(b)⇒(a)] Por (a) zoc � zoc. Si ocurriera α
E(S)
S = αS

S para cada S ∈ R-simp,
obtendŕıamos que zoc = zoc.

Por lo tanto, existe S ∈ R-simp tal que α
E(S)
S � αS

S .
�

En la siguiente proposición, agregamos algunas equivalencias a [25, Theorem
15].

Proposición 3.2.4 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es un V-anillo.

(b) α
E(S)
S = αS

S para cada S ∈ R-simp.

(c) zoc = zoc.

Demostración. [(a) ⇐⇒ (b)] Ver [25, Theorem 15]

[(b) ⇐⇒ (c)] Se sigue de la Observación 3.2.2 y el Lema 3.2.3.

Observación 3.2.5 Sea S ∈ R-simp. Entonces, zoc(S) = 0 si y sólo si S no es
inyectivo.

Demostración. (⇒) zoc(S) = 0 implica α
E(S)
S (S) = 0. De ah́ı α

E(S)
S � αS

S ; y por
lo tanto, S no puede ser inyectivo.

(⇐) Notemos que zoc(S) = α
E(S)
S (S). Luego, si α

E(S)
S (S). Luego, si α

E(S)
S (S) =

S, entonces αS
S ≤ α

E(S)
S y por lo tanto α

E(S)
S = αS

S , concluyéndose que S es in-
yectivo.

�
Recordemos que la teoŕıa de torsión de Dickson es la teoŕıa de torsión hereditaria

generada por R-simp. Observe que zoc corresponde al radical exacto izquierdo para
la Teoŕıa de torsión de Dickson.



36 3.2. Zoclos y prerradicales esenciales.

Proposición 3.2.6 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (̃zoc) = zoc.

(b) (zoc) � ∧{ωS
0 | S ∈ R-simp, S �= E(S)}.

Demostración. (a) Primero, como una consecuencia de la Observación 3.2.2, se

sigue que (̃zoc) � zoc.

Para la otra desigualdad, notemos que S ∈ T
(̃zoc)

para cada S ∈ R-simp.

En efecto, (̃zoc)(S) = S ∩ zoc(E(S)) = S ∩ (α
E(S)
S )(E(S)) = S. De donde,

R-simp ⊆ T
(̃zoc)

. Entonces Tzoc ⊆ T
(̃zoc)

, por lo tanto R-simp ⊆ T
(̃zoc)

. Dado que

zoc es el radical exacto izquierdo para la teoŕıa de torsión generada por R-simp,

concluimos que Tzoc ⊆ T
(̃zoc)

. Por lo tanto, zoc � (̃zoc).

(b) Para cada S ∈ R-simp con S �= E(S), de la Observación 3.2.5 tenemos que
zoc(S) = 0. Entonces zoc � ωS

0 para cada S ∈ R-simp tal que S �= E(S). Luego,
zoc � ∧{ωS

0 | S ∈ R-simp, S �= E(S)}. Dado que la clase de radicales es cerrada
bajo tomar ı́nfimos, tenemos que

∧{ωS
0 | S ∈ R-simp, S �= E(S)} es un radical.

Por lo tanto, (zoc) � ∧{ωS
0 | S ∈ R-simp, S �= E(S)}.

�

3.2.1 Prerradicales esenciales.

Definición 3.2.7 Sea 0 �= r ∈ R-pr. Decimos que s ∈ [0, r] es un prerradical
r−esencial si s ∧ t �= 0 para cada 0 �= t ∈ [0, r].

Definición 3.2.8 Sea r ∈ R-pr. Decimos que r es un prerradical esencial si para
cada 0 �= s ∈ R-pr se satisface que r ∧ s �= 0.

Entonces, decimos que r es un prerradical esencial en R-pr, si r es un pre-
rradical 1−esencial.

Denotamos por Ess(r) a la clase de los prerradicales r−esenciales; y Ess(R-pr)
a la clase de los prerradicales esenciales en R-pr.

Definimos el r−zoclo como zocr :=
∨{αE(S)

S | S ∈ R-simp, r(E(S)) �= 0}.
De esta definición se sigue que zocr � zoc.

Proposición 3.2.9 Sea r ∈ R-pr. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) r ∈ Ess(R-pr)

(b) r⊥ = 0.

(c) Ur es un cogenerador inyectivo para R−Mod.

Demostración. [(a) ⇐⇒ (b)] Esto es una consecuencia de las definiciones de
prerradical esencial y del seudocomplemento fuerte de un prerradical.

[(b) ⇒ (c)] Por hipótesis, r⊥ = ωUr
0 = 0. Entonces, para cada M ∈ R−Mod

tenemos que 0 = ωUr
0 (M) =

⋂{Ker(f) | f ∈ HomR(M,Ur)}. Entonces, existe
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un monomorfismo ϕ : M → (Ur)
X , mostrando que M está cogenerado por Ur.

Por lo tanto, Ur es un cogenerador para R−Mod. Por definición, Ur es un módulo
inyectivo.

[(c) ⇒ (b)] Recordemos que r⊥ = ωUr
0 . El hecho de que Ur sea un cogenerador para

R−Mod implica que existe un monomorfismo ϕ : M → (Ur)
X . Luego, ωUr

0 (M) = 0

para cada M ∈ R−Mod. Por lo tanto, ωUr
0 = 0.

�

Observación 3.2.10 En R-pr se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) r ∈ R-pr es esencial si y sólo si r⊥ = 0.

(b) Para cada r ∈ R-pr, se puede demostrar que r⊥ = ωUr
0 , con Ur =

∏{E(S) :
σ(E(S)) �= 0}. Aśı que en particular, para cada r ∈ R-pr esencial, se satisface
que Ur es un cogenerador inyectivo de R−Mod.

Si ahora consideramos el radical exacto izquierdo ωU
0 , donde U =

∏{E(S) :
S ∈ R-simp} es un cogenerador inyectivo de R−Mod; tenemos que 0 = ωU

0 =

σ⊥, con σ :=
∨{αE(S)

S : S ∈ R-simp}.

(c) En [27, Proposition 11] está definida la relación de equivalencia: r ∼ s en
R-pr si y sólo si r⊥ = s⊥. Además, demostraron que para cada r ∈ R-pr,

[r]⊥ = [
∨{αE(S)

S : r(E(S)) �= 0}, r⊥⊥].

(d) En particular, observaron en [27, Remark 12] que [1]⊥ = [zoc, 1],

De la definición de prerradical esencial, se sigue que esta clase es precisamente
la de los esenciales. Esto es,

Esc(R-pr) = [1]⊥ = [zoc(R-pr), 1].

Por lo tanto, zoc =
∧{r ∈ R-pr : r ∈ Esc(R-pr)}.

Observación 3.2.11 Notemos que el hecho de que zoc � zoc implica que zoc
también es un prerradical esencial.

Proposición 3.2.12 Para cada r ∈ R-pr, la clase de los prerradicales r−esenciales
es precisamente el intervalo [zocr, r].

Demostración. Veamos que Ess(r) = [zocr, r].

Para cada 0 �= t ∈ [0, r], notemos que existe un átomo α
E(S)
S tal que α

E(S)
S � r

y α
E(S)
S � t; y por ende, α

E(S)
S � t ∧ zocr. Por lo tanto, zocr es un prerradi-

cal r−esencial. Ahora, sea t un perradical r−esencial. Entonces, para cada átomo

α
E(S)
S � r se sigue que α

E(S)
S � t. De donde, zocr � t, aśı que Ess(r) ⊆ [zocr, r].

Finalmente, si s ∈ [zocr, r] y 0 �= t ∈ [0, r] entonces existe un átomo α
E(S)
S � r

tal que α
E(S)
S � t. Luego, α

E(S)
S = zocr ∧ α

E(S)
S � zocr ∧ t � s ∧ t; y por lo tanto

s ∈ Ess(r).
�

Corolario 3.2.13 En R-pr, la clase de los prerradicales esenciales es precisamente
el intervalo [zoc, 1].
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Demostración. Es una consecuencia de la Proposición 3.2.12 con r := 1.
�

Corolario 3.2.14 Sea 0 �= r ∈ R-pr. Entonces, r ∈ Ess(R-pr) si y sólo si zocr =
zoc.

Demostración. [⇒] Dado que r es un prerradical esencial, tenemos que α
E(S)
S � r,

esto es, r(E(S)) �= 0 para cada S ∈ R-simp. Por lo tanto, zocr = zoc.

[⇐] Dado que zocr = zoc y zocr � r, se sigue que zoc � r. Por el Corolario 3.2.13,
r es un prerradical esencial.

�
En [27, Proposition 11] se definió la relación de equivalencia ∼⊥ en R-pr

como r ∼⊥ s si y sólo si r⊥ = s⊥. Para cada r ∈ R-pr se demostró que {τ ∈
R-pr | r⊥ = τ⊥} = [

∨{αE(S)
S | S ∈ R-simp, r(E(S)) �= 0}, r⊥⊥].

La clase {r ∈ R-pr | r⊥ = 0} consiste de los prerradicales esenciales.

Notemos que zoc ∈ Ess(R-pr), en vista de la Observación 3.2.2 y del Corolario
3.2.13.

3.2.2 Prerradicales uniformes.

Definición 3.2.15 Decimos que 0 �= r ∈ R-pr es un prerradical uniforme si cada
0 �= s ∈ [0, r] es un prerradical r−esencial.

Proposición 3.2.16 Las siguientes condiciones son equivalentes para 0 �= r ∈
R-pr.

(a) r es un prerradical uniforme.

(b) Para cada pareja s, t ∈ [0, r] distintos de 0, sucede que s ∧ t �= 0.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Sean s, t ∈ [0, r] tales que s �= 0, t �= 0. Dado que r es
un prerradical uniforme, se sigue que s, t son r−esenciales . Por lo tanto, s∧ t �= 0.

[(b) ⇒ (a)] Sea 0 �= s ∈ [0, r]. Por (b), s∧t �= 0 para cada 0 �= t ∈ [0, r]. Entonces, s
es un prerradical r−esencial. Por lo tanto, r is uniforme.

Lema 3.2.17 Sea 0 �= r ∈ R-pr. Entonces, r es un prerradical uniforme si y sólo
si existe un único S ∈ R-simp tal que r(E(S)) �= 0.

Demostración. Primero, supongamos que r es un prerradical uniforme. Sean S, T ∈
R-simp tales que r(E(S)) �= 0 y r(E(T )) �= 0. Entonces, por la Observación 3.1.4,

los átomos α
E(S)
S , α

E(T )
T ∈ [0, r]. Dado que r es un prerradical uniforme, obtenemos

que α
E(S)
S ∧ α

E(T )
T �= 0. Por lo tanto, α

E(S)
S = α

E(T )
T ; y consecuentemente S = T.

Rećıprocamente, si existe un único α
E(S)
S ∈ [0, r], entonces para cada 0 �=

s, t ∈ [0, r] tenemos que α
E(S)
S � s y α

E(S)
S � t. Por lo tanto, 0 �= α

E(S)
S � t ∧ s.

�

Teorema 3.2.18 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un anillo local izquierdo (esto es, R-simp tiene un único elemento).
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(b) R-pr tiene un único átomo.

(c) Cada 0 �= r ∈ R-pr es un prerradical esencial.

(d) Cada 0 �= r ∈ R-pr es un prerradical uniforme.

(e) 1 es un perradical uniforme.

Demostración. [(a) ⇐⇒ (b)] Es una consecuencia de la caracterización de los
átomos en R-pr.

[(b) ⇒ (c)] Sea α
E(S)
S el único átomo en R-pr. Entonces, para cada 0 �= r ∈ R-pr

tenemos zocr = zoc. Por lo tanto, por el Corolario 3.2.14, podemos concluir que
r ∈ Ess(R-pr).

[(c) ⇒ (d)] Sean 0 �= r ∈ R-pr y 0 �= s ∈ [0, r]. Por (c) y el Corolario 3.2.14 tenemos
que zocr = zoc. Además, por (c) y el Corolario 3.2.13, tenemos que s ∈ [zoc, 1.]
Por lo tanto, s ∈ [zocr, r].

[(d) ⇒ (e)] Esta es una consecuencia inmediata de (d).

[(e) ⇒ (b)] Esta es una consecuencia del Lema 3.2.17 y la Observación 3.1.4.
�

3.2.3 Prerradicales con anulador esencial.

Definición 3.2.19 [26, Theorem 3.1(2)] Sea σ ∈ R− pr. El anulador de σ, es el
mayor prerradical τ tal que τ · r = 0. Esto es, a(σ) =

∨{τ ∈ R-pr | τ · r = 0},
Denotamos a(σ) también por aσ.

A continuación recordamos algunos hechos conocidos sobre el anulador de un
prerradical, ver [26] y [27].

Observación 3.2.20 Las siguientes propiedades del anulador de un prerradical σ
son conocidas y pueden ser encontradas en [26] y [27].

(a) aσ es el mayor prerradical con la propiedad aσσ = 0.

(b) aσ es un radical. De hecho, también se conocen las siguientes caracterizaciones,

aσ =
∧{ωσ(M)

0 : M ∈ R−Mod},
aσ = ω

σ(C1)
0 , donde C1 :=

⊕{E(S) : S ∈ R-simp}.

(c) σ⊥ � aσ.

Observación 3.2.21 Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si S ∈ R-simp, entonces a(α
E(S)
S ) = ωS

0 .

(b) a(zoc) = ωC0
0 , donde C0 :=

⊕{S : S ∈ R-simp}.

Demostración. (a) Notemos que [ωS
0 · αE(S)

S ](E(S)) = ωS
0 [α

E(S)
S (E(S))] = 0 y

[ωS
0 · αE(S)

S ](E(T )) = ωS
0 [α

E(S)
S (E(T )] = ωS

0 (0) = 0 para cada T ∈ R-simp con

T � S. Entonces, ωS
0 ·α

E(S)
S = 0, por lo tanto ωS

0 � a(α
E(S)
S ). Además, a(α

E(S)
S ) �
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ωS
0 ya que a(α

E(S)
S )(S) = a(α

E(S)
S )(α

E(S)
S (E(S))) = [a(α

E(S)
S )·αE(S)

S ](E(S)) = 0.
Con ello, se sigue el resultado.

(b) Para cada S ∈ R-simp, (a(zoc))(S) = [(a(zoc)) · αE(S)
S ](S). Pero (a(zoc)) ·

α
E(S)
S � (a(zoc)) · zoc = 0. Entonces, (a(zoc))(S) = 0 para cada S ∈ R-simp. Por

lo tanto (a(zoc))(C0) = 0. Esto es, a(zoc) � ωC0
0 .

Por otro lado, ωC0
0 · zoc = 0. En efecto, para cada S ∈ R-simp tenemos que

(ωC0
0 ·zoc)(E(S)) = [ωC0

0 ·(∨{αE(T )
T | T ∈ R-simp})](E(S)) = ωC0

0 (α
E(S)
S (E(S)))

= ωC0
0 (S) = 0, esto es (ωC0

0 · zoc)(E(S)) = 0 para cada S ∈ R-simp. Por lo tanto

ωC0
0 � a(zoc).

�

Observación 3.2.22 Sea r ∈ R-pr. Entonces a(r) ∈ [zoc, 1] si y sólo si zoc ·r = 0.

Demostración. [⇒] Como a(r) ∈ [zoc, 1] entonces zoc � a(r). Luego zoc · r �
a(r) · r = 0. Por lo tanto, zoc · r = 0. [⇐] Es inmediato de la hipótesis y del hecho
de que a(r) es el mayor prerradical con tal propiedad.

�

Observación 3.2.23 Sea σ ∈ R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(a) aσ ∈ Ess(R-pr) = [zoc, 1].

(b) zoc · σ = 0.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] El hecho de que aσ ∈ [soc, 1] implica zoc ≤ aσ.
Entonces zoc · σ ≤ aσ · σ = 0; y por lo tanto zoc · σ = 0.

[(b) ⇒ (a)] Es inmediato de (b) y de la Observación 3.2.20 (a).
�

Definición 3.2.24 Sea σ ∈ R-pr. Decimos que σ es singular en R-pr cuando
a(σ) ∈ Ess(R-pr).

Denotaremos por Sing(R-pr) a la clase de los prerradicales singulares.

Observación 3.2.25 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe σ ∈ Sing(R-pr) ∩ Ess(R-pr).

(b) soc · soc = 0.

Demostración. [(a)⇒ (b)] Por (a), existe σ ∈ R-pr tal que zoc � σ y zoc � aσ.
Por lo tanto, zoc · zoc � zoc · σ = 0.

[(b)⇒ (a)] Por (b) y la Observación 3.2.23 se sigue que azoc � zoc. Por lo tanto,
zoc ∈ Sing(R-pr) ∩ EsS(R-pr).

�

Observación 3.2.26 Sea S ∈ R-simp. Las siguientes condiciones se cumplen.

(a) (α
E(S)
S )⊥ = ω

E(S)
0 .
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(b) α
E(S)
S es un prerradical singular si y sólo si S es un módulo izquierdo simple no

inyectivo.

Demostración. (a) Veamos primero que ω
E(S)
0 ∧α

E(S)
S = 0. Para cada T ∈ R-simp

con T � S, (ω
E(S)
0 ∧ α

E(S)
S )(E(T )) = [ω

E(S)
0 (E(T ))] ∩ [α

E(S)
S (E(T ))] = 0 y

[ω
E(S)
0 ∧ α

E(S)
S ](E(S)) = [ω

E(S)
0 (E(S))] ∩ [α

E(S)
S (E(S))] = 0 ∩ S = 0. Por lo

tanto, ω
E(S)
0 � (α

E(S)
S )⊥.

Además tenemos que (α
E(S)
S )⊥(E(S)) = 0, ya que en otro caso S ≤e E(S)

podŕıa implicar que 0 �= S ∧ (α
E(S)
S )⊥(E(S)) = [α

E(S)
S ∧ (α

E(S)
S )⊥](E(S)), una

contradicción.

(b) [⇒] Supongamos que a(α
E(S)
S ) = ωS

0 es un prerradical esencial. Luego, en vista

de la Observación 3.2.23, zoc·αE(S)
S = 0. De ah́ı que zoc(S) = zoc·αE(S)

S (E(S)) =
0. Aśı, por la Observación 3.2.5, S es un módulo simple no inyectivo.

[⇐] Supongamos que S es un módulo simple no inyectivo. Usando la Observación

3.2.5, concluimos que zoc · αE(S)
S = 0. De la Observación 3.2.23 concluimos que

α
E(S)
S es un prerradical singular.

�

Observación 3.2.27 Sea 0 �= r ∈ R-pr tal que a(r) es un prerradical exacto
izquierdo. Entonces, r /∈ Sing(R-pr).

Demostración. Dado que a(r) es un prerradical exacto izquierdo, tenemos que
0 = (a(r) · r)(M) = [a(r)](r(M)) = r(M) ∩ [a(r)(M)], para cada M ∈ R−Mod.
Entonces, a(r) ∧ r = 0 con r �= 0. Por lo tanto, a(r) no es un prerradical esencial.
Esto es, r /∈ Sing(R-pr).

�

Observación 3.2.28 [27, Theorem 15] Las siguientes condiciones son equivalentes
para σ ∈ R-pr.

(a) σ⊥ = a(σ).

(b) σ es un prerradical extremo.

Observación 3.2.29 [27, Theorem 30] Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un V−anillo.

(b) R-pr = R−prex.

Lema 3.2.30 R−prex ∩ Sing(R-pr) = {0}.

Demostración. Sea σ ∈ R−prex∩ Sing(R-pr). Entonces, a(σ) = σ⊥ es un prerra-
dical esencial. Luego, σ⊥ ∧ σ = 0 implica que σ = 0.

�

Proposición 3.2.31 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un V−anillo.
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(b) Sing(R-pr) = {0}.
Demostración. [(a)⇒ (b)] Del Lema 3.2.30 y la Observación 3.2.29 concluimos
que Sing(R-pr) = {0}.
[(b)⇒(a)] Supongamos que R no es un V−anillo. Entonces, existe S ∈ R-simp no

inyectivo. Luego, por la Observación, 3.2.26, α
E(S)
S podŕıa ser un prerradical singular

distinto de cero, lo que es una contradicción.

Para cada σ ∈ R-pr, obsérvese que σ⊥ · σ � σ⊥ ∧ σ = 0. Por lo tanto,
σ⊥ � a(σ).

Lema 3.2.32 R−prex ∩ Ess(R-pr) = {σ ∈ R-pr | a(σ) = 0}.

Demostración. Sea σ ∈ R−prex ∩ Ess(R-pr). Entonces, 0 = σ⊥ = a(σ).

Rećıprocamente, sea σ ∈ R-pr tal que a(σ) = 0. Como σ⊥ � a(σ) = 0,
entonces σ ∈ Ess(R-pr). En vista del Teorema 3.2.28 concluimos que σ ∈ R−prex.

�

3.3 Comparación entre dos definiciones de prerradicales esen-
ciales.

En esta sección revisaremos otra definición de prerradical esencial dada en el
art́ıculo [13].

Definición 3.3.1 [13] Sean r, s ∈ R-pr. Diremos que r es ptptpt−esencial en s, si
para cada M ∈ R−Mod se satisface que r(M) es un submódulo esencial de s(M).

Proposición 3.3.2 Sean s, r ∈ R-pr. Si r es pt−esencial en s, entonces r es esen-
cial en [0, s].

Demostración. De las hipótesis se sigue que r � s.Sea t ∈ R-pr tal que t � s
y t ∧ r = 0. De donde t(M) ∩ r(M) = 0 para cada M ∈ R−Mod, pero dado
que r(M) es esencial en s(M) para cada M ∈ R−Mod, concluimos que t = 0.

�
Recordemos el siguiente resultado,

Proposición 3.3.3 Para cada r ∈ R-pr tenemos que,

(a) [zocr, r] es la clase de prerradicales r−esenciales.

(b) [zocr, r
⊥⊥] es la clase de los prerradicales que tienen el mismo seudocomple-

mento de r en R-pr.

Proposición 3.3.4 [6, I.1.7] Sea r ∈ R-pr. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(a) r es pt−esencial.

(b) r(M) �= 0 para cada 0 �= M ∈ R−Mod.

(c) r = 1, donde r es el menor radical tal que r � r and r(M) =
⋂{B ≤ M |

M/B ∈ Fr}.
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Proposición 3.3.5 Si para cada r ∈ R-pr se satisface que [zocr, r] = {p ∈ R-pr |
p(M) ≤e r(M), ∀M ∈ R−Mod}. Entonces R es un anillo semiartiniano izquierdo
y zoc = 1.

Demostración. De las hipótesis, se sigue que zoc(M) ≤e M para todo M ∈
R−Mod, lo cual es equivalente a que R sea semiartiniano izquierdo.

De hecho, por [6, II.4.1] Sabemos que zoc = 1 si y sólo si R es semiartiniano.
�

Observemos que el regreso de la proposición anterior no se espera. Sabemos
que si R es semiartiniano, entonces zoc es pt− esencial en 1. Pero además siempre
zoc es un prerradical esencial ya que zoc ∈ [zoc, 1] = Esc(R-pr). En particular,
podemos tener que zoc(M) = 0 a pesar de que zoc(M) �= 0. Aśı que la condición
de ser semiartiniano, no es suficiente para garantizar que ser ”esencial” en R-pr
implique pt−esencialidad.

Proposición 3.3.6 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) zoc(M) ≤e M para cada 0 �= M ∈ R−Mod.

(b) (zoc) = 1.

(c) Para cada M ∈ R−Mod, existe S ∈ R-simp y f ∈ HomR(E(S),M) tal que
f(S) �= M.

Proposición 3.3.7 Si zoc es pt−esencial, entonces se satisfacen las siguientes con-
diciones.

(a) R es semiartiniano izquierdo.

(b) α
E(S)
S = αS

S para cada S ∈ R-simp. En consecuencia, R es un V−anillo
izquierdo.

(c) R es regular de von Neumann.

Demostración. (a) De la hipótesis se sigue que 0 �= zoc(M) ≤ zoc(M) para cada
M ∈ R−Mod. Por lo tanto, R es semiartiniano izquierdo.

(b) De la hipótesis, tenemos en particular que zoc(S) = S para cada S ∈ R-simp.

Entonces, S = zoc(S) = α
E(S)
S (S) y por lo tanto, α

E(S)
S = αS

S para cada S ∈
R-simp. Esto último es equivalente a que R sea un V−anillo izquierdo y zoc = zoc.

(c) Se sigue del hecho de que un V−anillo izquierdo semiartiniano izquierdo es von
Neumann regular.

�

Proposición 3.3.8 Si R es semiartiniano izquierdo y V−anillo izquiedo, entonces
[zocr, r] = {p ∈ R-pr | p(M) ≤e r(M), ∀M ∈ R−Mod} para todo r ∈ R-pr.

Proposición 3.3.9 Sea r ∈ R-pr tal que zocr � r y supongamos que es pt−esencial.
Entonces,

(a) zocr(M) ≤e r(M) para cada 0 �= M ∈ R−Mod.
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(b) Debe ocurrir que r(E(S)) �= 0 para cada S ∈ R-simp y entonces, zocr = zoc.
Aśı que zoc � r � 1. Luego, zoc(M) ≤e r(M) para cada M ∈ R−Mod. En
particular, zoc(M) �= 0 para cada M ∈ R−Mod. Y por la proposición anterior,
R es V−anillo semiartiniano izquierdo.

Proposición 3.3.10 Si se satisface que zocr es pt−esencial en r para cada 0 �=
r ∈ R-pr. Entonces r ∈ [zoc, 1] para cada 0 �= r ∈ R-pr. Consecuentemente, R es
un anillo con un único átomo.

3.4 Condiciones para que R-pr sea una ret́ıcula semiartiniana.

Definición 3.4.1 Sea L una ret́ıcula acotada modular y superiormente continua.

(a) Se dice que L es semiartiniana si para cada y ∈ L , [y, 1] := {x ∈ L | y ≤
x ≤ 1} contiene al menos un átomo.

(b) Se dice que L es fuertemente atómica si para cada x, y ∈ L con x ≤ y, se
satisface que la ret́ıcula [x, y] es atómica.

Por otro lado, tenemos la longitud de Loewy para una ret́ıcula.

Definición 3.4.2 Sea L una ret́ıcula acotada, modular y superiormente continua.
La serie de Loewy de L se define por inducción transfinita como sigue:

Si α = 0, sα = 0.

Si α = 1, sα = zoc(L ).

Si α = β + 1, sα = zoc([zocβ , 1]).

Si α es un ordinal ĺımite, sα =
∨
β<α

zocβ .

Si 1 = sα para algún ordinal α, entonces se dice que L es una ret́ıcula de
Loewy. La longitud de Loewy, ��(L ), es el menor ordinal γ tal que 1 = sγ .

Se conoce el siguiente resultado,

Proposición 3.4.3 [23, Proposition 1.9.3] Sea L una ret́ıcula acotada, modular y
superiormente continua. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) L es semiartiniana.

(b) L es fuertemente atómica.

(c) L es de Loewy.

Ejemplo 3.4.4 En el art́ıculo Atomical Grothendieck Categories [C. Năstăcescu, B.
Torrecillas, IJMMS 2003:71, 4501-4509]; los autores demuestra en el Teorema 3
de este, que si C es una categoŕıa de Grothendieck con dimensión de Gabriel α,
entonces Tors(C), la ret́ıcula de subcategoŕıas localizantes de C, es semiartiniana
con longitud de Loewy α.
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El siguiente teorema nos da condiciones equivalentes para que R-pr sea una
ret́ıcula semiartiniana. Cabe mencionar, que este teorema se relaciona con la sección
2.3, donde comparamos dos definiciones de prerradicales esenciales.

Teorema 3.4.5 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es semiartiniana.

(b) zoc = 1.

(c) zoc(M) ≤e M para cada 0 �= M ∈ R−Mod.

(d) Para cada M ∈ R−Mod, existe S ∈ R-simp y f ∈ HomR(E(S),M) tal que
f(S) �= M.

Corolario 3.4.6 Si R es un V−anillo izquierdo semiartiniano izquierdo, entonces
R-pr es semiartiniana.
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Caṕıtulo 4

Superfluidad

4.1 Radicales y prerradicales superfluos.

En esta sección estudiaremos los prerradicales superfluos.

Recordemos que el prerradical rad : R−Mod → R−Mod está dado por

rad(M) :=
⋂

{K≤M | K es un submódulo máximo de M}.

Este radical puede ser descrito como rad = ωC0
0 . Por otro lado, tenemos el radical

reticular de R-pr.

Definición 4.1.1 En R-pr, el radical (reticular) de R-pr se define como

rad(R-pr) :=
∧

{ωR
I : I es un ideal bilateral máximo de R}.

En lo sucesivo, denotaremos rad := rad(R-pr).

Definición 4.1.2 En R-pr, definimos el w-radical como

rad
���

:=
∧

{ωR/I
0 | I es un ideal bilateral máximo de R}.

Observación 4.1.3 ω
R/I
0 � ωR

I para cada ideal bilateral máximo I de R.

Proposición 4.1.4 [19, Chapter 2, Ex. 4.8] Cada ideal bilateral máximo de R es el
anulador izquierdo de algún R−módulo izquierdo simple S.

Como consecuencia del resultado y de la Observación 4.1.3 se tiene lo siguiente.

Observación 4.1.5 (a) Para cada ideal bilateral máximo I de R, exist unR−módu-

lo izquierdo simple S tal que ωS
0 � ω

R/I
0 � ωR

I .

(b) Por (a), se sigue que rad � rad
���

� rad. En particular, rad(R) ≤ rad
���

(R) ≤
rad(R).

Obsérvese que rad(R) es el radical de Jacobson de R y rad(R) es el radical de
Brown-McCoy de R (ver [22, Section C.19].)

Observación 4.1.6 Sea I un ideal bilateral máximo de R, entonces (ωR
I : rad) =

(ωR
I : ωR

I ).

47
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Demostración. En vista de [25, Theorem 8.2 (c)] tenemos que (ωR
I : rad) = (ωR

I :∧{ωR
J | J es un ideal bilateral máximo de R}) =

∧{(ωR
I : ωR

J ) | J es un ideal
bilateral máximo de R}). Además, notemos que (ωR

I : ωR
J ) � ωR

I ∨ ωR
J = 1 pa-

ra cada ideal bilateral máximo J �= I. Por lo tanto, (ωR
I : rad) = (ωR

I : ωR
I ).
�

Lema 4.1.7 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) ω
R/I

0̄
� ωR

I , para algún ideal bilateral máximo I de R.

(b) rad
���

� rad.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Por hipótesis, existe un ideal bilateral máximo I de

R tal que ω
R/I

0̄
� ωR

I . Esto implica que ωR
I

(
R

I

)
�= 0̄. Dado que I es un ideal

bilateral máximo de R, concluimos que ωR
I

(
R

I

)
=

R

I
. Luego,

R

I
= ωR

I

(
R

I

)
=

ωR
I

(
R

ωR
I (R)

)
=

(ωR
I : ωR

I )(R)

ωR
I (R)

=
(ωR

I : ωR
I )(R)

I
, de donde (ωR

I : ωR
I )(R) = R.

Por lo tanto, (ωR
I : ωR

I ) = 1. Ahora, por la Observación 4.1.6, obtenemos que (ωR
I :

rad) = 1. Entonces, rad

(
R

I

)
=

(ωR
I : rad)(R)

ωR
I (R)

=
R

I
. Por otro lado, rad

���

(
R

I

)
=∧{

ω
R/J

0̄

(
R

I

)
| J es un ideal bilateral máximo de R

}
= 0̄. Por lo tanto rad

���
�

rad.

[(b) ⇒ (a)] Esta es una consecuencia de las definiciones de rad y rad
���

.

Proposición 4.1.8 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es un producto directo de un número finito de anillos simples.

(b) ω
R/I
0 = ωR

I para cada ideal bilateral máximo I de R.

(c) Todos los coátomos son radicales.

(d) rad
���

= rad.

Demostración. Las equivalencias entre (a), (b) y (c) se pueden encontrar en [25,
Theorem 17].

[(b) ⇐⇒ (d)] Se sigue del Lema 4.1.7.
�

4.1.1 Prerradicales superfluos.

Definición 4.1.9 Let r ∈ R-pr. Decimos que s ∈ [r, 1] es r−superfluo si t∨s = 1
implica que t = 1.

Definición 4.1.10 Sea r ∈ R-pr. Decimos que r es un prerradical superfluo, si
r ∨ s �= 1 para cada 1 �= s ∈ R-pr. Esto es, r es 0−superfluo.



4.Superfluidad 49

Para cada r ∈ R-pr, definimos el r-radical como sigue:
radr :=

∧{ωR
I | r � ωR

I , I es un ideal bilateral máximo de R}.
De las definiciones es claro que rad � radr.

Proposición 4.1.11 Sea r ∈ R-pr. Entonces, la clase de los prerradicales r−super-
fluos es el intervalo [r, radr].

Demostración. Notemos que para cada 1 �= t ∈ [r, 1], existe un coátomo ωR
I tal

que t � ωR
I .

Supongamos que radr ∨ t = 1, con t � r. Si t fuera propio, entonces existiŕıa
un coátomo ωR

I tal que t � ωR
I . Luego, 1 = radr ∨ t � ωR

I , lo que es una
contradicción. Por lo tanto, radr es r− superfluo. Además, si s ∈ [r, radr] entonces
s es r− superfluo, ya que si para algún 1 �= t ∈ [r, 1] se satisface que s ∨ t = 1,
entonces radr ∨ t = 1.

Ahora, sea t ∈ [r, 1] un prerradical r−superfluo. Entonces es claro que t � ωR
I

para cada ωR
I ∈ [r, 1].

�

Corolario 4.1.12 La clase de los prerradicales superfluos es el intervalo [0, rad].

Demostración. Esto es una consecuencia de la Proposición 4.1.11 para r := 0.
�

4.1.2 Prerradicales huecos.

Decimos que 1 es un prerradical hueco cuando cada 1 �= t ∈ R-pr es un
prerradical superfluo.

Proposición 4.1.13 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1 es un prerradical hueco.

(b) R-pr tiene un único coátomo.

(c) Res un anillo con un único ideal bilateral máximo.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sean ωR
I1

y ωR
I2

coátomos en R-pr. Por hipótesis, ωR
I1

∨
ωR
I2

� 1. Entonces, I1 + I2 � R. Pero I1 e I2 son ideales bilaterales máximos,
aśı que I1 = I1 + I2 = I2.

(b) ⇒ (c) Sean I1 e I2 ideales bilaterales máximos. Dado que R-pr tiene un único
coátomo, se tiene que ωR

I1
= ωR

I2
. Evaluando estos en R concluimos que I1 = I2.

(c) ⇒ (a) Sean 1 �= r, s ∈ R-pr. Consideremos los ideales bilaterales r(R) y s(R).
Dado que R tiene un único ideal bilateral máximo J, tenemos que r(R) ≤ J y
s(R) ≤ J. Entonces (r ∨ s)(R) � R, por lo tanto r ∨ s � 1.

�

Corolario 4.1.14 Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes.

(a) 1 es un prerradical hueco.

(b) R-pr tiene un único coátomo.

(c) R es un anillo local.
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4.1.3 Preradicales y módulos superfluos.

Lema 4.1.15 Sean r, s ∈ R-pr and M ∈ R−Mod. Si r(M) � M y r ∨ s = 1,
entonces M ∈ Ts.

Demostración. Como r(M) + s(M) = (r ∨ s)(M) = M y r(M) � M, entonces
s(M) = M. Por lo tanto,M ∈ Ts.

Proposición 4.1.16 Sea r ∈ R-pr. Si Sr := {M ∈ R−Mod | r(M) � M} genera
R−Mod, entonces r es superfluo en R-pr.

Demostración. Si r∨s = 1, entonces por el Lema 4.1.15, Sr ⊆ Ts. De donde, Ts ge-
nera R−Mod. Por lo tanto, s = 1.

Lema 4.1.17 Sea r ∈ R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe F := {Mα | α ∈ Λ} ⊆ R−Mod que genera R−Mod, y r(Mα) � Mα

para cada α ∈ Λ.

(b) r(R) � R.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Sea F = {Mα | α ∈ Λ} una clase generadora de
R−Mod, donde r(Mα) � Mα para cada α ∈ Λ. De la hipótesis, existe un

epimorfismo β :
⊕

γ∈Γ⊆Λ

Mγ � RR.

En vista de que RR es un módulo proyectivo finitamente generado, existe un mo-

nomorfismo ϕ : RR �
n⊕

i=1

Mγi
tal que (β ◦ κ) ◦ ϕ = 1R, donde κ :

n⊕
i=1

Mγi
↪→

⊕
γ∈Γ⊆Λ

Mγ es la inclusión. Entonces, existe un submódulo U ≤
n⊕

i=1

Mγi
tal que

n⊕
i=1

Mγi
= ϕ(R)⊕U. Tomando la proyección πU

ϕ(R) :

n⊕
i=1

Mγi
� ϕ(R) y aplican-

do r, obtenemos la proyección π
r(U)
r(ϕ(R)) = r(πU

ϕ(R)) : r

(
n⊕

i=1

Mγi

)
� r(ϕ(R)).

Dado que cada r(Mγi
) � Mγi

, se sigue que r

(
n⊕

i=1

Mγi

)
=

n⊕
i=1

r(Mγi
) �

n⊕
i=1

Mγi
.

Puesto que los morfismos env́ıan submódulos superfluos a submódulos super-
fluos, concluimos que r(ϕ(R)) � ϕ(R) ∼= R.

[(b) ⇒ (a)] Esto se debe a que R es un generador para R−Mod y a la hipótesis de
que r(R) � R.

�

Proposición 4.1.18 Sea r ∈ R-pr un t−radical. Entonces, las siguientes condicio-
nes son equivalentes.
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(a) r(M) � M, para cada M ∈ R−Mod finitamente generado.

(b) r(R) � R.

(c) Existe F := {Mα | α ∈ Λ} ⊆ R−Mod que genera R−Mod, con r(Mα) � Mα

para cada α ∈ Λ.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Esto es un caso particular de (a), ya que R es un módulo
finitamente generado.

[(b) ⇒ (a)] Sea M un módulo finitamente generado. Entonces, existe un epi-
morfismo f : Rn � M. Como r es un t−radical, obtenemos el epimorfismo
r(f) : r(Rn) � r(M).

Notemos que r(Rn) = (r(R))n, entonces aplicando (b) obtenemos que r(R)n �
Rn. Finalmente, en vista de que los morfismos envian submódulos superfluos a
submódulos superfluos, concluimos que r(M) = f(r(R)n) � M.

[(b) ⇐⇒ (c)] Es una consecuencia del Lema 4.1.17.
�

Recordemos que un anillo R es duo-izquierdo si satisface que cada ideal iz-
quierdo es bilateral.

Proposición 4.1.19 Si R es un anillo duo-izquierdo, entonces las siguientes condi-
tions son equivalents para cada r ∈ R-pr.

(a) r es un prerradical superfluo.

(b) r(R) � R.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Sea r ∈ R-pr un prerradical superfluous, si r(R) �� R,
entonces existiŕıa un ideal izquierdo propio RJ de Rtal que r(R) + J = R. Por
hipótesis, J es un ideal bilateral también. Aśı, J = αR

J (R); y entonces R = r(R) +
J = (r ∨ αR

J )(R). Esto implica que r ∨ αR
J = 1. Dado que r is un prerradical

superfluo, concluimos que αR
J = 1. Evaluando en R, obtenemos la contradicción

R = J.

[(b) ⇒ (a)] Sea 1 �= r ∈ R-pr tal que r(R) � R. Sea s ∈ R-pr tal que r ∨ s = 1.
Esto implica que r(R) + s(R) = R. Luego s(R) = R; y por lo tanto, s = 1. En
vista de lo anterior, concluimos que r es un prerradical superfluo.

�

Definición 4.1.20 Sean r ∈ R-pr y [0, r] := {σ ∈ R-pr : σ ≤ r}. Decimos que
s ∈ [0, r] es superfluo respecto a r, si para cada t ∈ [0, r] tal que t ∨ s = r, se
satisface que t = r.

Definición 4.1.21 Sea r ∈ R-pr. Decimos que r es un prerradical superfluo, si
r es superfluo respecto a 1. Esto es, para cada s ∈ R-pr, r ∨ s �= 1.

Definición 4.1.22 Sea 0 �= r ∈ R-pr. Decimos que r es un prerradical hueco, si
para cada t ∈ [0, r] se satisface que t es superfluo respecto a r.

Proposición 4.1.23 Sean R un anillo con 1 y R-pr la ret́ıcula de prerradicales en
R−Mod. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) 1 es hueco.
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(b) R-pr tiene un solo coátomo.

(c) R es un anillo con un único ideal bilateral máximo.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea ωR
I1

y ωR
I2

coátomos de R-pr. Por la hipótesis,

ωR
I1

∨ ωR
I2

� 1. Entonces, I1 + I2 ≤ R. Pero I1 e I2 son ideales maximos. Por lo
tanto, I1 = I1 + I2 = I2.

(b) ⇒ (c) Sean I1 e I2 ideales bilaterales máximo de R. Como R-pr tiene un único
coátomo, tenemos que ωR

I1
= ωR

I2
, evaluando estos en R, concluimos que I1 = 12.

(c) ⇒ (a) Sean 1 �= r, s ∈ R-pr. Consideremos los ideales r(R) y s(R). Dado que
R tiene un único ideal máximo J, entonces r(R) ≤ J y s(R) ≤ J. Por lo tanto,
(r ∨ s)(R) � R; y con ello, r ∨ s � 1.

�

Corolario 4.1.24 Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalente.

(a) 1 es hueco.

(b) R-pr tiene un único coátomo.

(c) R es local.

Proposición 4.1.25 Sean r, s ∈ R-pr con r es superfluo en R-pr y M ∈ R−Mod.
Si r(M) � M y r ∨ s = 1, entonces M ∈ Ts.

Demostración. Sea M ∈ R − Mod. Evaluando r ∨ s en M, es inmediato que
r(M) + s(M) = M ; y dado que r(M) � M, entonces s(M) = M. Por lo tanto,
s = 1.

�

Proposición 4.1.26 Sean R un anillo con 1, r ∈ R-pr un prerradical. Si Sr :=
{M ∈ R−Mod : r(M) � M} genera R−Mod, entonces r es superfluo.

Demostración. Sea s ∈ R-pr tal que r ∨ s = 1. Por 4.1.23, se sigue que Sr ⊆ Ts.
De donde, R−Mod = Gen(Sr) ⊆ Gen(Ts). Por lo tanto, s = 1.

�

Lema 4.1.27 Sean R un anillo con 1 y r ∈ R-pr. Entonces,

(a) Existe F := {Mα : α ∈ Λ} ⊆ R−Mod que genera R−Mod tal que r(Mα) �
Mα para cada α ∈ Λ.

(b) r(R) � R

Demostración. (a) ⇒ (b)

Sea F = {Mα : α ∈ Λ} que genera a R−Mod y tal que r(Mα) � Mα para
cada α ∈ Λ. De la hipótesis, existe un epimorfismo⊕

{Mγ : Mγ ∈ F , γ ∈ Γ} β−→ RR → 0.

Ahora bien, dado que RR es proyectivo, el morfismo β se escinde. Esto es, existe

un monomorfismo 0 → RR
ϕ−→

⊕
{Mγ : Mγ ∈ F , γ ∈ Γ} tal que β ◦ ϕ = 0.
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Finalmente, como R esta generado por 1, existen existen {γi}ni=1 tales que RR ∼=

ϕ(RR) =

n⊕
i=1

{Mγi : Mγi ∈ F}.

Aplicando el prerradical r a β y usando que r es un t−radical, obtenemos el

epimorfismo
⊕
γ

r(Mγ)
r(β)−→ r(R) → 0. Finalmente, si ocurre que

⊕
γ

r(Mγ)) �⊕
γ

Mγ , podemos concluir que r(R) � R.

(b) ⇒ (a) Esta implicación es inmediata ya que R siempre es un generador de
R−Mod; y por hipótesis r(R) � R.

�
Notemos que si en el lema anterior, r es un t−radical, entonces obtenemos las

siguientes equivalencias.

Proposición 4.1.28 Sea r ∈ R− pr un t−radical. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(a) Para cada M ∈ R−Mod finitamente generado, se satisface que r(M) � M.

(b) r(R) � R.

(c) Existe F := {Mα : α ∈ Λ} ⊆ R−Mod que genera R−Mod tal que r(Mα) �
Mα para cada α ∈ Λ.

Demostración. (a) ⇒ (b) Es inmediato, pues RR es finitamente generado; y por el
lema anterior, se tiene (b) ⇐⇒ (c). As que nos resta demostrar (b) ⇒ (a). Sea
M ∈ R−Mod finitamente generado. Entonces, existe un epimorfismo h : Rn → M ;

y dado que F genera R − Mod, existe un epimorfismo
⊕
γ∈Γ

{Mγ}
f→ M. Luego,

como Rn es proyectivo, existe un morfismo g : Rn →
⊕
γ∈Γ

{Mγ} tal que fg = h.

Factorizando g a través de su imagen, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Im(g)
��

j

��

� �

i =

��

Rn
ḡ

����

= h

����
∃ g

��n⊕
i=1

{Mγi}
k ��

⊕
γ∈Γ

{Mγ}
f �� �� M

Como (fk)(jḡ) = h y h es un epimorfismo, concluimos que fk también es un
epimorfismo. Por lo tanto M es F−finitamente generado.

Finalmente, aplicando el t−radical r al epimorfismo fk; obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo.
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n⊕
i=1

{r(Mγi
)}

� �

s

��

r(k) �� �� r(M)� �

t

��n⊕
i=1

{Mγi
} k �� �� M.

Por hipótesis r(Mγi
) � Mγi

para cada i; aśı que usando que suma directa finita
de superfluos es superflua y que los morfismos preservan superfluos, concluimos que

r(M) = r(k)

(
n⊕

i=1

{r(Mγi)}
)

� M.

�

Proposición 4.1.29 Si R es un anillo duo-izquierdo, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes, para r ∈ R-pr:

(a) r es superfluo.

(b) r(R) � R.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea r ∈ R-pr un prerradical superfluo. Supongamos que
r(R) �� R. Entonces, existe un ideal izquierdo propio RJ de R tal que r(R)+J = R.
Ahora, como R es un anillo duo-izquierdo, se sique que J también es un ideal
bilateral. De donde, J = αR

J (R) y R = r(R) + J = (r ∨ αR
J )(R). Esto implica

r ∨ αR
J = 1; y dado que r es superfluo, concluimos que αR

J = 1. Por lo tanto,
R = J que es una contradicción.

(b) ⇒ (a) Sea 1 �= r ∈ R-pr tal que r(R) � R. Sea s ∈ R-pr tal que r ∨ s = 1.
Esto implica que r(R) + s(R) = R. De donde, s(R) = R y por lo tanto, s = 1. De
lo anterior concluimos que r es un prerradical superfluo.

�

4.2 Submódulos fi-máximos y rad.

Observación 4.2.1 Para cualesquiera p, q números primos, se tiene que ωZ
pZ(Zq) =⋂{f−1(pZ) : f ∈ HomZ(Zq,Z)} = Zq. Por lo tanto, en Z − pr tenemos que

rad(Zp) = Zp para cada p primo.

Observación 4.2.2 Sea M ∈ Trad. Entonces, M = ωR
I (M) =

⋂{f−1(I) : f ∈
HomR(M,R)}. Esto implica que f(M) ⊆ I para cada f ∈ HomR(M,R).

Ahora, consideremos la sucesión exacta η : 0 → I
j→ R

π→ R/I → 0. Aplicando
el funtor HomR(M,−) a la sucesión exacta η obtenemos la sucesión exacta 0 →
HomR(M, I)

j�→ HomR(M,R)
π�→ HomR(M,R/I).

El hecho de que f(M) ⊆ I para cada f ∈ HomR(M,R), implica, que j
 es
suprayectiva. Por lo tanto, π
 = 0.

Definición 4.2.3 Sean M ∈ R−Mod y N ≤ M. Decimos que N es un submódu-
lo fi-máximo de M , si N ∈ Sfi(M) y para cada L ∈ Sfi(M) tal que N � L ≤ M,
se tiene que L = M
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Observación 4.2.4 Sean M ∈ R−Mod, N ∈ Sfi(M) y ρ ∈ R-pr tal que ρ(M) ≤
N. Entonces ρ � ωM

N .

Demostración. Sea K ∈ R−Mod y f : K → M. Aplicando el prerradical ρ
se tiene que f(ρ(K))) ⊆ ρ(M) ⊆ N. Luego, ρ(K) ⊆ f−1(N). Por lo tanto,
ρ(K) ≤ ωM

N (K).
�

Observación 4.2.5 Sean I un ideal bilateral máximo de R y M ∈ R−Mod. En-
tonces M ∈ TωR

I
o ωR

I (M) es un submódulo fi−máximo de M.

Demostración. Supongamos que ωR
I (M) � M. Sea N ∈ Sfi(M) tal que ωR

I (M) �
N ≤ M. Por la Observación 4.2.4 se sigue que ωR

I � ωM
N . Como ωR

I es un coátomo,
concluimos que N = M. Por lo tanto ωR

I (M) es un submódulo fi−máximo de M.
�

Observación 4.2.6 Sean M ∈ R−Mod y K un submódulo fi−máximo de M.
Entonces existe I, un ideal bilateral máximo de R, tal que ωR

I (M) = M o bien
K = ωR

I (M).

Demostración. Consideremos el prerradical ωM
K . Dado que R-pr es coatómica,

existe I un ideal máximo de R tal que ωM
K � ωR

I . Evaluándolos en M tenemos
que K ≤ ωR

I (M) ≤ M. En vista de que K es un submódulo fi−máximo de M,
concluimos que ωR

I (M) = M o bien K = ωR
I (M).

�

Observación 4.2.7 Sea M ∈ R−Mod tal que M /∈ TωR
I
para cada I ideal máximo

de R. Entonces existe una biyección entre Coat(R-pr) (los coátomos de R-pr) y
Fi−max(M) (los submódulos fi-máximos de M).

Demostración. Sea Φ : Coat(R-pr) −→ Fi−max(M), dado por Φ(ωR
I ) := ωR

I (M).
Por la Observación 4.2.5, Φ está bien definida, y de la Observación 4.2.6 se tiene
que Φ es suprayectiva.

�

Proposición 4.2.8 Si M /∈ TωR
I
para cada I ideal máximo de R, entonces

rad(M) =
⋂{N ∈ Sfi(M) : N es un submódulo fi-máximo de M}.

4.3 Módulos multiplicativos y prerradicales.

Definición 4.3.1 [40] Sea M ∈ R−Mod. Decimos que M es un módulo multi-
plicativo (izquierdo) si para cada submódulo N de M, existe un ideal bilateral I
de R tal que N = IM.

Observación 4.3.2 Si M ∈ R−Mod es un módulo multiplicativo, entonces cada
submódulo de M es totalmente invariante. Esto es, S(M) = Sfi(M).

Demostración. En efecto, dado N ≤ M, existe I un ideal bilateral de M tal
que N = IM. Luego, para cada f ∈ EndR(M) se tiene que f(N) = f(IM) =
If(M) ⊆ IM = N ; y por lo tanto, f(N) ⊆ N.

�
De las observaciones de [40], se tiene los siguiente.
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Proposición 4.3.3 Sea M ∈ R−Mod. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) M es un módulo multiplicativo.

(b) αR
(N :M)(M) = N para todo N ∈ S(M).

(c) αR
(0:M/N)(M) = N para todo N ∈ S(M).

Demostración. La demostración es consecuencia del hecho que M es un módulo
multiplicativo si y sólo si (N : M)M = N si y sólo si (0 : M/N)M = N para cada
N ∈ S(M).

�

Corolario 4.3.4 Sea M ∈ R−Mod. Entonces,

(a) M es un módulo multiplicativo.

(b) αR
(N :M) ∈ [αM

N , ωM
N ] y cada N ≤ M es totalmente invariante.

(c) αR
(0:M/N) ∈ [αM

N , ωM
N ] y cada N ≤ M es totalmente invariante.

Observación 4.3.5 Para cada M ∈ R−Mod, se tiene la aplicación

ϕM : R− trad → Sfi(M) dada por

αR
I �→ αR

I (M) = IM.

Notemos que ϕM preserva
∨

y ϕM (1) = M.

Además, como R− trad, el ı́nfimo de αR
I1

y αR
I2
es αR

I1
∧αR

I2
= αR

I1∩I2
, se sigue

que ϕM (αR
I1
∧αR

I2
) = (I1 ∩ I2)M � I1M ∩ I2M = ϕM (αR

I1
) ∩ ϕM (αR

I2
).

Proposición 4.3.6 Si M es un módulo multiplicativo, entonces Sfi(M) = S(M)
y ϕM : R − trad → S(M) es suprayectiva, con inversa derecha ρM : S(M) →
R− trad, asignando N �→ αR

(N :M).

Demostración. Es una consecuencia de la Proposición 3.2.3.

Se puede notar que (ϕM ◦ ρM )(N) = ϕM (αR
(N :M)) = αR

(N :M)M = N. Por

lo tanto, ϕM ◦ ρM = 111S(M). Por otro lado, para cada ideal I se tiene que αR
I ≤

αR
(IM :M), asi que 111R−trad ≤ ρ ◦ ϕ.

�
Observemos que si M es multiplicativo, fiel y finitamente generado, entonces

M es cancelable por la izquierda (esto es, IM = JM =⇒ I = J); y por lo tanto,
se satisface que ϕM es inyectiva.

Observación 4.3.7 Si M es un módulo multiplicativo y N ∈ Sfi(M), entonces se
tienen las siguientes desigualdades:

αR
αM

N (R) � αM
N � αR

(N :M) � ωM
N
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Demostración. La primera desigualdad siempre se tiene; y las otras desigualdades
son consecuencia del Corolario 3.2.4 (b).

�

Observación 4.3.8 Si N ∈ Sfi(M), entonces (N : M) = αR
(N :M)(R) = ωM

N (R).

Demostración. Notemos que (N : M) = {r ∈ R : rm ∈ N, ∀m ∈ M} =⋂
m∈M{(− ·m)−1(N) | − ·m : R → M, r �→ rm}. Luego, ⋂m∈M (− ·m)−1(N) =⋂{f−1(N) : f ∈ HomR(R : M)} = ωM

N (R).
�

Observación 4.3.9 Sea M ∈ R−Mod. (a) Para cada N ≤ M se tiene que (N :
M) un ideal bilateral de R, aśı que podemos definir una asignación

ρM : S(M) → R− trad.

N �→ αR
(N :M).

(b) Para cada N ∈ Sfi(M), tenemos también

γM : Sfi(M) → R− trad.

N �→ αR
αM

N (R).

(c) Como consecuencia de lo anterior, tenemos ρ̄M , γM : Sfi(M) → R − rad
definidas por ρ̄M (N) = αR

(N :M) y γM (N) = αR
αM

N (R)
, respectivamente. Por la

Observación 3.2.7 se sigue que γM ≤ ρ̄M

En vista de la observación 3.2.8, ver en que casos ambas asignaciones coin-
ciden es equivalente a ver cuando ωM

N (R) = αM
N (R) para cada N ∈ Sfi(M). En

particular, para M tendremos que αM
M (R) = ωM

M (R) = R, esto es, αM
M = 1, lo cual

ocurre si y sólo si M es un generador de R−Mod.

Ejemplo 4.3.10 Sea 0 �= R un anillo simple, entonces para cada 0 �= M ∈
R−Mod, se satisface que ϕM : R− trad → S(M) es una biyección.

4.4 Anillos y módulos aritméticos.

De [39, 3.10] tomamos las siguientes definiciones.

Definición 4.4.1 Sean A un anillo con 1, M ∈ R−Mod.

(a) Decimos que M es un módulo aritmético si Sfi(M), la ret́ıcula de submódulos
totalmente invariantes de M, es distributiva.

(b) Decimos que R es aritmético si Id(R), la ret́ıcula de ideales bilaterales de R,
es distributiva.

Observación 4.4.2 [39, 3.10] Cualquier anillo Von Neumann regular es aritmético.
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Observación 4.4.3 Sea R un anillo con 1. Si para cada M ∈ R−Mod, se satisface
que M es aritmético; entonces, en particular R es un anillo aritmético.

Proposición 4.4.4 Sea R un anillo con 1, tal que para cualesquiera r, s, t ∈ R −
trad se satisface que r ∧ (s ∨ t) = (r ∧ s) ∨ (r ∧ t); entonces R es aritmético.

Demostración. Sean I, J,K ∈ Id(R). Consideremos los t−radicales αR
I , α

R
J y αR

K .
Recordemos que éstos satisfacen αR

I (R) = I,α R
J (R) = J y αR

K(R) = K.

Por la hipótesis, se sigue que I ∩ (J +K) = [αR
I ∧ (αR

J ∨ αR
K)](R) = [(αR

I ∧
αR
J ) ∨ (αR

I ∧ αR
K)](R) = (I ∩ J) + (I ∩ K). Por lo tanto, Id(R) es distributiva.

�

Corolario 4.4.5 Sea R un anillo con 1 tal que R-pr es una ret́ıcula distributiva.
Entonces, R es aritmético.

Demostración. Dado que por hipótesis, R-pr es distributiva; en particular se cumple
que r∧(s∨t) = (r∧s)∨(r∧t) para cualesquiera r, s, t ∈ R−trad. Aśı que por la Pro-
posición 4.4.4, concluimos queR es aritmético.

Proposición 4.4.6 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) Para cada M ∈ R−Mod, se satisface que M es aritmético.

(b) R-pr es una ret́ıcula distributiva.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sean r, s, t ∈ R-pr y M ∈ R − Mod. Como sabemos
r(M), s(M), t(M) ∈ Sfi(M). Entonces, por (a) se sigue que [r ∧ (s ∨ t)](M) =
r(M)∩ [s(M)+ t(M)] = [r(M)∩ s(M)]+ [r(M)∩ t(M)] = [(r∧ s)∨ (r∧ t)](M).

Por lo tanto, r ∧ (s ∨ t) = (r ∧ s) ∨ (r ∧ t). Esto es, R-pr es distributiva.

(b) ⇒ (a) Sean M ∈ R−Mod y K,L,N ∈ Sfi(M). Consideremos los prerradicales
αM
L , αM

N y αM
K . Entonces, usando (b) obtenemos lo siguiente,

L ∩ (N + K) = [αM
L ∧ (αM

N ∨ αM
K )](M) = [(αM

L ∧ αM
N ) ∨ (αM

L ∧ αM
K )](M) =

(L ∩N) + (L ∩K). Por lo tanto, L ∩ (N +K) = (L ∩N) + (L ∩K); con lo cual
concluimos que Sfi(M) es distributiva.

�

Observación 4.4.7 Sea R un anillo con 1. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) R es un anilo totalmente-idempotente (cada ideal bilateral es idempotente).

(b) Cada t−radical es idempotente.

(c) Para cada I, J ∈ Id(R) se satisface que IJ = I ∩ J.

(d) Para cada αR
I , α

R
J ∈ R− trad, se satisface que αR

I · αR
J = αR

IJ = αR
(I∩J).

Observación 4.4.8 Si R es un anillo regular de von Neumann, entonces cada
t−radical es exacto izquierdo.
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Observación 4.4.9 [19] (Lema de la base dual) Sea P ∈ R−Mod. Entonces, P es
proyectivo si y sólo si existen {ai}i∈I ⊆ P y {fi}i∈I ∈ HomR(P,R) tales que para
cada a ∈ P, fi(a) = 0 para casi todo i, y a =

∑
i∈I fi(a)ai.

Haciendo uso de [19][2.40 Proposition], se tiene la siguiente observación.

Observación 4.4.10 Sea P un módulo proyectivo. Entonces αP
P es un t−radical

idempotente. De hecho, αR
αP

P (R)
= αP

P .

Demostración. Dado que P es proyectivo, por el Lema de la base dual, existen
{ai}i∈I ⊆ P y {fi}i∈I ∈ HomR(P,R) tales que para cada a ∈ P, fi(a) = 0
para casi todo i, y a =

∑
i∈I fi(a)ai ∈ αP

P (R)P. Lo anterior quiere decir que

αR
αP

P (R)
(P ) = P. Por lo tanto, αP

P ≤ αR
αP

P (R)
. La otra desigualdad siempre se tiene.

Por lo tanto, αP
P = αR

αP
P (R)

�
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Caṕıtulo 5

Suplementos en R-pr.

5.1 Suplementos en R-pr.

En esta sección, estudiaremos suplementos en R-pr.

5.1.1 Definiciones y propiededes básicas.

Definición 5.1.1 Sean L una ret́ıcula con 1 y a, b ∈ L. Decimos que

(a) b es un suplemento para un elemento a ∈ L si b es un elemento ḿınimo en
{c ∈ L | c ∨ a = 1}.

(b) b es un suplemento fuerte para a en L si b is el menor elemento en {c ∈ L |
c ∨ a = 1}.

Definición 5.1.2 Sean M ∈ R−Mod y L, N ∈ Sfi(M). Decimos que L es un
fififi−suplemento (fuerte) de N si L es un suplemento (fuerte) de N en Sfi(M).

Lema 5.1.3 Sean r, s ∈ R-pr. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si s es un suplemento de r, entonces s(R) es un fi−suplemento de r(R).

(b) Si s es un suplemento fuerte de r, entonces s(R) es un fi−suplemento fuerte
de r(R).

Demostración. (a) Dado que s ∨ r = 1, entonces s(R) + r(R) = R. Ahora, si I es
un ideal bilateral de R tal que I ≤ s(R) y r(R)+ I = R, entonces αR

I � αR
s(R) � s.

Como R = r(R) + I = (r ∨ αR
I )(R), entonces r ∨ αR

I = 1. Luego αR
I = s, ya que

s es un suplemento de r. Por lo tanto, I = (αR
I )(R) = s(R).

(b) Si s es un suplemento fuerte de r, entonces s(R) es un fi−suplemento de r(R).
Si r(R) + I = R, con I ∈ Sfi(R), entonces r ∨ αR

I = 1. Por lo tanto, s � αR
I por

hipótesis. Concluimos evaluando estos prerradicales en R.

Lema 5.1.4 Sea r ∈ R-pr. Si I es un fi−suplemento de r(R), entonces αR
I es un

suplemento de r.

Demostración. Notemos que (αR
I ∨ r)(R) = I + r(R) = R. Luego, αR

I ∨ r = 1.
Ahora, sea σ ∈ R-pr tak que σ � αR

I y σ ∨ r = 1. Entonces, σ(R) ≤ I y
σ(R) + r(R) = R. Como I es un fi−suplemento de r(R), entonces σ(R) = I.
Luego αR

I � σ; y por lo tanto, σ = αR
I .

�

61



62
5.2. Condiciones para que R-pr sea una gran ret́ıcula suplementada o

fuertemente suplementada.

Lema 5.1.5 Sea r ∈ R-pr. Si I es un fi−suplemento fuerte de r(R), entonces αR
I

es un suplemento fuerte de r.

Demostración. Es similar a la demostración vista en el Lema 5.1.4.

Proposición 5.1.6 Sea r ∈ R-pr un t−radical. Las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) r tiene un suplemento en R-pr si y sólo si r(R) tiene un fi−suplemento en R.

(b) r tiene un suplemento fuerte en R-pr si y sólo si r(R) tiene un fi− suplemento
fuerte en R.

Demostración. (a) Dado que r es un t−radical, se tiene que r = αR
r(R). Sea

s un suplemento para r en R-pr. Entonces, por el Lema 5.1.3 (a), s(R) es un
fi−suplemento de r(R) in R. El rećıproco se sigue del Lema 5.1.4.

(b) Es similar a la demostración de (a).

Proposición 5.1.7 Sea s ∈ R-pr. Las siguientes condiciones se satisfacen

(a) Si s es un suplemento para algún r ∈ R-pr, entonces s es un t−radical .

(b) Si s es el suplemento fuerte para algún r ∈ R-pr, entonces s es un t−radical
idempotente.

Demostración. (a) Si s es un suplemento de r, entonces s(R) es un fi−suplemento
de r(R). Entonces, αR

s(R) es un suplemento de r. Como αR
s(R) � s, entonces αR

s(R) =
s.

(b) Si s es un suplemento fuerte de r,entonces por (a) s = αR
s(R). Ahora veamos

que s es idempotente.

Dado que 1 = r∨s, entonces 1 = r∨(1·s) = r∨[(r∨s)·s] = r∨(r ·s)∨(s·s) =
r ∨ (s · s). Esto es, r ∨ (s · s) = 1. Por la hipótesis sobres, entonces s � s · s. Por
lo tanto, s = s · s.

�

5.2 Condiciones para que R-pr sea una gran ret́ıcula suple-
mentada o fuertemente suplementada.

Teorema 5.2.1 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es una gran ret́ıcula suplementada.

(b) R−Mod tiene un generador M tal que Sfi(M)es una ret́ıcula suplementada.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] Haciendo uso de la Proposición 5.1.6, tenemos que R
es un generador para R−Mod con Sfi(R) suplementada.

[(b)⇒ (a)] Sea M ∈ R−Mod un generador de R−Mod tal que Sfi(M) es una
ret́ıcula suplementada.
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Si r ∈ R-pr, tenemos que r(M) ∈ Sfi(M). Por hipótesis, r(M) tiene un
fi−suplemento N ∈ Sfi(M). Ahora, veamos que αM

N es un suplemento de r.
Como r(M)+N = M entonces αM

M � (r∨αM
N ). Dado que M es un generador de

R−Mod, entonces αM
M = 1. De donde, r ∨ αM

N = 1.

Ahora, si t es un prerradical tal que t � αM
N y t ∨ r = 1; entonces t(M) ≤ N

y t(M) + r(M) = M. Como N es un fi−suplemento de r(M), obtenemos que
t(M) = N. Luego, αM

N � t. Por lo tanto, t = αM
N .

�

Teorema 5.2.2 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es una gran ret́ıcula fuertemente suplementada.

(b) R−Mod tiene un generador M tal que Sfi(M) es una ret́ıcula suplementada.

Demostración. Es similar a la demostración vista en el Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.3 En R-pr, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es suplementada.

(b) Existe M ∈ R−Mod generador de R−Mod tal que Sfi(M) es suplementada.

Demostración. [(a)⇒ (b)] Dado que R-pr es suplementada por hipótesis, entonces
tenemos esto en particular para los t−radicales, que estan en correspondencia bi-
yectiva con los ideales bilaterales de R; y dado que R es un generador de R−Mod,
concluimos observando lo deseado: Sfi(R) es suplementada.

[(a)⇒ (b)] Veamos que R-pr es suplementda.

Sea M ∈ R−Mod un generador de R−Mod que satisface las condiciones de
(b).

Sea r ∈ R − pr, consderemos el módulo r(M) ∈ Sfi(M) y el prerradical
αM
r(M) ≤ r. Dado que Sfi(M) es suplementada, existe N ∈ Sfi(M) tal que N es

suplemento de r(M) en M.

Consideremos el prerradical αM
N . Primero notemos que r ∨ αM

N = 1. Notemos
que r(M) +N = M implica que r ∨ αM

N ≥ αM
r(M) ∨ αM

N ≥ αM
M = 1.

Ahora, sea t ≤ αM
N tal que t∨r = 1. Entonces, t(M) ≤ N y t(M)+r(M) = M.

Luego, dado que N es un suplemento de r(M), se sigue que t(M) = N y con ello
αM
N . Por lo tanto t = αM

N .
�

Observación 5.2.4 Si M ∈ R − Mod es principal; en particular es un generador
de R−Mod.

Demostración. En efecto, dado que M es principal se tiene que r = αM
r (M) para

cada r ∈ R-pr. En particular, 1 = αM
M . Esto último es equivalente a que M sea un

generador de R−Mod.
�

Teorema 5.2.5 Sea M ∈ R−Mod que es principal. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes.
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5.2. Condiciones para que R-pr sea una gran ret́ıcula suplementada o

fuertemente suplementada.

(a) R-pr es suplementada.

(b) Sfi(M) es suplementada.

Demostración. [(a)⇒(b)] SeaN ∈ Sfi(M). Consideremos el prerradical αM
N . Luego

por (a), existe s ∈ R-pr que es un suplemento de αM
N . Entonces, M = (s ∨

αM
N )(M) = s(M) + N) = M. Ahora, sea K ∈ Sfi(M) tal que K ≤ s(M) y

K + s(M) = M. Como K = αM
K (M), tenemos que (αM

K ∨ αM
N )(M) = M =

αM
M (M). De donde, por la observación 5.2.4, tenemos que 1 = αM

M = αM
K + αM

N .

Finalmente, como s es suplemento de αM
N , concluimos que αM

K = s. Por lo
tanto, K = αM

K (M) = s(M).

[(a)⇒(b)] Sea r ∈ R-pr. Por la hipótesis, r = αM
r(M). Ahora bien, dado que Sfi(M)

es suplementada, existe L ∈ Sfi(M) un fi-suplemento de r(M). Notemos que αM
L

es un suplemento de r en R-pr.
�

5.2.1 Prerradicales con suplemento fuerte.

Denotemos por Ss(R-pr) a la clase de prerradicales que tienen suplemento
fuerte en R-pr. Para cada r ∈ Ss(R-pr) denotaremos por r⊥ tal suplemento fuerte
de r.

Notemos que 0, 1 ∈ Ss(R-pr).

Definimos la relación ∼⊥ en Ss(R-pr) como r∼⊥s si y sólo si r⊥ = s⊥. La
relación ∼⊥ es una relación de equivalencia en Ss(R-pr). Para cada r ∈ Ss(R-pr),
[r]⊥ := {s ∈ R-pr | r ∼⊥ s}.

Observación 5.2.6 [0]⊥ = {r ∈ Ss(R-pr) | r es un prerradical superfluo }. Además,
[1]⊥ = {1}.

Observación 5.2.7 Si R-pr es un suplemento fuerte, entonces (r⊥)⊥ � r para
cada r ∈ R-pr.

Proposición 5.2.8 Sea R un anillo tal que R-pr es una gran ret́ıcula fuertemente
suplementada. Entonces, [r]⊥ = [r⊥⊥, radr]. En particular, [0, rad] consiste de
todos los prerradicales superfluos.

Observación 5.2.9 El totalizador in R-pr está definido por t(r) :=
∧{τ ∈ R-pr |

(r : τ) = 1}. Las propiedades del totalizador pueden encontrarse en [26], [27] y [6,
I.2.E5]. Para conveniencia del lector, enlistamos aqúı algunas de sus propiedades.

(a) t(r) es el menor prerradical en la clase {τ ∈ R-pr | (r : τ) = 1}.

(b) r⊥ � t(r).

(c) t(r)(R) = (0 : r(R)), donde (0 : r(R)) := {x ∈ R | r(R)x = 0}. Más aún,
αR
(0:r(R)) � t(r).

Lema 5.2.10 Si r ∈ Ss(R-pr) entonces t(r) � r⊥.
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Demostración. Como 1 = r ∨ r⊥ � (r : r⊥). Aśı, (r : r⊥) = 1. Por lo tanto, por la
Observación 5.2.9 (a), obtenemos que t(r) � r⊥.

Teorema 5.2.11 Sea R un anillo con 1 tal que R-pr es una gran ret́ıcula fuerte-
mente suplementada. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Para cada r ∈ R-pr, t(r) = r⊥.

(b) Para cada I ∈ Sfi(R), (0 : I) es el fi−suplemento fuerte de I.

Demostración. Notemos que por la demostración del Teorema 5.2.2, Sfi(R) es una
ret́ıcila fuertemente suplementada.

[(a) ⇒ (b)] Sea I un ideal bilateral de R. Consideremos el t−radical αR
I . Aplicando

la Observación 5.2.9 (c) a αR
I , obtenemos que [t(αR

I )](R) = (0 : [αR
I ](R)). Además,

por el Lema 5.1.5 t(αR
I ) = (αR

I )⊥ = αR
I⊥ , donde I⊥ denota el fi−suplemento fuerte

de I. Entonces tenemos que (0 : I) = (0 : [αR
I ](R)) = [t(αR

I )](R) = (αR
I )⊥(R) =

(αR
I⊥)(R) = I⊥.

[(b) ⇒ (a)] Sea r ∈ R-pr. Por el Lema 5.1.5 y la hipótesis, se sigue que r⊥ =
(αR

r(R))⊥ = (αR
r(R)⊥) = αR

(0:r(R)). Además, el Lema 5.2.10 implica que t(r) � r⊥.
De donde, t(r) � αR

(0:r(R)). Por otto lado, la Observación 5.2.9(c) implica que

αR
(0:r(R)) � t(r). Por lo tanto, t(r) = αR

(0:r(R)) = r⊥.
�

5.3 R− trad y L≤,�,
∏ para anillos perfectos.

Lema 5.3.1 La asignación ϕ : R − trad → L≤,�,
∏. dado por αR

I �→ FαR
I
, es un

anti-isomorfismo de ret́ıculas.

Demostración. Sean J, J ideales bilaterales de R tales que I ≤ J. Entonces αR
I �

αR
J y se satisface que FαR

J
⊆ FαR

I
. Esto es, ϕ invierte el orden.

Por otro lado, sean I, J ideales de R y M ∈ R−Mod tal que (αR
I ∨αR

J )(M) =
0, entonces αR

I (M) = 0 y αR
J (M) = 0. Por lo tanto, ϕ(αR

I ∨ αR
J ) = FαR

I
∩ FαR

J
.

Ahora bien, en R − trad,α R
I ∧̄αR

J = αR
I∩J ; mientras que FαR

I

∨
FαR

J
= FαR

I∩J
.

De donde, ϕ(αR
I ∧̄αR

J ) = FαR
I

∨
FαR

J
.

�

Comentarios 5.3.2

(a) En el art́ıculo TTF-Classes over perfect rings, J.S. Alin y E. P. Armendariz
( J. Austral. Math. Soc. 11 (1970), 490-503); los autores demostraron que en
un anillo R perfecto derecho, cada clase de torsión hereditaria es cerrada bajo
productos directos; y determinada por un ideal idempotente del anillo.

Cabe mencionar, que el comentario anterior, fue tomado del art́ıculo Torsion
Theories over semiperfect rings, Edgar A. Rutter, Jr. (Proceedings of the
American Mathematical Society, Vol. 34, Numb. 2, August 1972).
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(b) Por otro lado, en el art́ıculo On big lattices of classes of R−Mod defined
by Closure properties, los autores demostraron los siguientes resultados.

[3][Theorem 1.4] Supongamos que LP y LQ son ret́ıculas fuertemente seudo-
complementadas. Si Skel(LP ) ⊆ LQLP ; entonces Skel(LP ) = Skel(LQ).

[3][Lemma 1.7] L≤,� es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

El seudocomplemento fuerte de C ∈ L≤,� está dado por C⊥≤,� = {M ∈
R−Mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en F.} Más aún, C⊥≤,�

es una clase de torsión hereditaria que pertenece al esqueleto de R?tors.

(c) Ver también el art́ıculo Hereditary and cohereditary preradicals, Bican, Jam-
bor, Kepka y Nemec (Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 26 (1976), No.
2, 192–206).

Utilizando los resultados anteriores, tenemos lo siguiente:

Proposición 5.3.3 Sea R un anillo perfecto derecho. Entonces, se satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) L≤,�,
∏ es fuertemente suplementada y para cada F ∈ L≤,�,

∏, tenemos que

F⊥ = F⊥≤,� = {M ∈ R−Mod : M no tiene subcocientes distintos de cero en
F}.

(b) R− trad es fuertemente suplementada y para cada αR
I , se tiene que α

R
J , donde

JI :=
⋂{RL ≤ R | R/L ∈ (FαR

I
)⊥} es el suplemento fuerte de αR

I .

(c) R − pr es fuertemente suplementada; y para cada σ ∈ R-pr; el suplemento
fuerte de σ, es σ⊥ = αR

Jσ(R)

Demostración. (a) Dado que R es un anillo perfecto izquierdo, se sigue que cada
clase de torsión es cerrada bajo productos directos. Aśı que para cada clase F ∈
L≤,�,

∏ se tiene que F⊥≤,� , su seudocomplemento en L≤,�, es una clase de
torsión hereditaria cerrada bajo productos. De donde,

Skel(L≤,�) ⊆ L≤,�,
∏

,ext ⊆ L≤,�,
∏ ⊆ L≤,�.

Por lo tanto, Skel(L≤,�) = Skel(L≤,�,
∏) y F⊥ = F⊥≤,�

(b) Ahora, sea I un ideal de R y αR
I el t−radical correspondiente. Consideremos la

clase libre de torsión cohereditaria FαR
I
. Por el inciso (a), tenemos que (FαR

I
)⊥ es

una clase de torsión hereditaria jansiana. Sea t el radical exacto izquierdo jansiano
correspondiente a (FαR

I
)⊥; y consideremos el ideal bilateral JI :=

⋂{RL ≤ R |
R/L ∈ (FαR

I
)⊥}.

Se puede probar que JI es un ideal idempotente y que (FαR
I
)⊥ = FαR

JI

.

Finalmente, veamos que αR
JI

es el suplemento fuerte de αR
I .

ϕ(αR
JI

∨αR
I ) = FαR

JI

∩ FαR
I
= (FαR

I
)⊥ ∩ FαR

I
= {0}. Dado que ϕ es biyectiva,

se sigue que αR
JI

∨αR
I = 1. Por otro lado, sea αR

K tal que αR
K ∨αR

I = 1. Entonces,

0 = ϕ(αR
K ∨αR

I ) = FαR
K
∩FαR

I
. Luego, FαR

K
⊆ (FαR

I
)⊥; y por lo tanto, al aplicar ϕ,
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tenemos que αR
JI

= ϕ−1((FαR
I
)⊥) � αR

K . Por lo tanto, αR
JI

es el suplemento fuerte

de αR
I .

(c) Por el inciso (b) se tiene que R− trad es fuertemente suplementada y dado que
R− trad es isomorfa a Sfi(R), la ret́ıcula de ideales bilaterales del anillo; se sigue
que Sfi(R) es fuertemente fi−suplementada. Luego, por el Lema 1.5.5 de estas
notas, concluimos que αR

JI
es el suplemento fuerte de r, para cada σ ∈ R-pr; donde

I := σ(R).
�
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Caṕıtulo 6

Compacidad y cocompacidad.

6.1 Compacidad en R-pr.

En [8, Chapters 2 y 11] han sido abordados los temas de compacidad y cocom-
pacidad para ret́ıculas.

En esta sección estudiaremos el caso particular de la gran ret́ıcula de prerradi-
cales, que ha pesar de no ser un conjunta, tiene un comportamiento similar al de
una ret́ıcula usual.

A continuación, recordamos algunas definiciones y propiedades básicas.

Definición 6.1.1 [8, Cap. 2]

(a) Un elemento c de una ret́ıcula completa L es compacto si para cada subcon-
junto X de L y c ≤ ∨

X existe F ⊆ X finito tal que c ≤ ∨
F.

(b) Un elemento c de una ret́ıcula L es S-compacto si para cada subconjunto
dirigido superiormente D de L y c ≤ ∨

D existe d0 ∈ D tal que c ≤ d0.

En el caso de una gran ret́ıcula L , diremos que a ∈ L es fuertemente
compacto, si para cualesquiera X subclase de L tal que a ≤ ∨

X (dirigido),
existe F ⊆ X conjunto finito tal que a ≤ ∨

F.

Proposición 6.1.2 [8, Remark 2.1] Sea L una (gran) ret́ıcula completa y a ∈ L ,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) a es compacto.

(b) a es S−compacto.

Demostración. [(a) ⇒ (b)] SeaD ⊆ L un conjunto dirigido tal que a ≤ ∨D. Como
a es compacto en L , existe X ⊆ D tal que a ≤ ∨

X. Tomando d :=
∨
X ∈ D,

concluimos que a es S−compacto.

[(b) ⇒ (a)] Sea C ⊆ L tal que a ≤ ∨ C. Sea D := {∨X | X ⊆ C, X finito}. Note-
mos que (D,⊆) es un conjunto dirigido y

∨
D =

∨ C. Dado que a es S−compacto,
existe Y ∈ D tal que a ≤ Y =

∨
X con X ⊆ C finito.

�

Proposición 6.1.3 [8, Proposition 2.1] Sea L una (gran) ret́ıcula completa y su-
periormente continua. Si X es un conjunto finito de elementos compactos de L ,
entonces

∨
X es compacto en L .

69
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Demostración. Sea X = {a1, . . . , an}. Sea C ⊆ L un conjunto dirigido tal que∨
X ≤ ∨ C. Dado que cada ai es compacto en L , existen di ∈ C tal que ai ≤ C.

Luego, como {d1, . . . , dn} ⊆ C y C es dirigido, existe d =
∨{d1, . . . , dn} ∈ C;

satisfaciendo que ai ≤ d para cada i. Por lo tanto,
∨
X ≤ d.

�
En general, para dos elementos compactos a, b ∈ L , no se satisface que a ∧ b

sea compacto.

6.1.1 R-pr

El siguiente resultado se satisface en cualquier ret́ıcula superiormente continua
(ver [8, Proposition 2.2]), pero lo presentamos sólo para el caso de los prerradicales

Proposición 6.1.4 En R-pr, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) r ∈ R-pr es compacto si y sólo si es S-compacto.

(b) Cada átomo es compacto.

Demostración. (a) Es consecuencia de que R-pr es completa y superiormente con-
tinua.

(b) Sean S ∈ R-simp, α
E(S)
S un átomo de R-pr y D un conjunto de prerradica-

les dirigido tal que α
E(S)
S ≤

∨
γ∈D

rγ . Supongamos que α
E(S)
S no es S-compacto,

entonces α
E(S)
S �� rγ para todo γ ∈ D. Luego, α

E(S)
S = α

E(S)
S ∧ (

∨
γ∈D rγ) =∨

γ∈D(α
E(S)
S ∧ rγ) = 0, lo cual es una contradicción.

�

Proposición 6.1.5 [6] Para cada M ∈ R−Mod y N ≤ M, se define el prerradical
βM
N : R−Mod → R−Mod dado por βM

N (L) :=
∑{f(N) | f ∈ HomR(M,L)}.

Además βM
N (M) es el menor submódulo totalmente invariante de M que contiene

a N.

Demostración. Ver [6], donde este tipo de prerradicales ya han sido definidos.
�

Proposición 6.1.6 Sea 0 �= M ∈ R−Mod y 0 �= m ∈ M. Entonces, βM
Rm es

(fuertemente) compacto en R-pr.

Demostración. Sea {rα}Λ ⊆ R-pr tal que βM
Rm � ∨{rα}.

Evaluando en M, obtenemos que m ∈ βM
Rm(M) ≤ ∑

rα(M). Luego, existen
α1, . . . , αk ∈ Λ y r1, . . . , rk tal que Rm ⊆ rα1(M) + · · ·+ rαk

(M).

De donde, βM
Rm � αM∑k

i=1 rαi
(M)

� ∨k
i=1 rαi

.

�

Proposición 6.1.7 Si N ≤ M es finitamente generado, entonces βM
N es compacto

en R-pr. Si en particular N ∈ Sfi(M), entonces αM
N es compacto.

Demostración. Sea N =
∑n

i=1 Rxi. Notemos que βM
N =

∨n
i=1 β

M
Rxi

. Luego, el re-
sultado se sigue de 6.1.6 y 6.1.3.
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Corolario 6.1.8 En R-pr, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) El prerradical 1 es (fuertemente) compacto.

(b) Para cada S ∈ R− simp,α S
S es (fuertemente) compacto en R-pr.

Demostración. (a) Recordemos que 1 = αR
R. Aśı que el resultado es consecuencia

directa de 6.1.7, ya que R es finitamente generado como R−módulo.

(b) Se sigue de 6.1.7 y del hecho de que cada R−módulo simple es finitamente
generado.

�
Notemos que para cada R−módulo M y 0 �= m ∈ M, se tiene que βM

Rm(M)
es el submódulo totalmente invariante generado por Rm. Denotaremos este por,
〈m〉fi := βM

Rm(M).

Corolario 6.1.9 Sea M ∈ R−Mod. Entonces, para cada m ∈ R−Mod, αM
〈m〉fi es

compacto en R-pr.

Lema 6.1.10 Sean M ∈ R−Mod y N ∈ Sfi(M). Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(a) N es compacto en Sfi(M).

(b) αM
N es compacto en R-pr.

Demostración. [(a)⇒(b)] Se sigue de 6.1.7.

[(b)⇒(a)] Sea {Lβ : β ∈ B} ⊆ Sfi(M) tal que N ≤ ∑
β∈B Lβ . Esto es, N ≤

(
∨{αM

Lβ
: β ∈ B})(M). Entonces, αM

N ≤ αM
(
∨{αM

Lβ
:β∈B})(M))

≤ ∨{αM
Lβ

: β ∈ B}.

Luego, αM
N compacto implica que existe {βi}ni=1 ⊆ B tal que αM

N ≤ ∨n
i=1{αM

Lβi
}.

De ah́ı concluimos que N = αM
N (M) ≤ ∨n

i=1{αM
Lβi

}(M) =
∑n

i=1 Lβi .

�

Lema 6.1.11 Sean M ∈ R−Mod, S := EndR(M) y N ∈ Sfi(M). Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) N es compacto en Sfi(M).

(b) Existen x1, x2, . . . , xn ∈ N tales que N = (x1)fi + (x2)fi + · · ·+ (xn)fi.

Proposición 6.1.12 Sea r ∈ R-pr. Entonces, las siguientes condiciones son equi-
valente.

(a) r es compacto.

(b) r = αM
N con N ∈ Sfi(M) compacto (en Sfi(M)), para algún M ∈ R−Mod.

(c) r = αM
N con N ≤ M tal que N =

∑n
i=1(xi)fi, para algún M ∈ R−Mod.
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Demostración. [(a)⇒(b)] Sabemos que r =
∨{αM

r(M) : M ∈ R − Mod}. Aho-
ra bien, como r es compacto en R-pr deben existir M1, . . . ,Mn tales que r ≤∨n

i=1{αMi

r(Mi)
} ≤ r. Por lo tanto, r =

∨n
i=1{αMi

r(Mi)
} = αM

N , dondeM :=
∐n

i=1{Mi}
y N :=

∐n
i=1{r(Mi)}.

[(b)⇒(a)] Se sigue de (b) y del lema 6.1.10

[(b) ⇐⇒ (c)] Es consecuencia de los lemas 6.1.10 y 6.1.11.
�

Proposición 6.1.13 (a) Sean M ∈ R−Mod, S := EndR(M) y r ∈ R-pr. Enton-
ces, αM

r(M) =
∨{αM

(x)fi
: x ∈ r(M)}. Si cada (x)fi es finitamente generado en

S −Mod, entonces αM
r(M) es compactamente generado.

(b) Si para cada M ∈ R−Mod satisface que (m)fi es finitamente generado en
S−Mod, entonces cada r ∈ R-pr es supremo de prerradicales compactamente
generados.

Demostración. (a) Dado que r(M) ∈ Sfi(M), se tiene que r(M) =
∑

x∈r(M)

(x)fi.

De donde,

(αM
r(M))(M) = r(M) =

∑
x∈r(M)

(x)fi =
∑

x∈r(M)

(αM
(x)fi

)(M) = (
∨

x∈r(M)

αM
(x)fi

)(M).

Entonces, αM
r(M) ≤ ∨

x∈r(M) α
M
(x)fi

. Por otro lado, (x)fi ≤ r(M) implica

αM
(x)fi

≤ αM
r(M) para cada x ∈ r(M). Por lo tanto, αM

r(M) =
∨

x∈r(M) α
M
(x)fi

.

(b) Es consecuencia de (a) y del hecho que r =
∨{αM

r(M) | M ∈ R−Mod}
para cada r ∈ R-pr.

�

Definición 6.1.14 [8] Sea L una ret́ıcula completa. Decimos que a ∈ L es
un elemento compactamente generado de L si a supremo de compactos. En el
caso en que cada elemento de L sea compactamente generado, decimos que L es
compactamente generada (o algebraica).

Teorema 6.1.15 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R-pr es compactamente generada.

(b) Para cada r ∈ R-pr, r =
∨{τ | τ � r,τ compacto}.

(c) Para cada r ∈ R-pr, r =
∨{αM

r(M) | M ∈ R−Mod, r(M) es finitamente

generado }.

Para cada r ∈ R-pr, consideremos

Ar := {M ∈ R−Mod | r(M) ≤ M finitamente generado}

Notemos que para cada r ∈ R-pr, R-simp ⊆ Ar.
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Ejemplo 6.1.16 En el libro Lifting Modules, el Lema 18.12 afirma que zoc(M) es
finitamente generado si y sólo si existe K ≤ M tal que zoc(K) = 0 y M/K es
finitamente cogenerado. Esto nos permite notar

Azoc = {M ∈ R−Mod | ∃K ≤ M K ∈ Fzoc & M/K es f.cog.}. Aśı,
Azoc = (Fzoc;FCog)

En este caso, zoc =
∨{αM

zoc(M) | M ∈ Azoc}.
En efecto, siempre

∨{αM
zoc(M) | M ∈ Azoc} � zoc. Por otro lado, sabemos

que zoc =
∨{αS

S | S ∈ R-simp} y S = zoc(S) es finitamente generado, para cada
S ∈ R-simp. De donde, zoc � ∨{αM

zoc(M) | M ∈ Azoc}.

Proposición 6.1.17 Sea M ∈ R−Mod y S := EndR(M). Las siguientes condicio-
nes son equivalentes.

(a) Sfi(M) es compactamente generada.

(b) Para cada m ∈ M, (m)fi es un (R− S)−bimódulo finitamente generado.

(c) Para cada N ∈ Sfi(M), αM
N es compactamente generado.

Proposición 6.1.18 Si M es un módulo principal para R-pr, entonces Sfi(M) es
compactamente generada si y sólo si R-pr es compactamente generada.

Consecuentemente, cada N ∈ Sfi(M) es un (R − S)−bimódulo finitamente
generado si y sólo si cada r ∈ R-pr es compacto.

Demostración. Sea r ∈ R-pr. Dado que M es principal, αM
r(M) = r. Luego, el

resultado es una consecuencia inmediata de 6.1.13 (a).

�
En [9] G. Calugareanu, introduce definiciones equivalentes y generalizaciones

para ret́ıculas compactamente generadas.

Definición 6.1.19 Sea ∅ �= A ⊆ L , con L una ret́ıcula completa. Se dice que:

(a) L es A−generada si cada elemento de A es supremo de elementos de A.

(b) L esta A−separada si para cadda a > b existe x ∈ A tal que x ≤ a y x � b.

(c) L es A−larga si a ≤ b siempre que ∅ �= a/A ⊆ b/0, donde a/A := {x ∈ A |
x ≤ a}.

Observación 6.1.20 L es A−generada si y sólo si para cada a ∈ L , a =
∨{x ∈

A | x ≤ a}.

Teorema 6.1.21 [9, Theorem 2] Las siguientes condiciones son equivalentes para
una retácula L .

(a) L esta A−separada.

(b) L es A−generada.
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(c) L es A−larga.

Ejemplo 6.1.22 En R-pr, tenemos los siguientes ejemplos:

(a) Para A := {αM
M | M ∈ R−Mod}, tenemos que cada prerradical idempotente es

A−generado. De hecho, en este caso, R-pr es A−generada si y sólo si R-pr =
R− id si y sólo si R es un V−anillo izquierdo tal que para cada M ∈ R−Mod
y cada N ≤ M máximo, se satisface que ωM

ηM
N (M)

es un prerradical semiprimo,

ver [32, Theorem 4.8].

(b) Para A := Atom(R-pr), sabemos que R-pr es A−generada si y sólo si R es
un anillo semisimple, ver [25, Theorem 11].

(c) Si R es un anillo izquierdo semisimple puro, en [32, Comment on page 7 ], se
hace notar que R-pr es en este caso un conjunto, y que existe I un conjunto
de R−módulos izquierdos tal que r =

∨
M∈I α

M
σ(M), para cada r ∈ R-pr.

(d) Si M es principal duo, dado que Sfi(M) y R-pr resultan ret́ıculas isomorfas,
se sigue que R-pr es compactamente generada.

6.2 Compacidad dual y co-compacidad.

Las siguientes definiciones son tomadas de [8, Chapter 11].

Definición 6.2.1 Una ret́ıcula completa L es llamada co-compacta (o finita-
mente cogenerada) si para cada subconjunto X de L tal que

∧
X = 0L existe un

subconjunto finito F de X tal que
∧
F = 0L.

Definición 6.2.2 Sea a un elemento de una ret́ıcula completa L . Decimos que
a es dualmente compacto si para todo X ⊆ L tal que

∧
X ≤ a, existe un

subconjunto finito F ⊆ X tal ue
∧
F ≤ .

Proposición 6.2.3 R-pr es co-compacta si y sólo si E0 es fi−finitamente cogene-
rado.

Demostración. [⇒] Sea {Nα}α∈Λ ∈ Sfi(E0) tal que
⋂{Nα}α∈Λ = 0. Esto es,∧

α∈Λ ωE0

Nα
(E0) = 0. Esto implica que

∧
α∈Λ ωE0

Nα
= 0. Dado que R-pr es co-

compacta, se sigue que existen C ⊆ Λ finito tal que 0 =
∧

α∈C ω
E0

Nα
Evaluando en

E0 concluimos que 0 =
⋂{Nα}α∈C .

[⇐] Sea {rα}α∈Λ en R-pr tal que
∧

α∈Λ{rα} = 0. En particular,
⋂

α∈Λ{rα(E0)} =
0. Como E0 es fi−finitamente cogenerado, concluimos que existe C ⊆ Λ finito
tal que

⋂
α∈C{rα}(E0) = 0. Luego, por una proposición vista, concluimos que∧

α∈C{rα} = 0.
�

Proposición 6.2.4 Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R− simp es finita.

(b) R-pr es co-compacta.
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(c) zoc es esencial y co-compacto(esto es, [0, zoc] es co-compacta).

(d) soc es esencial y compacto.

Demostración. (a) ⇒ (b) Supongamos que R − simp = {S1, . . . , Sn}. Veamos
que R-pr es co-compacta.

Sean {rα}α∈Λ tal que
∧

α∈Λ{rα} = 0. Entonces, para cada α
E(Si)
Si

, existe rαi

tal que α
E(Si)
Si

� rαi y aśı rαi(E(Si)) = 0. Esto implica que
∧n

i=1{rαi
} = 0.

(b) ⇒ (a) Sea C0 := E(
⊕{S : S ∈ R − simp}) el cogenerador inyectivo

ḿınimo de R−Mod.

Consideremos
∧

S∈R−simp

{ωE(S)
0 } = ωU

0 = 0, donde U :=
∏{E(S) : S ∈

R − simp}. Como R-pr es co-compacta, existen S1, . . . , Sn ∈ R − simp ta-

les que
n∧

i=1

{ωE(Si)
0 } = 0 y por lo tanto, ω

E(
⊕n

i=1{Si})
0 = 0. Esto implica que

E(
⊕n

i=1{Si}) ≤ C0 es un cogenerador inyectivo de R − Mod. Finalmente, por
la minimidad de C0, concluimos que C0 = E(

⊕n
i=1{Si}). De aqúı inferimos que

R− simp = {Si}ni=1.

( En efecto, sea S ∈ R− simp. Entonces, existe un monomorfismo α : S → E(Si)
para algún i ∈ {1, . . . , n}. Como Si es esencial en E(Si) se sigue que S ∩ Si �= 0,
pero como S y Si son simples, concluimos que S ∼= Si. )

(b) ⇒ (c) Por 3.2.13 (d), sabemos que zoc siempre es un elemento esencial de R-pr.
Por otro lado, dado que R-pr es co-compacta, es inmediato que [0, zoc] también lo
es.

(c) ⇒ (b) Sea {rα}α∈Λ ⊆ R-pr tal que
∧{rα : α ∈ Λ} = 0. Esto implica que

zoc ∧ (
∧{rα : α ∈ Λ}) =

∧{zoc ∧ rα : α ∈ Λ} = 0. Luego, como zoc es
co-compacto, se sigue que existen rα1

, . . . , rαn
tales que

∧n
i=1{zoc ∧ rαi

} = 0.
Finalmente, dado que zoc es esencial y zoc ∧ (

∧n
i=1{rαi

}) = 0, concluimos que∧n
i=1{rαi

} = 0

(a) ⇒ (d) Siempre se satisface que zoc es esencial. Veamos que es compacto. Por

hipótesis, R − simp = {S1, . . . , Sn} y dado que cada átomo α
E(Si)
Si

es compacto.
Finalmente, como suma finita de compactos es compacto, podemos concluir que

zoc =
∨n

i=1{α
E(Si)
Si

} es compacto.

(d) ⇒ (a) Como sabemos, zoc =
∨{αE(S)

S : S ∈ R − simp}. Luego, por ser

compacto, existen {Si}ni=1 ⊆ R− simp tales que zoc =
∨n

i=1{α
E(Si)
Si

}. Del hecho
que zoc es esencial, se sigue que zoc⊥ = ωU

0 = 0, con U =
⊕n

i=1 E(Si). Por lo
tanto U es un cogenerador inyectivo de R−Mod y de ah́ı se puede concluir que es
el cogenerador ḿınimo y por lo tanto R− simp = {Si}ni=1.

�

Proposición 6.2.5 Si R es artiniano, entonces R− pr es co-compacta.

Demostración. Por ser R artiniano, se sigue que R − simp es finita. Aplicando la
proposición anterior concluimos que R-pr es co-compacta.

�
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