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Capitulo 0

Motivacion Historica

A principios del siglo IV de nuestra era, Constantino fue proclamado empe-
rador del Imperio Romano, que por entonces abarcaba gran parte de Europa,
la Peninsula Ibérica, media isla Britanica, Constantinopla, el norte de Africa y

Medio Oriente.

Figura 1: Imperio Romano.
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Durante los 30 anos de su gobierno lidi6 con insurrecciones e invasiones,
para hacerlo establecid reglas para el posicionamiento y movilizacién de tropas.

Dividi6 sus legiones en 4 grupos y sus reglas fueron:

= Un territorio se considera asegurable si un grupo de legiones se puede
mover a él en un solo movimiento (si hay tropas en un territorio éste es

«Seguro»).

= Un grupo de legiones se puede mover, sélo si en el territorio en el que se
encuentra ya hay otro grupo de legiones, es decir, si el territorio «origen»

seguira siendo seguro después del movimiento.

Figura 2: Distribucién de tropas de Constantino.

Con ésto en mente, en [1] surge el concepto de Dominacién Romana como
una forma de posicionamiento de tropas de tal forma que todo territorio que no
sea seguro sea asegurable. Como muchos problemas en matematicas, se trata de
optimizar ;Cudl es el minimo de tropas necesarias para asegurar que un «mapa»

dado es seguro o asegurable? ;Cémo se puede hacer de forma «eficiente»? En el



presente trabajo se tratan de responder estas preguntas.

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente forma: El capitulo
1 es una breve introduccién a la teoria de graficas, donde se definen los con-
ceptos basicos que se utilizaran, el lector que esté familiarizado, puede omitirlo
sin ningun problema. En el capitulo 2 se define el concepto de «Dominacién
Romana», se presentan resultados bésicos, se define el nimero de dominacion
romana de una grafica, se presentan cotas para el mismo, un par de caracteri-
zaciones y también se calcula para algunas familias particulares de graficas. En
el capitulo 3 se introduce el concepto de eficiencia en dominacion y se define el
concepto de eficiencia en dominacidn romana como una extrapolaciéon natural
del primero. Finalmente en el capitulo 4 se menciona brevemente la complejidad
computacional del problema de encontrar una funcién de dominacién romana
con un minimo de recursos y se plantea trabajo futuro, resultado del estudio de

los articulos que hicieron posible este trabajo.
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Capitulo 1

Teoria de Graficas

En matemadticas definimos una relacién R de un conjunto A a un conjunto
B como un subconjunto (no vacio) de su producto cartesiano, R C A x B. De
particular interés son las relaciones de un conjunto A en él mismo, ya que sirven
para modelar una gran cantidad de situaciones: La relaciéon «amistad» en un
grupo de personas o la relacién «ser colindante» en el grupo de territorios de
un mapa por decir un par de ejemplos. Las graficas son de particular interés
porque pueden modelar grdficamente muchos tipos de relaciones.

En este capitulo veremos una breve introduccién a la teoria de graficas,
ademads de la notacién que se usard. Como se mencioné en el capitulo anterior,

el lector familiarizado puede omitirlo.

1.1. Conceptos basicos

1.1.1. Grafica

Una grdfica G es una pareja G = (V(G), E(G)) donde V(G) es un conjun-
to finito no vacio de «vértices» y E(G) es un conjunto de parejas no ordenadas
de elementos de V(G) a los que llamaremos «aristas», cuando no sea necesario

especificar la gréfica escribiremos V' y FE respectivamente. Pediremos ademés
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que E no tenga lazos, que son elementos del tipo (x,z). Asi, una gréfica puede
ser utilizada para modelar algunos tipos de relaciones (los ejemplos anteriores
incluidos). A la cantidad de vértices de una gréfica se le conoce como el orden
de la grafica y a la cantidad de aristas como el tamano, las representaremos
con las letras n y m respectivamente. Asi n = |V|y m = |E| (nétese que n > 0).
Diremos que un vértice incide en una arista o que la arista incide en un vérti-
ce, cuando el vértice sea uno de los dos que definen a la arista, también que
dos vértices u # v son adyacentes si ambos definen una misma arista y lo
denotaremos por u adys v, cuando sea claro a qué grafica nos referimos, escri-
biremos tunicamente u ady v. La vecindad abierta (o simplemente vecindad)
de un vértice v es el conjunto de vértices que son adyacentes a v y se denota:
N(v) = {z € V : z ady v}. Mientras que la vecindad cerrada de v es el
conjunto N[v] = N(v) U{v}. De igual forma, si S C V, su vecindad abierta (o

simplemente vecindad) es el conjunto N(S) = U N(v) y su vecindad cerrada
veES
es el conjunto: N[S] = UN[U], nétese que S C N[S]. Motivados por la defi-

vES
nicién de vecindad, diremos que dos vértices adyacentes son vecinos. A veces

nos interesan aristas que conectan vértices dentro de dos conjuntos diferentes
de vértices. Por ejemplo, si tenemos los conjuntos A y B de vértices, diremos
que una AB-arista es cualquier arista que conecte algin vértice de A con algin
vértice de B (lo que nos interesa no es qué vértices son, nos interesa el hecho de

que hay una arista que conecta ambos conjuntos).

El nombre grdfica viene del hecho de que pueden ser representadas grafi-
camente, utilizando puntos para los vértices y lineas que los conectan para las
aristas. En el dibujo de una grafica no es importante ningtin aspecto geométrico,
lo tnico relevante es qué vértices estan conectados y cudles no. Asi, mientras se
respeten las relaciones de adyacencia, una grafica puede ser dibujada de distintas

formas.

El grado de un vértice es el ntmero 6(v) = |N(v)|, es decir, §(v) es la
cantidad de aristas que inciden en él o la cantidad de vecinos que tiene. A un

vértice de grado 0 se le conoce como vértice aislado. Al minimo de los grados
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Figura 1.1: Una gréfica de orden 5 y tamano 7.

sobre los vértices de una gréafica se le conoce como el grado minimo de una
grdfica y se denota 6(G) = min{d(v) : v € V'}. Por otra parte el grado mdzimo
es el nimero A(G) = max{é(v) : v € V}.

1.1.2. Subgraficas

Dada una grifica G, una subgrdfica H de G es una grafica tal que V(H) C
V(G) y E(H) C E(G) donde V(H), V(G), E(H), E(G) denotan los vértices
de H y de G y las aristas de H y de G, respectivamente. Una subgrdfica
generadora H de G es una subgréfica en la que V(H) = V(G). Finalmente
dado V' C V, la subgrdfica de G inducida por el conjunto V' es la subgréfica
con V' como conjunto de vértices y E' = {(u,v) € F : u,v € V'}, es denotada
como G[V'].

Si H es subgréifica de G diremos simplemente que G contiene a H o bien que

H estéd contenida en G.

1.1.3. Conexidad

Definiremos una trayectoria en una grafica como una sucesién de vértices
que son adyacentes cuando son consecutivos y no se repiten; y decimos que su
longitud es la cantidad de aristas que contiene (asi, una trayectoria de longitud
1 tiene dos vértices y una arista). Una uv-trayectoria es una trayectoria que
comienza en el vértice u y termina en el vértice v. Diremos que una gréfica es
conexa cuando para cualquier pareja de vértices u, v existe una uv-trayectoria.

Definimos la distancia entre dos vértices u, v como la minima longitud sobre
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las wv-trayectorias, este nimero se denota como d(u,v). Cuando no existe una

trayectoria entre dos vértices consideraremos que su distancia como infinito.

1.2. Operaciones con Graficas

Hay diversos tipos de operaciones entre graficas, en la presente tesis traba-

jaremos con producto cartesiano (cuadro), complemento y subdivisién.

Dadas dos graficas G y H definimos el producto cartesiano (cuadro) entre
ambas como la gréafica GOH cuyo conjunto de vértices es V(GOH) = V(G) x
V(H) y sus adyacencias se definen de la siguiente forma (u,v) adyooy (z,y) si
u=zyvadyy y;oblenuady; xyv=y.

Si G es una gréfica, su complemento es la grafica G que tiene el mismo

conjunto de vértices, pero su conjunto de aristas es E(G) = {(u,v) : (u,v) ¢ E}.

Una subdivision es una operacion aplicada sobre aristas de la grafica. Se
sustituye una arista por dos aristas y un vértice que las conecta. Formalmente,
si tenemos una gréifica G = (V, E) y e = (u,v) € E, la grafica resultante de
subdividir G por la arista e, es la grafica G' = (V/,E’) donde V! =V U{z} y
E'=(E—-e)U{(u,z),(z,v)}.

O

UO Ov

Figura 1.2: Subdivisién de la arista (u, v).



1.3. ALGUNAS FAMILIAS DE GRAFICAS 13

’l)lO U3 UlO

O

U3

=G o™ =G

Figura 1.3: G y G con la arista (v1, v2) subdividida.

1.3. Algunas familias de graficas

Existen graficas que por sus caracteristicas se consideran especiales, entre

las que encontramos:

1. Las trayectorias como gréaficas, son una sucesién de vértices adyacentes

que no se repiten. Las denotamos como P,,. En la figura 1.4 se ilustra Ps.
O O O O O

Figura 1.4: P;

2. Los ciclos son muy parecidos a las trayectorias, salvo que son cerrados,
es decir, es una sucesion de vértices en la que vértices consecutivos son
adyacentes y el primer y tltimo vértice son el mismo. Se denotan C,,. En

la figura 1.5 se ilustra Cs.
3. Las gréficas completas son graficas con todas las aristas posibles, se deno-
tan como K,.. En la figura 1.6 se ilustra Kj.

Al complemento de las graficas completas se les conoce como grdficas

vactas. Son s6lo un grupo de vértices aislados.
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Figura 1.5: Cs.

Figura 1.6: K5.

4. Diremos que una gréifica G = (V, E) es bipartita cuando exista una par-

ticién de los vértices en dos conjuntos, A y B tal que G[A] y G[B] sean
graficas vacias. En la figura 1.7 se puede ver un ejemplo de una gréfica

bipartita.

V2 U2

Figura 1.7: Gréfica bipartita con biparticién {v1, v}, {u1,us}.

. Generalizando a las gréficas bipartitas diremos que una grafica es p-partita
si existe una particién de los vértices en p conjuntos, A;, Ao, ..., A, tal que
las gréaficas inducidas por tales conjuntos, G[A;], son vacias. Notemos que

cualquier grafica es p-partita para alguna p. La figura 1.8 es una grafica
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multipartita.

Y3

Z1 Y2

1

T T2

Figura 1.8: Gréfica 3-partita con paticién {{z1, z2}, {y1, 92,93}, {z1}}

6. Los &arboles son gréficas conexas que no contienen ningun ciclo como
subgréfica. A los vértices de grado 1 los conocemos como vértices termina-

les (salvo por K; todo drbol tiene por lo menos dos vértices terminales).

Figura 1.9: Arbol de orden 8

Respecto a las graficas multipartitas, hay un tipo especial que menciona-
remos mas adelante, las multipartitas completas. Una grafica multipartita con
particion Aq, As, ..., Ay es multipartita completa si para cualquier pareja de
vértices u, v que no estan en un mismo elemento de la particién se cumple que
u ady v, es decir, tienen todas las A;Ai-aristas con j # k. A estas graficas las

denotamos como K 12e-dp donde j; es la cardinalidad del conjunto A;.
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1.4. Dominacion e independencia

En una grafica G diremos que D C V es dominante cuando dado cualquier
vértice v € V o esta en el conjunto D o es adyacente a algtin vértice dentro del
conjunto D, es decir, N[D] = V. Se conoce como el nimero de dominacion
de una grafica a la minima cardinalidad posible de un conjunto dominante y se
denota como: y(G) = min{S C V : S es dominante en G}. A un conjunto que
alcance este minimo le llamamos y-conjunto.

También podemos establecer una relacién entre dos conjuntos de vértices.
Dados A, B C V diremos que A domina a B cuando todo vértice de B es
adyacente a algin vértice de A y lo denotamos como A > B. Con esta definicién

podemos redefinir a D como un conjunto dominante cuando D >V — D.

Figura 1.10: Los vértices negros forman un conjunto dominante.

Un conjunto S C V es independiente cuando no hay aristas entre sus vérti-
ces, es decir, cuando G[S] es una grafica vacia. También diremos que un vértice
v es independiente del conjunto S cuando no exista alguna arista incidente en
vy en algun vértice de S. En la figura 1.10 los vértices blancos son un conjunto
independiente.

Concluiremos el presente capitulo con un teorema sobre el nimero de domi-

nacién que nos servird mas adelante.
Teorema 1.4.1. Si y(G) = n, entonces G es una grdfica vacia.

Demostracion. Si v(G) = n, entonces un conjunto dominante debe tener car-

dinalidad al menos n, el Unico conjunto que cumple con ello es V', de donde
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todo V es el tnico conjunto dominante. Si hubiese una arista en G, digamos
(u,v) entonces V —u es un conjunto dominante con cardinalidad v —1 lo que es
una contradiccién. Por lo tanto, no hay aristas en G, es decir, G es una grafica

vacia. O

Noétese que el regreso también se cumple y es inmediato.
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Capitulo 2

Dominacion Romana

En el presente capitulo veremos algunos resultados basicos sobre domina-
cién romana, se definird el nimero de dominaciéon romana, concepto central en
dominacién romana, y se calcularan cotas para el mismo, ademas de calcularlo
para algunas familias de gréaficas. Veremos dos caracterizaciones del niimero de

dominaciéon romana

2.1. Conceptos Previos

Sea v € S C V. Diremos que u € V' es un vecino privado de v respecto
a S cuando u € N[v] \ N[S \ {v}] y lo denotaremos: u es un S-pn de v, le
llamaremos externo si ademds u ¢ S.

Al conjunto pn(v,S) = N[v] \ N[S\ {v}] de todos los vértices privados de v
le llamamos la vecindad privada de v con respecto a S. Si H es una subgréfica
de G y cuando el contexto lo permita, relajaremos la notacién y escribiremos:
pn(v, H) o H — pn en vez de pn(v, V(H)) o V(H) — pn respectivamente.

Por 1ltimo, S serd mo-redundante cuando para todo v € S se tenga que

pn(v, S) # 0.

INotemos que v puede ser vecino privado de s{ mismo cuando (y sélo cuando) es indepen-

diente de S\ {v}

19
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(a) u es vecino privado ex- (b) w es vecino privado de
terno de v respecto a los si mismo respecto a los
vértices blancos. vértices blancos.

Figura 2.1: Vecinos privados.

Un conjunto S C V es un 2-empaque, si para todo u,v € S,u # v se cumple

que N[u]N[v] = 0.

Figura 2.2: Los vértices blancos son un 2-empaque.

2.2. Dominacion Romana

Sea G = (V, E) una grifica, una funcién f: V — {0,1,2} se dice de domi-
nacién romana, denotado f es una RDF? cuando f(v) = 0 implica que hay

un vértice u € N(v) tal que f(u) = 2. Al valor de f(v) le diremos la etiqueta de

2por sus siglas en inglés: Roman Domination Function
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Una RDF se puede pensar como un tipo especial de 3-coloracién en el que
todo vértice en la clase cromatica del cero, debe ser adyacente a algin vértice en
la clase cromética del dos. Denotaremos como V; al conjunto de los vértices con
etiqueta i, es decir, V; = {v € V : f(v) =i} y a su cardinalidad como n; = |V}

Como f es funcién el conjunto {Vo, V1, Va} es una particién de V', asi cada
RDF induce una particién de V' y podemos escribir a f como f = (Vp, V1, Va).

Se sigue de la definicién de RDF que V, > V y por lo tanto V5 [ Vs es un
conjunto dominante en V. Considerando que las RDF se pueden pensar como
3-coloraciones, para los dibujos utilizaremos vértices rellenos de negro para los
de etiqueta 2, vértices con textura para los de etiqueta 1 y vértices blancos para

los de etiqueta 0, como se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: Representacién gréfica de una RDF.

El peso de una RDF, f = (Vy, V1, V), es la suma de las etiquetas de los

vértices:

veV
Como (Vp, V1, Va) es particién de V, es inmediato que f(V) = 2ny + n;. El
numero de dominaciéon romana de G es el minimo peso de una RDF y se
denota: yg = min{f(V) : f es RDF}. A una funcién que alcance este minimo
la llamaremos yg-funcién (andlogamente que a los vy-conjuntos). Cuando sea
claro, escribiremos g en vez de vr(G).
Notemos un hecho sencillo pero 1util acerca de las RDF. Si H es una subgrafi-

ca generadora de Gy f es RDF en H, entonces f también es RDF en G pues en
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G estan al menos todas las adyacencias que en H. Lo anterior inmediatamente

nos da el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Si H es una subgrdfica generadora de G, entonces yr(G) <
Yr(H).

Teorema 2.2.1. Para cualquier grdifica G tenemos que:

Y(G) < vr(G) < 29(G).

Demostracion. Sea S un y-conjunto y f = (Vp, V1, V) una yg-funcién.

Como V; |V es conjunto dominante en G se tiene que v < no+ny < 2ng+ny =
f(V) =g con lo que tenemos la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad consideremos [ = (V — S,0,S) que es RDF pues
como S es y-conjunto domina a V' — 5. Ademds f/(V) = 2|S| = 2y de donde se

sigue que vg < f/(V)) = 2v con lo que terminamos la prueba. O

Teorema 2.2.2. Si G es grdfica, entonces se cumple v(G) = vr(G) si y sola-

mente si G = K,,

Demostracion. Sea f = (Vo, V1, Va) una RDF.

Supongamos que y = yg, como Vi |J Vs es dominante en G, ny +ng > v =yg =
n1+2ng, i.e., no+ny > 2no+nqy dedondeng =0 conlo que Vo =0 y asi Vo =0
y por lo tanto v = yg = ny = |V| =n, 7 = n y ésto, como se vié en el capitulo
anterior en el teorema 1.4.1 implica que G = K,,.

Supongamos ahora que G' = K,,. Basta probar que ny = 0, pues ésto implica
que ng = 0 lo que a su vez implica que n = ny.

Si suponemos que ny > 0. Entonces hay un vértice v € V tal que f(v) = 2 pero
como G = K,, v es vértice aislado, asi f' = (Vp, V1 U{v}, V2 \ {v}) es RDF, pero
f'(V)y=02n2—1)+n1+1=2n2+n; —1 < g lo que es absurdo, de donde
si np = 0, entonces n; = n = yg y como G = K,, implica que v = n podemos

concluir que vg = 1.
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Hemos encontrado cota superior e inferior para el nimero de dominacién ro-
mana. La cota inferior ya se probé que es justa, pero no es interesante. La cota
superior, como se probard mas adelante, también es justa y las graficas que la
alcanzan son mucho maés variadas que para la cota inferior, éstas graficas tienen
nombre, pero se estudiaran méas adelante, al final de este capitulo. Por ahora se-

guiremos probando propiedades béasicas sobre el nimero de dominacién romana.

Teorema 2.2.3. Sea f = (Vy, V1, V2) una yg—funcion y sea H = G[Vy|J Va].

Se cumple que:

(i) Va es vy-conjunto en G[Vp | Va].
(i) AG[VA]) < 1.
(iii) No hay aristas entre Vi y Va.
(iv) Siv € Vp, entonces |[N(v)(Vi| < 2.
(v) Para todo v € Va se tiene que |pn(v, V)| > 2.

(vi) Sea v es un vértice aislado en G[Va] con exactamente un H-pn externo,

digamos w € Vo = N(w) (V1 = 0.

(vii) Sea ki el nimero de vértices no aislados en G[Va] y sea C = {v € V :

|N(v) (N Va| > 2} con |C| = c. Entonces ng > na + k1 + c.

Demostracion. (i) Como Vs > Vp es inmediato que Vs es y-conjunto en
G[VoU V2l

(ii) Supongamos que A(G[V1]) > 1. Sea v € G[V;] con 6(v) > 2 asi hay
y,z € Vi tales que (y, v, z) es trayectoria en G[V;]. Consideremos

= VoU{y, 2}, Vi\{v,y, 2}, Vo U{v}), como se aprecia en la figura
2.4 es f4cil ver que es RDF y supeso f/(V) = f(V)—-3+2=qr—1

lo que es absurdo, por lo tanto no hay v € V; tal que dgp, (V) > 2.
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Figura 2.4: La nueva RDF tiene peso menor.

v €2) v

Figura 2.5: Nuevamente, la nueva RDF tiene peso menor.

Para ver que no hay V;Vs-aristas supongamos que existen v € Vj
vy w € V5 que cumplen v ady w. Como se aprecia en la figura 2.5,
tomando f' = (Vo U{v}, V1 \ {v},V2) tenemos una RDF con peso
f'(V) = f(V) =1 = qg — 1, una contradiccién, por lo tanto V;
no-ady V5.

Probaremos que un vértice en 1} tiene a lo més dos vecinos con eti-
queta 1. Sea v € V) y supongamos que |N(v) [ V1| > 2. Asf existen
x,y,z € N(v) (V1 y podemos tomar la funcién f = (Vo U{z,y, 2})\
{v}, i \ {z,y,z},ValU{v}) que es RDF y cuyo peso es f'(V) =
f(V) =342 =~ — 1 con lo que nuevamente llegamos a un ab-

surdo. Por lo tanto |[N(v) V1] < 2.

Sea v € V5 y supongamos que |pn(v, V)| < 2

Caso 1. |pn(v,Va)| = 0. Asi v no tiene vecinos privados respecto
a Vo, incluyéndolo a €él, con lo que v es dominado por alguien en
Vo y todos sus vecinos en Vi son dominados por alguien mds en V.
Tomemos ' = (Vo U{v}, V1, V2 \ {v}) se puede ver en la figura 2.7
que es RDF con peso f'(V) = f(V)—2=~r—2 con lo que tenemos
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() = z
(a) f. (b) f".

Figura 2.6: f’ tiene peso menor a f.

una contradiccion, por lo tanto |pn(v, V2)| # 0.

Vo —w Vo U{v}

‘¢

=R —2.

Figura 2.7: f’ tiene peso menor a f.

Caso 2. |pn(v,Vs)| = 1. Es decir, v sdlo tiene un vecino privado,
digamos uw € V. Por el inciso (iii) sabemos que u ¢ V1 asi tenemos

dos subcasos:

subcaso 1. Si u € Va, entonces u = v, v es su propio vecino pri-
vado, y es tnico, ast f' = (Vo, Vi U{v},Va \ {v}) es RDF con peso
(V)= f(V)—1=~r —1, de donde este subcaso no es posible.

subcaso 2. u € Vj y u es el unico vecino privado de v, entonces v
no es vecino privado de €l mismo, por lo que algin vértice en Vs lo
domina, y " = (Vo U{v}) \ {u}, Vi U{u}, Va\ {v}) es RDF con peso
F'(V)=f(V)=2+1=vr—1, por lo tanto este subcaso tampoco es
posible.
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Vo

Figura 2.8: f’ tiene peso menor a f.

Va Vo
(a) f.

Figura 2.9: f’ tiene peso menor a f.

Vo —w ViU {u}

Vo —uU{v}

(B) F'(V) = vr - L.

Como ambos subcasos nos llevan a contradicciones tenemos que |pn(v, Va)|

> 2 como se queria.

Nota: Como no hay VyVs-aristas, los vecinos privados de los vértices
con etiqueta 2 (respecto a V3) sélo pueden ser ellos mismos o vértices
en V), asi como cada vértice en V5 tiene por lo menos dos vecinos
privados hay tantos vértices en Vy como en Va; este resultado se
mejora en el inciso (vii).

(vi) Sea v vértice aislado en G[V3] con exactamente un H-pn externo,
w € Vj, supongamos que N(w) (V1 # 0, sea S = N(w)( V1 y con-
sideremos la funcién [/ = (Vo U{v} U S —{w}, V1 \ S, Va\ {v} U{w}).
Como se aprecia en la figura 2.10 es inmediato que f’ es RDF con
peso f' (V)= f(V)—2+1—|S| =vr—1—|5] lo que es una contra-
diccién, por lo tanto N(w) (V1 = 0.

(vii) Sea ko la cantidad de vértices aislados en G[Vz], entonces ko+k; = no.
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(b) £".

Figura 2.10: f' tiene peso f'(V) =~yr — 1 —|S|.

Por otra parte, por (v) tenemos que los vértices aislados en G[Vz], es
decir, ko tienen dos vecinos privados, ellos mismos y uno en Vj, los
vértices no aislados en G[V3], k1, tienen dos vecinos privados que no
son ellos mismos, por lo tanto sus dos vecinos privados deben estar
en Vy v C son los vértices en Vjy que no son vecinos privados de nadie
en V5 de donde ng > kg + 2k1 + ¢, pero ko + 2k1 + ¢ =ns + k1 + ¢,

por lo tanto ng > ny + k1 + ¢ como queriamos.

O

Adicionalmente a las hipotesis del teorema anterior, para el siguiente teorema
se pide que G no tenga vértices aislados y que n; sea minimo. Nétese que siempre

podemos pedir una yg-funcién con n; minimo.

Teorema 2.2.4. Sea G grdfica sin vértices aislados, H = G[VoUVe] v f =

(Vo, Vi, Va) una yr-funcidn con ny minimo. Entonces se cumplen:
(i) Vi es independiente y Vo |J Va es una cobertura por vértices.
(ii) Vo = V1.
(iii) v € Vi es adyacente a lo mds un vértice en Vi, asi Vi es un 2-empaque.

(iv) Siv e G[Va] tiene exactamente dos H-pn’s externos, digamos wy,ws, en-
tonces no existen vértices y1,y> € Vi tal que (yl,wl,v,wg,yg) es trayec-

toria en G.

(v) ng = 32 y esta cota es justa.
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Demostracion. (1) Supongamos que existen u, v € V; adyacentes, asi tomando
= o U{u}, Vi —{u, v}, Va | J{v}) tenemos una RDF con el mismo peso,

pero con ny mas pequeno, lo que es una contradiccién.

(ii) Tomemos v € V7, como v no es aislado debe tener un vecino, digamos .

Sabemos que u ¢ Vs y por el inciso anterior u ¢ Vi as{ u debe estar en Vj.

(iii) Si v € Vy es adyacente a mds de un vértice de Vi, digamos a z,w € Vi,
entonces f' = (Vo U{z,w}) \ {v}, V1 \ {z,w}, Va|J{v}) es una RDF con
el mismo peso pero con 1} més pequeiio como se ve en la figura 2.11. Por
otra parte V; es independiente, cada vértice en V; es adyacente a lo més
a un vértice en Vy y no es adyacente a ningun vértice en V5, asi V7 es un

2-empaque.

S

R
NN
SN
R
N
SN

=0
<@ O-=

z
Figura 2.11: La nueva RDF tiene n; menor, lo que es una contradiccion.

(iv) Sisuponemos lo contrario, f" = (Vo U{v, y1 }—{wa}, Vi—{y1,y2}, Vo U{w2, y1}—

{v}) es también yr-funcién, pero n es mds pequetio, lo que no puede ser.

(v) Finalmente como en el inciso (vii) del teorema 2.2.3, tomemos C = {v €
Vo o [N(v) N Va| > 2}, |C| = c. Sean ay, ag, . .. an(e) el nimero de vértices
en Vo que tienen 1,2,...  A(G) vecinos privados en Vj respectivamente.

Observemos primero que:

ING)) A(G)
no= > jaj+e=ar+2a+3a3+ Y jaj +c (2.1)
J=1 j=4

Ya que C' son los vértices en Vj que no son vecinos privados de ningun

vértice en V5.
A(G) A(G)
Nng = Zaj=a1+a2+a3+2aj (2.2)
j=1 =4
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Pues por el inciso (v) del teorema 2.2.3 todos los vértices de V5 tienen al
menos un vecino privado en Vj.
Finalmente tenemos la siguiente desigualdad

AG)
ny < as + 3az + Z jaj +c (2.3)
j=4

Esta desigualdad se da puesto que por el inciso (vi) del teorema 2.2.3 los
a1 vértices en Vj con sélo un vecino privado en V5 no son adyacentes a
vértices de V1, ademds cada vértice en V5 con dos vecinos privados (ambos
«contados» en ag) puede inducir a lo mds a un vértice en V; por el inciso
anterior. Como la grafica no tiene vértices aislados, se sigue la desigualdad.

Entonces:

n = ng+ni+ng

A(G) (G)
(a1 + a9 +CL3+ Zaj) + ((124’3(134’ Zjaj +C) +n0
j=4 j=4

<
A(G)
= a1+2a2+4a3+2(j+1)aj+c+no
j=4
A(G) A (@)
< a1—|—2a2—|—Z(j+1)aj+c+no+§(no—a1—2a2—Zjaj—c)
j=4 j=4
7 1 2 W 3
_ oA Jtoy ¢
= 3n0 3&1 3&2 Z( 3 )a] 3
j=4
< zn
< 3ho

Para la segunda desigualdad se sustituy6 por as de la ecuacién 2.3, para
la ultima obsérvese que todos los términos que se restan son no negativos.
La cota es justa como se ilustra en la siguiente grafica:

O

El teorema siguiente tiene una primer caracterizacion para el nimero de

dominacién romana en graficas conexas.
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Figura 2.12: En la gréafica se cumple que ng = =*.

Teorema 2.2.5. Para cualquier grdfica conexa, G # K1, se tiene que:
Yr(G) = min{2y(G — S) +|S| : S es un 2-empaque}

Demostracion. Sea f = (Vp, Vi, Va) una ygr-funcién de G. Por el tercer inciso
del teorema 2.2.4 tenemos que Vi es un 2-empaque. Ademds sabemos que V5
es dominante en G — Vi, de donde yg = 2ns + ny > 2v(G — V) + |V4| >
min{2y(G — S) +|S| : S es un 2-empaque}.

Por otra parte definiremos una nueva RDF, ' = (V{,V{,VJ), como sigue:
tomemos como V{ a un 2-empaque para el que 2v(G — V) + |V/| es minimo y
V3 un y—conjunto de V — VY, asi (V — (V] U V3), V{, V) es RDF y por lo tanto
Yr(G) < 2nh, + nf = min{2y(G — S) + |S] : S es un 2-empaque}. O

A pesar de que el teorema anterior nos proveé de una primer caracterizacion
para yg, buscar entre todos los 2-empaques de una grafica G no es sencillo, més
adelante veremos un poco més sobre la dificultad de encontrar ~yg.
Concluiremos con un par de cotas para . La demostracién de la primer cota

utiliza algunas nociones bésicas de la probabilidad.

Teorema 2.2.6. Para toda grifica G de orden n y grado minimo § se cumple:
140

<
TR=TT0S
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Demostracion. Sea p € [0,1] la probabilidad de elegir un vértice de G y sea
V5 el conjunto de los vértices seleccionados. La cardinalidad esperada de V5
es np. Ahora tomemos V; = V — N[Vs], los vértices no dominados por Vs,
f=V-(V1UW), V1, Va) es RDF ya que, por construccién de V7, tenemos que
V — (V1 |J V2) es dominado por Va.

Calcularemos el tamano esperado de Vj. Sabemos que P[v € V4] = Plv €
V — N[Ws]] = Plv ¢ N[Vs]] = P[N[v](\ V2 = 0] pues v € V; cuando ni él, ni
sus vecinos estan en V5. Como la probabilidad de que un vértice no esté en V;
es 1 — p tenemos que Plv € V3] = (1 — p)'t2() pues es la probabilidad de que
los los §(v) + 1 vértices en N[v] no estén en V5. Por un resultado de célculo
sabemos que si > 0, entonces e~* > 1 — x; por otra parte, como d(v) > 0(G),
y usando ambas desigualdades, tenemos que Pv € V;] < e~ P(+3(G): de donde
la cardinalidad esperada de V; no puede exceder ne P(+9(G) por lo tanto, el

(1+6(&) | Concluimos diciendo que

(1+4)
2
146

peso esperado de f es a lo mas 2np + ne™?

tal funcién alcanza su minimo para p cuando p = In . Asi sustituyendo

tenemos que el peso esperado de la funcion es:

14+In(1£%)

TR < E[f(V)] < 2n—5

Tenemos ya el peso esperado de f sélo falta ver que hay gréaficas que lo alcanzan,

y asf es, cuando G es la unién disjunta de 5 copias de K. O
Ahora una cota inferior probada en [2]:

Teorema 2.2.7. Para toda grdfica G con grado mdximo A > 1 se cumple que:

Demostracion. Sea f = (Vp,Vi,Va) una vyr-funcién. Recordemos que v =

2n9 + nq, asi:

(A+Dyr = (A+Dni+(A+1)2n

= (A + 1)77,1 + A2ns + 2n9
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Pero como cada vértice en Vj es adyacente a algiin vértice en V5 tenemos que

no < Ansg, de donde:

(A+1)yr = (A+1)n1+ A2n +2ny
Z (A + 1)711 —+ 2TLO —+ 277/2
Z in —+ 2710 + 2712

2n.

De donde se sigue que:

T_HS’YR

O

La cota presentada arriba es justa para Cs (de hecho, lo es para todos los
ciclos de la forma Cj3, como se verd mas adelante en la ultima seccién del

presente capitulo).

2.3. Otra caracterizacién para vp

El teorema 2.2.5 nos dié una primer caracterizaciéon para yr en cualquier
grafica, sin embargo, buscar todos los 2-empaques de una grafica no es un pro-
blema sencillo, en esta seccién veremos otra caracterizacién para yg en cualquier
grafica.

Por el teorema 2.2.1 sabemos que el nimero de dominacién romana estd acotado
entre el nimero de dominacién y dos veces el mismo. En esta seccién estudia-
remos las gréficas que cumplen vz (G) = v(G) + 1, vr(G) = v(G) +2 y conclui-
remos con una caracterizacion general para las gréficas con vr(G) = v(G) + k

con 1 <k <n~.

Teorema 2.3.1. Si G es una grdfica coneza de orden n, entonces yr(G) =

Y(G) + 1 si y solamente si hay un vértice de grado n — v(G).
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Demostracion. Supongamos primero que vr(G) = v(G) + 1. Notemos que ésto
sélo puede pasar cuando ny = v(G) — 1y ng = 1 o cuando ny = y(G) + 1y
ny = 0 ya que de cualquier otro modo ny + ny < y(G) y sabemos que V4 |J Va2

es dominante en G, de donde v(G) < ny + na.

Caso 1. Siny =v(G) —1 yng =1 sea f = (Vy,V1,V2) con Vo = {v} como V3

domina a Vi y no hay ViVa-aristas, §(v) =ng =n —ny —ng =n — y(G).

Caso 2. Siny =v(G)+1 yng =0, entonces ng = 0 pues si no hay vértices con
etiqueta dos, no puede haber vértices con etiqueta cero y por lo tanto n = nq.
Por el teorema de Ore sabemos que en cualquier grdfica sin vértices aislados
Y(G) < 5. Asin = y(G) +1 < § + 1, resolviendo, n < 2, asi G es Ko y el

teorema se cumple.

Para el regreso sea v € V con grado 6(v) = n — v. Definimos la funcién f =
(Vo, V1, Vo) de la siguiente forma: Vo = {v}, Vi = V-Nv]y Vo =V - (V1 U V),
entonces f es RDF y V; |J Vs es dominante en G, mds ain, es y-conjunto pues
d(v) =n—r, yasiel peso f(V) =~ —1+2 =+ 1 pero sabemos que para
graficas conexas yg > v+ 1 de donde f es yr-funcién.

O

El siguiente teorema de [] caracteriza a los drboles T que cumplen que
Yr(T) = v(T) + 1, para lo cual necesitaremos un par de nuevas definiciones.
Una arana sana es la grafica que resulta de subdividir una vez todas las aristas
de una estrella K ,, mientras que una arania herida es la grifica que resulta
de subdividir a lo mds p — 1 aristas de K7, (por lo menos una arista no debe

ser sudividida).

Figura 2.13: Arana sana.
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Figura 2.14: Arana herida.

En ambos casos al vértice de grado p le llamaremos cabeza y a los vértices no
adyacentes a la cabeza les llamaremos patas. Para los inicos dos casos en los que
no estd bien definido qué vértices son patas y cabeza, P, y P, consideraremos
que en P, ambos vértices son cabezas y en P, los vértices terminales serdn

ambos patas y los vértices de grado 2 seran ambos cabezas.

Teorema 2.3.2. Si T es un drbol no trivial, entonces yr(T) = v(T)+ 1 si y

solamente si T es una arana herida.

Demostracion. Supongamos que vg = v + 1 y tomemos una ~yg-funcién f =
(Vo,V1,Va) de T con n; minimo. Como se vi6 en la demostracién del teorema
231, Tes P,ony =~(T)—1yny = 1. En el primer caso P, es una arafia
herida y ya terminamos. En el segundo sea Vo = {v}, entonces N(v) = Vj y por
el teorema 2.3.1 ng = n—y(T). Por el teorema 2.2.4(iii) sabemos que un vértice
en Vj es adyacente a lo més a un vértice en Vi, por el mismo teorema sabemos
que V] es un conjunto independiente (es un 2-empaque). Como T es conexa, V;
es independiente y no hay V;Vs-aristas, cada vértice en V; es adyacente a un
vértice en V como en la figura ??. Esta estructura sélo puede ser una arana, v la
cabeza, V; las patas y Vj los vértices intermedios. Por otra parte, debe haber un
vértice en V) que no es adyacente a ninguno en V; (es decir, T' no es una araina
sana) pues de lo contrario Vj seria un vy-conjunto y tendriamos que ng = nq,
no=1yasid(v)=ng<np+l=ni+n2=ng+n+ns—nog=n—7T)lo
que contradice la hipétesis inicial de que §(v) = n — v(T). Asi T es una arafia
herida.

Para la otra implicacién. Sea T una arana herida, v el vértice cabeza y S el

conjunto de los vértices no adyacentes a v (las patas), es inmediato que S J{v}
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Vo Vi

Figura 2.15: T. V7 es un 2-empaque y los vértices de V[ son adyacentes a v y a

lo méas a un vértice de V7.

es y-conjunto de T'. Definiendo Vo = V' \ (SU{v}),V1 = S y Vo = {v}, tenemos
que f = (Vy, V1, V2) es RDF con peso ¥(T') + 1, de donde f es yg-funcién.
O

Ahora caracterizaremos las graficas conexas con yg = v + 2.

Teorema 2.3.3. Si G es una grdfica conexa de orden n, entonces Yr(G) =

Y(G) 4 2 si y solamente si se cumplen las siguientes condiciones:
a) G no tiene un vértice de grado n —v(G).

b) G tiene un vértice de grado n —v(G) — 1 o bien hay dos vértices u,v tales

que [Nful UN ][ =n = 7(G) + 2.

Demostracion. Supongamos primero que vg = v + 2, por el teorema 2.3.1 tene-
mos que no hay vértices de grado n—-y, con lo que se verifica la primer condicién.
Por otra, sabemos que Vo |JV; es dominante en G, de donde ng + ny > . Co-
mo Yr = 2ns + nq, tenemos que 2ns + ny = 7, entonces v+ ny < v+ 2 de
donde no < 2. Asi vz = v + 2 es posible sdlo en los tres casos siguientes: si

n=%G)+2yny=0,sin; =7(G)ynza=1o0sin =v(G) —2yny =2.

Caso 1. Para el primer caso tenemos que, como ny = 0, entonces V3 =V e

igual que en el caso 2 del teorema 2.8.1 n = y(G) +2 < § +2 de donde n < 4.
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O

Q

Figura 2.16: RDF de una arana herida.

Todas las grdficas con a lo mds 4 vértices cumplen que yr(G) = v(G) +1 y no

cumple nuestra hipotesis.

Caso 2. Para este caso sea f = (Vy, V1, Va) una yg-funcion con peso v(G) + 2
con ng = v(G) y Vo = {v}. Como no hay vértices entre Vi y v y v > Vy, se

sigue que §(v) =ng=n—ny —ng =n—v(G) — 1.

Caso 3. Finalmente, sea f = (Vo,V1,Va) una vr funcidn con peso v(G) + 2
conny =v(G)—2 yng =2. Sea Vo = {u,v}. Nuevamente, como no hay aristas
entre V1 y Vo y Vo =V, se sigue que [N[u]|UN[v]| =n—n1 =n—(v(G)—-2) =
n—~(G)+2.

Para la otra implicacién, por a) sabemos que yr(G) > v(G) + 1. Si hay
un vértice v de grado n — y(G) — 1, definimos Vy = N(v), V1 =V — N[v] y
Vo = {v}, ast f = (Vo, V1, V2) es RDF con peso f(V) = ~v(G) + 2, por lo que es
una yg-funcién. Por otra parte si hay dos vértices u, v tales que |N[u] | N[v]| =

|
n —v(G) + 2, definimos Vy = N[u|JN[v] — {u,v}, Vi =V — (Nu]UN[v]) vy
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Vo = {u,v}, asi f = (Vy, V4, V2) es una RDF con peso f(V) = v(G) + 2, y por

lo tanto es una yr-funcion. O

La siguiente caracterizacién para los drboles T' que cumplen v (T) = y(T)+2

se puede encontrar en [4].

Teorema 2.3.4. Si T es un drbol de orden n > 2, entonces Yr(T) = y(T') + 2
sty solo si T es una arana sana o T es una pareja de aranas heridas Ty, Ts con

una arista (u,v) que las une, con u € V(Ty), v € V(Tz) que cumple:
(1) si alguno de los drboles es Py, entonces no estin unidas por la cabeza,
(2) u,v no son ambos vértices patas.

Finalmente es natural preguntarse si hay una caracterizaciéon en general pa-
ra las gréficas respecto al nimero de dominacién, en [6] Xing, Chen y Chen

probaron la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.3.5. Si G es una grdfica conexa de orden n, v(G) > 2 y k es un

entero, 2 < k < v(Q), entonces yr(G) = ¥(G) + k si y sdlo si:

(a) para cualquier entero s con 1 < s < k—1, G no tiene un conjunto Uy de

t vértices (1 <t <s) tal que | U N[)| =n—~(G) — s+ 2t,
veU;

(b) hay un entero l, 1 <1 < k, tal que hay un conjunto de I vértices Wy tal

que | U N[l =n—~(G) — k+2l.
veW;

2.4. Valores de yp para algunas graficas.

Hasta ahora hemos calculado cotas para g y sélo conocemos v para la

grafica vacia. En esta seccién calcularemos g para algunas familias de graficas.

Lema 2.4.1. Sea G es una grdfica conexa no trivial de orden n, son equivalen-

tes:

(i) y=1
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(it) yr =2
(#ii) hay un vértice de grado 6(v) =n —1

Demostracion. (i) = (ii) Si v = 1, significa que hay un vértice v que domina
a todos los demds vértices. Asf la funcién f = (0,0, {v}) es una RDF con peso
f(V) =2, con lo que es una yg-funcién.

(if) = (iii) Si yg = 2 hay dos vértices con etiqueta 1 o uno con etiqueta 2, si
es el primer caso, la grafica debe ser Ky y se cumple (iii), en el segundo caso,
el vértice con etiqueta 2 debe ser adyacente al resto de vértices de la gréfica,
con lo que también se cumple (iii). Finalmente para (iii) = (i) si hay un vértice
adyacente a todos los demads, dicho vértice es un conjunto dominante y se cumple

(i) O
Para los ciclos y las trayectorias se tiene calculado vg.

Teorema 2.4.1. Para la familia de ciclos Cy, y de las trayectorias P, el nimero

de dominacion romana es:

Demostracidn. Para probar que yr(FP,) < (2?”] construiremos una RDF con
peso [ 2] como se ilustra en la imagen 2.17. Vo = {vs, vs, ..., vspt2}, Vi = {vn}

sin es de la forma 35 +1 o V3 = () en otro caso y el resto de los vértices estardn
en V). Para la otra desigualdad sean vy, v1, v2, v3, v4 Vértices consecutivos en la
trayectoria y f = (Vp, V4, V2) una RDF cualquiera. Si en el conjunto {vy,v2,vs}
cualesquiera dos tienen etiqueta 0, el otro necesariamente tiene etiqueta 2 o sus
etiquetas son 0, 1, 0 respectivamente, asi f(v1)+ f(v2)+ f(vs) > 20wv1,v3 € Vo y
vy € V7, pero en este caso necesariamente v, v4 € V2 y entonces f(vo) + f(v1) +
f(v2)+ f(vs) + f(va) > 5 de donde f(V) > 2% y por lo tanto f(V) > [Z*] pues

f(V) es un entero. Para (), sirve la misma funcién. O

Para las multipartitas completas:
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OO0 @O -+ O

U1 V2 U3 V4 Us Ve Un=3j

(a) RDF para P,

con n = 3j.
U1 V2 U3 V4 Us Ve Un=3j+1

(b) RDF para P,

conn=3j+1
U1 V2 U3 V4 Vs Ve Un=3;+2

(c) RDF para P,
conn =35+ 2.

Figura 2.17: RDF para P,.

Teorema 2.4.2. Si G = Ky, j,,..k; conmy < ky <...<k; y A; la particion
con cardinalidad k;, entonces yr(G) = 2 si ki = 1, vr(G) =3 siky =2 y

vr(G) =4 en otro caso.

Demostracion. Para el caso en el que k1 = 1 tenemos que ese vértice es adya-
cente a todos los demds, por lo que por el lema 2.4.1 yg = 2. Cuando k; = 2
sabemos que g > 3 pues no hay un vértice adyacente a todos. Digamos que
Ay = {u,v} y tomemos la funcién f = (V \ A1, {u}, {v}), como v domina a
todos los vértices de G excepto a u f es RDF con peso f(V) = 3. Finalmente,
cuando ki > 3 tomamos u € Ay, v € A y la funcién f = (V \ {u,v},0, {u,v})
es RDF pues v domina a V' \ As, pero u domina a Ay y f(V) = 4; vg # 3 ya
que en A; hay maés de 2 vértices, entonces necesitamos alguien «fuera» que los

domine. O

Teorema 2.4.3. Si G es de orden n y no tiene vértices aislados, entonces

Yr(G) = n si y solamente sin es par y G son 5 copias de Ko

Demostracion. Para la implicacién de regreso notemos que cada arista de G

suma 2 para yg, de donde n < yg < n. Para la otra implicacién supongamos
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que vg(G) = n y que G tiene un vértice v tal que d(v) > 2, asi v es adyacente
au,w €V con u # w, contruiremos ahora una funcién f = (Vp, V1, V2) con
Vo = {u,w}, Vi = V\{u,v,w}, Vo = {v}, es inmediato que es RDF y tiene peso
f(V)=n—-34+2=n—1lo que contradice que yg = n. O

Ahora una cota para la (j, k)-reticula.

Teorema 2.4.4. Para la (j,k)-reticula tenemos que yr(P;OP;) < 2([%-‘ +
j k

[E1+15D.

Demostracion. Construiremos una funcién f y probaremos que es RDF en

P;0P;, con peso a lo més [%—‘ + [%W + [%1 Nombraremos a los vértices de

G como sigue: V' = {v1,1,v12, ..., U1k, V21,--,V2 ks ---Vj1,...,Vjk} ¥ eti-

quetaremos de la siguiente forma: tomando los subindices mod(5) tendremos

f(U1+5h,1+5i) = f(712+5h,3+5i) = f(v3+5h,5+5i) = f('U4+5h,2+5i) = f(U5+5h,4+5i) =

2 y etiqueta 0 para los demaés vértices.

T T

Figura 2.18: RDF para la (j, k)-reticula

Teorema 2.4.5. Para la (2, k)-reticula se tiene que yr(PoaOP;) =k +1
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Demostracion. Nombraremos al conjunto de vértices V' = {v1,1,v12,...,01,
V2.1,V2,2, -..V2 k. Para la desigualdad k + 1 < vyr(P20Py), notemos que si
f = Vo, V1, Va) es RDF, un vértice en V, puede dominar méximo a 4 vértices (él
mismo y 3 vecinos) de donde 4ny+ny > 2k. Asi f(V) = 2na+ny > 2np+ % > k
y f puede alcanzar peso k unicamente cuando cada vértice en V5 es adyacente
a 4 vértices Unicos (ningfun otro vértice en Vo es adyacente a ellos, es decir,
Vs es un 2-empaque) y V4 = (. Probaremos que tales condiciones no se pueden
satisfacer simultdneamente. Supongamos que Vi = ) y consideremos dos vértices
en esquinas adyacentes v1,; ¥ v2,1. Como sélo defienden a 3 vértices cada uno,
no pueden estar en Vs, pero para dominarlos hay que incluir a los dos vértices

adyacentes a ellos, v21 ¥ v2,2. Con lo que no se cumple que V; es un 2-empaque.

v1,1 V12 V13 Vi4

O

N\
V2,1 V22 V23 V24

Figura 2.19: Necesariamente vy 2 y v22 deben estar en Vs, asi Vo no puede ser

un 2-empaque
Para la otra desigualdad exhibiremos una RDF con peso k+1. Vo = {v2 2444,

Vatapt, Vi = {v1,1,v1,k} si k es de la forma 4s+ 3, Vi = {v11,v21} si k es de la

forma 4s+1y Vi = {v1,1} en otro caso como y Vj el resto de los vértices como

[ ]

Figura 2.20: RDF’s con k impar

se muestra en las figuras 2.20 y 2.21.

O

Las siguientes igualdades se probaron en [4] donde ademds se propuso un

algoritmo para calcular yg(P;00Py) con k fijo en tiempo O(j).
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Figura 2.21: RDF’s con k par

N

67 + 1; para j de la forma 4k
675 4+ 2; para j de la forma 4k + 1

’YR(PjD.Pg) =
6j +4; para j de la forma 4k + 2
6j 4+ 6; para j de la forma 45 + 3
2j+1; sij=1,2,3,5,6
’}/R(PjDP4) =

27; en otro caso

Recientemente en [8] se probé hasta k = 8:

Para k = 5:
8; sij=3
’VR(P]'DPS) = 124
LT]J +2; en otro caso
Para k = 6:

L%J +2; para j <5 o cuando j es de la forma 5i,5i + 4,51 + 4
Yr(PBFs) = .
= +3 en otro caso

Para k=T:

165 . - . .
=41 4+2; paraj=1,2,4,7 o para j de la forma 5i
Yr(P;OPr) = le,J
| 52| +3; en otro caso

Por tltimo para k = 8:

9: sij=2
yr(P;0PF;) = ,16; not
{%J +4; cuando j es de la forma 5¢ + 3
L%J +3; en otro caso

Finalmente, también en [8] se calcul6 constructivamente v para P;00C} con
k=3,4,5,6,7,8 y para C;0P, con k = 2,3,4,5,6 y j > 3, pero mds alld de eso

no se conoce mucho sobre el nimero de dominaciéon romana para otras familias
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de gréficas.

2.5. Graficas Romanas

En el teorema 2.2.1 se probé que el nimero de dominacién romana esta entre
v v 27, ya vimos la estructura de las gréficas cuando yr esta cerca de la cota
inferior. En esta seccién veremos qué pasa con las graficas que alcanzan la cota

superior.

Si una gréfica G cumple que vr(G) = 27(G), diremos que tal grafica es una
grdfica romana. Ya conocemos algunas graficas romanas, por el lema 2.4.1
sabemos que cuando hay un vértice adyacente a todos la gréafica es romana.
Ademas sabemos por el teorema 2.4.1 que los ciclos y trayectorias de la forma:
Csi, Psj, Csp2 son graficas romanas. También usando el teorema 2.4.2 es facil
ver que las bipartitas completas K, , con min{m,n} # 2 son romanas. Ya sea
que alguna particién sélo tiene un vértice en cuyo caso hay un vértice adyacente
a todos los demads, o que ambas particiones tengan por lo menos 3 vértices cada
una y en este caso Yr(Kmn) =4y Y(EKmn) = 2.

Los siguientes teoremas proveen caracterizaciones sencillas para las graficas

romanas.

Teorema 2.5.1. G es romana si y sdlo si tiene una yg-funcion f = (Vy, Vi, Va)

donde Vi = 0.

Demostracion. Sea G una grafica romana, asi yg = 27v. Tomemos S un 7-
conjunto de G y tomemos la funcién f = (V '\ 5,0,5), es inmediato que f es
RDF. El peso de f es f(V) = 2|S| = 2y = vg de donde f es yr-funcién. Para
la otra implicacién, supongamos que f = (Vy, Vi, Vs) con V; = () es yr-funcién,
entonces Yr(G) = 2ny. Como Vi |V, es dominante en V, V5 es dominante en
G. Por el teorema 2.2.3(i) sabemos que V5 es y-conjunto en G[Vy |J Va] = G, por
lo tanto ny = y(G) v asi vr(G) = 2v(Q), es decir, G es romana. O
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Teorema 2.5.2. G es romana si y sdlo si v(G) < v(G—S)+ @ para cualquier

2-empaque S.

Demostracion. Por el teorema 2.2.5 sabemos que vr(G) = min{2y(G — 5) +
[S] : S es un 2-empaque}, asi vr(G) = 27(G) y 29(G) < 2¢(G — S) + |S| para
cualquier 2-empaque, de donde v(G) < v(G — S) + @

Para la otra implicacién, si yv(G) < v(G — S) + %l para todo 2-empaque S,
entonces 27(G) < 2v(G — S) 4 |S| para todo 2-empaque S. Asi 2v(G) < vr(G)

y por lo tanto 2v(G) = yr(G) y asi G es romana. O

Respecto a los drboles romanos, en [5] Henning exhibié constructivamente

la familia 7 de los drboles romanos y en [4] se probé el siguiente teorema:

Teorema 2.5.3. SiT es un drbol de orden n > 3 que tiene un unico y-conjunto

D que ademds es independiente, entonces T es un drbol romano; mds aun, la

tnica yg-funcion en T es f = (V' \ D,0, D)

2.6. Otras consideraciones respecto a vy

Concluiremos el capitulo con un par de consideraciones. Primero. El pro-
blema de posicionamiento de tropas que da inicio a la dominacién romana es
facilmente extrapolable a otros problemas, sélo necesitamos un «mapa» que
«proteger», que existan dos tipos de «tropas» diferentes y que uno de ellos pue-
da «proteger» a sus vecinos. Por ejemplo, posicionamiento de hospitales en una
ciudad, donde un tipo de hospital es grande y puede cubrir una zona més am-
plia, que otro, que es mas pequeno y s6lo se cubre a si mismo. O posicionamiento
de tiendas, con supermercados por los que un consumidor estara mas dispuesto
a transportarse y «minisuper» pequenos que cubrirdn un area mas limitada. Y
segundo. Respecto a la complejidad computacional de hallar una yg-funcién
dada una gréfica. El problema se ha abordado en [4] donde se dio un algoritmo

para calcular yg(T") en tiempo O(n) donde T es un &rbol. Sin embargo, como
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muchos problemas en teoria de grificas el problema general es NP-Completo,
en el mismo trabajo se prueba que si existe un algorito que encuentre v para
una grafica cualquiera, dicho algoritmo puede transformarse polinomialmente
para resolver el problema de satisfacibiliad SAT-3 que es un conocido problema

NP-Completo.
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Capitulo 3

Eficiencia

En este capitulo introduciremos la medida de dominacion eficiente, propues-
ta por Bange et al. en [9] que se aplica a dominacién y la extrapolacién de ésta
a la dominacién romana. Consideraremos que cada vértice domina a toda su
vecindad cerrada (incluyéndose).

Dado S C V, la influencia de S es el nimero:

1(8) = (1+68(v)).

veS

Asf por ejemplo, la influencia de un vértice v es 1+ 6(v) pues un vértice influye
en su vecindad y en él mismo (o en su vecindad cerrada).

El ndmero de dominacion eficiente de una graficaes: F(G) = méx{I(S) :
S es un 2-empaque}.
Notemos que cada vértice es dominado a lo m$ por un vértice (de ahi lo de
eficiente) y que no necesariamente todos los vértices son dominados. Si quere-
mos que todos los vértices sean dominados, tenemos la redundancia' de G:
R(G) = min{I(S) : S es dominante} que mide el minimo posible de influencia
necesaria para dominar a toda la grafica. Nuevamente, cuando sea claro usare-

mos F' y R en vez de F(G) y R(G) respectivamente.

la pesar de que R mide la redundancia, es R — n en realidad la «cantidad de dominaciéns»

extra que se uso.

47
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El siguiente teorema nos muestra la relacién entre el ntimero de dominacion

eficiente, la redundancia y el orden de una gréfica.
Teorema 3.0.1. Para cualquier grdafica G de orden n, tenemos que:
F(G) <n < R(G), mds ain, F =n si y solamente si R=n

Demostracion. Para probar la primera parte notemos que si S es un 2-empaque,
entonces |N[z] NS| < 1 para cualquier x € G es decir, un vértice es influido a
lo més por un vértice de S y no necesariamente todo vértice es influido por S,

como se aprecia en la figura 3.1, de donde F' < n.

=

Figura 3.1: No todo vértice en V' es influido por S = {v}

Para la siguiente desigualdad veamos que, si D es dominante, entonces D
influye en toda la grafica, y que un vértice puede ser influido por mas de un
vértice en D. Nuevamente, grafica anterior con un cambio de conjunto D nos

sirve de ejemplo como se aprecia en el figura 3.2

i

Figura 3.2: D influye en toda la grifica. Doblemente en los vértices del mismo

D.
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Para probar la ida de la segunda parte basta ver que si F' = n significa que
tenemos un 2-empaque que domina a todos los vértices, asi dicho 2-empaque
es un conjunto dominante y como n < R, tenemos que R = n. Finalmente, si
R = n tenemos un conjunto dominante D, cuya influencia es n, dicho conjunto
debe ser un 2-empaque pues si hay un vértice doblemente dominado es decir, hay
un vértice que es dominado por méas de un vértice de D, al calcular la influencia
de D que es la suma de las influencias de los vértices de D, dicho vértice serda
«contado» en méas de una ocasion, lo que contradice que R = n por lo que D
tiene que ser un 2-empaque con influencia n y como F' < n se sigue que F = n

con lo que finaliza la prueba. O

Ahora extenderemos este concepto a dominacion romana, para lo que nece-
sitamos la siguiente definicién:
Como definieron Rubalcaba y Slater en [7], un (j, k)-empaque es una fun-

cién f : V. — {0,1,2,...,5} que cumple: Z f(z) < k para todo v € V.
zEN[v]
Denotaremos como V; = {v € V|f(v) = i} a los vértices con etiqueta i, y si
ScV, f(s)= Zf(u) Finalmente a f(N|x]) le llamaremos la suma local en
u€S
z.

Se sigue casi inmediatamente el siguiente lema:

Lema 3.0.1. Si f es un (j, k)-empaque, entonces Vi es un 2-empaque.

Demostracion. Sean u,v € Vi, y supongamos que d(u,v) < 2 asi, si d(u,v) =

IV o

tenemos que hay un vértice z € N(v) N N(u) y la suma local en z, f(N[z])
f(w) + f(v) = 2k lo que es una contradiccién. Por otra parte si d(u,v) = 1
es decir, u y v son adyacentes, tenemos que la suma local en w, f(Nu]) >
f(u) + f(v) = 2k con lo que tenemos la misma contradiccién. Asi, Vi es un

2-empaque. [
Podemos decir atin maés:

Lema 3.0.2. Sea f un (j,k)-empaque. Si v € Vi, entonces para todo u €
N@)UN(N@w))\ {v} se tiene que f(v) = 0. Es decir, los vecinos de v y los

vecinos de los vecinos de v (excepto v) deben tener etiqueta 0.
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Demostracion. Sea xz € N(v) UN(N(v)) \ {v} y supongamos que f(x) > 0. Si
x € N(v) tenemos que la suma local en v es f(N[v]) > f(v)+f(z) > k que es una
contradiccién. Si x € N(N(v))\{v} tenemos que hay un vértice adyacente tanto
a z como a v, digamos z, asi, la suma local en z es f(N[z]) > f(v) + f(x) > k

con lo que llegamos a la misma contradiccién, por lo tanto f(x) = 0. O

Nos interesarédn particularmente los (2, 2)-empaques por su parecido con las
RDF, pues un (2,2)-empaque es una funcién f : V — {0,1,2} que cumple:
f(N[v]) < 2 para cualquier v € V. Ademds, el lema 3.0.2 aplicado a (2, 2)-
empaques nos garantiza que no hay V;V; aristas (de hecho cualquier vértice
en la vecindad y en la vecindad de la vecindad de un vértice en V5 debe tener
etiqueta 0, excepto el mismo vértice), también se cumple que A(G[V1]) < 1, es
decir, en G[V;] no hay trayectorias de longitud 2. Anotaremos lo anterior en el

siguiente corolario.

Corolario 3.0.1. Si f es (2,2)-empaque y v € Vs, entonces los vértices que

estén a distancia 1 o 2 de v tienen etiqueta 0. Ademds A(G[W1]) < 1.

Definiremos ahora la influencia romana de una funcién f: V — {0,1,2}

como el nimero: Ir(f) = |Vi| + |Va| + Z&(v).
veVs
Notese que la influencia romana estd definida en general para cualquier funcién

f:V —{0,1,2} y no sélo para los (2,2)-empaques o las RDF, ésto nos serd
util mas adelante. También cabe senalar que la influencia romana de f estd

relacionada con la influencia «normal» en la siguiente igualdad:

Ir(f) = il + 1(V2)

Definimos el nimero de dominacion romana eficiente de G como la
mayor influencia romana que puede alcanzar un (2, 2)-empaque, y lo denotamos

como Fg(G).

Fr(G) =méx{Ig(f) : f es un (2,2)-empaque} .
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Figura 3.3: f es RmDF pero no es ygr

A un (2, 2)-empaque que alcance este maximo le llamaremos Fr(G)-funcidn.
Como antes usaremos unicamente Fr-funciéon cuando no sea necesario especifi-
car la grafica.

Finalmente, diremos que una RDF f: V' — {0, 1,2} es una funcidén de do-

minacion romana minimal o RmDF 2 si cumple las siguientes condiciones:
(i) No hay V4 V5 aristas,
(i) si v € Vo, entonces existe u € Vj tal que N(u) NVa = {v},

(iii) v € V; implica que |[N(v)NVi| < 1.

Notemos que la segunda condicién pide que todo vértice en Vs tenga por lo
menos un vecino privado respecto a V5 en Vj, mientras que la tercera asegura
que no habrd trayectorias de longitud 3 en G[V4]. Estas (y otras) condiciones
las satisfacen las yr-funciones como ya se probé en el capitulo 2 en el teorema
2.2.3 por lo que toda yg-funcién es una RmDF.

La pregunta natural que surge es: ;f es RmDF implica que f es vg? La
respuesta, como se ilustra en la figura 3.3 es no, pues f es RmDF pero no g,
de hecho se puede construir una RmDF cuyo peso se aleje tanto como queramos
de vg.

Finalmente, definimos el nimero de redundancia romana de G como

Rp(G) = min{Ir(f) : f es RmDF}

2Roman minimal domination function
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Ya con todas estas definiciones, lo que sigue es dar un resultado andlogo para

la primera parte del teorema 3.0.1 pero para dominacién romana:
Teorema 3.0.2. Si G es una grdfica de orden n sin vértices aislados, se cumple:
Fr(G) <n < Rp(G)

Demostracion. Sea f una Fp-funcién, es decir, f es un (2,2)-empaque con
influencia romana méxima. Por el lema 3.0.2 si x € V3 se tiene que N(x) U
N(N(z))\{z} C V pues f es un (2, 2)-empaque. Se sigue que por cada vértice
con etiqueta 2, hay por lo menos un vértice con etiqueta 0 adyacente a él, asi
cada vértice con etiqueta 2 «cuenta» por lo menos a dos vértices de la grafica,
los vértices con etiqueta 1 sélo se cuentan a ellos mismos, de donde Fr < n.

Para la otra desigualdad sea g una RmDF con influencia romana maxima. Hay

que probar que Ir(g) = [Vi| + I([Vi| + [Vl + D 6(v) = n = Vol + [Va] + |Val,
veVs
asi, basta probar que Zé(v) > |Vol, ésto se cuple pues como g es RDF ca-
vEVS
da vértice en Vj es adyacente a algin vértice en V3, por lo tanto Ig(g) =

[Vi| + Vo] + Z d(v) > |Vo| + [Vi| + | V2] = n. Con lo que podemos concluir que
veVs
n < Rr(QG). U

Podemos decir més respecto a la relacién entre el nimero de dominacién

eficiente y el nimero de dominacién romana eficiente:
Teorema 3.0.3. Para cualquier grafica G se cumple que F(G) = Fr(G).

Demostracion. Probaremos primero que F(G) > Fr(G). Sea g un (2, 2)-empaque
con Ir(g) maxima, es decir, una Fr-funcién. Vamos a construir un 2-empaque,
S, con influencia romana mayor a la influencia romana de g. Incluiremos en S a
todos los vértices de V. Dado que g es (2, 2)-empaque, por el lema 3.0.2, V5 es
2-empaque. Supongamos que Vi = {v1, v2,vs,...v;} y sea W = V;. Tomaremos
uy = v1 € W lo «metemos» en S y eliminamos de W a los vértices a distancia
a lo mas 2 de u;. Ahora tomamos us € W, lo metemos en S y eliminamos de

W a los vértices que estén a distancia a lo méas 2 de él. Repetimos hasta que
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W = (. S es un 2-empaque por construccién y puesto que V3 ya era 2-empaque.

Calculemos la ifluencia de S. I(S) = Z(l +4(s)) = |UN[S]| puesto que S

ses ses
es un 2-empaque. Vamos a probar que en el i-ésimo paso del procedimiento,

cuando anadimos u; a S, |N[u;]| es por lo menos tan grande como los vértices

que quitamos de W en este paso.

Sabemos que |N(u;) NW| < 1 pues en G[V;] no hay trayectorias de longitud
2, por la misma razén si € N(u;) "W, N[z] N W = {u;,x}. Por otra parte, si
y € Wy d(u;,y) = 2 hay un vértice z € N(y) N N(u;). Es decir, por cada vértie
que quitamos de W hay otro vértice que es dominado por u;, con lo que |N[uw;]|
es por lo menos tan grande como los vértices que quitamos de W en el i-ésimo

paso. De ésto se sigue que

I(SnW) > |V

Asi se cumple 1(S) = I(S\ V) + 1(Va) = I(S O Vy) + I(Va) > [Vi] + I(Va) =
Ix(f) = Fr(G) de donde F(G) > Fr(Q).

Para ver que Fr(G) > F(G). Sea S un 2-empaque con influencia I(S) =
F(G). Definimos f = (Vp, V1, V) como sigue: f(v) = 2 cuandov € S'y §(v) > 1,
f(v)=1cuandov € Sy d(v) =0y f(v) =0 cuando v ¢ S. Notemos que como
S es un 2-empaque y Vo C S, entonces V5 también es un 2-empaque. Ahora
veamos que f es un (2,2)-empaque. Si v € Vp, v no es vecino de vértices en V;
(va que en V; sélo hay vértices aislados) y v es vecino a lo méds de un vértice
en V2 pues V2 es un 2-empaque, asi f(N[v]) < 2. Como V; es un conjunto
de vértices aislados, si v € Vi, f(N[v]) = 1. Por otra parte, si v € Vs, todos
sus vecinos tienen etiqueta 0, pues V5 es 2-empaque y V; son vértices aislados,

asi f([v]) = 2. Se sigue que f es (2,2)-empaque. Finalmente recordemos que
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Fr(G) > Ir(f) y calculemos la influencia romana de f.

Vil + I(Va)
Vil + [Val + ) 6(v)

veEVy

5]+ ) 6(w)

veVs

= IS1+ ) _6w) + Y _8(v)

veEV] veEVy

Ir(f)

Pues al ser V] un conjunto de vértices aislados se tiene que Z 0(v) =0, asi

veVy
S|+ 8(0) = 18]+ > _6(0)+ Y _dw)
veEVs veVy veVa
= 18]+ ()
veS

= 1(5)

= F(G)

De donde podemos concluir que Fr(G) > F(G). O

Con el anterior resultado podemos ver que la eficiencia y la eficiencia romana
estan muy relacionadas entre si, de hecho, la segunda parte del teorema 3.0.1 se
cumple a medias para dominacién romana. Pero antes necesitamos el siguiente

teorema:

Teorema 3.0.4. Si G es conexa de ordenn >3, Fr(G) =n vy f = (Vo, V1, Va)

es Fr(G)-funcion, entonces Vi = 0.

Demostracién. Supongamos que Vi # () y sea v € V4. Como Igr(f) = n, todo
vértice en Vj es adyacente a algin vértice en Va, pero como f es (2,2)-empaque,
entonces sélo puede ser a un vértice. Es decir, todo vértice en Vj es adyacente a
un solo vértice en V5. Como G es conexa, v debe tener por lo menos un vecino u.
Si f(u) = 0, entonces la suma local en u excede a 2, de igual forma, si f(u) = 2

la suma local en u excede a 2. Si f(u) = 1 hay otro vértice w adyacente a u o
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a v, en cualquier caso w no puede tener etiqueta 1, pues contradice el corolario

3.0.1, asi que estamos en el caso anterior. Por lo tanto V; = 0. O

Lo siguiente es demostrar un lema que probara ser de utilidad para los

teoremas que siguen.

Lema 3.0.3. Si f es una RDF sin V1 Va-aristas y Vo es un 2-empaque, entonces

Ir(f)=n

Demostracion. Observemos primero que como f es RDF, cada vértice con eti-
queta 0 es adyacente a un vértice con etiqueta 2. Por otra parte como V5 es un
2-empaque, si u, v € Vs, entonces N(u) N N(v) = 0. De adonde se sigue que

E d(v) = |Vp| pues esta suma cuenta una vez y sélo una vez a cada vértice de

veEVs
Vo. Ahora calculemos la influencia romana de f:

In(f) = [Vil+1(Va)
= VA Val + ) (6(v)

veEVs
= |[Vi| + |Va| + Vo

= n.
O

Ahora si, veamos que una parte del teorema 3.0.1 que es para eficiencia

«normal», también se cumple para eficiencia romana.

Teorema 3.0.5. Si G es una grdfica de orden n y Fr(G) = n, entonces

RR(G) =n.

Demostracion. Como Fr(G) = n, por el teorema 3.0.3 sabemos que Fr(G) =
F(G), asi F(G) = n de donde existe un 2-empaque S con influencia I(S) =
n, es decir, S domina todos los vértices de G (y sélo los domina «una vez»).
Definiremos f : V' — {0,1,2} como sigue: f(v) = 2 cuando v € Sy §(v) > 0,
f(v)=1cuandov € Sy d(v) =0y f(v) =0siv ¢ S. fes RDF puesv € Vj

implica que v ¢ S y como S domina a toda la gréifica, debe existir un vértice
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en S que sea adyacente a v, tal vértice también estd en V5. Por otra parte como
f es RDF y V4 es un 2-empaque (pues es subconjunto de un 2-empaque) y no
hay VjVs-aristas pues Vi es un conjunto de vértices aislados; por el lema 3.0.3
Ir(f) = n. Falta ver que f es RmDF, pero es inmediato de su contruccién que
se cumple (i) y (iii) pues V] es un conjunto de vértices aislados y (ii) pues los
vértices de V5 son adyacentes a vértices en Vj, y como V5 es 2-empaque, esos
vecinos en Vj no pueden ser adyacentes a otros vértices en Vs. Asi, f es RmDF
con Ir(f) = n que por el teorema 3.0.2 es la minima redundancia romana que

puede alcanzar una RmDF. O

Desafortunadamente el regreso no se cumple como se ilustra en el 3.4.

Figura 3.4: Rr = n pero Fr <n

Finalmente probaremos que los arboles tienen redundancia romana n, pero
para probarlo necesitamos una tultima definicién que generaliza el concepto de
vecindad. La r-vecindad de un vértice v N,.(v) = {z € V|d(x,v) = r} son los

vértices que estan a distancia r de v.
Teorema 3.0.6. Si T es un drbol de orden n, entonces Rr(T) =n.

Demostracion. Primero notemos que si T es una grafica trivial, poniendo 1 a
la etiqueta de su tnico vértice tenemos que 1 =n < Rp(T) < Igx(f) =1y asi
Rr(T) =1. Si T es una estrella K ,_1, la funcién f en la que f(v) =2 donde
v es el vértice central y f(v) = 0 para las hojas es RmDF (en realidad podemos

decir que f es yg) también cumple que n < Rr(T) < Ir(f) = n de donde
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Rr(T) = n. Asi, podemos suponer que T tiene por lo menos 4 vértices y que
diam(T) > 3. Seleccionamos un vértice v, y consideramos a T como un &rbol
con raiz en v, vamos a definir una RmDF de forma recursiva sobre los niveles de
T como sigue: f(v) = 2, los vértices en el siguiente nivel, N1 (v) = N(v) tendrin
etiqueta 0. Supongamos que f ha sido definida hasta el k-ésimo nivel, es decir
hasta Ny (v) y la definiremos ahora para los sucesors de los vértices en N (v), es
decir, para Njy1(v). Sea z € N (v) y sea z € Ni_1(v) su antecesor. Si f(z) = 2
sus sucesores llevardn etiqueta 0. Si f(z) =0y f(z) = 2, los sucesores de x que
sean vértices terminales tendran etiqueta 1 y 0 en otro caso. Si f(z) =0 = f(z)
entonces elegimos a un sucesor de z, digamos y y f(y) = 2, para el resto de los
sucesores de x, su etiqueta serd 1 si son terminales y 0 en otro caso.

Notemos que:

= Siz € Vj, entonces por construccién su antecesor o alguno de sus sucesores

debe tener etiqueta 2, de donde se sigue que f es RDF.

= Six € Vp, x es terminal y su antecesor tiene etiqueta 0, de donde no hay

Vi1 Vs-aristas.

= Six €V, entonces N(z) C Vo y Na(x) C Vo U V7 ya que por construccion
la tnica forma de poner etiquetas 2 es cuando sus dos sucesores tienen

etiqueta 0; asi, V5 es un 2-empaque.

= Como V5 es un 2-empaque, todos los vecinos de cualquiera de sus vértices

son vecinos privados.

De todo lo anterior se sigue que f es una RmDF, méas atin, como como V5 es
un 2-empaque y no hay V;Vs-aristas, por el lema 3.0.3 Ir(f) = n. Por lo tanto
Rr(T) =n.

O
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Capitulo 4

Y mas alla

Durante la realizacién de esta tesis, estudiando el articulo [7] de Rubalcaba

y Slater, nos encontramos con el siguiente resultado (teorema 2.5, p3197):
Afirmacién. Si G es grifica se cumple que Rr(G) < R(G).

Antes de analizar el argumento, observemos que si S & S’; entonces I(S) <
I(S’) de donde se sigue que si un conjunto de vértices D es dominante con
influencia minima, entonces ningin subconjunto propio puede ser dominante, es
decir, D es dominante minimal.

Para probar la afirmacion, la idea en dicho articulo es tomar un conjunto
dominante D con influencia I(D) = R(G), y a partir de tal conjunto hallar una
funcién f que sea RmDF y tenga influencia romana Igr(f) < I(D) = R(G),
como Rr(G) < Ir(f) probar lo anterior seria suficiente. Se propone la funcién
f:V = {0,1,2} de la forma: f(v) = 0siv ¢ D, f(v) =2siv € Dy
v tiene un vecino privado fuera de D y f(v) = 1 en otro caso. Como D es
minimal dominante, si existen u,v € D adyacentes, entonces cada uno debe
tener un vecino privado fuera de D, pues de lo contrario D — u es un conjunto
dominante, de donde las tinicas adyacencias entre vértices de D son entre vértices
de V5. Con lo anterior se verifica que no hay VjVs-aristas, y que si v € Vj

implica que |N(v) N V4| < 1, es decir, las condiciones (i) y (iii) para que una

99
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RDF sea RmDF. La condicién (ii), que todo vértice en V, tiene un vecino
privado en Vj es inmediata de la construccién de f. Finalmente basta calcular

la influencia romana de f. Ir(f) = |[Vi| + I(Va) = || + |Va] + 26(11) =
veVa

DI+ > 6(v) = Y 6(v) = I(D) = > 6(v) < I(D) = R(G). Con lo que
veED vEV] veV:
aparentemente se prueba que Rr(G) < R(G).

En principio el argumento parece no tener fallos, sin embargo, nunca se
probé que f es RDF. Tratamos de probar que tal funcién es RDF sin éxito.
Después intentamos con una funcién [ — (0, 1,2) diferente, f'(v) =2siv € D
y f'(v) = 0 en otro caso. Definida asi, estd garantizado que f’ es RDF, su
influencia romana es Ig(f’) = |Vi| + I(Va) = I(Vz2) = R(G) con lo que si
conseguimos probar que f’ es RmDF terminarfamos. Las condiciones (i) y (iii)
se cumplen de manera andloga, sin embargo no pudimos garantizar la condicion
(ii). Aparentemente, el garantizar que f’ sea RDF nos hace perder la condicién
(ii) y el garantizar la condicién (ii) nos hace perder que f es RDF. Finalmente
dimos con un contraejemplo al argumento (no al teorema), es decir, una gréfica
con un conjunto dominante con influencia minima cuya funcién f definida como
en [7] no cumple ser RDF y f’ definida anteriormente no cumple la condicién

(ii) para ser RmDF. Analicemos la siguiente gréfica G.

P p’1

P3 pé

Pa pﬁ;

Figura 4.1: Grafica G
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Hallemos un conjunto dominante D con influencia minima I(D) = R(G).

Fijémonos primero en la subgréfica H compuesta por los vértices {p1, p2, ps, c}.

D1

D2

b3

Figura 4.2: H

Sea D un conjunto dominante en G con influencia minima, es decir, I(D) =
Rr(G). Necesariamente p1,ps,ps € D o ¢ € D. Supongamos que p1, ps, ps € D
y consideremos ahora al conjunto D' = (D U {c}) \ {p1,p2,ps}. El conjunto D’
también es dominante y calculando I(D’) = I(D)+ |{c}+d(c) — |{p1,p2,p3}| —

3

Zpi =ID)+1+5—-3—-3 = I(D) con lo que D' es dominante, y tiene
f; 1misma influencia, asi podemos considerar que nuestro conjunto dominante
con influencia minima G contiene al vértice ¢. Con un razonamiento andlogo
podemos hacer que D contenga al vértice ¢’.
En nuestro conjunto dominante tenemos a los vértices ¢, y nos restan por

dominar {z, 2.y, z}.

j 2 P

Revisando cada caso posible como en las figura 4.3, 4.4 y 4.5, vemos que
para dominar la parte que nos falta de G, tenemos las siguientes opciones:

{ps, 2'}, {p}, a2}, {z,y}, {2/, v}, {z, 2}, {2/, z}, {z, 2’} y finalmente {y, z}. Vemos

que las primeras 6 opciones suman 7 a la influencia, la séptima suma 8 y la tiltima
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s6lo suma 6.

Yy Yy
ps & Q. o ps .@ AN
X .13/ X ZJ
z z

@ (1) (0) e}
Y Y
pr .@ Ny mL GQ AN
X x/ x IL'/
z z
© (.0} (@ (/.
Yy Yy
D4 O/ @3 \o jA D4 o/ c@ \3 P
Xz x/ X x/
z z
(© 2.2} 0 ')

Figura 4.3: Influencia + 7

Pa Py

Figura 4.4: {z, 2’} Influencia + 8

De donde nuestro conjunto dominante con influencia minima es D = {¢,’, y, z}
con I(D) =18

Ahora, veamos quién es f. Como y y z no tienen vecinos privados, Vo =
{e.d}, Vi ={y, 2} y Vo = {p1, 2, p3, pa. , Pl Py, P, Py, '} pero entonces ningiin
vértice en V5 domina a z ni a 2’ con lo que f no es RDF como se aprecia en la
figura 4.7.

Por otra parte, f’ no cumple la condicién (ii) para ser RmDF, pues y y z no



Figura 4.5: {y, z} Influencia + 6

b1 41

P2 p’z

p3 pé

P4 pi;

Figura 4.6: I(D) = 18

tienen vecinos privados en 1V como se observa en la figura 4.8.

63

Sin embargo, podemos arreglar ambas funciones, ya sea cambiar la etiqueta

de y (o de 2) en f por 2, o cambiar su etiqueta en f’ por 1 como en la figura

4.9.

Creemos que es posible dar una funcién f que sea RmDF con peso menor o

igual a R(G) y completar con ello la prueba, el problema es decidir qué vértices

de D se deben incluir en V5 y cudles no para asegurar que f sea RDF y que todo

vértice de V5 tenga un vecino privado en Vj. Se queda como trabajo futuro.
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b1
b2
ps3
Y2
b1
D2
b3
2
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P
Y
c c
D3
A
Figura 4.7: f no es RDF
P
Y
cl
Yy
3
A
X LC,
z

Figura 4.8: f' no es RmDF



P2

ps3

b1

yZ

Y

Figura 4.9: f” es RmDF con Ig(f") =16 < 18 = R(G)
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