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Introduccion

Durante los ultimos 50 anos el impacto de la integral estocastica en la mate-
matica tanto tedrica como aplicada ha sido inmenso, en particular el calculo es-
tocastico desarrollado por Kiyosi Itd quien fue galardonado con el “Premio Gauss
para Aplicaciones Matematicas” por sentar las bases de la teoria de Ecuaciones
Diferenciales y Analisis Estocastico; a pesar de que él mismo se consideraba
un matematico puro.

Kiyosi It6 es un matemaético japonés nacido en 1915. Durante 1942 mientras
trabajaba en la Oficina de Estadistica del Gobierno de Japon logré un gran
avance en la teoria de los procesos de Markov, dichos resultados fueron publi-
cados en japonés bajo el titulo Didlogo de Matematicas a Nivel Mundial
(Zenkoku Sizyo Sugaku Danwakai-si). Entre los anos 1944 y 1951 en Japon se
publicaron extensiones de estos primeros resultados, los cuales sentaron las ba-
ses de lo que mas tarde llegaria a ser conocido como Analisis Estocéastico.
Posteriormente en las “Memorias de la Sociedad Americana de Matematicas”
se publicoé una explicaciéon sisteméatica bajo el titulo Ecuaciones Diferencia-
les Estocasticas, esto gracias a JL Doob, quien inmediatamente reconocié la
importancia del trabajo de Ito.

En esta tesis estudiaremos ecuaciones diferenciales estocasticas, las cuales
son expresiones de la forma:

Xi(w) :er/O J(Xs(w))dWS(w)Jr/o b(Xs(w))ds

Lo cual es un problema particularmente dificil, Wiener y otros demostraron
que la trayectoria de un movimiento browniano es continua pero es no dife-
renciable casi donde quiera. En particular, una trayectoria browniana no es de
variacion acotada y por tanto no es integrable en el sentido de Lebesgue-Stieltjes.
Con el proposito de dar sentido a la ecuacion anterior, es necesario establecer



INDICE GENERAL

lo que hoy se conoce como la teorfa de integracion estocastica.

Este trabajo trata la construccion de la Integral Estocéstica, es decir, la In-
tegral con respecto del Movimiento Browniano, estas integrales son comtinmente
llamadas integrales estocasticas o integrales de It6. La estructura principal de
este trabajo es la siguiente:

El primer capitulo se centra en el movimiento browniano, se da una breve
resena historica, su definicion y algunas propiedades que nos seran de utilidad
para los posteriores capitulos.

En el segundo se introduce la integral estocastica o integral con respecto
del movimiento browniano. El capitulo comienza construyendo la integral esto-
castica para integrandos deterministas, es decir, para funciones que dependen
unicamente del tiempo y no de factores aleatorios, esta integral es conocida
como la integral de Paley-Wiener. Posteriormente se construye la integral es-
tocastica para integrandos simples, es decir, para procesos estocasticos simples
o elementales. Finalmente el capitulo termina con la extension de la integral
estocastica sobre la cerradura del conjunto de procesos estocésticos simples que
son integrables.

En el tercer capitulo se introducen las formulas de It6 las cuales pueden en-
tenderse como un analogo de la férmula de integraciéon por partes para integrales
estocasticas.

Finalmente se estudia una aplicacion de la integral estocastica, el célculo
estocéstico de Ito aplicado a las finanzas matematicas deduciendo de manera
estocastica la formula de Black-Scholes.

La mayor parte de esta tesis se ha basado en el curso de Seminario de Aplica-
ciones Actuariales (Integracion Estocastica) impartido por la Dra. Maria Emilia
Caballero Acosta en el Instituto de Matematicas durante el semestre 2015-1. Di-
cho curso fue basado principalmente en los libros de Evans [1] y Qksendal [2].

Pagina vi



—Capitulo 1

Movimiento Browniano

1.1. Breve Reseia Histérica

Figura 1.1: Robert Brown

Londres, 1827, mientras el médico y botéanico escocés Robert Brown (1773-



1. Movimiento Browniano

1858) examinaba particulas de polen de Clarkia Pulchella en el microscopio,
observo que cuando estas se encontraban suspendidas en agua o en otros liquidos
se movian sin cesar en forma erratica. En un principio, Brown pens6 que las
particulas tenian movimiento propio e incluso vida. Posteriormente, el fenémeno
se asoci6 no sélo con particulas de polen, sino también con particulas de materia
inorganica como el polvo fino de algunos materiales (vidrio, carbon, roca, etc.).
Su investigacion “A Brief Account on the Particles Contained in the Pollen
of Plants; and on the General Existence of Active Molecules in Organic and
Inorganic Bodies” fue publicada en el “Edinburgh New Philosophical Journal”,
July-September (1828), pp. 358-371.

Figura 1.2: Clarkia Pulchella

No fue sino hasta principios del siglo XX, cuando se demostré que el mo-
vimiento irregular de la particulas de polen se debia al golpeteo constante de
las moléculas invisibles del agua sobre las moléculas visibles de las particulas de
polen. En 1905, el fisico Albert Einstein (1879-1955) escribe un articulo sobre
mecanica estadistica que proporciona la formulacion mateméatica del movimien-
to Browniano, de la cual se deriva que la dispersién promedio del desplazamiento
de la particula en un liquido, en un tiempo dado, es proporcional a dicho tiempo.

En 1900, el matematico francés Louis Bachelier (1870-1946) en su tesis
“Theorie de la spéculation” sobre el modelado del comportamiento aleatorio
de los precios de las acciones de la bolsa de Paris, se anticipé a Einstein con
la formulacién matematica del movimiento Browniano, abordando un problema
completamente diferente al de la mecanica estadistica o al del movimiento erra-
tico particulas de polen suspendidas en agua. Sin embargo, su trabajo no fue
reconocido como una contribucion relevante por sus profesores y companeros en
la “Sorbonne” de Paris. Su vida transcurrié en el anonimato, hasta la fecha po-
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1. Movimiento Browniano

Figura 1.3: Louis Bachelier

co se sabe de este enigmatico y misterioso personaje. La relevancia del trabajo
de Bachelier fue reconocida hasta 1960, tristemente después de su muerte. El
movimiento Browniano, asi como sus aspectos tedricos y practicos, es objeto de
numerosos estudios en muchas y muy diversas &reas de las finanzas. Sin lugar
a dudas, el movimiento Browniano se encuentra implicita o explicitamente en
casi toda la teoria financiera en tiempo continuo en ambientes estocasticos.

Otro destacado matemético asociado con el movimiento Browniano, es Nor-
bert Wiener (1894-1964), de origen estadounidense, nacido en Columbia, Mis-
souri. Wienner obtuvo su doctorado en Harvard en 1912, a la edad de 18 anos,
presentado una tesis sobre logica matemética. Al concluir sus estudios en Har-
vard se fue a Cambridge, Inglaterra, donde fue alumno de Bertrand Russel y
G. H. Hardy. Y posteriormente, en 1914, se trasladé a Gottingen, Alemania, a
trabajar bajo la direcciéon de David Hilbert y Edmund Landau. Es importante
destacar que Norbert Wiener también ha sido reconocido como el padre de la
cibernética.

Péagina 3



1. Movimiento Browniano

Figura 1.4: Norbert Wiener

1.2. Movimiento Browniano

1.2.1. Definicién y Propiedades Basicas
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1. Movimiento Browniano

Lema 1.2.2. Si W = (Wy),.p es un proceso de Wiener, entonces:

C (s,t) :=Cov [Ws, W] = s At

Demostracion. Podemos suponer sin perdida de generalidad que s < ¢, entonces
gracias a la propiedad de incrementos independientes del movimiento browniano
y que este es un proceso gaussiano de media cero tenemos que

C(t,s) = E[W,W,] — E[W,] E[W,]
= E[W, W]
=E[(W; — Wy + W) W]
= E[(W, — W) W] +E [W?]
=E[W, - W,]E [W,] +E [W2]
= E W]

De igual manera si t < s tenemos que C (¢, s) =t con lo que queda demostrado
el lema.

O

1.3. Teorema de Continuidad de Kolmogorov-Centsov

Teorema 1.3.1. (Teorema de Continuidad de Kolmogorov-Centsov
1956) Si X = (X¢),~, es un proceso estocdstico tal que existen o, 3> 0,C >0
para los cuales .

E [|Xt - Xﬂ <Ot — st (1.1)

Entonces existe una version X = <)~(t> . del proceso X tal que t — X, (w) es
>0

~-Hélder continua en RY, donde 0 < < % para casi toda w € ), es decir que
para casi toda w € Q existe una constante K = K (w,v,T) tal que:

Xt(w)—)?s(w)(gmt—sw 0<s,t<T (1.2)

IDonde denotaremos s A t como el minimo entre los niimeros s y t, matematicamente
sAt=min{s,t}.

Péagina 5



1. Movimiento Browniano

Una demostraciéon rigurosa de dicho teorema puede consultarse en Karatzas-
Shreve. Brownian Motion and Stochastic Calculus. Sequnda edicion. Springer-
Verlag (p. 53-55) [3].

Corolario 1.3.2. SiW = {W;},., es un movimiento browniano, entonces exis-

te una modificacion W = <Wt) de W con trayectorias y-Holder continuas
>0

para cualquier v < %

Demostracion. Para > 2 y 0 < s < t calcularemos la siguiente esperanza

22
E W, - W] =E[[wi_.l’] /|W e

Al ser |x|B una funcién simétrica con respecto al cero al igual que la funcién de
densidad normal con media cero, tenemos que se cumple la siguiente igualdad

e 2= = dz (1.3)

m/

Resolviendo esta integral bajo el siguiente cambio de variable:

(v= 5y du=Zdo)

Tenemos que (1.3) es igual a lo siguiente

m/

R

vT o Jo

—r(242)
Utilizando la definicién de la funcion Gamma T (z) := [; t*'e~'dt tenemos
que
8 6+1 8
= |t - —t—s? C
—i ot 2 (B e o)
=:C(B)
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1. Movimiento Browniano

Considerando 8 = 2m y a = m—1 para m cualquier nimero natural mayor o
igual que 2, tenemos que se satisfacen las hipé6tesis del Teorema de Kolmogorov-
Centsov (1.1), es decir:

E [\Wt - W5|ﬁ] <Ot — s/t
Entonces el proceso W tiene una modificaciéon y-Hoélder continua para cada
exponente 7y que satisfaga:

0 < <a_m—1_
7 8 2m

1
— para toda m > 2
m

N =

Por lo tanto, para casi toda w y cualquier T' > 0, la trayectoria ¢t — W (t,w)
es uniformemente Holder continua sobre [0, T] para cada exponente 0 < v < %

O

Gracias a este resultado, al trabajar con movimientos Brownianos, siempre
podemos suponer la hipotesis de la continuidad de Holder en sus trayectorias.

1.4. Filtraciones y Martingalas

Definicion 1.4.1. Una filtracion sobre algun espacio de probabilidad
(Q,F,P) es una familia {F},~, de o-dlgebras F; C F tal que {F} es cre-
ciente, es decir:

Fs C Py para todo 0 < s <t

Una filtracion puede ser pensada como una estructura de informacion di-
namica. La interpretacion es que .%; representa la informacién disponible al
tiempo t. El hecho de que la filtracion esté aumentando significa que hay més y
més informacion conocida conforme el tiempo transcurre y que la informacion
pasada no se olvida.

Definiciéon 1.4.2. Un espacio de probabilidad (2,.7, P) se dice que es com-
pleto si cada vez que se tenga la situacion A C B con B € # y P(B) = 0,
entonces también se tiene que A € & y P(A) = 0.

En otras palabras, un espacio de probabilidad es completo si todos los sub-
conjuntos de eventos nulos son también eventos nulos.
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1. Movimiento Browniano

En este caso .#}V contiene sélo conjuntos de probabilidad cero o uno. Cla-
ramente, si s < ¢ entonces .FV C . FWV.

Ademas, basta que % := 0o (9tw v A ) se defina tinicamente para t = 0, ya
que si Fy =0 (FV Vv A), entonces A C Fy C ., para toda t > 0.

Es posible demostrar que la filtracion browniana asi definida es una filtracion
con las condiciones habituales, sin embargo, para fines de este trabajo usaremos
como hipoétesis este hecho.

En lo sucesivo, usaremos espacios de probabilidad filtrados donde la filtracion
{Fi};5 es la filtracion browniana.

Pagina 8



1. Movimiento Browniano

Definicion 1.4.6. Un proceso estocdstico {M;},~, sobre algin espacio de pro-
babilidad (2, F, P) con una filtracion {.F;},~, es llamado una martingala con
respecto a la filtracion {Fi},5q y con respecto a P si:

1. M; es F;-medible para todo t

2. E[|M:]] < oo para todo t

3. E[M;| %] = M para todo t > s

Es importante mencionar que la a definiciéon de martigala depende tanto
de la medida como de la filtraciéon, en lo sucesivo a menos que se mencione lo
contrario las martingalas seran consideradas con respecto a la filtracién natural
browniana.

Teorema 1.4.7. Sea W = (W,),», es un movimiento browniano sobre

(Q,ﬁz,{ﬁt}tzo,P) un espacio de probabilidad filtrado, entonces W es una

martingala.

Demostracion. Gracias a que {%},~ es la filtracion browniana, el proceso W
es adaptado y por un desarrollo similar al del corolario 1.3.2, tenemos que para

todo t
/2t
E[[W]] =4/ — < o0
T

Falta demostrar que para todo s < t:
E [Wt| 93} == WS

La propiedad de incrementos independientes de W implica que las variables
aleatorias W; — Wy y Wy son independientes, lo cual nos conduce a lo siguiente:

E[Wi| 2] = E[W; — W, + W, Z]
(W, — W,| ) +E[W,| #,]

=E[W, - W]+ W,

=W

Por lo tanto, el movimiento browniano es una martingala.

Péagina 9



1. Movimiento Browniano

Figura 1.5: Simulacién de una Trayectoria Browniana.

Figura 1.6: Simulacion de 1000 Trayectorias Brownianas.
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1. Movimiento Browniano

1.5. Movimiento Browniano Geomeétrico

Observemos que como el movimiento browniano puede tomar valores nega-
tivos, usar al movimientos browninao como un modelo de precios de acciones
es cuestionable. Esta es la razén por la cual el movimiento browniano no es un
modelo apropiado para modelar precios de acciones.

Para resolver el problema mencionado anteriormente, se introduce en esta
seccidon una variaciéon no negativa del movimiento browniano, llamado Mowvi-
miento Browniano Geométrico al cual denotaremos por S = (S¢),~-

Definicién 1.5.1. (Movimiento Browniano con Deriva) Sean W =
(W) un movimiento Browniano estdndar sobre (2, %, P), entonces el pro-
ceso X = (Xy),>q definido como

Xt:/,Lt+O'Wt

donde 1 es una constante real (deriva) y o es una constante positiva (volati-
lidad) es llamado Movimiento Browniano con Deriva

Figura 1.7: Simulacién de una Trayectoria Browniana con Deriva. 2
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1. Movimiento Browniano

(Wi)>o un movimiento Browniano estindar sobre (0, #,P), X = (X;),5, un
movimiento browniano con deriva, es decir, Xy = ut + oWy, donde p es una
constante real (deriva), o es una constante positiva (volatilidad) y Sp > 0 es

Definicién 1.5.2. (Movimiento Browniano Geométrico) Sean W =

un valor no aleatorio (valor inicial), entonces el proceso S = (S¢),>¢-
Sy = SpeXt = SpetttoW

es llamado Movimiento Browniano Geométrico

Figura 1.8: 1000 Trayectorias de un Movimiento Browniano Geométrico. 3

El movimiento browniano geométrico se obtiene por la transformacion ex-
ponencial del movimiento browniano con deriva.

2Simulacién de una trayectoria browniana con Deriva de parametros u =5y o = 0.8, por
medio una aproximacion de caminatas aleatorias en MATLAB.

3Simulacion de 1000 trayectorias brownianas geométricas por medio la paqueteria de Ecua-
ciones Diferenciales Estocasticas (SDE) de MATLAB.
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1. Movimiento Browniano

Teorema 1.5.3. Sea S = (S¢),~, un movimiento browniano geométrico defini-
do sobre (2, %, P), donde: .
Sy = Spett oW

Entonces S es martingala si y sdlo st p = —%02

Demostracion. Primero observemos que S es un proceso adaptado e integrable
por lo que basta demostrar que si 0 < s < t entonces E [ M| %] = M,. Gracias
a la propiedad de incrementos independientes tenemos lo siguiente:

E[S:| ] = E [Soe oW | Z,]

_ Soep,erUWS]E |:€M(tfs)+U(Wt7Ws)

— Soe,uero'Ws ep‘(tfs)]E |:ea(Wt7WS)

Sabiendo que esta ultima esperanza es igual a la funcion generadora de momen-
tos de W; — W, que es una variable aleatoria gaussiana centrada de varianza
t — s, entonces

E [St| gs] = Soeus-l-UWSeu(t—s)MWtiWS (0)
— 5«()6;45+chS ep(t—s)—i—%crz(t—s)

Lo cual implica que para que E[S;|.%] = Ss es condicion necesaria y sufi-
ciente que: er(t—=9)+30°(t=s) — 1,

Que se satisface justo cuando p = —i02.

1
2
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—Capitulo 2

Integral Estocastica

2.1. Integral de Paley-Wiener

En este capitulo comenzaremos definiendo la integral estocastica con respec-
to del movimiento browniano para cierta clase de proceso estocasticos, una de
las primeras ideas que uno podria pensar seria definir este tipo de integrales
como sumas de Riemann, dicho proceso no puede realizarse mediante las técni-
cas tradicionales de integraciéon ya que el movimiento browniano tiene variaciéon
infinita.

Una de las primeras integrales que desarrollaremos en este trabajo sera la
integral para funciones deterministas (no aleatorias), esta integral es la integral
de Paley-Wiener y esta definida mediante la férmula de integracion por partes
para funciones deterministas g(s) que cumpla ciertas condiciones.

Definicion 2.1.1. Sea g : [0,7] — R una funcion tal que:
1. g(0)=9(T) =0
2. g € CL[0,T]

En tal caso, se define la integral de Paley-Wiener de g con respecto a W =
(Wt);>o como:

T T
0 0

El siguiente teorema nos permite escribir la integral de Paley-Wiener de una
funcién g, en forma similar al limite una suma de de Riemann.



2. Integral Estocastica

Teorema 2.1.2. Sean g : [0,T] — R, g € C* una funcion determinista tal que
9(0) = 0= g(T), (Wi),~o un movimiento browniano estandar en (2, .#,P), y
A, ={0=ty <ty < <tm, =T} una sucesion de particiones del intervalo
[0,T] tal que si n tiende a 0o, la norma de la particion tiende a O entonces:

T my—1
s)dW, =  lim ti) Wi — Wy, 2.2
/0 g(s) [1An]|—0 ; g( )( tit t) (2.2)

Donde el limite anterior es en el sentido de convergencia casi sequra.

Demostracion. Por simplicidad en los calculos, en vez de escribir m,,, solamente
escribiremos n.

n—1
> g(ts) (Weyy, = W)
=1

= g(tr) Wiy, — Wi,) + glta) Wiy = Wiy) + -+ g(ta—2) (Wi, ., — W, )
+9(tn—1) (Wi, = We,_,)
= =W g(t1) = Wi, (9(t2) — g(t1)) — -+ = Wi,y (9(tn-1) — 9(tn—2))
Wi, (—g(tn-1))
=Wy, (9(t1) = g(to)) = We, (9(t2) — g(t1)) — -+ = Wi, (g(tn—1) — g(tn—2))

Wi, (9(tn) — g(tn-1))

n—1 n
= Z _Wti+1 (gtH»l - gti) = ZWtiAgi
=0 =1

La cual es una suma de Riemann-Stieltjes pues por hipdtesis tenemos que la
funcién g(s) tiene primer derivada continua. Tomando el limite trayectoria por
trayectoria casi seguramente de — Z?:l Wi, Ag; tenemos:

n T T
lim — W.Ai:—/ Wd s:—/ Wsg'(s)ds
(dm ; 1 Ag i 9(s) [ Wag'(s)

Finalmente por la definicién (2.1) tenemos que:
T T
- [ W @as= [ gts)aw,
0 0

Con lo cual queda demostrado (2.2).
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2. Integral Estocéastica

Observemos que la integral de Paley-Wiener es una variable aleatoria y por
tanto podemos demostrar algunas propiedades importantes de dicha integral.

Demostracion. (1) Sean g, h funciones Paley-Wiener integrables y a, b nimeros
reales, entonces:

/ (ag(s) + bh(s))dWs = — / Wi (ag(t) + bh(t)) dt
0 0
. / Wi (ag'(t) + b/ (1)) dt

T T
=—a | W' (t)dt — b/ Wik (t)dt
0 0
T T

=a/0 g(s)dWs+b/O h(s)dWy

(2) Gracias al teorema de Fubini se tiene lo siguiente:

/OT g(s)dWy - /OT g’(s)Wsds]

T
- / E g/ (s)W,] ds

E =E

= —/O g'(s)E [Wy]ds
=0

Por lo que se satisface 2.
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2. Integral Estocastica

(3) De manera similar, tenemos que:

E [( /O Tg(s)dWs>2] —E [(— /0 Tg’(s)WSds> 2]
() (foon)

Nuevamente por el teorema de Fubini:

_EV [ o Wdﬁds] [ [ ewmeemanaos
/ / E [W, W, dtds—/ / s)(t A s)dtds
:/O J(5) Vosg(t)(ms)dH/S g(t)(t/\s)dt]ds

/OTg’(s) /Ostg'(t)dt +/fsg'(t)dt ds (2.4)

=a :=b

Ahora para resolver (a), aplicamos integracion por partes bajo los siguientes

cambios de variable:
u=t dv=g(t)dt
du=dt v=yg(t)

Y obtenemos:

/O b (0)dt = [tg(t)]] — /0 T g0t = sg(s) — /0 )t (2.5)

Para resolver (b):

T T
/ sq/(t)dt = 5 / GOt =s[g(T)—g(s) = —sg(s)  (26)

Sustituyendo (2.5) y (2.6) en (2.4) obtenemos lo siguiente:

-/ ") [sg<s> - [ ot - sg<s>] as
:/OTg'(S) [—/Osg(t)dt} ds (2.7)
= [ o [ [ swa
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2. Integral Estocastica

Nuevamente resolvemos esta tltima integral por integracién por partes bajo los
siguientes cambios de variable:

(u = [y 9(t)dt dv= g'(s)ds)
du = g(s)ds v=g(s)

Obtenemos que (2.7) es igual a:

= - { [g(s) /Osg(t)th - /OTgQ(S)dS} = /OT g°(s)ds

Con lo cual se satisface (2.3) y con ello quedan demostradas las propiedades
enunciadas de la integral de Paley-Wiener.

O

Esta integral suele ser bastante til, sin embargo, no basta para nuestros
propositos, pues es una integral definida para funciones deterministas y nosotros
necesitamos integrar funciones aleatorias, es decir, procesos estocasticos, por ello
es necesario construir la integral estocastica de Ito.

Supongamos que si g es una funcion en el espacio L?[0,T] de todas las
funciones f : [0,7] — R cuadrado integrables, entonces podemos tomar (g, ), -,
una sucesion de funciones en C! [0, 7] tales que:

T
/0 (90— 9)*dt — 0  de. lgn = gllz2(p,) — 0

Gracias a la propiedad de isometria (2.3) tenemos lo siguiente:

([ [ aaw) | <2 |([ o -aaw)

T
:/ (gm_gn)th—>O
0

. ., . . T ° .
es decir, la sucesion de variables aleatorias ( fo gndW) es una sucesion de

Cauchy en el espacio L? (Q2). Por ello, es razonable definir la siguiente integral:

T T
/ gdW := L*(P) — lim gndW
0 n—oQ 0
Dicha extension satisface las condiciones del teorema 2.1.8 y ademés es una
definicion razonable de fOT gdW, salvo que esta integral sbélo se extiende pa-
ra funciones en el espacio L?[0,T] y no para procesos estocésticos. Nosotros
deseamos extender a una integral de la forma:

/OTB(X,s)dW
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2. Integral Estocastica

donde el integrando B (X, s) es un proceso estocastico y la definicion anterior
no es suficiente para este proposito.

Debemos encontrar una definicion de integral estocéstica adecuada para una
clase més amplia de integrandos.

Para continuar nuestro estudio sobre la integral estocéastica para integrandos
aleatorios, pensemos en lo que podria ser una apropiada definicién para:

T
/ wdaw
0

Donde W es un Movimiento Browniano estdndar. Un procedimiento razonable
serfa construir una aproximacion mediante sumas de Riemann, y en medida de
lo posible tomar limites.

2.2. Variacion Cuadratica

Definicion 2.2.1. (1) Una particion A sobre el intervalo [0,T] es una colec-
cidn finita de puntos en [0,T]:

A={0=ty<tr < - <t, =T}
(2) La norma de la particion de A es:

Al = 3 —
|A| og%a%(_l'tk“ tk|

Definicion 2.2.2. Sean (Ak)k una sucesion de particiones de [0,T], tal que si
k tiende a oo la norma de la particion tiende a 0, X = (Xt)te[o,T] Un Proceso
estocdstico sobre (0, .7, P). Si para todo 0 <t < T, el limite:

(X),==L%— lim Y (X, — Xe,_,)"

n—oo
t; <t

existe, entonces el proceso estocdstico (X) es llamado la variacion cuadrdtica
de X.

En adelante, utilizaremos como notaciéon Gamma (I") para calcular la conver-
gencia de la variaciéon cuadrética de algunos procesos estocasticos. Esto no debe
causar confusion con la funciéon Gamma tradicional, mencionada en el primer
capitulo.
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2. Integral Estocastica

Teorema 2.2.3. (Variacion Cuadrdtica) Si (Wy),~, es un movimiento
browniano en (2, &#, P), dada (Ak)k una sucesion de particiones de [0, T, tal
que si k tiende a oo la norma de la particion tiende a 0, entonces se cumple
que:

n(k) %
L2
=1 k— o0

Donde A*: 0 =t§ <t} <---<tp, =T

Demostracion. Observe primero que E[I'y, — T = 0, ya que:

n(k) n(k)
2
E[lx] =E (Wti — Wtifl) = E (ti —tic1) =T
i=1 1=1

Gracias a esto, tenemos que:

n(k)
E [(I‘k - T)Z} =Var(T'y —T) =Var('y) =Var Z (Wi, — VVti_l)2
i=1
Por la propiedad de incrementos independientes del m.b. se tiene lo siguiente:

n(k) n(k)

= Z Var [(Wt - Wti_1)2:| = Z <]E {(th - Wti_1)4] - (E |:(Wt - Wt1_1)2])2>
i=1 i=1

Ademas, si X ~ N (0,a) entonces E [X4] = 3a?, y con ello:

n(k) n(k)

=y {3 (ti —ti1) — (t; — ti_l)Q} =2 (ti—ti1)’
i=1 i=1
i n(k) i
< 2[A"] ; (ti —ti—1) = 2|A™[T E{j 0

Por tanto tenemos lo siguiente:

n(k)
2
E ;(Wti—wm) -T WO

Es decir 'y, converge a T en L? conforme k tiende a 0o, con lo cual se satisface
(2.8) .

O
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2. Integral Estocéastica

Demostracion. Por el Teorema 2.2.3 tenemos que I'y, converge en L? a T cuando
k tiende a oo y por los teoremas de convergencia, existe una subsucesion de
particiones A*n tal que 'y, converge casi seguramente a T cuando k,, tiende
a 00, esto es, existe un conjunto N en .% de P-medida nula donde:

lim Ty, (w)=T

|Akm |—0
km — o0

Para todo w en O\ N, como se queria demostrar.

O

En el siguiente lema se presenta la aproximacion correspondiente por sumas
. T
de Riemann de [; WdW.

Demostracion. Considere las siguientes sumas:

mp—1

kX:;) WT;: <Wtﬁ+1 — WtZ) _ %mn_ol (Wt2f¢l+1 — sz)
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2. Integral Estocastica

my—1

= Z {WTI? (Wtz+1 N Wt?) a % <Wt%’$+1 - WEZ)}

k=0

Primero veamos que pasa con un sumando de la suma anterior, esto es:

Wiy (th

k+1

1
_ th) — - (W% — W%L)
k 2 k+1 k
Observe que %fo = WQZ — %W%, entonces:
W W~ W Wy — SW2 W2 — w2
B SR 7 Tty 2 f s 2 k
Ahora sumamos y restamos los términos th+1Wtz y Wf}z
k41

1 1
_ 2 2 2 2
= (”rs + W =W th) + (—2”%1 — W Wi ”t:)

2
HWop Wip | = Wip Wip — W2

De manera anéloga, como —WrnWin = —=2Won Win + Win Win tenemos que:

1 2 2 2 2
~ T2 (W, + Wh — 2 Wiy ) o+ (W2 + W5 — 20 g )

FWep W, = Wep Wep = Wo + W Wiy
= _% (Wi, Wt%f + (Wop = Wig)* + Wy, (W — W)
~Wop (W = W)
— —% (Wep,, - th)2 + (Wep = Wip)* 4 (Wi, = Wep ) (Wep = Wip)

Por lo tanto tenemos que las variables aleatorias R, pueden escribirse como

sigue:
My —1

Ry= > W, (Wtz“ _ Wtz)
k=0
1 my—1 ) ) 1 My, —1 ) mp—1 )
2 Z (Wt;clﬂ B Wt?) 9 Z (Wesr = We)™ + Z (WT‘k - Wtk>
k=0 =0 prs
:%WQ —A, —z.
My —1
+ Z (Wtkﬂ - Wnk> (Wn Wm)
k=0
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2. Integral Estocastica

O de manera equivalente:
Por el Teorema 2.2.3 tenemos que:

A, ——
|A™ ] =0
n— oo

T
L 5 (2.10)

Dado el desarrollo anterior, probaremos las siguientes afirmaciones:

L2
T
AT |0
n-—oo

mp—1 2
1. B, =S (Wﬂk - Wtk)

L2

|[A™]—0
n— oo

2. C, = Z‘:no—l (Wtk+1 — W.,.tk) (Wnk — Wtk)

Procediendo de forma analoga al Teorema 2.2.3 se demuestra la primer proposi-
cion ya que dada una n, si A, = {0 =t§ <t} <ty <--- <t =T} definimos
a T, Como:

Tn =AM, = {0=MJ < AE <AE <--- <A, =T}

Es decir, (7,),, es una sucesion de particiones de [0,A7], y al estar definida
= (1 = M) tf + A}, | tenemos la siguiente igualdad:

T =t = Mgy — Aty

Y con ello podemos concluir lo siguiente:

my,—1 my,—1
2 2 L2
By = Z (WTI? o Wtﬁ) - Z (WAt2+1 - W)\t;;) m) AT (2.11)
k=0 k=0 n— 00

Para demostrar 2, utilizando la desigualdad del tridngulo tenemos :

S (Wi = w2, (1, - )
k=0

2
E [|c,ﬂ —E

—
k=0

Por la propiedad de incrementos independientes del m.b.:

n—1 2 2 n—l
:Z]E |:(Wtk+1 _W‘Ftk> ]E|:(W‘ftk _Wtk) ] :Z(tk+1_Ttk)(Ttk _tk)
k=0 k=0
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2. Integral Estocastica

De la definicion de 73! := (1 — \) t} + At} | tenemos que 7' —t7 = A (tg_|r1 — 1)
y con ello:

n—1 n—1
= (kg1 = 7)) Ategr — tr) < DA™ A (g1 — t) = AT|AF] oo O
k=0 k=0 i
Es decir:
mp—1 12
Cn = ;;) (th - Wﬂk) (Wﬂk - Wtk> o 0 (2.12)

Utilizando (2.10), (2.11), (2.12) y por la propiedad de linealidad de la conver-
gencia en L? tenemos la convergencia en L? de la siguiente suma:

2 T 1
-A,+B,+C,, —— —— 4+ XT+0= ()\—)T
|an|—0 2 2

n— oo
Con esto concluimos que se cumple (2.9) como se queria demostrar.

O

En respuesta a la pregunta planteada anteriormente, tenemos que la apro-
ximacién a fOT WdW mediante el limite de R, la cual es una suma de Rie-
mann, depende de la eleccion de los puntos intermedios ¢ < 7" < ¢!, ,, donde
T = (L= Mt + Mj, ; y dichos puntos intermedios depende del valor elegido
A. Resulta que la definicién de la integral de Ité de fOT WdAW corresponde a la
eleccién de A = 0. Esto es:

T 2
W2 T
/ waw = Yz _ T
0 2 2

O de manera general:

" W2 — w2 r—s
/WdW: L Sf( ) para todos 0 <s<r
i 2 2
Esto no es lo que uno podria adivinar. Una definicién alternativa, debida a
Stratonovich, es tomando A = %; esto es:

T 2
[Mwaw -2
O 2

Dadas las definiciones anteriores de la integral del It6 y la de Stratonovich es
comun preguntarse lo siguiente: ;Cuéales son las ventajas de la integral de It6
(elegir A = 0)?. La primer ventaja y la mas importante es que la construccién
de esta aproximaciéon por sumas de Riemann se realiza evaluando el integrando
en el lado izquierdo del intervalo [tz, iz +1]
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2. Integral Estocéastica

2.3. Integrandos Simples

En esta seccién desarrollaremos la integral estocastica para procesos simples
y también probaremos algunas propiedades importantes de dicha integral, los
procesos simples son necesarios para posteriormente extender dicha integral para
otra clase de procesos estocasticos.

Habiendo definido a los procesos simples definiremos la integral estocastica
adecuada para este tipo de procesos, la cual se define como sigue.

Observe que como (2.14) es lineal, entonces esta no depende de la representacion
elegida del proceso simple Y’
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2. Integral Estocastica

Teorema 2.3.3. Sean W = (W,),~, un movimiento browniano, Y € St, en-
tonces: -

1. El mapeo Y — Y - Wrp es lineal
2.E[Y -Wr]=0

3. Propiedad de isometria:

E [(Y . WT)2] - /TIE (V2] dt (2.15)

Demostracion. Para el primer punto, se tiene que si a,b € Ry X,Y € Sp,
entonces por (2.13) tenemos que el proceso aX + bY también estd en Sp, y por
tanto esté bien definida la siguiente integral:

(@X +bY)-Wr =Y (aX; 1 +bY;_1) (Wi, = W,,_,)
j=1

Z - Wi, , +Zb}g L (W, =W, )

j=1

QZXJ 1 Wt] Wta‘—l) + bZYj—l (Wtj - Wtj—l)
j=1 j=1
= CL(X~WT) +b(YWT)

Ahora demostraremos el segundo punto.

n

E[Y -Wr] = ZY Wt:‘ - Wtj—l) = ZE [Yj—l (Wtj - Wtj—l)]

j=1

Haciendo uso del teorema de la Esperanza Iterada y que las variables aleatorias
Y; son .#;,-medibles para toda i:

= ZE [E [YJ’*l (Wtj ’yﬁ ZE - Wi, ‘ytj—l]]
j=1
= ZE [Yj—l E [Wtj - Wtj—l]] = ZE [Yj-1] E [Wtj - Wtj—l} =0
j=1 j=1

Por dltimo, definimos las variables aleatorias:

X’L =Y (Wtq - Wtifl)
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2. Integral Estocastica

De aqui se tiene que:

E [(Y.WT)Q] —E [(ixif] —E ZZ:;X?—G—ZQXin

i=1 i<j

n
=Y E[X7]+2) E[X,X]] (2.16)
i=1 i<l
Ahora veamos que para con cada uno de los siguientes casos utilizando el teorema
de la esperanza iterada, que el proceso Y es simple y algunas propiedades del

movimiento browniano:

(a) Parai=1,...,n:

E[X?] =E[E[X?|%,.]] =E[E[Y2, (W, - Wti,l)ﬂ%,lﬂ

E[Y2.E (W, - Wi ,)*|| =E V2 E[(We, - W)

=E[Y2,] (t; — ti—1) (2.17)
(b) Sii<j:
EX:X)] =E [E[X:X;| 7, )] =E[X E[X,]#, ]
=B [¥i1 (Wo, — We ) E [0 (Wi, W, )| 7, ]
=E[Yi1Yja (Wi, = Wi, ) E[(Wy, =W, )]
=0 (2.18)

E [Yviflyvjfl (th - Wti—l)] E [Wtj - Wt]‘—l] -

Con (2.17) y (2.18) tenemos que (2.16) es igual a:
n T
=Y E[Y2, ] (ti—ti1) :/ E [v?] dt
i=1 0

La cual es una integral de Riemann dado que:

E [Y{] sit € [to,t1)
E [V sit € [ty,t2)
E[v?] = 7] ,

E[Y2 ] sit€[th1,tn)

n—

Es decir, se satisface la ecuacion (2.15).
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La ecuacion (2.15) es una isometria entre (ST, ”'”L?(AT@P)) y un subespacio

de L? (P), dicha ecuacion también suele escribirse como:

2 2
Y -Wrllepy = | Y2 arep)

Dado un proceso simple Y, es natural estudiar al mapeo T' — Y - Wp =
fOT Y;dW, como una funcién del tiempo, por lo tanto podemos definir al siguiente
proceso estocéstico.

Definicién 2.3.4. Sean W = (W;),, un movimiento browniano estdndar sobre
(Q,%,P)yY € Sr, entonces para todo 0 < t < T existe k tal que t, <t < tgiq
y con ello definimos al proceso Z = (Zy),.p como sigue:

k
2, ) =Y Vi1 (@) (W, — Wi, ) (@) + Yi (@) (We — We,) (@) (219)

Jj=1

En otras palabras tenemos que Z; (w) := (Y - Wi) (w) para todo 0 <t < T.

De manera analoga a la demostracion del teorema 2.3.3 se demuestra que el
proceso Z =Y - W satisface las mismas propiedades para todo ¢ > 0 y ademés,
el proceso Z es una martingala.

Teorema 2.3.5. Sean W = (VVt)t20 un movimiento browniano estandar sobre
(Q,.7,P) yY € Sr, entonces el proceso Z = (Y - W), .1 es una L? martingala
continua con respecto de la filtracion browniana {Fi},~-

Demostracion. S10 < s <t < Ty A ={0=tg<ty<ta<:---<t,=T}
tenemos que considerar 2 casos:

1. Existe k tal que ty < s <t <{tp41

2. Existen ¢ < k tales que t; < s <tj41 <tp <t <tpy1
La idea en la demostracion de cada caso es anédloga y por ello s6lo demostraremos

el caso 2. Definamos las siguientes variables aleatorias:

X; =Y (W, =Wy,,) , X[ =Y (W —Wy,)
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2. Integral Estocastica

Con ello podemos escribir al proceso Z como Z; = Z?Zl X; + X} y con esto
tenemos que:

k
E(Z|Z)=E | X; + X}|Z,
j=1

i k
=K ZXj+Xi+1+ ZXJ‘—I—X]];};
=1 i=ite

i k
=Y E[X;|Z]+E[Xi|Z)+ > EIX;|Z]+E[X[|Z] (2.20)

j=1 j=i+2
Ahora veamos que pasa en cada uno de los siguientes 3 casos:

(a) Sij<i+1:

Como t; < s < t;41 tenemos que X; es F-medible ya que Y;_; al igual
que (Wt]. — Wt_,»_l) lo son, entonces:

B[X;|7] = X; (2.21)
(b) Sij=i+1:
E[Xipn|Z] =E[Y: (W,

—Wti)’ﬁ;] :Yi]E[(Wt _Wti>

Zs)
=Yi (B [Wy,,| 7] —E[W|Z]) =Y (W, = W) = X; (2.22)

i+1 i+1

(c) Sij>i+1:
E[X;|7] =B [Yj-1 (Wi, = Wi, ) | 7]
=E[Y;1|ZE Wy, — Wy, _,| =0 (2.23)

De manera analoga al caso (c¢) se demuestra que E [X|.%;s] = 0. Gracias a (2.21),
(2.22) y (2.23) tenemos que que (2.20) es igual a:

:inJr)(;Jro::ZS

j=1

Con lo cual se satisface el teorema. O

Cabe mencionar que al igual que antes, los resultados antes mencionados
siguen siendo validos para T' = oo y [0, o), por simplicidad, en este trabajo nos
restringimos al caso T < oo.

Dicha integral a pesar de que se extiende a procesos simples sigue sin ser
suficiente para nuestros propoésitos pues sigue presentando dificultades ya que
nos impide realizar integrales de la forma fg H,dW,. En donde H, es un proceso
progresivamente medible.
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2.4. jQuién es la cerradura de Sr?

En la seccién siguiente extenderemos la integral estocastica a la cerradu-
ra de Sy, para ello, en esta seccidon veremos como es este espacio. Para esto
necesitamos algunos preliminares.

Definicién 2.4.1. Denotaremos por L% a la cerradura St de la clase de pro-
cesos simples St con respecto de la norma en L*> (Ar ® P).

Definicion 2.4.2. Sean (W), un movimiento browniano estindar y (F),~,
la filtracion browniana. Un proceso estocdstico X = (Xi),~, es progresiva-
mente medible con respecto a la filtracion browniana si para cada t > 0 y
Ae B(R), el conjunto:

{(sw);0<s<tw e X, (w) e A}
pertenece al producto de o-dlgebras % ([0,t]) ® F;; en otras palabras, el mapeo:
(s,w) = X; (w) : ([0,¢] x Q2,7 ([0,t]) ® F) — (R, Z(R))

es medible, para cada t > 0. Por T? (A\r ® P) denotaremos a la clase de procesos
progresivamente medibles en L? (\r @ P).

Observe que por el teorema 2.2.8 tenemos que el movimiento browniano
pertenece a ' (A\r @ P).

Lema 2.4.3. Sea T > 0. Entonces (F2 (Ar® P), H'”L"’(AT@P)) €5 Un espacio
de Hilbert.

Demostracion. Por definicién tenemos que I'? (A\r @ P) C L? (A\r ® P) es un
subespacio y L? (A\r ® P) es un espacio de Hilbert con la norma (RIFFEy=y
Es por ello que basta demostrar que para una sucesion de procesos (Z,),,~o C
I'2 (Ar ® P) tal que L2 (A\r ® P) — limy,_,00 Zp = Z, entonces el limite Z perte-
nece a I'> (A\r ® P).

Como el proceso Z, converge en L? a Z, entonces por el teorema 2.2.4
tenemos que existe una subsucesion (Z,, ), tal que:

Zn, (tw) — Z (tw) para casi todo (t,w) € [0,7] x

Entonces Z preserva la propiedades de medibilidad de los procesos Z,,. Por lo
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2. Integral Estocéastica

tanto Z es un proceso progresivamente medible, es decir, Z € I'? (A\r ® P) como
se queria demostrar.

Por lo tanto, (I‘2 (Ar® P), ”'”L"’(AT®P)) es un espacio de Hilbert.

O

Nuestro objetivo es demostrar que £2 = I'? (Ar ® P). Para ello necesitamos
el siguiente lema.

Demostracion. Dado que (t;)7_, es la particion uniforme de [0,77], podemos
escribir a la ecuacion (2.25) como sigue:

Ay R L[ e
Eii1== ¢sds:—/ ¢(s)ds
A ti-1—tji—2 Ji; ,

Ahora, por la continuidad de ¢ podemos aplicar el teorema del valor medio para
integrales, es decir, para cada j > 2 existe t;_o <7} ; <{;_1 tal que:

/ . d(s)ds = ¢ (7)) (tj—1 — t;2)

tj72
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es decir: )

tj—l — tj_g

§i-1= ¢ (T]1) (tj—1 —tj—2) = & (7])

Lo cual nos permite escribir al operador P,, como sigue:

n

Pno = Z [gj—l]l[tj—htj)] = Z [‘ZS (Tjn—l) ]I[tj—htj)] (2.26)
j=1

Jj=1

Ademés, la continuidad de ¢ sobre [0,7] implica también que ¢ es uniforme-
mente continua sobre [0, 7], lo cual implica que para cada e > 0 existe § > 0
tal que si |u — v| < d, entonces |¢ (u) — ¢ (v)| < €. Para poder hacer uso de esta
propiedad, es decir:

€

6 (1) — 0()| < |/

necesitamos que 7;| y s disten una cantidad menor a 9, el problema es que T},
pertenece al 1ntervalo [tj—2,tj—1] cuando s pertenece a [t;_1,t;].Por otro lado
la propiedad arquimediana implica que para cada k > 0 existe un natural N
tal que % < k; considerando k = % tenemos que existe IV tal que si n > N,

entonces:
! < 0 = 2T <46
2T
es decir, la longitud de dos 1ntervalos consecutlvos de la particion uniforme A,

tienen una longitud menor a J; con lo que podemos concluir lo siguiente:

/OT|PH¢(5) |ds_Z/ |ds<z )=¢

es decir:
T

lim [ |P.o(s) — ¢(s)|*ds =0

n— oo 0

Con lo cual queda demostrada la primera parte de este lema.

Ahora sea ¢ € L?[0,T], entonces por (Rudin - Real and Complex Analysis
- Teorema 3.14) el conjunto Cs.[0,T] de las funciones continuas de soporte
compacto es denso en L2[0, T con respecto de la norma L?(\r), entonces existe
una funcion ¢ € Cs..[0,T] tal que:

€
lle — 1/’||L2(AT) < 9 (2:27)

y para esa 1, existe un natural n tal que:

€
19— Putlzann) < o
Finalmente, por las ecuaciones (2.27), (2.28) y por la desigualdad del tridngulo
tenemos lo siguiente:

(2.28)

e €
lle = Pn’(/)||L2()‘T) <l - z/J“L?()\T) + 1y - PnT/JHLz()\T) <-+_-=c
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Por lo tanto, si definimos para cada n a GG, := P, se cumple la segunda parte

del lema, es decir:
T

lim |Grp(s) — ¢(s)|°ds = 0

n— oo

Como se queria demostrar.

O

Teorema 2.4.5. La cerradura de St con respecto a la norma L* (Ar ® P) es
I'2(A\r ® P).

Demostracion. Claramente Sy C I'2 (A ® P). Por el lema 2.4.3, tenemos que
la clase I'? (A ® P) es cerrada bajo la norma ||Hl32r’ entonces Sy = L2 C

%2 (Ar ® P). Ahora falta demostrar que I'> (Ar ® P) C L.

Para ello, sea H € I'2 (A7 ® P), por el teorema de la convergencia dominada
podemos ver que el proceso truncado H,, := —n\ H An converge en L? (A\r ® P)
a H cuando n tiende a co. Por lo tanto podemos asumir que el proceso H es
acotado.

Definimos para cada w una sucesion de procesos simples G, (t,w ) como en
el lema 2.4.4, es decir:

T
lim |G (sw) — H(sw)|*ds =0
n—oo 0
Ademaéas como H es acotada también lo es G, y con ello, el teorema de la con-
vergencia dominada nos implica lo siguiente:

Iim E

n—oQ

T
/ Go(s.0) — H(sw)[2ds| =0
0

o de manera equivalente:

L*(Mr®P) — lim G, = H

n—oo

Asi, como G,, € St tenemos por la cerradura de Sy que H € L'%. Con ello
queda demostrado que la cerradura de St es I'? (Ar ® P).

O
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2.5. Extensién de la integral estocastica a L%

En esta seccién extenderemos la integral estocastica a la cerradura de Sr,
con respecto de la norma en L? (A7 ® P). También demostraremos algunas pro-
piedades de esta integral, las cuales son heredadas de las propiedades de la
integral en Sp.

Para poder definir la integral estocastica en L% necesitamos el siguiente
lema.

Lema 2.5.1. Sea W un movimiento browniano y {H,},~, C St una sucesion
con limite H € E%, entonces para cada 0 <t < T, el siguiente limite:

L*(P) — lim H, -W; (2.29)

n—oQ

existe y no depende de la sucesion aprorimante.

Demostracion. Gracias a la propiedad de isometria para procesos simples (2.15)
tenemos que para toda sucesion {H,}, -, C St con limite H € L7
| Ho - Wr = Ho - Wrl[72(py = | (Ha = Hu) - Wrll 72y
= E |(H, — Hy) - Wr)?]

= ! S, ) — S'ZS

2
= [Hn = Hnllz200r0p) 55507 0

De manera analoga, se satisface la prueba para cada 0 < t < T, lo cual demuestra
la existencia del limite ya que el espacio (ST, ||-||L2(XT®P)> es un espacio de
Hilbert.

Ahora supongamos que {Hy},~; ¥ {Ln},~; son dos sucesiones distintas en
St, ambas con limite H € L%, entonces:

2 2
[Hy - Wr = L - Wr|[12py = [[Hn = Lall7200,0p)
2
= ||Hn - H+H - L"'LHLZ()\T®P)

2
O P L T e

n—oo

Es decir:
L*(P)— lim H,-W;=L*(P)— lim L, -W,;

n—oo n—oo
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Con lo cual queda demostrado el lema. O

La integral estocastica as{ definida se construye de tal manera que las pro-
piedades de los teoremas 2.3.3 y 2.3.5 son heredadas para la integral de 1to de
H e (3.

Demostracion. A lo largo de la prueba, fijaremos H € L% y alguna sucesion
H, € Sr tal que L? (\r ® P) — lim,,_,o, H,, = H. Claramente, todos las afir-
maciones son ciertas para H,, - W y solo tenemos que ver que el limite en L?
preserva dichas propiedades también.

(1) Es inmediato por el teorema 2.3.3 1y la linealidad de la convergencia en
L?>(Ar ® P).

(2) Por la desigualdad de Jensen tenemos lo siguiente:

(E[Hn'Wt—H'Wt])2SE[(Hn‘Wt_H‘Wt)ﬂ —0

n—oo
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lo cual implica:

0= lim E[H-W, — H,, - W]

n—oo
= lim (E[H - W] ~E[H, - Wi]) (2.32)
= lim E[H - W]

n—oo

Pero este limite no depende de n, por lo tanto E [H - W;] = 0.

(3). Es una consecuencia del teorema 2.5.3. Como L? (\; ® P)—1im,, o H, =
H, por el Corolario 2.2.4 tenemos que existe una subsucesion ny, tal que H,,, - W,
converge casi seguramente a H - Wy cuando k tiende a co, es decir:

L? c.s.
(an ’ W)t k—> H- Wy y (an : W)t — H-W,
—00 k—o0

Por Royden - Real Analysis pp 118 [7] tenemos que:

12
(an 'W)t E: H Wi H(an 'W)tHL2(p) ?:o‘: ”H : Wt”L?(P) (2'33)

Ademas, aplicando la propiedad de isometria para procesos simples (2.15), te-
nemos que:

||(an ' W)tHL’Z(p) =E [/Ot H’?Lkdsj| (2.34)

Ahora analizaremos la convergencia de la esperanza de esta ecuacion, para ello

observemos que:
Lo 2
:'E [/0 (an_—H )ds]

t t
‘IE U Hflkds] —EU H2ds}
0 0
t
gEU |H§kH2|ds}
0

|Hy, — H?| < |Hy, — HI* +2|H||H,, — H|

(2.35)

y como:

obtenemos la siguiente desigualdad:
t
2 2
’E [/0 (H; —H )ds]
Por otro lado, la desigualdad de Cauchy-Schwartz nos conduce a:

t t t
/ |H||H,, — H|ds < \// |H|? ds \// |H,,, — H|”ds (2.37)
0 0 0
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y aplicando el operador esperanza:

t t t
E [/ |H||H,, —H|ds] <E \// |H|? ds \// |H,, —H|*ds| (2.38)
0 0 0

Nuevamente por la desigualdad de Cauchy-Schwartz aplicada a la esperanza:

t t
E \// H|2d3\// |H,, — H|*ds
0 0
t 2
</ H2ds>
0

(03

<.,|E E

t 2
(/ |H,, — HI? ds) ] (2.39)
0
Por otro lado, la desigualdad de Jensen nos conduce a lo siguiente:

t 2 t
(/O |anH|2ds) g/o |H,, — H|*ds (2.40)

(/Ot \H,, — leds)Q] <E [/Ot |H,, — H|? ds} (2.41)

Finalmente, de las ecuaciones tenemos una cota para By, es decir:

E Uot|H| |H,, —H|ds} <.|E [(/Otmds)j \/]E U;'H”’“ —H2d8:|

(2.42)

y con ello:

E

Y gracias a este hecho podemos escribir a (2.36) como:

‘]E Uot (HZ, —H2)ds}

Esta convergencia se debe a que Ay tiende a 0 cuando k tiende a oo pues por
definicién H,, converge a H en la norma L? (Ar). Retomando la ecuacion (2.34)
y tomando limtes tenemos que:

< Ap+2 (a \/Ak) —0 (2.43)

k—o0

t
Jim ([ (Hpy - W), || 12y = Jim E UO H}Lkds]

la cual converge por (2.33) y (2.43) a la propiedad de isometria:

t
IH - Willp2py =E U szs} (2.44)
0
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E [(H-Wt)ﬂ —E Llin;o (Hy, ~Wt)2] = lim E [(an -W,ﬂ

t t
= lim E[/ Hgkds} :IE[/ H2d8:|
k—o0 0 0

(4) Como {H,},~, C SF es una sucesion con limite H € L7, entonces:
Jim [ Hy, - We = H - Wil[ 2 p) = 0
En particular veamos que para una subsucesion ny:

ka [Hyp, - Wy — H - Wi|lp2p) =0 para casi toda w (2.45)
—00

Por otro lado, como H,, - W es continua casi seguramente tenemos que:

lim [[Hy, - Wy — Hy, - Willp2p)y =0 para casi toda w (2.46)
k— o0

Entonces:

||H -Ws—H - Wt||L2(P) < HH -Ws — an : Ws||L2(P) + ||H’Lk -Ws—H- WSHL2(P)
< HH Ws — Hy,, - WS||L2(P) + [[Hpy, - Ws — Hy,, - WtHLZ(P)
+ | Hay - Wi = H - Wi 12y
—0

k—o0

(2.47)

Lo cual muestra que s — H - W, es continua. Ahora, para cada 0 < s < T
tenemos que si s < t:

E[H - W] = L*(P) — lim E [Hy, - W] Z]
n o0
=L*(P) - lim H, W, (2.48)
n—oo

- H-W,

Por lo tanto H - W es una martingala continua.
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—Capitulo 3

Formula de Ito y Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas

Usualmente una integral de Riemann no es calculada mediante su definicion,
si no que en lugar de ello se utilizan una serie de férmulas conocidas que agilizan
y simplifican los calculos. Una situaciéon similar se presenta para el caso de las
integrales estocasticas. En lo sucesivo, la funcion f (z,t), real de variables reales,
a la que nos referiremos perteneceré al espacio C2, es decir, que posee segundas
derivadas continuas.

3.1. Kiyosi Ito

Kiyosi It6 es uno de los pioneros de la teoria de la probabilidad, y el creador
del céalculo de It6. Publicada por primera vez en 1942 en Japon, esta teoria de
ecuaciones diferenciales estocasticas describen evoluciones no deterministas y
aleatorias.

La llamada formula de Ité ha encontrado aplicaciones en otras ramas de las
matematicas, asi como en varios otros campos incluyendo por ejemplo la teoria
conforme de campos en la fisica, la teoria de control estocastico en ingenie-
ria, genética de poblaciones de la biologia, y mas recientemente en las finanzas
matematicas.

La cita de la Academia Nacional de Ciencias afirma:

Si se descalifica el Teorema de Pitdgoras de la contienda, es dificil pensar en
un resultado matemdtico que es mas conocido y mds ampliamente aplicado en el
mundo de hoy que el "Lema de Itd". Este resultado mantiene la misma posicion
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3. Formula de It6 y Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Figura 3.1: Kiyosi It6 en la conferencia en honor a su octogésimo cumpleanos,
Universidad de Kyoto, septiembre de 1995.

en el andlisis estocdstico que el teorema fundamental de Newton sostienen en el
andlisis cldsico.

Ademas de ser conocido por sus brillantes logros matematicos durante una
larga y productiva carrera que abarca mas de sesenta anos, It6 ha sido un
maestro verdaderamente inspirador para muchos matematicos en Japéon y en
el resto del mundo. Ha recibido numerosos premios y distinciones nacionales e
internacionales, incluyendo en 1987 al premio en matemaéticas de la fundacion
Wolf, en 1998 al premio Kyoto en ciencias basicas y en 2003 al Premio al Mérito
Cultural de Japén. En el ano 2006 Itd fue galardonado con el primer Premio
Carl Friedrich Gauss para Aplicaciones de la Matemaética.

3.2. Reglas Basicas de Diferenciacion Estocastica

En esta seccion se ilustra un ejemplo de la integral estocéastica, aunque es muy
sencillo, constituye la regla esencial del calculo estocastico. Consideremos un
movimiento Browniano W = (W), definido en un espacio de probabilidad
(2, Z, P), y unasucesion (A,),~_; de particiones del intervalo [0, t] donde A,, :=
{0=ty <ty <- - <tm, =t} , tal que la norma de la particion ||A| tiende a
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cero. Considere la siguiente sucesion de variables aleatorias:

My

Fn:Z(Wtiiwti71)2 n:1’27...

=1

Gracias al teorema de variacion cuadrdtica tenemos que:

lim E [(Fn - t)ﬂ =0 (3.1)

n—oo

Por dicha razén, parece razonable escribir:

t Mn
/0 (AW,)? := L? — nlggo; (AW,,)? = L2 — lim Ty =1

Donde, de acuerdo con (3.1), la convergencia es en media cuadrética, es decir,
en L?(Q, Z, P). En otras palabras:

/Ot (AW,)* =t (3.2)

Por ello, con cierto abuso de notacion (3.2) se puede escribir en forma diferencial
como:

(AW,)* = dt (3.3)

En términos estrictos, los objetos de estudio del calculo estocastico son inte-
grales y no diferenciales. Cuando se escribe una ecuacion diferencial estocastica,
realmente se esta pensando en un integral estocastica. Asi pues, la ecuacion (3.3)
es una notacion simplificada de (3.2). La regla central del céalculo estocastico,
que hace la distincién con el calculo de variables reales, es que el cuadrado de
una cantidad infinitesimal y aleatoria es significativa.

De manera anéloga, podemos demostrar que:

t M,
/O (ds) (@W,) = L* — lim ; (AW,,) (M) = L? ~ lim =0
Lo cual equivale, en notacién diferencial a:
(dt) (dW;) =0 (3.4)

En el célculo de variables reales, si ¢t es una variable independiente, se tiene
que el cuadrado de una cantidad infinitesimal, (dt)Q, es una cantidad desprecia-
ble y se escribe:

(dt)*> =0 (3.5)

Asi pues, las reglas basicas de diferenciacion estocastica, (3.3), (3.4) y (3.5),
también llamadas reglas empiricas de diferenciaciéon estocastica, se resumen en
el cuadro siguiente:
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e |dt aw,
& [0 0
AW | 0 dt

Tabla 3.1: Reglas basicas de diferenciacion estocastica

3.3. Proceso de It

Antes de estudiar las formulas de It6, definiremos en esta seccion a los proceso
de It6 mencionando algunos ejemplos, posteriormente definiremos la integral
estocastica con respecto de un proceso de Ito.

A continuacion veremos algunos ejemplos de procesos estocésticos que son
procesos de Ito.
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Ahora se definen las integrales estocésticas para procesos adaptados con
respecto de un proceso de It6.
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3.4. Foérmulas de It

Esta seccién la dedicaremos a deducir las férmulas de Itd utilizando las
herramientas de integraciéon estocéstica desarrolladas en el capitulo anterior.

Teorema 3.4.1. (1% Férmula de Ité) Sean f € C2,(R), f : R —» R, = un
numero real y W un movimiento Browniano, entonces pata toda t > 0:

f(x+Wt):f(m)+/of’(m+Ws)dWS+%/of”(m+Ws>ds (3.9)

Demostracion. Debido a la regla (dVVS)2 = dt, es conveniente calcular la dife-
rencial de f (W;) considerando los términos de segundo orden en una expansion
en serie de Taylor:

£ @) = Fla) + (@) (2~ a) + 5" (@) (& — ) + Ry

Considerando x = a + h se tiene:

1
Jla+h)=f @)+ f' (@) () + 51" (@) (h)? + Ry
Sustituyendo a = x + Wy y h = AWtj = Wy,,, — Wy, tenemos lo siguiente:

f(x+Wtj +AWtj) = f(x+Wtj + Wi — Wtj) = f(x+Wtj+1)

= (et W)+ 1 (2 W) (AWL) + 27" (& +1W,,) (ATW,)7 + Ry

Lo cual nos lleva a la siguiente expresion:

f (x—l— Wtj+1) —f (a: + Wtj) =
1
f/ (m + Wtj) (AWtj) + §f// (;v + Wtj) (AWtj)2 + R2»j (3-10)
Ademés, si A, = {0 =1ty <t1 <ta <---<ty,, =t} es una sucesion de parti-

ciones de [0, ¢] tal que si n tiende a infinito, la norma de la particion |A,| tiende
a cero, entonces:

my—1

fa+W)—f@) = > {fle+Wy,)—f(@+W,)} (3.11)
Jj=0
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Sustituyendo (3.10) en (3.11) tenemos que:

fla+Wy) - f(x) =

mp—1 mp—1 my—1

1
Do @A W) (AW ) 45 D (e W) (AT Z R,
Jj=0 7=0
I, 5 Pn
(3.12)

Como la sucesion {Wy,}, -, de procesos estocasticos:

Wo (w) si s €10,¢)
w) si s € [t1,t2)

Wy (sw) :i= Wi, (w) si s € [ta,t3)

Wi, | (w) sis€ [tm, 1]

Es una sucesion de procesos simples que converge en media cuadréatica al mo-
vimiento Browniano y por ello también converge en probabilidad. Como f’ es
continua , la sucesion de procesos simples { f’ (x + W,,)},, converge en probabi-
lidad al proceso f’ (x + W), y al ser f’ acotada, también se da esta convergencia
en media cuadratica. Finalmente por el teorema de variacion cuadrdtica tenemos
que:

2 t
T, ——— / F (z + W) dw, (3.13)
0

|AT™ | —0
n— oo
Por otro lado, al ser f acotada:

f/l (x + ij) (AWtj)Q - f/l (m + ij) Atj = fu (Wtj) ((AW%')Q B Ati)

M ((awy,)* - Aty)

Lo cual implica, por el teorema de variacion cuadrdtica que:

Myp—1 my,—1
E[[> @+ W,) (AW,)" = 3 f (z+ W) Aty| | —=0
j=0 j=0
Es decir:
V, ——— po / f'(x+W,)ds (3.14)

n— oo

Ahora, por el teorema de Taylor tenemos que el residuo Ry, ; satisface la condi-
. k .
cién Ry ; = o (|AWt].| ), es decir:

Rk,J

lim —— =0
k—00 |AWtJ’
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. 2
Y con ello tenemos que existe una constante ¢ > 0 tal que |Rz ;| < ¢ |AWt]. ’ lo
que conduce a:

2

my—1 mp—1
D Bag| < 3 IRal” 23 |Bail [Ra )
j=0 j=0 i<j
Tt 4 2
< Y AW, | +2> P AW, P AW |
j=0 i<j
Tomando esperanzas tenemos lo siguiente:
2
mp—1 my,—1 4 )
E|| Y Rey| | < Y E[Jaw,|'] + 22> E |lawi '] -E[|aws, ]
§=0 j=0 i<j
my,—1
=c® Y B(A) 427D (Aty) - (Aty) < 5P| A, ——0
j=0 i<j
Es decir: )
P ﬁ 0 (3.15)

De los resultados (3.13), (3.14) y (3.15) tenemos que tomando el limite en media
L? ala ecuacién (3.12), esta es igual a (3.9) como se querfa demostrar. O

Teorema 3.4.2. (2% Férmula de Ité) Sean f(t,y) € C*>([0,T] xR), f :
0,T] x R = R, x un nimero real y W = (W;),~, un movimiento browniano,
si para toda t > 0, Y; := x + W, entonces: B

f(&Ye) = f(0,2)
)

+ 9 1 t 82
+/0 6—yf<s,Ys)dWS+/O af(s,mdsw/o g/ (¥ ds (3.16)

Demostracion. La demostraciéon es anédloga a la del teorema 3.4.1, es decir,
considere la expasion de Taylor de segundo orden para f (s, + Wy):

0 0
f(t+h’y+k) :f(tay>+hgf(t>y)+kaiyf(tvy)

42 h28—2 (t,y) + 2hk o [t )+k28—2 (t,y) ¢ + R
2 2 'Y 6t8y 'Y 8y2 Y 2
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Sustituyendo t =t; y h=Atj =t —t; ,y=Y,, =+ W, y k=AW, ==
Wi, — Wi, tenemos lo siguiente:

f (tj + At;, Yy, +AWt]‘) - f (tJVYtj) =

9 5,v)

0
Aty f (1Y) + AW, o

ot
o 07 02

w3 {0 T ) 2 (o) (W) 2 (1173

2

2 0
(AW S (5,55 |+ P

Con este resultado, si A, = {0 =1ty < t; <ty < -+ <y, =t} es una sucesion
de particiones de [0,¢t] tal que si n tiende a infinito, la norma de la particion
|A,,| tiende a cero, entonces:

my—1

FEY) = f0,2)= > {f(tjir1,Ye,,,) — f(t.Y,)}
=0

mp—1 my,—1
n a n 8
= Y0 S () (At + DD o f (,Y) (AWG)
J=0 =0 %Y
1mn—1 82 mp—1
+§ jZ::O 6t2f(tﬂ’yt Z 8758 t],ng)(Atj) (AWtj)
mn 1 mp—1

— Z tJ,Y;g AWt Z RQ;

Por el teorema de Taylor para funciones de dos Varlables, tenemos que el residuo

Ry, ; satisface la condicién Ry ; = o (\/(|AWt].’ + |Atj|)k> lo cual conduce a

la siguiente igualdad tomando el limite en media cuadratica:

f(t,Y})—f(O,a:) =

t 2

6f(sY ds+/8 sY)dW+1/§2f( ¥,)ds

Con lo cual queda demostrado el teorema.
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Demostracion. Procediendo de manera analoga al teorema 3.4.2, la expansion
de Taylor de segundo orden del proceso Y; := g (¢, X;) conduce a:

Y; = Yo =gt X:) — (0, Xo)

my—1

= Z g (tj+17Xt_7'+1) -9 (tj,th)
7=0
my—1 6 My —1
= Z Eg (t7 Xt) (Atj) + Z ) 9 (t’Xt) (AXtJ)
j=0 7=0
1 mn—l 82 9 Mn 1 82
+ ) ?g (tj7th) (Atj) + Z mg (tj7th) (Atj) (AXt])
j=0 Jj=0
1 My —1 82 ) My —1
+5 D 5,29 (6 Xe) (AXy) "+ Y Ba
Jj=0 j=0

Ya que X es un proceso de Itd, podemos sustituir AXy, 1= ug; At; + vy, AW,
en dicha ecuacion, y con ello tenemos que:

my,—1 my,—1

0 0
Yi Yo = Z ag (t, X¢) (&) + Z %9 (t, X¢) (utjAtj + UtjAWtj)

Jj=0 Jj=0

1 mp—1 42 mp—1 2

19} 0
+§ J;O wg (tj,th) (Atj)2+ ];) mg (tj,th) (Atj) (’u,tjAtj —i—’UtjAWtj)

mp—1 m} _:1
1 n 82 N
+§ Z Ox? 9 (tj7 th) (utj At] + Ut AWtj)2 + R2’j
=0 =
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De tal forma que aplicando el limite en L? tenemos lo siguiente:

to Ly
Vi—¥o = [ GhateXodst [ SlateXuds
1 [t 92

3 o Wg(s,Xs)vfds

t
0
+/0 %Q(S,Xs)vdes+

t 6 t a
- /0 2 (s, X)ds + /O S (5, X,) (upds + 0,1V
1 t 82
3 ), 5229(

Nuevamente, como X es un proceso de Itd tenemos que dXs = usds +v,dWs y
por las reglas de diferenciacion estocastica (dXs)2 = v2ds lo cual implica que:

+ 5, X,) (vids)

Lo Lo L[t o? 2
= [ gt xoas+ [ Lo x0@x)+5 [ Se(.X)@x)

2 Jo
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Ademés de las formulas de Itd anteriormente presentada existe otra genera-
lizacién a estas formulas, la cual se demuestra de manera anéloga a estas.

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a las demostraciones
de las reglas de It6, es decir, consideramos la expansién de segundo orden de
Taylor de la funcién f, sustituimos este resultado en el desarrollo de la suma
telescopica de f y finalmente vemos la convergencia en L? de estos términos.

O
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Demostracion. Consideremos a la funcién f : [0,00) x R? — R dada por
f (t,z,y) = xy, entonces obtenemos las siguientes derivadas parciales:

0 0 0?
w7V 9l T Gy T
0? 0? 0
8x2f_0 ’ 8y2f_0 Y =0

Por el teorema 3.4.5 y las condiciones (3.22) tenemos que:
t t ¢
X,Y, = Xo¥p + / X,dY; + / Y,dX, + / 1(dX,) (dY)
0 0 0
t t t
= XoYp + / X,dY; + / YidX, + / oupy (AW;)?
0 0 0

t t t
— XoYo + / X,dY, + / YidX, + / oupudt
0 0 0

que es justo lo que se deseaba demostrar.
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—Capitulo 4

Aplicacion a los Mercados Fi-
nancleros

En este capitulo mostraremos una aplicacion de la integral estocastica o in-
tegral de It6, en concreto deduciremos de manera estocéstica la formula general
de Black-Scholes utilizando los resultados obtenidos en los anteriores capitu-
los. Este capitulo esté basado principalmente en los trabajos de R.J. Williams,
Introduction to the Mathematics of Finance [10].

4.1. Mercados financieros y Derivados

En esta seccion repasaremos algunos conceptos basicos en la teoria de las
finanzas matemaéticas de la economia, esta secciéon se baso en el trabajo de R.J.
Williams, Introduction to the Mathematics of Finance [10].

Un mercado financiero se negocian valores tales como acciones, bonos,
divisas, materias primas, o incluso de indices.

Una de las razones para la existencia de mercados financieros es que facilitan
el flujo de capital. Por ejemplo, si una empresa quiere financiar la construcciéon
de una nueva planta de produccion, esta podria vender acciones a los inversores
quienes compran estas acciones esperando recibir futuras recompensas, tales
como dividendos o un aumento en el precio de las acciones.

Actualmente una gran variedad de modelos estocéasticos se utiliza en el mo-
delado de los precios de acciones. Todos estos modelos se enfrentan el habitual
"trade off", es decir, los modelos mas complejos suelen proporcionar un mejor
ajuste a los datos (aunque existe el peligro de sobreajuste), mientras que los
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modelos més simples son generalmente méas manejables y a pesar de su simpli-
cidad a veces pueden proporcionar tutil informacioén cualitativa. Encontrar un
buen equilibrio entre una visién realista y un modelo manejable es parte de la
técnica de modelacién estocéstica.

Un derivado o derecho contingente es un titulo cuyo valor depende del
valor de algtin otro activo conocido como subyacente.

Los subyacentes pueden ser desde algin activo financiero (acciones, indices
bursétiles, bonos, etc.), una variable de mercado (divisas, tasas de interés, indices
fraccionarios), activos para consumo (agricolas, ganaderos, energéticos, insumos
industriales, metales, etc.), hasta otros instrumentos derivados e incluso eventos
(climatologicos, crediticios, etc.)

Estos productos derivados se utilizan con diversos fines, pero los inversionis-
tas que negocian con ellos persiguen basicamente tres objetivos:

(a) Cobertura de Riesgo (Hedging).
Se busca reducir el riesgo de una inversion, considerando las variables que
determinan los cambios entre el precio actual y el futuro de la compra o
venta de subyacentes; esto es, reducir riesgos tales como: crédito, liquidez,
de mercado, entre otros.

(b) Especulacion.
Consiste en apostar o suponer algin comportamiento futuro del mercado
y establecer estrategias encaminadas a obtener ganancias del mismo, en
caso de que se presente.

(¢) Arbitraje.

El concepto de arbitraje es crucial en la valuaciéon de instrumentos finan-
cieros derivados. En el comiin de los casos, las estrategias de arbitraje
consisten en la compra y venta simultanea de activos que presentan una
valoracién errénea o incongruente entre si en el mercado. Sin embargo, pa-
radéjicamente estas oportunidades son transitorias, pues cuando los agen-
tes empiezan a explotarlas presionan los precios hacia su justa valoracion,
haciendo que desaparezca la disparidad que inicialmente dio origen a la
oportunidad.

La diversidad de participantes que persiguen diversos fines hace que los mer-
cados de derivados sean muy liquidos, puesto que generalmente es factible en-
contrar una contraparte para realizar transacciones para los inversionistas que
desean tomar posiciones en los contratos derivados.

Pagina 56



4. Aplicaciéon a los Mercados Financieros

4.2. Principales Instrumentos Derivados

En esta seccion repasaremos algunos ejemplos de derivados son contratos
forward, contratos futuros, opciones, etc. Definiremos a continuacion estos estos
derivados de manera general, aunque se puede encontrar una definicién méas
detallada en John C. Hull. Options, Futures and Other Derivatives. Octava
edicion. Prentice Hall. [9]

4.2.1. Fordwards y Futuros

Un contrato forward o simplemente forward es un acuerdo para comprar
o vender un determinado activo (subyacente) a un cierto momento futuro por
un precio determinado.

Estos contratos son comercializados over the counter, es decir, son con-
tratos personalizados, negociados entre compradores y vendedores individuales.

Estos instrumentos permiten construir posiciones futuras sobre cierto sub-
yacente partiendo de su precio actual y del costo de financiamiento.

En un contrato forward habla de dos posiciones bésicas:

(1) Posicion Larga. El participante adquiere la obligacion de comprar el activo
subyacente en un precio especifico y dentro de un plazo determinado.

(2) Posicion corta. El participante adquiere la obligacién de vender el activo
subyacente en un precio especifico y dentro de un plazo determinado.

De forma similar a los contratos forward, los futuros se refieren a contratos
celebrados por dos contrapartes que acuerdan intercambiar un activo subyacente
a cierto precio establecido de antemano en alguna fecha futura.

Los forwards son contratos a la medida y tienen un caracter privado entre las
partes, por lo que el mercado secundario para ellos es poco liquido, es decir, es
mas dificil revenderlos; de ahi que las partes en ocasiones esperen al vencimien-
tos para realizar la ganancia o pérdida; o bien, opten por el cierre anticipado,
posiblemente tomando la posicién contraria.

Un contrato futuro es como un contrato forward con la caracteristica adi-
cional de que un procedimiento de pago llamado "mark to market” es seguido en
cada dia de negociacion. En resumen, en este procedimiento el depésito inicial
de un inversor se ajusta cada dia de operaciones para reflejar las ganancias o
pérdidas en los precios futuros para ese dia.

A diferencia de los forward, los futuros se negocian en bolsa de derivados,
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de modo que el tamano del contrato, los plazos al vencimiento y los precios de
entrega del subyacente se establecen de forma estandarizada.

Los contratos forward estan sujetos, ademas del riesgo de mercado, a cierto
riesgo de crédito o "default”; es decir, al celebrarse entre dos contrapartes priva-
das, alguna de ellas (la que se encuentre en desventaja) puede tener incentivos
para no cumplir con su parte en el contrato. Este riesgo de incumplimiento es
practicamente nulo en los contratos futuros, pues las bolsas de derivados en las
que se negocian establecen mecanismo como el "mark to market"para garanti-
zar que ambas partes contractuales cumplan sus obligaciones a través de una
camara de compensacion.

Por otra parte, al existir en los Futuros un mercado secundario que otorga
liquidez a las operaciones, si alguna de las partes quiere cerrar su posicién o dar
el contrato por terminado antes de la fecha de vencimiento, iinicamente debera
vender el contrato previamente comprado bien comprar el contrato previamente
vendido. Asi, generalmente los contratos futuros no llegan a su fecha de venci-
miento, dado que las partes suelen liquidar sus posiciones anticipadamente.

4.2.2. Opciones

Una opcién es un contrato que da a su comprador el derecho, mas no la
obligacién, de comprar o vender un determinado valor subyacente a un precio
determinado (llamado precio de ejercicio o precio strike) en un plazo de tiempo
fijo [0, T]. De igual forma, el vendedor adquiere la obligacion de vender o comprar
en las condiciones pactadas sobre dicho subyacente.

Existen dos tipos de derechos, los cuales originan dos tipos diferentes de
contratos:

1. El primero se refiere al derecho de compra, dando lugar a una opcién de
compra (call)

2. El segundo es el derecho de venta, dando lugar a una opcién de venta
(put)

Por otra parte en las opciones existen dos contrapartes: por un lado, el
comprador que toma la posicién larga, es decir, el que compra la opcion, y en
la otra parte se encuentra el vendedor o emisor, quien toma la posicién corta,
es decir, ha vendido o emitido la opcion.

En funcién del momento cuando se puede hacer efectivo el derecho de una
opcioén, éstas se pueden clasificar en dos: Europeas y Americanas. En las op-
ciones Europeas solo se puede ejecutar la opcion en la fecha de ejercicio (T),
mientras que en las opciones americanas el derecho se puede ejecutar en cual-
quier momento desde que se contrata hasta la fecha de ejercicio.
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Payoff Payoff
ST ST
K K
Call Largo Put Largo
! ST | ST
K K
Call Corto Put Corto

Tabla 4.1: Compra y venta de opciones put y call

4.3. Modelo de Black-Scholes

En esta seccion daremos una introduccion del modelo de Black-Scholes, tam-
bién repasaremos las definiciones necesarias para poder demostrar los teoremas
fundamentales de la valuacién de precios de los productos financieros derivados.

Consideremos un mercado financiero con un solo activo libre de riesgo sin
pago de dividendos. Nuestro modelo de Black-Scholes consiste de dos bienes
(activos), uno riesgoso con proceso de precios:

S = (St)te[O,T]
y uno libre de riesgo (bono) con proceso de precios:
B = (Bt)te[o,T]

Bajo el modelo de Black-Scholes, estos procesos de precios estan dados como
sigue:

Sy = Spexp ((M — ;02) t+ 0'Wt> te[0,7T) (4.1)

By =e" t € 10,7 (4.2)

Pagina 59



4. Aplicaciéon a los Mercados Financieros

donde r > 0 es la tasa de interés libre de riesgo', u € R, 0 > 0y Sy > 0. El
parametro o es llamado volatilidad.

Sabemos por el teorema 1.5.3 que el proceso {e‘“tS’t}te[O’T] es una L2-
martingala bajo la medida de probabilidad P.

Los procesos S y B son continuos, adaptados y satisfacen las siguientes
ecuaciones diferenciales casi seguramente bajo P.

dSt = MStdt + O'Stth te [O, T} (43)

dBt = TBtdt t e [O, T] (44)

Definicién 4.3.1. Una estrategia de inversion (accion-bono) es un proceso
estocdstico de dos dimensiones:

¢ ={dr = (o, Be) }repo 1
que satisface las siguientes condiciones:

1. ¢:[0,T] x Q — R? es progresivamente medible ([0, T) x Fr-medible)
2. ¢ es adaptado a la filtracion browniana

3. Casi seqguramente bajo la medida de probabilidad P:

T T
/ Zdt < ooy / |8 dt < o0
0 0

La dltima condicién asegura que casi seguramente bajo P, las siguientes

integrales:
t t
/ 02dS, y / B,dB,
0 0

sean finitas y ademéas cuando se consideran como funciones del tiempo ¢, estas
definen un proceso estocastico adaptado.

En este capitulo, a a; los interpretaremos como el ntimero de acciones ad-
quiridas al tiempo ¢ y a 8; como el niumero de bonos adquiridos al tiempo ¢.

11,a tasa libre de riesgo es una tasa bajo la cual un inversor obtiene un rendimiento seguro,
en Meéxico se considera la tasa de rendimiento de un CETE (Certificado de la Tesoreria) como
la tasa libre de riesgo, debido a que se considera que la probabilidad de no pago de un bono
emitido por el gobierno mexicano es practicamente nula.
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Definicion 4.3.2. Sea ¢ una estrategia de comercio.

1. El portafolio asociado a ¢ es aquel que en el tiempo t unicamente posee una
cantidad o de acciones y una cantidad B¢ de bonos para todo 0 <t <T.

2. El valor al tiempo t del portafolio asociado a ¢ estd dado por:

Vi (¢) = St + BBy (4.5)

Definicion 4.3.3. Una estrategia de inversion ¢ se dice que es auto-
financiada P casi sequramente si:

V@) =% @)+ [ ads.+ [ pap. re[0.T]  (46)

en otras palabras:

dV; ((b) = a;dS; + B:dB; t e [0, T] (47)

En nuestro modelo no se nos permite agregar o retirar capital al portafolio,
por esta razon, la condiciéon de auto-financiamiento puede interpretarse como
que los cambios en el valor del portafolio inicamente dependen de los cambios
en el valor de los activos que conforman el portafolio.

Sea ¢ una estrategia de comercio. El proceso de descuento de las acciones y
el proceso de valor descontado asociado a ¢, estan dados respectivamente por:

S = %tt =e S, t €10,7] (4.8)
W (6)= 5 = e ) el (19

Por la regla del producto 3.4.6 aplicada a la ecuacion (4.8) y la ecuacion
diferencial estocastica (4.3) podemos concluir que:

t t t
Sy =S+ / e "*dS, + / —re” "°S.ds + / —re” "% (ds) (dSs)
0 0 0
t t t
=50+ / e "°dS, + / —re " Sds + / —re”"*ds (uSsds + o SsdWs)
0 0 0

t t
=Sy + / e " (uSsds + 0 S, dWy) + / —re” "%S,ds
0 0
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t ¢ t
:So+/ ,uS;‘ds—F/ OS:dWS—F/ —rS;ds
0 0 0

t t
:So+/ (u—r)des—k/ oStdWy
0 0

Lo cual equivale en notacion diferencial a lo siguiente:

dS; = (u—r) Spdt + oS;dW, te[0,T] (4.10)

Lema 4.3.4. Una estrategia de inversion ¢ es auto-financiada si y solo si P-casi
seguramente:

Vi (8)=Vo (o) + /O t o dS? (4.11)

o bien:

dVy* (¢) = a,dS;

Demostracion. Primero suponemos que ¢ es una estrategia de inversion auto-
financiada, entonces por la regla del producto 3.4.6 aplicada a la ecuacion (4.9)
y las ecuaciones (4.5) y (4.7) tenemos que para cada t en [0,T1:

Ve (6) =V (6) + / eV, (§) ds + / TV, () + / (Vs (9)) (ds)
= Vo (0) + /0 —re~"V, (¢)ds + /0 e=TdV, ()

t t
=Vo (@) + / —re” " (asSs + BsBs)ds + / e " (asdSs + BsdBs)
0 0

sustituyendo las ecuaciones (4.3) y (4.4) en el resultado anterior podemos con-
cluir lo siguiente:

t

Ve (@) =Vo(d) + [ —re T (@S, + 5B ds
0
t
+ / e " (as (uSsds + 0SsdWs) + BsrBsds)
0

t t
=Vo(¢) + / —re” " (asSs)ds + / e (as (uSsds + 0SsdWy))
0 0

finalmente por el desarrollo obtenido en (4.10) sustituido en la expresion anterior
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podemos concluir que para cada ¢ en [0, T]:
t t
Vi (6) = Vo (¢) + / e Pag (p—r)Sds + / e PagzoSdWy
0 0
t t
=Vo (o) + / as (p—1)Sids + / asoSTdWy
0 0

t
— Vi (d)+ /0 0,dS*

De manera inversa, si suponemos valida la expresion (4.11) en forma diferencial:

dV; (9) = a,dS;

4.12
= ot (0 —r) S;dt + oS;dWy) (4.12)

Aplicando la regla del producto 3.4.6 a la expresion V; (¢) = B;V;* (¢) tenemos
lo siguiente:

t

V@)=t + [ B dn*<¢>+/0tw<¢>d35
Sustituyendo (4.4) y (4.12) en la anterior expresion obtenemos que:
Vi(¢) = Vo (o) + /Ot Bsos (0 — 1) Sids + 0 S;dW;) + /Ot Vi (¢)rBsds
=160+ [ (lnr)Sads + o8, + [ Vo) ras
=Vo (o) + /Ot as ((p—1r)Ssds + 0S;dWs) + /Ot (asSs + BsBs) rds
=Vo (o) + /Ot as (uSsds 4+ oSsdWy) + /Ot BsBsrds

finalmente, ya que los procesos S y B satisfacen (4.3) y (4.4) respectivamente,
podemos concluir lo siguiente:

t t
Vi () = Vo (6) —|—/0 as (uSsds + 0S,dWs) +/0 rB,Bgds

Vo (6) +/tozstS +/Otﬁsst

0

Es decir, la estrategia ¢ es auto-financiada, con lo que queda demostrado el
lema.

O
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El siguiente es un ejemplo concreto de una estrategia.
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4.4. Medida Martingala Equivalente

En esta seccion explicaremos la importancia de algunos conceptos de la teoria
de la medida que juegan un papel fundamental en esta teoria de las finanzas
matematicas.

En esta seccion mostraremos que la medida de probabilidad P* existe, para
ello observemos que:

1
Sy = Spexp ((u —r— 50’2) t+ o*Wt) (4.17)
lo cual implica que P-casi seguramente:
dS; = (p—r)S;dt + oS} dW, te[0,T] (4.18)
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Al integrar el segundo término de la derecha en (4.18) se obtiene una martin-
gala bajo P. Nosotros buscamos una medida de probabilidad P* equivalente a
P tal que el proceso de precios descontado S* satisfaga una ecuacién diferencial
estocastica como en (4.18) pero sin el término de deriva (p — r) Sydt. Para ello
usamos la forma simple de la transformacion de Girsanov para cambiar la deriva
del movimiento browniano.

Teorema 4.4.3. Sean 6 un numero real, W un movimiento browniano sobre
(Q,.#, P), definimos para toda 0 <t < T al proceso A como:

Ay = exp (—GWt - %92132) t e [0,T]

Entonces el proceso A = {At}te[o 7] €s una Fi-martingala positiva bajo P.

Demostracion.
E[A|Z ] =E {exp (—6Wt — ;9%2) ‘f}
— exp (‘;‘)QtQ) E [exp (—0 (W, — W,) — 0W,)|.2.]
—exp (=501 ) xp (~OWL) Elexp (~6 (W; ~ W)L

Ahora, si X ~ N (u,oQ), entonces E [exp (0X)] = exp (u9 + %0202) y con esto
podemos concluir que:

E[A|Fs] = exp (—;92152) exp (—0W) exp (; (t—-s) 02)

1
= exp <0VVS — 29232>
— A,
Que es lo que bastaba demostrar.

O

Entonces podemos definir una nueva medida de probabilidad P* como sigue:

P*(A) := EF [T4A7] Ae 7. (4.19)
es decir,
dpP*
T Ar sobre .F (4.20)
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Aqui agregamos el superindice P al operador esperanza [E para enfatizar
el hecho de que la esperanza es calculada bajo la medida de probabilidad P.
Similarmente, escribiremos EX” para denotar al operador esperanza bajo P*.

Teorema 4.4.4. P* definida como en (4.19) es en efecto una medida de pro-
babilidad que ademds es equivalente a P.

Demostracion. Gracias al teorema 4.4.3, el proceso A es una martingala positiva,
entonces para todo evento A € %, P* (A) > 0y también:

P*(Q) := EF [IoA7]
=E" [A7]
=E” [E” [A7| %]
= E” [A]
=1

Ademas, si A,, es una sucesion de eventos disjuntos entre si:

p* <U An> = EP [y a,Ar] =EP <Z ]IA"> Ar
n=1 n=1

> ]IA,”AT] =Y EP[Ia,Ar] =) P (A,)
n=1 n=1

—EF

n=1

Con lo que queda demostrado que P* es una medida de probabilidad, ahora
para demostrar que esta es equivalente a P, sea A € % tal que P* (A) = 0,
entonces:

0=E"[I4A7] = / ArdP
A

lo que implica que bajo P, A es un conjunto de medida nula. Analogamente si
suponemos que P (A) = 0, entonces:

0= / ArdP =EF [I4Ar] = P* (A)
A

Que es justo lo que se queria demostrar. O

Teorema 4.4.5. Teorema de Girsanov Sean W un movimiento browniano
sobre (Q,.7, P) y 0 = E==, entonces el proceso estocdstico W definido para cada
t €[0,T] como:

Wt = Wt = ot

es un movimiento browniano sobre (0, %, P*). Donde P* es la medida de pro-
babilidad equivalente a P definida en (4.19)
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Demostracion. Una prueba de forma rigurosa de este teorema se puede ver en
Revuz & Yor. [5] O

Todo lo que hemos construido en esta secciéon es para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.6. El proceso de descontado de las acciones S* es una martingala
bajo P*.

Demostracion. Sea W un movimiento browniano bajo P, sea § = “== definimos

al proceso W como sigue:

W, =W, + 0t tel0,7) (4.21)

Por el teorema de Girsanov tenemos que el proceso W = {Wt es un

}te [0,7]
movimiento browniano estdndar bajo P*. Entonces para cada 0 <t < T tenemos

que:
* 1 2
S{ = Soexp ,ufr—io t+ oW,
1 —
zSoeXp<(,u—7"—202>t+0<Wt—9t)>
1 _ _
:SOexp<(,u—7°—02>t+aWt—o<M r> t)
2 o
1 5 —
= Spexp (u—r)t—io t+ oWy —(p—r)t
es decir:

1 —
Sy = Spexp (—202t + aWt> (4.22)

asi, P*-casi seguramente: .
dS} = oS;dW; (4.23)

Finalmente como W es un movimiento browniano bajo P*, por el teorema 1.5.3
tenemos que el proceso S* es una L2-martingala continua bajo P*. O

4.5. Derivados Europeos

En esta seccion demostraremos el primer teorema fundamental de valuacién
de productos financieros derivados de tipo europeo, es decir, son derivados que
unicamente pueden ser ejecutados en la fecha de ejercicio T'.
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Denotaremos a un derivado europeo como X una variable aleatoria %p-
medible.
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Demostracion. Una prueba de forma rigurosa se puede ver en Revuz & Yor,
Teorema V3.5. [5] O

Lema 4.5.6. Sea X es una variable aleatoria Fr-medible en L' (P*), es decir,

EP" [|X|] < oo. Entonces el proceso estocdstico M = {Mi}ycpo, definido para
0<t<T como:

« [ X

M; :=EF" | —

=B o

e%} (4.27)

es bajo P* una martingala.

Demostracion. Tenemos por hipotesis que X € L' (P*), lo cual nos conduce a
lo siguiente:

* * * X * * X
EP" [|M;]) = BF" ||EF | |7 ||| <EF" |EF ||=—||.%
Br Br
e 1o
52| = 52 1xl < o

Por otro lado, si 0 < s <t < T gracias a la propiedad de torre de la esperanza
condicional podemos concluir que:

. . « | X « [ X
EF" M| Z,] =EF" |EY" | == |7, | |.Z,| = EF" | =|.Z,| = M,
Br Br
Que es justo lo que tenfamos que demostrar. O

Teorema 4.5.7. Supongamos que X es una variable aleatoria Fr-medible tal
que EP” [|X]|] < oco. Entonces existe una estrategia de réplica ¢ para X. Ademds,

P*-casi sequramente:
« [ X
Vi _ ]EP =
S =B |5

(%} (4.28)

Demostracion. Para demostrar la existencia de la estrategia ¢, definimos al

proceso:
[ X
M, = E [B

- ﬁt} (4.29)

Entonces por (Revuz & Yor - Teorema I1.2.9 V.3.5), el proceso {M:},c( 1
es bajo P* una martingala continua por la derecha con un versiéon continua.
Denotaremos por M a la version continua de dicho proceso. Ademas si {7,,},, es
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una sucesion de tiempos de paro como en la definicion 4.5.4 donde 7,, = +o0,
entonces tenemos que M es una martingala local.

Ahora por el teorema de representacion martingala (teorema 4.5.5), existe
un proceso estocéstico adaptado n = {m}te[oﬂ que satisface las condiciones del
teorema 4.5.5 tal que bajo la medida de probabilidad P*:

t
M; = My + / nsdW para todo ¢ € [0,T]
0

Entonces definimos:

ap = Urg: para todo ¢t € [0, T
By = My — oS} para todo ¢ € [0, 7]

Al ser los proceso estocésticos 17 y S* progresivamente medibles, también lo es
el proceso a = {O‘t}te[o )Y ademas el proceso 7 satisface fo n2ds < oo P*-casi
seguramente, entonces:

T 1 T
/ aZdt < - 5 / nFdt < oo
0 o2 (lnftE[O,T} Szk) 0

T T T
[ islars [ pajas [ s
0 0 0
T T
S/ sup |Mt\dt+/ lag| | sup Sy | dt
0 telo,T) te[0,T]
T
=T sup |Mt|—|—/ v | ( sup S*)
t€[0,T] t€[0,T]

Aplicando la desigualdad de Cauchy podemos concluir que:

T T 2 3 T 3
/ |Be|dt < T sup |M|+ / sup Sy | dt / azdt
t€[0,T) 0 t€[0,T] 0

T 3
<T sup |My|+VT sup S} (/ afdt) < 00
0

te[0,T] te[0,T]

Ahora sea ¢ = {(at,ﬂt)}te[O’T], veamos que en efecto ¢ asi definida es una

estrategia de réplica, para ello veamos primero que el proceso V* (¢) es una
martingala, entonces para cada 0 <t < T

Vi(p)  ouSi+ BBy

V;* (¢) = = = CKtS: + Bt - atS: + Mt — OétS: = Mt
B, By
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En segundo lugar demostraremos que la estrategia ¢ es auto-financiada
t —
V() = Mi= V(@) + [ n.dil.
0
t —
= Vo (¢) + / oasSydW,
0
t
— Vo () + / oS (AW, + 0dt)
0

t t p—r
=Vo(9) + / oasS;dWy +/ oagSy < ) dt
0 0

g

t
=Vo(9) + / as [(p—r)Sfdt + oS;fdWy]
0

t
— Vi (d)+ /0 0,dS*

Finalmente considerando ¢ = T en la definicion (4.29) y ya que la variable
aleatoria X es Zp-medible podemos concluir que ¢ replica a X ya que:

X

Br (4.30)

Lo que implica que Vr (¢) = X con lo que queda demostrada la existencia de
una estrategia de réplica ¢ para X. Para finalizar la demostracion del teorema
veremos que P*-casi seguramente se satisface la ecuacion (4.28). Por la propie-
dad de réplica de ¢ tenemos que el proceso V* (¢) es una martingala bajo P*,
entonces por (4.30):

Vi (¢) =B [V (¢)|.F]

— EF” {X yt}

Con lo que queda demostrado el teorema. O

4.6. Proceso de Precios Libre de Arbitraje

En esta seccion demostraremos el segundo teorema fundamental de valuacion
de productos financieros derivados.

Consideremos un derivado Europeo X € %p tal que E[|X]|] < oo. Para
determinar el proceso de precios libre de arbitraje de este derivado, necesitamos
la nocién de estrategia admisible, bonos y derivados.
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Asumimos que dado un proceso C' = {Ct}te[o,T] que represente el valor de
un derivado Europeo X es un proceso continuo por la derecha, adaptado, donde
C; representa el precio del derivado Europeo al tiempo t.

(Que sea adaptado es la minima hipdtesis que nosotros esperamos sobre este
proceso y continuidad por la derecha es una hipétesis razonable que regular-
mente se pide)

Las propiedades (i), (i) y (i#4) nos garantizan que las integrales (4.31) es-
tan bien definidas. La propiedad (iv) es conocida como la propiedad de auto-
financiamiento para .

En el siguiente teorema, por unicidad nos referimos a que dos procesos esto-
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casticos son indistinguibles.

Teorema 4.6.3. El unico proceso de precios libre de arbitraje para un derivado
europeo X bajo P*, es una version continua de:

{517
Br t€[0,T)

Demostracion. Sea C = {Ct}te[o,T] el proceso de precios de un derivado europeo
X. Por el teorema 4.5.7 existe ¢ = (d,B) una estrategia de réplica para X,
entonces tenemos que al tiempo t =T, Vr ((]3) = X y Cr = X, lo cual implica
que:

Cr = arSt + BrBr (4.32)

= 517
By te€[0,T)]

es una martingala continua por la derecha con una versién continua, lo cual
implica que podemos construir un proceso:

{517}
Br te[0,T]

con una versiéon continua llamada {Vf (41_7) Ahora supongamos que:

Y ademés el proceso:

}te[07T]'
P*(Cy # Vi (¢) para algunal t € [0,T]) >0 (4.33)

Ahora como el proceso C es continuo por la derecha y V (¢) es continuo, existe
to € [0,T] tal que:
P (Cto 7é ‘/to ((b)) >0

Por tanto podemos definir a los conjuntos A = {w € Q: Cy, (w) > Vi, (@) (w)}
y B={weN:C (w) <V (¢) (w)}. Entonces ya sea que P*(A) > 0 o bien
P* (B) > 0, primero supongamos que P* (4) > 0, como la estrategia de réplica
tiene la forma ¢ = (&,B_) definimos a ¢ = («a, 8,7) para todo 0 < ¢t < T como
sigue:

(0,0,0) sit <t
wt;: (03030) si tEtQ,LL)EAC
(@(w%@(wﬂw,—l) Sit>ty, wed
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De esta definicion tenemos el proceso de valor asociado a v es igual a cero para
todo 0 < t < tg De esta definicién tenemos para todo 0 < t < tg el proceso de
valor asociado a v es igual a cero, en particular para t = 0:

Vo (¢) = a0So + BoBo +7%0Co =0- S0 +0- By +0-Cy =0 (4.34)

De manera similar, el proceso de valor al tiempo ¢ = T' es igual a cero para todo
w en A¢. También, como ¢ es una estrategia de réplica para X por el desarrollo
(4.32) tenemos que para todo w en A el valor del proceso de precios esta dado
por:

Vr (¢) = arSt + frBr + y7rCr

_ Cyo — Vi, (0
= arSr + (5T + tOBtO@> Br+(-1)Cr
to

_ 3 Cto - ‘/tg (QE)

= arSr + brBr + BiBT —Cr
to

Cio = Vi (9)

= 7B
By, T

el cual es positivo por definicion del conjunto A, entonces tenemos que:
Vr (¥) >0 (4.35)

y en consecuencia también obtenemos que:
EP” [Vi (v)] = / Vi (1) dP* = / Vi () dP* + / Vi () dP*
Q Ac A

Cty — Vi, (9
= / 0 dP* + / o =V ) apr 5 (4.36)
c A Bto

Lo cual es una contradiccion pues las condiciones (4.34) ,(4.35) y (4.36) implican
que la estrategia i es una oportunidad de arbitraje lo que contradice nuestra
hipotesis de que V (1) es el precio libre de arbitraje.

De forma similar, si suponemos que P* (B) > 0, entonces definimos a ¢ =
(o, B,y) para todo 0 < ¢ < T como sigue:

(0,0,0) si t<to
7~//'t — (070,0) si t>ty, we B°
(—dt(w),—ﬁt(w)—i—‘w,l) si t>ty), weB
to
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con lo que podemos concluir lo siguiente:

Vr (¥) = arSt + BrBr +vrCr

_ Vi, (9)-C
= —arSt + <—5T + to@ﬁ)) Br + Cr
to
_ > ‘/t() (d_)) - Ct()
= —arSt + _5TBT + TBT + Cr
Ctg - ‘/to ((lg)
=—“*B
B, 4

Que de nuevo implica que 1 es una oportunidad de arbitraje.

Deduciendo que el supuesto (4.33) es falso y con esto podemos concluir que
el inico posible proceso de precios (salvo procesos indistinguibles) esta dado por
Ct:Vt((b) para todo 0 <t < T .

A continuacién demostraremos que en efecto este es el tnico proceso de
precios libre de arbitraje. Por contradiccién, supongamos que con este proceso
de precios existe ¥ elemento de W que es una oportunidad de arbitraje, es
decir, es tal que:

Vo)=0 , Vr()>0 , EP [Vr(®)]>0

Ahora, por el supuesto de que 1 es una estrategia admisible tenemos que
el proceso de valor descontado V* (¢) es una martingala bajo P* lo cual nos
conduce a lo siguiente:

0="Vy () =E" [V ()] = ¢ "TE" [V ()] > 0

Lo que es una contradicciéon. Por lo tanto no puede existir una oportunidad de
arbitraje con este proceso de precios.

O

4.7. Opciones Call Europeas

En esta seccién aplicaremos los teoremas de valuacion de derivados cons-
truidos a lo largo de este capitulo para calcular el proceso de precios libre de
arbitraje de una opcion Call europea y también podremos identificar una estra-
tegia de réplica para dicha opcion.

Sea X = (St — K), una opci6n Call europea con precio strike K y fecha de
expiracion T'. Denotaremos a los siguientes procesos descontados por:
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* Cy —r
Ct = Bt =e€ tCt te [O,T]
K
K* = — — 7’)”TK
Br *

Lema 4.7.1. Sea X ~ N (m, 32). Entonces para a y b cuales quiera numeros

reales:
122

E[ aX|X>b]_eam+ asq)(d)

2
donde d = _—b‘"—"s“ﬂ y @ es la funcion de distribucion de una normal estdndar.

Demostracion. Tenemos lo siguiente:

aX| X > 0] s I 437
B[] -— (487

Ahora consideremos el siguiente desarrollo:

(x —m)? _ 2s%ax a2+ m? —2ma
252 2¢2 252
—22 —m? + 2z (m + s2a)
252
—22 —m? 42 (m + s2a) — s*a? — 2ms?a + s*a® + 2ms2a
252
—2? 4 22 (m + 52a) — (m + sza)2 + s*a? 4 2ms?a
252

2
_ 122_(x—(m+52a))
—am+2as 952

Sustituyendo este desarrollo en (4.37) tenemos que:

ar —

(m+e2a))?

52 dx

E[eX] X > b] = emtae” sm/

Considerando el cambio de variable z := w yqued = —z(b) = =bimtas®,

am+ 14252

e Tz = eomtia’s’ (1 -3 (—d))

S\/27T/
1,.2.2

— am+ a“s (I’(d)

Que es lo que se deseaba.
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Teorema 4.7.2. Sea X = (St — K), wuna opcion Call Europea con precio
strike K y fecha de expiracion T. El proceso de precios libre de arbitraje para
esta opcion estd dado por {e”Ct*}te[o’T], donde para cada t € [0,T):

log (%) 1 g (75) 1
Cr=8 0| -2l toVT—t| K" & | —2n=, — —oVT -1
' ' ovl —t 27 oVT —t 27

Demostracion. Sea X = (St — K)+ una opcién Europea con precio strike K y
fecha de expiracion T'. Observemos que 0 < X < Sy y EF” [St] = Sy < oo. Por
lo tanto, por el teorema 4.6.3, el proceso de precios libre de arbitraje {Ct}te[O,T]
es un proceso continuo y adaptado tal que para cada t € [0, 7], si Cf = Cye™"¢,
entonces tenemos que casi seguramente bajo P*:

\ X
Cf =E” [BT NEA (4.38)

9] —E” [(S5— K°)

donde K* = e "T K. Se sigue de la ecuacion 4.22 que casi seguramente bajo
P* paracada 0 <t <T:

. Spexp (—102T + oWy 1 —
iz — ( 2 — ) = exp (02 (T —t)+ UW(T—t)) (4.39)
St So exp (—%Uzt + UWt) 2

con lo que podemos obtener la siguiente expresion para S7:

—~ 1
Sk = S} exp (O’W(Tt) - 502 (T - t)) (4.40)

Sustituyendo esta expresion en el desarrollo 4.38, obtenemos que para cada
0 <t < T, casi seguramente bajo P*:

cr =EP [(st* exp <UW(T_t) - %(72 (T — t)) - K*) ﬁt] (4.41)

+

Utilizando el hecho de que S} es .#;-medible y que WT — Wt es una variable
aleatoria normal con media cero y varianza T — t que bajo P* es independiente
a Jy, se sigue que casi seguramente bajo P*, para cada 0 <t < T
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* <[ * i 1 *
C;y =EF (St exp (O’W(Tt) - 502 (T — t)) -K ) H{S;>K*} ft}
T —~ 1 *
=E"F (St exp (O’W(T_t) — 502 (T — t))) ]I{S;>K*} - K H{S;>K*} ,%}
_ EP* [ * T Te 1 2 I ar
= Sfexp | oWip_y) — 57 (T —1t) {s5>K7}| Pt
* P*
~KE Ly |
* 1 * 1
= S/ exp (—202 (T - t)) EP [exp ((TW(T_t)> ]I{S;>K*} f’ft}
* mP*
KB [l 7]
* 1 2 P* 074
= S/ exp (—20' (T - t)) E [exp (O‘W(T,t)) H{S;>K*}}
€1
* P
KB [l
—_——
€2
(4.42)
Ahora consideremos el siguiente desarrollo:
—~ 1
St > K* < S} exp (orW(T_t) - 502 (T — t)) > K*
— 1, *
= exp| oWy — 0 (T —1) ) >
2 Sf
* (4.43)

— K 1
= oWy > log (S* ) + 502 (T —1)
¢

*

—~ 1 K 1
_ —1 —o (T —1t
<:>W(Tt)>00g<5;>+20( )

:=b

De acuerdo a la notaciéon del lema anterior tenemos que para e;:

bt (T—1) —%log(g{;)—%a(T—t)—t—a(T—t)

dy = -
T—t T—t
10%(%{) 1
=y Tt
ovVT —t 27

Ahora, utilizando el lema 4.7.1 aplicado a la esperanza e; tenemos lo siguiente:

EX” [eXp (UW(T%)) H{S}>K*}} = exp (U(O) + %02 (T - t)) ® (dy)
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1 log (IS{ )
= exp (202 (T - t)) Q| ———=+
de manera similar aplicamos el lema a la esperanza es:

W T_b t:—;1og(§§;—t§a(T—t):1og(;3{)_10 _—
— — oVl —t 2

oVT — 1 (4.44)

Q
~
|
N |

y con ello podemos deducir que:

- 10%(55«) 1
E [H{S;%*}]:@ — VT (4.45)

Sustituyendo los desarrollos 4.44 y 4.45 en la expresion 4.42 nos conduce a lo
siguiente:
57

log ( %=
C; = S} exp (—;(72 (T — t)) exp <;02 (T — t)) 0] Ugf(z + %J\/T —t

Que es justo lo que se queria demostrar.

Observemos en particular que si t = 0, entonces:
So So

Co=Cy =5 ® (1055/;%) +;O’ﬁ) -K* o (10;57\(;%) ;Uﬁ)

la cual es la famosa férmula de Black-Scholes.

4.8. Ecuacidon Diferencial Parcial de Black-Scholes

Para concluir este capitulo, deduciremos que la funcién que representa el
precio de un derivado europeo también satisface la ecuaciéon de calor, la cual es
una ecuacion diferencial parcial de tipo parabélica.
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Teorema 4.8.1. (Ecuacion Diferencial Parcial de Black-Scholes) Sea
f(t,x) € C?([0,T] x R) que denote el precio al tiempo t de un derivado de estilo
Europeo sobre una accion (por ejemplo una Opcion Call Europea), con fecha de
expiracion T, cuando Sy = z, donde S = {Soe“t+"wf}t>0 es un movimiento
browniano geométrico que modela el precio de la accion subyacente. Entonces f

debe satisfacer la ecuacion diferencial parcial:

2
%—l—a—frx—l—la fa2x2=

ot Tas "t 2022 rf

Demostracion. En nuestra prueba replicaremos el payoff de la opcién mediante
la creacion de un portafolio que contenga acciones subyacentes y cuentas libres
de riesgo, reajustando el portafolio a través del tiempo. Haciendo esto, veremos
que f satisface la EDP en cuestion.

Tenemos dos procesos en tiempo continuo:

1. El precio de la accién subyacente:
Sy = Spert oW

La Ecuacion Diferencial Estocéstica para este Movimiento Browniano Geo-
métrico es:

1
ds, = (u + 202) Sydt + oS, dW;

2. La cuenta libre de riesgo (CETES por ejemplo) b; = €™, una funciéon

determinista que depende de ¢, donde r > 0 es la tasa de interés; la
Ecuacion Diferencial para este proceso es:

dbt = Tbt de¢

Queremos construir un portafolio (a4, 5;) donde a; denote el namero de
acciones subyacentes y (3; denote la cantidad de dinero en la cuenta libre de
riesgo, tal que para cada instante de tiempo ¢ € [0, T] el valor del este portafolio
debe coincidir con el precio de la opcién.

Para cada tiempo t € [0, T] el valor de nuestro portafolio esta dado por:
V;g = OttSt + Btbt (447)

Nuestro objetivo es comprar al tiempo ¢ = 0 la cantidad inicial («ag, 5p) y con-
tinuar ajustando nuestro portafolio de tal forma que:

Vi=f(tS:) paratodo te0,7]
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En particular, el precio de la opcién al tiempo t = 0 sera: Co = Vo = a9 Sy + So.

Es importante recordar que no se nos permite insertar o extraer cantidad de
subyacente o dinero de la cuenta libre de riesgo, a lo largo de la vida del deriva-
do. Asumimos una estrategia auto-financiada, matematicamente lo expresamos

como:
d‘/t = O[tdSt + ﬁtdbt

En forma integral, esta condicion se expresa como sigue:

t t
w=%+/am&+/m%s
0 0

t t (4.48)
= apSy + Bo + / asdSs + [ Bsdbs
0 0

=:1; =:1s

Retomando el ejemplo 3.4.4, tenemos que S es un proceso de Itd, y como el
proceso « es un proceso adaptado, entonces la integra (I;) esta definida por:

t t 1 t
/ adS, = / o <,u + 202> Ssds —|—/ a,0S,dW, (4.49)
0 0 0

Ademas (I2) es una integral de Riemann-Stieltjes, entonces:

¢ ¢ ¢
/ Bodbs :/ Bsblds :/ Bsrbyds (4.50)
0 0 0

Sustituyendo (4.49) y (4.50) en (4.48), tenemos que el valor del portafolio esta
dado como sigue:

t t
w=%&+%+/an&+/&%s
0 0

t 1 t t
= apSo + Bo + / Qg (u + 202> Seds + / agoS,dW, + / Bsrbsds
0 0 0

t 1 t
= apSo + Bo + / [as <u + 202) S + Bsrbs] ds + / as0S,dW
0 0

(4.51)
Estamos buscando factores a; y f; tales que para todo 0 <t < T
Vi = ;S + Biby = f (t, St)

Para ello aplicamos la formula de It6 sobre f (¢,5:), exactamente como en el
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ejemplo 3.4.4:

2
f(t,st):f(o,SOH/O g{d +/O gde +;/ TJ;(dSS)2

B
= f(0,80) + g{d +/ ai((”+2 >Sds—|—oSdW)
0

L2y
8 5 252

_ or [ of(, . 1. 10°f ago
_f(0,50)+/0 L(%—!-ax <u+20>53—|—2ax20 SZlds

t
+/ 8—fUSSdVVS
0 al'

_|_

(4.52)
Igualando los integrandos de dWy de (4.51) y (4.52), tenemos que:
OétO'St = afxO'St
con lo que podemos concluir que:
0
ap = %f (t, St) (453)
Analogamente, igualando los integrandos de ds:
L 5 of  of 10%f 5252
Oét<ll+20>5t+ﬁt7“bt E—Faf —1-2 St+§82 h
of L, [ 202
&+at(u+2 )St+282 St
deducimos que:
119 1 9
By = [3tf (t,St) + 3 @f (t,St) 025,52} (4.54)

Remplazando los valores de o v B de (4.53) y (4.54) en la expresion (4.47):
(&, 5) =Vi=auSi + Bibs
t 1 t 1O%f (¢
_ af( ,St)St—F < |:af( 7St) _|_,a f( 7St)0,25t2:|> bt

Oz by ot 2 0x?
_Of (t,5) L[Of(t,5)  1O*f(£,50) 5.0
n ox Set r ot + 27 022 St

Sustituyendo en esta expresion que S; = x:

LOf Of 10°f 4,
e R T ¥ P
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4. Aplicaciéon a los Mercados Financieros

Que es justo lo que queremos demostrar.

O

Con cierto abuso de notacién, si denotamos el precio del derivado con la
letra V' y en vez de la variable x utilizamos S, podemos escribir la ecuacién
diferencial de Black-Scholes como:

OV 1 5,02V AV B
a+505w+r;s'%—rv—o

Desde un punto de vista matematico, la teoria de Black-Scholes supuso un
acercamiento del mundo financiero a un tipo de mateméticas nada triviales. Por
otra parte, existen profundas similitudes entre esta teoria y una en particular:
la ecuaciéon de calor y los procesos de difusién, iniciada por Joseph Fourier a
mediados del siglo XIX. En un articulo de Albert Einstein de principios de siglo,
se formula el movimiento browniano en términos de ecuaciones diferenciales
de difusion, esencialmente equivalentes a la de Black-Scholes. El movimiento
browniano, que se puede encontrar ya mencionado en los trabajos de Darwin
sobre el origen de las especies, se ocupa de describir los movimientos erraticos de
particulas (Brown lo estudié para el movimiento de particulas de polvo). Como
dijo el premio Nobel de Fisica Richard Feynman, la razdn de la efectividad de
las matemdticas es que las mismas ecuaciones tienen las mismas soluciones, lo
cual permite que problemas tan dispares como estudiar particulas de polvo, la
difusién del calor, o la gestion de productos financieros, se reduzcan, por pura
abstraccion matematica, al mismo problema.
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