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CAPITULO 1.
INTRODUCCION.

1.1Introduccion.

La mecanica de fluidos es una rama de la fisica que se dedica al estudio del
movimiento de los fluidos, tanto gases como liquidos, asi como las fuerzas que
provocan su movimiento. La caracteristica principal de los fluidos es la
incapacidad de resistir a esfuerzos cortantes por o que no cuentan con una forma
definida.

1.2 Propiedades de los fluidos.

Los fluidos cuentan con ciertas propiedades importantes, tales como la densidad,
la compresibilidad, la tensién superficial, temperatura, la energia interna, el calor
especifico, la conductividad térmica, la capilaridad entre otras mas. Sin embargo
es necesario para el estudio de los fluidos, dentro de la mecanica de los fluidos
conocer quizas una de las propiedades mas importantes, la viscosidad.

La viscosidad esta definida como la oposicion de un fluido a las deformaciones
tangenciales, y esta es plenamente identificable en fluidos que se encuentran en
movimiento, los fluidos que no cuentan con esta propiedad son llamados fluidos
ideales. Aunque en realidad todos los fluidos conocidos presentan algo de
viscosidad, siendo asi los fluidos ideales son tan solo modelos, que son referidos a
la viscosidad nula, por lo que son solo una buena aproximacion para ciertas
aplicaciones.

De tal manera que para conocer el comportamiento viscoso de un liquido es
necesario determinar el esfuerzo de corte y la rapidez de deformacion, estas
cantidades dependen del area de contacto y de la fuerza necesaria para mover la
parte superior del fluido a una velocidad constante, asi como también dependen
de la distancia entre la parte superior y su base en casos especificos. Esto permite
tener dos clasificaciones generales: un fluido newtoniano, en el cual la viscosidad
permanece constante o en otras palabras la relacion entre el esfuerzo cortante y la
rapidez de deformacion tiene un caracter lineal; por el otro lado existen los fluidos
no newtonianos en los cuales esta linealidad se pierde.




Para fluidos no newtonianos, como los adelgazantes (también conocidos como
seudoplasticos) la viscosidad (que es la pendiente de la curva del esfuerzo de
corte contra la deformacién) disminuye al incrementarse la rapidez de
deformacion. El caso contrario se presenta en el fluido dilatante (conocido como
plastico), cuya viscosidad se incrementa al aumentar la rapidez de deformacion.
Otro caso especial es el famoso fluido de Bingham el cual se considera como un
fluido no newtoniano por el hecho de necesitar un esfuerzo critico para comenzar
a fluir, seguido de un comportamiento newtoniano.
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Figura 1.1 Representacion de curvas de flujo para diferentes fluidos 1) fluido newtoniano. 2) fluido
newtoniano adelgazante. 3) fluido no newtoniano dilatante. 4) fluido de Bingham. [1].

1.3trabajo de Couette.

Una de las personas mas interesadas en el area de la reologia fue Maurice Marie
Alfred Couette quien en 1889 oficialmente registro su tesis doctoral “Estudios de la
friccion en liquidos” [I] bajo la supervision del premio Nobel Gabriel Lippmann.

Maurice Couette en su trabajo de tesis doctoral inicio con el estudio de la
viscosidad dando origen al cuestionamiento de, como medir la viscosidad. Gracias
a este trabajo que realizé bajo la tutela de Lippmann, Couette se concentré en




hacer el analisis del flujo anular en estado laminar, disefiando un dispositivo que
contenia un fluido entre cilindros conceéntricos.

Alrededor de 1885 en Paris, Maurice Couette comenzaba a construir vy
experimentar con viscosimetros de cilindros concéntricos. En un extenso estudio
sobre la viscosidad mostré que para velocidades angulares pequefias del cilindro
interior, la curva obtenida de la comparacion del torque-velocidad, permanecia
constante hasta que se alcanzaba una velocidad critica de rotacion, a partir de ahi
la relacion torque-velocidad deja de ser lineal.

1.4 Trabajo de Taylor.

Couette interpretd6 el comportamiento mencionado con anterioridad como el
comienzo de la turbulencia. Casi treinta afnos después, Geoffrey Ingram Taylor
descubrié la aparicion de inestabilidades en el flujo, dando pie a que estudiara
tedricamente, la primera de ellas utilizando la teoria de estabilidad lineal. Los
resultados teoricos y experimentales mostraron total acuerdo.

Figura 1.2 Representacion de un viscosimetro de placas paralelas con sentido y direccion del flujo [2].

En la mayoria de los casos, el equipo se disefia de manera que los dos cilindros
sean suficientemente pequefios como para que la velocidad de deformacion sea
aproximadamente constante a lo largo del espacio anular, al igual que el esfuerzo
de deformacién, dando origen al flujo de Couette el cual en general se refiere a un
flujo laminar de un fluido viscoso que se encuentra en medio de dos planos




paralelos, esta condicion cumple tanto para las placas planas como para el
redmetro de cilindros concéntricos de Couette [II].

El flujo Taylor-Couette es un problema clasico de inestabilidad hidrodinamica,
debido a que su geometria es simple, se conocen las ecuaciones que gobiernan el
flujo y el parametro de control; mientras que las condiciones de experimentacion
estén bien definidas, se gobierna con relativa facilidad y los patrones de flujo
pueden observarse a simple vista [lll].

Soporte Fijo
Resorte de Torsidn
Medidor de desplazamiento angular

.............. . ™ Cilindro Interiar

— :) Velocidad Angular
(—4: Constante

Cilindro Exterior

Figura 1.3 se muestran las principales partes del experimento de Couette, donde mu () se
refiere a la viscosidad del liquido en estudio. [3].

Desde su descubrimiento, el flujo de Taylor-Couette ha atraido el interés de gran
variedad de estudiosos de muy diversos campos, desde ingenieros de lubricacién
hasta matematicos puros, no solo por la belleza de los impresionantes patrones
formado por los flujos, sino porque posee caracteristicas que lo hacen facil de
reproducir, controlar, y permite estudiar flujos completamente distintos con soélo
variar las condiciones de frontera. Por mencionar algunos aspectos
sobresalientes, el estudio de este flujo permite acercarse a las ideas
fundamentales de la teoria no lineal, la cual tiene multiples utilidades en diversos
campos de aplicacidn una de estas aplicaciones es la dispersion de alumina [IV],
lo que hace posible el estudiar las bifurcaciones. Mantener una constante
interaccién entre teoria y experimentacion, plantear y probar nuevas simulaciones




numeéricas y tratamientos tedricos quizas de manera mas “simple”, gracias a la
simetria del sistema. Ha demostrado que es posible encontrar una gran variedad
de comportamientos en su camino a la turbulencia, y muchos de los conceptos de
la teoria del caos han visto en el su realizacion de forma experimental. De hecho,
las experiencias en el flujo de Taylor-Couette mostraron las primeras evidencias
contundentes de la existencia del comportamiento caético [V].

El movimiento de fluidos entre superficies que rotan estan presentes en
numerosas aplicaciones de ingenieria [IV], donde el campo del flujo rotante esta
dominado por la inestabilidad centrifuga y la evolucién de estructuras de vortices a
lo largo de la superficie [VI]. ElI conocimiento del movimiento de fluidos entre
cilindros puede ayudar en la prediccidon de torques, transferencia de masa y calor,
la prediccidon del comienzo de las inestabilidades que pueden resultar en la
aparicion de nuevos patrones de flujo o en turbulencia, y su dependencia con los
parametros de flujo es una herramienta fundamental en el mejoramiento de
diversos procesos tecnologicos.

La estabilidad del flujo de Couette fue investigado por Taylor en un articulo de
vanguardia para su época [VII], por lo que ha sido una piedra angular en el
desarrollo de la teoria de estabilidad hidrodinamica. Se demostr6 que cuando la
velocidad angular del cilindro interno se incrementa hasta un cierto umbral o
critico, el flujo de Couette se vuelve inestable y surge un estado secundario
estacionario [VIII], caracterizado por vértices toroidales, conocidos como vortices
de Taylor [IX]. Los incrementos subsiguientes de la velocidad angular del cilindro
dan como resultados estados de mayor complejidad del espacio temporal. Por lo
tanto el flujo de Taylor-Couette ha sido uno de los componentes basicos de la
teoria de formacion.

Figural.4 Esta figura hace un comparativo de lo que es un toroide matematico del lado derecho y lo que se espera que se
forme del lado izquierdo, como es posible observar el toroide matemético es estatico mientras que lo que esperamos
encontrar tiene arte una rotacion en el cuerpo que lo conforma.




1.5 Efecto de la viscosidad en el experimento de Taylor y variables que
intervienen.

Taylor investigo el efecto de la viscosidad y demostré que ésta retrasa el inicio de
la inestabilidad centrifuga. Sus calculos numéricos mostraron que cuando el
cilindro exterior esta en reposo y la velocidad del cilindro interior excede un valor
critico o umbral, el flujo de Couette circular se vuelve inestable a perturbaciones
axisimétricas infinitesimales [X]. Los calculos numéricos de Taylor estaban en
excelente acuerdo con sus propias mediciones experimentales.

También es importante recordar que los vortices de Taylor que se forman en los
cilindros, son directamente dependientes de algunos parametros controlables
como:

La distancia entre cilindros:

Este parametro es influyente, ya que si la separacién en los cilindros concéntricos
aumenta es necesario que el cilindro interior aumente las revoluciones a las que
debera girar para asi alcanzar la velocidad critica de formacion.

Velocidad de rotacion:

Esta es una de las variables indispensable para el estudio de los voértices de
Taylor, ya que en base a la velocidad de rotacion del cilindro interior se produce la
formacion del patrén de flujo (vortices).

Viscosidad:

Por definicion la viscosidad es la oposicion de un fluido a las deformaciones
tangenciales, lo cual es debido a las fuerzas de cohesion moleculares. Por lo que
todos los fluidos conocidos presentan algo de viscosidad. La viscosidad solo se
manifiesta en liquidos en movimiento y esta es definida como la relacion existente
entre el esfuerzo cortante y el gradiente de la velocidad.

Si tenemos un bloque solido (sin fluir) sometido a una fuerza tangencial, el
material solido opone una resistencia a la fuerza aplicada, pero se deforma, tanto




mas cuanto menor sea la rigidez. Si imaginamos a que el bloque esta formado por
delgadas capas unas sobre otras, el resultado de la deformacion es el
desplazamiento relativo de unas capas respecto de la adyacente.
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Figura 1.5 Esta imagen muestra un sélido diseccionado en capas al cual se le aplica una fuerza tangencial, ya que las
capas del solido transmiten el esfuerzo cortante mediante la interaccién molecular este se va debilitando a medida que la
altura del solido crece.

Por lo que en los liquidos, el pequeio rozamiento que existe entre capas
adyacentes se denomina viscosidad. Esa pequeia magnitud es la que le confiere
al fluido sus propiedades caracteristicas.

Por lo que si se arrastra la superficie de un liquido con algun otro cuerpo como se
hacia con el bloque las capas inferiores no tendran practicamente movimiento o lo
haran de manera muy lenta a comparacion de la superficie ya que estas son
arrastradas por la pequena fuerza tangencial (opuesta al movimiento) mientas que
las capas superiores fluiran con facilidad.

y dimension

.
o

houndary plate

(2D, moving) | velocity, u
— =

shiear stress, ¢

boundary plate (2D, stationary)

Figural.5.1 Por medio de esta figura se muestra como es que el fluido es perturbado mediante un gradiente tangencial.

Esta es una variable de gran interés ya que es directamente proporcional a la
formacion de los vortices, puesto que de esta dependen del incremento de la
velocidad de rotacion del cilindro interior, por lo que entre mayor viscosidad
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contenga el fluido mayor tendra que ser la velocidad con que rota el cilindro
interior, por la resistencia que presenta el fluido al desplazamiento. Esto se debe a
las fuerzas intermoleculares que interactuan entre ellas para darle al fluido cierta
resistencia al desplazamiento.

Por lo que es posible decir que la velocidad de rotacion del cilindro interno es
dependiente tanto de la viscosidad como de la distancia entre los cilindros
concéntricos, haciendo que sea directamente proporcional al incremento en la
distancia entre cilindros y al aumento de la viscosidad del fluido.

En este trabajo se analizara el flujo de Taylor-Couette para lo cual se propone
modificar la forma del cilindro interior la cual proporciona el movimiento al fluido.
La propuesta del proyecto es introducir un aletado en el cilindro interior y variar la
altura de la aleta, esto con la finalidad de perturbar el flujo y asi obtener una
velocidad critica de formaciéon menor a la del caso liso.

El trabajo sera realizado por un software comercial de mecanica de fluidos
computacional aplicando diferentes condiciones de frontera las cuales simulen el
fendmeno, estas condiciones seran explicadas en capitulos posteriores.

La relevancia de este proyecto radica en la aplicabilidad del fendmeno,
aplicaciones como procesos de mezclado en los cuales los tiempos de residencia
del fluido pueden ser minimizados.




CAPITULO 2.
ECUACIONES DE TRANSPORTE.

2.1 Introduccioén.

En este capitulo se presentaran las ecuaciones que describen el movimiento de
los fluidos, mediante un analisis diferencial. Esto se puede hacer aplicando las
cuatro leyes basicas de conservacion, a un sistema de fluido infinitesimal. En
cualquier caso, los resultados proporcionan las ecuaciones diferenciales basicas
del movimiento de los fluidos.

2.2 Ecuaciones de Navier-Stokes en su forma cartesiana.

Aqui se presentan las ecuaciones de Navier-Stokes, llamadas asi en honor de C.
L. M. H. Navier (1785-1836) y Sir. George G. Stokes (1819-1903), por haber sido
los primeros en deducirlas. Son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de segundo orden y no lineales (el desarrollo de las ecuaciones de transporte se
pueden encontrar en el apéndice). Sorprendentemente se han encontrado
soluciones a una variedad de problemas viscosos de interés.
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La alternativa mas comun al sistema cartesiano son las coordenadas cilindricas,
las cuales se muestran en la figura 2.4. Un punto arbitrario P esta definido por la
distancia z a lo largo del eje, la distancia radial r desde el eje y el angulo 6 teta de
rotacion alrededor del eje. Las tres componentes independientes de la velocidad
son la componente axial v,, la componente radial v, y la componente
circunferencial vy, la cual se considera positiva en sentido contrario al de giro de
las agujas del reloj, esto quiere decir, que en la direccion de las 6 son crecientes.
En general todas las componentes de la velocidad, asi como la presién y la
densidad y otras propiedades son funciones continuas de r, 6,z y t.

Punto tipico

Figura 2.4 Esquema que muestra la conversion de coordenadas cartesianas a cilindricas.
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De tal manera que si la ecuacion de continuidad.

5p
E+V*(pv)—0

Ecuacion (2.4)

Si se le aplican la transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas
cilindricas quedaria de la siguiente manera.

18(rV,) 16Vy 6V,
r or 70 ez

Ecuacion (2.27)

2.3 Ecuacién de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, después de haber aplicado las ecuaciones de
transformacién de coordenadas cartesianas al sistema de coordenadas cilindricas
quedarian de la siguiente manera.

5V, SV, VuéV. Vg A

- - V_
Plsc T st 750 7 T sy
sp SV 18V, V. 1 8%, 26V, 5214]

szt rsr 2tz ser 2o 152

= F -5t u(

Vo Vo VoV WV 8V
Ploe " sr "7 80 T 1 7es
5p 52Vg 15Vg Vg 1 52V9 2 5Vr 62V9

—F, — — __v_fy - T

0 69+‘u(6r2 roér r?2 r?66% r? 69+522)
8V, 8V, VebV, _ oV, sp 8%, 168V, 1 8%V, &%V,
iy L+ 2y Lo -y — 242
pl6t+ ror T o0 ez 7 ar Mz T Trzser T

Ecuacion (2.28)
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En particular para este experimento se usaran las ecuaciones de Navier-Stokes,
asi como la ecuacioén de la continuidad, en coordenadas cilindricas. Ya que para el
estudio que se realizara en los cilindros concéntricos, los calculos resultaran mas
sencillos, ademas de que como se vera mas adelante gracias al manejo de las
coordenadas cilindricas el tipo de malla y el mallado sera mas adecuado a la
forma del modelo en estudio.

Para el caso de esta tesis se usa un programa comercial para el calculo de
elementos finitos, el cual da solucion al modelo matematico. Cabe sefialar que
este desarrollo es un proceso que bajo los esquemas de un ordenador comercial
aun con caracteristicas de alto rendimiento (afio 2015), las horas de calculo para
cada simulacion realizada radica en alrededor de entre 30 y 40 horas por cada
simulacién.

12
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CAPITULO 3
SOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.
(METODOLOGIA DE SOLUCION.)

3.1 Introduccioén.

En este capitulo se dara solucion a las ecuaciones diferenciales mencionadas en
los capitulos anteriores, de tal manera que estas tengan mas de una solucion
usando como medio el método de volumenes finitos. Podemos partir de una forma
general de la ecuacion de transporte que permitira un gran numero de horizontes
como solucién. Cada ecuacion determinara la solucion adecuada, basada en las
variables y constantes que se tengan y aquellas que se puedan despreciar.

Cabe mencionar que dependiendo de las suposiciones hechas para cada caso,
estas reduciran o mantendran el numero de variables y o constantes que se
ocuparan en la ecuacion, haciendo de esta una ecuacion caracteristica para los
flujos que cumplan con las caracteristicas asumidas.

3.2 Métodos de volumenes finitos.

El método de volumenes finitos permite discretizar y resolver numéricamente
ecuaciones diferenciales.

Para el método se debe considerar una malla de discretizacion del espacio fluido.
En torno a esta malla se construye un volumen de control que no se traslapa con
los puntos vecinos. De esta forma el volumen total del fluido resulta ser igual a la
suma de los volumenes de control considerados. La ecuacion diferencial a
resolver se integra sobre cada volumen de control, lo cual entrega como resultado
una version discretizada de dicha ecuacion. Para realizar la integracion se
requiere especificar perfiles de variacion de la variable dependiente entre los
puntos de malla, de modo que se puedan evaluar las integrales resultantes. La
principal propiedad del sistema de ecuaciones discretizadas resultante, es que la
solucién obtenida satisface en forma exacta las ecuaciones de conservacion
consideradas, independientemente del tamafio de malla.

13
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El fluido esta regido por la siguiente ecuacion:

5(pp)
5t

+ V(ppv) - V(T,V,) =S,

Ecuacion (3.1)

Por lo que las variables independientes son; x,y y z; ¢ es la variable dependiente
de la ecuacion diferencial y esta representa u,v,w, h, k, €, p es la densidad del
fluido, y T, es el coeficiente de difusividad de ¢ ; las cuales son propiedades del

fluido.

La ecuacion anterior es la ecuacion de transporte, donde ¢ es el término
dependiente, y el cual estara cambiando dependiendo de las condiciones. Sin
embargo los términos I' y p son propiedades del fluido las cuales pueden
calcularse a partir de las variables dependientes.

La ecuacioén anterior de transporte se puede seccionar en tres partes antes del
simbolo de igualdad numerando de izquierda a derecha tenemos en primer lugar,
el termino temporal, el siguiente es el término convectivo y por ultimo tenemos el
término difusivo.

8(pyp)

Termino temporal ”

es el que aloja las variaciones locales con respecto al
tiempo de po.

Termino convectivo V(pgv) este término traslada la propiedad ¢ entre dos puntos
cercanos del dominio, esto mediante la velocidad.

Termino difusivo —V(T,,V,,) este término representa la tendencia al equilibrio del

mismo, esto se logra mediante los gradientes de ¢. Dada la cantidad de
movimiento este término puede considerarse como consecuencia de la ley de
newton.

Un ultimo término que no es el que esta después de la igualdad, es el término
fuente S, el cual representa todos aquellos términos que no estan incluidos en

esta ecuacion.
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3.3 Ecuacion general.

Es posible discretizar mediante el método de volumenes finitos el volumen de
control predispuesto. Gracias a este método toda la region que comprende el
volumen de control es fragmentado en pequefos volumenes de control (imagen
3.1) y cada pequefio volumen de control esta asociado a un punto nodal, mientras
que el tiempo es discretizado, de manera similar a los volumenes finitos se llama a
cada seccion del tiempo intervalo temporal. Le ecuacion que resulta es integrada
en cada volumen de control asi como en cada intervalo temporal, por lo que
resulta una ecuacion, la cual esta discretizada y relaciona el termino ¢ para cierto
grupo de términos nodales.

Figura. 3.1 representacion del sistema discretizado de volimenes finitos.

En este caso se tiene un dominio que esta discretizado en mallas las cuales tiene
las mismas caracteristicas, sin embargo cada celda tiene seis celdas vecinas
como se muestra a continuacion.
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[e— 3x,, —> | x, —>

Figura. 3.2 nomenclatura de malla en la celda P.

La discretizacion de esta ecuacidn como ya se menciond esta basada en la
integracion de la misma, termino a término. En la integracion, el valor de ¢ se
supondra constante en toda la celda a lo largo de todo el paso temporal.

5
j j (gf)+V(p¢ﬁ)—v(r(pVgo) avdt = J J Sp,dvdt
At YVp At YVp

Ecuacion (3.2)

Para mayor simplicidad es posible dividir la ecuacidn anterior por At.
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3.3.1 Termino temporal.

Una vez que la ecuacion anterior es dividida por At la integracidon del termino
temporal es mas simple, la derivada es sustituida al final y al principio por el
dividendo del paso temporal.

1 o) 1 1) 1 P — P
5, :_f f (P‘P)dth:_f f (p(p)dth=—f [( PPp T(pT)At] dv
Aty ), ot Aty ), ot At),, At
V

= 1 (0p@p — proor)
At PpPp — PrPr

Ecuacion (3.3)
3.3.2 Termino fuente.

En este caso el término fuente se supondra lineal, tomando en cuenta que S, =

C(V — @) permitira la convergencia en el método iterativo. C y V pueden ser
variables. ¢ Sera una constante tanto en la celda como en el espacio temporal.
Por lo que quedaria de la siguiente manera.

1
sz_f fsdedt:VPC‘(V_(pp)
At At YVp

Ecuacion (3.4)

Doénde:
C: es un coeficiente.

V: es un valor.
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3.3.3 Termino difusivo.

Para abordar esta ecuacion se recomienda la transformacion de la integral de
volumen en una integral de superficie sobre las caras de la misma. Esto es posible
gracias a la aplicacién del teorema de Gauss.

Por fines practicos se omitira la integracién en el tiempo (fMdt).

n
Op = _j V(I[Ve) = —j [VpdS = —Z[FV¢ﬁA]cara
Vp Sp

L

Ecuacion (3.5)

7 Es la normal.
i Representa el numero de caras maximo, segun la forma de la celda.

Para calcular el término difusivo es necesario obtener el coeficiente de difusion.
3.3.4 Termino convectivo.

Al igual que en el caso anterior el termino convectivo también es transformado en
una integral de superficie, la cual se extiende a lo largo de las caras de la celda
mediante la aplicacion del teorema de Gauss. Por lo que se requiere conocer los
siguientes términos; p, ¢ y ¥ en la cara.

n
Cpr = f V(pvp)dV = f (pvgp)dS = Z[Pﬁ(pflﬁ]carus
Vp Sp i

Ecuacion (3.6)
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Si se sustituye lo obtenido de la discretizacion de cada termino, es posible obtener
una ecuacion algebraica, que aparente una ecuacion lineal, la cual relaciona los
valores de ¢ en la celda P, a su vez también relaciona los valores de las celdas
vecinas y en si misma pero con el paso temporal anterior.

(aP + V;)C)(PP = aywPw + ag@p + arpr + VpCV
Ecuacion (3.61)
Donde a se usa para presentar el significado de multiplicadores de ¢.

Si se discretiza la ecuacion de continuidad y con algunos movimientos algebraicos
de los coeficientes de a permite llegar a la conclusién de que el coeficiente ap es
la suma de los coeficientes de las celdas vecinas. Por lo que:

ap = aE + aw + aT
Ecuacion (3.62)

Por lo que en el caso tridimensional el valor de ¢ en la celda P, puede expresarse
como una combinacion lineal de los valores de ¢ en las celdas vecinas, pero en el
paso temporal anterior. Por lo que la ecuacion quedaria de la siguiente manera:

Zvecinas aj; +arpr + VPC -V
ap + Vp * V

Pp =

Ecuacion (3.63)

La ecuaciéon (3.63) seria la ecuacion que se tiene que resolver, ya que cada celda
esta conformada por su propia ecuacion, en vez de estar tratando una sola
ecuacion se esta tratando un sistema de ecuaciones formado por las celdas.
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CAPITULO 4.
RESULTADOS NUMERICOS.

4 .1 Introduccion.

En este capitulo se presentan los resultados numéricos que simulan el flujo de
Taylor-Couette en tres dimensiones, en este caso se analizara el efecto de una
modificacion sobre la superficie del cilindro interior. Para la simulacién del flujo
entre cilindros se emplearon las ecuaciones de Navier-Stokes y el método de
volumenes finitos (capitulo 2 y 3).

El modelo numérico fue representado por medio de un cilindro exterior estatico y
un cilindro interior el cual presenta un aletado anular. Dentro de la cavidad
existente entre los cilindros, es contenido un fluido newtoniano cuyas propiedades
se presentan a continuacion.

kg
p = 96OW

u = 0.0087 Pa-s

Para la simulacion del flujo, se definié una condicién de no deslizamiento sobre la
superficie interior del cilindro exterior, y una condicion de constante de rotacién
sobre la superficie aletada del cilindro interior como se muestra a continuacion.

r=b->v=0
r=a,r=a+h ->u=w 4.1)
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4.2 Configuracion geomeétrica.

El sistema fue simulado en coordenadas cilindricas con una longitud total (l) en la
direccion axial de 0.20 [m] y 0.025 [m] en la direccion radial. Ademas, una malla de
120*40*600 celdas (direccion angular, radial y axial, respectivamente) fue
empleada, figura 4.1.

Figura 4.1 malla numérica.

La malla anterior fue seleccionada por medio de un analisis de la variacién de la
velocidad a lo largo de la direccion axial, en donde la malla empleada presentd
errores menores del 2%, figura 4.2.
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LI 's . & & am i " llnlr . !
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0.5 o m x (I B . & | : - ] e M P . it
LA . * % 3 ol e T o S
& L]
g oM 8 o o W oae 4 * g ] e M o . P
. e N e ol B T i W O .
S 03 8 T *ia * & " — a? sl e M a® .i 0.0
[ ] "- B L ¢ om :I s -, e &
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TN ® 40,000 cobs 001
W 2,160,000 cobs
sim ® 2,000,000 cobs G
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Figura 4.2 Grafica de comparacion de los distintos tamafios de malla.
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Para la caracterizacion de este flujo es empleado el numero de Taylor (ecuacion
4.2).

— 'Qrm 'S(Rext - Rint)1'5
v

Ta,,

(4.2)

Donde:

b . .
T == Es el radio medio.

Ry = 0.015[m] Es el radio del cilindro interior.
R, = 0.025[m] Es el radio del cilindro exterior.
v Esla viscosidad cinematica del fluido.

Q Es la velocidad angular.

4.3 Casos de estudio.

En este trabajo se estudia el efecto sobre el flujo de Taylor-Couette que provoca la
introduccién de aletas anulares en el cilindro interior, especificamente, se
concentrara en el efecto de la altura del aletado. Para este estudio se propone una
modificacion en la superficie del cilindro interior como se muestra en la figura 4.3.
La configuracion aletada esta definida por tres parametros geométricos (b, c y d)
ademas de un parametro general del sistema (a).

(a) Distancia entre cilindros.
(b) Altura de la aleta.

(c) Ancho de la aleta.

(d) Espacio entre aletas.

'
»
“
2

Figura 4.3 configuracion aletada.

>

o=




De acuerdo a la figura 4.3, a=0.01 m, b=0.0-0.00875 m, c= 0.015 m y d=0.015 m
corresponde a la separacion entre el cilindro exterior e interior, altura de la aleta,
ancho de la aleta y separacion entre aletas, respectivamente.

Los parametros que definen el sistema aletado fueron adimensionalizados como
se muestra en las siguientes expresiones.

Ecuacion (4.2)

Este estudio se concentrara en analizar el efecto de la altura de la aleta, para lo
que se hara una variacion del parametro como muestra la tabla 1.

CASO ALTURA DE

LA ALETA (b’)
Caso liso 0.000
Caso 1 0.125
Caso 2 0.250
Caso 3 0.375
Caso 4 0.500
Caso 5 0.625
Caso 6 0.750
Caso 7 0.875

Tabla 4.1 Casos de estudio.
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4 4 Resultados numéricos.

A continuacion se presentan los resultados numeéricos del flujo de Taylor-Couette
con aletas anulares. La figura 4.4 muestra la tridimensionalidad del flujo y la
posicion del aletado.

Figura 4.4 Flujo de Taylor-Couette.

Por medio de las simulaciones tridimensionales, se confirmé que el flujo de Taylor
Couette tiene un caracter axisimétrico, razén por la cual de aqui en adelante los
resultados se mostraran en un plano radial-azimutal.
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4.4.1 Caso liso.

Caso liso.

El caso liso representa el caso clasico del flujo entre cilindros y muchas
investigaciones se han hecho sobre el mismo [XI]. Dadas estas investigaciones, es
de esperarse la formacion de 10 pares de vortices a lo largo de la direccidon
azimutal para un numero de Taylor critico aproximado de 104.85 para las
condiciones de este proyecto.

Wil

«.‘Q‘S‘i“'g‘,

0.008192 1.969793

[ -

Figura 4.5 Perfil de velocidades.

En la figura 4.5 a, se muestra el caso liso con condiciones de rotacion por debajo
del Taylor critico, como era de esperarse el flujo tiene un comportamiento laminar.
En este perfil, las mayores velocidades se encuentran en la pared inferior que
representa la pared del cilindro interior. Por otro lado, las menores velocidades se
encuentran en la parte superior o pared interna del cilindro exterior al cual se
impuso una condicion de no deslizamiento.

Cuando la condicién de rotacion critica es alcanzada el perfil laminar se ve
distorsionado, formandose un perfil ondulatorio representado en la figura 4.5 b.
Como fue dicho anteriormente, para el sistema propuesto en este trabajo es
esperada la formacién de 20 vértices regulares a lo largo de la longitud axial y en
la figura 4.5 c se puede observar la formacion de los mismos.
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Por medio de la ecuaciones 4.3 y 4.4 es posible calcular el numero de vortices
maximo que pueden existir en una longitud (l) dada.

A= 2(Rext - Rint)

Ecuacion (4.3)

A = 2(0.025-0.015) [m] = 0.02 [m].

Ecuacion (4.4)

Dénde:
[ = Longitud del cilindro.

x = Es el numero de voértices que se puede formar con esa longitud.

Con lo anterior se corrobora el nimero de vortices obtenidos en las simulaciones
del caso liso.
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A continuacion son mostrados los resultados obtenidos para el perfil de la
velocidad en la componente radial y el perfil de velocidades en el plano axial.

@ '® @ % 9 @ 8 @

e e e

=0.0216E0 0.021518
T [ . -

Figura 4.6. Componentes de la velocidad.

En la figura 4.6 a en donde se presenta la componente radial de la velocidad,
zonas alternadas de velocidades positivas y negativas aparecen a lo largo de la
longitud axial. Este patrén de velocidad indica la rotacién de los vortices, la cual a
su vez fue mostrada en la figura 4.5 c. Un fenédmeno similar ocurre en la direcciéon
axial en donde dos lineas alternadas se presentan en el perfil, figura 4.6 b.

En la figura 4.7, se observan a detalle dos pares de vortices. En esta figura se
aprecia el sentido de rotacion alternado (horario y anti-horario) caracteristico de
este tipo de vortices.
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Figura 4.7 Acercamiento al vértice en la velocidad radial, demarcado mediante vectores.

Sin embargo estas estructuras no solamente tienen la rotacion mostrada
anteriormente, sino que ademas se encuentran rotando alrededor del cilindro
interior como lo muestra tridimensionalmente la figura 4.8.

Figura 4.8 Muestra de rotacion en tres dimensiones.
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4.4.2 configuraciones aletadas.

A continuacion, se presentan los resultados de los perfiles de velocidad de los
diferentes casos propuestos en la tabla 1.

1.969793

Caso 1

0.008192

Figura 4.9 comparacion de los casos.
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En la figura 4.10 se muestra como la introduccién de aletas anulares en el cilindro
liso provoca un cambio en la longitud de onda, en la velocidad critica de formacién
y en la forma de los vértices de Taylor, de tal manera que estos, pueden llegar a
ocupar la longitud total del cilindro con un menor numero de vortices. Esto puede
ser observado claramente en la figura siguiente.

Figura 4.10 Comparacion del caso liso con el primer caso con aletas.

Comparando el caso 1 con el caso liso, es muy facil observar, como la aleta
interfiere con la formacién del vortices, provocando que este tenga un crecimiento
de su longitud de onda (1), esto implica un menor numero de vortices en la
longitud del cilindro (I). Sin embargo con el aumento del numero de Taylor los
vortices presentan cambios, con un numero de Taylor de 57.2 (para el caso 6), se
puede obtener la siguiente configuracion de voértices figura 4.11.

Figura 4.11 Division de los vortices para el caso 6
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Los resultados que se obtuvieron al aumentar la velocidad del cilindro interior son
presentados mediante la figura 4.11, en esta figura se destaca la formacion de
pequefios voértices alojados en la parte superior de la aleta, debido a las
condiciones de formacion, estos difieren tanto en tamafio como en cantidad con
respecto a los obtenidos en el espacio entre aletas, por lo que estos vortices
formados por encima de las aletas depende tanto de la altura de la aleta como del
numero de Taylor.

Ta=81.68

Ta=163.37

Ta=245.06

Ta=326.75

Figura 4.12 Comparativo de un solo caso con distintos nimeros de Taylor.

En la figura 4.12 se presentan los resultados que se obtuvieron debido al aumento
de la velocidad, se nota como los vortices que se encuentran en la parte superior
de la aleta, se van dividiendo conforme el numero de Taylor aumenta, hasta
ocupar la longitud total de ésta.
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En el comparativo siguiente se tiene la linea de tendencia de la comparacion del
Taylor critico contra la altura de la aleta, este ultimo dato se encuentra en términos
adimensionales, referidos en la tabla 4.1 con la cual mediante la ecuacion 4.2 se
adimencionalizé la altura de la aleta.

120
100
80
60

40

Ta Critico de Formacion

20

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Altura de aleta

Figura 4.13 grafica de comparacion de velocidad contra altura de la aleta.

Mediante el comparativo anterior es posible darse cuenta que conforme la altura
de la aleta va en aumento, la velocidad necesaria para la formacién de los vértices
tiende a ir en decremento, haciendo que la velocidad necesaria para la formacién
de los vértices sea menor.

32

——
| —



CAPITULO 5.
CONCLUSIONES.

Por medio de este trabajo fue posible comprobar el comportamiento del fluido con
la introduccién de un sistema de aletas con distintos tamafos de altura, se
estudiaron 8 casos de los cuales fueron, 1 caso base 0 caso liso y 7 casos con un
sistema de aletas. Conforme se hicieron las simulaciones fue posible darse cuenta
que con la introduccion de las aletas en el medio liso se provoca una perturbacion
en el fluido lo cual repercute directamente en la velocidad critica de formacién de
los vortices de Taylor-Couette, pues estos presentan deformaciones en
comparacion con el caso base, asi mismo, los vortices parecen fusionarse para
formar un vortice mas grande haciendo que la longitud del vértice sea casi dos
veces la del caso base, esto para los casos del 1 al 4.

Es notable que a partir del caso 5, existe una separacion de vortices en dos
grupos, grandes y pequefnos: los mas grandes son aquellos que estan alojados en
el espacio entre aletas y unos mas pequefios que se encuentran en la parte
superior de la aleta. Esto esta condicionado al tamafio de la aleta y la velocidad de
rotacion del cilindro interno, sin embargo, es posible darse cuenta que la altura de
la aleta es la que influye en la formacion de ambos tamafios de vortices.

Gracias al comparativo de la grafica 4.6, es posible darse cuenta claramente de
que la velocidad critica de formacién para los vortices es inversamente
proporcional al crecimiento en altura de la aleta, esto es provocado por la
introduccién de la aleta en el sistema, ya que representa una perturbacién extra
para el flujo, dando como resultado que los vértices se presenten de manera
anticipada en relacion con su caso anterior inmediato.
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APENDICE

2.1 Ecuacion de movimiento.

En su forma mas basica, esas ecuaciones diferenciales del movimiento tienen un
alto grado de complejidad, y se conoce muy poco acerca de sus propiedades
matematicas. Sin embargo se pueden mostrar ciertos aspectos. Aun sin solucionar
la ecuacién, se puede observar en esta los parametros adimensionales que rigen
el movimiento de los fluidos. También es posible encontrar un gran numero de
soluciones utiles si se hacen dos simplificaciones: (1) estado estacionario y (2)
fluido incompresible. Una tercera y mas drastica simplificacion es el flujo no
viscoso, hace que sea valida la ecuacion de Bernoulli la cual proporciona una gran
variedad de soluciones ideales posibles, esto es posible ya que la ecuacion es de
primer orden lo que hace que las soluciones numéricas no sean tan complicadas
de obtener.

Estos flujos idealizados se deben tratar de manera cuidadosa e indagar si las
soluciones obtenidas de las ecuaciones son una buena aproximacion al
comportamiento del flujo real. Finalmente, la dificultad general de las ecuaciones
diferenciales se lleva a cabo mediante la utilizacién de técnicas aproximadas,
conocidas como analisis numérico, por medio de las cuales las derivadas se
sustituyen por relaciones algebraicas en un numero finito de puntos en el campo
del fluido y se resuelven por medio del calculador digital.

2.2 Volumen de control y flujo masico en las ecuaciones.

Todas las ecuaciones diferenciales basicas se pueden obtener considerando un
volumen de control elemental o un sistema elemental. Un volumen de control
apropiado para el sistema cartesiano infinitesimal y finito es (dx, dy, 6z) como en la
figura 2.1. Consideremos que el flup en cada cara del elemento es
aproximadamente unidimensional y la relacion de la conservacion de la masa es:

d
fﬂ Epdv + Z(piAi Vi) st — Z(PiAiVi) ent =0
ve i i
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Ecuacién (1)

El elemento es tan pequeio que la integral de volumen se puede reducir al
término diferencial:

ve

Ecuacion (2)

Los términos del flujo masico aparecen en las seis caras, tres de entrada y las tres
de salida. Haciendo uso de un concepto que nos dice que, las propiedades fluidas
se consideran descritas por funciones que varian uniformemente con el tiempo y la
posicion, tal como p=p (x, y, z, t) entonces si T es la temperatura en la cara
izquierda del elemento de la figura 2.1, la cara derecha debera tener una
temperatura ligeramente diferente T+ (3T/6x) dx. Para la conservacion de la masa, si
puv es conocido en la cara izquierda, el valor de este producto en la cara derecha
es pv + (dpv/dx) Ox.

>

Volumen de control

"4

)
_ > u + — (pu)dx|dydz
oudvdz ———» dy P ox (o) Y

_>X

A/ dx @

Z
Figura 2.1 Volumen de control infinitesimal fijo en coordenadas cartesianas mostrando los flujos méasicos de entradas y
salidas en las caras perpendiculares al eje x.
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Enlistando los seis flujos que son usados por su intervencion directa en el volumen
de control, quedaria de la siguiente manera:

Tabla 2.1 Flujo de masico en caras.

caras Flujo masico de entrada Flujo masico de salida

) 5 .
X pudy dz pu + 5% (pwydx|dydz

y pvdx dz

] 5 .
_pv + 5 (pv)dy_ dxdz

z pw dx dy

5 .
pw + 37 (pw)dz_ dxdy

Si se introducen estos términos en la ecuacion anterior (2) esta ecuacion nos
quedaria de la siguiente manera:

dp d d d
de dy dz + T (pw)dx dy dz + oy (pv)dx dy dz + P (pw)dx dy dz =0

Ecuacion (2.1)

La diferencial de volumen desaparece de todos los términos, quedando solo la
ecuacion diferencial la cual relaciona las derivadas parciales de la densidad y las
derivadas parciales de la velocidad. Quedando la siguiente ecuacion:

dp

+d( )+d( )+d( )=0
dt T dx P T g WY T g W =

Ecuacion (2.2)
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2.3 Ecuacion de la continuidad.

Este resultado es el esperado para la conservacién de la masa para un volumen
de control infinitesimal. A menudo es llamada ecuacion de la continuidad, puesto
que esta ecuacion no requiere mas que la suposicion de la continuidad de las
funciones que dan la densidad y la velocidad. Esto quiere decir que el flujo puede
ser estacionario o no, viscoso o sin fricciébn, compresible o incompresible, sin
embargo las ecuaciones se pueden suponer continuas.

El operador gradiente nos permite escribir la ecuacion de la continuidad en una
forma mas compacta, quedando de la siguiente manera.

d d d _
= (pu) + o (pv) + P (pw) = V- (pV)

Ecuacion (2.3)

De modo que la forma mas compacta quedaria asi:

P v (or) =0
dt pY)=

Ecuacion (2.4)

En esta forma vectorial. La ecuaciéon es bastante general lo que nos permite que
ésta sea utilizada en otros sistemas de coordenadas distintos al cartesiano.
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2.4 Aplicacion del volumen de control en la ecuaciéon de movimiento.

Utilizando el mismo volumen de control elemental de la figura 2.1, podemos
obtener una forma mas apropiada de la ecuacién de movimiento la cual quedaria

de la siguiente manera:

Z F = %(fff Vp dv) + Z(mivi) sal — Z(mivi) ent

Ecuacion (1.2)

De la misma forma que en las ecuaciones anteriores aqui también aparecen flujos
de cantidad de movimiento en las seis caras, tres de entrada y tres de salida.
Tomando como base nuevamente la figura 2.1, podemos hacer una tabla con los
flujos de cantidad de movimiento de forma analoga a la usada para obtener flujo

masico.

Tabla 2.2 Cantidad de movimiento en caras.

caras Flujo de cantidad de Flujo de cantidad de
movimiento en la entrada movimiento en la salida

. )
puV dy dz [puv + 52 (puV)dx | dydz
5 :
y pvV dx dz [ pvV + — (pvV)dy| dxdz
8y :
z 0 _
pwV dx dy [pWV + = (pwV)dz|dxdy
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Introduciendo estos términos a la ecuacion anterior (1.2), podemos obtener una
ecuacion intermedia la cual quedaria asi.

d d d d
Z F =dxdydz [% (pV) + T (puV) + E (pvV) + e (pwV)

Ecuacion (2.11)

Esta ecuacion se puede simplificar para quedar de la siguiente manera:

L ony+L o) + L (oor) +L owr)
de PV T g P T gy T T Y
av av dV)

—V[dp+v ( V)]+ (dV+ +v—+
~ 7 at PONITP e T ax "V ay "z

Ecuacion (2.12)

Por lo que el término entre corchetes del segundo miembro es nulo (ya que la
variacion de la densidad con respecto al tiempo se puede considera que es
invariante, y considerando que la derivada de una constante es cero, este término
se puede considerar nulo), mientras que el término entre paréntesis nos da la
aceleracion total de la particula que ocupa en ese instante el volumen de control,
quedando de la siguiente manera ya reducido.

dv
EF =pde dy dz

Ecuacion (2.13)
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2.5 Tipos de fuerzas y esfuerzos.

La ecuacién anterior (2.13) indica que la fuerza neta sobre el volumen de control
debe ser diferencial y proporcional al elemento de volumen. Estas fuerzas son de
dos tipos, fuerzas masicas y fuerzas de superficie. Las fuerzas masicas son
debido a los campos externos (gravitatorios, magnéticos, eléctricos) que actuan
sobre toda la masa del volumen elemental. En este caso solo ocuparemos las
fuerzas gravitatorias sobre una masa diferencial p, 6x,8y y 6z dentro del volumen
de control, que seria:

dF:grav = pg dx dy dz

Ecuacion (2.14)

Las fuerzas de superficie son debido a los esfuerzos en las caras de la superficie
de control. Estos esfuerzos, son la suma de la presién hidrostatica y de los
esfuerzos viscosos del tensor ij que aparecen en el movimiento con gradientes de
velocidad.

P+ Tux Tyx Tzx
0ij =  Txy Pt Ty Tzy
Txz Tyz D+ Ty

Ecuacion (2.15)

La notacion con sub indices se puede mostrar en la figura:
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// ' :,«e—.'gyz Oxy
e T
Oxz
Ozx P X
Ozz

Figura 2.2 Notacion para los esfuerzos.

No son estos esfuerzos, si no sus gradientes o diferencias, los que originan una
fuerza neta sobre la superficie total del volumen de control infinitesimal esto se
muestra en la figura siguiente, solo para esquematizar.
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Figura 2.3 Volumen de control infinitesimal fijo en coordenadas cartesianas mostrando solo la componente x de las fuerzas
de superficie.

De forma analoga podemos obtener las fuerzas, por unidad de volumen sobre las
superficies del volumen de control, en las direcciones de los ejes y, y z.

dE, &p & 5 5
d_g -~ Ty t 5 (Txy) + 5y (Tyy) + 5z (Tzy)

aE_ w8 )+5( )+5( )
d9 6z ox 2 T gy \tyz) Tig \az

Ecuacion (2.16)

Si ahora se multiplican las dos ecuaciones anteriores por i,j y k respectivamente,
y, y las sumamos para obtener (&f)sup, combinandolas con (&f)grav Y sustituyéndola
en la ecuacién (2.13) para obtener la ecuacion diferencial de la cantidad de
movimiento. Pero las fuerzas de superficie tienen una expresion demasiado larga,
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sin embargo se puede reducir observando que los términos de los esfuerzos
viscosos obtenidos en la figura 2.3 son equivalentes a la divergencia de un vector
cuyas componentes son los elementos de la fila superior del tensor de esfuerzos
viscosos. Por lo que si definimos el vector de la siguiente manera:

Ty = Txx + JTyx + kTyx

Ecuacion (2.17)

Y tomando en cuenta la notacion de esfuerzos de la figura 2.2 se pueden deducir
una ecuacion que quedaria de la siguiente manera:

Ecuacion (2.18)

De igual manera la ecuacion (2.18) se puede reescribir como:

dF, ép

afy 9P .
9 5y PV Ty
dF, op

W atVn

Ecuacion (2.19)

Donde 1, y 7, son vectores que representan respectivamente, las filas intermedia
y superior del tensor de esfuerzos viscosos. Si consideramos al tensor de
esfuerzos completo 7;; como la suma de las tres filas de vectores, la cual es

demasiado larga, asi que se usara notacién tensorial para describirla quedando de
la siguiente manera:

Ty = ity +jT, + kT,

Ecuacién (2.20)
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Se pueden multiplicar las ecuaciones (2.18) y (2.20) por los vectores unitarios y
sumarlos para obtener la fuerza neta en forma compacta.

dr
(E) sup — -Vp+V- Tij

Ecuacion (2.21)

La fuerza de superficie es entonces la suma del vector gradiente de presion y la
divergencia del tensor de esfuerzos viscosos. Sustituyendo en la ecuacion (2.13) y
usando la ecuacion (2.14) tenemos la ecuacion de cantidad de movimiento en su
forma diferencial.

dv
pPg—Vp+V Ty =p_r

Ecuacion (2.22)

Donde:

av év )4 1% 4

TR TR R T
Ecuacion (2.22) segunda parte (2.23)

En otras palabras esta ecuacion representa “la fuerza gravitatoria por unidad de
volumen, mas la fuerza de presion por unidad de volumen, mas la fuerza viscosa
por unidad de volumen y esto da como resultado la densidad por la aceleracion.”

La ecuacioén (2.22) es tan breve y compacta que su inherente complejidad queda
oculta a la vista. Si se desarrolla toda la ecuacion podemos ver que es una
ecuacion vectorial, y que cada una de sus componentes tiene nueve términos. Si
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escribimos las tres componentes en forma explicita quedaria de la siguiente
manera.

Ecuacion (2.24)

2.6 Ecuacién de movimiento en términos diferenciales.

Esta es la ecuacién diferencial de la cantidad de movimiento de manera extensa,
la cual es idéntica a la forma compacta. Esta es valida para cualquier flujo con
cualquier movimiento, aun cuando cada fluido este caracterizado por términos
viscosos particulares. Obsérvese que los ultimos sumandos del segundo miembro
de la ecuacién anterior son no lineales, por lo que su analisis resulta complicado.

Para un fluido newtoniano los esfuerzos viscosos son, proporcionales a la
velocidad de deformacion y al coeficiente de viscosidad. Para los flujos
incompresibles en el caso tridimensional podemos decir que:
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Ecuacion (2.25)

Donde u es el coeficiente de viscosidad. Si se sustituye la ecuacién anterior en la
ecuacion (2.24), esta dara como resultado, la ecuacién de la cantidad de
movimiento para un fluido newtoniano de densidad y viscosidad constantes, la
cual quedaria de la siguiente forma:

5p+ 52u+62u+52u _ du
PIx =5 TH \ %2 dy?  5z2 ~ Pt
5p 8%v | &%v | &v\ _ dv
poy -~ (E+ 5+ 5) =P
6p+ 62W+62W+62W _ dw
P9z =5, TH \oxz Toy2 T 522 ) T Par

Ecuacion (2.26)

La ecuacion (2.26) tiene cuatro incognitas: p,u,v y w. Por lo que debe combinarse
con la ecuacion de la continuidad para fluidos incompresibles, de esta manera
tenemos una cuarta ecuacion y cuatro incognitas, por lo que se le puede buscar
solucion al sistema de ecuaciones con sus respectivas condiciones de frontera.
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