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1. Introduccién

La Estadistica, puede definirse como un conjunto de técnicas cuyo propoésito es
la descripcion de fendémenos que se manifiestan a través de datos que presentan
variabilidad. El método de la estadistica se basa en el proceso cientifico, el cual es
basicamente inductivo, que va hasta cierto punto en el orden opuesto al deduc-
tivo; este método parte de un proceso de observacién, generacién de hipoétesis,
experimentacién y potencialmente el pronéstico sobre el comportamiento del
fenémeno bajo interés (una finalidad adicional podria ser el establecimiento de
leyes o incluso de teorias, de validez general en amplios campos de aplicacion).

De este modo, una distincion clave entre la probabilidad y la estadistica es que
la primera usa el método deductivo, mientras que la segunda es un campo de
estudio factico y experimental, y se basa en un proceso inductivo, el cual debe de
contrastarse en todo caso con la experiencia o la experimentacion. Esta defini-
cion delimita el ambito de accién de la disciplina -los fenémenos que presentan
variabilidad- y al mismo tiempo, establece su objetivo tdltimo: la descripciéon
completa. Asi, toda la Estadistica es descriptiva y, en particular, la Inferencia
Estadistica se ocupa del problema de descripcién en el caso en que solo es posi-
ble observar una fraccién -o muestra- de la colecciéon completa de datos que el
fenomeno de interés puede producir (habitualmente denominada la poblacion).

En general, las descripciones que produce la Estadistica (a nivel exploratorio)
se llevan a cabo a través del célculo de restimenes de la informaciéon disponible.
Cuando se trata de un problema de inferencia, la descripcién que se obtiene
siempre es aproximada puesto que se basa solo en una parte de toda la informa-
cion que podra, al menos potencialmente, ser utilizada. En esas condiciones, hay
dos retos que es necesario enfrentar. En primer lugar, idealmente, la muestra
seleccionada deberd reproducir las caracteristicas de la poblacién entera. En los
términos habituales en la literatura, la muestra deberé ser representativa. En
la practica, sin embargo, es complicado comprobar la representatividad de una
muestra ya que ello implicara el conocimiento de la poblacién completa,todo de-
pendera de si se tiene un buen marco muestral. Por tal razén, en el mejor de los
casos, se cuenta con muestras que aproximan el comportamiento de la poblacién
y conducen, como ya se indicd, a descripciones aproximadas. El segundo reto
consiste precisamente en proveer una medida del grado de aproximaciéon que
tienen las inferencias. El trabajo de un pufiado de brillantes académicos, entre
los que destacan Karl Pearson (1857-1936), Ronald A. Fisher (1890-1962), Egon
Pearson (1895-1980), Jerzy Neyman (1894-1981), Harald Cramer (1893-1985),
David Blackwell (1919- 2010) y Calyampudi R. Rao (1920-) hizo posible que
a lo largo de un periodo de aproximadamente 30 anos que inicio alrededor de
1915, los métodos de la Estadistica fuesen encontrando respaldo en los principios
matematicos. Es entonces cuando propiamente nace la Estadistica Matematica.

Sin embargo, este notable avance de matematizacion que consolido la Estadisti-
ca Frecuentista, no resulté en una Teoria, en el sentido axioméatico del término.
Como si ocurrio, en cambio, con la Probabilidad en 1933 cuando Andrei Kol-



mogorov (1903-1987) postulé un conjunto de axiomas o principios basicos que
encapsulan la naturaleza de la disciplina en su totalidad y a partir de los cuales
se pueden deducir todos sus resultados organizados en un cuerpo coherente de
conocimientos sin contradicciones ni paradojas.

El surgimiento de una Teorfa Estadistica o una Teoria de la Inferencia Estadis-
tica, habra de aguardar un tiempo mas, hasta la década de los anos 50 cuando
aparece el libro The Foundations of Statistics de Leonard J. Savage (1917-1971)
que recoge el fruto de su propio trabajo y el de otros estadisticos como Frank
Ramsey (1903-1930), Bruno de Finetti (1906-1985) y Dennis V. Lindley (1923-
). En otras palabras, se construye una Teoria Axiomatica de la Inferencia Es-
tadistica. Probablemente, la consecuencia méas importante de este esfuerzo fue
el hecho de que la teoria desarrollada, si bien incluye, como casos particulares,
algunas ideas, ciertos conceptos y determinados resultados especificos de la po-
derosa Estadistica Frecuentista, en su gran mayoria esta disciplina solo tiene
cabida en el nuevo marco como un caso limite.

Asi, la nueva teoria nacio en conflicto con la escuela predominante de pensa-
miento estadistico. Mas ain, retomé y revaloré ideas y conceptos que habian
evolucionado desde finales del siglo XVIII y hasta principios del siglo XX para
describir la naturaleza de los fenémenos inciertos. El exponente més brillante
de ese enfoque, fue Pierre Simon de Laplace (1749-1827), quien le dio su nom-
bre: Probabilidad Inversa. Laplace elabor6 durante anos sobre el tema, fue su
principal promotor y, en particular, discutié con detalle sus ideas al respecto
en obras como: Memoire sur la probabilité des causes par les événements de
1774. En algin momento, Laplace dio crédito a un autor que le antecedié en el
tratamiento del tema, aunque fuera muy puntual y sin gran repercusion en su
tiempo. Ese autor no vi6 publicado su trabajo ya que este aparecié en forma
postuma; su nombre era Thomas Bayes (1702-1761).

Recientemente se ha dado por llamar Neo Bayesiana a la Teoria originada por
Ramsey, De Finneti, Lindley y Savage que ha tenido un crecimiento espectacular,
especialmente a partir de los ochenta. En una primera fase, la investigacién en
la materia se orient6é al renacimiento de los fundamentos; posteriormente, al
desarrollo de métodos Bayesianos para la aplicacién en la préactica. Fue esta
segunda etapa en la que comprob6 que la fortaleza metodologica con frecuencia
tenia asociada el costo de la dificultad para obtener resultados con expresiones
analiticas cerradas. La tercera etapa, que inicio en los 90, se ha caracterizado por
un crecimiento explosivo de las aplicaciones complejas en las méas diversas areas,
gracias a la incorporacién de técnicas de aproximaciéon numeérica via simulacién,
especialmente a través de cadenas de Markov.

El propésito de esta tesis es presentar una versién simple pero actualizada de
los resultados de las dos primeras etapas y una revision general de las ideas
que gobiernan el desarrollo de la tercera fase. El énfasis se concentra en el
procedimiento de construccion de esta Teoria de la Inferencia Estadistica (ahora
conocida como Bayesiana) asi como en ilustrar las principales implicaciones
generales que tiene en la préctica y en éste caso es de nuestro interés analizar
con esta perspectiva el modelo de regresion lineal.



2. Modelos estadisticos y razonamiento Bayesiano

El proposito principal de la teoria estadistica es derivar a partir de observaciones
de un fenémeno aleatorio una inferencia sobre la distribucién de probabilidad
subyacente a este fenomeno. Es decir, se proporciona o bien un analisis de un
fenémeno pasado, o algunas predicciones sobre un fenémeno futuro de natura-
leza similar. Cabe mencionar , en primer lugar, que estos analisis y predicciones
suelen ser motivados por un proposito objetivo (si una empresa debe poner en
marcha un nuevo producto, un nuevo medicamento debe ser puesto en el mer-
cado, la persona debe vender acciones, etc.) que tienen consecuencias medibles
(resultados monetarios, la tasa de recuperacion de pacientes, beneficios, etc.). En
segundo lugar , proponer procedimientos inferenciales implica tener argumentos
solidos de que son una mejor alternativa que algiun otro método.

Insistimos en el hecho de que el proceso de inferencia estadistica se debe consi-
derar como una interpretacion de los fenémenos, en lugar de una explicacion. De
hecho, la inferencia estadistica se basa en un modelo probabilistico del fenémeno
observado e implica un paso de formalizacién sin el cual no se podria propor-
cionar una conclusién util. Es importante mencionar que sélo en este trabajo
solo consideraremos modelos paramétricos, suponemos ademés que las observa-
ciones que apoyan el andlisis estadistico, x1,x3, ..., z, han sido generadas por
una distribucion de probabilidad , i.e., X;(1 < i < n) tiene una distribucién con
densidad f;(x;|0;; 21, ..., 2;—1) sobre RP, tal que el parametro 6; es desconocido
y la funcién f; es conocida.

Este modelo puede ser mas facilmente representado por:
X ~ f(z]0)

De esta manera podemos decir que un modelo estadistico paramétrico consiste
de la observacion de una variable aleatoria X , distribuida de acuerdo a f(z|0),
donde solo el pardmetro 6 es desconocido y pertenece a un espacio vectorial ©
de dimension finita.

Una vez definido el modelo estadistico, el propésito principal del anélisis esta-
distico consiste en llevar a una inferencia sobre el pardmetro 6. Esto significa
que utilizamos la observacién = para mejorar nuestro conocimiento sobre el pa-
rametro 6, de modo que uno puede tomar una decisién relacionada con este
parametro. Este conocimiento corresponde a estimar una funcion de 6 o un
evento futuro que depende de la distribucién 6.

En términos mas generales, la inferencia cubre el fenémeno aleatorio dirigido por
f y por lo tanto incluye la prediccion, es decir, la evaluacion de la distribucion
de una futura observacién y dependiendo de 6(y posiblemente la observacion
actual z), y ~ g(y|0, x) .

La eleccion Bayesiana puede aparecer como una reduccién innecesaria del al-
cance inferencial, y de hecho ha sido criticada por muchos. Pero veremos a
lo largo de los siguientes capitulos que esta reduccién es a la vez necesaria y
beneficiosa.[16]
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2.1. El paradigma Bayesiano

En comparacion con el modelado probabilistico, el propoésito de un anélisis Baye-
siano es fundamentalmente un propoésito de inversién, ya que tiene como objetivo
la recuperacion de la causas a través de las observaciones.

En otras palabras, al observar un fenémeno aleatorio dirigido por un parametro
0, los métodos estadisticos permiten deducir de estas observaciones una inferen-
cia (que es, un resumen, una caracterizacion) sobre 6. Este aspecto de inversion
de la estadistica es claro en la nocién de funcién de verosimilitud, puesto que,
formalmente, es sélo la densidad de la muestra reescrita como funcion de 6.

L(6|z) = f(x]0)
2.1.1. Teorema de Bayes

El teorema de Bayes es el puente para pasar de una probabilidad a priori o
inicial de una hipétesis a una probabilidad a posteriori o actualizada, basado
en una nueva observaciéon . Produce una probabilidad conformada a partir de
dos componentes: una que con frecuencia se delimita subjetivamente, conocida
como probabilidad a priori, y otra objetiva, la llamada verosimilitud, basada
exclusivamente en los datos. A través de la combinacion de ambas, el analista
conforma entonces un juicio de probabilidad que sintetiza su nuevo grado de
convicciéon al respecto. Esta probabilidad a priori, incorpora la evidencia que
aportan los datos, se transforma asi en una probabilidad a posteriori.

La descripcion general de la inversion de probabilidades esta dada por el teorema
de Bayes que a continuacién se enuncia:

Teorema 2.1. De Bayes

Sean A y B eventos tal que P(B) # 0, entonces P(A|B) y P(B|A) estdan rela-
cionadas por :

P(B|A)P(A) _ P(B|A)P(A)
(B|A)P(A) + P(B|A9)P(A?) ~ P(B)

P(AIB) =

En particular,

cuando P(A) = P(C) .

Demostracion:

El teorema de Bayes, se deriva de manera casi inmediata a partir de la definicién
de probabilidad condicional; consideremos dos eventos A y B con probabilidad

11



no nula, entonces la probabilidad condicional de A dado B, se define del modo
siguiente:

P(AB) = P(;l(g)B)’ con P(B)#0 (2.1)
Anaslogamente,
P(BJA) = P(PB(Q)A), con P(A)#0

Asi que sustituyendo en 2.1 la expresion P (A(\B) = P (B|A) P (4) , tenemos
que

pap) = ZHAA) (BJL?%D g

La demostracion del Teorema de Bayes es sencilla usando la axiomética moder-
na de la probabilidad, sin embargo, este aparece como uno de las principales
pasos conceptuales en la historia de la estadistica, siendo la primera inversién
de probabilidades.

Ahora supongamos que Aj, Ag, ..., A; son k eventos mutuamente excluyentes,
uno de los cuales ha de ocurrir necesariamente, entonces la ley de la probabilidad
total establece que:

k
P(B) = Y. P(BA)P(4)

i=1

Si consideramos el evento A; en lugar de A en el Teorema de Bayes y aplicando
al denominador la ley de la probabilidad total tenemos

P(A;|B) = P(B4;) P(4;) Ci=1,.k (2.2)

k
> P (B|A;) P (4))
=1

Que es otra forma en que suele expresarse la regla de Bayes.

Se tiene una version continua de este resultado, sean Y y X variables alea-
torias con densidad condicional f(x|y) y densidad marginal g(y), la densidad
condicional de Y dado X esta dada por:

12



_ [(=ly)g(y)
9W) = T flaly)gly)dy

Aunque este teorema de inversion es muy natural desde el punto de vista proba-
bilista, Bayes y Laplace fueron més all4 y consideran que la incertidumbre sobre
el parametro 6 de un modelo podria ser descrita a través de una distribucion
de probabilidad 7« sobre © , llamada distribucion a priori. La inferencia se basa
entonces en la distribucion de 6 condicionada a x , 7(f|x) , llamada distribucion
a posteriori definida como:

f(]0)7(6)

T0lr) = ——>r—-—
Ol = T Haloymo)is

Note que 7(f|x) es proporcional a la distribucion de x condicionada a 0, i.e., la

verosimilitud multiplicada por la distribucién a priori.

m(0]z) oc f(x|0)m(6)

La principal contribucién de un modelo estadistico Bayesiano es considerar una
distribucién de probabilidad para los parametros.

Formalmente podemos decir que un modelo estadistico Bayesiano parametrico
esta formado por un modelo estadistico paramétrico, f(x|f) , y la distribucion
a priori sobre los pardmetros,m(6) .

En términos estadisticos, el Teorema de Bayes actualiza la informacién sobre
0, mediante la extraccién de la informacién contenida en 6 en la observacion
x. Su impacto se basa en el movimiento audaz que pone causas (observaciones)
y efectos (parametros) en el mismo nivel conceptual, ya que ambos tienen dis-
tribuciones de probabilidad. Desde un punto de vista de modelado estadistico,
hay por lo tanto poca diferencia entre las observaciones y parametros, ya que al
condicionar se tiene una interaccién de sus respectivas distribuciones.

2.1.2. Intercambiabilidad

Existe otro enfoque que permite justificar el método Bayesiano, dicho enfoque
hace énfasis en las variables observables y en la nocién de que un modelo no
es més que un artificio probabilistico para hacer predicciones acerca de tales
variables. Un concepto clave en esta discusién es el de intercambiabilidad. Este
concepto permite, desde una perspectiva subjetiva, justificar el uso (asi como
mejorar la interpretacion) de algunos conceptos estadisticos comunes, tales como
parametro, muestra aleatoria, verosimilitud y distribucién inicial.

El supuesto de intercambiabilidad, a grandes rasgos significa que los n valores x;
observados en la muestra pueden ser intercambiados, es decir, que la distribucién

13



conjunta P(X1,...,X,,) debe ser invariante a las permutaciones de los indices.
Generalmente, es tutil modelar los datos de una distribucién intercambiable como
independientes e idénticamente distribuidas dado algin vector de parametros
desconocidos 6 con distribucion w (6).

Definicion 2.1. Sea X1, ..., X,,, una sucesion de variables aleatorias. Diremos
que son intercambiables bajo una medida de probabilidad P, si para cada sub-
conjunto finito de tal sucesion, su distribucion conjunta satisface:

P(Xy,.,.X,) = P (Xf(l), ...,XT(n))
para todas las permutaciones T definidas sobre el conjunto {1,...,n}

La definicién anterior establece que toda la informacién relevante, en un con-
junto de variables intercambiables, esta contenida en los valores de las z}s, de
forma que sus indices son no informativos. Asi, el concepto de intercambiabili-
dad generaliza el de la independencia condicional, asi tenemos que, un conjunto
de observaciones independientes e idénticamente distribuidas son siempre un
conjunto de observaciones intercambiables.

Utilizando el concepto de intercambiabilidad, de Finetti demuestra su teorema
de representaciéon para variables dicotémicas:

Teorema 2.2. Teorema de representacion para variables dicotomicas

Si {X1,..., X} son variables aleatorias intercambiables y x; € {0,1} Vi =
1,...,n, entonces:

: RS

1. Emiste 0 = nhj;o - 2@, 6€(0,1)

2. Euziste una densidad de probabilidad 7 (6), tal que la densidad conjunta
P (Xy,...,X,) tiene la representacidn integral

1 n
P(Xy,..X,) = /Hemi(l—e)l‘”w(e)de
0 =1

El teorema muestra que un conjunto de variables aleatorias dicotémicas inter-
cambiables necesariamente se comporta como una muestra aleatoria de obser-
vaciones Bernoulli, cuyo parametro 6 es el limite de su frecuencia relativa y para
el cual existe una distribucion inicial 7 ().

En el caso dicotémico, la intercambiabilidad identifica las observaciones como
una muestra aleatoria de un modelo probabilistico especifico y garantiza la exis-
tencia de una distribucién inicial sobre su pardmetro. En el caso general, para
variables aleatorias de cualquier rango y dimension, la intercambiabilidad identi-
fica las observaciones como una muestra aleatoria de algin modelo probabilistico
y garantiza la existencia de una distribucién inicial sobre el pardmetro que lo
describe.
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Teorema 2.3. Teorema de representacion general

Si{X1,..., Xn} son variables aleatorias intercambiables y x; € X, entonces:

1. Existen una funcion f (x1,...,2,) y un modelo probabilistico P (x|0), con
x € X ,donde = lm f(x1,....,2,),0 €0
n—oo
2. Eziste una funcion de densidad de probabilidad P (0) tales que la densidad
conjunta P (X1, ..., X,,) tiene la representacion integral

P(Xy,..X,) = /@ﬁP(XZW)P(Q)dG
=1

En una terminologia convencional, el teorema demuestra que un conjunto de ob-
servaciones intercambiables pueden ser siempre interpretadas como una muestra
aleatoria de algin modelo probabilistico, controlado por un parametro que no
es introducido de manera arbitraria, sino que resulta definido como el limite de
una funcion de las observaciones. Ademas, el teorema garantiza la existencia de
una distribucién inicial sobre el pardmetro que gobierna el comportamiento del
modelo. Debe subrayarse que las observaciones intercambiables x; pueden ser
vectores de cualquier dimensién y que, incorporando en ellas como covariables
todos los elementos de informacién relevantes para que sus indices no sean in-
formativos, siempre es posible postular la intercambiabilidad de los vectores asi
obtenidos.

Los teoremas de representacion son resultados de teoria de la probabilidad no
sujetos a polémica alguna, pero al demostrar la existencia de la distribucién
inicial constituyen una demostracién de la necesidad logica de la metodologia
Bayesiana. Observe, sin embargo, que se trata tan sélo de teoremas de existencia:
en cada problema concreto es necesario identificar tanto el modelo como la
distribucién inicial apropiadas.

2.2. Principios de suficiencia y maxima verosimilitud
2.2.1. Suficiencia

Los estadisticos clasicos la mayoria de las veces suelen basarse en el sentido
comun o axiomas adicionales; por el contrario, el enfoque Bayesiano incorpora
naturalmente la mayoria de estos principios sin la restricciéon sobre los proce-
dimientos y también rechaza definitivamente otros principios, como el de inses-
gamiento. Esta nocién fue una vez uno de los pilares de la estadistica clasica
y limita la eleccion de los estimadores para los que son en promedio correctos.
Mientras que, intuitivamente aceptable, impone condiciones muy estrictas sobre
la eleccion de los procedimientos y con frecuencia conduce a la ineficiencia en
sus actuaciones. Mas importante atun, el numero de problemas que permiten
soluciones insesgadas es un porcentaje insignificante de todos los problemas de
estimacion.
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Dos principios fundamentales son seguidos por el paradigma Bayesiano, a saber,
el Principio de Verosimilitud y el Principio de Suficiencia.

Definicién 2.2. Sea X ~ f(X10), una funcion T de X (llamada estadistica) se
dice que es suficiente si la distribucion de X condicionada a T(X) no depende
de 0.

Una estadistica suficiente T'(X) contiene toda la informacion presentada por X
acerca de 6. Segun el teorema de factorizacion, bajo condiciones de regularidad,
la densidad de X puede entonces ser escrita como:

f(X10) = g(T(X)|O)h(X|T(X))

si g es la densidad de T(X) .

El concepto de suficiencia ha sido desarrollado por Fisher y se asocia con el
siguiente principio.

Principio de Suficiencia

Dos observaciones x y y que mediante una estadistica suficiente T llevan al
mismo valor (esto es T (x) = T (y)), deben conducir a la misma inferencia sobre
0.

El Principio de Suficiencia es generalmente aceptado por la mayoria de los esta-
disticos, en particular debido al teorema de Rao-Blackwell, que descarta estima-
dores que no dependen sélo de estadisticas suficientes. En la eleccién del modelo
, a veces es criticado por ser demasiado reductiva, pero tengamos en cuenta que
el Principio de Suficiencia sélo es legitimo cuando el modelo estadistico es en
realidad el que subyace a la generacion de las observaciones.

Cualquier incertidumbre sobre la distribucion de las observaciones debe ser in-
corporada en el modelo, una modificacién es casi seguro que conduce a un cambio
de estadisticas suficientes. Una observacion de advertencia similar se aplica al
Principio de verosimilitud.

2.2.2. Principio de maxima verosimilitud

Este segundo principio es en parte consecuencia del principio de suficiencia. Este
se puede atribuir a Fisher (1959) o incluso a Barnard (1949), pero fue forma-
lizado por Birnbaum (1962). Es fuertemente defendido por Berger y Wolpert
(1988) quienes proporcionan un estudio extenso del tema. En la siguiente defi-
nicién , la nocién de informacién debe ser considerada en el sentido general de la
coleccién de todas las deducciones posibles de 6, y no en el sentido matemaético
de la informacion de Fisher definida més adelante.

Principio de verosimilitud

La informacién presentada por una observacién x acerca de 0 esta contenida
enteramente en la funcién de verosimilitud L (6|z). Por otra parte , si x1 y 23
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son dos observaciones en funcién del mismo parametro 6 , tal que existe una
constante c y se tiene que

L(0|z1) = cL(0lza),

para toda 6, es decir, tener la misma informacién sobre 6 debe dar lugar a
inferencias idénticas.[16]

Observe que el Principio de Verosimilitud es valido cuando:

= la inferencia es sobre el mismo parametro 6,

= 6 incluye todos los factores desconocidos del modelo.

2.2.3. Derivacion del principio de verosimilitud

Una justificacién del principio de verosimilitud ha sido proporcionada por Birn-
baum (1962), que establecié qué se da a entender por el Principio de Suficiencia,
condicional a la aceptaciéon de un segundo principio.

Principio de condicionalidad

Si dos experimentos sobre el parametro 6, e1y €3, estan disponibles y si se selec-
ciona uno de estos dos experimentos con probabilidad p, la inferencia resultante
sobre 6 sb6lo debe depender del experimento seleccionado. Este principio parece
dificil de rechazar cuando el experimento seleccionado es conocido.

Teorema 2.4. El Principio de Verosimilitud es equivalente a la conjuncion de
los Principios de Condicionalidad y Suficiencia.

2.3. Distribuciones a priori y a posteriori
2.3.1. Distribuciéon a priori o inicial

La distribucién a priori cumple un papel importante en el anélisis Bayesiano
yva que mide el grado de conocimiento inicial que se tiene de los parametros en
estudio. Si bien su influencia disminuye a medida que mas informacién muestral
es disponible, el uso de una u otra distribucién a priori determinara ciertas
diferencias en la distribucién a posteriori.

Si se tiene un conocimiento previo sobre los pardmetros, este se traducird en
una distribucién a priori. Asi, sera posible plantear tantas distribuciones a prio-
ri como estados iniciales de conocimiento existan y los diferentes resultados
obtenidos en la distribucién a posteriori bajo cada uno de los enfoques, adqui-
rirdn una importancia en relacién con la conviccién que tenga el investigador
sobre cada estado inicial.
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Las distribuciones iniciales son parte fundamental del andlisis Bayesiano, sin
embargo son el punto més criticado de este. La eleccion de la distribucién ini-
cial es lo méas importante para hacer inferencia y hasta cierto punto es lo més
complicado. En comparacién con la inferencia clasica en donde se tiene una
muestra aleatoria con parametros fijos, en el enfoque Bayesiano los parametros
son aleatorios, lo cul es simplificado en una distribucion inicial.

2.3.2. Priori no informativa

Cuando nada es conocido sobre los parametros, la seleccién de una distribucion
a priori adecuada adquiere una connotacién especial pues serd necesario elegir
una distribucién a priori que no influya sobre ninguno de los posibles valores de
los parametros en cuestion. Estas distribuciones a priori reciben el nombre de
difusas o no informativas y en esta secciéon se tratara algunos criterios para su
seleccion.

De manera méas formal podemos decir que una distribucién sobre 6 se dice que
es no informativa si no contiene informacién sobre 6, es decir , no establece si
algunos valores de 6 son més favorables que otros. El postulado de Bayes-Laplace
establece que cuando nada conocemos acerca de 6, la distribucion a priori 7 (6)
es una distribucién uniforme, es decir, todos los posibles resultados de 6 tienen
la misma probabilidad.

El caso maés simple se presenta cuando el espacio parametral © es un conjunto
finito. Si © consiste de n elementos , entonces la distribucion inicial no infor-

mativa méas simple es la que asigna a cada elemento de © la probabilidad de
1

E-

Esta idea puede generalizarse, supongamos que © es un conjunto infinito, se pue-
de asignar a cada 6 € O la misma probabilidad, obteniendo asi, la distribucién

a priori no informativa uniforme 7 () = c .

El principal problema de emplear la distribucién uniforme como a priori no
informativa , es que la distribuciéon uniforme es no invariante bajo reparametri-
zaciones, es decir, si no se cuenta con informacién sobre 6 , entonces tampoco
sobre g (6) asi:

Sim(f)=cy¢=g(¢) = m(0) =det (597" ()7 (97" (9))
También, cuando el espacio parametrico © es infinito, la distribucién uniforme

presenta el problema de ser impropia, aunque no es un problema serio pues
frecuentemente una a priori impropia lleva a una posterior propia.

2.3.3. Meétodo de Jeffreys

En situaciones generales, para un parametro 6 , el método més usado es el de
Jeffreys, este sugiere que si un investigador no conoce informacién acerca de
0, entonces lo que espera observar de €, dada la informacién muestral Y debe
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ser la misma que la de una parametrizacién para 6 o cualquier tranformacion
inyectiva de 6, g (¢). Una a priori invariante seria:

donde I (0) es la matriz de informacién de Fisher

o = (PRU)

Si 6= (64,...,0,) entonces:

7(0) x +/det(I(0))

con I () la matriz de informacion de Fisher de orden p x p , y la entrada (i, j)
es:[6]

_ I (f o)\ . . _
IU = 7E9 (W]) y U, ) = 1,...,TL

2.3.4. Distribuciéon a priori conjugada

En este caso, la distribucion a priori es determinada completamente por una
funcion de densidad conocida. Se ha dicho que el conocimiento sobre 6 puede
emplearse para especificar una distribucién inicial con una forma particular.
Asi, una familia parametrica de densidades puede, en este caso, ser definida.
Frecuentemente ésta familia hace que el analisis sea més facil, pero debe tenerse
cuidado en elegir la densidad. Esta debe realmente representar la informaciéon
con la que se dispone. Berger presenta la siguiente definicion para una familia
conjugada:

Definicion 2.3. Una clase L de distribuciones a priori es denominada una
familia conjugada para la clase de funciones de densidad F , si f(0]y) estd en
en la clase L para todo f(yl|0) € F y w(0) € L.

Definicién 2.4. Sea Y71, ..., Y, una muestra aleatoria de f(Y|0) , una familia
T de densidades se dice que es conjugada para la funcién de densidad f(Y'|0) si
la funcion de densidad a priori de @ , w(6) € T y f(f|y) € T.
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En este caso, la distribucion inicial dominard a la funcién de verosimilitud y
f(8ly) tendra la misma forma que 7 (#), con los parametros corregidos por la in-
formacién muestral. Generalmente para una clase de densidades F , una familia
conjugada puede ser determinada examinando la verosimilitud L (6|y). Enton-
ces la familia conjugada puede ser elegida como la clase de distribuciones con la
misma estructura funcional.

A esta clase de familia conjugada se le conoce como distribucion a priori conju-
gada natural.

2.3.5. Distribucion a posteriori

La informacion a posteriori de  dado y , con 6 € © , estd dada por la expresion
7 (0)y) y expresa lo que es conocido de 6 después de observar los datos de y.
Por la ley multiplicativa de la probabilidad 6 y y tienen la siguiente funcién de
densidad subjetiva conjunta

h(y,0) = =(0)L(yl0)

en donde:
7 (0): densidad a priori de 6,
L (y|0): funcion de verosimilitud,

y tienen funcién de densidad marginal dada por:

m(y) = [em(6)L(yl0)do

Si la funcién marginal m (y) # 0

_ h(y,9)
Sustituyendo
_ ™ (6) L (yl0)
S P OPITOYT 2

La cuél resulta ser una de las versiones del Teorema de Bayes.

Dada una muestra de n observaciones independientes se puede obtener L (y|0) y
evaluar en la ecuacion 2.3. La evaluacion de esta expresion puede ser simplificada
, utilizando un estadistico suficiente para 6 con funcion de densidad g (S () |6),
lo cual se enuncia en el lema siguiente:
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Lema 2.1. Sea S (y) un estadistico suficiente para 0 (por lo que L (y|0) =
h(y)g(S(y)]0)) y m(s) #0 la densidad marginal para S (y) = s), entonces:

Ty = 7 (0)s) =200

Demostracion:

Tenemos que

m(0ly) =

Podemos observar que la ecuaciéon 2.3 se puede expresar convenientemente como:

m(0ly) o< L(ylo)w(0) (2.4)

En la practica , el calculo de la distribucién a posteriori puede resultar una tarea
complicada, especialmente si la dimensién del vector de parametros es grande.
Sin embargo, para ciertas distribuciones iniciales y verosimilitudes es posible
simplificar el analisis. En otros casos se requieren aproximaciones analiticas o el
uso de técnicas de simulacion.
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3. Inferencia Bayesiana

Dado que la distribucién posterior, contiene toda la informacién concerniente
al parametro de interés 0 (informacién a priori y muestral), cualquier inferencia
con respecto a 6 consistira en afirmaciones hechas a partir de dicha distribucion.
En éste capitulo se expondran los diferentes tipos de estimacion necesarios para
el analisis Bayesiano.

3.1. Estimacién por maxima verosimilitud

Para estimar el parametro 6, se pueden aplicar técnicas de la estadistica clasica
a la distribucién a posteriori. La técnica mas utilizada es la estimacién por
maxima verosimilitud, en la cual se elige como estimador de 6 , al valor 6 que
maximiza a la funcion de verosimilitud L (f|y). Anélogamente, la estimacion
Bayesiana por maxima verosimilitud se define de la siguiente manera:

Definicién 3.1. El estimador generalizado de mdzima verosimilitud de 6 es
definido como la moda mds grande , 0 de la distribucion a posteriori m (0|y).

3.1.1. Error de estimacion

Cuando se hace una estimacién , usualmente necesitamos indicar la precisién
de la estimacion. En el caso univariado la medida Bayesiana que se utiliza para
medir la precisiéon de una estimacion es la varianza a posteriori del estimador.

Definicion 3.2. Si Oes un pardmetro de valor real con distribucion a posteriori
7w (0)y) y 0 es un estimador de 0, entonces la varianza a posteriori de 6 es :

Vi) = BT (607

Notemos que en la definicién anterior, al tener el estimador 6 de 6, solo se
necesita sustituir en la definicién de la varianza para obtener una expresion de
la varianza a posteriori.

Cuando ¢ es la media a posteriori,

pry) = BT
entonces V™ (y) = VJ7 [7 (y)] serd llamada varianza a posteriori (la varianza de
0 para la distribucion 7 (f]y)). La desviacion estandar a posteriori es \/V7 (y).

Generalmente se utiliza la desviacion estandar a posteriori /V;" (y) del estima-
dor 9, como el error estdndar de la estimacion §.
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Para simplificar calculos que nos seréan tutiles mas adelante , se puede representar
a la varianza a posteriori de la siguiente forma:

Vi) = BT [0 2}
= B [0 () + 1" () — )]
= W0 () ]+2Eﬂ<9w> (6 =17 @) (™ () = )] + E™OW [ (47 (3) — 0)°]
= V() 207 ) = 0) (BT (0] - w7 () + (47 () — 6
= V) + (0 () - 0’

De esta manera

Viy) = VT @)+ u (y)—0)° (3.1)
3.1.2. Estimacion multivariada

La estimacion Bayesiana de un vector 8 = (61, ..., 0,,) es la estimacion de maxima
verosimilitud generalizada (moda a posteriori) , 0= (6,.., én). Sin embargo,

no podemos garantizar la existencia y unicidad en el caso multivariado, por ello
es mas conveniente utilizar la medida a posteriori

W) = (W), (y) = ET (0]

como el estimador Bayesiano,y la precisién puede ser descrita por la matriz de
covarianzas a posteriori

Vi) = B0 - ) (0 1" ()]

El error estandar de la estimacion u7 (y) de 6; estarfa dada por \/V7T (y) en
donde VT (y) es el elemento (4, %) de la matriz V™ (y), analogamente a la ecuacion
3.1 se puede escribir

Vi) = BT [(9-6)(0-09)']

= V7 (y)+ (1" (y) =8) (1" (y) = 0)'
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3.2. Estimacion puntual

Desde el punto de vista Bayesiano, el resultado final de un problema de infe-
rencia sobre alguna cantidad desconocida no es posible sin la correspondiente
distribucién a posteriori. Asi dado un conjunto de datos Y , todo lo que pode-
mos decir sobre alguna funcién de 6, que rige el modelo, estara contenida en la
distribucién posterior 7 (6]Y).

La inferencia Bayesiana puede ser descrita técnicamente como un problema de
decision donde el espacio de acciones es la clase de las distribuciones a posteriori
del pardmetro de interés que son compatibles con las suposiciones aceptadas.

La distribucion posterior reemplaza la funcién de verosimilitud como una ex-
presiéon que incorpora toda la informacién. f(6|y) es un resumen completo de la
informacién acerca del pardmetro 6. Sin embargo, para algunas aplicaciones es
deseable (o necesario) resumir esta informacion en alguna forma. Especialmente,
si se desea proporcionar un simple “mejor” estimado del parametro desconocido.
(Notese la distincion con la estadistica clasica en que los estimados puntuales
de los parametros son la consecuencia natural de una inferencia).

En el contexto Bayesiano se puede reducir la informacion de f(0|y) a un simple
“mejor” estimado; existen dos formas de enfrentar el problema:

= Estimador de Bayes posterior

» Teoria de la decision

3.2.1. Estimador de Bayes posterior

El estimador de Bayes posterior se define de la siguiente manera:

Definicién 3.3. Sea {X1, X, ..., X,, }una muestra aleatoria de f(X;|0), donde
0 es un valor de la variable aleatoria © con densidad w(.). El estimador de Bayes
posterior de T(0) con respecto a la priori w(.) es definida como

leszH] 0)do

/ lﬁf me] 6)do

1=1

E(r(0)|x1,x2,...,xs) =

Una vez que hemos calculado F (7(0)|x1, z2,...,x,) , encontramos el estimador
Bayesiano para €, minimizando alguna funcién de pérdida. Esto es:

0 = argminE (L(0,0 (z1,...,25)))
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3.2.2. Aproximacién via teoria de decisiéon

La teoria de la decisiéon Bayesiana consiste en el andlisis de las principales al-
ternativas posibles. Diferenciar aquellas circunstancias que pueden producir un
resultado distinto. Evaluar y analizar las posibilidades de que se den distintas
circunstancias. Calcular el valor esperado para cada decision y elegir la decisiéon
con el valor mas elevado (esto puede ser interpretado como elegir la decision
mas acertada).[1]

La idea es combinar la informaciéon muestral con informacién no muestral con
el objetivo de tomar la decisiéon 6ptima. El analisis Bayesiano comparte con la
teoria de la decisién el uso de informacién no muestral.

Sean © el espacio parametral y A el espacio de acciones , y entendamos que
a € A es una accién. Un problema de decision es una funcion D: A x © — C,
donde C' es un espacio de consecuencias. Las preferencias sobre el conjunto de
consecuencias las representaremos mediante una funcién de pérdida.

Definiciéon 3.4. Sea L (6,a) una funcion de pérdida.

La pérdida esperada Bayesiana cuando se toma una decision a € A es:

ply) = [ L0 6.0
Y el estimador Bayesiano se define como:

0 = argmin p(aly)

Funciones de pérdida

Se especifica una funcion de pérdida L (6, a) que cuantifica las posibles pena-
lidades en estimar 6 por medio de a. Hay muchas funciones de pérdida que
se pueden utilizar , la elecciéon de alguna de ellas dependera del contexto del
problema.

Las mas utilizadas son:

Pérdida cuadrética: L (6,a) = (6 — a)®

Pérdida de error absoluto: L (6,a) = |0 — a

1 si|@—a|l<e
0 si|f@—al>e¢

Pérdida 0,1: L (0, a) = {

- Pérdida lineal: L (0,a) = { (@~ 0 sia>0
g@—a) sia<b
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Para cada uno de los casos anteriores , por la minimizacién de la pérdida espe-
rada posterior, se obtienen formas simples para la regla de decisiéon de Bayes,
que es considerado como estimador puntual de # para la elecciéon en particular
de la funcién de pérdida.

Ejemplo 3.1. Sea {X;}._, una muestra aleatoria de la distribucion Bin (0,1).

Supongamos que 7 (0) ~ Beta (a,b) es decir

m(0) = me (1=0)"" 0. (0)
Sabemos que
B@) = a j— b
- ab _E@O)(1-E(®))
Var(0) = (@+b’(a+b+1)  a+b+1 (2

La expresion 3.2 muestra que para un valor fijo de E (0) la varianza depende de
a+byVar(0) — 0 cuando a + b — oo.

Por otro lado la funcion de verosimilitud estd dada por:
n n
YSURES o
L(X|9) = 6gi=1 (1-0) =1
De la verosimilitud y la distribucion a priori podemos inferir que:

inJra—l nfixi+b71
i=1

gi=1 (1-6)

/ tZ?:l zit+a—1 (1 _ t)n_Z?:1 zi+b—1 dt

observe que 7 (0|x) difiere por alguna contante que es funcion de la muestra de
una distribucion Beta (a+ > . x;,n— Y . x; +b). Por tanto podemos afir-
mar que

7w (0)z) ~ Beta(a—l—in,n—in—&—b)
i=1

i=1
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Luego el estimador de Bayes , que denotaremos por 6, esta dado por E (0|z)
y tenemos que:

T+a n T a+b a
6a,b = = —+
a+b+n n+a+bn at+b+na+bd

donde T =Y. | x;. Notemos que el estimador de Bayes se comporta como un
promedio ponderado de dos estimadores 6, = % que no utiliza la informacion
de la distribucion a priori y 09 = a%_b que corresponde a la esperanza de la
distribucion a priori . El peso asignado a 0y tiende a cero cuando n — oo

3.3. Intervalos de credibilidad

La idea de una region veraz o intervalo de credibilidad es proporcionar el anélo-
go de un intervalo de confianza en estadistica clasica. El razonamiento es que los
estimadores puntuales no proporcionan una medida de la precision de la estima-
ciéon. Esto genera problemas en el enfoque clasico desde que los pardmetros no
son considerados como aleatorios, por lo que no es posible dar un intervalo con
la interpretacion de que existe una cierta probabilidad de que el parametro este
en el intervalo. Por otro lado en el enfoque Bayesiano , no se tiene esa dificultad
pues los parametros son aleatorios.

Definicién 3.5. Un conjunto veraz al 100 (1 — ) % para 6 es un subconjunto
C de © tal que:

Jo £ ©0ly) caso continuo

l—a<P(C =

< P(Cly) {Zeec f(Oly) caso discreto
Al igual que sucede con los intervalos de confianza en el enfoque clésico , los
conjuntos veraces no son Unicos.

La distribucién a posteriori es una distribucién de probabilidad en O, e intuiti-
vamente podemos decir que la probabilidad de 6 esta en C. Esta es la diferencia
con los procedimientos de la estadistica clasica los cuales sélo se interpretan co-
mo la probabilidad de que la variable aleatoria Y sea tal que, el conjunto creible
C (Y) contenga a 6.

Cualquier region con probabilidad (1 — «) cumple la definicién. Pero solamente
se desea el intervalo que contiene tinicamente los valores “méas probables” del
parametro, por lo cudl es usual imponer una restricciéon adicional: el intervalo
debe ser tan pequeno como sea posible.

Para lograr lo antes descrito, solo debemos de considerar aquellos puntos con
los valores de f (f]y) mas grandes. Esto conduce a un intervalo de la forma:

C = Cuoly)=1{0:f0ly) >~}
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donde ~ es elegido para asegurar que fc f@ly)=1-c.

La regién C que cumple las anteriores condiciones se denomina “regiéon de den-
sidad posterior méas grande”y por sus siglas en inglés lo llamaremos HPD.

Generalmente un HPD es encontrado con la ayuda de métodos numéricos y la
dificultad depende de la dimension del vector de parametros.

3.3.1. Contraste entre el enfoque clasico y el Bayesiano

Bayesianamente un conjunto creible C' al (1 — «) 100 % significa que la probabi-
lidad de que 6 esté en C' dados los datos observados es al menos (1 — «) 100 %
. En otras palabras, un conjunto creible da la certeza de que, dada la mues-
tra aleatoria , el conjunto C contenga a 6 con al menos una probabilidad de
(1—«)100%.

Por otro lado, un intervalo de confianza al (1 — «)100% del enfoque clésico
significa que, si se pudiera calcular C' para una gran cantidad de conjuntos de
muestras aleatorias , cerca del (1 — «)100% de ellos cubririan el valor real de
0. Es decir, si se generan 100 conjuntos de muestras aleatorias, y se calcula
el intervalo de confianza para cada caso (no necesariamente iguales para cada
caso), al menos (1 — «) 100 % cubririan a #. Sin embargo, la desventaja principal
que tienen los intervalos de confianza clasicos es que no se pueden generar tantas
muestras aleatorias en la practica.

3.3.2. Intervalo de minima longitud-maxima densidad

Para poder encontrar el intervalo de minima longitud se debe de:

1. Localizar la moda de la funcién de densidad posterior de 6,

2. A partir de la moda, “trazar” lineas rectas horizontales en forma descen-
diente hasta que se acumule (1 — «) de probabilidad.

Para describir el contenido inferencial de la distribuciéon posterior de la cantidad
de interés f (6|y) , es frecuentemente conveniente dar regiones R C © de pro-
babilidad dadas en virtud de f (0|y). Por ejemplo , la identificacién de regiones
que contienen 50 %, 90 %, 95 % o 99 % de probabilidad.

Una regién R C O tal que

/wam - 4

(dado y , el valor verdadero de R con probabilidad ¢), se dird que es una region
q — créible posterior de 6.
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Note que que esta nocién proporciona inmediatamente una afirmacion directa
e intuitiva sobre la cantidad desconocida de interés 6, en términos de probabili-
dad , en marcado contraste con las afirmaciones previstas con los intervalos de
confianza frecuentistas.

Claramente, para alguna ¢ dada hay generalmente una infinidad de regiones de
credibilidad , pero algunas veces , las regiones de credibilidad son seleccionadas
para tener un tamano minimo , dando por resultado una regién con funcién de
densidad de probabilidad alta (HPD), donde todos los puntos en la region tie-
nen una funcién de densidad de probabilidad mayor que todos los puntos fuera.
Sin embargo , las regiones HPD , no son invariantes bajo reparametrizaciones,
es decir, la imagen ¢ (R) de una regién R de HPD , seré una region de credibi-
lidad para ¢ , pero generalmente no serd HPD. Los cuantiles a posteriori son
frecuentemente usados para derivar regiones de credibilidad.
Asi 0, = 6, (y) es el cuantil posterior ¢ de 8, R = {6]0 < 6,} es una region
q — cretble unilateral, generalmente tnica. Més atn, las regiones q¢ — creibles
de probabilidad centrada de la forma R = {0|91;q <6< Gﬂ} son facilmente
2 2
calculables y son mas empleadas que las regiones HPD.

Anéalogamente a la estimacion puntual, una region de credibilidad Bayesiana se
define de la siguiente manera.

Definicion 3.6. Una region R C © tal que,

/f<e|y>de - 1-a
R

se dird que es una 100 (1 — ) % region de credibilidad para 6 , con respecto a

fOly).

Es claro que para toda a no existe una tnica region de credibilidad. Por tanto, el
problema de elegir entre los subconjuntos de R C O tal que fR fOly)dd=1-«
, para algun 6, f (fly) y un « fijo dados; puede ser visto como un problema de
decision siempre que se especifique una funcion de pérdida, L (R, 0), que refleje
las posibles consecuencias de elegir el 100 (1 — «) region R.

Proposicion 3.1. Sea f (0|ly) una distribucion de probabilidad continua para
toda 0 € © excepto en una cantidad finita de puntos. Sea 0 < a < 1 y A =

{RIP[0cRl=1-a} # 0 y L(R,0) = k||[R| — Ir@p con R € A, 0 € Oy
k > 0, entonces R es dptima si y solo si tiene la siguiente propiedad:

Vo €R, O2¢ R : f(01ly) > f(O2y)

excepto en un subconjunto de © de probabilidad cero.
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Intuitivamente la proposicién describe que la region de credibilidad a elegir ,
para un « fijo y para una funcion de pérdida seleccionada , es aquella con ||R||
minima. Con la proposicién se tiene més formalmente lo que serd una regién
con funcion de densidad de probabilidad alta.

Definicién 3.7. Una region R C O serd llamada una 100 (1 — o) % region con
funcion de densidad de probabilidad alta para 0 con respecto a f (0]y) si:

1. Pl eR=1-«

2.V0, € R0 ¢ R: f(b1ly) > f(02]y) excepto en un subconjunto de © de
probabilidad cero.

3.4. Pruebas de hipo6tesis

Una hipotesis estadistica consiste en una afirmacion acerca de un parametro. Lo
que se desea saber al formular la hipotesis es saber si es verdadera o falsa. En
la estadistica clasica para el contraste de hipotesis se tienen, la hipotesis nula
Hy : 0 € O y la hipétesis alternativa H; : 6 € ©1, donde Oges el espacio
parametral bajo la hipdtesis nula y ©; el espacio parametral bajo la hipétesis
alternativa.

El procedimiento de contraste se realiza en términos de las probabilidades de
error tipo I y error tipo II, estas probabilidades de error representan la posibi-
lidad de rechazar la hipotesis nula dado que es verdadera o de no rechazar la
hipoétesis nula dada que es falsa, respectivamente.

En la estadistica Bayesiana , la tarea de decidir entre Hy y Hy , es més simple
, pues solamente se calculan las probabilidades a posteriori oy = P (O¢ly) y
a1 = P(©1|y) y se decide entre Hy y H;. La ventaja es que ag y aq son las
probabilidades reales de las hipotesis de acuerdo a los datos observados y las
distribuciones a priori elegidas. Denotaremos con 7y y w1 a las probabilidades a
priori de @y y ©; respectivamente.

Definicion 3.8. Se denomina razén a priori de Hy contra Hy al cociente

0

1
Andlogamente, razén a posteriori de Hycontra Hy al cociente

Qo

aj
Si la razén a priori es cercana a 1 , Hy y H; tienen inicialmente casi la misma
probabilidad de ocurrir. Si este cociente es mayor a 1 se considera que H es

més probable que H; y si el cociente es menor a 1 inicialmente se considera que
Hjy es menos probable que H;.
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Definicion 3.9. La cantidad

Qp/ Q1 Qo7
B = / =

7T0/7T1 Q170

es llamada factor de Bayes a favor de ©y.

Nos interesa el factor de Bayes, ya que en algunas ocasiones puede ser interpre-
tado como la razén entre Hy y Hy ,dados los datos. Esta interpretacién es valida
cuando se tienen hipotesis simples, es decir , cuando ©¢ = {6y} v ©1 = {61 }.
Para este caso ag y ajestan dadas por :

0y = mof (y]6o)
mo.f (ylbo) + 71 f (y|61)
o w1 f (y|6h)

mof (yl6o) + 71 f (y|01)

por lo que la razén a posteriori es

Qo _ 7o f (y[0o)
ay w1 f (y|6h)

y el factor de Bayes

B = %«m _ f(y|00)

170 f(yloh)

En otras palabras, B es la razén de probabilidad de Hy contra H;. Note que el
factor de Bayes proporciona una medida de la forma en que los datos aumentan
o disminuyen las razones de probabilidades de Hy respecto H;. De esta manera,
Si B > 1 quiere decir que Hj es ahora relativamente mas probable que H; y si
B < 1 es ahora H; la que es relativamente mas probable.

3.4.1. Contraste unilateral

Este tipo de contraste se da cuando ® C R y los contrastes son de la siguiente
naturaleza:

Hy:0<60y wvs Hy:0>0

o el otro caso

31



H():QZQO OF] H119<90

En las pruebas de hipétesis del enfoque clasico se puede calcular un estadistico
que permite resumir el resultado del experimento de manera objetiva. Esta
cantidad es el p-valor que corresponde al nivel de significancia mas pequefio
posible que puede escogerse, para el cual todavia no se rechazaria la hipétesis
alternativa con las observaciones actuales.

Lo interesante de este tipo de contraste es que el uso del p-valor del enfoque
clasico tiene una justificacion Bayesiana. Este hecho se ilustra con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea Y ~ N (9,02)y supongamos que 0 tiene una distribucion a
priori no informativa 7 (0) 1, entonces

2
F6ly) = — exp{—“"y)}

V2o 202

El contraste que deseamos realizar es el siguiente:

Hy:0<60y wvs Hy:0>0
luego
ag = P (0 <0boly) = ®((6o —y) /o)
el p — valor estd dado por
p=PY z2y)=1-2((y—bh) /o)

Yo que la distribucion normal es simétrica, se tiene que el p—wvalor es el mismo
que ag.

3.4.2. Contraste de hipotesis nula puntual

El contraste de hipétesis nula puntual se refiere al siguiente contraste:

Ho: 9:90 vSs Hll 97590

Este contraste es interesante porque las respuestas en el enfoque Bayesiano
difieren radicalmente de las que da el enfoque clasico.
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En pocas ocasiones se tiene que 6 — 6y = 0. Es mas comun que se cumpla la
hipotesis nula como 6 € ©g = (6 — &,0 + €), en donde € > 0 y es tal que para
cada 6 € Og, 0 y 0, sean indistinguibles.

Lo ideal es elegir € como un valor real pequeno , de lo contrario 6 y 6, diferiran
cada vez méas. Dado que se debe hacer el contraste Hy: 6 € (0g —e,0p + ¢) es
importante saber cuando es apropiado que se aproxime de esa forma Hy : 6 = 6.
Desde la perspectiva del andlisis Bayesiano, la respuesta a esta interrogante es,
la aproximacion es razonable si las probabilidades a posteriori de Hy son casi
iguales para ambos casos. Una condicion fuerte cuando éste sea el caso es que
la funcién de distribucién conjunta de probabilidad observada sea aproximada-
mente constante en (0y — &,60p + ).

Para llevar a cabo el contraste Bayesiano para una hipétesis nula puntual , no
se utiliza una densidad a priori continua , ya que en cualquiera de estos casos
fptendra una probabilidad a priori igual a cero. Se debe utilizar una distribu-
cién inicial mixta que asigne una probabilidad de 7 al punto 0y y el resto se
distribuya en los valores 6 # 6y, es decir , la densidad 71 g1 (), con una densidad
propia ¢; , en donde m; =1 — 7.

Si Y7, ..., Y, es una muestra aleatoria de la variable Y, la densidad marginal de
Y =(1,...,Y,) es,

m(y) = mof (ylbo) + (1 —mo)mi(y)

donde m; (y) = f97590 £ (yl6o) g1 (0) dO es la densidad bajo H;. Entonces la den-
sidad a posteriori de 6 = 6 es:

ag = P(boly)
f (yl6o) mo
m (y)
f (ylo) mo
f (l0o) mo + (1 — 7o) ma (y)
f (yl6o) mo
f (ylbo) mo + m1ma (y)

luego

Qo P (0oly)

o 1—7(0oly)

P (6oly)

f(Wlbo)mo+mima (y)—f(y|0o)mo
f(ylOo)mo+m1m1(y)

f (ylbo) o

mimy (y)
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Entonces el factor de Bayes de Hy contra H; es

B

Qo7

Q170

o f (y]0) m1
mmi (y) mo

f (yl6o)

m1 (y)

f (y]0o)

m1 (y)
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4. Analisis de regresion lineal

El analisis de regresiéon es una técnica estadistica para investigar y modelar la
relacién entre variables. Las aplicaciones de la regresion se encuentran en nume-
rosos campos del conocimiento como en ingenieria, ciencias fisicas y quimicas,
biologia, etc. De hecho es una de las técnicas estadisticas mas utilizadas.

En el presente capitulo, interesa describir la distribuciéon condicional de una
variable aleatoria Y para valores dados de algunas otras variables X, ..., Xj.
Los valores de las variables aleatorias X1, ..., X} pueden ser observados en un
experimento junto con los de Y o pueden ser variables de control cuyos valores
van a ser determinados por el experimentador, ademas, se puede estudiar la
distribucién condicional de Y dadas X1, ..., Xk.

Definicion 4.1. Se denomina funcién de regresién de Y sobre Xq,..., Xy ,
o simplemente regresion de Y sobre X1,..., Xy a la esperanza condicional de
Y dados los valores de X1 = a1, ..., Xy, = xy, es decir, E[Y|z1, ..., zk]

Supongamos que la funcion de regresion E[Y|z1, ..., 1] es una funcion lineal con
la siguiente forma

EY|xy,...,x1] = Bo + P11 + ... + Bray

Los coeficientes Sy, f1, .-, Bk se llaman coeficientes de regresion, los cuales
son desconocidos y se consideran parametros cuyos valores se estiman.

4.1. Regresién lineal simple

En el modelo de regresiéon lineal simple, se tiene un sélo regresor X que tiene
una relacién con una variable respuesta Y, donde la relacién es una recta. Este
modelo es de la forma,

Y =05+ pix+e

donde la ordenada al origen (j y la pendiente 31 son constantes desconocidas y
€ es un componente aleatorio del error.

Supongamos que los errores &; ~ N(0,0?%) y no estén correlacionados; en conse-
cuencia las variables aleatorias Y7, ..., Y, son independientes.

Considere que el regresor X se tiene como dato, y su error es despreciable,
mientras que la respuesta Y es una variable aleatoria, se tiene entonces una
distribucién de probabilidad de Y para cada valor posible de X, asi la media y
la varianza de la distribucién son

ElY|X=2] = E[f+pa+e
= Bo+ bz
VarlY|X =2] = o°
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A un problema como el descrito anteriormente es llamado modelo de regresion
lineal simple, el término de simple se emplea por que se esta considerando la
regresion de Y sobre una sola variable X.

4.1.1. Funcién de verosimilitud y estimacion

Como los parametros 3y y 81 son desconocidos, se deben estimar con los datos de
la muestra. Supongamos que se tienen n pares de observaciones (x;,y;) con i =
1,...,n, ademés sabemos que para cualesquiera z1, ..., x,, las variables aleatorias
Y1, ..., Y, son independientes y Y; ~ N (ﬂo + ﬂlz,a2) parai=1,...,n.

La funcién de verosimilitud de By, 31 y o2es:

Ll o Br0?) = ——eopd— > e fo— prz)? b (@)

y P05 P1; (27T)% on 202 P g v ’

Utilizamos ahora 4.1 para encontrar los estimadores maximo verosimiles que
son aquellos que maximizan L (y|x, By, 81,0%). También sabemos en general
que si g es un punto critico de f(z) entonces xo es punto critico de In(f(z)).
Por lo que seréd equivalente hallar los maximos de L (y|z, Bo, B1,0?%) que los de
In(L (y|a:7 Bo, B1, 02)). A esta ultima transformacioén de la verosimilitud la llama-

remos log-verosimilitud y la denotaremos por [ (y|x, Bo, 51, 02). Asi procedemos
a hallar la log-verosimilitud

l(y‘l‘,ﬁo,ﬁl,UQ) = In (L (y|33n60,61a02))

_ n n 9 1 « 9
= -5 In (27) — 5 (0?) — ﬁ;(yz — Bo — Przi)
Calculamos la derivada parcial de [ (y\ac7 Bo, B1, 02) con respecto a [y

aiﬁo(l (y|$aBO7B1702)) - Zyz_nﬁo_ﬁlzxz
i=1 i=1

Ahora igualamos a cero

dwi—nBo—py w = 0
i=1 i=1

50 Yi

Il
S e
3

|
3|
-

B
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Por tanto

Bo = Y-—BiT (4.2)

Por otro lado calculamos la derivada parcial de [ (y|x, Bo, 1, 02) con respecto a

A

8 n n n
87[31“ (ylz, Bo, Br.0%)) = D wiwi—Bo Yy wi— Py a7
=1 =1 =1

Igualando a cero

n n n
Zyifci —Bozxi —5125522 =0
i=1 i=1 i=1
n n
Zyil'i - 50”5—512%2 =0
i=1 i=1

S g — (G- bEmE—p Y 2l = 0
=1

i=1

zn:yixi—nﬁ+n5152—ﬁlzn:$? = 0

i=1 i=1

n n
Zyixi — YT + B1(nT* — me) = 0
i=1 =1
Despejando [310btenemos:

5 i Yili — iy YiT
5, = iz _ Zzgy (4.3)
Dliy T — T

Para facilitar la notacién consideremos las siguientes igualdades

7
I

n
(2, —T)° = fo —nz?
i=1

=1

50:
I

@
Il
-

n
—\2 .
wi—9° = > vy —np’
=1
n n n
Szy = Z (i —2)(yi —y) = Zyixi - Z YiT
i =1 =1
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de esta manera los estimadores son

6 = g;z (4.4)
Bo = T-PT (4.5)

Notesé que se han realizado tres supuestos importantes sobre la distribucién
conjunta de Y7, ..., Y, para cualesquiera valores de x1, ..., z,.

1. Normalidad. Se ha supuesto que cada variable aleatoria €; tiene una dis-
tribucién normal y en consecuencia Y; tiene distribuciéon normal.

2. Independencia. Se ha supuesto que las variables aleatorias eq, ...,&, son
independientes y consecuentemente Y7, ..., Y, son independientes.

3. Homocedasticidad. De manera implicita se ha supuesto que las variables

aleatorias €1, ..., £, tienen la misma varianza a saber o2.

4.1.2. Propiedades de los estimadores

Es importante mencionar que los estimadores ﬁo y Bl son funciones lineales de
Y1,...,Y, , y dado que estas variables aleatorias son independientes e idéntica-
mente distribuidas (tienen una distribucién normal) , también Sy y Stendran
una distribucién gaussiana, solo basta determinar sus correspondientes medias
y varianzas. Calculemos el valor esperado de Bl
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Por lo tanto

g {Sm
S (@~ 7) Ely]
=1
S
3 (z; — )
ot 5 (Bo + Brxs)
Z (z; —T) Z (zi — )
e
Zn:xf —Tx;
b A
zn:mf nz?
B Sea
b
Elg] = 8 (4.6)

Esto implica que 31 es un estimador insesgado de 3y

de 3, sera

Por lo que

Var (

1

)
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Var(ﬁl) = ;m (4.7

. > 2 . ~
En consecuencia 81 ~ N (61, 5‘3—) Ahora el valor esperado y la varianza de (g
son

-

= E_n;yzv]—xﬂl
1 n

= E;E[yi]_fﬁl

= %Z(ﬁo + fizi) —ZTh
i=1
= Bo+Th/ —ZH

De lo anterior podemos observar que 5y es un estimador insesgado de f.

Elg] = B (4.8)
Note que Var () = %2 y Cov (ﬂ, 31) =0, asi se tiene que
Var (50) = Var (@ - ﬁ1f>

Var (3) + 22Var (ﬁ1) —2zCov (?, 31)

= Var(g)+7*Var (31)

N 1 T2
Var (%) = o ( + = ) (4.9)
n Sie
Y consecuentemente Sy ~ N (,6’0, o? (% + SE; ))

Teorema de Gauss-Markov para el modelo de regresion lineal simple

Este teorema es un resultado importante de los estimadores maximo verosimiles
de By y B1, establece que para el modelo Y = £y8y + 51X + ¢, con las hipétesis
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usuales , E[g] = 0, Var (¢) = o2y errores no correlacionados, los estimadores
méaximo verosimiles son insesgados y tienen varianza minima en comparacién
con todos los demés estimadores insesgados que sean combinaciones lineales de
Yi,..,Y,.

Teorema 4.1. Sea 7 = &yBo+E&181+E&2 , donde &y, &1, &2 son constantes dadas.
Entonces , entre todos los estimadores insesgados de T que son una funcion lineal
de las observaciones Y1, ..., Y, el estimador T = 5030 +§131 + &5 tiene la menor
varianza para todos los posibles valores de los pardmetros By, 1y 2.

Ahora nos proponemos obtener la distribucion conjunta de Bo, B y o2,

Para los valores z1, ..., x, con n > 3 supongamos que Y7, ..., Y;, son independien-
tes y que Y; ~ N (8o + Brzi,02).
Sea

n 1/2
S, = lz (s — x)Q]

i=1

Consideremos los siguientes vectores n-dimensionales a1 = (a11,...,01,) ¥ a2 =
(az21, ..., asy), cuyas entradas estaran definidas de la siguiente manera

Il
N
Sl
~__
-
~
(]

a1j
1
agj = Sf
T
para j =1,...n.
Notemos que
n n
1
2
> oai; = —=1
j=1 j=1
n _\2 —\2
2 (1 —T) (zn — 7)
a3, = —»= L 4 4

° 1 z xr1— X Ty, — T
Zalj% = 5 g t-t—3 =0
j=1 x x

Ya que las entradas de los vectores a; y as cumplen las propiedades antes
mencionadas, se puede construir una matriz ortogonal A € M, (R), con a; y
as la primera y segunda fila de tal matriz respectivamente.
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Sea Z el vector aleatorio definido por medio de Z = AY, donde

Y: 7

Ys Zs
Y = ) , L= .

Y, Zn

La distribucién conjunta de Z1, .., Z, se puede encontrar con el siguiente teore-
ma.

Teorema 4.2. Supongamos que Y1, ..., Y, son variables aleatorias independien-

tes y que cada una de ellas tiene una distribucion normal , tal que Var (Y;) = o2.

Si A es una matriz ortogonal de tamano n X n y Z = AY , entonces las va-
riables aleatorias Z1, ..., Z, también son independientes y cada una tiene una
distribucion normal con Var (Z;) = o

En un problema de regresiéon lineal simple, las observaciones Y7, ..., Y,, cumplen
las condiciones del teorema anterior, por lo que las componentes del vector

aleatorio Z = AY seran independientes y cada una tendrda una distribucion
normal con varianza, o2.

Las dos primeras componentes Z1 y Z5 de Z son:

n n
1 _
Zy = Zauyj = iz ZY] =n!/?y (4.10)
j=1 j=1
Pero sabemos que ﬁo =Y — X’ﬁl, asi

Zy = n'/? (304—)_(51) (4.11)

n

Por otra parte, como BAl = = la segunda componente de la matriz

Aes:
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n 1 n -
Zzzzazjyj = S*Z(%_x)yj
=1

Zy = 8.0

Consideremos la variable aleatoria S? dada por :

n

§* = Z (Yz — Bo —513%‘)2

i=1

(4.12)

(4.13)

Basta con mostrar que S? es independiente del vector aleatorio (ﬁo, ,31) para

afirmar que o2 es independiente de (Bo, [3}) Podemos reescribir a $? usando la

siguiente igualdad ,

por tanto

§2 — Zn: [(Yi—f/) -6 (:Ui—fc)r

= Y B V) - a) + (B) S
i=1 1=1

= ZR:KQ*QYiEJrnYQf?BlZ(Yi) (fi*f)*QﬂAlYi(x
=1

i=1 =1 i=1

n
adicionalmente sabemos que 3152 = Z (x; — ) Y;, entonces

i=1

n _ _ 2 N2
52 = ;1@2—21/;3@%1/2—2(51) $2+ () s2

= znjyf —2nY? +n¥V? -2 (61>QS§ + (ﬁ1)253

=1

43

i —Z)+ (51>253



n _ N2
= S ¥ -nv?- (51) 52 (4.14)
i=1
Puesto que Z = AY, donde A es una matriz ortogonal, se cumple que

n

YvE o= Yy

i=1
= Y'IY
= Y'A'AY
AV

= Xn: 7Z?
i=1

De las ecuaciones 4.10 y 4.12, obtenemos que

S =N z7-7t- 73
i=1

— Zn: Zf
=3

Note que {Z;}!_, es una sucesion de variables aleatorias independientes y como
52 es tinicamente la suma de los cuadrados de las variables Zs, ..., Z,,, entonces
S? y el vector (Z;,Z-) son independientes, pero Bo v B1 son funciones unica-
mente de Z1 y Zo,

4 - 7, 17
O T a2 g,
. 7.

G = 5—2

por lo tanto podemos concluir que S? y (30, 31> son independientes.

Por otro lado tenemos que para ¢ = 3,...,n

Zi = Xn: ainj
j=1

de esta forma
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E(Z;) = Z ai; E (Y;)

= Z aij (Bo + Bixj)
j=1
= Z aij [Bo+ 51z + B (x; — T)]
j=1
j=1 j=1

Ya que A es una matriz ortogonal, la suma de los productos de los corres-
pondientes términos en dos filas cualesquiera debe ser cero. En particular para
1=3,...,n

n
E a1 = 0
Jj=1
n
E aijagj =0
Jj=1
Por la forma de a;; y ag; se tiene que
n
E a5 = 0
j=1
n
Y aij (v — )
j=1

I
o

Por lo tanto E (Z;) =0 parai=1,...,n

De acuerdo a todo lo anterior resulta que las n — 2 variables aleatorias Zs, ..., Z,
son independientes y tienen una distribucién normal con media 0 y varianza o2,

de acuerdo al teorema anterior.
n
. . 2 ’ . . .,
Ya que S? = E Z? | la variable aleatoria 25 tendra una distribucién x? con
i=3

n — 2 grados de libertad. Consideremos el estimador maximo verosimil de o2,
" > A ] N
o2 = % por lo que S% = no? y de los resultados anteriores se deduce que o2 es

independiente de los estimadores S, y Bly finalmente
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no?
2 ~ Xi—z (4-16)

4.1.3. Contraste de hipoétesis sobre 3y

Se desea contrastar

Hy : Bo=5
H : Bo#B

con 63 € R. De las ecuaciones 4.8 y 4.9 cuando la hipétesis Hy es cierta , la
siguiente variable aleatoria tendrd una distribucién normal estandar.

U - Bo — Po
1 z2
o\ 0wt s

Se desea construir un contraste para que Hy se rechace cuando Sy se encuentre
lejos del valor de 3§ y se acepte en otro caso. Al ser o desconocido no es posible
basarse solo en el estadistico U. Como ﬁo y S? son variables aleatorias inde-
pendientes tenemos que U y S? también seran independientes. De esta manera
bajo Hy se tiene que

_ n=2 Bo = Bo
D)
Por tanto
T ~ tp_o
De acuerdo al estadistico anterior, se rechaza Hy si |T| > ¢ donde ¢ es una

constante cuyo valor se elige para cualquier @ € (0,1). De manera formal c es
algtin cuantil de la distribucién encontrada anteriormente.
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4.1.4. Contraste de hipdtesis sobre [;

Para hacer un contraste con respecto a 81, con g7 € R

Hy @ Bi=5
H : Bi#p
Bajo Hj la variable aleatoria
v = PP N
Sew

por tanto el estadistico que utilizaremos para este contraste es

31;3

U = VSza

(%) /(n-2)

_ [n=25 -5
"/ Spn0?

[y

Por tanto

U ~ tho

Entonces la hipotesis Hy se rechaza si |U| > ¢ con ¢ una constante apropiada
cuyo valor se puede elegir para algin valor de significancia 0 < o < 1. Anéaloga-
mente c es algin cuantil de la distribucién encontrada anteriormente.
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4.2. Regresion lineal multiple

Supongase que se tienen n vectores de observaciones. Para ¢ = 1,....,n sea
(i1, Tia, ..., xik) el vector de valores observados , nuestro objetivo serd encon-
trar una funcién que se ajuste de la “mejor” manera a estas observaciones y una
alternativa es la propuesta del modelo de regresién lineal.

Un modelo de regresion lineal en donde intervienen mas de una variable regresora
se llama modelo de regresiéon multiple, si el modelo es:

Y =80+ 51 X1+ BoXo+ o+ B Xy + ¢

entonces se conoce como modelo de regresién miltiple, con k regresores, los
parametros 3; , j = 0,1,...,k se conocen como coeficientes de regresion.

Este modelo describe un hiperplano en el espacio vectorial R* . Entonces si,
E(e) = 0, Var(e) = 0? y ademés los errores no estan correlacionados y si se
supone que la funcién de regresion es una funcion lineal, entonces

ElY|X1,....,Xk] = Bo + /1 X1 + B2 Xo + ... + B Xy

El parametro j; representa el cambio esperado en la respuesta Y por cambio
en la variable regresora X; , cuando fijamos X; Vi # j

4.2.1. Estimacion de los coeficientes de regresion

Supodngase que se tienen n > k observaciones y sea y; la i — ésima respuesta
observada y sea x;; el i — ésimo valor de la variable regresora Xj;.

7: y T e Tk
1wy oz - ik
2 Y2 ma1 - Ty
n Yn Tni1 - Tnk

Entonces la i — esima observacion satisface
k
Yi = Bo + E Bjrij + €5, i=1,...,n
Jj=1
y la suma de los cuadrados de los errores

2

k k k
SZZE%ZZ yi_BO_Zﬂszj
=1 =1 =1
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La forma maés sencilla de realizar la estimacién por minimos cuadrados es escri-
biéndolo en forma matricial, de la siguiente forma:

Y 1z -0 oz
Y, 1 @or - g
Y p— . 5 X p— 5
Yn nx1 1 Tnl " Tnk nxr
Bo €1
b1 €2
= . 78 = . 3
ﬁr rx1 €n nxl1

donde 7 = k + 1 es el niimero de pardmetros a determinar.

De esta forma el modelo y su correspondiente suma de los cuadrados de los
errores pueden ser expresados en la siguiente forma

Y=XB+¢

Definimos en este caso a S como S = ele

S = (Y=XB)' (Y - X§)
YUY —28' XY + pEXEX B

Hemos puesto especial importancia en la suma de los cuadrados de los errores
pues nos serd de utilidad para poder estimar los coeficientes de regresion.

oS
Calculamos o5

as . .
g5 = 2X'V+2x X3

Si X*X es no singular entonces
B=(X'X)"'X'Y

En el caso en el que X'X fuera singular (esto sucede cuando se tiene multico-
linealidad), para resolver el problema se tendria que calcular la matriz pseudo-
inversa, lo cual no sera desarrollado en esta tesis. En adelante se supondra que
XtX es no singular.

49



4.2.2. Estimacion de o2

En el modelo Y = X + ¢ los errores se distribuyen normal , ademéas de ser
independientes , con media cero y varianza constante e igual a o2, es decir,
g ~ N, (0,0°I) donde I es la matriz identidad en el espacio M, (R), de esta
forma

1 e2
re) = el

Y la funcion conjunta y la funcion de verosimilitud son

(2m)"/2 gn 20?

Mxxﬁﬂazlmm{fY—XM(Y—XM}

De esta forma la log-verosimilitud esta dada por

Y —XB)' (Y — XPB)
202

MKXﬁﬁﬂz—gm@m—nm@%—

para un valor fijode o , [ (Y, X, B, 02) se maximiza al minimizar (Y — Xﬂ)t (Y-

XB)

ol (Y, X, B,0?%) n (Y -XB)"'(Y -Xp)
—_—t ==+
oo o o3

=0

Por tanto el estimador maximo verosimil para o2 es

o (Y- XP)' (Y —XB)

n

Es importante mencionar que el estimador por minimos cuadrados ordinarios
para [ es igual al estimador méximo verosimil.

Estimador insesgado de o2

Ahora encontraremos un estimador insesgado para o2, usando la suma de cua-
drados de los residuales(SCR). Definida como:
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n . 2 R
SCRzete:Z(K-—E) . donde e=Y — X
i=1
Desarrollemos el siguiente producto

)

o
D)
I

A\t .
(v-x8) (v - x5)
= YW -VY!'XB-BX' X3+ XX
VY —2B' XY + XX
Como X'Xj3 = XY
SCR=Y'Y — BtXty

Cabe mencionar que la suma de cuadrados de los residuales tiene n — r grados
de libertad asociados a ella, ya que se estiman r parametros en el modelo de re-

gresion. Para percatarnos de ello es conveniente reescribir la suma de cuadrados
de los residuales de la siguiente manera:

SCR [V - X(X'X) ' XY [Y - X(X'X) XY

= Y'[I-X(X'X)"'X'lY

con I la matriz identidad en el espacio M, «, (R), ademéas note que la matriz
I - X(X'X)71X! es idempotente y simétrica pues

[— X(X'X)' Xt = [I - X(X'X)" X%
[— X(X'X)1Xt = [I - X(X*X)~'x1]"

por lo que
- X(X'X)7 X! = [T - X(X'X)"' X" [T - X(X'X)"'X!]
Para llegar a la siguiente igualdad resaltaremos que I € M,x, (R) vy X €

My (R)

tr[I - X(X'X)'X"] = tr[I]—tr [X(X'X)'X']
trilpsxn) —tr [Lixe] =n—r
Ya que I — X(X!X)"1X? es idempotente se tiene que

rango [I—X(XtX)—lXt] = tr [[_X(th)—lXt] 1

ol



Por el Teorema B.3 del Apéndice

SOR - Ly [I—X(X'X)' XY ~ X2,

2 o2

g

El parametro de no centralidad A es:

A= iE[Y]t [I-X(X'X)"'X'|E[Y]

o2

Pero E [Y] = X3, entonces

A= %m{t [I-X(X'X)"'X'] XpB

_ %y [XtX — XX (xtx) XtX} 3

Por lo que
A =0
Y por lo tanto
R~ X,

4.2.3. Propiedades de los estimadores

Y1

Supongamos que Y es un vector aleatorio de tamano n, a saber Y = :
Y,

Definicién 4.2. La esperanza E [Y]del vector aleatorio Y, se define como el

vector n-dimensional cuyas componentes son las esperanzas de las componentes
individuales de Y. Asi

E Y]

Definicion 4.3. La matriz de covarianzas del vector aleatorio Y se define como
la matriz cuadrada de n x n tal que la entrade (i,j) sea Cov(Y;,Y;) Vi, j. Si
Cov(Y;,Y;) = 0;; entonces
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Cov(Y) =

On1  °°° Onn

Notemos que Var(Y;) = Cov(Y;,Y;) = oi y por tanto en la diagonal de
la matriz de covarianza tendremos las varianzas de Yi,...,Y,. Ademéas como
Cov (Y;,Y;) = Cov (Y}, Y;) la matriz Cov (Y) es simétrica.

De acuerdo a las definiciones anteriores , como E (¢) = 0, Var(e) = o2 y
Y=X3+¢

E[Y|=E[XB+¢e] = XB+E[e]

E[Y]=XB

Sabemos que las variables aleatorias Y7, ..., Y, son independientes y la varianza
de cada una es o2, por tanto

Cov (Y) =021

Para encontrar las esperanzas y covarianzas de los estimadores, enunciamos el
siguiente teorema.

Teorema 4.3. Supongamos que Y es un vector aleatorio n-dimensional, para
el cual existe E[Y] y Cov (Y). Supongamos también que A es una matriz de
tamano p X n cuyos elementos son constantes y que v es un vector aleatorio
p-dimensional definido como v = AY .Entonces

Ev] = AE[Y] y Cov (v) = ACov (Y) A

Demostraciéon

Sea,

aix -+ QAin

la i-ésima componente de v es

n
vi o= ) ayY;

y la i-ésima componente de E (v) es
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El] =E |> aV;| =) ayE[Y]]
j=1 j=1

sin embargo esta es la i-ésima componente del vector AF [Y], por tanto
Ev] = AEY].

La matriz de covarianzas de V' es una matriz de tamano p x p. Para b,k =1,...p

Cov (Vy, Vi) = Cov <i athr,iakQ@)
= Zn:zn:ahTakéC'ov (Y., Ys)

r=1s=1
Pero este elemento es la entrada (r, s) de la matriz ACov (V') A?, entonces

Cov (V)= ACov (V) A

[ |
Utilizando el teorema anterior, el valor esperado de B es
E[f] = B[(x'x)7 x"Y]

_ F [(XtX )Xt Xﬁ—i—s)}
- B|(X'X) X'X5+ (X X) 7 Xte]
= B[Al+(X'X)" X'E[¢]
= p

E M = B (4.17)

Por tanto el estimador es insesgado y

E [ﬂ]} =B Vj
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Utilizando nuevamente el teorema anterior y recordando que

B o= (X'Xx)' XY

y note que (XtX)_1 X' es una matriz de constantes, por tanto

-1

Cov (B) = [(X*X)7 X' Cou(Y) [(th)‘lxt]t
( 1

X' (o®I) X (X'X)™

- 1

X'X)TXIX (X'X) T

cov(B) = o*(x'x)”" (4.18)

Sea A = (XtX)fl, entonces para j = 1,...,n

Var(ﬁAj) = agajj

Para i # j

Cov(Bi,BAj) = U2aij

Teorema de Gauss-Markov para el caso general

Es importante poder garantizar que el estimador de § tenga varianza minima
y a través del teorema de Gauss-Markov lo podemos asegurar. Tengamos en
cuenta los siguientes supuestos

» B[Y;] = B0+ Biwir + ... + Brwix
= Y7,...,Y, son no correlacionadas

« Var (Y;) =oc%parai=1,...,n

Teorema 4.4. De Gauss-Markov

Si E(Y)= XSy Cov(Y) = 0%, entre todos los estimadores insesgados de 3
que son combinaciones lineales de las observaciones Y1, ...,Y,, el estimador B
tiene la menor varianza para todos los posibles valores de Py, ..., B y 02.
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4.2.4. Pruebas de hipétesis

Supongamos que deseamos contrastar la hipotesis que uno de los coeficientes de
la regresién (3; tiene un valor particular 57 , es decir:

Hy : Bj=p8;
Hy @ Bj# 55

Como Var (ﬁ}) = a;;0% , cuando Hy es verdadera , la variable aleatoria W

tiene una distribucién normal estandar, donde Wjesta definida de la siguiente
manera

Bi—8;
W; = ;1/2 .

3j

SCE tiene una distribucién x? con

n —r grados de libertad , al ser SC'R independiente de 6} , cuando Hj es cierta
tenemos que:

Ademas recordemos que la variable aleatoria

4.3. Anilisis Bayesiano del modelo de regresion lineal

4.3.1. Distribucién a posteriori con distribucién a priori no informa-
tiva

El modelo Bayesiano de regresién lineal multiple es similar al modelo clasico de
regresion lineal multiple, excepto que en el primero se incluyen especificaciones
sobre la distribucién a priori de los pardmetros. Del modelo de regresion multiple

Y=XB+¢

en donde ey, ..., £, son independientes e idénticamente distribuidos ; £, ~ N (0, 02)
entonces € ~ N, (0,021) se obtuvo la funcién de verosimilitud

1 1
L(5,02|Y) = 75 _€Ip T 952

(27)"/? on (Y =XB)' (Y - Xp)| (419
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Pero dado que # = (X'X) ' XY y V = X8

Y =XB)' (Y -XB) = (Y-XB)'(Y —XB)—2Y'V +2Y'Y

= YW -Y!'XB-BX'Y + B X' XB -2V X3+ 2Y X3

= Y'Y —28X'Y + B X! XB -2V X3+ 2V X}3
Y 4+ BIXIX B — 28 XX (XIX)TIXYY — 2V X3+
+2V'X (X' X)X X3

= Y'Y +BX'XB—-28'X'XB—2Y' X3 + 28t X' X3

= YW +BX'XB-BX'XB—BX' XB-Y'XB - XY +
BEXTXB + BEXEX

= Y'Y -Y'XB-BX'Y + B X' XB+BX'XB— B XX —
BXIXB+ BEXEX S

= (v xB) (v~ x8) + (5-8) x'x (3-5)

= - (5 (v-7) (v -¥) + (- 8) xx (5 )

De la igualdad anterior se puede reescribir a (Y — X3)" (Y — X8) como:

Y -~ XB) (Y — XB) = vS%+ (B - B)t XtX (B - B) (4.20)

(r-¥)(y-¥)

$? =

,U=n—r

Al sustituir 4.20 en 4.19 obtenemos una nueva expresion para la verosimilitud

1
L(B,alY) = o X

- Xexp{—l |:USQ n (ﬁ —B)tXtX (6 —B)” (4.21)

202

Como f es un pardmetro de posicién y o2 un parametro de escala, las distribu-
ciones a priori no informativas son:

T(B)x1lym(0?) x5

[ea

Suponiendo que 8y o2 son independientes se tiene que
T (6,02) =7n(B)~w (02) o %
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Por el teorema de Bayes, la distribucion a posteriori © (B, 02|Y) X T (ﬁ, 02) L (5, 02|Y)

En consecuencia

1
TF(B7O—2‘Y) = 0-n+2 X

exp {—2;2 [us“‘ n ([3 - B)t XX (5 . B)] } (4.22)

La funcién anterior puede ser representada por el siguiente producto

X

0 (6,02|Y) = 7 (02|Y) T (6|Y, 02) (4.23)

Distribucién a posteriori para o2

m(0®Y) = [ 7(B,0%Y)dB

0o 1 1 2 2\ vt 3

= [ O_HJFQeJr:p{—%2 [US +(ﬁ—ﬂ) XX(B—,B)} }dﬂ

2 . ) R

— e { gz e {4 (5 5)" 355 (5 5) Jas
1 052 r (xtx)! V2

= (Tn“eacp{—w} (\/ﬂ) det —
1 52 T 1

|:(0-2)2Ti| —1/2
1 052
x O—n+2—2r €xpy — ﬁ

De lo anterior podemos observar que la distribucién marginal posterior para o2
es el kernel de una distribucién gamma inversa. Por lo tanto

T (oY) = (f)g&@(;)g“em{—;fz} (4.24)
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es decir,
9 v vS?
Y) ~ IGa(|=,— 4.25
" (o?1Y) o(35) (1.25)
La distribucién condicional a posteriori

0 (ﬁ,oQ\Y)

BeRY) = e

donde 7 es el niimero de parametros.

De esta manera

7 (Blo%Y) ~ N (B, (X'X) " o?) (4.26)

Si integramos con respecto a o2 la distribucién a posteriori de la ecuacién 4.22
obtendremos la distribucién a posteriori marginal de 8 dada por:

T(BY) =[5 () X
(exp {—2; [vbﬂ + (ﬁ - B)t XtX (ﬁ - B)} }) do?(4.27)

vS2+(6-B) X' X (B-B)
2

Sea z = , de esta forma podemos reescribir 4.27 como:
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T (BIY)

|
~
° 3
3
+
N
o)
=2
CHES
+ =
L
——
u
R
I©)

I
/
[NCR RN
N—

|
w3

—
/N
|3
~——

N v 5 -3 (v+r)
_ F(v—QH")Qg 02 1+(5_5))j;2((5 5)
(5-8)xx (5-8)\

R

v+Tr 2—%(U+T')
r( : >(vS) 14 -

la expresién anterior corresponde al kernel de una distribucién t-Student mul-
tivariada, por lo tanto

ByY) = L() XX 1+—<B__B>‘XKY(B__B) _;@:;;8)
TET()0 e '
es decir

wwmfvu@ﬁawﬁm)

De lo anterior podemos concluir que para cada parametro 3; , i = 0,1,...,7 se
tiene que

m(BiY) ~ ¢ (U7Bi; hiz’)

lo cual es una distribucion t-Student con v grados de libertad , pardmetro de
posicién (B; y pardmetro de escala h;; que es el elemento (i,i) de la matriz

S2(xtx)""
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4.3.2. Distribucion a posteriori con distribucién a priori conjugada

Para encontrar la distribuciéon en este caso supondremos que los pardmetros
By o? tienen una distribucién a priori conocida. En el caso de 3 se utilizara
distribucion de 4.26 y para o2 la distribucién de 4.25.

Supongamos que 7 (8]02,Y) ~ N, (m,V) y m (02|Y) ~ IG (a,d).

Por el Teorema de Bayes sabemos que

77(670'2|Y) X L(6’0'2|Y)7T (/Ba02)

x ainexp {—2; (Y —XB) (v — XB)}

con
Q = (V-XB)' (V¥ =XB)+[(B-—m)' V" (B—m)+d]
= BVTT+X'X)B-B(VIm+X'Y)B— (m'V ' +YX") B+
+ (mtV_lm + Y'Y+ a)
= (B-m)' (V) (B—m)+a"
donde
vio= (Vviextx)
m* = (V4 X'X) T (Vim+ XTY)
a* = a+m'VI'm4+Y'Y' —(m) (V)T mt
d" = d+n

Por lo tanto

T (B8,0%Y) ~ N, (m*,V*)IGa(a*,d")
Es importante mencionar que el que uso de las distribuciones iniciales elegidas

fue porque asi la posterior tiene la misma distribucién.

Note que como X!X es no singular
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mt = (Ve xX) T (Viim e X1XB)
(I—A)ym+ AB

donde

A = (V7IHx'x)TX'X

Basta observar que por un lado

VX))V = (T-Xx'XV) T

y por otro

T-A = I-(V'+X'X) ' XX
= I-(I+X'XV) X'XV
= (I+X'XV) (I+X'XV) = (I+X'XV) X'XV
= (I+X'XV)" (I+X'XV - X'XV)
- (I+xtxv)"

Asi el pardmetro m* es una media ponderada entre la media a priori m y el
estimador por minimos cuadrados 3 con pesos respectivos (I — A) y A.

Ahora supongamos que tenemos dos muestras independientes , a saber (Y7, X1)

y (Y2, X2). Las distribuciones a posteriori 7 (02|Y) ym (ﬂ\02, Y) calculadas de
la muestra inicial (Y7, X1) ,

7 (%) ~ 1Ga (3,255 ) v 7 (8l0%) ~ N, (B, 020 )

con v; =nj — 7, nies el tamano de la muestra inicial , utilizando los mismos
estimadores 3 y o2 de la seccién anterior. Por otro lado la segunda muestra de
tamano ns, tiene la siguiente funcién de verosimilitud

L(B,0%Y;) = (2)3emp{—%;(Yg—Xgﬁ)t(Yz—Xgﬁ)}
™ on2

“"m

Note que al tener una segunda muestra el estimador $ tiene la siguiente forma
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o= ([R]IRD (RD ]
(txtw) [5]) o x| ]

B o= (XIXy+XEX,) T (XIY) + X4y) (4.29)

Utilizando el Teorema de Bayes, la distribucién a posteriori conjunta de 3 y o2
sera

©(8,0%Ya) o< L(B,0%Y2) 7 (8,07
= meﬁp {_%i? ['UZSS + (5 - B)tX§X2 (/3 - B)} }

5"
exp {—2; {vle + (/5 - B)t XX, (B - 5)} } (4.30)

'
con vy =ng —7rySs= (2 XZB)UQ( 2ﬂ)

Por la ley multiplicativa de la probabilidad , la distribucién a posteriori se puede
obtener de la siguiente forma

X

X

T (B,0%Y2) =m(c?Y2) w(Blo? Y2) (4.31)

con 7 (0?|Y2) distribucion marginal para 0% dada la segunda muestra,

1 959 + 1151
. 252 + 0151
T (7)o mp{‘ 207 }
fooooexp{—(ﬁ 5) W}(ﬁ_ﬁ)dﬁ
1 v252 + v151 ( T X5 + X1 X0
e | I (var) (PR
1 S2+uS
X '2 ”1 T ewp{_zw;}ll}
(02) 7 T 2

L
h (02)%+1 erp 202
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donde

v = ni+ng—r

S? =

SEN

(1 08)" (1 308) (530 (- 29

Por lo tanto
9 v vS?
T (o*Y2) ~ IGa| 5 5 (4.32)

Para el segundo término de la ecuacion 4.31 que es la distribucion condicional
a posteriori de 8 dados o2 y Y, obtenemos que

_ T (6’02|Y2)
A
w$wﬂw{mb%%+m%+@—@%g&+xmg@_@ﬂ
) ——
(Jz)("”;z‘rﬂ)
_AEW@ZT
eaip{ 202 |:'U252 + v152 (5 — B)t (XéXz + XfX1) (5 — B) — 0253 — Ulsf] }
* { - (X5X2+X5X1) (53)}
- e {5 <ﬂ )
con

M = XiXo+ XIX; =M+ X.X,

de esta manera la distribucién condicional a posteriori tendra una distribucién
normal r-variada

7 (8lo% %) ~ N (oM7) (4.33)
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De la misma manera en que con anterioridad se obtuvo, la distribucién marginal
a posteriori de S resulta tener una distribucion t — Student

m(BIY2) ~ tr (v,B,S2M‘1) (4.34)

y para cada f; se tiene que

W(Bzﬂ/z) ~ t(U73i7hii) (4.35)

donde h;; es el elemento (i,7) de la matriz SZM 1.

Finalmente se presentan las expresiones de algunos parametros y estimadores
que es importante precisar

v = ni+mng—r (4.36)
M = XiXo+ XIX) =M+ XiXs (4.37)
B o= (XEXy+ XIX)) T (XY + X4Y1) = MY (X1Y) + X5Yq) (4.38)

o (v - Xlé)t (vi-x:8) + (2 - X,5) (2 - %25) (4.39)

4.3.3. Distribucién predictiva

En los modelos de regresién es importante predecir los valores de una variable
respuesta para futuras observaciones. Supongamos que se trata de predecir un
vector Y, de futuras observaciones, con los valores de las variables regresoras
del vector X,. En términos de los parametros 5 del modelo original , las nuevas
observaciones se obtienen a través de la siguiente igualdad:

YO = X0ﬂ+€

En general , la distribucién predictiva de Y se obtiene integrando sobre todo el
espacio parametral de 8 y o2. Supondremos el uso de una priori conjugada:
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F) = [ oL (8,0*Y) 7 (8,0%) dBdo”

oo _ dtntre2 1
< [o & (c?) 2 exp {_WQ} dBdo?

con

Q = (V=XB)' (V=XB)+[(B-m) V"' (B-m)+ad|

BV +X'X)B-B (VT im+ X'Y)B— (m'V ' +YX") B+
+(m'V'm+ Y'Y +a)

= (B-m)' (V) (B—m) +a"

donde
vio= (Vviextx)
m* = (V4 XX) T (V im+ XTY)
(L* = a _’_mtvflm 4 Ytyt o (m*)t (V*)fl m*
d" = d+n
Dado que

m(8,0°Y) ~ NIG (a*,d*,m*, V")

El lector debe saber que la notaciéon NIG denota la distribucién normal inversa
gamma y que es igual al producto de la distribucién normal y la distribucién
gamma inversa, como se ha observado en las secciones anteriores.Recordemos
que:

T (8,0%Y) = w(Blo*Y)x (c?Y)
=7 (ﬂ|02,Y) ~ N (m*702V*)

— Xom (802, Y) ~ N (Xom*, 0% XoV* X})

Por otro lado

Yo — XoB8 ~ N (0,0%)
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Tenemos que (Yy — Xo3) y (Xof) son independientes, ademéas Yy = (Yo — Xo8)+
(X0P), ast la distribucion a predictiva a posteriori de Yy es

Yo ~ N (Xom*,o®(I+XoV*X{))

Como

T (YO, O'2|Y) = 7 (Y@|027 Y) T (0'2|Y)

De esta manera tenemos que

T (Yo,0%lY) ~ NIG (a*,d*, Xom*, I + XoV*X{)

Y asi la distribucién marginal de Yy es una t — Student multivariada

YO ~ td* (Xom*,a* (I + X()V*Xé))
4.3.4. Inferencia Bayesiana para 3y o2

Como se ha mencionado a lo largo del presente trabajo toda la informacion
para los pardmetros se encuentra en la distribucién a posteriori, deseamos ha-
cer inferencia Bayesiana para cada parametro: hacer estimaciones puntuales y
encontrar regiones HPD.

Estimacién puntual

Para hacer la estimacion del pardmetro 3 , necesitamos calcular la moda a poste-
riori. Sin embargo, la distribucion marginal a posteriori de 3 es una distribucién
t —multivariada (ver 4.9) por lo que la moda a posteriori coincide con la media
y la mediana (por la simetria de la distribucién), entonces el estimador de § es
B que se muestra en la ecuacién 4.38.

Por otro lado para encontrar el estimador maximo verosimil para o2 , debemos
encontrar la moda de m (c?|Y)) que corresponde a una distribucion gamma-
inversa , es decir,

vS? 2 1\2"! vS?
em = (7)) g () el
2

aplicando logaritmo natural a la distribucién anterior tenemos

vS? 1 05?2

In (7r (02|Y)) = gln <2> +1In (F(g)) - (g + 1) In (02) by
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Derivamos con respecto a o? e igualando a cero
dIn (7 (6%Y)) v o1 0S% o o
= = (51) @) () =0
despejando tenemos que
9 vS?

= 4.40
Omoda v+ 2 ( )

Pero como la distribucién gamma-inversa no es simétrica, la media a poste-
riori no es la misma que la moda, se elige la que tenga menor varianza. Pero
conocemos la esperanza y varianza de esta distribucion

H'rr — EW(UQ\Y) [02]
vS?/2

—1

SQ

i para§>1

v
2
v

el error de estimacién o varianza a posteriori para u™ es

vr - pgr®Y) [(02 7'u,r)2}

2 2
(%5
v 2 v
(3-1)7"(3-2
I ot S
BCEDHCE R

por otro lado el error de estimacion de o2, ;. se obtiene utilizando 3.1,

VE = VT (07 = )
_ 20264 v5? v5?
T w-2%(w-4) (v—2_v+2>
20264 160284

(02 (w_4) (1)
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4.4. Heterocedasticidad

El modelo de regresion lineal es tal vez la herramienta estadistica de mas am-
plio uso en diversos d&mbitos del conocimiento. El modelo de regresién lineal
simple presenta una estructura sencilla, 1til para representar gran cantidad de
fendmenos reales de una manera aproximada.

Yi = Po+Biri+e;

donde ¢; ~ N (0, 02).

Un problema conocido es el de la heterocedasticidad, es decir, la violacién de la
condicién de varianza constante de los errores.

Un modelo de heterocedasticidad que se asume con frecuencia es o0? = z%0?,

donde v se convierte en otro parametro del modelo, el cual desde el punto de
vista clasico se estima primero y se realiza una transformaciéon antes de aplicar
los procedimientos de estimacion usuales.[15]

Opuesto a la estimacién del enfoque clésico, la estadistica Bayesiana produce
distribuciones posteriores de las cantidades desconocidas, teniendo en cuenta
tanto los datos, como las distribuciones a priori sobre estos parametros.

La funcién de verosimilitud sera:

PR _ \2
L (y|$,,80”8170'27’(}) 1 (yZ ﬂo /61'1:1) }

v 2
rio

_ 1 { 1 = (yi — Bo — Bra;)? }
= P 53 v
)2 207 4 Ty

Il
& 3
;
3
= —
<
N
g
hS
—N
|
o |

7(f) x ¢
9 1

7 (0%) o -
m(v) x k

donde ¢ y k son constantes, entonces la distribucién posterior de (8,02, v) es:

T (B,Jz,v\Y) o

202 T

{ 1 (yi — Bo — /51%’)2 }
- erp{ — =
O.2H x;{/Z i=1 i

i=1
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La anterior expresion puede aproximarse utilizando métodos de simulaciéon co-
nocidos como MCMC (Monte Carlo Markov Chain) utilizados para resolver
problemas Bayesianos de gran complejidad (ver apéndice C). Uno de los proce-
dimientos es el muestreo de Gibbs. En términos generales, la idea del muestreo
de Gibbs es la de sobreponer las dificultades del cédlculo de 7 (6,02,1;\1/) con
una sucesion de cédlculos méas sencillos de distribuciones condicionales. De ma-
nera muy ilustrativa se describen los principales pasos de este algoritmo:

1. Seleccionar un punto arbitrario (8o, 03, vo)

2. Generar:
» Biderw (5|Y> 01'2_1,%71)
- 012 de w (02|Y7 ﬁia Ui—l)

s y;dew (v|Y, @,Uf)

Repetimos el paso anterior un ntimero grande de veces.

Este proceso genera muestras de un proceso Markoviano donde la distribucién
estacionaria es la distribucién posterior, descartamos los valores generados en las
primeras iteraciones pues pertenecen a un periodo de aprendizaje del algoritmo.

En el paso i, (para i — c0) se obtiene lo siguiente:

R (@Y otn) ~ N (Bt (x'X) )

donde la j — ésima fila de X es el vector

1 (Ej
vi_1/2° vi_1/2
1T, o/ Ti1%; v/

B = (XtX)lety*

donde la j — ésima componente de y*es

yj = Vi1
2
O—i—lxj

La distribucién a posteriori condicional de o2 es una gamma-inversa:
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n 2
T (0?Y, Bi,vi-1) ~ IGa 2,%2(%_@0)1'_@1)1'%)

Vi—1
Jj=1 J

La distribucién posterior condicional de v no tiene una forma cerrada y por
lo tanto debemos utilizar algin método para la generaciéon de valores de esta
distribucién (nuevamente pueden usarse el método MCMC), ya que :

1 L= (g5 — (Bo); — (B1) 25)°
Tr(’UD/?B%U?) = n ETD *ﬁz( J ( >x1.)( ) J)
HI;) ij=1 J
=1

71



5. Ejemplos y discusién

5.1. Regresion Bayesiana con a priori no informativa

Supongamos que queremos hacer un ajuste Bayesiano de un modelo de regresiéon
lineal, con errores gaussianos y una distribucion inicial no informativa a los datos
cuya grafica de dispersion es la siguiente.

Figura 5.1: Dispersién

A partir de los datos anteriores definimos los siguientes vectores y matrices para
nuestro modelo. Sean

1 -3

1 =29
X = .

1 3

61x2

la matriz X formada por unos y las variables independientes y

—11.35
—9.68

15.32
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el vector de variables respuesta.

Asi podemos obtener B vy

A= (X'X)' Xty

[ 1.0263
— \ 3.0027

- (%)

Por lo que

v = XA
—7.98

1003 /.,

Asumiremos una distribucion inicial w (ﬁo, 51, 02) no informativa,

71—(6075170-2) S8 ig

g

De los capitulos anteriores sabemos que la distribucién posterior es :

m (Bo: B, 0?Y) = N2(B;B,E)IG<02;n_§_1,52n_§_1>

en el caso particular del ejemplo que corresponde a una regresion lineal simple

L o= 2(X'X)7
- an?i(in)2( Zfi _in>

Notemos que

> oap = 1891

n 61

in:()

73



De esta manera

0.0163 0
X = "2( 0 0.00528 )
Adicionalmente
A\t N
o (1) (o)
61— 1—1
= 4.1578
Es decir
R (oY) = e (~5 (9-8) 57 (5 5))
Y omy/det (%) 2
n—p=1g2 nep=t eyt S2(n—p—1
< Sy e ()
VLY 22— (Ya)?
- 2mo?
N\ 2 N R N\ 2
X erp (—2; [61 (Bo—fo) +2) ai (Bo—fo) (81— Br) + D a2 (B =) D
20.582)%% 41 29.5
% (F(29.)5) (o) eap <_02S2)
Por lo tanto
7 (Bo, B1,0%Y) = %em (—2; {61 (Bo — 1.026)% + 189.1 (8, — 3.002)2D
(29.552)*"°

(0?) s 3052
T (290.5) P\7 2

Notemos que la grafica de w (5O7ﬁ1,02|Y) se encuentra en R* y no es posi-
ble visualizarla, sin embargo podemos observar las superficies de nivel de esta
distribucién para distintos niveles,

W(ﬁ076170'2|Y) = C
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(a) c=0.001 (b) c=.01 (c) c;.l

Figura 5.2: Superficies de nivel

De todo lo desarrollado en capitulos anteriores sabemos que la distribucién
posterior marginal para el vector 3 esta dada por

™ (B0, Bily) ~ to(8:B,2761-1-1)

donde

o= 2 (XIX)T

0163 0
4'157( 0 .OO528>

~ [ 0681 0
- 0 .0219

De esta manera

1
7 (Bo, Bily) = t -
AT 1 (5-9) 5 (1)
- 1
o001 (14 e | (0~ ) St (52 -1)'])
1

o2

0.07747 (14 5555755 [61 (B0 — 1.026)° + 189.1 (81 — 3.002)° ) )

Cuya grafica es la siguiente
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z

X

Figura 5.3: Distribucién marginal del vector 3

Bajo un pérdida cuadratica, el estimador Bayesiano es la esperanza condicio-
nal.Esto es

E[B]Y] E[E [Blo?] Y]

o]

= B

Por lo tanto , el estimador Bayesiano bajo una pérdida cuadratica de (3 es :

da = f
B 1.0263
a 3.0027
De los capitulos anteriores sabemos que o?|Y ~ IG (2=2=1, §22=2=1) Por lo
tanto el estimador Bayesiano bajo una pérdida cuadrética para o2 es :

A" = E|[c*Y]
s (")

n—p—1
—— 1

_ g2(nzP- 1
n—p—3
= 153.45
Sabemos en general que una manera equivalente de describir la regién de cre-

dibilidad con densidad posterior maxima al nivel de 95 % para el vector 3 esta
dada por la elipse:
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{6080 1(8-8) X'X (8- 5) <257 (0:05))
Donde :

n Fh 59 (0.05) es el cuantil .95 de una distribucion F; 59. En este caso F» 59 (0.05) =
3.1531

n (50 *§0)2 +2> @ (50 *Bo) (51 *Bl) +) (51 *31)2

= 61(8 —1.026)* + 189 (6, — 3.002)

(5-8) x'x (8- 5)

Por lo tanto la region de credibilidad con densidad posterior méxima, al nivel de
95 % para el vector 3 es:

{(Bo,B1) | 61(Bo—1.026)> + 189 (B, — 3.002)° < 26.22}

Figura 5.4: Region HPD para el vector 3

Ahora encontraremos los intervalos HPD para 5y y 81, y recordamos que:

B8; — B;

donde d;; es la entrada (j,j) de la matriz :

Y ~ ts9,para j=0,1

(X7 = anf—l(Z$i)2< 5 _in)

{00163 0
- 0 .0052
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Entonces, el intervalo HPD al 95 % para (; esta dado por:

(B) =/ S%dyitso ,Bj+\/S%djjtse )

con t59 = 2.0009

Por los tanto, los intervalos HPD seréan:

| Para f: [ (0.5039,1.5488) |
| Para f1: [ (2.7060, 3.2994) |

Finalmente utilizando los estimadores Bayesianos bajo una pérdida cuadratica ,
en la siguiente grafica se muestra el ajuste y sus intervalos de densidad posterior
al 95 %.

Figura 5.5: Ajuste

Es importante recalcar que los datos utilizados en presente ejemplo claramente
no son lineales. Se present6 el ajuste de un modelo lineal a estos para ilustrar
la metodologia Bayesiana. A continuacién se presenta la gréfica de dispersion
de otros datos (que a simple vista parecen tener una relacion lineal) y su ajuste
Bayesiano.
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Grafica de dispersion

Figura 5.6: Dispersién

Ajuste

Figura 5.7: Ajuste Bayesiano.
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En general podemos decir que si se hace el ajuste de un modelo lineal (ya sea
con el enfoque clasico o Bayesiano) a datos que no son lineales una recta nunca
serd la mejor manera de explicar la relacién entre estos. Sin embargo, en otros
contextos el modelo lineal es de gran ayuda si se ajusta a datos cuya relaciéon
no es lineal, por ejemplo, para ayudar a estimar la tendencia en una serie de
tiempo.

5.2. Regresiéon Bayesiana con a priori conjugada

Los siguientes datos corresponde a la temperatura promedio (medida en grados
Celsius) y la elevacion de ciertos puntos en el noroeste de México para el mes
de enero de 2014 (estos datos fueron obtenidos de INEGI). A continuacién se
muestra el histograma para la temperatura promedio.

80
]

50

40

Frecuencia
30

10

T T 1
10 15 20

Grados

Figura 5.8: Histograma Temperatura Promedio

Deseamos explicar a través de un modelo de regresion lineal Bayesiano la relaciéon
entre la temperatura promedio y la elevacion. La grafica de dispersion de estas
dos variables es la siguiente:
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Figura 5.9: Dispersién

A partir de los datos anteriores definimos los siguientes vectores y matrices para

el modelo. Sea

1 130

1 230
X =

1 12

181x2

la matriz X formada por las variables independientes y por otro lado

204
18.4

17.2

el vector de variables respuesta.

Para este ejemplo utilizaremos una distribucién a priori conjugada , por lo que

supondremos los siguientes parametros para las distribuciones iniciales:

m(8) ~ N(0,9)
m(07%) ~ Gamma(4,6)
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En este ejemplo haremos uso de la funcion MCMCregress que se encuentra en
la libreria MCMCpack del sofware R project.

Esta funciéon genera una muestra de la distribucion posterior de un modelo de
regresion lineal con errores Gaussianos utilizando el muestreo de Gibbs (con una
distribucién gaussiana multivariante para 3|Y,0? y gamma inversa para o?|Y
). Utilizando el muestreo de Gibbs con 10,000 iteraciones (utilizando 1,000
iteraciones de calentamiento) obtenemos los siguientes resultados:

La graficas siguientes muestran los procesos Markovianos para estimar las den-
sidades posteriores de B|Y, 02 y 02|V, las densidades posteriores y los promedios
ergodicos.

Los promedios ergddicos estan definidos de la siguiente manera:

donde {X;}, ; es una Cadena de Markov.

Figura 5.10: Proceso Markoviano para .
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Promedio

1715 17.20 17.25

17.10

Promedios ergodicos

e

0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 5.11: Promedios ergbdicos para .

Figura 5.12: Densidad posterior para f.

Figura 5.13: Proceso Markoviano para ;.
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Promedio

-0.0060 -0.0058 -0.0058

-0.0061

Promedios ergodicos

2000 4000 6000 8000

Time

Figura 5.14: Promedios ergbdicos para ;.

Figura 5.15: Densidad posterior para [;.

Figura 5.16: Proceso Markoviano para o?.

84

10000




Promedio

51

50

49

48

Promedios ergodicos

Mﬁ\w’fﬁf\—“

0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 5.17: Promedios ergddicos para o?.

Figura 5.18: Densidad posterior o2.

Para nuestro ejemplo el periodo de calentamiento (1,000) es el adecuado pues
para los tres casos se cumple que

l9(Xi) —g(Xit)] < 0

para toda > 0 e ¢ > 1,000.
Cada una de las Cadenas de Markov graficadas anteriormente converge al valor
del pardmetro de interés. La siguiente tabla muestra el pardmetro y el valor al
cudl converge su respectiva cadena:

’ Parametro \ Valor ‘
5o 17.260820
51 —0.006042
o? 5.034929
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Por lo que la recta de regresion queda dada por:

17.260820
vo= X< —0.006042 )

En la figura siguiente se puede observar el ajuste de la recta a los datos.

P

Elevacion

Figura 5.19: Ajuste
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6. Conclusiones

El enfoque estadistico usado la mayoria de las veces es el enfoque frecuentista,
este enfoque es el que se desarrolla a partir de los conceptos de probabilidad y
que se centra en el calculo de probabilidades y en los contrastes de hipotesis. De
cierta manera, la estadistica clasica tiene por objetivo determinar una conclu-
sién, ya sea con la significancia estadistica o aceptacién y rechazo de hipétesis,
siempre en el marco del estudio que se esté realizando. Por ejemplo, en un anali-
sis estadistico que pretende comparar la eficacia de un nuevo tratamiento frente
a otro, unicamente se utiliza la informacién obtenida de la muestra, es decir, los
datos. De esta manera no existen subjetividades referentes a los parametros, ya
que se han fijado los criterios de decisién desde un principio y estos permanecen
estaticos durante todo el estudio.

En un enfoque alternativo a la estadistica frecuentista, aparece en escena cada
vez mas el enfoque Bayesiano, basada y como su nombre lo indica en el teorema
de Bayes, y que se diferencia del enfoque clasico basicamente en la incorpora-
cién de informacion externa al estudio que se esta realizando. Si se conoce la
probabilidad de que ocurra un suceso, su valor serd cambiado cuando se dis-
ponga de esa informacién. De esta manera, las fuentes de informacion a priori
se ven transformadas en probabilidad a posteriori y se utiliza para realizar la
inferencia.

La regresiéon Bayesiana es un modelo muy sensitivo, pues al formar parte de
una estadistica subjetiva contenida en un ambiente de probabilidades, se po-
drian presentar varios problemas al momento de hacer un anélisis. Al elegir una
distribucién a priori u otra de los coeficientes de regresion se pueden cometer
errores al momento de tomar estas decisiones como investigador y llegar a un
modelo que no explique del todo los datos. Por lo que la regresiéon Bayesiana
depende de que se tenga una buena informacién a priori para asi obtener una
distribucién posterior efectiva.

Dentro del analisis estadistico, la metodologia Bayesiana, comienza resumien-
do cuantitativamente la informaciéon previa existente de origen diverso . Por
ejemplo, datos de laboratorio a través de experimentos, estudios publicados e
incluso opinion de expertos. A partir de esto, se amplia a otro contexto que
hace referencia a la definicién subjetiva de probabilidad, es decir, a la convic-
cion personal del investigador para emitir juicios acerca de una hipotesis. Sin
embargo , el método frecuentista no esté exento de subjetividad, puesto que el
nivel de significancia, asi como las explicaciones de las causalidad que se concede
a determinados resultados apuntan inevitablemente hacia la apreciacion propia
de cada investigador.

El area de aplicacion de la metodologia Bayesiana es la misma que la del enfoque
clasico, pero ofrece mayores ventajas en algunas situaciones. Sencillamente son
dos métodos para el analisis estadistico.

En estudios actuales se aplican tanto el enfoque clasico como el Bayesiano,
aunque en muchas ocasiones, el razonamiento coincide més con el Bayesiano al
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tratar de utilizar la informacién que se conoce por parte del investigador o la
experiencia.

Posiblemente, no sea muy importante elegir un método u otro como herramienta
de anélisis. Sin embargo el hecho de poder analizar los resultados y entender
lo que se esta haciendo, en contraposicién a una aplicacién casi mecénica del
enfoque clésico, dificultan la eleccion del enfoque Bayesiano.
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Apéndice

A. Distribuciones de probabilidad

Recordamos en esta seccion la densidad y los dos primeros momentos de la
mayoria de las distribuciones utilizadas en esta tesis.

A.1. Distribucién Normal, N, (0, X)

0 € RP y ¥ es una matriz de orden p X p definida positiva y simétrica

Elz] = 6
E[(x—@)(m—&)t} .S
Cuando ¥ no esta definida, la distribucién N, (0, X) no tiene densidad con
respecto a la medida de Lebesgue sobre RP. Para p = 1, la distribucién log-
normal esta definida como la distribucion de eX cuando X ~ N (6‘7 02).
A.2. Distribuciéon Gamma, Gamma («, 3)

a, B3>0

f(z|la, B) = - e P g ooy (o)

Varlz] =

HEREE

Los casos particulares de la distribucion gamma son la distribucion de Er-
lang que corresponde a una Gamma (a, 1), la distribuciéon exponencial que
es una Gamma (1,5) (denotada por Exzp(8)) y la distribuciéon ji-cuadrada
Gamma (v/2,1/2) (denotada por x?2).

89



A.3. Distribucién t de Student, ¢, (v,6,%)

v>0,0 €RPyX es una matriz de orden p x p definida positiva y simétrica

f(z,0,0,%) = F(%?Lp)l/F (%2 14 (-0 (=) (@=-0] °
(det¥)? (vmr)?2 v
Elr] = 6, v>1
E (x—e)(zfo)t} _ U”_E27U>2

A.4. Distribucién Gamma Inversa, /Ga (o, 3)

a, >0
/ - ﬂa efﬂ/w
f(JZ"Oé,ﬁ) F(a) potl
Elz] = o/j 7> 1
Var[z] = ﬂ; a>2
(a—1)"(a—2)

B. Teoremas

B.1. Teoremas relacionados con matrices

Teorema B.1. Sea A una matriz idempotente. Entonces:

rango(A) = tr(A)
Teorema B.2. Sea B € My, (R) . Entonces:

1. Sirango (B) = q, entonces B2es positiva definida.

2. Sirango (B) < q, entonces B?es positiva semidefinida.
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B.2. Teoremas de variables aleatorias

Teorema B.3. Sea A una matriz cuadrada de tamatio k X k y Y un vector
aleatorio normal multivariado de tamano k, con media p y matriz no singular
de covarianza 021 (Y ~ Ny (u, 021)). Sea U la forma cuadrdtica dada por U =
YIAY . Si A es idempotente y de rango h, entonces

U 2
o2 ™ XA

t
A
con A = E5k

Es decir, tiene distribucion x? no centrada con h grados de libertad y pardmetro
de no centralidad .

C. Meétodos de simulacion

La mayor parte del problema de procedimientos Bayesianos, se encuentra en
poder resolver el céalculo de ciertas caracteristicas (media, mediana, moda) de
la distribucién posterior del pardmetro de interés. Desafortunadamente, en la
practica la distribucién posterior puede ser tan compleja que, generalmente, las
integrales que implican, pueden no resolverse de manera simple, por lo cual es
necesario hacer uso de métodos numéricos eficientes que permitan calcular o
aproximar dichas integrales.

Algunos métodos para calcular la distribucion posterior son:

= Métodos Asintoticos (Aproximacion normal y método de Laplace), que
son empleados para distribuciones posteriores unimodales.

= Métodos Monte Carlo no iterativos (muestreo directo y muestreo indirec-
to).

= Métodos MCMC (Metropolis-Hasting y Muestreo de Gibbs).

Las técnicas de Monte Carlo han mostrado ser las més flexibles. La implementa-
cion de las técnicas de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) permiten
generar, de manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que
dificilmente podrian simularse utilizando métodos directos. Los dos algoritmos
mas empleados para construir cadenas de Markov con las propiedades deseadas
son el de Metropolis-Hastings y el muestreo de Gibbs, este ultimo ha dado un
impulso extraordinario a las aplicaciones de las técnicas Bayesianas. El método
Muestreador de Gibbs parte de los valores iniciales asignados a los parametros
y va generando valores de los mismos, en el primer paso se obtiene el primer
parametro, teniendo en cuenta los valores iniciales de los restantes, en el se-
gundo paso obtiene la estimacion del segundo parametro teniendo en cuenta la
estimacion actual del primer pardmetro y los valores iniciales de los restantes,
y asi sucesivamente hasta formar una cadena de Markov.
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La idea basica es sencilla: construir una cadena de Markov que sea facil de
simular y cuya distribucién de equilibrio corresponda a la distribucién final de
interés

El propésito de esta seccion es presentar algunas técnicas avanzadas de simu-
lacion. Dentro de la simulacién estocéstica, se encuentra la simulaciéon basada
en las técnicas de Monte Carlo, las cuales son tutiles para estudiar procesos
estocasticos, sistemas deterministicos que involucran modelos analiticos muy
complicados y problemas deterministicos de muchas dimensiones, como ocurre
con problemas de integracién. Los avances computacionales, asi como el mejo-
ramiento de los lenguajes de programacion han permitido el desarrollo de las
técnicas de simulacion y por ende, la simulacion Monte Carlo basada en cadenas
de Markov.[9]

C.1. Meétodo de Monte Carlo

El método de Monte Carlo se utiliza para obtener una aproximaciéon numeérica de
integrales cuyo valor no es inmediato. La idea basica es calcular una integral en
términos del valor esperado de alguna funcién con respecto a alguna distribucién
de probabilidad. Para poder ilustrar el método, suponga que se desea calcular
la integral de una funcién f (y), continua en el intervalo [a, b]; es decir queremos
encontrar:

I = /abf(y)dy

Para poder encontrar un valor aproximado a I se requiere de una funcién de
densidad g (y), definida en [a, b]. Entonces:

b B b M
/af(y)dy - /Qf(y)g(y)dy

A través de esta expresion se reconoce el valor esperado de la funcién h (y) =
fly

(—;, por medio del cual se obtiene el valor de I, es decir:

gy

b b
Iz/af(y)ZEZ;dy = /ah(y)g(y)dy=E(h(y))

Para obtener este valor esperado es posible simular variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas Y7, ..., Y},, con funcién de densidad g (y). Por
la ley fuerte de los grandes ntimeros, se tiene

ln
m =S h(y) = I
nggon; (vi)
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Por lo tanto

R 1 <&
I = E;h(yi)

es un estimador consistente e insesgado de I.

C.2. Meétodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico {6;},., tal que, dado el pre-
sente, el pasado y el futuro del proceso son independientes. En términos proba-
bilisticos lo anterior queda expresado de la siguiente manera:

P[9n+1 S S|9n S Sn,an_l S Sn_l,...,eo c S()] = P[0n+1 c S|9n € Sn]

para todos los conjuntos Sy, ..., S, C o (S), donde S denota el espacio de estados
de la cadena y o (S) es una o — dlgebra de subconjuntos de S.

Los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC) permiten generar, de
manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que dificilmente
podrian simularse utilizando métodos directos. La idea béasica es construir una
cadena de Markov que sea facil de simular y cuya distribuciéon de equilibrio
corresponda a la distribucién final de interés; de tal forma que los métodos
MCMC requieren que una cadena sea:

Homogénea, es decir, que P [0,41 € S|0, € S,] no dependa de n.

Irreducible, desde cualquier estado se puede acceder a otro, todos los es-
tados se comunican entre si.

Aperiddica.

Reversible.

Es importante mencionar que la propiedad de reversibilidad asegura la existen-
cia de una cadena ergédica. Cuando el espacio de estados S es numerable, esta
propiedad se sigue del hecho de que la cadena sea homogénea en el tiempo,
irreducible y aperiddica. Sin embargo, cuando el espacio de estados S es no nu-
merable, que es el caso mas comin en aplicaciones del algoritmo de Metropolis-
Hastings y Muestreo de Gibbs, existen otras consideraciones adicionales.

Sea {0:},c una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiodica, con
espacio de estados S y distribucion de equilibrio 7 (). Entonces, conforme ¢ —
00:

1. 6, — 0, donde 0 ~ 7 (6)
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¢
2. %Zg (60;) — E[g(0)], casi seguramente
i=1

Cabe senalar que a pesar de que los valores iniciales influyen en el comportamien-
to de la cadena, conforme el nimero de iteraciones aumenta, los valores iniciales
pierden importancia y el proceso converge a una distribucién de equilibrio. Por
eso, en la aplicacién es comin que las iteraciones iniciales sean descartadas. El
problema, por lo tanto, consiste en construir algoritmos que generen cadenas de
Markov cuya distribucién de equilibrio coincida con la distribucién de interés,
algunos algoritmos que abordan esta problematica son el algoritmo Metropolis
Hasting y el algoritmo de Gibbs.

C.3. Metropolis-Hastings

Este algoritmo permite construir una cadena de Markov, los pasos a seguir se
describen a continuacioén.

Sea ¢ (0*,60) una distribucion de transicién arbitraria y definimos
[ (67)q(6,07) }
a(0*,0) = mind ———=1

o0 S

La idea es generar un valor de una distribucién auxiliar y aceptarla con una
probabilidad dada. Este mecanismo de correccién garantiza la convergencia de
la cadena a su distribucién de equilibrio.

Suponga que la cadena estd en el estado 6 y se genera un valor 6* de una
distribucioén ¢ (., #). Un nuevo valor 8* es aceptado con probabilidad «.. La cadena
puede permanecer en un mismo estado a lo largo de muchas iteraciones. En la
practica, se acostumbra monitorear esto para calcular el porcentaje medio de
iteraciones para los cuales los nuevos valores se aceptan.

Dado un valor inicial 6y, la ¢ — ésima iteracion del algoritmo consiste en:
1. Generar una observaciéon 6* de ¢ (6*,9).
2. Generar una variable aleatoria u ~ U (0, 1).
3. Siu < «a(f*,0;) hacer 6;11 = 6* en caso contrario ;1 = 6.

De esta manera se genera una cadena de Markov con probabilidad de transicién
a un paso dada por:

P(0:,0111) = a(0i41,00)q(0rs1,0:)
La probabilidad de aceptacion « (6*,8) solo depende de 7 (6) a través de un

cociente, por lo que la constante de normalizacioén no es necesaria. En la practica,
frecuentemente se utiliza alguno de los dos siguientes casos:
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» Caminata aleatoria: Sea ¢ (6*,6) = ¢ (0*,0), es decir, una densidad simé-
trica centrada en el origen. entonces:

a(0%,0) = mm{”(g*)J}

» Independencia: Sea ¢ (60*,0) = qo (6*), donde go (-) es una densidad de
probabilidad sobre ©, por lo tanto

a(6%,0) = min{w(e*),l}

conw (-) =m(-)qo ()

Es comun emplear, después de una reparametrizaciéon apropiada, distribuciones
de transiciéon normales o t de Student ligeramente sobredispersas, porque se
adaptan mejor al problema, es decir el grado en que las observaciones se dis-
tribuyen (o separan), ya que nos proporcionan informacién adicional que nos
permite juzgar la confiabilidad de nuestra medida de tendencia central. Si los
datos estan muy dispersos de la posiciéon central, la medida de tendencia cen-
tral es menos representativa para los datos, como cuando estos se agrupan més
estrechamente alrededor de la media.

Para el caso de caminata aleatoria se suele considerar

q(0".0) ~ Ny (e,kv(é))

y para el caso independiente

w0 ~ Ny (é,kv(é))

donde 6 yV (é) denotan a la media y a la matriz de varianzas-covarianzas

de la aproximacion asintotica normal para 7 (6), respectivamente, y k > 1 es
un factor de sobredispersion, porque se ajusta mejor a las caracteristicas de los
datos.

C.4. Algoritmo de Gibbs

El algoritmo de Gibbs permite simular una cadena de Markov {6}, con dis-
tribucion de equilibrio 7 (). Cada valor nuevo de la cadena se obtiene al generar
muestras de distribuciones cuya dimensién es menor y que en la mayoria de los
casos tiene una forma maés sencilla que la de 7 (0).
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P

Sea 6 = (04, ...,0,) una particién del vector 6, donde 6; € R% y Zdi =d.
i=1

En este caso 6; es un vector, pero en general cada componente 6; puede ser un

escalar o un vector.

Las siguientes densidades para cada 6; son conocidas como densidades condicio-
nales completas

7T(91|92,...,9p)
7T(97;‘917 ...792‘,1,6‘i+17 ...7917) Vi = 2, ey P — 1

s (0,1‘01, ceey anl)
Estas densidades pueden identificarse al analizar la forma de la distribucién final
7 (0).De hecho para cada i = 1,2,...,p:
™ (91|91, ceey 02‘,1, 9i+17 ceey Hp) xX 7 (9)

donde 7 (0) es vista sélo como funcion de 6;.
0
Dado un valor inicial #(9) = <0§ ), - 91(,0)), el algoritmo de Gibbs simula una

cadena de Markov en la que (1) se obtiene a partir de /) del siguiente modo:

generar una observacién HYH) de 7 (91|9§t), e 9,@)

= generar una observacion GSH) de 7 (92|9§t+1), e 9,@)

generar una observacién 0§t+1) de 7 (93|0§t+1), Hét“), Qit), s 09)

generar una observacién 01(f+1) de 7 (Hn\ﬂgﬂ_l), Hétﬂ) G(H_l))

yee Upq

La sucesion asi obtenida 6(1), (2| .. es una realizacion de una cadena de Markov
cuya probabilidad de transicién a un paso estd dada por:

P
t+1 t+1 t+1 t+1
P (60,00 0) = TTw (6100, 00, 0150, o)
i=1
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