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Resumen

En este trabajo se estudia la dindmica de corrientes de gravedad desde un punto de vis-
ta experimental. En el laboratorio, dentro de un tanque, se emulan este tipo de corrientes
siguiendo un andlisis de similaridad basado en el teorema Il de Buckingham. Se pretende
generar asi corrientes que sean lo mas similares posible a las atmosféricas, en particular a las
brisas de motana que se desplazan descendiendo una pendiente por las noches.

Las corrientes de gravedad se generaron utilizando soluciones salinas de distintas densi-
dades; las cuales se colocaron en un tanque con una pendiente similar a la ladera de una
montafa. Para producir la corriente se utilizé una técnica llamada lock-release. Esta técnica
consiste en una compuerta que inicialmente separa dos fluidos de distintas densidades (las
soluciones salinas) y, que al ser removida, permite que el fluido mas denso se introduzca bajo
el menos denso, produciéndose una corriente de gravedad. Las corrientes generadas con este
procedimiento se estudiaron utilizando dos técnicas de medicion y visualizacién de fluidos. La
primera se llama velocimetria por imdgenes de particulas (PIV) y permite obtener los campos
de velocidad de las corrientes. La segunda se llama shadowgraph con la cual fue posible visua-
lizar la estructura de estas corrientes. Con los campos de velocidad obtenidos mediante PIV
se calcularon los campos de vorticidad y presién. Los campos de presiéon se utilizaron para
obtener series de tiempo en algunas estaciones sintéticas a lo largo de la pendiente. Adicio-
nalmente, se obtuvieron las fluctuaciones de la componente de velocidad perpendicular a la
pendiente como prozy de la intensidad turbulenta asociada con inestabilidades en la interfaz.
Por otro lado se analizé el parametro de entrainment entre la corriente de gravedad y el fluido
ambiente. Estos resultados se obtuvieron para 8 casos distintos de corrientes de gravedad:
uno para la corriente propagandose en el perfil liso y los otros 7, en 3 distintas secciones del
perfil topografico sintético. En cada seccion de este perfil se estudiaron corrientes de gravedad
con el mismo contraste de densidad entre la corriente y el fluido ambiente (misma gravedad

pc_pa)

reducida ¢’ = ¢ . Ademas, en la seccion inferior del mismo se estudiaron corrientes de

gravedad generadasa con distintos contrastes de densidad.

Los resultados muestran que los campos de velocidad de las corrientes de gravedad se ven
afectados por las prominencias del perfil topogréfico sintético. Esto ocasiona que el entrain-
ment también varie como funcién de la forma de la superficie en la que se desplaza la corriente.
La menor magnitud de entrainment se obtuvo en el caso de la pendiente lisa y los valores de
este coeficiente para las distintas secciones del perfil ondulado fueron mayores en las zonas
que presentaban mas irregularidades. En cambio, no se encontraron variaciones considerables
en los valores del entrainment para distintos contrastes de densidad cuando las corrientes se
desplazaban en la misma zona del perfil sintético.

En cuanto a las series de tiempo de presiéon en superficie, encontramos que el desplaza-
miento de la senal de la corriente de gravedad se puede observar en las estaciones sintéticas.
En todos los casos, la presion presento oscilaciones de alta frecuencia justo cuando la corriente
alcanzaba cada una de las estaciones. Antes de ese momento, las series de tiempo no mues-
tran esta sefial. Finalmente, se propone que este comportamiento en la senal de la presién en
superficie puede utilizarse para detectar corrientes de gravedad atmosféricas en las laderas de
montafas.
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Capitulo 1

Introduccion

Las corrientes de gravedad son flujos principalmente horizontales provocados por un gra-
diente (también horizontal) de densidad en presencia de un campo gravitacional. Este gradien-
te horizontal de densidad, que implica que hay parcelas de fluido menos denso a lado de otras
mas densas, no es estable; por lo que la energia potencial es muy suceptible a convertirse en
cinética. Esta conversién de energia da lugar a un flujo en forma de corriente de gravedad. El
desplazamiento mas simple de estas corrientes se lleva a cabo en un fondo plano; sin embargo
también pueden propagarse subiendo o bajando una pendiente. En el caso en el que suben
esta pendiente (comunmente llamado en inglés upslope) la conversion de energia potencial en
cinética es menos dramatica y por lo tanto la velocidad de la corriente disminuye. Por otro la-
do cuando la corriente desciende una pendiente (downslope), una mayor conversién de energia
potencial en cinética produce que la corriente se acelere. En la atmosfera, estas corrientes
son importantes por tener la capacidad de transportar masa en su movimiento; debido a ello,
pueden tener influencia en la distribuciéon de humedad, contaminantes, pdlenes, entre otros.

El propoésito de este trabajo es estudiar la dindmica de las corrientes de gravedad utilizando
herramientas experimentales. Para ello en el laboratorio se generan corrientes de gravedad
que, bajo ciertas reglas de similaridad, equivalen a brisas de montana en el Valle de México.
Para hacer esta similaridad, se realiza una adimensionalizacién utilizando el teorema II de
Buckingham como se explicard mas adelante. Los experimentos se realizan en un tanque en
el que se tiene agua de distintas densidades para generar las corrientes. Posteriormente se
miden experimentalmente sus campos de velocidad y con ellos se calculan otras variables
como fluctuaciones turbulentas de la velocidad vertical, presién y coeficiente de entrainment .

1.1. Antecedentes

1.1.1. Estudios previos de la dinamica de corrientes de gravedad

La condicién necesaria para que se produzca una corriente de gravedad es la presencia de un
gradiente horizontal de densidad. Una vez que se presenta, este gradiente horizontal ocasiona
que un fluido, con densidad pcorriente = pPe, se introduzca en el fluido ambiente con densidad
Pambiente = Pa- Cuando esto ocurre, el fluido mas denso se propaga formando una corriente de
gravedad, cuya forma consiste en una cabeza o frente y una estela turbulenta (figura 1.1). El
flujo que conforma a la cabeza de la corriente se caracteriza por ser quasi-laminar, mientras

15
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que la estela turbulenta que lo sigue, tiene mucho més disipacién y turbulencia. Ademé&s en
la interfaz entre la corriente y el ambiente, puede haber vértices producto de inestabilidades.

vortices
Estela

turbulenta
H \ \ Cabeza

Figura 1.1: Esquema que muestra la forma tipica de una corriente de gravedad de altura h
introduciéndose en el fluido ambiente de altura H.

Las corrientes de gravedad han sido estudiadas ampliamente desde principios del siglo XX.
En 1911 W. Schmidt utilizé un canal de agua en el laboratorio para modelar un frente frio
en la atmoésfera. Obtuvo siluetas de corrientes de gravedad a diferentes niimeros de Reynolds,
utilizando agua de distintas temperaturas para crear el gradiente de densidad. En 1940 Von
Karman calculé la velocidad de una corriente de gravedad considerando que toda la energia
potencial se convierte en cinética:

vt = 2ghPe"Pe _op, (1.1)
Pa

donde se ha definido la gravedad reducida ¢’ como:

g =gle—re (1.2)
Pa

Este parametro es importante para poder aplicar el analisis de similitud entre los experimentos
de laboratorio y los fenémenos naturales.

En 1968 Benjamin identificé al niimero de Froude como el pardmetro adimensional més
importante para caracterizar a las corrientes de gravedad [2]. Este ntimero representa el ba-
lance entre fuerzas inerciales y fuerzas gravitacionales y puede representar a la velocidad
adimensional en una corriente de gravedad. El ntimero de Froude esta dado por:

v
Fr= 7 (1.3)
donde h es la altura de la corriente de gravedad definida anteriormente y v es su velocidad.
Ademés Benjamin dedujo que una corriente de gravedad uniforme sélo puede progresar, es-
tacionaria y sin fuerzas disipativas, si su altura es la mitad de la altura del fluido ambiente
(H = 2h, donde h y H son las alturas de la corriente de gravedad y del fluido ambiente (figura
1.1). Esta expresién serd deducida en la seccién 1.2.1.

Posteriormente, J. Simpson realizé experimentos empleando una compuerta que inicial-

mente separaba agua con distintas salinidades y por lo tanto distintas densidades [3]. Al
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remover la compuerta, el agua mas salada se desplazaba en el agua fresca produciéndose una
corriente de gravedad. A esta técnica se le conoce como lock-release y gracias a ella se realiza-
ron diversos experimentos con los que se describié la estructura de las corrientes de gravedad
([4], [5]). También se observaron inestabilidades (gravitacional y de cizalla) en la interfaz entre
la corriente y el ambiente, las cuales inducen mezcla turbulenta.

El caso de corrientes de gravedad desplazéandose pendiente abajo ( downslope) es de par-
ticular interés en este trabajo. Algunos estudios de corrientes en estas condiciones se desa-
rrollaron en 1980, cuando P. Linden y R. Britter estudiaron el movimiento de la cabeza de
una corriente de gravedad desplazdndose pendiente abajo [6]. En ese articulo, encontraron
que, cuando la pendiente no es muy pronunciada (del orden de 5° o menos), la cabeza de la
corriente se desacelera con la distancia, pero que a pendientes mayores, la fuerza de flota-
cién es suficientemente grande para superar los efectos viscosos y la cabeza de la corriente se
mantiene en un estado estacionario.

El estudio de corrientes de gravedad ha continuado hasta fechas recientes; se ha visto que
muchas de ellas se generan en distintas condiciones atmosféricas: en las brisas marinas, cuando
hay tormentas fuertes y particularmente en las brisas de valle-montana. Este tltimo caso es
el que se trata en el presente trabajo, asi como su adaptaciéon para estudiar su dindmica en
el laboratorio. Para ello es necesario hacer un anélisis de similaridad adecuado, lo cual se
explicara en la subseccién 1.1.2.

1.1.2. Adimensionalizacion y estudios de similaridad para corrientes de gra-

vedad

Debido a que las leyes de la naturaleza se cumplen independientemente del sistema de
unidades que usemos, es posible escribir todas las relaciones fisicas en forma adimensional.
Esto hace posible utilizar la técnica conocida como analisis adimensional para simplificar un
problema, lo cual es muy utilizado en mecanica de fluidos. Uno de los métodos més utilizados
para realizar un andlisis adimensional es el propuesto por Vaschy Buckingham en 1914 [7].
Actualmente se conoce como el teorema Il de Buckingham y se enuncia de la siguiente manera:
Sean q1, q2, ..., gn 1 variables y pardmetros involucrados en un problema en particular; tales que
exista una relaciéon funcional de la forma f(qi,qo,...,q,) = 0. El teorema II de Buckingham
establece que las n variables siempre se pueden combinar para formar exactamente n — r
grupos adimensionales, donde 7 es el nimero de dimensiones linealmente independientes.
Cada grupo adimensional es comunmente llamado grupo II;. Estos grupos adimensionales no
son unicos, pero s6lo n —r de ellos son linealmente idependientes. Existen diferentes métodos,
tanto numéricos como analiticos, para encontrar estos grupos adimensionales. En la seccién
2.1 se utiliza el teorema II de Buckingham en el caso particular de corrientes de gravedad.
Este procedimiento ya se ha seguido para simular en el laboratorio corrientes de gravedad
atmosféricas; a continuacién se mencionaran ejemplos de ello.

Simpson y Linden mostraron que, mediante gradientes de salinidad en el agua, se pueden
producir corrientes de gravedad en un tanque de laboratorio similares a las atmosféricas. Para
ello hicieron corresponder principalmente dos nimeros adimensionales: el niimero de Froude,
ecuacion 1.3, y el niimero de Reynolds, definido como:

_ vk
_I/

Re (1.4)
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donde v es la velocidad L es la longitud caracteristica y v es la viscosidad. Al utilizar ambos
pardmetros adimensionales fundamentales para el estudio de corrientes de gravedad, lograron
encontrar similitudes dindmicas en las corrientes de gravedad de aire de distintas densidad en
la atmosfera y las corrientes de gravedad de distintas salinidades en los tanques de laboratorio.

En 1994 Fleishman [8] modelé en el laboratorio corrientes de gravedad que ocurren cuando
inicialmente hay fuego en un compartimento cerrado que después se abre; lo cual tiene apli-
caciones industriales. Consider6 una corriente de gravedad estacionaria utilizando el analisis
de Benjamin para el caso en el que no hay mezcla ni disipacién. Utilizé también los niimeros
de Froude y Reynolds y completé el andlisis de similaridad al introducir otro parametro: la
flotabilidad, 8, definida como:

8= Pc—Pa, (1.5)
Pa
la cual estd muy relacionado con la gravedad reducida, pues ¢’ = g/3.

Recientemente, Reuten, Allen y Steyn publicaron un trabajo de corrientes de gravedad
de laboratorio simulando corrientes atmosféricas desplazandose pendiente arriba de una mon-
tana. La principal motivacién del estudio es reproducir los flujos ascendientes en las montafias
por diferencias de densidades, ya que constituyen un mecanismo crucial para el transporte
de contaminantes. El estudio pretende estimar el transporte de contaminantes en aire seco
establemente estratificado ([9, 10]). En él se utiliza el teorema II de Buckingham para adi-
mensionalizar corrientes de gravedad atmosféricas. Se identificaron los grupos adimensionales
adecuados y se generaron corrientes de gravedad similares a las que ascienden una montafa
en el parque de Minnekhada en Columbia, Canada.

Particularmente, este estudio llega a la conclusién de que la similaridad entre las corrientes
de gravedad en el laboratorio y las atmosféricas, no se cumple para una variable de gran
importancia: la velocidad de la corriente ascendiendo una pendiente. Los autores proponen
que esta inconsistencia se da en parte por las cantidades moleculares como la viscosidad
y la difusividad térmica. Adicionalmente, mencionan que una limitante para realizar esta
similaridad exitosamente es la dificultad de escalar los elementos rugosos en el tanque con los
de la atmésfera. Ademds, estudios recientes [11] enfatizan la necesidad de estudiar corrientes
de gravedad propagandose en superficies que no sean lisas, similares a los terrenos topograficos
en los que se desarrollan las corrientes de gravedad atmosféricas y ocednicas.

1.2. Marco tedrico

1.2.1. Dinamica de corrientes de gravedad

En esta seccién se estudian algunos aspectos de la dindmica de las corrientes de gravedad
que son de interés para el presente trabajo; pues seran utilizados para analizar los resultados en
el capitulo 3. Las corrientes de gravedad, como cualquier otro flujo, obedecen la conservacion
de masa y de momento, por lo que pueden ser descritas por ecuaciones que enuncian estos
principios de conservacién. Si consideramos un fluido con densidad p(r,t) y presion P(r,t),
donde r = (z,y, ) es el vector de la posicion y ¢ es el tiempo, podemos escribir las ecuaciones
de conservacién en la misma forma que son presentadas en [12]:

ap

. = 1.
8t+v pv =0, (1.6)
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donde v = (u, v, w) es el vector velocidad y p es la densidad de interés, es decir, puede escribirse
con p = p. para el fluido de la corriente de gravedad 6 p = p, para el fluido ambiente. Mientras
que la conservacion de momento se escribe como:

Dv

_ = = — 2
P VP — pgz + pV-v, (1.7)
donde D 9 9 P o o

es la derivada material y p es el coeficiente de viscosidad dinamica.

Sin embargo las ecuaciones completas de Navier-Stokes constituyen un conjunto de ecua-
ciones parciales acopladas no lineales y no se pueden resolver por métodos analiticos. Por ello,
es preciso hacer simplificaciones para obtener soluciones particulares. Especificamente para
una corriente de gravedad desplazdndose en un fondo plano, es posible obtener una expresion
simple de la componente u de la velocidad. Se estudia la corriente de gravedad en un marco
de referencia que se mueve con ella. Esto implica que la corriente tiene velocidad u = 0 y el
fluido ambiente se mueve en sentido opuesto. Ademés consideramos que las densidades p. y
pa de la corriente y del fluido ambiente respectivamente no son muy distintas entre si, por lo

(15 . .z . Pa
que es valida la aproximacién de Boussinesq: — ~ 1.
Pc

Z

pC u= 0 | pCI

Figura 1.2: Esquema de una corriente de gravedad bidimensional en estado estacionario. El
marco de referencia considerado es el que se mueve con la misma corriente, mientras que el
fluido ambiente se mueve en sentido opuesto.

A partir de las simplificaciones anteriores se puede encontrar una solucién analitica para la
velocidad de la corriente de gravedad. Este procedimiento se realiza a continuacion, siguiendo
el andlisis reportado en [13] y [2]. A partir de la ecuacién de continuidad de masa con la
aproximacion de Boussinesq para el fluido ambiente, se obtiene que:

V.-v=0, (1.9)

Considerando la geometria de la figura 1.2 y suponiendo que el flujo es horizontal y por lo
tanto hidrostatico, podemos escribir la ecuacién de continuidad de masa con la aproximacién
de Boussinesq de la siguiente manera:
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cH=U(H - h), (1.10)

donde se ha utilizado la nomenclatura introducida en la figura 1.2 para las velocidades y las
alturas. Dado que es valida la aproximacién hidrostatica, consideramos que P = Py + P’
donde Py = pogh y P’ es una perturbacion, entonces dicha ecuacién escrita para P’ queda:

/ L ;
18P:{ g siz<h (L11)

po 0z 0 siz>h,

donde ¢’ y po estdn definidas como en la ecuacién 1.2. Ahora la componente x de las ecuaciones
de Navier-Stokes puede escribirse, asumiendo estacionalidad y un flujo inviscido y bidimen-
sional, como:

u%—i- 8w+i8P’
ox 0z  po Ox

Si ademéas asumimos que w = 0, e integramos con respecto a x obtenemos que:

1 aP’
e + / . 1.13
/ 00 856 ( )
Integrando por partes la primera integral y trivialmente la segunda, esta ecuaciéon para la
coordenada x queda:

= 0. (1.12)

’U,2

1 1
—+—P'+—p =0 (1.14)
2 po Po

1
donde —p; es una constante de integraciéon y por lo tanto no depende de x. Utilizando la

ecuaciéon 1.11, y evaluando en z = h, se obtiene:
1 2 1 !
—c"=—pt+gh. 1.15
2 = % (1.15)

La ecuacién anterior ya es una expresién para la velocidad a la que se desplaza la corriente de
gravedad, salvo que tiene a la constante de integracién p;. Para encontrarla volvemos a usar
la ecuaciéon de momento para la coordenada x pero reescribiéndola de la siguiente manera:

0 0 1 OP'
8:1:() 82( )+%0:E

= 0. (1.16)

Al integrar doblemente esta ecuacién respecto a x, z en todo el volumen de control determinado
por el fluido ambiente (figura 1.2):

/ 2dz+—/ P'dz = 0. (1.17)

Por lo que:

1
H —u?(H — h) = —p.H + ¢'h* (1.18)
PO
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en donde se ha ocupado la ecuacion 1.11. y evaluado en z = h. Utilizando ademaés la ecuacion
1.10, y sustituyendo la p; que se puede despejar de 1.14, se obtiene finalmente una expresién
para la velocidad ¢ en términos de variables que pueden conocerse facilmente:

(H — h)(H ~ 1)
H(H + h)

c=1[(2¢'h (1.19)
Sin embargo esta expresion para la velocidad no es tnica, por lo que no representa una solucién
para las ecuaciones de movimiento. En [13] se hace un andlisis andlogo pero considerando ahora
conservacion de vorticidad. Gracias a ello, puede obtenerse otra expresion para esta velocidad

c= \/QQ/h(HT_h)Q. (1.20)

Por lo que el sistema sélo tendra solucién cuando las ecuaciones 1.19 y 1.20 se igualen. Esto
H
solo ocurre para dos valores de h: h = ) (en el que se obtiene que ¢> = —2¢’h); y cuando

H — oo, para el cual ¢ = 2¢’h. Esto implica que una corriente de gravedad sélo puede
progresar estacionaria y sin pérdidas de energia si llena la mitad del espacio originalmente
ocupado por el fluido menos denso, lo cual fue un resultado predicho por Benjamin en 1968.

Como se mencioné antes, Benjamin también sefialé que el nimero mas importante para
estudiar una corriente de gravedad es el de Froude. Para la zona a la izquierda de la linea
punteada en la figura 1.2, la velocidad es u = U, y la altura del fluido ambiente H —h. Entonces

U
en esa zona puede mostrarse que el niamero de Froude es Fry_p) = m = /2. Por
g J—
otro lado, el niimero de Froude para la zona a la derecha de la linea punteada en la misma

c 1
VJH 2

En general, el valor del niimero de Froude tiene importantes implicaciones en el flujo. Este
pardmetro relaciona las fuerzas inerciales de un fluido (u) con las fuerzas gravitacionales que
actiian sobre él. Particularmente cuando hay estratificacién se utiliza la gravedad reducida ¢’
para representar al campo gravitacional. En el caso de flujos geofisicos, el nimero de Froude
también puede interpretarse como los efectos (adimensionales) de energia cinética (dada con
la velocidad u) entre los efectos de la energia potencial gravitacional.

En muchos estudios de dinamica de fluidos, el niimero de Froude es determinante para
saber cuando ocurre el fenémeno llamado salto hidrdulico [7]. Esta discontinuidad se desarrolla
cuando un flujo con velocidad inicial alta se descarga en una zona de menor velocidad al mismo
tiempo que aumenta su altura abruptamente; convirtiendo parte de su energia cinética inicial
en energia potencial. Ejemplos de ello son los flujos en canales abiertos como los rios. Ademsés,
es muy comun observar saltos hidraulicos en las tarjas cuando el chorro del agua cae y se
desplaza radialmente con gran rapidez, hasta que en cierto punto observamos un incremento
en su altura y una desaceleracion. Cuando Fr < 1 el flujo estd en un régimen subcritico, en
el cual la fuerza de gravedad tiene efectos mas importantes que la inercia. Cuando Fr > 1
se trata de el caso supercritico, en el cual la velocidad del flujo supera cierto valor (el valor
critico), dando lugar a un mayor efecto de la misma sobre el flujo que el de la gravedad. En
este caso supercritico, el flujo puede incrementar su altura y producirse un salto hidraulico, al
tiempo que el flujo pasa a ser subcritico. Por conservacién de energia es imposible que ocurra
el caso inverso en el que un flujo subcritico pase a ser supercritico.

figura (en donde c es la velocidad y H la altura del fluido ambiente), es Fry =
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Regresando al analisis de la figura 1.2, notamos que del lado izquierdo, el ntimero de

Froude es Fry_p) = 5 < 1 por lo que se trata de un caso subrcitico. Del lado derecho

2
Fry = +v/2 > 1, lo que corresponde al caso supercritico. En el caso supercritico, no pueden

surgir ondas estacionarias sin pérdidas de energia pero se puede presentar un salto hidraulico
[2].

En los flujos atmosféricos, hay dificultades para aplicar cuantitativamente la analogia
hidraulica. Esto se debe a la dificultad de definir un ntimero de Froude dindmicamente signi-
ficativo en un flujo continuamente estratificado. Se han propuesto varias expresiones simples
para el Froude atmosférico, pero suelen tener muchas deficiencias [14]. Una de estas expresio-
nes, utiliza la frencuencia de Brunt Véiséléd y, considerando que el flujo (de velocidad media
U) se desarrolle en una montafa con altura H, se expresa de la siguiente manera:

U

Frogmm = NI (1.21)
Esta ecuacién se utiliza para calcular el Froude en [15], [9]. Es comin llamar al Fr de la
ecuacién 1.21 ntmero de Froude idealizado , ya que considera N y U constantes [14]. Ademas,
a diferencia del denominador del ntiimero de Froude convencional (ecuacién 1.3), el Froude at-
mosférico 1.21 tiene un denominador N H que no corresponde a la velocidad de fase horizontal
de alguna onda. Por otro lado, cuando hay una inversién bien definida a alguna elevaciéon H,
muchos autores han definido al niimero de Froude como:

U

Fr= .
T g

(1.22)

La deficiencia de esta aproximacién es que no considera la influencia de desplazamientos
verticales en el fluido establemente estratificado sobre la inversién. Ademads, generalmente la
velocidad U del viento no es constante bajo la inversién. La necesidad de definir un niimero
de Froude significativo para flujos descendiendo una pendiente ya ha sido discutida [14]. Estos
autores de [14] sostienen que la teoria hidraulica sélo se puede aplicar a vientos descendiendo
pendientes de manera cualitativa. Ademds propone que esta aplicacién se centra en la idea de
que hay una transicién de un comportamiento en forma de onda a uno que no tiene forma de
onda en las laderas de las montanas.

1.2.2. Inestabilidades y entrainment

Los procesos en la interfaz entre la corriente de gravedad y el fluido ambiente, se caracte-
rizan por una gran intensidad turbulenta. Sin embargo, definir y tratar flujos turbulentos no
es sencillo. Una definicién simple e imperfecta de la turbulencia dice que es un estado de un
flujo disipativo caracterizado por fluctuaciones no lineales de la vorticidad tridimensional [7].
El concepto de turbulencia ademas implica cierta aleatoriedad en los movimientos del flujo.
Los flujos en general (no sélo los atmosféricos) pueden clasificarse en laminares o turbulentos
dependiendo de cémo sea su estructura interna. En un régimen laminar la estructura del flujo
tiene movimientos uniformes en forma de laminas o capas. En cambio cuando un flujo es tur-
bulento, las particulas de fluido tienen movimientos tridimensionales aleatorios superpuestos
al movimiento promedio. La turbulencia se caracteriza por la presencia de remolinos turbu-
lentos (eddies ) de distintas escalas que se encuentran en el flujo unos superpuestos a otros.
Los niveles de energia turbulenta decaen conforme estos remolinos tienen tamafios menores.
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Debido a que es dificil resolver todas las escalas explicitamente, se estudian con una viscosidad
equivalente, la cual se conoce como viscosidad turbulenta (eddie viscocity en inglés).

El pardmetro que determina si un flujo es laminar o turbulento es el nimero de Reynolds.
La gran mayoria de los flujos atmosféricos son tubulentos. La turbulencia es un concepto
que matematicamente puede ser estudiado de més de una forma; sin embargo, por ahora
bastara con mencionar como pueden estudiarse las variables que tienen un comportamiento
turbulento. Estas variables frecuentemente se separan en un flujo medio y sus fluctuaciones
turbulentas; esta separacién se conoce como la descomposicién de Reynolds. La velocidad,
por ejemplo, se escribe como:

w(@,y,z,t) =T+ u'(z,y, 2,t). (1.23)

Donde @ es el valor medio de la velocidad y u’ corresponde a las perturbaciones turbulentas.
A partir de ahora se utilizaran "primas “para denotar las fluctuaciones turbulentas de las
variables. A partir de estas perturbaciones, se puede definir la energia cinética turbulenta
(TKE por sus siglas en inglés) como la energia cinética de las fluctuaciones de la velocidad.
Es comtn escribir a la variable TK E por unidad de masa como:

% = %(u'2+vl2+w'2). (1.24)
Esta es una de las variables mas importantes en micrometeorologia; ademéas de que constituye
una medida de la intensidad de la turbulencia. Particularmente en las corrientes de gravedad,
las fluctuaciones turbulentas de las velocidades en la interfaz provocan que ciertas parcelas
de fluido, inicialmente pertenecientes a la corriente de gravedad, se introduzcan en el fluido
ambiente y viceversa. Este intercambio turbulento de parcelas de fluido, se conoce como en-
trainment en inglés . Este es un término dificil de traducir al espainiol, algunas veces se refiere
al entrainment como intrusion o abordamiento . Sin embargo, debido a que las traducciones
pueden dar lugar a confusiones, en este trabajo se le llamara entrainment de aqui en adelante.
De hecho, en las corrientes de gravedad atmosféricas en forma de brisas de valle-montafia
(las cuales se explicardn en la secciéon 1.4), la mayor parte del fluido que las conforma, es
introducido ellas por estas fluctuaciones turbulentas ([16] ). Se considera una aproximacién
de entrainment atribuida a Morton, Turner y Taylor, la cual establece que el coeficiente de
entrainment estd dado por:

w |

E=—— 1.25
=2 (1.25)

donde wy es la componente vertical de la velocidad en la interfaz que tiene una altura H y U
es el promedio de la velocidad en la capa en la que se llevan a cabo los procesos turbulentos.
Se ha planteado ([17], [18]) que estas velocidades U y wp se definen como integrales sobre la
altura de la corriente de gravedad:

He

Uh = Udn, (1.26)
0

'El caso en el que las parcelas ambientales se introducen al flujo que se estudie, también se conoce como
detrainment
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He
wg(He —h) = ; wdn. (1.27)

En ambientes homogéneos el coeficiente de entrainment E sélo depende de las caracteristi-
cas del flujo. Sin embargo para ambientes estratificados, E también depende de otro nimero
adimensional importante: el niimero de Richardson. Este parametro determina la relacion
entre las fuerzas de boyancia y la cizalla en el flujo. En el caso particular de una corriente
de gravedad, es comun escribir al nimero de Richardson de manera simplificada ( [19], [17],
[18]): /

Ri = ?]—I;. (1.28)
Se ha observado, que cuando Ri < 0,25 el flujo presenta inestabilidades que pueden ser del
tipo de Kelvin-Helmholtz, las cuales se estudian en la seccién 1.4 [20]. Algunos autores han
propuesto que para 0,25 < Ri < 1 el flujo alcanza una estabilidad condicional, mientras que
si Ri > 1, el flujo serd muy estable [21]. Ademds, se han identificado distintas relaciones que
determinan la dependencia de E con el Richardson [17]; pero aqui no se escribirdn explicita-
mente ya que el entrainment se calcula utilizando la ecuaciéon 1.25. Cabe mencionar que el
entrainment se ha medido experimentalmente, sobretodo en plumas y jets, en donde se han
obtenido valores de entre 0,01 y 0,1 aproximadamente [1]. En el caso particular de corrientes
de gravedad se han considerando valores similares para E [22].

Por otro lado se ha visto que la dependencia del coeficiente de entrainment con el ntimero
de Richardson, es inversamente proporcional. Esta relacion se muestra en la figura 1.3, que
fue expuesta por Ellison y Turner en [1]. Otros autores han propuesto otras dependencias de
el entrainment con el ntimero de Richardson [22], [17].

Figura 1.3: Graficas del coeficiente de entrainment obtenidas del articulo [1] de Ellison y
Turner, que muestra la dependencia del coeficiente de entrainment a la izquierda con el ntimero
de Richardson para jets, y a la derecha con el angulo de una pendiente que desciende un jet.
En la gréfica de la derecha se muestran dos coeficientes de entrainment, uno calculado con
la velocidad promedio del flujo (F) y el otro considerando la velocidad en la capa (layer en
inglés) de la interfaz entre el flujo y el ambiente (Er)
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Las corrientes de gravedad a su paso, generan cizalla en la interfaz con el fluido ambiente;
lo que a su vez propicia la aparicién de inestabilidades que forman vortices, como resultado
del gradiente de velocidad entre la corriente y el fluido ambiente. Inicialmente se considera
un flujo medio y posteriormente se perturba, con pequenas perturbaciones que resultan en el
desarrollo de inestabilidades, como las de Kelvin-Helmholtz.

Figura 1.4: Esquema de una seccién de la corriente de gravedad que se estudia en el anélisis
y en la cual pueden desarrollarse inestabilidades del tipo Kelvin-Helmholtz. Se muestran las
velocidades del estado base y la perturbacién ((z,t) en la interfaz.

Para simplificar el desarrollo matematico, se estudia el problema de dos capas de diferentes
densidades y velocidades en el plano (z, z). Estas dos capas pueden considerarse como la zona
de la corriente de gravedad que muestra el rectangulo de la figura 1.4. Para resolver las
ecuaciones de movimiento, se hacen varias suposiciones: que los dos fluidos son inmiscibles,
que el régimen es inviscido (Re > 1), que es valida la aproximacién de Boussinesq y que
el flujo es incompresible e inicialmente irrotacional. Dadas estas condiciones, la ecuacion de
continuidad de masa (1.9) en dos dimensiones queda:

ou Ow
— + = =0; 1.29
9z ' 02 ’ (1:29)
y las ecuaciones de momento (1.7) se reducen a:

ou ou ou -1 @

Y 0 0 0 10

Las ecuaciones 1.30 y 1.31 describen el movimiento tanto de la capa de arriba (con densidad
pa ) como el de la de abajo (de densidad p.). Entre las simplificaciones del sistema, se supone
que, en el estado base, la corriente de gravedad se mueve con velocidad u = Uptz. Mientras
que el fluido ambiente se encuentra inmévil (w = 0). La presion en la capa superior es p(z) =
Po— pagz; y en la capa inferior (correspondiente a la corriente de gravedad) es p(z) = po—pcgz.
Se considera que Uy es la velocidad uniforme de la capa inferior y que pg es la presién en
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la interfaz. Por otro lado, para las densidades se sigue usando la nomenclatura de p. y pq
denotando a la de la corriente y a la del fluido ambiente respectivamente. Para facilitar el
desarrollo, el origen del eje z se coloca en la interfaz como lo muestra la figura 1.4.

A continuacién se imponen pequenas perturbaciones sobre el flujo base:

u=uy+u, (1.32)
w=uw

P =po— pogz+ 71,

donde u;, es la velocidad del estado base, up = 0 es la de la capa superior (fluido ambiente)
y up, = Uy la de la capa inferior. Andlogamente p, 6 p., segin de la capa de la que se
trate. Sustituyendo estas perturbaciones en las ecuaciones gobernantes 1.29, 1.30 y 1.31, y
linealizando (lo cual se hace despreciando términos de productos entre perturbaciones por ser
éstas pequenas) se obtiene:

ou'  ouw'
ou’ ou  —10p
Y ow’ ow'  —10p

Ahora se considera que las perturbaciones son de variables separables y tienen forma sinusoi-
dal, es decir:

U = U(z)e!Fe=eb), (1.36)
W = W(Z)ei(kx_wt),
p/ _ P(z)ei(kx—wt).

Donde k es el niimero de onda y w la frecuencia. Si se sustituyen estas perturbaciones 1.37 en
las ecuaciones 1.33, 1.34 y 1.35 y se simplifican, se obtienen las siguientes ecuaciones:

. oW (2)
U(z)ik = — 1.37
(yik = =222, (137)
-1
—iwU (z) + upikU(z) = p—P(z)ikz, (1.38)
0
Y 10P
—wiW (2) + upsW (2) + uyikW (2) = —19P() (1.39)
po 0Oz
A partir de la ecuacién 1.39, podemos obtener la siguiente relacién de dispersion:
. —10p
EYW(z) = ——. 1.40
i+ wk)W (2) = — (1.40)

Por otro lado, combinando las ecuaciones 1.37 y 1.38, puede eliminarse U(z), obteniéndose:

—10W(2),  —k
e L L (1.41)

(upk — w)(
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P
La ecuacién 1.41, la podemos derivar con respecto a z para después sustituir 8(2 en la
z
ecuacion 1.40 y obtener:
0?W ()
W (2) = ——=2, 1.42
() =", (1.42)
cuya solucion general es:
W (z) = Ae® + Be ™. (1.43)

Donde A y B son constantes que se determinan con las condiciones de frontera. Ahora supo-

nemos que el desplazamiento de la interfaz tiene la forma de onda ¢(z,t) = Ae?**=%)_ Por lo
que se puede escribir la perturbacién de la velocidad vertical, w = % como:
w' = gg + ubgi. (1.44)
Obtieniéndose entonces que para la capa de arriba, en la que up = 0, se tiene:
W = —iwAe . (1.45)
Mientras que para la capa de abajo, en donde w, = Uy, se tiene:
w, = i(kUy — w)AeP. (1.46)

Por otro lado, utilizando la ecuacién 1.40, se pueden escribir las perturbaciones de presién en
ambas capas:

2
Da = %Ae_kz, (1.47)
Y 2
Pe = pC(kak_w)Aekz. (1.48)

Ahora es posible igualar las presiones totales (hidrostatica més perturbaciones) en la interfaz
(z = 0). Después de realizar varios pasos algebraicos, esta ecuacién puede escribirse como:

Q(Pc_pa) 2 2
——— gk = (kUy — —w”. 1.49
D=0 g — (k0 - w)? (1.49)

Resolviendo para w, e introduciendo la gravedad reducida ¢’ (ecuacién 1.2), se tiene que:

kUo £ 1/29'k — K2U?
w = . (1.50)

2

A partir de esta ultima ecuacién, se obtiene un criterio de estabilidad. Para valores imaginarios
de w, las exponenciales en la ecuacion 1.43 crecen, lo que da lugar a que el flujo sea inestable.
Por el contrario cuando w es un nimero real W(z), tiene un comportamiento sinusoidal y el
flujo serd estable. Por lo tanto el criterio de estabilidad estd determinado por el discriminante
de la ecuacion 1.50 y se puede expresar la condicién necesaria para que el flujo sea estable de
la siguiente forma:
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2¢' > kUi = estabilidad
2¢' < kU = inestabilidad (1.51)

Estos criterios de estabilidad (ecuacién 1.51) muestra que el valor maximo de Uy para el
cual el flujo es estable, estd restringido por la gravedad reducidad ¢’ y por el niimero de onda
k. Podemos también escribir la restriccion de estabilidad en términos de la longitud de onda

2
A, ya que sabemos que A = % Entonces el flujo serd inestable para todas las longitudes de

onda que satisfagan:
Ugr
/ )

A< (1.52)

U2
en donde la longitud de onda critica estd dada por A\, = L/W. Por lo tanto las longitudes

de onda menores a la critica, crecen en el tiempo y generan ondulaciones (billows en inglés).
Estas inestabilidades se desarrollan en forma de vortices como las conocidas inestabilidades
de Kelvin-Helmholtz, que muchas veces se encuentran en los flujos geofisicos. En la figura 1.5
se muestra un ejemplo de estas inestabilidades visibles gracias a las nubes.

Figura 1.5: En el lado izquierdo se muestra una fotografia tomada en Colorado en 2008 por
Kate Calder, en la cual se observan las inestabilidades de Kelvin-Helmholtz visibles gracias a
las nubes. Del lado derecho, observamos una corriente de gravedad generada en el Laboratorio
de Fluidos Geofisicos del Centro de Ciencias de la Atmoésfera de la UNAM y visualizada
mediante particulas trazadoras (esferas de vidrio recubiertas de plata). En la interfaz entre
esta corriente y el fluido ambiente es posible apreciar un vértice producto de inestabilidades
de Kelvin-Helmholtz.

1.2.3. Vientos catabaticos descendiendo una pendiente

Cuando se forma una corriente de gravedad en la atmoésfera como brisa de montaia, ésta
se desplaza descendiendo una pendiente. Este caso se ha estudiado matematcamente con un
desarrollo para vientos catabéticos, como lo plantean Manins [17] y Princevac [18]. Se estudia
la corriente sobre un sistema de referencia alineado con la pendiente (lisa). Esta configuracién
se ilustra en la figura 1.6.

Se considera que el flujo es bidimensional en el marco de referencia (s,n) y con el origen en
la parte superior donde inicia la pendiente. Ademads el ambiente se supone con estratificacién
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3l

Figura 1.6: Esquema de la corriente de gravedad descendiendo una pendiente de 5°. Se estudia
en un marco de referencia (s,n) donde s es la direccién de la pendiente y n es normal a ella.

estable (N? = i) y en reposo. La influencia de la fuerza de Coriolis es despreciable, lo cual

0,7

v
se justifica utilizando el pardmetro adimensional llamado ntimero de Rossby:

U

Ro = A (1.53)
donde f = 2wsen(f) es el parametro de Coriolis dado por la velocidad de rotacion de la Tierra
y de la latitud. Cuando Ro es suficientemente mayor a 1, las fuerzas inerciales dominan sobre
la de Coriolis y es posible despreciar ésta dltima. En el caso de corrientes de gravedad descen-
diendo una pendiente, se calculé Ro considerando una velocidad tipica de brisas descendiendo
una montana de 5m/s y una longitud caracteristica de 11km [17] . Esta longitud corresponde
a un trayecto razonable para las laderas de las montafias que rodean al Valle de México. De
esta forma, se calcula que

b5m/s 3
Ro= —89x10°> 1; 154
= Qwsen(19,1)7)(11000m) _ 0 0 2 h (1.54)

por lo que efectivamente podemos despreciar los efectos de la fuerza de Coriolis.
g dby, g

Como la estratificacién es estable, escribimos: N2 = = — = L’y, donde 6,
Oy dz Oy Oy

es la temperatura potencial virtual del aire ambiental. Por otro lado, 6,, es la temperatura
potencial a una altura de referencia que puede considerarse como la del origen. En coordenadas
(s,n) podemos escribir la temperatura potencial virtual como:

0, = v(ssen(a) — ncos(a) — d(s,n,t) = Opy — d(s,n,t). (1.55)

donde d(s,n,t) = d es el déficit de temperatura potencial virtual, es decir, la diferencia
entre la boyancia del aire ambiental y la del aire que corresponde a la corriente de gravedad.
Considerando que u es la velocidad del flujo en la direcién s y que w es la velocidad en la
direccién n, podemos escribir las ecuaciones de movimiento bidimensionales e inviscidas:
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— = —— + g—sen(a), (1.56)

= —— —g—cos(a). (1.57)

Donde p, corresponde a la densidad del aire con temperatura potencial virtual. Cuando « es
pequeinio, lo cual es lo habitual para montanas en la superficie terrestre, podemos considerar
que es valido el balance hidrostitico. A partir de esta aproximacién es posible re-escribir la
ecuacién 1.57 como:

Dw —-10P d
— = —— —g—-cos(a) =0. 1.58
Dt pr ON O () ( )

Al igual que la gran mayoria de los flujos atmosféricos, las corrientes de gravedad son
turbulentas. En este caso podemos escribir las velocidades y la temperatura potencial virtual

en sus descomposiciones de Reynolds:

u=u-+u, (1.59)
=0+, (1.60)
0, =0, + 0. (1.61)

Ademés, podemos considerar que la mayoria de las perturbaciones turbulentas son pequenas
y que el unico esfuerzo de Reynolds no despreciable es w/w’; con lo cual, podemos escribir la
ecuacién 1.56 como:

ou ou ou —10P 0 ——

_ - - - / Y P
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