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INTRODUCCION

La principal actividad de las companias aseguradoras consiste en brindar
proteccion a los asegurados contra algtn riesgo al que estos estén expuestos.
Por medio de una poéliza, la aseguradora se compromete a resarcir los danos
(generalmente econémicos) que sufra el asegurado como consecuencia de un
siniestro, éste a su vez debe pagar cierta cantidad de dinero a la compania
de seguros por concepto de prima. Contar con los recursos suficientes para
hacer frente a todas las posibles obligaciones que le puedan surgir en el futuro
con sus asegurados es fundamental para el 6ptimo funcionamiento de las
companias aseguradoras.

Cuando las reservas no son suficientes para responder a todas las recla-
maciones que se le presentan, se dice que la compania aseguradora esta en
ruina. La teorfa del riesgo estudia el impacto que tienen el capital inicial, las
reclamaciones y las primas, entre otros factores en los movimientos de las
reservas de una compania aseguradora para estimar la probabilidad de que
se arruine.

Al ser eventos inciertos los que se aseguran, se necesitan utilizar herra-
mientas que permitan cuantificar y medir los riesgos; es aqui donde aparecen
los procesos estocasticos. Se utilizan dentro de los modelos de riesgo para
representan la ocurrencia y evolucion de los siniestros a través del tiempo.
Filip Lundberg y posteriormente Harald Cramér, asumiendo que las reclama-
ciones siguen un proceso Poisson, fueron los primeros en aplicar los procesos
estocésticos con esta finalidad.

Tomando como base el modelo de riesgo de Cramér-Lundberg se han
desarrollado diversos modelos que buscan acercarse mas a la realidad per-
mitiendo que éstos incluyan supuestos mas especificos a la situacién que se
quiera modelar. En particular nos interesa un modelo que se pueda adaptar
a diferentes escenarios externos que impacten a los pardmetros del modelo y
que ademés considere una cierta volatilidad a la que pueden estar sujetos los
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flujos de capital de la aseguradora, el modelo con estos elementos se llama
modulado de Markov con difusiones.

En el primer capitulo se utiliza el modelo clasico de riesgo de Cramér-
Lundberg para presentar los conceptos principales dentro de la teoria de
ruina.

En el segundo capitulo se describen los procesos estocasticos a tiempo
continuo, asi como sus propiedades, que serviran para modelar los supues-
tos adicionales que se tomaran en cuenta para formar el modelo de riesgo
modulado de Markov con difusiones.

Para el tercer capitulo se introduce formalmente el modelo modulado de
Markov con difusiones. Tomando como referencia el trabajo de Gu, Li y
Zhou [3] se obtiene la ecuacion fundamental de Lundberg a partir de la cual
se obtiene el el coeficiente de ajuste. Ademés, siguiendo el procedimiento de
Li y Ma [7] obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas
cuya solucion es la probabilidad de ruina.

Por tltimo, en el cuarto capitulo se exponen las probabilidades de ruina
obenidas al simular el proceso de riesgo modulado de Markov utilizando
el software R. Con estos resultados se evaltia cual es el impacto de cada
uno de los componentes del modelo en el flujo del capital de manera que
las companias aseguradoras puedan determinar que aspectos cambiar para
aumentar su solvencia.



Capitulo 1

Modelo de riesgo de
Cramér-Lundberg

1.1. Conceptos preliminares

Comenzaremos presentando los conceptos de la teoria de probabilidad,
procesos estocésticos y teoria del riesgo que seran utilizados en el presente
documento.

Todas las variables aleatorias que se mencionen estaran definidas en un
espacio de probabilidad (€2, P). En donde  es el espacio muestral, &
es una o-algebra de subconjuntos de 2 y P es la medida de probabilidad.
Comenzaremos por definir un tipo de convergencia que sera utilizado méas
adelante.

Definicion 1.1. Sea { X, },en una secuencia de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (iid), se dice que { X, },en converge en
media cuadratica cuando

limn oo E[| X, — X|*] = 0.

Los procesos estocésticos son utilizados para estudiar el comportamiento
de fenémenos aleatorios a lo largo del tiempo, por medio de una serie de
variables aleatorias que representen el estado del sistema en cada instante.

Definiciéon 1.2. Un proceso estocastico es una coleccion de variables alea-
torias X = {X;}ier, parametrizadas en un conjunto 7' llamado espacio pa-
rametral.
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Interpretaremos 7' como un conjunto de tiempos con valores en [0, 00).
De manera precisa, podemos ver a un proceso estocéastico como una funcion
X : T xQ — R donde la funcion w — X;(w) es una variable aleatoria para
cada t € T. Adicionalmente si tomamos w € 2 fijo, se dice que t — X;(w) es
una trayectoria del proceso.

Definicion 1.3. Una familia {34 }i>0 de o-algebras es una filtracion si para
0 < s <tsecumple S, C Sy.

Se dice que un proceso X es adaptado a la filtracion cuando es -
medible para cualquier ¢t > 0. Ademés todo proceso determina una filtracion,
dada por $; = 0{X;|0 < s < t}, llamada filtracion natural.

Definiciéon 1.4. Sea 7 una funciéon 7 : Q — RT tal que para cada t > 0,
(1 <t) €3y, se dice que T es un tiempo de paro.

En otras palabras, como la o-dlgebra {3, } es la historia del proceso hasta
el tiempo t, un tiempo de paro es una variable aleatoria para la cual la
ocurrencia del evento (7 < t) se puede determinar utilizando tnicamente la
informacion que se tiene hasta el tiempo ¢.

En la proxima secciéon se describird uno de los procesos estocasticos mas
utilizados en la teoria de riesgo.

1.2. Proceso Poisson

1.2.1. Proceso Poisson homogéneo

Definicion 1.5. Sea 17,75, ... una sucesion de variables aleatorias iid con
distribucion exponencial(A), A > 0. Definamos

Sn:ZTi con Sp=0. (1.1)

=1

Si tomamos Ny =méax{n > 0|5, < t}, entonces { N; };>¢ es un proceso Poisson
homogéneo (PPH) de parametro o intensidad A.

Definicién 1.6. Un proceso estocastico {V; }1>o es llamado proceso de conteo
si:
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2. N; > Ngparatodot>s v,
3. N; € N para todo t € (0,00).

Notemos que el proceso Poisson es un proceso de conteo con tiempos de
arribo S, y tiempos de interarribo 7;. El nimero de llegadas en el intervalo
[s,t] es N; — Nj.

Proposicién 1.2.1. Para cada t > 0, la variable aleatoria Ny se distribuye
Poisson de pardmetro At. Es decir,
(AL)"

P[N, =n] = e M2
n!

La demostracion se puede encontrar en [10].

Los procesos estocésticos son utilizados dentro de la teoria del riesgo
para representar a cada uno de los elementos que influyen en el capital de
las companias aseguradoras, ya sea la frecuencia con la que se presentan las
reclamaciones o el tamano de éstas, entre un sinfin de factores. El ejemplo
que se presenta a continuacion relaciona de manera directa a los procesos
estocasticos con la probabilidad de ruina.

Ejemplo 1.2.1. Ntmero de reclamaciones

Frecuentemente el proceso Poisson es utilizado para modelar el ntimero
de reclamaciones que recibe una compania aseguradora. Supongamos que la
intensidad con la que se presentan las reclamaciones es A = 0.5. La Figura
1.1 muestra una posible trayectoria del proceso para un horizonte de tiempo
igual a 10.

Los resultados obtenidos de la simulacién del Proceso Poisson Homogéneo
del Ejemplo 1.2.1 estdn contenidos en la Tabla 1.2.1. Podemos observar que
al aumentar el niimero de iteraciones la aproximacion se acerca cada vez mas
al valor real de At.

1.2.2. Proceso Poisson compuesto

Por si solo, el nimero de reclamaciones que se le presentan a una compa-
nia aseguradora no proporciona suficiente informacion para estimar el monto
total de obligaciones a las que se tendran que hacer frente. El proceso com-
puesto de Poisson permite que al Modelo (1.1) se le agregue una variable
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Figura 1.1: Trayectoria de un proceso Poisson homogéneo con A = 0.5

Iteraciones At
Real Aproximacién
10 12.5 11.5
100 12.5 12.12
1000 12.5 12.518

Tabla 1.1: Resultados de la simulaciéon de un PPH con A = 0.5, T" = 25 donde
T representa al horizonte de tiempo de la simulacion.

que modele los montos de las reclamaciones de manera que la informacion
obtenida con el nuevo modelo sea mas completa.

Definicion 1.7. Sea {N;}:>o un proceso Poisson y sea {Y;};>o una familia
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que
P[Y; > 0] = 1. Adicionalmente supongamos que Y; y N; son independientes.
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Definimos al Proceso de Poisson Compuesto como
Nt
X, =>Y, t>0 (1.2)
i=1

Cuando Y; representa al monto de la i-ésima reclamacion y N; al ntimero
de reclamaciones que se tuvieron en el intervalo de tiempo [0,t], a X; se le
llama proceso agregado de siniestros y representa al monto total de las recla-
maciones hasta el tiempo t. El modelo Poisson compuesto que fue presentado
en 1903 por Filip Lundberg! sent6 las bases de la teorfa del riesgo.

Proposicién 1.2.2. El proceso Poisson compuesto {X;}i>o tiene las siguien-
tes propiedades:

1. Tiene incrementos independientes y estacionarios.
2. E(X;) = ME(Y).
3. Var(X;) = ME(Y?).

4. Cov(Xy, X,) = NE(Y*)min{s,t}.

v

. La funcion generadora de momentos de X; estd dada por:

M, (1) = (MO D)

Las particularidades de este resultado se pueden consultar en [10].

Ejemplo 1.2.2. Consideremos un proceso Poisson compuesto de parametro
A= 0.5y donde Y; ~ exp(5). (Figura 1.2)

Tomando T=25 y utilizando (2.) de la Propiedad 1.2.2, obtenemos que
E(X;) = (0.5)(25)(0.2) = 2.5.

De manera anéloga al caso homogéneo, en la Tabla 1.2.2 se muestra como

la esperanza del proceso tiende al valor real conforme aumenta el niimero de
simulaciones del Ejemplo 1.2.2.

Hol
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Iteraciones ME(Y)
Real Aproximacién
10 2.5 2.727687
100 2.5 2.658923

1000 2.5 2.538584

Tabla 1.2: Resultados de la simulacién de un PPC con A = 0.5, T=25y
Y; ~ exp(5).

0 —
oV |
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« *o
o |
= | —3
~—r 1
)
X o | :
— g—é)
—o
To) ®
o so—©
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(@) '
- —o
o

T
0O 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 1.2: Trayectoria de un proceso Poisson compuesto de parametro \ =
0.5y Y ~exp(h).

1.3. Modelo clasico de riesgo

El monto esperado de las reclamaciones es analizado por las aseguradoras
con la finalidad de estimar los recursos que se necesitaran para poder hacer
frente a las obligaciones que se les puedan presentar. El modelo de Cramér-
Lundberg considera el capital inicial, los ingresos por primas y los pagos por
reclamaciones para estimar el capital de una compania aseguradora al tiempo
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Sea { N;}+>0 un proceso Poisson homogéneo, entonces definimos al proceso
de riesgo R; como

Ny
Rt:u+ct—ZY; (1.3)

=1

donde,

u es el capital inicial,

c es la prima por unidad de tiempo que pagan los asegurados,

N, es el proceso Poisson de pardmetro A que modela la intensidad con
la que se presentan las reclamaciones,

Y; son variables aleatorias iid que modelan los montos de las reclama-
ciones con esperanza fi.

En la Figura 1.3 se ve como la trayectoria que inicia en u crece con una
pendiente ¢ hasta el tiempo en el que se presenta la primera reclamacion.
En ese momento el proceso da un salto de tamano correspondiente al monto
de la reclamacion para luego seguir creciendo hasta el tiempo de la segunda
reclamacion y asi sucesivamente.

1.4. Probabilidad de ruina

En principio para que el negocio de una aseguradora sea rentable, la can-
tidad obtenida de sumar los ingresos que recibe por concepto de primas al
capital inicial deberia alcanzar para cubrir el costo de las reclamaciones que
se le puedan presentar. En el modelo de Cramér-Lundberg esta condicion
equivale a que R; > 0 para todo t > 0. Cuando lo anterior no se cumple,
se dice que la compania aseguradora esté en ruina. Evidentemente el prin-
cipal interés es disminuir el riesgo de incurrir en ruina por lo que se vuelve
fundamental calcular la probabilidad de ocurrencia de ésta.

Definicion 1.8. Consideremos el tiempo de ruina

T=1inf{t>0: R <0} (1.4)
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Figura 1.3: Trayectoria utilizando el modelo de Cramér-Lundberg parametros
A=05,Y; ~exp(l),u=0,c=1.

donde inf{(} = oo. Entonces dado un intervalo de tiempo (0,t|, decimos que
la probabilidad de ruina en dicho intervalo es

Y(u,t) = Pl <t: Ry =ul. (1.5)
Y la probabilidad eventual de ruina es
Y(u) = P[T < 00 : Ry = ul. (1.6)
Denotaremos la probabilidad de no ruina como
o) = 1— b(u). (1.7)

Para encontrar una ecuaciéon para la probabilidad eventual de ruina se
realiza un anélisis del primer paso condicionando sobre el monto y el momento
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de ocurrencia de la primer reclamacion, a partir de el cual se obtiene una
ecuacion recurrente. El siguiente teorema, cuya demostraciéon se encuentra
en [9], presenta dichas ecuaciones.

Teorema 1.4.1. Sea ¢(u) la probabilidad de no ruina y supongamos que la
distribucion de las reclamaciones es absolutamente continua con funcion de
densidad g(y). Entonces

1. L p(u) = 2[o(u) — [3 d(u—y)g(y)dy].
2. 9(0) = 2.
3. (u) = 2[[[1 = G(y)ldy + [;"v(u—y)[1 — G(y)]dy].

Debido a la complejidad de los célculos que se derivan de las ecuaciones
anteriores, en la realidad son pocos los casos en los que se puede obtener una
expresion explicita para la probabilidad eventual de ruina. El mas sencillo es
cuando los montos de las reclamaciones se distribuyen exponencialmente.

Ejemplo 1.4.1. Supongamos que las reclamaciones Y; se distribuyen ex-
ponencial con media 1/, entonces la expresion (1.) del Teorema 1.4.1 se
convierte en

() = 2o(u) — e / " g(w)Bedy).

c

Diferenciando,

' (u) = Sfol) + e [ ofu— )5y - 5o(w)

2~ Ble/ ()

Cuya solucion es de la forma ¢(u) = A + Be= ¥~ Como ¢(u) — 1
cuando u — oo, tenemos que A = 1. Y utilizando el inciso (2.) del Teorema
1.4.1, tenemos que ¢(0) =1 — Bic De donde encontramos que B = —ﬁ. Por
lo tanto

u, (1.8)

Si tomamos los valores A = 0.5, Y; ~ exp(1),u = 0, ¢ = 1 y los sustituimos

en (1.8), obtenemos
Y(0) = 0.5e~ 17990 = 0.5
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Iteraciones (0)
Real Aproximacién
10 0.5 0.6
100 0.5 0.52
1000 0.5 0.488
10000 0.5 0.4989

Tabla 1.3: Resultados de la simulacion de la probabilidad de ruina del modelo
clasico de riesgo con parametros A = 0.5, Y; ~ exp(1),u =0,c =1y T = 100,
Ejemplo 1.4.1.

Utilizando el programa CL, incluido en los Anexos, para simular trayec-
torias del Ejemplo 1.4.1 se obtuvieron distintas aproximaciones para ¥ (u).
Los resultados se muestran en la Tabla 1.3. Es importante mencionar que las
probabilidades simuladas son dado un horizonte de tiempo finito, T" = 100,
a partir de cual las simulaciones reflejan un comportamiento parecido a la
probabilidad eventual de ruina.

1.4.1. Condiciéon de ganancia neta

Atn cuando no es posible encontrar de manera explicita la probabilidad
de ruina, las companias aseguradoras deben contar con parametros que les
permitan controlar el riesgo al que estan expuestos. La condicién de ganancia
neta es una herramienta que asegura la solvencia de la empresa limitando los
parametros del modelo.

Tomemos 77, T5, ... los tiempos en los que se presentan las reclamaciones.
Al estar modelados por un proceso Poisson con intensidad A, sabemos que
Ty — Ty—1 se distribuye exponencial (A). Consideremos el modelo de Cramér-
Lundberg al tiempo k entre dos reclamaciones

Xk = C(Tk - Tk—l) — Yk

Si tomamos el proceso en el tiempo de las reclamaciones
k
CTk =u-+ E Xia
i=1

tenemos una caminata aletaoria. Y por propiedades de éstas, se tiene que la
ruina ocurrre casi seguramente si E[X;] < 0. Por lo que buscamos asegurar
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que E[X}] > 0. Si E[Y;] = u, se tiene

E[Xy] = E[c(Ty — Th1) — Yi] = ; —p>0.

De donde se obtiene la condiciéon de ganancia neta,
c> A (1.9)

Cuando no se cumple con la condiciéon de ganancia neta, entonces la
probabilidad de que la compainia caiga en ruina es de uno.

1.4.2. Coeficiente de ajuste

Cuando no existe una expresion para la probabilidad de ruina se buscan
aproximaciones o cotas que faciliten la estimacion de la ruina. El exponen-
te de Lundberg es una importante herramienta para lograr estos objetivos.
Consideremos la funcién

h(r) = AX(My(r) — 1) —cr

en donde My (r) es la funcién generadora de Y y A, ¢ son los parametros del
modelo de Cramér Lundberg (1.3). Notemos que h(r) esta bien definida para
valores de r en donde My (r) existe.

Definiciéon 1.9. Llamaremos coeficiente de ajuste o exponente de Lundberg
a la posible solucion R > 0 de la ecuacion

h(r) = A(My(r) —1) —cr =0. (1.10)
Ejemplo 1.4.2. Continuando con el Ejemplo 1.4.1, sabemos que

g
F—r

Entonces sustituyendo en (1.10) tenemos que

My(?“) =

,
B—r

De donde h(r) =0 cuandor =007 =/ — % Como R debe ser mayor a 0,
el exponente de Lundberg es

h(r) =h

— Cr.

A

que equivale a # > 2, la condicién de ganancia neta (1.9) cuando p = 1.

»
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Una forma equivalente de encontrar al coeficiente de ajuste y que reto-
maremos mas adelante es la solucion positiva de la ecuacion

Ele~F-YD)] — 1 (1.11)

donde 6, k > 1 es el tiempo entre reclamaciones y Y3 es el monto de la
k-ésima reclamacion.

Como las reclamaciones llegan de acuerdo a un proceso Poisson, 6, se
distribuye exponencial de pardmetro A, asi que

E[e—R(C"l—Yl)] _/ e_RCt)\e_)‘tdt/ e™dG (y)
0 0

\ (1.12)
“ e RS
Donde ¢(s fo e *¥dG(y) es la transformada de Laplace de la funcion de
dlStI‘lbuClOIl G. Por lo tanto —R es la solucion de la ecuacion
Ag(s) = A —cs. (1.13)

Para asegurar la existencia del coeficiente se necesita que la cola de la
distribucion de la variable Y decrezca al menos exponencialmente rapido
cerca del cero. A las disribuciones que cumplen con este criterio se les llama
distribuciones de cola ligera.

Definicién 1.10. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion
Fx, se dice que su distribucién es de cola ligera si para algin t > 0,

Mx<t)—1<00

donde Mx (t) es la funcion generadora de momentos de X. Es decir, la funcion
generadora debe ser finita cerca del cero.

El coeficiente de ajuste por si s6lo parece no tener relevancia en el proble-
ma de encontrar la probabilidad de ruina, sin embargo es indispensable para
el siguiente resultado que nos proporciona una cota para la probabilidad de
ruina. Resultado que a su vez es fundamental para los casos en los que no es
posible encontrar de forma expicita la probabilidad de ruina.
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Teorema 1.4.2. Desigualdad de Lundberg
Si existe el coeficiente de ajuste R > 0, entonces

Y(u) < e F,

La demostracion, que hace uso del concepto de martingala y de tiempos
de paro, se puede consultar en [10].

Ejemplo 1.4.3. Para el Ejemplo 1.4.1 tenemos que el coeficiente de ajuste
es
R=1-05=0.5

Para ilustrar la importancia de la cota de Lundberg, tomemos distintos va-
lores para el capital inicial u

P(0) < e’ =1
Y(1) < e =0.6065
¥(2) < et =0.3679

y notemos como conforme aumenta u la cota disminuye. Lo que confirma
nuestra intuicién de que entre mayor sea el capital inicial menor sera la
probabilidad de ruina.

La ventaja de este ejemplo es que al conocer la probabilidad exacta de
ruina podemos analizar que tanto se aproximan las cotas de Lundberg a la
probabilidad real. En este caso tenemos que,

(0) = 0.5
(1) = 0.3033
¥(2) = 0.1839

reflejando una diferencia importante con la cota de Lundberg. Lo cual indica
que la cota es un limite superior muy por encima del valor real.
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Capitulo 2

Procesos estocasticos a tiempo
continuo

2.1. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Consideremos un proceso de Markov {X;};>¢ con espacio de estados fi-
nitio £ = {1,2,...}. La propiedad de Markov establece que la distribucion
futura de un proceso depende del pasado tnicamente a través del estado
mas reciente. De forma precisa, decimos que el proceso {X;}:>o cumple con
la propiedad de Markov si para cualesquiera tiempos 0 < ¢; < 15 < ... se
cumple
=y, Xy, =Ty, Xoy = 2| = P[Xy, =2, 0 Xy, = 2,

(2.1)

n+1
donde @y, ., 2¢,,..., 7, € E.

Definicién 2.1. Llamamos matriz de transiciéon asociada al proceso de Mar-
kov a la matriz P(t) = {p;;(t)}i jer. Sus entradas son las probabilidades de
que la cadena llegue al estado 7 después de un tiempo ¢t dado que inicialmente
se encontraba en el estado i. Veamos que existen una infinidad de matrices
de transicion ya que a cada tiempo t le corresponde una matriz diferente.

Definiciéon 2.2. Sea {X;}:>o una cadena de Markov, decimos que es homo-
génea si cumple

PlXps=j: Xy =i = P[X, = j: Xo =1.
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De aqui en adelante supondremos homogeneidad en todas las cadenas con
las que trabajemos.

Definicion 2.3. Sea {P(t) }+>0 una colecciéon de matrices, decimos que es un
semigrupo si cumple con las siguientes propiedades:

1. P(0) =1,
2. P(t) es una matriz estocastica,

3. P(t+s) = P(t)P(s) para cualesquiera t,s > 0.

Teorema 2.1.1. La familia de matrices de transicion de procesos de Markov
{P(t)}i>0 satisface las propiedades de semigrupo. En particular (3) de la
Definicion 2.3 es la version continua de la ecuacion de Chapman Kolmogorov.

Al ser un proceso a tiempo continuo, nos interesa estudiar su comporta-
miento de la cadena en intervalos de tiempo muy pequenos. Tomemos una
matriz ) = {¢;;}:jer que cumpla con:

- PXyn=7:Xe =1 =q;h+olh)y
- P Xyp=1: Xy =1] =14 quh+ o(h).
Definicién 2.4. Definimos al generador infinitesimal de {X;};>0 como @ =
{¢i;}ijer tal que:
1. ¢; <0 VielS,
2. ¢;; >0 Vi,jes,
3. Zjesq,-j =0 Vies.

Adicionalmente, el generador infinitesimal cumple con la ecuacién

d

SP(t) = P()Q = QP(1) (2:2)

(Ecuacion de Kolmogorov) que junto con las propiedades de semigrupo de
las matrices de transicion, tiene como soluciéon a la matriz

P(t) = 9. (2.3)

El detalle y la demostracion de las Ecuaciones (2.2) y (2.3) se puede
consultar en [11].
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Ejemplo 2.1.1. Consideremos un ejemplo sencillo con tres estados E =
{1,2,3}. Digamos que su generador infinitesimal es

—-0.5 035 0.15
Q=100 —-05 045
04 01 -05

Mas adelante explicaremos como obtuvimos las entradas de (). Una trayec-
toria del proceso anterior aparece en la Figura 2.1.

M - e—o *—0——O®
(7))
@]
©
@ N —— —0 ® ®©
)
n
L
— — *—oO ® o—

0O 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 2.1: Trayectoria de la cadena de Markov a tiempo continuo definida
en el Ejemplo 2.1.1

Con la trayectoria graficada en la Figura 2.1 observemos como la cadena
de Markov a tiempo continuo es un proceso de saltos. Representemos con
las variables aleatorias {57, S, ...} a los tiempos de permanencia de la ca-
dena en cada uno de los estados. El comportamiento de la cadena comienza
en un estado inicial en el cual permanece un tiempo S; para luego saltar,
nuevamente de manera aleatoria, a otro estado en donde se quedaré un tiem-
po S al término del cual nuevamente cambiara de estado, repitiendo este
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comportamiento hasta un tiempo T. Definamos formalmente cada uno de los
momentos de interés en las trayectorias que sigue el proceso.

Sean
Ji=mf{t>0: X, #Xo} v Jo=mf{t>J,1: Xi #X,, ,}
los instantes cuando la cadena cambia de estado.

Teorema 2.1.2. Sea {X;}1>0 un proceso homogéneo de Markov con espacio
de estados discreto E. Definamos a

Sy =1inf{s >t: Xy # X} (2.4)
Entonces existe \; > 0 tal que
P[S;>t: X,=i]=e ™ para t>0. (2.5)

El teorema anterior nos indica que los tiempos de estancia en cada estado
se distribuyen exponencialmente con un parametro que depende del estado
en el que se encuentre la cadena.

Diremos que un estado es absorbente si P[S; = co| = 1 y que es no absor-
bente cuando P[S; < oo] = 1. En este documento consideraremos tnicamente
estados no absorbentes.

Por tltimo consideremos al proceso a tiempo discreto
Yn - XJn.

Se dice que {Y,} es la cadena de saltos instantaneos asociada al proceso
{Xi}i>0. Con P = {p;; }i jer la matriz de transicion de {Y,,} dada por
Gi - s
pij:{ (3“ 8”7_&‘7
sii=j.
Para impedir que la cadena salte de un estado en si mismo, supondremos
que p; =0 VieE.
Dado Y,, = i, el siguiente tiempo de permanencia S,.; se distribuye
exponencial()\;) independientemente de Y7,...,Y, 1 y de Sy, ..., S,.
Utilizando todos los conceptos anteriores obtenemos la siguiente igualdad
para obtener las entradas del generador infinitesimal a partir del proceso de
saltos instantédneos y los tiempos de estancia como

by sii#
% = { —N\i sii=j. (2.6)
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De ésta manera, la matriz () contiene toda la informacion de la cadena
de Markov a tiempo continuo.

Ejemplo 2.1.2. Proceso Poisson El generador infinitesimal de un Proceso
Poisson Homogéneo es

A A0
0 -\ A\
Q=19 o -x 2l

de donde se puede mostrar que el tiempo de permanencia en el estado 7 antes
de saltar a i + 1 se distribuye exp (A).

Y los elementos de la matriz de saltos P correspondientes a la cadena
asociada al Proceso Poisson Homogéneo son

1 sij=i+l
Pii =Y 0 sieo.c.

Ejemplo 2.1.3. Continuando con el Ejemplo 2.1.1, supongamos que su ma-
triz de saltos instantédneos es

0 0.7 0.3
P=101 0 09
08 02 0

De acuerdo a la matriz anterior, la secuencia de estados mas probable de
ocurrir es 1-2-3-1-2-3-... y asi sucesivamente. Si adicionalmente suponemos
que el tiempo medio de permanencia en cada uno de los estados es de 2
unidades de tiempo, o sea A\; = 0.5 para ¢ € 1, 2,3 y utilizamos la Ecuaciéon
(2.6), obtenemos el generador infinitesimal presentado en el Ejemplo 2.1.1.

Para finalizar ésta seccion, presentaremos el concepto de estacionariedad
de una cadena de Markov a tiempo continuo.

Definicion 2.5. Sea {X;};>0 una Cadena de Markov continua, decimos que
es irreducible si la cadena discreta {Y,,} asociada a proceso es irreducible.

Definicién 2.6. Las probabilidades estacionarias mg, 7y, ... de una Cadena
de Markov a tiempo continuo cumplen

7= —27:7{ j/Ak (2.7)
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Donde {r;} es la distribucion estacionaria de la cadena de Markov asociada.
En caso de que exista, m debe cumplir:

1. 7Q =0,

2. Zj’ﬂ'j =1.

Teorema 2.1.3. Sea X; la cadena de Markov recurrente positiva asociada al
proceso y sea {r;} su distribucion estacionaria. Tomemos { X, }1>0 una cadena
de Markov continua e irreducible, entonces si Y, 7/ \p < 00 la solucion m;
de (2.7) es unica.

Ejemplo 2.1.4. Para concluir el Ejemplo 2.1.1, obtengamos su distribucion
estacionaria. Sabemos que debe cumplir las igualdades de la Definicion 2.6
donde m = (7, w2, m3) es el vector de la distribucion estacionaria. Realizando
los célculos correspondientes obtenemos que ™ = (%, %, %), que se inte-
preta como el porcentaje de tiempo que la cadena permanecera en cada uno
de los estados. Notemos que son muy similares entre ellos, lo cual se debe en
parte a que fijamos la misma A para todos los estados.

2.2. Difusiones

2.2.1. Movimiento browniano

El movimiento browniano es un proceso estocastico a tiempo continuo uti-
lizado en la actualidad para modelar el comportamiento aleatorio de distintos
fenémenos a través del tiempo. Su popularidad se debe a la distribucién nor-
mal de sus incrementos y a su relaciéon con las caminatas aleatorias a tiempo
discreto.

Definiciéon 2.7. El proceso estocastico { B; }+>0 es un movimiento browniano
con varianza o2 si cumple:

1. Bo - 0,
2. tiene incrementos indepedientes,
3. para todo 0 < s <t, B;— B, ~ N(0,0%((t —s)),

4. las trayectorias del proceso t — B; son funciones continuas.
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1.5

B(1)

0.5

O 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.2: Trayectoria de un movimiento browniano estandar.

Cuando o = 1 se le llama movimiento browniano estandar.

Proposicion 2.2.1. Sea {B;} una trayectoria de un movimiento browniano
observada en el intervalo [0,T] con una particion 0 =ty <t; < ... <t, =T
y tomemos At = mdx {|t;y1 —t;| :i=0,1,...,n—1}. Entonces se tiene las
siquientes propiedades:

1. Con probabilidad 1, {B;} es no diferenciable en todo t > 0.

2. Tiene variacion infinita

n—1

lim supa;_o Z |Bt,+1 — By,| = 00, c.s. (2.8)

=1

3. En el intervalo [0,T] tiene variacion cuadrdatica igual a la longitud del

mtervalo
n—1

lim suppy_0 Z |Bii+1 — By,

i=1

2:T
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en la distancia L*(P).

La prueba de la Proposicion 2.2.1 se puede consultar en [10].

Notemos que por el inciso (2.) las trayectorias generadas por un movi-
miento browniano no se pueden integrar por el método de Riemann, lo que
nos lleva a buscar otro método de integraciéon para éste tipo de procesos.

2.2.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para estudiar la evolucién de sis-
temas a través del tiempo como funcién de otras variables. En la realidad
no siempre se conoce con exactitud el comportamiento del sistema es decir,
se tiene una parte aleatoria. Consecuentemente, agregamos un variable que
represente a dicha aleatoriedad y le llamamos ruido blanco. Como se vera a
continuacion, usualmente el ruido blanco es representado por un movimiento
browniano.

Definicion 2.8. Sean u(t, X;) y o(t, X;) funciones continuas en ¢ y z. De-
finimos a una ecuacion diferencial estocastica con respecto a un movimiento
browniano estdndar como

dXt = ,u(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt, XO = X9- (29)

Dado que B; es un proceso estocéstico, entonces la solucion X, de (2.9)
también lo serd. Ademaés, por la aleatoriedad del sistema, dicha solucién no
seré una tnica funcién como en el caso determinista, sino que seré una familia
de funciones.

Definicion 2.9. Se le llama proceso de difusiéon a la solucion de la Ecuacion
(2.9). A la funcion u(t, X;) se le conoce como la deriva y a o(t, X;) como la
difusion.

Ejemplo 2.2.1. Si u(t,X;) =0, o(t,X;) =1y xo = 0 entonces X; = B;. Es
decir, el movimiento browniano estandar es el proceso de difusién méas simple
que existe.
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2.2.3. Integral de Ito

Otra forma de ver a la Ecuacion (2.9) es

t t
0 0

La primera de las integrales se puede expresar como una integral de Rie-
mann pero la segunda no tendria sentido ya que por (2.8) no es posible acotar
la variaciéon que tiene B;. Es para éste tipo de problemas que se utiliza el
célculo estocastico introducido por Ito.

Para los fines de éste trabajo tinicamente daremos la idea detrds de la
construccion de la integral de [t6, omitiendo la demostracion formal.

Tomemos la integral estocastica

166X = [ fls. X (2.11)

De manera similar a las sumas de Riemann, consideremos la suma

n—1
Z f(t;)[BtiJrl - Bti]
=1

sobre una particion 0 =ty < t; < ... <t, =Tde[0,T] cont; € [t;,t;+1]. Nos
interesa el limite cuando At — 0 con At = max{|t;;1—t;| 11 =0,1,...,n—1}.
Una de las caracteristicas de la integral de [to es que se busca la convergencia
en media cuadréatica. Ademas el punto ¢} en el que se evalia cada intervalo
[ti,ti11) debe ser especificamente ;.

Definicion 2.10. Sea X; un proceso adaptado a la filtracién generado por
By y sea f(t,z) un funcién continua tal que

t
/ ELf(s, X,)|ds < oc.
0
Entonces la integral de Ito esta definida como
t n—1
/ f(s,X.)dB, = limaiso Y f(t:)[By.,, — Bi. (2.12)
0 i=0
Todos los conceptos presentados seran aplicados en el proximo capitulo

para construir el modelo de riesgo modulado de Markov con difusiones y
saltos.
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Capitulo 3

Probabilidad de ruina del modelo
modulado de Markov con
difusiones

3.1. Modelo de riesgo modulado de Markov con
difusiones

3.1.1. Modulado de Markov

En la teoria de riesgo, el modelo clésico de Cramér-Lundberg es de gran
importancia ya que funge como base para todo anélisis dentro de dicho cam-
po. En este capitulo presentaremos un modelo de riesgo que se deriva del
modelo de Cramér-Lundberg y que considera dos fuentes de aleatoriedad
adicionales, un proceso ambiental y la volatilidad.

El proceso ambiental generalmente es utilizado para modelar las condicio-
nes econdmicas a través del tiempo, éste es representado por una cadena de
Markov externa de la cual dependeran los parametros del modelo de riesgo.

Tomemos una cadena de Markov a tiempo continuo {X;};>¢ irreducible
con espacio de estados finitos £ = {1,2,...,n} y generador infinitesimal @) =
{@i;}ijer- Al ser un proceso modelando el ambiente general de la economia,
entonces influird en cada uno de los parametros del modelo. Es decir, las
primas, el monto y la frecuencia con la que se presentan las reclamaciones
dependeran del estado en el que se encuentre la cadena de Markov { X}
de la siguiente forma:
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» las primas que recibe la compania aseguradora al tiempo t son cy,,

» las reclamaciones son modeladas por un proceso Poisson de intensidad
>\Xt7

» las reclamaciones Y}, tienen distribucion Gy, con E[Y;] = p;.

En particular, como \x, depende de la cadena de Markov, se dice que el
namero de reclamaciones N = {N;};>¢ es un proceso Poisson modulado de
Markov. Notemos también que mientras X; = 4, las primas generan un flujo
lineal de ingresos c¢; para la aseguradora. Ademas que los tamanos de las
reclamaciones son independientes de NV;.

Considerando todas las caracteristicas mencionadas anteriormente, el mo-
delo de riesgo modulado de Markov esta dado por la ecuaciéon

Ny

t
R, :u+/ chds+ZYk. (3.1)
0

k=1

El espacio de estados no forzosamente tiene que influir en todos los para-
metros del modelo sino que es posible mantener ciertos parametros constantes
para todos los estados de manera que no dependan de la cadena de Markov.
Por ejemplo, para que la prima sea constante bajo cualquier escenario, sim-
plemente se tiene que hacer ¢ = ¢; para todo ¢« € E. El modelo puede incluir
tantas combinaciones de parametros como estados se agreguen al espacio de
estados F.

Para entender mejor los beneficios de agregarle un proceso ambiental a
nuestro modelo, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1. En el ramo de seguro de automéviles se sabe que la ocu-
rrencia de accidentes automovilisticos es méas probable los dias que llueve por
lo que la compania aseguradora decide separar la distribuciéon de las recla-
maciones segin las condiciones climatolodgicas, los dias que llueve y los dias
que no. Supongamos una cadena de Markov con dos estados F = {1,2} y

con generador infinitesimal
—-05 0.5
@= < 0.5 —O.5>

que representa las transiciones entre los periodos lluviosos (estado 1) y los
periodos con condiciones normales (estado 2).
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En el estado 1 las condiciones climatolégicas son muy malas por lo que las
reclamaciones son muy frecuentes, ademas que los montos que se tienen que
resarcir a los asegurados son muy altos. Digamos que Ay =4 y uy; = 5. Por
el contrario, en el estado 2 que las condiciones son normales, los parametros
son A\s = 1y us = 1. En este caso, las primas no se ven afectadas por las
condiciones meteoroldgicas por lo que serd c=5 constante para ambos esta-
dos. Con todas las consideraciones mencionadas, construyamos un proceso
de riesgo y simulemos una trayectoria.

0 _
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©
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Figura 3.1: Trayectoria de un proceso de riesgo modulado de Markov para
parametros definidos en el Ejemplo 3.1.1
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Observemos en la Figura 3.1 como en el estado 1 (condiciones climatolo-
gicas adversas), la frecuencia de reclamaciones y el tamano de éstas es mucho
mayor que en el otro estado. Esto implica que la compania aseguradora estéa
mas propensa a incurrir en ruina mientras se encuentre en el estado 1 por
lo que debe tomar medidas para disminuir la frecuencia de reclamaciones en
dichos periodos o bien aumentar el monto de las primas.

3.1.2. Difusiéon

En la realidad, el capital que se mueve dentro de una compania asegura-
dora no se comporta de manera lineal sino que esta sujeto a diversos factores
como la inflacién, cambios en el nimero de asegurados y variaciones en el
numero de reclamaciones que generan una aleatoriedad adicional. Para repre-
sentar todas estas fluctuaciones, conocidas como volatilidad y que aumentan
la incerteza dentro del modelo de riesgo, anadiremos un variable aleatoria
modelada por un proceso de difusion. Al ser un conjunto de pequenos fac-
tores que no se conocen explicitamente, asumiremos que las perturbaciones
generadas por cada uno de los factores se anulan entre ellas, por lo que utili-
zaremos un proceso que tenga deriva cero. Especificamente, un movimiento
browniano estdndar.

Al igual que los demés elementos del modelo, la volatilidad de la difusion
también dependera del estado en el que se encuentre la cadena de Markov a
través de la constante ox,. Por lo tanto la volatilidad hasta el tiempo ¢ estara
dada por el proceso de difusion

t
/ 0x, dB s
0

donde {B,;};>0 es un movimiento browniano estandar.

Por la propiedad de pérdida de memoria de la distribucién exponencial
y la independencia de los incrementos del movimiento browniano, el proceso
puede ser visto como una secuencia de procesos de Cramér-Lundberg en
donde el capital inicial es el valor final del proceso anterior y los parametros
de cada uno de esos procesos depende directamente del estado en el que se
encuentre la cadena externa de Markov.

Considerando todas las caracteristicas mencionadas anteriormente, el mo-
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delo de riesgo modulado de Markov con difusiones y saltos estd dado por:

N

t t
R, =u —|—/ CXst + ZYk —|—/ O'XSdBS. (32)
0 —1 0

A pesar de aniadir supuestos al modelo de riesgo, nuestro principal interés
sigue siendo estimar la probabilidad de ruina de la compania. A continuaciéon
se extienden conceptos que ya mencionamos para el modelo clasico de riesgo
como condiciéon de ganancia neta, coeficiente de ajuste, probabilidad de ruina,
etc. para el modelo con modulado de Markov y difusiones.

3.2. Probabilidad de ruina

Para el modelo modulado de Markov, dado el estado inicial ¢ definamos
a la probabilidad de ruina como

¢Z(U) ZP[T<OOR0:U,X0:Z] (33)
y a la probabilidad de no ruina para el mismo estado inicial como

¢i(u) =1 —¥i(u). (3.4)

Consecuentemente, la probabilidad de ruina es la suma ponderada de las pro-
babilidades de ruina dado el i-ésimo estado inicial por el porcentaje promedio
de tiempo de permanencia de la cadena externa de Markov en el correspon-
diente estado

Y(w) = i(w)m. (3.5)

i€l

Antes de agregarle la difusion al modelo, recordemos que el proceso tni-
camente decrece por causa de una reclamacion, sin embargo, con la difusion
el capital de la compania aseguradora también puede disminuir por la osci-
lacién del movimiento browniano. Esto implica que para R; definido en (3.2)
la ruina puede ser causada por dos distintas fuentes: por una reclamaciéon o
bien por la oscilacion de la difusion. Sea

7o =nf{t: Ry <0,R, >0,0<h <t}
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el tiempo en el que sucede la ruina por causa de una reclamacion, con 74, = 0o
si Ry > 0 para todot > 0. Y sea

ra=1nf{t: R, =0,R, > 0,0 <h <t}

donde, 7; = oo si R; > 0 para todo ¢ > 0 el tiempo de ruina causada por el
proceso de difusion. Entonces el tiempo absoluto de ruina del proceso es

7 = min{7,, 74}

Con lo anterior, las probabilidades de ruina correspondientes a cada una de
las causas, reclamacion o proceso de difusiéon, seran

Ys(u) = Pl1s < 00 : Ry =, | (3.6)

v,
a(u) = Plrg < 00t Ry = ul. (3.7)

De donde, para u > 0, la probabilidad de ruina para (3.2) es

Y(u) = Vs(u) + Yg(u). (3.8)

Notemos que ambas probabilidades de ruina son eventos disjuntos ya que
para un determinado instante de tiempo tnicamente se puede presentar uno
de los dos eventos. Y como la ¢(u) considera a ambos, entonces es la suma
de tales probabilidades.

Ademés dado que sucede la ruina, la probabilidad de que haya sido con-

secuencia de una reclamacion es % y W(—(")) de que haya sucedido por la
oscilacion.

P(u

3.2.1. Condicién de ganancia neta

Para lo que sigue, recordemos que por definicion {X;}:>o es irreducible y
tiene espacio de estados finito, por lo que existe su distribucién estacionaria
7 = (m;)iep indicando el tiempo promedio que la cadena permanece en cada
uno de los estados. Para que una compania sea rentable se busca que a lo
largo del tiempo, el capital promedio de la aseguradora se mantenga por
encima de un cierto valor. Generalmente representa un limite inferior que en
caso de ser alcanzado senala que ciertas medidas deben de ser tomadas para
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mantener la solvencia de la empresa. Sin pérdida de generalidad tomaremos
este valor como cero, entonces se busca que

1
lim —Rt > 0.
t—oo ¢

En otras palabras, se desea que el dinero recibido por concepto de primas
sea suficiente para cumplir con todas las obligaciones que puedan surgir con
los asegurados, lo cual implica que el promedio de las primas recibidas sea
mayor al promedio de los pagos por concepto de reclamacion,

=1 =1

La razon por la que ningin término correspondiente a la difusion aparece
en la condiciéon (3.9) es que para calcularla se utilizan los valores esperados
de cada una de las variables aleatorias que figuran en el modelo de riesgo y
al ser F[B;] = 0, ésta se anula.

Es un resultado conocido en la teoria de riesgo que si no se cumple con
la condicién de ganancia neta se tiene que 1(u) = 1 para todo v > 0. En tal
caso la compania incurrird en ruina sin importar cual sea capital inicial. Por
lo tanto para que los resultados siguientes tengan sentido, asumiremos que
se cumple con la condicion de ganancia neta dada por la Ecuacion (3.9).

Para encontrar el coeficiente de ajuste y la probabilidad de ruina debemos
definir la filtracion sobre la cual nuestro proceso se desarrollarad. Tomemos
S = {Sy}is0 definida como Sy = IFV X donde {37} >0 v {S7* }iso son las
filtraciones naturales de {R;}:+>o y de {X:}+>0 respectivamente. Observemos
que Jo = IX ya que X; es Sp-medible.

Sin pérdida de generalidad y para facilitar los célculos, a menos que se
indique lo contrario, de aqui en adelante asumiremos que las primas son uni-
tarias y constantes en el tiempo. Para esto aplicaremos el cambio de variable
Vi := Vpw donde T'(t) = fot i, con lo cual tendremos que ¢ = 1 constante

para cualquier estado de {X;}¢>0. El modelo simplificado quedara como

Ny t
Rt:u+t+ZYk+/ ox.dB,. (3.10)
k=1 0
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3.2.2. Coeficiente de ajuste

Anteriormente encontramos que el coeficiente de ajuste para el modelo
clasico de Cramér-Lundberg es el inico R > 0 tal que

E[efR(cel 7Y1)] -1

donde #; es el tiempo antes de la primera reclamacion. Esto se interpreta como
que las primas que se acumulan en el intervalo de tiempo entre reclamaciones
sean suficientes para cubrir el monto de la siguiente reclamacion.

Antes de continuar, es importante mencionar que en este apartado ob-
tendremos el coeficiente de ajuste inicamente para mostrar su relacién con
el coeficiente del modelo clésico. Sin embargo, en [2]| se puede consultar su
uso como cota para la probabilidad de ruina.

Cuando la difusion es agregada al modelo, el coeficiente de ajuste es el
tinico R > 0 que satisface

E[e—R(691—Y1+UW91)] =1. (311)

Utilizando la ecuacion (1.12), tenemos que

e oy _— — Ne Mdydt.
)\+CR / / \/_27rt Y

Desarrollando la integral,

2
00 00 -
)\e_’\t/ e_R"ye—ztdydt
/O —00 \/_27T
_ / Ae M TR / L
0 \/—27rt

o2 _ )\
:/0 e 2 Atdl(::)\_TR2

2

E[G—R(CG1—Y1+UW91)] _

Para que la ultima integral exista se necesita que < R < A. En tal caso se
tiene \ \
§(—R)——= =1,
PN
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de donde se obtiene la ecuacion fundamental de Lundberg para el modelo de
riesgo perturbado por una difusion

A2G(s) = (A — es)(A — T2, (3.12)

cuya solucion es —R. Observemos que si o = 0, se obtiene la ecuaciéon fun-
damental de Lundberg (1.13) para el caso sin difusion.

Siguiendo la misma idea para el caso con modulado de Markov y difusio-
nes, el coeficiente de ajuste es la solucion R > 0 de la ecuaciéon

Ele MFo=|g | = Ele ROtk ondWjgX] = 1. (3.13)

Utilizando el hecho que los elementos son independientes dado 3% | tene-

mos que

Ble M| ] = Ble 0S| B[e™ S Ble R 7 |5X)

Recordemos que dado que la cadena de Markov se encuentre en el i-
ésimo estado, la intensidad de las reclamaciones es modelada por un proceso
Poisson de pardmetro \;, y conecuentemente el tiempo entre reclamaciones
de distribuye exponencial de pardmetro ;.

Considerando que Xy = i, se puede desarrollar el primer término de la
ecuacion anterior de la siguiente forma.

Ele 3% :/ e\ x,e Ml dt
0

0 jJEE
@i
_ ) (3.14)
@D jepPiAi + R
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El segundo como,

JL] = /OO /Oo eMdGx, (y)dt

= / 6 QZ szgdG

E [eRYi

jeE
T / RYdG; (1)
jerE
= q: Y pigi(—R), (3.15)
JEE

donde g;(—R) es la transformada de Laplace de g;.
Y por tltimo,

Blem Rl otV g

2
oe] o0 Y
_ —Rox,y e —Ax,t
= e t Ax, e “Xetdydt
/ / V(2rt) e Y

/ / th o di me 5€ ~4i2jenPitite” qlzﬂeEp”Rajydydt

\/_ 27Tt

:/ qi sz])\ 6[ g geEsz (szjeEp”a]) 2}

JjeEE
- el 510
= . .
U Y jepDigAi — (@ Y jep Pig0s) 25

La tnica condiciéon para la existencia de las integrales anteriores es que
el numerador de (3.16) sea mayor a cero. Finalmente juntando (3.14), (3.15)
y (3.16), tenemos que el coeficiente de ajuste esta dado por la ecuacion

[Qi Zpij QZ szjaj QZ szj)\ + R]

JjeEE JjEE JjEE

=) pudi(—R)la: Y piA] (3.17)

JjEE JEE
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Ejemplo 3.2.1. Consideremos un cadena de Markov con espacio de es-

tados E — {1,2}. Sean Q — <_0'5 05

0.5 —O.5> su generador infinitesimal y

P = (? (1)) su matriz de saltos. Supongamos que la distribucion de las re-

clamaciones es exponencial con el mismo parametro para todos los estados,
es decir E[Y]| = p. Entonces su ecuacion fundamental de Lundberg esta dada
por

(g + @) (@ Ae + @A) (p— R)™!
R2

= (@1 A2 + @M1 + R) (@1 A2 + ol — [(quo2)® + (Q102)2]7)-

Notemos que si o = 0 se tiene la ecuacion fundamental de Lundberg

g + @) (@A + @A) = (= R) (1 A2 + @21 + R)
correspondiente al caso sin difusion.

La importancia del coeficiente de ajuste reside en su funcionalidad co-
mo cota para la probabilidad de ruina en los casos en los que no se pueda
encontrar una féormula explicita para ésta. Ademas es utilizado cuando se
aproximan los modelos de riesgo a través de modelos con difusiones al de-
mostrar la convergencia de las ecuaciones fundamentales de Lundberg.

3.2.3. Sistema de ecuaciones diferenciales

Como vimos en el capitulo anterior, encontrar una expresion exacta para
la probabilidad de ruina no siempre es posible. Cuando esto sucede la mejor
alternativa es buscar un método numérico que nos permita aproximar los
valores exactos. Este procedimiento ha sido explorado en varios articulos,
por un lado Li y Ma [7] supusieron la distribucion del tamano de las recla-
maciones constante para todos los estados de la cadena de Markov con lo
cual definieron un sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas para en-
contrar la probabilidad de ruina. Por otro lado, Gu, Li y Zhou [3]| encontraron
un sistema equivalente eliminando el supuesto de la distribucién constante.
En la presente secciéon presentaremos la forma de obtener dichas ecuaciones
diferenciales.

La idea es escribir la probabilidad de no ruina bajo los posibles com-
portamienos del proceso Poisson que modela las reclamaciones y diversificar
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el proceso subyacente, o sea la cadena de Markov. Para empezar, conside-
remos el comportamiento de R; para un intervalo infinitesimal de tiempo
(0, k], h > 0. Supongamos que X, = i, entonces dentro del intervalo anterior,
podemos considerar las siguientes posibilidades:

1. No hay reclamaciones ni cambios de estado.

2. No se presenta ninguna reclamacion, sin embargo la cadena cambia de
estado.

3. Hay una reclamacion, que no causa ruina, y la cadena permanece en el
mismo estado.

4. Hay al menos una reclamaciéon y un cambio de estado.
5. Hay mas de una reclamacion y/o cambio de estado.

Recordando que por la construccion del generador infinitesimal de la ca-
dena externa de Markov, la probabilidad que la cadena salte de estado en un
tiempo infinitesimal esta dada por g;;h+o0(h), tenemos que las probabilidades
de ocurrencia para cada uno de los casos anteriores son:

1. (1 —=gh+o(h))(1 —Xh+o(h)),

[\)

- (gih +o(h))(1 = X\ih + o(h)),

w

W

- (gih +o(h))(Aih + o(h)),
5. o(h).

Considerando las dos listas anteriores y ponderando el comportamien-
to esperado del proceso en cada uno de los casos por su correspondiente
probabilidad de ocurrencia, obtenemos la siguiente descomposiciéon para la
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probabilidad de no ruina:

¢i(u) =(1 — gih + o(h))(1 = Aih + o(h)) E[¢i(u + h + o;W3)]
+ (gih + o(h)(1 = Xih + o(R)E[> _ pij(u+ b + ;W)
J#i
u+h~+o; Wy,
/0 oi(u+ h+ oWy, — y)dGi(y)

+ (@:h + o(h)(\sh + o(R) Y iy
i

u+h+a'jWh
/ 6, (u + h + 0 Wi — 1)dG;(y) + oh). (3.18)
0

Para simplificar (3.18), veamos que eligiendo p;(u, h) = u+h+o; W}, una
expresion polinomial de un movimiento Browniano, tenemos que

Asi que utilizando la formula de [t6 tenemos,
h 1 h
o) = ) + [ [61(w) + gotelalds + [ oW,
0 0
Lo cual implica que,

E[6:(pi(u, )] = 6u(u) + 6i(u)h + 3076 (u)h + ofh).
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Sustituyendo en (3.18) y dividiendo entre h,

6ulu) g = (1= g+ () (1~ A+ o(h))
[64(0) + 94w} + 5026 (w)h + o(h)

(g:h + o(h))(1 — Aih + O(h))E[Zpij¢j (u+h+o;Wh)]
J#

EIH

1
u+h+o; W,
/ ¢i(u+ h + oWy, — y)dG;(y)
0
1
+E(qih—|—0(h )(Aih + o(h pr

JFi

u+h+o; Wy, O(h)
/ gzﬁj(u—kh—f-o]Wh—y)dG](y)—i-T
0

De donde al tomar el limite cuando A tiende a 0 por arriba se obtiene,
1
O(u) + 507" (w) =(Ni + q0)di(u) — i ) piey(u)

J#

. (3.19)
- )\i/o ¢i(u —y)dG;(y).

Integrando (3.19) en el intervalo [0, t] encontramos el sistema de ecuacio-
nes diferenciales para la probabilidad de no ruina

() = 5(0) + 507(6h0) = 6(0) = +) [ 6l

— > pij / ¢;(u

J#i
—\ /0 /0 " s(u — y)dGi(y)du. (3.20)

Para encontrar la equivalencia de la expresion anterior para la probabili-
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dad de ruina, sustituyamos ¢;(u) = 1 — 1;(u) en (3.20),
Ui(t) = i0)+ 503 04(E) — ¥i(0))

—<Ai+qi>/u—wl duprU/ 1= 5 (w)du

JF

oy t [ 1= vt laci

:/\i/o @bi(t—y)[l—Gi(y)]dvaqz/ z ZPU@ZJJ

JF#i

Y /t[1 — Gy(w)]du. (3.21)
Donde la tltima igualdad se da ya que
| [ =t miacian = [ 11—
+ )\i/ [1—(t —y)|[l — Gi(y)]dy.
0

Si tomamos el limite cuando ¢ tiende a infinito en (3.21) obtenemos el
sistema de ecuaciones diferenciales para la probabilidad de ruina

U0 =50 =0 0 [ [6) Y p )
i 0 ji

Transformada de Laplace

Ya que tenemos el sistema de ecuaciones, hay que buscar un método
para resolverlo, para esto Gu y Li [4] aplican la transformada de Laplace.
En seguida mostraremos el procedimiento seguido por ellos. Definamos a
las transformadas de Laplace para G; y v¥;(u) como g; = fooo e Gy (u)du

y @/)z fo e ""1;(u)du respectivamente. Aplicando la transformada de
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Laplace en (3.21) se obtiene,

() = 0i(0) + 507057 (5) — 94(0) — s0(0)]
~ /\Z )\z

= (A + q)i(s) — q; sz'ﬂﬁz’(s) — Aiti(s) — " + —3i(s).

— S
J#i

Que es equivalente a,

5+ 207 — (Abar) + Aesg(9)i(5) + @ 3 pigds(s)

2" —
J#i
(052 L ooy ANy A
= Gi0) 507 + 1]+ o2 (0) — 2+ Ygifs).
Definamos a
1
fils) =s+ 5‘%’252 — (N + @) + Nigi(s),
1 1 N N
hi(s) = (1+ 5053)%(0) + 503%(0) -—+ ?gi(s)

s
de manera que podamos expresar a la Ecuacion (3.24) como,

( fl(SWAl(S) +Q12@/;2(3) + .. +Q1cﬂ/;d(5) =
41 ()1 (s) Hfa(s)ha(s) + . Hquatha(s) =

L g (9)01(5)  +qaata(s) + ... +fa(8)a(s) = ha(s).

De forma matricial (3.27) se escribe como A(s)(s) = g(s). Donde

f1(5) qi2 - qid
A(S) — g21 fQ(S) 424 :
da1 Qaz - fd(S)

D(s) = (1(s), ¥ (8), s Val9))" ¥ Bi(s) = (ha(s), ha(s), ., hals))"

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Probabilidad de ruina v (u)

Los sistemas de ecuaciones (3.21) y (3.22) definen a las probabilida-
des de ruina dado el i-ésimo estado inicial. Ahora para encontrar ¢ (u) =
> icp Titi(u) ponderamos la expresion (3.21) por la distribucion estaciona-
ria m; del proceso ambiental, de manera que obtenemos

0(0) = () + 5 3 mo(w(r) — vi(0)

i€ER
“Smh [ it - )1 - Guw)d
;W / y)ldy
Zﬁl%/ z Zp23¢] dU—ZWZ l/ 1_ (y)]dy
el J#i S
=S"mwh | it — )1 — Gi(y)]d X[ L= Gy, (3.28)
;W / Jdy — ;W / y)ldy

Y nuevamente tomando el limite cuando ¢ crece a infinito,

Zm 20) =) mA / [1— Gyldy. (3.29)

ZEE i€l

De manera que la probabilidad de ruina absoluta esta dada por las ecua-
ciones (3.28) y (3.29).

Ejemplo 3.2.2. Para concluir esta secciéon trabajemos con un ejemplo sen-

cillo. Consideremos un cadena de Markov con espacio de estados F = {1, 2}.
— P 1 .

Sean @ = ©D) gy generador infinitesimal y P = 0 su matriz
@2 —4 10

de saltos. Supongamos que la distribucion de las reclamaciones es exponencial

con parametro ;. Entonces su distribucion estacionaria es m = (qlqj(m, ql‘ﬁ% ).

Adicionalmente veamos que §; = ee—jrs, asi que el sistema de ecuaciones
k2

para la probabilidad de ruina queda como
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[s + %0%32 —(M+aq)+ )\1919—7— SWAl(U) + qia(u)

= (14 So3pa(0) + ot (0) - 2 220
[s + 30332 — (A +q)+ )\1929_7_ S]@(U) + gt (u)

= (14 33s)a(0) + godud(0) - 22 4 22 0

En la presente secciéon nos encontramos con la dificultad de encontrar so-
luciones exactas de las probabilidades de ruina a pesar de contar con sistemas
de ecuaciones diferenciales, asi que en el siguiente capitulo exploraremos otra
alternativa para aproximar estas soluciones.



Capitulo 4
Simulaciéon

Al no contar con expresiones explicitas para obtener la probabilidad de
ruina mas que para un numero limitado de casos del Modelo (3.2), recurrimos
a la simulacién utilizando el software R. Con esta herramienta analizamos
el comportamiento del modelo de riesgo bajo diversos supuestos con la fi-
nalidad de compararlos y determinar que tanto impactan cada una de las
modificaciones al comportamiento del capital de la compania aseguradora y
evaluar si es importante considerlas.

Una de las limitantes de la simulacion es la imposibilidad de calcular las
probabilidades de ruina para un horizonte infinito de tiempo por lo que ge-
neralmente se busca un tiempo T a partir del cual se comiencen a estabilizar
los resultados y consecuentemente se empiezan a ver comportamientos pare-
cidos a los del tiempo limite. Particularmente para la funcion RuinaMMD
la eleccion del tiempo limite también dependi6 del tiempo de ejecucion del
programa ya que para una T muy grande la lentitud del programa limitaba
el nimero de iteraciones a realizar. Es importante mencionar que a pesar
de que la T elegida puede no ser la 6ptima, fue constante bajo los distintos
supuestos de manera que la comparacion de resultados no se viera afectada
por la variaciéon de ésta.

4.1. Resultados comparativos

Los resultados que se presentan a continuacién se obtuvieron con los pro-
gramas incluidos en los Anexos. Para poder comparar los resultados obteni-
dos, todas las simulaciones son modificaciones del caso "base" que se presen-
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tara enseguida.

Ejemplo 4.1.1. (Ejemplo base)

El modelo modulado de Markov con difusiones y saltos con el que tra-
bajamos en este documento fue pensado con el objetivo de representar al
capital de una compania aseguradora a través del tiempo, nuestro ejemplo
seguiréd la misma direccion.

Supongamos que la compania aseguradora supone tres posibles escena-
rios entre los cuales puede cambiar aleatoriamente en distintos momentos del
tiempo. El escenario 1 es el mas negativo, los siniestros son muy frecuen-
tes, las reclamaciones muy grandes y las primas que recibe por parte de los
asegurados son minimas, ademas existe mucha incertidumbre sobre factores
externos que puedan afectar directamente a la compania. En contraste, en el
escenario 3 las condiciones son 6ptimas, es decir, las reclamaciones son pe-
quenas y poco frecuentes, no hay muchos factores desconocidos que impactan
al capital y las primas recibidas son grandes. El escenario 2 es un escenario
con condiciones intermedias entre los otros dos. Cada uno de los escenarios,
jugara el papel de un estado en el espacio de estados E = {1,2,3} de la ca-
dena externa de Markov, la cual tendra al generador infinitesimal presentado
en el Ejemplo 2.1.1,

—0.5 035 0.15
@=1005 —-05 045
04 01 -0.5

con su correspondiente distribucion estacionaria
T = (82/251,76/251,93/251).

Con lo anterior en cuenta, y suponiendo que los tamanos de las reclama-
ciones tienen una distribucion exponencial de parametro u;, el ejemplo base
tendra los siguientes parametros:

Estado | \; Lbi c | o
1 1.5]10.75 125
2 1 105 | 3 1
3 0.8 04 |35]0.5

Tabla 4.1: Definicién de parametros para el caso base.
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En la realidad, es poco probable que haya tnicamente tres escenarios y
mas aun, que las diferencias entre las condiciones en cada uno de estos estén
tan marcadas, sin embargo se eligieron de esta manera para que los resultados
fueran mas ilustrativos sobre el impacto de cada uno de los pardmetros sobre
el capital de la compania.

R(D

Estados
!

Tiempo

Figura 4.1: Trayectoria de un proceso de riesgo modulado de Markov con los
paramtros definidos en el Ejemplo 4.1.1 con estado inicial Jy = 1.
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Condicién de ganancia neta

Antes de comenzar con cualquier calculo, verifiquemos que para los pa-
rametros dados en la Tabla 4.1 en efecto se cumple la condicién de ganancia
neta (1.9), ya que en caso contrario no tendria sentido hacer ningin tipo de
analisis de la probabilidad de ruina. Con los valores dados anteriormente,
tenemos que

c=) me =294y Ap=> mhip =222

S i€EE

Por lo tanto,
c > M.

Probabilidad de ruina dado el estado inicial

Recordemos que la probabilidad de ruina 1(u) es un promedio ponderado
de las probabilidades de ruina v;(u), lo que hace fundamental su anélisis
de manera individual. En este apartado, utilizando los resultados obtenidos
de la simulacion de la probabilidad de ruina del Ejemplo 4.1.1 veremos la
dependencia que tiene la probabilidad de ruina del estado inicial. La tltima
columna de la Tabla 4.2 se obtuvo considerando a la distribucion estacionaria
obtenida en el Ejemplo 4.1.1 y utilizando la formula (3.5).

Iteraciones 11(1) o(1) s5(1) (1)

10 0.7 0.2 0.2 0.3633
20 0.68 0.18 0.24 0.3656
100 0.67 0.14 0.2 0.3354

500 0.648 0.162 0.236 0.3482
1000 0.664 0.145 0.214 0.3428

Tabla 4.2: Resultados de la simulacién de la probablidad de ruina para un
proceso de riesgo con difusiones con T=25 y parametros definidos en el Ejem-
plo 4.1.1.

En la Tabla 4.1 encontramos que ¢5(1) < 13(1) < ¢;(1). Curiosamente
se tiene que a pesar de que los parametros del modelo para el estado 2 son



4.1 Resultados comparativos 47

"peores", por ejemplo reclamaciones més frecuentes y con montos prome-
dios mayores, que para el estado 2 la ruina dado éste ultimo como estado
inicial es méas probable. Dicho comportamiento puede ser atribuido a que la
probabilidad de transicion p3; es muy alta, lo cual ocasiona que las trayec-
torias comenzadas en el estado 3 rapidamente pasen al estado 1 en el cual la
probabilidad de ruina es mayor.

Para comprobar lo anterior, se simul6 el mismo proceso de riesgo bajo dis-
tintas probabilidades de salto para el estado 3 disminuyendo la probabilidad
p13. La matriz de saltos que se utilizo fue

—-0.5 035 0.15
P=1005 —-05 045
03 07 -0.5

Los resultados obtenidos, que se muestran en la Tabla 4.3, ilustran la
relevancia que tienen las probabilidades de transiciéon en la probabilidad de
ruina, ya que en este caso se tiene ¥3(1) < 19(1) < 1 (1).

Iteraciones 1 (1) wo(1) 3(1) (1)

10 0.5 0.1 0.1 0.1669
20 0.7 009 0.06 0.1795
100 0.6 0.14 0.1 0.1415

200 0.662 0.106 0.098 0.1957
1000 0.665 0.113 0.086 0.1941

Tabla 4.3: Resultados de la simulaciéon de la probablidad de ruina para un
proceso de riesgo con difusiones con T=25, parametros definidos en el Ejem-
plo 4.1.1 y la matriz de saltos anterior.

La Figura 4.2 ilustra el comportamiento de las trayectorias del modelo
bajo los distintos estados iniciales de manera que se refleje el impacto que
tiene el estado inicial en el comportamiento de la trayectoria completa.

Para concluir el analisis del Ejemplo 4.1.1, profundicemos un poco mas
en el anélisis de los pardmetros para cada uno de los estados.
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Proceso de Riesgo

30
|

20
|

R(t)
10
|

——— Estado 2

~——— Estado 3

0 5 10 15

Tiempo

Figura 4.2: Trayectorias de un proceso de riesgo modulado de Markov con
difusiones utilizando los pardmetros del Ejemplo 4.1.1 y cambiando el estado
inicial.
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4.1.1. Ajuste del modelo

Antes de continuar explotando el codigo para la simulaciéon del modelo de
riesgo modulado de Markov con difusiones, es importante verificar el ajuste
de éste.

Atn cuando no se conoce el valor exacto del resultado arrojado por la
simulacion, en este caso la probabilidad de ruina, es importante evaluar el
comportamiento del proceso con el fin de asegurarnos que al menos arroje
resultados consistentes entre ellos.

Para esto generamos una muestra de probabilidades de ruina, para 100
iteraciones, a partir de la cual se genera un intervalo de confianza. La media
muestral y la varianza fueron de

= 0.3429 o = 0.0005.
Con lo cual se obtiene el intervalo para el 95% de confianza

(0.3359, 0.3500).

Veamos como a pesar de haber utilizado un ntamero reducido de iteracio-
nes el intervalo obtenido es de tamano relativamente corto, lo cual apoya el
buen ajuste del modelo. Y adicionalmente se sustenta por la baja desviacién
que hay dentro de la muestra.

Por ultimo para verificar que el intervalo en efecto es adecuado, se reali-
zaron 5 simulaciones con 1000 iteraciones (Tabla 4.4) y se comprob6 que en
efecto caen dentro del intervalo encontrado.

1 2 3 4 5
(1) 0.3375 0.3428 0.3425 0.3366 0.3501

Tabla 4.4: Resultados obtenidos de la simulacién de la probabilidad de ruina
de un proceso de riesgo modulado de Markov con difusiones de parametros
definidos en el Ejemplo 4.1.1 y T=25 realizando 1000 iteraciones.

Como ya vimos la eleccion de 100 iteraciones no es 6ptima, sin embargo
se eligié asi por rapidez computacional. Es importante mencionar que todos
los demas resultados incluidos en la presente secciéon se obtuvieron bajo 1000
iteraciones.
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Impacto de los parametros en el comportamiento del modelo

Ahora, para tener una referencia de las diferentes condiciones en cada uno
de los estados, simulamos tres procesos de riesgo independientes entre si y
sin modulado de Markov, o sea sin posible cambio de estado. Para cada uno
de estos se tomaron los parametros correspondientes al i-ésimo estado del
Ejemplo 4.1.1. Denotemos con v'(u) a las correspondientes probabilidades
de ruina, en la Tabla 4.5 aparecen los resultados de simular dichos procesos
para un capital inicial © = 1 y un tiempo limite 7" = 25.

Iteraciones ¢'(1) ¢2(1) ¢3(1)

10 0.9 0 0
20 0.78 0.02 0.01
100 0.81  0.04 0

500 0.816 0.038 0.014
1000 0.811 0.061 0.006

Tabla 4.5: Resultados obtenidos de la simulacién de la probabilidad de ruina
de un proceso de riesgo con difusiones de parametros definidos en el Ejemplo
4.1.1 y T=25.

La resultados contenidos en la Tabla 4.1.1 muestran que la probabilidad
de ruina es mayor para el estado 1 que para los otros dos estados, confirman-
do la intuciéon de que a mayor frecuencia de reclamaciones, mayores montos
promedios de éstas, menores primas y mayor difusion es mas alto el riesgo de
arruinarse. Ademas al comparar estos resulados con las probabilidad de ruina
dado el estado inicial (Tabla 4.2) y ver que se invierte el orden de las proba-
bilidades para los estados 2 y 3, resalta la relevancia del impacto que tienen
las probabilidades de saltos de un estado a otro sobre el comportamiento del
proceso de riesgo gobernado por una cadena de Markov.

Una vez analizada la influencia del modulado de Markov sobre el proceso
de riesgo, veamos como las difusiones lo alteran.

Modelo con difusion vs. modelo sin difusion

La primera inquietud que surge al agregarle difusiones al modelo es en-
tender que tan fuerte es el impacto de la volatilidad en la probabilidad de
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ruina. Tomando en cuenta que ¢(u) = ¢s(u) + @g(u), utilizando los mismos
parametros simulamos una serie de procesos con y sin difusion. En la Tabla
4.6 se presentan los resultados obtenidos.

Iteraciones P(1) a(1)
Sin difusion  Con difusion

10 0.1327 0.3633 0.2306

50 0.0718 0.3656 0.2938

100 0.0841 0.3354 0.2513

500 0.0725 0.3482 0.2757

1000 0.0656 0.3375 0.2719

Tabla 4.6: Resultados comparativos de la simulacién de la probabilidad de
ruina de un proceso modulado de Markov con difusién vs. uno sin difusion
utilizando los pardmetros definidos en el Ejemplo 4.1.1 para T=25.

Veamos como en el modelo con difusiones la probabilidad de ruina aumen-
ta considerablemente en relaciéon a los resultados para el caso sin difusion.
Esto concuerda con la intuiciéon de que al agregarle un proceso que refleje un
conjunto de efectos desconocidos que impacten a nuestro proceso, aumenta
la incertidumbre del comportamiento del modelo y por lo tanto aumenta la
probabilidad de que el capital de la compania disminuya sin motivo aparente.
En el proceso sin difusiones las reclamaciones son las unicas posibles causan-
tes de ruina, por lo tanto para el modelo con difusiones, la diferencia entre la
probabilidad de ruina del modelo completo menos la probabilidad de ruina
del modelo sin difusiones sera la probabilidad de que la ruina sea causada
por la oscilacion del proceso. Esta se presenta en la ultima columna de la
Tabla 4.6.

Incrementando la volatilidad de la difusiéon

En [2], Bauerle y Kotter encontraron que en el modelo clésico con difusion
la probabilidad de ruina aumenta conforme aumenta la volatilidad. Es decir,
suponiendo que o < ¢’, entonces ¥ (u) < ¥ (u) donde ¥ (u) es la probabilidad
de ruina de R; en el modelo (3.2). Como complemento a dicho resultado,
veamos en la Tabla 4.7 que la misma desigualdad se sigue cumpliendo atn



52 Simulacion

cuando d > 1. Los encabezados del primer rengléon se refieren a las modi-
ficaciones que se realizaron sobre el caso base. Por ejemplo, los resultados
en la segunda columna corresponden a la simulacién del proceso usando los
parametros del caso base con la tnica modificacién sobre la varianza de la
difusién en el estado 1 cambidndola de 0y =4 a0 =6 .

Iteraciones »(0)
Casobase 01=06 09=2 o03=1 07=0,09=2,
03 = 1
(1) 0.3375 0.4525 0.3995 0.3471 0.5016
o (1) 0.683 0.8 0.686  0.669 0.798
P3(1) 0.133 0.252  0.321  0.159 0.365
(1) 0.2 0.31 0.211  0.217 0.352

Tabla 4.7: Resultados comparativos de la simulacién de la probabilidad de
ruina de un proceso modulado de Markov bajo distintas varianzas de la di-
fusion y utilizando los parametros definidos en el Ejemplo 4.1.1 para T=25.

Modelo con parametros promedio

Ademés del anélisis comparativo de la probabilidad de ruina incrementan-
do la volatilidad de la difusion, Bauerle y Kotter [2| compararon las probabi-
lidades de ruina del proceso con modulado de Markov y difusiones contra las
de un proceso conformado por el promedio de los parametros. Es decir, toman
A= Zle ™A como la intensidad de el proceso poisson N* = {N; }1>0. Y
suponen que las reclamaciones Y;*, Y5 ... son independientes e identicamente
distribuidas con distribucion G* = Zle ”)\’\ G; vy la volatilidad promediada
es 02 = Z?Zl m;0% para obtener el proceso

N
Ri=u+t—)Y Y +o'W,. (4.1)
k=1

En [2]| concluyen que
" (u) < P(u)
para todo u. Donde ¢*(u) es la probabilidad de ruina del modelo (4.1).
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Para verificar este resultado, se simularon ambos procesos y se compa-
raron las probabilidades de ruina. Los parametros que se obtuvieron prome-
diando con la probabilidad estacionaria son

1.0892 | 0.5446 | 3.0219 | 2.3712

Tabla 4.8: Parametros promedio del Ejemplo 4.1.1.

Observando los resultados presentados en la Tabla 4.9 se ve como en
efecto cumple con la condiciéon anterior para u = 1.

Iteraciones (1)
Ejemplo Base Promedio
10 0.3633 0.5
50 0.3656 0.4
100 0.3354 0.34
500 0.3482 0.43
1000 0.3375 0.407

Tabla 4.9: Resultados de la simulacion de la probabilidad de ruina para un
proceso de riesgo con difusiones utilizando los parametros promedio presen-
tados en la Tabla 4.8 para T=25.

Estado en el que sucede la ruina

Una vez que se identifica el riesgo de incurrir en ruina al que esta expuesto
una compania, a esta le interesa conocer en que momento se encuentra mas
vulnerable. Uno de los beneficios de utilizar un modelo modulado de Markov,
es que al particionar el proceso en distintos escenarios, consecuentemente se
particiona la probabilidad de ruina. De manera que es posible determinar
en cual de los estados es mas probable que suceda la ruina. En la tabla que
aparece a continuacion se inlcuyen los resultados de la simulacion del proceso
con los parametros del Ejemplo 4.1.1.

Veamos que para todos los estados la ruina es méas probable que ocurra
en el estado inicial que en cualquiera de los otros. Una de las causas puede
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Iteraciones Jo=1 Jh=2 Jy=3 (1)
10 (1) 0.7 0.2 0.2  0.3633
J=1 1 0.5 r
J.=2 0 0 0
J.=3 0 0.5 0
50 (1) 068 018 024 0.3656
“J.=1 0979 06667 1
J.=2 00294 03333 0
J.=3 0 0 0
100 Ui(1)  0.67  0.14 0.2  0.3354
J,=1 1 043 09
J.=2 0 0.57  0.05
J.=3 0 0 0.05
500 (1) 0.648  0.162 0.236  0.3482
“J.=1 099 07284 0.9676
J.=2 01 02716 0.0169
J.=3 0 0  0.0255
1000 (1) 0683 0133 0.2  0.3375

1
Jr=2 0.0102 0.3835 0.02
3 0 0.0075  0.07

Tabla 4.10: Resultados de la simulaciéon de la probabilidad de arruinarse en
el i-ésimo estado para un proceso de riesgo modulado de Markov con T' = 25
utilizando los parametros del Ejemplo 4.1.1.

ser que el capital inicial del proceso es muy cercano al limite de la ruina y
como en los primeros instantes no se ha incrementado lo suficiente, cualquier
reclamacion en esos momentos genera una ruina.



Conclusiones

Partiendo del modelo de clasico de riesgo de Cramer-Lundberg se presen-
taron todos los conceptos relacionados con la teoria de ruina. Posteriormente
se agregaron los supuestos de un proceso modelando el ambiente en el que se
desarrolla el proceso asi como un proceso de difusion modelando la volatilidad
con la finalidad de tener un modelo que se asemeje mas a la realidad.

Ademés se desarrollo un sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas
para expresar a la probabilidad de ruina, que se puede expresar de forma
matricial tras aplicarle la transformada de Laplace.

Al no encontrar ninguna soluciéon explicita utilizando las ecuaciones, se
procedié a buscar soluciones numéricas para la probabilidad de ruina por
medio de la simulacion del proceso de riesgo. Analizando los resultados obte-
nidos se encontré que la volatilidad incrementa el riesgo de insolvencia y que
agregar el proceso ambiental permite de cierta manera particionar el modelo
en distintos escenarios y evaluar el comportamiento del modelo bajo distintas
combinaciones de parametros.

Queda como proyecto futuro realizar una evaluacion profunda del alcance
del modelo en reflejar la realidad tomando datos histoéricos de alguna asegu-
radora y midiendo el ajuste del modelo. Ademéas de buscar una solucion
explicita para el sistema de ecuaciones diferenciales que pueda ser utilizada
para calibrar el modelo, en lugar de la solucién del modelo clasico que fue
usada.
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Apéndice A
Codigo en R

Los primeros dos cédigos muestran la simulacion del Proceso Poisson
Homogeneo y del Proceso Poisson Compuesto.

# Funcion para generar un Proceso Poisson
# Homogeneo donde lambda es la intenstidad del
# proceso y T es # el hortizonte de tiempo que
# se desea stmular.
PPH<-function(lambda,T){

n=0

t=-log(runif (1)) /lambda

while (t<T){

n<-n+1
t<- t-log(runif (1))/lambda
b
return (n)
}
# Funcion para generar un Proceso Poisson
# Compuesto con intensidad lambda, donde las
# v.a. Yt se distribuyen Ezxzponencial de
# parametro lambdaEzp.

PPC<-function(lambda,T, lambdaExp){
n=0
t=-log(runif (1)) /lambda
while (t<T){
n<-n+1
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t<- t-log(runif (1)) /lambda
}
X<-sum(rexp(n, lambdaExp))
return (X)

El Modelo de Cramer-Lundberg se simulé utilizando el siguiente codigo.

Function para generar un modelo de Cramer
Lundberg suponiendo que las reclamaciones se
disribuyen exponencialmente con parametro
lambdaEzxp .

HOR R ®

CL<-function(lambda,T, lambdaExp){
n=0
t=-log(runif (1)) /lambda
while (t<T){
n<-n+1
t<- t-log(runif (1)) /lambda
}
X<-sum(rexp(n, lambdaExp))
return (X)

El siguiente codigo fue el que se utilizé para generar el proceso de saltos
de Markov.

# Funcion para generartiempos de salto de wuna
cadena de Markov Continua donde d es la
distribucion inicial, { es el generador
infinitesimal y T es el horizonte de tiempo.

H W R

CMC<-function(d,Q,T){
n<-0 # numero de saltos
t<-c(0) # tiempo de los saltos
y<-c(0) # proceso de saltos discreto
1<-ncol(Q) # numero de estados
J<-c(0) # tiempo del i-esimo salto
i<-sample(1:1, size=1, prob=d, replace=T)
y[1]<-1
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t=log (runif (1)) /(Qli,il)
while (t<T){
n<-n+1
J[nl<-t
r<-runif (1)
p<-0
j<-0
while (p<r){
j<-j+1
if(it=3){
p<-p+Q[i,jl/(-Qli,il)
}
}
i<
yln+1]<-j
t<-t+log(runif (1))/(Qli,1i])
}
return(list (J,y))
}

El altimo cédigo es una funciéon para simular el proceso de riesgo modula-
do de Markov con difusiones y saltos dentro de el cual se hace uso del proceso
de saltos de Markov presentado arriba. Para simular la difusion se utilizo el
paquete "sde" asi como la funcién con el mismo nombre. En la funciéon Ries-
goMMD se supone que la distribucion del tamano de las reclamaciones es
exponencial, sin embargo es posible cambiarla por alguna otra disribucion.
También es posible modificar el namero de estado de la cadena de Markov,
cuidando de mantener el niimero correcto de parametros.

Funcion para simular la probabilidad de ruina
de un proceso de riesgo modulado de Makov con
difusiones y saltos para 2 o 3 estados. En
este caso hay 3 walores para cada parametro
ya que cada uno corresponde a un estado
distinto de la cadena externa de Markov. sg
es la warianza de la difusion.

H R R R R ™R

library (zoo)
library (sde)
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Cédigo en R

RuinaMMD<-function (lambdaPP1,lambdaPP2,
lambdaPP3 ,tiempo , lambdaExpl , lambdaExp2,
lambdaExp3,u,cl,c2,c3,sgl,sg2,sg3,d1,Q,m){
p=0
er<-c()
tr<-c()
for(j1 in 1:m){
pa<-p
g<-CMC(d1,Q,tiempo)
J<-gl[[1]]
y<-gl[[2]]
N<-length(y)
R<-c ()
S<-1ist ()
X<-1ist ()
Y<-1ist ()
D<-zoo0 ()
E<-zoo ()
A<-c(O)
t<-0
U<-c(O)
if (y[1]1==1){
lambdaPP<-lambdaPP1
c<-ci1
lambdaExp<-lambdaExpl
sg<-sgl
}
if (y[1]==2){
lambdaPP<-lambdaPP2
c<-c2
lambdaExp<-lambdaExp2
sg<-sg2
}
if (y[1]1==3){
lambdaPP<-lambdaPP3
c<-c3
lambdaExp<-lambdaExp3
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sg<-sg3
}
t=(-log(runif (1)) /lambdaPP)
n=0
yl<-c ()
s<-c()
x<-c ()
while (t<J[11){
n<-n+1
s[nl<-t
t<-t-log(runif (1)) /lambdaPP
}
S[[1]1]<-s
s[n+1]<-J[1]
if (length(s)==1){
y1<-c(0)
x<-c(0)
} elsed{
yl<-rexp(n,lambdaExp)
x<-cumsum(yl1)}
t1<-0
dl<-u
error<-0
x<-c(0,x)
for(kl in 1:length(s)){
if ((s[k1]-t1)<.01){s[k1]=.01+tl+error}
else{s[kl]=s[kl]+error}
d<-sde.sim(t0=t1l,X0=dl,delta=.01,
N=(s[k1]-t1)*100,
drift=expression(0),
sigma=as.expression(sg))
td<-time (d)
tl<-td[length(td)]
error<-s[ki1]-tl
e<-d+cxtd-x[k1]
dl<-d[length(d)]
if (all (e>=0)){p=p}
else{p=p+1
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Cédigo en R

er [pl=y[1]
for(i in 1:length(e)){
if (e[i]1<0){tr[pl=td[il}
}
break}

D<-merge (D, zoo0(d))
E<-merge (E, zoo(e))
R<-c(R,as.numeric(e))

b

if (pa<p){next?
Ud<-c(u,dl)
Uc<-c(u,el[length(e)]-dl)
Y[[1]]<-y1
if (N>1){
for(k in 2:N){
Tl<-td[length(td)]
if (y[k]l==1){

b

lambdaPP<-lambdaPP1
c<-cl
lambdaExp<-lambdaExpl
sg<-sgl

if (y[k]==2){

3

lambdaPP<-lambdaPP2
c<-c2
lambdaExp<-lambdaExp2
sg<-sg2

if (y[k]l==3){

}

lambdaPP<- lambdaPP3
c<- c3

lambdaExp<- lambdaExp3
sg<-sg3

if (k==N){J[N]<-tiempo}

t=

(-log(runif (1)) /lambdaPP)+T1

n=0
yl<-c ()
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s<-c()
x<-c ()
while (t<J[k]){
n<-n+1
s[n]l<-t
t<-t-log(runif (1)) /lambdaPP
}
S[[k]]l<-s
s[n+1]<-J[kl]
if (length(s)==1){
y1<-c(0)
x<-c(0)
} else{
yl<-rexp(n,lambdaExp)
x<-cumsum(y1)}
x<-c(0,x)
for(k2 in 1:length(s)){
if ((s[k2]-t1)<.01){s[k2]=.01+tl+error}
else{s[k2]=s[k2]+error}
d<-sde.sim(t0=t1,X0=dl,delta=.01,
N=(s[k2]-t1)*100,
drift=expression(0),
sigma=as.expression(sg))
td<-time (d)
tl<-td[length(td)]
error<-s[k2]-tl
e<-d+c*(td-T1l)-x[k2]+(Uc[length(Uc)])
dl<-d[length(d)]
if (all (e>=0)){p=p’
else{p=p+1
er [pl=y [k]
for(i in 1:1length(e)){
if(e[i1<0){tr[pl=td[il}
}
break}
D<-merge (D, zoo(d))
E<-merge (E,zoo (e))
R<-c(R,as.numeric(e))
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}

if (p>pa){break?’
Ud<-c(Ud,dl)
Uc<-c(Uc,e[length(e)]-dl)
Y[[k]]I<-y1

}

r1=0

r2=0

r3=0

if (length(er>0)){

for(j in 1:p){
if(er[jl==1){r1=ri1+1}
if(er[jl==2){r2=r2+1}
if(er[j]==3){r3=r3+1}

1}

return(list(p/m,r1/p,r2/p,r3/p,tr))

La funciéon RuinaMMD regresa la probabilidad de ruina dado un determi-
nado numero de iteraciones m, un horizonte de tiempo T y un estado inicial
d1. Adicionalmente calcula las probabilidades de que la ruina suceda en cada
uno de los estados.
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