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RESUMEN

En el presente trabajo se muestra un modelo matematico el cual simula el
crecimiento y desarrollo de los meristemos. Los meristemos son células
indiferenciadas presentes en las plantas, existen los meristemos prima-
rios, los cuales son el meristemos apical caulinar (meristemo en las flo-
res) y el meristemo apical radicular (meristemo en las raices), asi como
los meristemos secundarios, una variedad que muchas plantas desarro-
llan en su etapa postembridnica. Al igual que las células madre en los
animales, éstas pueden convertirse en cualquier tipo de célula en la plan-
ta, con la diferencia de que los meristemos se encuentran presentes en las
plantas toda su vida.

En este modelo de crecimiento se utiliza un campo fase como auxiliar en
la representacién del meristemo, simulando asi a la membrana como una
region difusa que cambia gradualmente de un estado a otro, en este caso
pasa del interior al exterior de manera gradual. En este trabajo se muestra
etapa por etapa el desarrollo de este modelo, describiendo inicialmente
como es el modelo de campo fase, y como es su comportamiento para
asi obtener el potencial quimico adecuado para el sistema. Después, se
desarrolla un modelo de multifases para asi simular la codependencia
que existe entre el meristemo y el morfégeno.

Seguido, se presenta el desarrollo matemdtico de un tensor de esfuer-
zos, el cual influye en la dindmica de la sustancia quimica. Como etapa
final del modelo, se presentan variantes en las condiciones iniciales del
morfégeno, las cuales conllevan a un rompimiento de simetrfa, una de
estas variantes involucra el modelo BVAM, el cual es un modelo de reac-
cién-difusién de Turing. En los capitulos anteriores se describen los calcu-
los numéricos de cada etapa del modelo, y se presentan los resultados de
cada caso.

En el altimo capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

Las células madre ([Knol0],[Lau03]) son grupos de células sin dife-
renciacion las cuales son capaces de dividirse y diferenciarse en diversos
tipos de células especializadas, esto con el fin de dar sustento al creci-
miento o reemplazar tejidos. Tanto animales como plantas tienen células
madre ([Sab04],[HS14]), en ambos reinos, estas células tienen la habilidad
de regenerarse a si mismas con el fin de generar célular hijas que produz-
can nuevos tejidos. Las células madre son especialmente prominentes en
las plantas, produciendo nuevos érganos y tejidos a lo largo de su vida.
Las células madre en los animales y en las plantas (meristemos) compar-
ten varias caracteristicas, ya que ambas se mantienen en microambien-
tes especializados, los cuales son conocidos como nichos de células madre
[HS14], donde sefales locales de un organizador actiian para mantener a
las células madre adyacentes ([Sab04],[Lau03]).

En las plantas, dos nichos de células madre, el meristemo apical caulinar
y el meristemo apical radicular, dan crecimiento al cuerpo de las plantas.
Estos meristemos aparecen durante la embriogénesis, como polos opues-
tos del embrién, y se mantienen durante la vida de la planta. Dentro de
la clasificacion de los meristemos [IZ06], estos nichos se catalogan como
los meristemos primarios, también existen otros nichos conocidos como
meristemos secundarios. A fin de poder hacer un modelo simplificado en
el que se pueda analizar el desarrollo de los meristemos, se considera a
estas poblaciones de células en conjunto como una membrana biolégica.
Las membranas biolégicas o biomembranas acttian como la frontera entre
la organizacién interna celular y el medio a su alrededor. El estudio de las
biomembranas es bastante atractivo por varias razones; por ejemplo, con
el estudio de las membranas biolégicas se obtiene una vision directa del
posible papel que juegan las propiedades fisicas universales en el com-
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2 Capitulo 1. Introduccién

portamiento y funcién de los materiales biol6gicos. Las membranas estdn
compuestas por varios tipos de lipidos (fosfolipidos, colesterol y glicolipi-
dos) los cuales estan auto-ensamblados en una bicapa fluida, y por una
membrana de proteinas la cual estd anclada a ésta. Sin embargo, las bio-
membranas no son solamente esta bicapa, sino que son entidades mucho
mas complejas, las cuales contienen varios tipos de lipidos y proteinas.
Asi que, desde el punto de vista molecular, las membranas biol6gicas son
bastante complejas. A pesar de su complejidad, las biomembranas nos
permiten explorar los factores bioquimicos y las propiedades fisicas que
interfieren en las funciones de los biomateriales, dando asi la oportuni-
dad de controlar dichas funciones.

En este trabajo, para simplificar el estudio de los meristemos, como se
mencioné con anterioridad, se les traté como membranas bioldgicas, las
cuales representan la interfase entre el medio intra celular y el exterior,
pero, en base a lo anterior, tratar el problema de interfase de un meris-
temo es muy complejo, ya que al considerar a los meristemos como una
membrana biolégica, es complicado el simular dicha membrana de ma-
nera que nos represente una interfase entre el interior de ésta, y el medio
a su alrededor, la cual cambie abruptamente de una fase a otra. Asi que
para abordar este problema, hemos usado el modelo de campo fase (o
modelo de interfase difusa), el cual nos ayuda a tratar la membrana co-
mo una interfase que cambia gradualmente de una fase a otra, en vez
de tratarla como si cambiara abruptamente. Por tanto, en este trabajo, se
trata al meristemo como una interfase que cambia del interior al exterior,
esto a través de un campo fase que nos sirve de auxiliar para simular la
evolucién de la membrana. El modelo de campo fase es una herramien-
ta muy util para tratar problemas interfaciales, tal es como aleaciones
[KKS99].

En el primer capitulo se describen los preliminares para conocer el por-
qué del modelo, primero se da una descripcion a grandes rasgos de los
meristemos, donde se muestra la clasificacién de éstos, asi como las ca-
racteristicas que comparten con las células madre del reino animal. Des-
pués, se da una introduccién al método del campo fase, ésto con el fin
de describir su importancia en la solucién de problemas que involucren
superficies entre dos fases.

En el segundo capitulo se describe el modelo de Cahn-Hilliard, una mo-
delo fisico-matemético que describe el proceso de la separacién de fases,
mediante el cual dos componentes de un fluido binario se separan es-
pontdneamente. En la siguiente seccion de este capitulo, se describe la
implementaciéon del modelo de Cahn-Helfrich, con el cual se obtiene un



modelo minimo para la dindmica del campo fase, este modelo tiene rela-
cién con el modelo de Cahn-Hilliard.

En el tercer capitulo se describe la segunda etapa del desarrollo del mo-
delo, se considera un “morfégeno” que tiene una codependencia con
la membrana, favoreciendo el crecimiento y morfologia de ésta. Dicho
morfégeno es representado con otro campo auxiliar. La codependencia
entre ambos campos fase se simula usando un modelo de multifases, en
este modelo se tiene un sistema definido por la energia libre de Gibbs,
donde dicha energia es funcién de los componentes quimicos involucra-
dos en la dindmica del meristemo. En este mismo capitulo se describe
ademas la integracion numérica del modelo, valores de los pardmetros
usados y sus respectivos resultados.

La siguiente secciéon de este capitulo describe el uso del tensor de esfuer-
zos en la dindmica del morfégeno, ya que al haber una codependencia
entre el meristemo y el morfégeno, se puede suponer que la tensién en
la membrana y su forma modifican la dindmica de esta sustancia. En esta
seccién también estdn incluidos la integracion numérica, el valor de los
pardmetros usados y los resultados obtenidos.

En los sistemas biolégicos, es importante que se presente un “rompimien-
to de simetria” para que el sistema alcance un estado de inestabilidad y
con estas irregularidades tienda al crecimiento y cambio de forma [Tur52].
Es por eso que en la dltima parte de este capitulo presentamos dos for-
mas de hacer este rompimiento de simetria, una forma fue mediante la
distribucién de dos o mas maximos del morfégeno de manera equidis-
tante. La otra forma fue mediante la implementaciéon del modelo BVAM
(Barrio-Varea-Aragén-Maini), el cual es un modelo en el que se tienen
dos concentraciones, en este caso una de ellas representa al morfégeno y
la otra a un catalizador o inhibidor que afecta a la primera sustancia, este
modelo [BVAMO99] presenta los patrones tipicos en un modelo de Turing,
es decir, lineas y puntos, ademds de transiciones entre estos, de hecho,
este modelo aplicado en un principio para imitar la formacién de patro-
nes sobre la piel de varias especies de peces. En esta seccién se muestran
las simulaciones numéricas para ambos modelos de rompimiento de si-
metria, los valores de los pardmetros para cada caso y sus respectivos
resultados.

En el capitulo final se presentan las ideas mds importantes del trabajo,
dando una interpretacion fisica y biol6gica a los resultados, y las conclu-
siones de todo el trabajo hecho en esta tesis.






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Células madre en animales y plantas

El término célula madre fue usado al menos hace 60 afos, cuando al

hacer un andlisis de linaje de células se sugirié que el sustento en el cre-
cimiento de tumores es debido a algunas células madre [Ric55].
Las células madre forman una reserva de células sin diferenciacién, di-
cha reserva provee de un suministro constante de células precursoras pa-
ra mantener el crecimiento, formar tejidos o reemplazarlos. Tanto en los
animales como en las plantas, las células madre se mantienen median-
te sefiales intracelulares, las cuales sélo estdn disponibles en los nichos
de células madre. Aunque las plantas usan diferentes sefiales y son mds
flexibles para establecer nichos en nuevas localizaciones.

2.1.1. Comunicacion celular

Las sefiales dentro las células madre y entre ellas es muy importan-
te, ya que si estas células no se dividen con la frecuencia adecuada, los
tejidos no pueden crecer o ser reemplazados (como sucede durante el en-
vejecimiento), o si la proliferacion esta fuera de control, interrumpiran el
desarrollo normal, lo que puede provocar cancer ([OSO8],[HNMOQ9]). Es
por eso que el comportamiento de las células madre depende estricta-
mente de las sefiales provenientes de otras células. Como se ha mencio-
nado con anterioridad, las células madre se mantienen en nichos donde
las sefiales extracelulares estdn disponibles. Conforme las células se pro-
liferan, sélo aquellas que se mantienen cerca de esas sefiales contintian
comportandose como células madre, mientras que aquellas que se des-
plazan de dichas sefiales comienzan a diferenciarse.
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6 Capitulo 2. Preliminares

Se ha demostrado la importancia de la comunicacién celular para man-
tener a las células madre de las plantas, esto mediante el trabajo sobre
mutantes de la planta Arabidopsis que no son capaces de mantener al me-
ristemo apical caulinar. Laux y sus colegas [LMB]96] aislaron plantas de
Arabidopsis con mutaciones en el gen WUSCHEL (WUS). En estas plantas,
el meristemo apical caulinar se empieza a formar, pero después las célu-
las comienzan a diferenciarse perdiendo asi a las células madre. El gen
WUS se apaga para codificar un factor de transcripcién (una proteina que
controla la actividad de los otros genes) el cual es expresado sélo en un
pequefio ntimero de células debajo de las células madre del meristemo
apical [MSH™98].

2.2. Meristemos

Los meristemos son grupos de células isodiamétricas (que tienen igua-

les dimensiones en todos sus lados) con caracteristicas embriénicas. Un
meristemo puede retener su cardcter embriénico indefinidamente, con la
posibilidad de que ésto sea incluso por miles de afios, como es el caso
de los arboles. La razén de esta habilidad es que algunas células meris-
temadticas no se vuelven diferenciadas, y retienen su capacidad para la
divisién celular.
Durante la embriogénesis, en las plantas no se generan directamente los
tejidos y 6rganos del adulto. Sin embargo, la embriogénesis establece dos
patrones de desarrollo basico que persisten y son féciles de reconocer en
la planta adulta:

1. El patrén de desarrollo apical-basal que tiene una simetria axial.
2. El patrén radial de tejidos que se encuentra en el tallo y raiz.

Patrén axial. Casi todas las plantas exhiben una polaridad axial , en la
cual los tejidos y 6rganos estan dispuestos en un orden preciso a lo largo
de un eje lineal o polarizado. El meristemo apical del brote se encuentra
en uno de los extremos de este eje, mientras que el meristemo apical ra-
dicular se encuentra en el otro.

Patrén radial. En los tallos y raices los tejidos estdn acomodados en un
patrén radial que se extiende desde el exterior del tallo o raiz, hasta su
centro. Por ejemplo, si observamos la seccién transversal de una raiz po-
demos ver tres anillos concéntricos de tejidos dispuestos a lo largo de un
eje radial: una capa exterior que es la epidermis, la cual cubre la corteza y
ésta a su vez cubre un cilindro vascular (la endodermis, periciclo, floema
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y xilema).

La protodermis es el meristemo que da lugar a la epidermis, el meriste-
mo fundamental produce la futura corteza y endodermis, y el procam-
bium es el meristemo que da lugar al tejido vascular primario o cambium
vascular.

2.2.1. Clasificaciéon

Los meristemos apical del brote y de la raiz formados durante la em-
briogénesis son llamados meristemos primarios. Después de la germi-
nacion, la actividad de estos meristemos primarios genera los tejidos y
drganos primarios que constituyen el cuerpo primario de la planta.
Muchas plantas también desarrollan una variedad de meristemos secun-
darios durante el desarrollo postembriénico. Entre ellos se incluyen los
meristemos axilares, los meristemos de inflorescencias y los meristemos
laterales (el cambium vascular y el cambium suberégeno).

Meristemos primarios

Hay que mencionar que como ejemplo a la estructura de estos meris-
temos se usard a la Arabidopsis Thaliana, ésta es un miembro de la familia
de las Brasicaceas, o de la familia de la mostaza (Figura [2.1). Se trata de
una planta pequefia, muy apropiada para el cultivo en laboratorio y expe-
rimentacién. Es conocida como la Drosophila de la biologia vegetal debido
a su uso extendido en el estudio de la genética vegetal y los mecanismos
moleculares genéticos, particularmente para comprender los cambios del
desarrollo vegetal. Fue la primera planta superior cuyo genoma se se-
cuencié completamente.

El meristemo apical caulinar estd localizado en el extremo distal del bro-
te, pero estd rodeado y cubierto por hojas inmaduras. Estas son las hojas
maés jovenes producidas por la actividad del meristemo. Este meristemo
es una region llana o ligeramente abultada, formada por pequenas célu-
las de pared delgada, con un citoplasma denso y carecen de una vacuola
central. El meristemo apical caulinar es una estructura dindmica que cam-
bia durante todo el ciclo de la formacién de la hoja y el tallo, incluso en
algunas plantas presenta actividad estacional.

Este meristemo consiste de diferentes regiones funcionales que pueden
ser distinguidas mediante la orientacién de los planos de la divisén celu-
lar, el tamafio de las células y la actividad. El meristemo apical del brote
de las angiospermas usualmente tiene una apariencia muy estratificada,
tipicamente con tres distintas capas de células. Estas capas se llaman L1,
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a) b)

Pétalo

Figura 2.1: Arabidopsis Thaliana: a) Planta madura, con flores ya desarrolladas. b) Flor mostran-
do sus organelos.

L2 y L3, donde L1 es la capa externa. Cada capa tiene sus propias células
madre, y las tres capas contribuyen a la formacién del tallo y de los 6rga-
nos laterales.

El centro de un meristemo activo contiene un grupo de células relati-
vamente grandes llamada la zona central. Esta zona es de alguna ma-
nera comparable al centro quiescente del meristemo radicular. La zona
periférica flanquea la zona central. Una zona medular se encuentra por
debajo de la zona central y daré lugar a los tejidos internos del tallo.

La estructura del meristemo apical de la raiz de la Arabidopsis a grandes
rasgos es:

= El centro quiescente. Los meristemos son poblaciones de células
que se dividen, pero no todas las células en la regién meristemati-
ca se dividen con la misma rapidez ni con la misma frecuencia.
Tipicamente, las células centrales se dividen mucho mds lentamente
que las células alrededor de éstas. Este conjunto de células forman
el centro quiescente. En el caso de la Arabidopsis thaliana el centro
quiescente estd compuesto por un grupo de cuatro células, también
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Figura 2.2: Meristemo apical caulinar y radicular de la Arabidopsis Thaliana. Imagen tomada de
[SWB13].
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Figura 2.3: Patrén radial de los tejidos se puede observar en este corte transversal de la raiz.

Esta seccién de la Arabidopsis estd aproximadamente a 1 mm del dpice de la raiz, una regién
en la que los diferentes tejidos se han formado. Imagen tomada de [TZ06].

conocidas como las células centrales en el meristemo radicular de
la Arabidopsis. Usualmente estas células no se dividen después de la
embriogénesis.

Las células madre corticales-endodérmicas forman un anillo de
células alrededor del centro quiescente. Estas células madre gene-
ran las capas cortical y endodérmica. Experimentan una divisién
anticlinal (es decir, perpendicular al eje longitudinal), entonces las
células hijas se dividen periclinalmente (paralelas al eje longitudi-
nal) para establecer las capas que se convertiran en el cortéx y la
endodermis, cada una de las cuales constituye una capa de células
monoestratificada en la raiz de la Arabidopsis.

Las células madre de la columela son las células inmediatamente
superiores (apicales a) las células centrales. Se dividen anticlinical y
periclinicalmente para generar un sector de la raiz conocido como
la columela.

Las células madre de la cofia-epidermis estdn en la misma fila que
las células anteriormente nombradas formando un anillo alrede-
dor de éstas. Las divisiones anticlinales de las células madre cofia-
epidermis generan la capa de células de la epidermis. Las divisiones
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periclinales de las mismas células madre, seguidas por divisiones
anticlinales de las células derivadas producen la cofia lateral.

= Las células madre del cilindro vascular estdn constituidas por una
fila de células justo detras de las células del centro quiescente. Estas
células generan el periciclo y los tejidos vasculares.

Cabe mencionar que las células madre, junto con las células inmediata-
mente derivadas en el meristemo apical, se denominan promeristemo.

Meristemos secundarios

= Los meristemos axilares se forman en las axilas de las hojas y se
derivan del meristemo caulinar. El crecimiento y desarrollo de los
meristemos axilares produce ramificaciones en el eje principal de la
planta.

» Los meristemos intercalares se encuentran dentro de los érganos,
frecuentemente cerca de sus bases.

» Los meristemos laterales de las raices tiene una estructura similar
al meristemo principal de la raiz, pero éstos se forman a partir de
las células del periciclo las regiones maduras de la raiz.

= El cambium vascular es un meristemo que se forma junto al tejido
vascular primario a partir del procambium en el cinlindro vascu-
lar. No produce 6rganos laterales, pero si todos los tejidos lefiosos
de tallos y raices. El cambium vascular contiene dos tipos de célu-
las meristematicas: las células madre fusiformes y las células ma-
dre radiales. Las células madre fusiformes son células muy largas con
numerosas vacuolas que se dividen longitudinalmente para auto-
regenerarse y de las que se diferencian las células conductoras del
xilema y el floema secundario. Las células madre radiales son células
pequefias de las que derivan las filas de células parénquimaticas
orientadas radialmente en la madera, conocidas como radios.

= El cambium suberégeno forma una capa meristematica que se desa-
rrolla en las células maduras del cortex y en el floema secundario.
Las células derivadas del cambium suberégeno se diferenciaran co-
mo las células corticales que crean la capa protectora secundaria
denominada peridermis o corcho. La peridermis forma la capa pro-
tectora exterior del cuerpo secundario vegetal, reemplazando la epi-
dermis en los tallos y raices lefiosas.
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2.3. Modelo de campo fase

El método de campo fase se ha convertido en una herramienta im-

portante y vérsatil para simular la evolucién de microestructuras a escala
mesoscopica. La microestructura de muchos materiales consiste de do-
minios, los cuales varfan en composicién, quimica, orientacién, etc. Las
propiedades fisicas a escala macroscépica dependen altamente de la for-
ma, tamafio y distribucién de dichos dominios. Por tanto, es de extrema
importancia indagar en los mecanismos de la formacién y evolucién de
las microestructuras, sin embargo, la evolucién de dichas microestructu-
ras involucra un gran namero de procesos complicados. Es por lo anterior
mencionado, que el método de campo fase se ha convertido en una pode-
rosa herramienta para simular la evolucién microestructural en una gran
variedad de procesos [RY90].
El modelo de campo fase [MBWO8] convierte los problemas de frontera
en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, las cuales en prin-
cipio son faciles de integrar numéricamente. Podemos definir el campo
fase, como una funcién continua en el espacio y tiempo, dicha funcién
toma valores reales de todo el dominio[[]Q),

¢p:QCR— R
x € R® — ¢(x) € R. (2.1)

Entonces, las microestructuras consideradas en simulaciones de campo
fase tipicamente consisten en un nimero de dominios. La forma y dis-
tribucién de éstos estd representada por funciones que son continuas en
el espacio y el tiempo, el campo fase. La interfase entre dos dominios
estd definida como una regién estrecha donde el campo fase varia gra-
dualmente entre los valores de los dominios. El ancho de esta regién
estd caracterizado por un pardmetro pequefio del modelo, en este caso,
llamado e. Esta interfase difusa la podemos obtener en cualquier momen-
to encontrando el conjunto de nivel {x € Q : ¢(x) = ¢o}, donde, ¢g es
una posicién arbitraria entre las dos fases.

Asi que, este modelo es una herramienta muy ttil para simular sistemas
que representan un cambio de fase, en los cuales las propiedades fisicas
que llevan de una a otra son bastante complejas, por tanto, este modelo
nos sirve para representar la dindmica del meristemo, ya que, como se
describi6 con anterioridad, una membrana biolégica es bastante comple-
ja.

1Al hablar de dominio lo estamos haciendo en un sentido matematico, no uno fisico
como en el uso anterior a la palabra.
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Fase B
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1 2 3 X/G

Régimen difusivo

Fase A
¢B

Figura 2.4: Comportamiento cualitativo del campo fase, ¢(x), en una dimensién. Los valores
¢4 y ¢p son los valores del campo fase para las fases A y B respectivamente, el campo
fase va continuamente de una a otra en una regién delgada pero finita, la interfase difusa
(region azul).






Capitulo 3

Implementacion del campo

fase en la energia libre de
Canham-Helfrich

El modelo minimo es el modelo inicial de Canham [[CanZ70], o el mo-
delo de Helfrich [Hel73] sin curvatura preferencial. El modelo minimo es
un modelo inicial el cual no tiene curvatura preferida para la membrana,
esto significa que una membrana con este modelo se relajaria hasta lle-
gar a un estado con curvatura igual a zero. La energia eldstica para este
modelo es

Fu="> [5 (2H)2 ds, (3.1)

donde « es la rigidez a la flexién, H es la curvatura media, y la integral
estd hecha sobre toda la superficie de la membrana, S.

En este modelo sélo la relacién entre drea y volumen es relevante. Enton-
ces, definimos un volumen reducido adimensional, v, el cual representa
dicha relacion,

Vv
V= —, 32
Vesf(A) 62
donde Vs (A) es el volumen de una esfera con drea A, es decir
A (AN?
Vesf(A) - ? <47_[) s (3.3)

lo cual implica un volumen reducido con valores entre 0 < v < 1. Por lo
tanto, para un volumen reducido, y una topologia dada, es tedricamente
posible encontrar formas estacionarias.

15
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3.1. Ecuacion de Cahn-Hilliard

La ecuacién de Cahn-Hilliard [Cah58] describe el proceso de separa-
cién de fases, en dicho proceso los dos componentes de un fluido binario
se separan espontaneamente formando dominios. En este caso ¢ repre-
sentard la concentracion del fluido.

Suponiendo que la energia libre total del sistema, F, puede ser descrita
por una densidad de energia f(x), tal que

F= /Q F(x)dx. (3.4)

En este sistema se espera que la densidad de energifa libre dependa en
una region de concentracién no uniforme tanto de la concentracién local
como de la concentracién de los alrededores inmediatos. Asi que f es ex-
presada como la suma de dos contribuciones las cuales son funciones de
la concentracién local y las derivadas de ésta, respectivamente.
Suponemos que la densidad de energia libre es una funcién de la con-
centracion y su gradiente f = f(¢, V¢). Esta funcion se puede expandir
en una serie de Taylor alrededor de fj la energia libre de una solucién de
concentracién uniforme ¢, es decir, donde hay un punto critico, entonces,
la expansién para dicha funcién es

Jd¢ 0
(6, V) = +2L z ; 84’ ¢ (3.5)

donde
= [9f /9 (9¢/0xi)]y,
Kij = [0>f/0 (3¢ /3x;) 9 (09 /0x))],, (3.6)

donde el subindice cero indica que esta evaluando en el punto critico.
Para este caso, se considera que el medio es isotrépico, es decir, la densi-
dad de energia libre debe ser invariante ante las operaciones de reflexién
(x; = —x;), por tanto

Li =0,

e= |/ (V|| , parai =]
0, parai # j.

Kij = (37)

Asi, para un medio isotrépico la ecuacién (3.5)) se reduce a

62
f(9.V9) = fol9) + 5|Vl (38)
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Suponiendo que el sistema es lo suficientemente grande, entonces se en-
cuentra en el limite termodindmico, y podemos definir al potencial quimi-
co como

_oF _
— 5 —
En el modelo de Cahn-Hilliard, la concentracion esta localmente conser-

vada. Entonces, la dindmica puede ser descrita como una ley de Fick, es
decir, como la divergencia de un flujo, J,

1 f(¢) — V3. (3.9)

9 _

3= V-], (3.10)
donde el flujo es

J=—-MypVy, (3.11)

donde My es el coeficiente de movilidad, el cual puede depender del
campo fase. Considerando un término homogéneo biestable como

_ e
@) =—5+7 (3.12)
asi, la ecuacion dindmica final para el modelo B es
aip — 2(_ 3 272
5 = MyVe (¢ +¢ —eV9). (3.13)

3.2. Funcidn distancia con signo

La funcién distancia con signo o signed ditance function pertenece a
un subconjunto de funciones implicitas [OR03], las cuales cumplen con
¢(x) < 0 en la region interior del dominio (), es decir, en Q~, ¢(x) > 0

en la region exterior QF, y ¢(x) = 0 en la interface entre el interior
y el exterior d0). Una condicién extra impuesta a esta funciéon es que
[Ve(x)| = 1.

Una funcién de distancia estd definida como
d(x) = min(|x — x;|) V x; € 9Q), (3.14)

esto implica que en la interface d(x) = 0. Geométricamente, esta funcién
se debe construir como sigue: Si x € d(), entonces d(x) = 0. En cualquier
otro caso, para un punto dado x, se debe de encontrar un punto x. € 0Q2
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el cual sea el mas cercano a éste. Entonces d(x) = |x — x|.

Conectando con una linea x y x., y evaluando —Vd en cualquier punto
de esta linea se obtendrd un vector apuntando de x a x,. Ademas, d es
una distancia Euclidiana, por tanto

|Vd(x)| =1, (3.15)

la ecuacion es verdad para cualquier x, ya que x. es el tinico punto
en la interface que se encuentra més cerca a éste.

Entonces una funcién distancia con signo, es una funcién implicita de ¢
con |¢(x)| = d(x) para toda x. Asi que

0, V x € dQ),
p(x) =< —d(x), V x€Q~, (3.16)
dx), VxeQT.

Otra de las propiedades que tiene la funcién distancia con signo, es que
si calculamos su gradiente, lo que se obtiene es un vector normal unitario
en direccion x. En base a esto, se puede ver que

Vd(x) = #. (3.17)

3.3. Modelo minimo

Mencionando nuevamente la expresién para el modelo minimo
K 2
Fu="> / (2H)2ds, (3.18)
S

donde S es la superficie de la membrana, H es la curvatura media, y « el
modulo de rigidez. Asi que tenemos una integral de superficie, pero uno
de los principales objetivos de usar el método de campo fase es evitar
tratar con la interfase, por tanto, lo que necesitamos es una integral de
volumen. Entonces, dado lo que buscamos, el modelo minimo debe ser
de la forma

Flgl= [ plgldx, 619)

donde Q) es el dominio tridimensional del campo fase, y dx es el elemen-
to de volumen.

Para obtener lo que deseamos, en este caso es conveniente escribir el cam-
po fase como una funcién distancia con signo en la interfase, ademads,
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dado que el campo fase nos indica que hay un cambios gradual del inte-
rior al exterior en la interfase, la funcién més adecuada para representar
dicho cambio gradual es una tangente hiperbdlica, asi que

$(x)=f <d(x)> = tanh (d(x)) , (3.20)
V2e V2e

donde € es el pardmetro de orden que representa al ancho de la regién
donde se tiene el cambio gradual antes mencionado, es decir, la regién
difusa. Se escoge esta parametrizacién porque involucra a la funcién dis-
tancia con signo en la interfase, que, como se vio anteriormente, su gra-
diente es un vector normal unitario. Ahora, si nos desplazamos a lo largo
de la superficie una distancia dx, la normal 7 cambiard de acuerdo a la
siguiente cantidad

dit = dx - Q, (3.21)

donde Q es el tensor de curvatura, cuyos elementos en coordenadas car-
tesianas [Saf94] son los siguientes

d;d(x)0;
Qi]' = r]); <81]d(x) - (7;)]’)/> ’ (3.22)

donde y = |Vd(x)| y 9;d(x) = 9d(x)/dx;. Usando la propiedad (3.15) de
la funcién distancia con signo, se tiene que

Qij = 9;;d(x). (3.23)

Para calcular el tensor Q el primer paso es calcular la primera y segunda
derivada de ¢ con respecto a la funcién distancia con signo. Las derivadas
del campo fase con respecto a su argumento, es decir, con respecto a

d(x)/ﬁe, son
()= (B
=1—¢*(x), (3.24)

r(8)- (@) ()
—2¢(x)(1 - ¢*(x)), (3.25)
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Ahora, consideremos las derivadas del campo fase con respecto a las coor-
denadas x;

blx) = g (12N 5
alcp(x)—ﬁef( 2€>a,d(x), (3.26)

2u006) = geat” (450 ) 2taidte) + o (U2 ) oyt 627

De las ecuaciones [3.26]y [3.27] es posible expresar la segunda derivada de
la funcién distancia con signo como una funcién del campo fase y sus
derivadas, como

Qij = 0jd = v2¢ [ ij¢ —|— 2¢ —1 0, cpajcp} (3.28)

1— (PZ 4)2

Es util describir al tensor de curvatura mediante sus invariantes [Saf94],
ya que estas cantidades no cambian si uno rota el sistema de coordena-
das que describen al meristemo. Para la representacién implicita de la
superficie ¢(x) = 0, la curvatura a lo largo de una direccién en general
estd relacionada con el tensor de curvatura definido en la (3.22). En tres
dimensiones, Q es una matriz de 3 x 3 con tres eigenvalores. El determi-
nante de este tensor es cero, los dos eigenvalores restantes son las dos
curvaturas principales de la superficie.

El tensor tridimensional Q tiene tres invariantes: su traza, la suma de los
menores principales (es decir,los tres menores que resultan de tachar los
renglones y columnas de los elementos diagonales), y su determinante.
Como ya se menciond, el determinante de este tensor es cero. La traza es
dos veces la curvatura media H y el otro invariante de Q es denominado
la curvatura gaussiana, K, la cual es igual al producto de las dos curva-
turas principales.

Usando la (3.23) se obtiene la expresién para la curvatura media:

H= %tr [aljd(x)] ’ (329)
entonces
_ V2e 2
H=gi g V0 |

_<VEW>%ﬂ¢+2¢< -]

2
_ 252(1\[—452) (—¢p+ ¢~ V). (330
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Una manera de expresar la integral de superficie como una integral de
volumen es usando distribuciones [RY90]. En este caso, es implementan-
do una delta de Dirac en la interfase, donde la funcién distancia con signo
d(x) es igual a cero,

ds = J (d(x)) dx. (3.31)

Ahora es necesario encontrar una representacién de la delta de Dirac en
términos del campo fase. La funciones de campo fase son funciones con-
tinuas las cuales s6lo cambian alrededor de la interfase, en un vecindario
de tamano €. En el limite en que la interfase se vuelve aguda, una funcién
de campo fase se vuelve una funcién escalén. En base a lo anterior, una
propuesta para la representacion de esta delta de Dirac seria la derivada
del campo fase. Usando la definicién del perfil tangente hiperbdlico
para el campo fase, se tiene que

d(x)) 2 <d(x))
" =22 ) =sech” | —=~ |. 3.32
/ (ﬁe e\ Vae (3:32)
Usando el siguiente limite [CHMO6]
lim{
e—0

podemos escribir

st (D2 = s, 639

ds

B 4 (d(x) 3 N2
—4ﬁ€sech <ﬁe> dx_r/ie (1—¢°) dx. (3.34)

Usando las ecuaciones y podemos escribir explicitamente el mo-
delo minimo como una funcién del campo fase

Fulg] = 38\§K (9 +9* V%) dx, (3.35)
0, en otras palabras
Fulp) =5 [ (@lg])dx, (3.36)
donde
D[p] = —¢+¢° -V, (337)
y
&= 3v2 (3.38)

— K.
4¢3

Se observa que el funcional de la densidad de energia libre, @2, es el cua-
drado del potencial quimico asociado con el problema de Cahn-Hilliard.
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3.3.1. Curvatura espontianea

Ahora, consideremos un modelo donde la membrana tiene una cur-
vatura preferente [Hel73]. A este modelo se le conoce como modelo de
curvatura espontdnea, o modelo SC por sus siglas en inglés, donde su
correspondiente energia elastica es

K 2
Fsc = = 2H — d .
so =5 [ @H=co)ds, (339)
donde cy es la curvatura espontdnea. Procediendo como en el capitulo

anterior, se puede escribir la energia para este modelo como una funcién
del campo fase

Fsc o] = g /Q (Dsc [¢])2dx, (3.40)

donde

Psc [9] = P [¢] —eCo (1—¢%). (3.41)



Capitulo 4

Modelo de multifases

4.1. Modelo

En este capitulo se hace una descripcién del modelo de multifase, el
cual tiene como objetivo describir los mecanismos mediante los cuales
las sustancias quimicas se segregan alrededor de una membrana cerrada,
separando el espacio en dos regiones, el interior y el exterior. Primero,
se explica el modelo general [PBV"15] el cual describe a grandes rasgos
cémo hacer un modelo que represente la interacciéon de una membrana
con varias sustancias quimicas. Después se muestra el caso particular, en
el que se modela la interaccién de la membrana con un s6lo morfégeno.
Para modelar las interacciones entre las sustancias quimicas y la vecindad
de la membrana, se usa un modelo de campo fase que brinde un perfil
de regiones separadas, en el cual dos fases quimicas abunden (sustancias
Ay B). Estas regiones estan separadas por una interfase nitida la cual
podria representar o que las sustancias se excluyen entre ellas, o que hay
una membrana. El campo fase toma los valores ¢ = 1 dentro de la inter-
fase cuando A domina, y ¢ = —1 fuera de la interfase cuando B domina.
Suponemos que en la interfase hay n puntos fijos que modelamos co-
mo n fases coexistentes de fluidos inmiscibles con diferente concentra-
cién de componentes. En un modelo de campo donde la “temperatu-
ra” y la “presién” son constantes, la regla de las fases de Gibbs aplica,
por tanto n sustancias (U, Uy, ..., U,) deben ser incluidas en el modelo
para obtener el nimero deseado n de fases coexistentes. Asi, definimos
u = (uy,uy, ..., u,) como un vector de las concentraciones de estos com-
ponentes, los cuales se consideran como campos adicionales conservati-
vos en en modelo.

23
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La densidad de energia libre w se puede escribir de la siguiente manera
0 = Api® + AsVi + ApVy + 0|V, (4.1)

donde las constantes A; dan la importancia relativa a cada término. El
primer término es asociado con la energia elastica de la interfase

p=(¢*—1) (¢ —eb-u) — e*V2¢. (4.2)
El término eb - u estd relacionado con la curvatura espontdnea de la inter-
fase. Esta funcién depende linealmente de las concentraciones, esto dado
que en el modelo la fuerza de interaccién b = (B1, B2, - .., Bn) €s constan-
te. La cantidad € establece el ancho que hay en la interfase A — B.
El segundo término es

n n n
Vs = ((P - 1)2 H E (ui - uz-,,x)z + S Z di,]-Vui : VM] (43)
a=1i=1 ij=1

Este potencial describe la descomposicién de una mezcla en sus puntos
fijos en el espacio de concentraciones. Dichos puntos fijos son los u;,
(para i,a = 1,...,n), donde el indice « representa la fase, y el indice i
representa el componente quimico. La S establece la escala de los perfiles
entre las fases, y d;; son los coeficientes de tension superficial para los
campos u. Se observa que V; es importante sélo cerca de la interface,
cuando ¢ ~ 0.
El potencial Vy es:

W=#§Wr%mﬂ (4.4)

donde u; ¢, €s un punto fijo tnico para todas las sustancias, dejando el
equilibrio de concentraciones lejos de la interfase, sea en el interior o en
el exterior (cuando ¢ = +1). La posicién de la interfase estd definida por

¢ =0.
En el altimo término, o representa la tension superficial de la membrana.
Integrando sobre el volumen se define la energia libre del sistema como

F= /Q (Agi? + AVs + AsVy + 0| Vo) dx, (4.5)

cuyas variaciones con respecto a los campos dan las ecuaciones dinamicas
para la evolucién de ¢ y u. Entonces

9P _ 2 [(OF
2t - (5

%”:i — D, V? <‘5f) . (4.6)
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Las cantidades Dy y D,; son coeficientes de difusion.

Como se mencioné con anterioridad, en este modelo se quiere simular
es el crecimiento de una membrana (meristemo) la cual depende de la
dindmica de un morfégeno, asi que, es necesario definir en el modelo dos
campos fase, ¢, el cual representa al meristemo, y u que representa al
morfégeno.

En base a lo anterior, el gran potencial para este modelo es

F= [ (Agp® + AV + ApVy + 0| Vo) av, A7)

donde
u=(¢>—1) (¢ —epu) — V¢, (4.8)
V= (¢2 —1)" (1 — w1)? (1 — uz)* + S| Vul?, (4.9)

ya que sOlo se tiene un componente quimico y dos fases, en este caso
dij =0ijy

V= ¢ (u— ). (4.10)

Ya que se considera que el morfégeno influye en el crecimiento del me-
ristemo, la masa de éste no se conserva, asi que es necesario agregar a
la dindmica de ¢, un término (sea m) el cual describe esta caracteristi-
ca, este término depende de la variacién de la energia libre con respec-
to al morfégeno, y del volumen del meristemo, el cual se define como
V = [4 ¢ dx. Suponiendo que la cantidad de masa agregada por unidad
de tiempo es constante, se obtiene

5F
m= /QLP dx. (4.11)

Asi, se agrega este término de masa a la dindmica del meristemo, el cual
se puede interpretar como un crecimiento celular. Por tanto, las ecuacio-

nes dindmicas son
?;f = D¢V2 <M> —+ am

?;‘ _ D, V2 <‘5f> , 4.12)
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donde « indica la velocidad con la que el morfégeno hace crecer a la
membrana. En este caso

5 20 (34 = 1= 26igu) + 2400 = 1) — 1 — 1)’
+2A¢¢p(u — ufar)2 — oV — 2A¢62V2y, (4.13)
y
oF 2 2 2
5= 2Ap€Bu(¢p” — 1) +2A5(¢" — 1) (1 — uy) (u — uz) (2u — uy — uz)
+2A5¢*(u — fy) — 2A:SV (4.14)

4.2. Integracién numérica

Las ecuaciones diferenciales parciales se discretizaron en una malla
tridimensional regular, y los operadores diferenciales fueron definidos
mediante diferencias finitas de segundo orden para la dependencia espa-
cial, mientras que para la dependencia temporal se utilizé el método de
integracion de Euler [Str04]. Los calculos fueron ejecutados en una malla
de dimensiones Ny x Ny X N, con condiciones de frontera de no flujo.

El dominio fue de N, = 40, N, = 40 y N, = 70. Los puntos fijos fueron

tomados como u;, = d;,, es decir, u1 = 0y u; = 1, ademds uys,, = 0. El

término de curvatura se defini6 como B = 0.5, el coeficiente de tensién

superficial € = 2, y por simplicidad Dy =D, =1,Ap=05 A=A F= 2,
—0.1ya=120.

4.2.1. Resultados

Para todos los resultados, como condicién inicial del meristemo ¢g se
utilizé una forma semiesférica (domo), mientras que para la condicién
inicial del morfégeno, 1, se usaron diferentes valores para cada uno.
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a)

b)

)

Figura 4.1: Membrana resultante después de 32000 iteraciones. En la columna del lado izquier-
do se muestra el valor de la condicién inicial del morfégeno, en el centro el resultado final
de la membrana, donde el color azul indica el valor minimo del morfégeno y el rojo el valor
maximo, por ultimo en el lado derecho se encuentra un corte en el eje y del estado inicial y
final de la membrana, siendo la curva roja el estado inicial y la curva negra el estado final.

Los valores de u( para cada uno de los resultados son:
a) Gaussiana con ancho 200, centrada en (20,20, 7).
b) Gaussiana con ancho 20, centrada en (40/3,40/3,13).

¢) Gaussiana con ancho 20, centrada en (25/3,25/3,13).
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4.3. Tensor de esfuerzos

4.3.1. Modelo

Una de las teorias para el modelado de una membrana biolégica
[LPHM15] es considerar el tensor de esfuerzos de la energia libre, ésto
con el fin de caracterizar la deformaciéon de la membrana.

Ginzburg y Landau generalizaron la energia libre, F [¢], como potencias
de los gradientes del campo fase,

Flgl= [ £(9. V¢, V?9)dv
= [ [f@) +5) (Vo) +c (V)] av. @15

Donde L es la densidad de energia libre, f(¢) es el potencial mayor,
entonces en el equilibrio f(¢e;) = 0y ¢ey estdn en las fases estables, y
g(¢) y ¢ representan el costo energético de tener una interfase. El ancho
de la interfase, al igual que en los capitulos pasados, estd representada
por €, y la interfase se encuentra en la isosuperficie ¢ = 0.

Regresando a lo del tensor de esfuerzos, no es tan obvio calcularlo a
partir de una energia libre de campo fase de la forma El trabajo
requerido para deformar un objeto mediante un desplazamiento pequefio
Ox, estd dado por [LL69]

6F = = [ VpougoradV = [ 0upVpoxedV. (4.16)

Es necesario especificar las variaciones en el campo fase debido a la defor-
macién éx. Asumiendo que estas pequefias variaciones sélo corresponden
a flujos convectivos [BLQS14],

dp+ V- (pv) =0, (4.17)
y escribiendo v, = dx,/Jt, se obtiene la variaciéon de ¢ y, sus derivadas

547 — _¢V(X§.‘XQ - VQ(P(S.XD(.
OVpp = =VppVubxy — PV Vadxy — VVaddxy — VoV gox,.
6V2p = —V2PpVodxy — 2V gV Vadxs — pVaV26x, — Vo V2P0,
— 2VgVapVpbxy — VapV20x,. (4.18)

Con las expresiones anteriores, podemos definir al campo fase cuando
la interfase es perturbada con una deformacién general éx,. El trabajo
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necesario para inducir tal deformacién en una interfase con energia libre
415 es
oL oL
oF = [ocav - [ < 5V + a0V ) av.
V)P0 T a(vrg)
(4.19)

Introduciendo en se obtiene

_ oL oL oL ,
o= /_a¢ Pty (Vg ¢)vaﬁ¢+ (V2¢)V Y cp} Sx,dV
(0L oL ) oL
_/ _% o vﬁa(vﬁq)) +V a(vw} ¢Va(5xadv
[ oL oL Ve
_/ | (V ‘P) vzx¢+ (V2(P) szV5¢ vﬁa(v%p) Vagb] X Vﬁéx“dv_

(4.20)

En el primer término del lado derecho se puede reconocer el gradiente
VL. El segundo término contiene la expresién del potencial quimico, el
cual se obtiene a partir de la energfa libre:

SF oL L Y
%y v .
9= 55 = a0~ VParveg) TV a(vEg)

Después de integrar por partes el primer término, y comparando con
el tensor de esfuerzos se define como

(4.21)

oL oL oL oL
L— Vap +V Vi — ——n—V V.
( 4’¢) TV VRS (vEg) VP T vy Ve VAP
(4.22)

4.3.2. Integracién numérica

El objetivo de este modelo es observar cémo acttia el morfégeno sobre
la membrana, y cémo afecta en la dindmica de esta sustancia la tensién
superficial del meristemo. Es por esto que el tensor de esfuerzos aparece
en la ecuacion dindmica del morfégeno:

9 2 (OF

o = DypV <5¢> + am, (4.23)
ou OF
% [(Du y0) 27 ] (424)
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donde 7 indica la fuerza de interaccién del tensor de esfuerzos. Haciendo
un desarrollo de esta tltima ecuacién se tiene

ou » OF
oF OF
2 (9 2( 9
D,V <5u> +1nV <05u>
oF oF
— 2 (27 . -
=D,V ((5u> +nV V(‘T(Su)
oF O0F OF 0
— N ad oy
=D,V (w) +7V (UVM + Mw ) (4.25)
por tanto
0 oF OF

El valor del gran potencial F es igual al de la seccién anterior, los
valores de los pardmetros y de la malla también son los mismos, ademaés
n = 0.1, el meristemo como condicién inicial tiene la forma de un domo
en los dos resultados que se muestran a continuacién, los valores para
la condicién inicial del morfégeno son gaussianas con diferente posicién
del maximo.
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Resultados

a)

b)

Figura 4.2: Crecimiento de la membrana después de 32,000 iteraciones, el valor inicial del
morfégeno fue una gaussiana con su maximo en diferente posicién.

Los valores de 1 son:
a) Gaussiana con ancho 200, centrada en (20,20, 7).

b) Gaussiana con ancho 200, centrada en (25/3,25/3,13).

4.4. Rompimiento de simetria

Como se observo en el las seccién anteriores, mientras no se imponga
un rompimiento de simetria en las condiciones iniciales, en este caso del
morfégeno, no habra un cambio en la forma de la membrana. Es por lo
anterior que en esta seccién se propone hacer un rompimiento de simetria
de dos maneras: una es colocando més de un méximo del morfégeno, y
la otra es a través de el modelo BVAM (Barrio-Varea-Aragon-Maini), el
cual es un modelo que pretende extender el conocimiento concerniente a
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la formacién de estructuras de Turing.

Los resultados que a continuacién se muestran, representan el crecimien-
to del meristemo con diferentes condiciones inciales para ¢y y 1o, en al-
gunos casos la membrana tiene como forma inicial un domo, y en otros es
una esfera. Mientras que para el morfégeno, se tienen diferentes ntime-
ros de maximos de la sustancia. Ademads, se presentan resultados para el
modelo con y sin tensor de esfuerzos en la dindmica del morfégeno.
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4.4.1. Resultados del modelo sin el tensor de esfuerzos

a) N=
b) N=3
o N=
d N=5
e) N=

Figura 4.3: Rompimiento de simetrfa a través de la implementacién de diferente ndmero de
maximos del morfégeno, en la columna del lado izquierdo se muestra el valor inicial del
morfégeno, indicando el nimero de méaximos N.
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4.4.2. Resultados del modelo con tensor de esfuerzos

Figura 4.4: Crecimiento del meristemo para el modelo con el tensor de esfuerzos donde se
induce un rompimiento de simetria con diferente nlimero de maximos del morfégeno.
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4.4.3. Modelo BVAM
Formacioén de patrones en el modelo de Turing
Derivacién matemadtica del modelo BVAM

El modelo BVAM es un modelo fenomenolégico de Turing y no estd ba-
sado en reacciéon quimica alguna. El modelo fue introducido para imitar
patrones de formacioén en la piel de distintos peces [BVAM99].

La forma general de un modelo de Turing describe las variaciones espacio-
temporales de las concentraciones U y V, y estd definido de la forma

U, = DyVU + f(U,V),
V; = DyV?V +¢(U, V). (4.27)

El modelo BVAM se obtiene mediante una expansion de Taylor de las
funciones f y g alrededor de una solucion estacionaria del sistema, de-
notada por (U, V;). Eliminando los términos de cuarto orden y mayores,
las ecuaciones de reaccién-difusién pueden ser escritas como

uy = DOV?u + au (1 — rlvz) +o(1—ru),
vy = OV?0 + v (B + arquv) u (y +10). (4.28)

Donde u = U~ U, yv = V — V.. Los términos uv y uv? describen la
inhibicién no lineal del morfégeno u por el inhibidor v. Los pardmetros
r1,72,&, By 7y son escalares que definen las funciones f y g, las cuales
son reacciones cinéticas, en este caso los pardmetros de interaccién r; y
1y corresponden a un término ctbico y a un término cuadrético, respec-
tivamente, ya que la interaccién cuadratica favorece las lineas [Erm91],
y la interacciéon cabica favorece los puntos [NM92]. Los coeficientes de
difusion estdn escritos en términos de un factor escalar § y un radio de
los coeficientes de difusién D.

Con el fin de reducir el nimero de parametros y simplificar el andlisis se
lleva a cabo una no dimensionalizacién de las ecuaciones mediante
el reescalamiento de las concentraciones, ademds de las escalas espacio-
temporales con constantes tales como u = Ui, v = V3, t = Tty x = LX.
Con estas sustituciones, las ecuaciones quedan de la forma

u éDU
0= 13 Vi +alil — arUV*0* + Vo — rUVio

%
b= ?Vzﬁ + BVS + ar UV?ao* + Ui + r,UV s, (4.29)

NI <
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dichas ecuaciones pueden ser escritas como

6DT TV
i = 7V2a + aTi — ar, V> Tao? + 0 eVTao
T T

Atn puede ser mas simplificado este sistema, esto fijando T = L?/§ (re-
lacién espacio-temporal, por simplicidad L = 1), U = V = 1/,/r1 e
introduciendo los pardmetros

a=1/«,

b=p/a,

h=v/a,

C=ry/(a\/11),

n=L/é. (4.31)

Con lo cual se obtiene el modelo adimensional

¢ = DV?i + 7 (i1 + a0 — Ciio — i0°)
0 = V20 + 17 (b0 + hit + Cito + 10°) (4.32)

=i

donde el término C ajusta la fuerza relativa de las nolinearidades cuadrati-
cay ctibica, favoreciendo los patrones con lineas y puntos respectivamen-
te.
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A lo largo de este trabajo
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