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Resumen

En este trabajo de tesis se estudia el problema de generaciéon de oscilaciones en
sistemas lineales y en ciertas clases de sistemas no lineales (linealizables). Por medio
del algoritmo Sub-Optimal Generalizado (modo deslizante de segundo orden), su co-
rrespondiente funcién descriptiva, y la ecuacion de balance arménico; es posible generar
oscilaciones con amplitud y frecuencia deseadas. El analisis correspondiente asi como
varios resultados de simulacién y experimentacién se presentan en este trabajo.

Palabras Claves. Modos deslizantes. Algoritmo Sub-Optimal. Oscilaciones. Fun-
cion descriptiva. Ecuacion de balance armdénico
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Las oscilaciones juegan un papel importante en muchas areas de la vida y la ciencia.
Una gran cantidad de ejemplos se pueden encontrar en diversas areas: telecomunica-
ciones (sistemas de radio frecuencia), electrénica (osciladores electrénicos), mecanica
(motores de combustién interna), astronomia (movimiento planetario) y varios mas
(ver Figura [[LT]). La mayoria de estos fenémenos oscilatorios se dan de forma natural;
sin embargo, en algunos casos se desea generar oscilaciones con distintos métodos, por
lo que es necesario su desarrollo.

Entre los métodos de generacion de oscilaciones en sistemas dinamicos podemos
ubicar aquellos que emplean algoritmos por modos deslizantes (MD); por ejemplo, el
MD convencional y el Two Relay Controller (TRC). De entre ellos, el algoritmo Sub-
Optimal generalizado presenta los siguientes beneficios:

1. Convergencia en tiempo finito.
2. Robustez frente a incertidumbres y perturbaciones.
3. Menos efecto de chatterin que los controladores por MD convencionales.

4. Cuenta con funciéon descriptiva, por lo que se puede usar el analisis de ecuacién
de balance arménico.

5. Funciona con un solo relevador, por lo que su aplicacién es méas sencilla y menos
costosa que los otros controladores por MD de segundo orden.

'Efecto de zig-zag de amplitud baja y frecuencia que tiende a infinito, generado por la funcién signo
debido a la naturaleza del tiempo discreto de las simulaciones computacionales.
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1. Introducciéon
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Figura 1.1: Generacion de oscilaciones naturales y artificiales

Por otro lado, se puede llegar a pensar que el problema de generacion de oscilacio-
nes se puede resolver con un seguimiento de trayectoria, ya que se pueden reconstruir
diferentes formas de sefialedd usando por ejemplo un controlador por MD de orden aﬁ,
o incluso usando la ecuaciéon de Van der Pol junto con un controlador por MD de orden
o — 2. Sin embargo, el problema principal de seguimiento de trayectoria por medio de
controladores por MD es que los actuadores utilizan mas energia para realizar esta ta-
rea; lo que no sucede en el caso de la generacién de oscilaciones, ya que se aprovechan
las caracteristicas del sistema para hacerlo auto-oscilar, por lo que se utiliza menos
energia en los actuadores.

Dadas estas propiedades resulta interesante e intuitivo generar oscilaciones haciendo
uso de dicho algoritmo.

2No solo sefiales senoidales como es el caso de la generacién de oscilaciones.
30 es el grado relativo del sistema.
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1.2. Estado del arte

1.2. Estado del arte

La generacion de oscilaciones en sistemas fisicos ha sido importante en muchos tra-
bajos. En [26] se realiza un trabajo de investigacién del comportamiento del ciclo limite
en diferentes campos de la ingenieria a lo largo del tiempo. Se hace una estabilizacion
orbital de sistemas subactuados con aplicacién en robots bipedos en [14], [25] v [37], vy
con robots gimnastas y convertidores eléctricos en [2] y [35] respectivamente. Se reali-
zan auto oscilaciones usando diferentes métodos, como usar seguimiento de trayectoria,
enfoque de restricciones virtuales, ecuacion de Van der Pol y generacion de oscilaciones
con funcién descriptiva (DF de sus siglas en inglés), en sistemas bioldgicos en [10] y
[16], en procesos quimicos [23] y [46], en sistemas nucleares en [29] y [31], y por tltimo,
en inversores en electrénica de potencia en [13] y [33]. En [36] y [39] se hace un swing-
up en un péndulo invertido con un generador armonico asintético usando la ecuacion

modificada de Van der Pol.

Debido a la importancia de la generacion de oscilaciones, muchos métodos han sido
propuestos; sin embargo, el més usado es el de la DF descrito en [3] y utilizado en [17]
y [45]. En [24], [34] y [38] se utiliza este método para obtener condiciones suficientes
que garanticen la existencia de soluciones periddicas en sistemas de control no lineales
sujetos a funciones periddicas.

En este contexto, uno de los métodos més sencillos es usando un relevador (con-
troladores discontinuos), en donde se pueden presentar oscilaciones y se estudian en
[4], [20] y [42]. Un paso mas adelante se encuentran los modos deslizantes, desde los
trabajos con controladores clasicos en [7], [18] y [44], hasta llegar a los algoritmos de
modos deslizantes de alto orden en [I5], donde se han desarrollado diversos estudios
con lo referente a la generacion de oscilaciones. En [19] y [43] se hace un analisis de
la magnitud de las oscilaciones basado en sistemas con relevadores, en [8] se hace un
andlisis de oscilaciones en el dominio de tiempo, mientras que en [40] y [47] se utiliza
el método de DF para estimar la frecuencia y amplitud de los movimientos periédicos
en sistemas con modos deslizantes de primer orden.

De los trabajos més cercanos a esta tesis, se encuentran [I], donde hacen generacién
de oscilaciones por medio de la sintonizacién del TRC y su robustificacién, y en [J]
se hace un estudio de la funcién descriptiva del algoritmo Sub-Optimal para generar
oscilaciones, pero sin llegar a una sintonizacion explicita de sus ganancias como se hace
en esta tesis.
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1.3. Planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema en la forma de espacio de estadod]:
z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
yt) = Cx(t), (1.1)

donde x € R™ es el vector de estados, u € R es la entrada, y € R la salida, mientras
que A, B y C son matrices con dimensiones correspondientes.

La entrada u toma la forma del algoritmo Sub-Optimal Generalizaddd:
u(t) = —a(t)Unsign(y(t) — Bym(t)),
o = {1 e - i) =0
o sioyw(t)(y(t) — Bym(t) <0

donde Uy, o y [ son los parametros de sintonizacion del controlador.

(1.2)

Normalmente este algoritmo trabaja como un estabilizador, pero en otros casos,
se puede usar como generador de oscilaciones. Cada uno de estos comportamientos
depende de la seleccion de los parametros de sintonizacion Uy, o* y 5.

TOK‘O .My .b

Sub s
— Optimal

Figura 1.2: Planteamiento del problema

1.4. Objetivo general

El objetivo de esta tesis es proponer una metodologia para generar oscilaciones en
el sistema ([LT), por medio del algoritmo Sub-Optimal y su correspondiente seleccién
de parametros para cierta amplitud A,, y frecuencia w deseadas.

4Este sistema puede provenir de la linealizacién de un sistema no lineal.
SEl algoritmo Sub-Optimal Generalizado pertenece a los algoritmos de modos deslizantes de segundo
orden y su dindmica sera descrita en el Capitulo 2.
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1.5. Metodologia

1. Obtener un sistema de ecuaciones para la sintonizacién del algoritmo Sub-Optimal
por medio de un analisis de la ecuacion de balance arménico y la funciéon descrip-
tiva del controlador.

2. Establecer una solucion analitica para las ecuaciones de sintonizacién.

3. Probar tedricamente y en simulaciones la validez de la solucién analitica propuesta
por medio de dos casos de estudio: el sistema Carro-Péndulo y un circuito RC.

4. Probar experimentalmente la validez de la soluciéon propuesta en el sistema Carro-
Péndulo.

1.6. Contribucion

La contribucion de esta tesis se engloba en varias partes:

1. El sistema de ecuaciones de sintonizacién de los parametros del Sub-Optimal y
su solucion analitica.

2. El algoritmo para el uso de dicha solucién para generar oscilaciones de amplitud
y frecuencia deseadas.

3. Validacién de los resultados por medio de simulaciones y experimentos en dos
casos de estudio.

1.7. Estructura de la Tesis

En el Capitulo 2, se daran los conceptos principales utilizados en la elaboracién de
esta tesis. En el Capitulo 3, se obtendra la forma de sintonizacién del controlador Sub-
Optimal y el algoritmo para obtener oscilaciones con amplitud y frecuencia deseadas.
En el Capitulo 4 se presentaran los sistemas a utilizar y se haran varias simulaciones
en MatLab de distintas pruebas a realizar en la generacion de oscilaciones, mientras
que en el Capitulo 5 se trataran de llevar las mismas simulaciones del Carro-Péndulo
al sistema real (experimentos). Por tltimo, en el Capitulo 6 se dardn las conclusiones
de la tesis.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se describiran los conceptos usados en la obtencién de la sintoni-
zaciéon del Sub-Optimal, tales como DF, ecuaciéon de balance armoénico y criterio de
estabilidad de Loe, asi como mostrar algunas definiciones utilizadas a lo largo de este
trabajo.

2.1. Definiciones importantes

Considere el siguiente sistema en su representacion entrada-salida, i.e. funcién de

transferencia: ¥(s)
S 8m+~-~—|—a13+a0
G(s) = — . 2.1
(s) U(s) s"+---+bis+by 2.1)

Definicién 1 [17]. La funcion de transferencia G(s) se dice que es una funcion de
transferencia racional. Ademds G(s) se puede clasificar como:

= Propia sin > m, lo que implica que G(s) — 0 o a una constante diferente de 0
cuando s — 0.

= Estrictamente propia sin > m, lo que implica que G(s) — 0 cuando s — oc.

» Bipropia si n = m, lo que implica que G(s) — a una constante diferente de 0
cuando s — 00.

» I'mpropia sin < m, lo que implica que G(s) — oo cuando s — 0.

Definicién 2 [28]. Una funcion y(t) = ¥(t,u(t)) se dice sin memoria cuando es
determinada para cada instante de tiempo t exclusivamente por la entrada u(t) en el
mismo instante de tiempo t, i.e. no depende de la historia de la entrada.

M4s detalles en [20] y [28].
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Considere un sistema dinamico descrito mediante dos conjuntos de variables:

(QI7Q27--~7Qn)7 (22)
= ((117(127"'7(.?71)7 (23)
donde ¢ son posiciones, ¢ son velocidades y n son los grados de libertad del sistema.

Se tiene el Lagrangiano del sistema como
L=T-YV,

donde T es la energia cinética total y V' es la energia potencial, y se tiene el Hamiltoniano
del sistema como

H(q,p,t quaq L,
J

donde p son los momentos asociadas a las variables .

Definicién 3 [/1). Se dice que el sistema (2.2)-(2.3) es conservativo cuando ni L ni
H pueden depender explicitamente del tiempo t, es decir

0H

—— =0,

ot
esto implica que existe una cantidad conservada sobre las trayectorias del sistema, la
energia E:

H(q,p) = E.

Si no ocurre esto, se dice que el sistema es no conservativo.

2.2. Funcién descriptiva y ecuaciéon de balance ar-
monico

Se considera el diagrama de bloques de la Figura 211 donde G(s) es la funcién de
transferencia racional y estrictamente propia del sistema [T, y ¥ es una no linealidad
invariante en el tiempo y sin memoria. Se asume que la entrada externa es r = 0 y se
estudia la existencia de soluciones periddicas con el método de balance armonico[28].
La idea de este método es representar una solucion peridédica por una serie de Fourier
y buscar una frecuencia w y un conjunto de coeficientes de Fourier que satisfagan el
sistema de ecuaciones resultante.

8 GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL



2.2. Funcién descriptiva y ecuacién de balance armoénico

r_¥ LSO y .

4

|y

Figura 2.1: Retroalimentacion

Supéngase que la salida y(t) es peridédica y sea
y(t) = Z ape’tt, (2.4)

su serie de Fourier, donde a; son coeficientes complejos, ap = a_, y 7 = v/—1. Ya que
¥(+) es invariante en el tiempo, 1(y(t)) es peridédica con la misma frecuencia w y puede
ser escrita como

V() = 3 e (2.5)

donde cada coeficiente complejo ¢ es funcién de todas las a;’s. Para que y(t) sea
una solucién del sistema retroalimentado en la Figura 2.1, debe satisfacer la ecuacion
diferencial

d(p)y(t) + n(p)v(y(t)) =0, (2.6)

donde p es el operador diferencial p(-) = d(-)/dt y, n(s) y d(s) son el numerador y
denominador del polinomio de G(s), respectivamente. Ya que

pejkWt — iejkwt _ jkwejkw, (27)
dt
tenemos - -
dlp) > ape?™ = Y d(jkw)aze’™ (2.8)
k=—o00 k=—o00
y . o
n(p) 3 ae™ = 3 n(jkw)ere™". (2.9)
k=—o0 k=—o00
Sustituyendo (Z.8) y (2.9) en (2.6) se tiene
> [d(jkw)ay, + n(jkw)egle’™ = 0. (2.10)
k=—00

GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL 9
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Utilizando la ortogonalidad de las funciones e/*** para diferentes valores de k, se

encuentra que los coeficientes de Fourier deben satisfacer

G(jkw)ck 4+ a, =0, (211)

para todos los enteros k. Debido a que G(jkw) = G(—jkw), a = a_p y ¢ = C_y, se
necesita sélo £ > 0 en (ZII). Ya que la ecuacién (2IT) es de dimension infinita, se
necesita encontrar una aproximacion de dimensién finita para resolverla.

Como la funcién de transferencia G(s) es estrictamente propia, es razonable asumir
que existe un entero ¢ > 0 tal que para todo k > ¢, |G(jkw)| es suficientemente
pequefia para reemplazar G(jkw) (y consecuentemente ay) por 0. Esta aproximacién
reduce (ZI1]) a un problema de dimensién finita

G(]kw)ék—l—&k =0, k=0,1,2,...,q, (2.12)

donde los coeficientes de Fourier estan escritos con un sombrero para enfatizar que una
solucién de (ZI2) es s6lo una aproximacién de la solucion de (Z.1T]).

Para resolver (ZI2) lo mas simple es escoger ¢ = 1, lo que quiere decir que G(s)
tiene que tener caracteristicas de filtro pasa-bajas para que permita aproximar G(jkw)
a 0 para todo k£ > 1. Atn cuando se conozca G(s), no se puede juzgar cuando esto es
una buena aproximacion, ya que no se sabe la frecuencia de oscilacion w; sin embargo,
el método clasico de la funcion descriptiva realiza esta aproximaciéon y coloca a; = 0
para k > 1 para reducir el problema de resolver dos ecuaciones

G(O)éo(do, &1) + &0 == 0, (213)
G(j(.d)él(&o, &1) + &1 = 0. (214)

Hay que notar que (2I3) es una ecuacién real y (2I4) es una ecuacién compleja
con dos incégnitas reales, w y ag, y una incoégnita compleja a;. Cuando son expresadas
en cantidades reales definen tres ecuaciones con cuatro incognitas. Esto es esperado
debido a que el origen del tiempo es arbitrario para un sistema auténomo, entonces si
(d, a1) satisface la ecuacién, entonces (dg, a1€’?) dard otra solucién para el niimero real
arbitrario 6. Para cuidarse de esta no unicidad se toma la primer arménica de y(t) para
hacer A, sinwt, con A,, > 0; con esto se escoge el origen del tiempo tal que la fase de
la primer armonica es cero.

Usando 4 4
A, sinwt = 2—?[6”” —e ¥ = a4y = 2—?, (2.15)
se reescribe (213) y (2.14) como
Amy .
G(O)éo(do, Z) +ag = O, (216)

10 GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL
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An
2j

An

G(jw)él(@m Z

)+ =2 = 0. (2.17)

Ya que (ZI0) no depende de w, puede resolverse para Gy como una funcién de A,,.
Hay que notar que si 9 (+) es una funcién impar (¢(—y) = —1(y)), entonces dg = ¢y = 0
es una solucién de (2.16]) ya que

w

“ o

2w Jw
/ (o + Ay, sinwt)dt. (2.18)
0
Por conveniencia, se restringe nuestra atencién a no linealidades con simetria impar
y se toma dy = ¢y = 0. Entonces se puede reescribir (2.I7) como
Am, | Am

G(jw)él(o, —) + Z

=0. 2.1
> 0 (2.19)

El coeficiente ¢ (0, A,,,/2j) es el coeficiente complejo de Fourier de la primer armoé-
nica a la salida de la no linealidad cuando su entrada es la senal sinosoidal A,, sin wt.
Esta dado por

Am w

" or

21w .
/ (A, sinwt)e 7 dt
0

w

21w
~ o / [ (A sinwt) coswt — ji(Ay sinwt) sinwt]dt. (2.20)
0

El primer término bajo el signo de la integral es una funciéon impar, mientras que
el segundo término es una funcion par. Por lo tanto, la integracién del primer término
sobre un ciclo completo es cero y la integral se simplifica a

Am ] T /w
(0, —) = —]g/ (A, sin wt) sin wtdt. (2.21)
279 m Jo

Se define una funcién ¥(A4,,,w) como

¢ O,A—m 2 /w
U (A, w) = l(h%):ﬂ; [ b A sinwt) sinwtdt, (2.22)
25 m

tal que (Z.I9) puede ser reescrita como

G(jw)V (A, w)+ 1A, =0. (2.23)

Ya que no nos interesa una soluciéon con A,, = 0, se puede resolver (2.23) comple-
tamente al encontrar todas las soluciones de

G(jw)V (A, w) +1=0. (2.24)

GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL 11
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La ecuacion (2:24]) es conocida como Ecuacion de balance armdnico de primer orden
o simplemente Ecuacion de balance armonico. La funcién W(A,,,w) es llamada Funcion
descriptiva de la no linealidad 1. Es obtenida al aplicar una senal sinosoidal A,, sin wt
a la entrada de la no linealidad y calculando la relaciéon de los coeficientes de Fourier
de la primer armoénica a la salida con A,,. Esto puede verse como una ganancia equi-
valente de un elemento lineal invariante en el tiempo cuya respuesta a A, sinwt es
U (A, w)A,sinwt.

Este concepto de ganancia equivalentelg puede ser aplicado a no linealidades varian-
tes en el tiempo mas generales o no linealidades con memoria, como la histéresis o el
backlash.

En términos generales, la DF puede ser compleja y dependiente de A,, y w, pero
las mas simples son de no linealidades sin memoria, invariantes en el tiempo e impares,
para la cual W(A,,,w) es real, dependiente s6lo de A,, y estd dada por la expresién

W(A,,) = % /0 " (A, sin §) sin 646, (2.25)

la cual es obtenida de (2.20]) al cambiar la variable de integracion t a § = wt.

El método de la DF establece que si ([2.24]) tiene una solucién (A, ws), entonces
probablemente existe una solucién peridédica del sistema con frecuencia y amplitud
(a la entrada de la no linealidad) cercana a ws y A,,,. Si por el contrario, (2.24]) no
tiene soluciones, entonces el sistema probablemente no tiene una solucién periddica.

2.3. Identificacion de Ciclos Limite via DF

De lo descrito anteriormente, podemos concluir que ciertas condiciones deben cum-
plirse para que el método de funciéon descriptiva sea valido y se genere una solucién
periodica. Dichas condiciones se enlistan a continuacion:

1. El elemento no lineal es invariante en el tiempo.

2. No se generan subarmoénicos por la no linealidad en respuesta a la entrada sino-
soidal.

3. La funcién de transferencia del sistema debe ser estrictamente propia y debe tener
caracteristicas de filtro pasa-bajas.

Hay tres tipos de soluciones periédicas de interés:

2Algunas veces llamado Linealizacion equivalente.
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2.3. Identificacion de Ciclos Limite via DF

1. Oscilaciones forzadas: Respuesta sistematica cuya frecuencia es precisamente
la frecuencia de la senal forzada y cuya amplitud depende de la amplitud de la
senal forzada. Estas oscilaciones se encuentran en el estudio de la respuesta en
frecuencia.

2. Oscilaciones libres conservativas: Es un movimineto peridédico que depende de
la condicién inicial y esta asociado con los sistemas no disipativos (conservativos).
Un rango continuo de amplitudes y frecuencias de oscilaciones libres conservativas
puede ser posible en un sistema dado.

3. Ciclos limite: Es un movimiento periédico que no depende de la condicién inicial
y ocurre en un sistema disipativo (no conservativo). Solo un conjunto discreto de
amplitudes y frecuencias de un ciclo limite puede existir en un sistema dado.

Las oscilaciones libres conservativas y los ciclos limite, son modos de comportamiento
de los sistema no forzados, lo que quiere decir que no hay entrada externa (r =0 en la
Figura 2.1)).

El fenémeno de ciclo limite requiere de una atencion especial, ya que este compor-
tamiento podria ocurrir en cualquier sistema no lineal. Por ejemplo, se desea un ciclo
limite para generar vibraciones que minimicen los efectos de friccién en un sistema me-
canico. Por otro lado, un ciclo limite puede causar una falla mecanica de un sistema de
control (ciclo limite destructivo) y otros efectos indeseables.

Aunque el conocimiento preciso de la forma de la senal de un ciclo limite no es
usualmente obligatorio, el conocimiento de la existencia de un ciclo limite, asi como su
amplitud y frecuencia aproximadas, es un requisito para tener un buen desempeno en
un sistema.

Para resolver la ecuacién (2.24) y determinar el ciclo limite existen dos métodos: el
analitico y el grafico. Ambos métodos se describen a continuacién.

2.3.1. Meétodo Analitico

Una solucion algebraica de la ecuacion (Z24) puede realizarse directamente al ex-
presar W(A,,,w) en su forma compleja

[Re {G(jw)} + jIm{G(jw)}|[Re {V(Am,w)} + jIm {V(A,,w)}+1=0. (2.26)

Esta relacion se satisface cuando la parte real y parte imaginaria de ambos lados
son iguales:

Re {G(jw)} Re {W(Anm,w)} — Im {G(jw)} Im {¥(A,, w)} = —1, (2.27)
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Im{G(jw)} Re{¥(An,w)} + Re{G(jw)} Im{V(A,,,w)} = 0. (2.28)

Estas dos ecuaciones con dos incégnitas, se resuelven simultaneamente y definen el
ciclo limite.

2.3.2. Método Grafico

Ya que algunas veces no es posible realizar el método analitico debido a la comple-
jidad de la solucion algebraica de la ecuacion de balance armonico, se recurre a otro
método que también sirve para la obtencién de ciclos limite.

La ecuacién caracteristica de lazo cerrado para sistemas lineales con una ganancia
variable K es ususalmente escrita en la forma

KG(jw) = —1, (2.29)

donde el punto fijo (—1,0) es de suma importancia para la demarcacién del limite de
estabilidad. Los diagramas polares, de Bode, de ganancia-fase, de Nyquist y de lugar
geométrico de las raices son mecanismos graficos para enfocar la atenciéon a las posiciones
relativas de los elementos del sistema lineal y al punto de equilibrio.

La ecuacion (2.29) puede ser escrita como

G(jw) = —— 2.30
() =~ (230)
cuyo punto de estabilidad es (—1/K,0), una cantidad variable que depende de la ga-
nancia K. Similarmente se puede ver la ecuacién (2.24) como

1

U T,y

(2.31)

donde ¥(A,,,w) reemplaza la ganancia K.

Mientras que la satisfacciéon de la ecuacion (2.30) implica una oscilacién no amor-
tiguada de las que se presentan en sistemas de segundo orden, la satisfaccion de la
ecuaciéon (2-37)) indica un ciclo limite.

Al trazar G(jw) y —1/U(A,,,w) en el mismo conjunto de coordenadas, las soluciones
posibles a un ciclo limite pueden ocurrir cuando se intersectan las dos curvas (ver
Figuras y 23). Ya que una curva representa los elementos lineales en lazo cerrado
y la otra representa la no linealidad, la variacién de la amplitud A4,,, y la frecuencia wy
del ciclo limite esta disponible simplemente alterando la curva apropiada.
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2.3. Identificacion de Ciclos Limite via DF

Ciclo limite con \
- Apyywog — W (jw)
e
=
E ;L 1
= W (A w)
—270° ~180° —90° Fase

Figura 2.2: Método grafico: Representacion de diagrama de amplitud-fase

i*f’m
Ciclo limite con
Amg y wU
2 \ Re
x-— |
Y(Am.w)
W(jw)

Figura 2.3: Método grafico: Respresentacién de diagrama de Nyquist

2.3.3. Estabilidad de Ciclos Limite

Ahora que se ha establecido cémo identificar los posibles ciclos limite de acuerdo a
la teoria de DF, se tiene que conocer la estabilidad de dichos ciclos limite. Si un ciclo
limite regresa a su punto de equilibrio original sera llamado estable; mientras que si,
ya sea su amplitud o frecuencia crece o decrece hasta que otro punto de equilibrio es
alcanzado, sera llamado inestable.

La estabilidad de un ciclo limite bajo pequenas perturbaciones cerca de un punto de
equilibrio es estudiado en términos de la ecuacién (2.24) y se sigue el método de Loeb
[32].

Se nombra A,,( y wo a la amplitud y frecuencia de un ciclo limite, respectivamente.
Como se ha visto la siguiente igualdad se debe cumplir:

G(jwo)¥(Apmg,wo) +1=0. (2.32)

La forma compleja explicita de esta ecuacién puede ser obtenida al expresar G/(jwy)

15
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y W(Anmo,wo) en términos de sus partes reales e imaginarias, resultando en:
U(Am(]aw()) _'_jV(AmvaO) = 07 (233)

donde las definiciones de U y V son evidentes. Ahora debemos introducir pequenas
perturbaciones en la amplitud, la tasa de cambio de la amplitud y la frecuencia del
ciclo limite:

Ao — Amo + AAn,
wo — wo+ Aw+ jAo. (2.34)

La perturbacion en la tasa de cambio de la amplitud ha sido asociada con el término
de la frecuencia, esto es Ao = —Am/A,,. Por lo tanto se tiene

U(Apno+ AA,wo+ Aw + jAG) + jV (Ao + AA,, wo + Aw + jAc) = 0. (2.35)

Por definicién, AA,,, Aw vy Ao son pequenas cantidades. La expansién en serie de
Taylor de la ecuacién (2.30) alrededor del punto de equilibrio, valido en términos de
primer orden, se convierte en

ou ou oV oV

mAAm + %(Aw + jAo) —F]%AAm +j%(Aw + jAo) = 0. (2.36)

Para que se satisfaga esta ecuacién se requiere que su parte real e imaginaria des-
aparezcan por separado:

ou ov ou
ov ou ov

Eliminando Aw de este conjunto de ecuaciones, resulta en una sola relacién, la cual
puede estar en la forma

ou oV oU oV ou?  ov.?

Para que un ciclo limite sea estable, un incremento positivo de AA,, debe generar
un Ao positivo; y similarmente, un AA,, negativo debe causar un Ao negativo. En
otras palabras, el signo de Ao /AA,, debe ser siempre positivo para que la condicién de
ciclo limite estable exista. Por lo tanto, para que el ciclo limite sea estable, es necesario

que
ou oV oU oV

A 0w 0w OA. > 0. (2.39)
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2.4. Algoritmo Sub-Optimal Generalizado

El controlador por Modos Deslizantes de segundo orden llamado Sub-Optimal ge-
neralizado [0] tiene la siguiente estructura:

ut) = —a(t)Unsign(y(t) — Bym(t)),

{1 sty = Pyu®) 20 (2.40)

o siooyn(t)(y(t) — Bym(t)) <0

donde y,(t) es una funcién continua a trazos que representa el valor del dltimo punto
singular de y(t), i.e. el valor mas reciente de y(t) tal que y(t) = 0. El término Uy, es la
ganancia del control, 8 € [0, 1) es el pardmetro de anticipacion y o > 1 es el parametro
de modulacion.

Si el sistema (ILI)) tiene grado relativo dodi y su dinamica incierta de entrada-salida
puede representarse como:

§(t) = @ (y(t), (1), ) +~(y(1), §(t), t)u(t),

o(y(t), y(t), 1)| < @,

entonces la ley de control (Z40) con las condiciones de sintonizacién

)
Uy > m,
20 + (1 — B)T Uy
: 2.42
L+ Tl ; +00), (2.42)

forza un modo deslizante de segundo orden hacia la superficie de deslizamiento y = 0
[6]. Una sintonizacién especial del controlador resulta en el algoritmo "Twisting' [30] con
B =0, el algoritmo "Sub-Optimal'[5] con 8 = 0.5 y el controlador relevador con 5 = 0
y o =1 [43].

a* € [1;400] N (

3El grado relativo o del sistema se define como el niimero de veces que se deriva la salida y para
encontrar la entrada u i.e. y(t) = fi(z(t)), ) = fo(z(t)), ..., y7(t) = fo(z(t),u(d)).
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Capitulo 3

Generacion de oscilaciones

En este capitulo se resolvera el problema de la generacion de oscilaciones usando el
algoritmo Sub-Optimal al realizar un analisis con la ecuacion de balance armonico y la
DF del controlador, obteniendo asi las ecuaciones de sintonizacién de las ganancias de
dicho algoritmo.

3.1. Sintonizaciéon del Sub-Optimal Generalizado

Teniendo definido el algoritmo a utilizar en (2:40), debemos hallar una forma de
sintonizar las ganancias, Uy;, o v 3, para lograr un movimiento periédico con amplitud
A, v frecuencia w conocidos. Con este fin, la sintonizacién se lleva a cabo por medio
del analisis de la DF del algoritmo Sub-Optimal. La siguiente proposiciéon describe los
resultados obtenidos.

Proposiciéon 1 Si el siguiente sistema de ecuaciones:

_ 7TAAm (05* + 1) 1-— 52
Uu = T AFR(w) |0+ B) +(1— 5)] ’ (3.1)
* = 7T2Am2 _ 1-0
v $ BUMIW (jw)P(1+8)  1+5 (3.2)

A (o — 1) — 4F (w)Up (¥ 4+ 1)

b= e ) AR @U@ — 1) (3:3)

tiene una solucion factible, entonces puede existir un movimiento periodico en la salida
y del sistema (I1) con amplitud A,, y frecuencia w deseadas.

Demostracion. El algortimo Sub-Optimal generalizado se puede ver como un relevador
activo con histéresis, cuya magnitud varia de acuerdo a la historia pasada de la entrada
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del relevador (esta DF se presenta en [3]), por lo que en [9] toman esta idea y presentan
el DF del Sub-Optimal:

(A = 20 @+ VTPl - DB ] 3

Dado que en [3] se mostr6 que una solucién periddica puede ocurrir cuando el
reciproco negativo de la funcién descriptiva intersecta el diagrama de Nyquist de la
respuesta armonica del sistema G(jw), se tiene:

4 1
G(jw) = ETVE (3.5)
con
1 dA | et 1)yl p L=+ B+ 1) (3.6)
U(A,) AUy 0”1+ B)+(1=5) Tt (15 +(1-5) |
Dividiendo G(jw) en parte real y parte imaginaria, podemos llegar a:
, CmA, | )15 (@ = 1)+ B(aF + 1)

Fe@) +ibiw) = o i p+a-p eraenra-p | 0

y de ahi obtener dos ecuaciones:

Fa(w) = TAn [ —(a* +1)y/1 = 3 (3.8)

a1+ 8)+(1-p)]

B (a* — 1)+ B(a* +1)]
Filw) = [m%ruﬂ+a—6x' (39)

De [9] obtenemos la ecuacién de magnitud de las oscilaciones:

TA,,

. 3.10
22U Ja” (1+ ) + (1 - ) 10

G(jw)| =

Si de la ecuacion (B.8]) despejamos Uy, de la ecuacion (3.9]) despejamos 5y de la
ecuacion ([B.I0) se despeja o, entonces se obtiene el sistema de ecuaciones (B.1])-(B3))
(las ganancias de sintonizacién del controlador). Con esto se concluye la demostracion.
|
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3.1. Sintonizacién del Sub-Optimal Generalizado

3.1.1. Solucidén analitica

Para resolver este sistema de ecuaciones, se optd por elegir el valor de a* > 1y
resolver las otras dos ecuaciones para encontrar los valores de Uy, v 3 en funcion de la
amplitud y frecuencia deseadas, asi como de la respuesta armonica del sistema.

Por medio de la herramienta muPad de Matla, se obtuvo la siguiente solucién
analitica:

Fr(w) {\/(O&*Q + 20 + 1) Fr(w)? 4 40 Fr(w) + (a* — 1)F1(w)} of — 1

” (@ + 1)(Fy (w)* + Fr(w)?) e D CARY

TAm [\/(a*2 + 20 + 1) F(w)? 4+ 4a* Fr(w) — (o — 1)F1(w)]
Uy = , . L (312)
8a*(Fr(w)” + Fr(w)?)

Si se obtiene la solucién gréfica de las ecuaciones (3.0) y (B.6]) con las ganancias del
controlador convencionales (2.40) en el plano complejo, se puede notar que el reciproco
negativo de la DF del sub-optimal es una recta con pendiente negativa que cruza en el
origen, pero solo existe en el segundo cuadrante, por lo que solo podriamos intersectar
en ese cuadrante a W (jw). Esto se observa en la Figura 3.1l

Re

| W(w)

Figura 3.1: Solucién grafica de la ecuaciéon de balance armoénico

Con las ecuaciones obtenidas (B.11]) y (B:12), ahora 8 puede tomar diferentes valores:
g € (=1,0) U (0,1), por lo que el reciproco negativo de la DF del sub-optimal ahora
puede existir en el segundo y tercer cuadrante del plano complejo. La solucion gréfica
de la ecuacion de balance armoénico con el andlisis realizado se ilustra en la Figura

'En este trabajo se opt6 por utilizar muPad de Matlab. Sin embargo, es posible utilizar cualquier
otro software que resuelva este tipo de ecuaciones, por ejemplo: Mathematica o Mathcad; asi como
utilizar métodos nimericos como los expuestos en [11] y [21].
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FE(Dl) ST

~1/¥(Am)

p€(-10)

Figura 3.2: Solucién grafica de la ecuacion de balance armoénico con las férmulas
obtenidas

3.2. Algoritmo para el uso de las ecuaciones de sin-
tonizacion

El siguiente algoritmo describe el uso de la Proposicion [l (ver Figura [B3]):

1. Seleccionar amplitud y frecuencias deseadas, verificando que la frecuencia exista
en el segundo o tercer cuadrante del plano complejo de la traza de Nyquist de

G(s).
2. Escoger el valor de o > 1y obtener 5y Uy de las ecuaciones (B.10]) y (3.12).

3. Obtener la solucién grafica de la ecuacion de balance armoénico para corroborar
que existe la interseccion.

4. Implementar el controlador con los pardmetros encontrados.

5. Si los resultados no son satisfactorios, escoger otra amplitud o frecuencia, o ambas
y volver a realizar el algoritmo.
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3.2. Algoritmo para el uso de las ecuaciones de sintonizacién

Seleccionar 4,, vy
@

) 4

A

Escogera™ = 1y
obtener By Uy, de
las ecuaciones

éExiste
interseccion
en el plano
complejo?

Realizar
simulaciones y/o
experimentos

élos
resultados
son
satisfactorios?

Fin

Figura 3.3: Diagrama de flujo del algoritmo
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Capitulo 4

Casos de estudio

Para ilustrar los resultados de la Proposicién [Il, se analizaran dos casos de estudio:
el carro-péndulo y un circuito RC.

4.1. Carro-Péndulo

Se tiene un péndulo que rota en un plano vertical alrededor de un eje localizado en
un carro. El carro puede moverse en un riel horizontal en el plano de rotacién (Figura

.T]).

~

nass center

Figura 4.1: Carro-péndulo
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El sistema en espacio de estados toma la forma:

jﬂ'l = I3, (41)
l"g = X4, (42)
jj3 _ a 1wy + CC(Z)S (LL’Q)U)Q’ (43)
P cOS (@)u:ll + a2w2’ (4.4)

donde x; es la posicion del carro, zo es el angulo del péndulo medido en direccion
antihorario (xo = 0 significa que esta arriba el péndulo), x3 es la velocidad del carro,
x4 es la velocidad del péndulo [27] y

wy = kw—aisin(xe) — kews, ay = J,/ml, ki = p1/ml,
Wy = gSiIl (I‘Q) — ]{731’4, Ay = 1/[, ]{72 = (fc —p2)/ml,
d = b— COSZ(LIZ'Q), b = a1a9, ]{73 = fp/ml

Los valores de los parametros del sistema se describen en la Tabla .11

Nombre Descripcion Unidades
m Masa equivalente del carro y el péndulo 0.872[kg
l Distancia del eje de rotacién al centro de masa del sistema 0.01955717[m]
fe Coeficiente de friccién dindmica del carro 0.5[Ns/m]
I Coeficiente de friccién rotacional 0.0000665[Nms/rad]
Jp Momento de inercia del péndulo con respecto al eje de rotacién 0.0038583[kgm?]
1 Relacién de la fuerza de control a seiial PWM 9.4[N]
D2 Relacién de la fuerza de control a velocidad del carro -0.548[Ns/m]
g Aceleracién de la gravedad 9.78[m/s?]

Tabla 4.1: Pardametros del sistema carro-péndulo

4.1.1. Linealizaciéon

Ya que el Carro-Péndulo es un sistema no lineal, se debe de linealizar para utilizar
la ecuacién de balance arménico y sintonizar el Sub-Optimal para generar oscilaciones
en la salida z;.

Para esto, se linealiza el sistema con el Jacobiano con respecto al estado x evaluado
en el punto de equilibrio para obtener la matriz A y con el Jacobiano con respecto a la
entrada u evaluado en el punto de equilibrio se obtiene la matriz B. Después se obtiene
la funcién de transferencia de dicho sistema con la expresiéon G(s) = C(sI — A)™'B.

Para las pruebas que se realizardn en el sistema, se generaran oscilaciones en la
posicién del carro, por lo que y = 7 y por lo tanto C' = [1,0,0, 0]. Las oscilaciones se
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4.1. Carro-Péndulo

haran alredor de dos puntos de equilibrio: con el péndulo abajo (x = [0,7,0,0]7) y con
el péndulo arriba (z = [0, 0,0, 0]7), por lo que se obtienen dos funciones de transferencia
respectivamente:

Jzupls2 + fppls + mglpl

G = 4.5
1(s) v18t + 6183 + 182 + (s (4.5)
donde
v, = Jym—IPm?
o = fpm+Jp(fc_p2)7
er = mgl+ fp(fe — p2),
Cl = mgl(fc _p2)'
Jop18* + fop1s — mglp
Gy(s) = 2 e 4.6
() Vo5t + 0283 + €952 + (58’ (4.6)
donde
Yy = ’m? — Jpym,

62 = Jp(p2 - fc) - fpm7
g2 = mPgl+ fo(pa — fo),
G = mgl(fe —p2).
Ya que la funcién de transferencia (f.6]), tiene un polo con parte real positiva (los
polos son: [0,6.8213,—6.9574, —1.1983]), no se puede usar el algoritmo Sub-Optimal

para generar oscilaciones, por lo que se necesita agregar un control que haga estable el
punto de equilibrio x = [0, 0,0, 0]%.

Para esto, se puede disefiar un control por retroalimentacion de estados. Sin embar-
go, cualquier control lineal que permita usar el enfoque de DF y balance armonico es
valido.

En este caso, la entrada de control toma la siguiente forma:
u=—Kzx — aUysign(z,(t) — Br1 (1)), (4.7)

donde K = [ky, ko, k3, k4] y con esto se obtiene la funcién de transferencia:

J,p15% 4+ fop1s — mglp,
Gsls) = a5t + 2533 + &EZ];—F (35S f i@glplkl' (48)
donde
vy = Jym—Pm?,
ds = fom+ J(fe — p2) + p1(Jpks + Imky),
es = [olfe—p2) —mPgl+ pr(Jpky + lmksy + fpks),
G = mgl(p2 — fo) + pr(fpkr — mglks).
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4.1.2. Estabilidad de la oscilacion

Ya que las oscilaciones de la posicion del carro deben seguir permitiendo que el
péndulo siga en la posicion de arriba, es importante hacer el andlisis de estabilidad
en los dos puntos de equilibrio descrito en el Capitulo 2 para saber si se lograra éste
objetivo.

Péndulo abajo

Sean
. + 4o
Gi(je) =
Wy . .
V(A4,) = =M
(Am) = G+,

entonces, se obtiene que

U - 1+2UM [WC—(SW]’

TA,, €
V )
TA,, €

Después, para que el ciclo limite sea estable se tiene que cumplir la siguiente de-

sigualdad:

oU 9V U v
0A, 0w 0w A, ~

Se llega a
AU

- m(% —6r)(C+ 1) >0, (4.9)

Para que se cumpla (£9]), se debe cumplir:
YA — 0k < 0.

Sustituyendo los parametros del sistema se obtiene que

YA — 0k = —183.3862w'° + 3.0904 x 10%w® — 2.0201 x 10%w°
+6.0592 x 107w?* — 7.0019 x 10%w?. (4.10)

Realizando un analisis de las raices de (AI0) y viendo en que intervalos w hace que
sea negativa esta expresion, se obtiene w € (0,6.3957) U (6.676, o), por lo tanto el ciclo
limite que se genera es estable.
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4.2. Circuito RC

Péndulo arriba

Realizando el mismo analisis que el caso anterior pero ahora con

. +jo
Gg(]td) = 1) )
€
entonces, se obtiene que
U 1+2UM [WC—(SW]’
TA,, €
22Uy lvn + 5§]
v
TA,, €

Después, para que el ciclo limite sea estable se tiene que cumplir la siguiente de-
sigualdad:
ou oV oU oV

94, 0w dwoA,
Se llega a
4U 2

Para que se cumpla (AI1]), se debe cumplir:

YA — ok < 0.

Sustituyendo los parametros del sistema se obtiene que

YA — 0k = —2.8173 x 103" — 4.6846 x 10°w® — 2.8809 x 107w®
—8.0653 x 10%w* — 1.0413 x 10"°w? — 5.9628 x 10'°. (4.12)

Como se puede notar, cualquier valor de w hace que (4.12)) sea negativa, por lo tanto
el ciclo limite que se genera siempre es estable.

Ya que la mayoria de los sistemas mecanicos cuentan con restricciones fisicas en los
actuadores (como es el caso del Carro-Péndulo), no es posible generar oscilaciones de
alta frecuencia en dichos sistemas. Sin embargo, cambiando la naturaleza del sistema,
en este caso un sistema eléctrico (el circuito RC), es posible ver que estas limitaciones
se deben al tipo de sistema y no al método propuesto.
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R1

Figura 4.2: Circuito RC

4.2. Circuito RC

Se tiene un circuito RC particular descrito en la Figural4.2] donde u y y son voltajes
y representan la entrada y la salida del sistema, respectivamente.

Los valores de los parametros del sistema se describen en la Tabla .2

Nombre | Descripcion | Unidades
4 Capacitancia 1 | 100[uF]
Cy Capacitancia 2 | 220[uF]
Cs Capacitancia 3 | 220[uF]
Ry Resistencia 1 560[€2]
R, Resistencia 2 1[KQ]
Ry Resistencia 3 560[€2]

Tabla 4.2: Parametros del circuito RC

Para conseguir la funcién de transferencia de este sistema, simplemente se debe
obtener la funcién de transferencia de cada circuito por separado y después multiplicar
lo tres:

1
GCl(S) - ClRlS"—l,

1
Goals) = Gt

1
Cals) = GRs+r

Ga(s) = Gei(s)Go(s)Gey(s),
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4.2. Circuito RC

La funcion de transferencia de este circuito es:

1
C ys3 4082 fes+ 1

Gu(s) (4.13)

donde

v = CiCC3R Ry Rs,
C1CR1Ry + C1C3R R + C2C3 Ry R,
g = 01R1 + CQRQ + CgRg.

>
|

Ya que los valores caracteristicos de esta funcién de transferencia son todos negati-
vos, no se necesita implementar un control externo al Sub-Optimal, por lo que con esta
funcién se van a implementar las oscilaciones.

4.2.1. Estabilidad de la oscilacion

Para tener la certeza de que las oscilaciones a realizarse seran estables, se hara el
mismo analisis que con el caso anterior.

Sea ahora 5
Galjw) = =%,
€
entonces, se obtiene que
2
U — 14 Unm [VC‘H;??]’
TA, €
20Uy | ym —4¢
V = .
TA,, [ €

Después, para que el ciclo limite sea estable se tiene que cumplir la siguiente de-

sigualdad:
ou oV oU oV

9A, 0w OwdA,
Se llega a
AUy 5 ) (2 2
~ g 2 (R =N ) > 0, (4.14)

Para que se cumpla (AI4), se debe cumplir:

0k — A < 0.
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Sustituyendo los parametros del sistema se obtiene que

6k — YA = —0.0001968w" + 0.0193w? — 0.3992. (4.15)

Los valores de w € (0,5.4456) U (8.2689, cc0) hacen que (ZI5) sea negativa, por lo
tanto el ciclo limite que se genera es estable.

4.3. Simulaciones

Teniendo bien definido el método de sintonizacién del algoritmo Sub-Optimal y los
dos sistemas con los que se realizaran las pruebas, se realizaron simulaciones para traba-
jar en distintos casos de oscilaciones; con el Carro-Péndulo se realizaran oscilaciones en
dos puntos de equilibrio (uno estable y otro inestable) y con el circuito RC se realizaran
oscilaciones variando su amplitud y frecuencia. Todas las simulaciones se realizaron en
MatLab Simulink, con un paso de muestreo de 0.01[seg] y el método de resolucién de
ode4 (Runge-Kutta).

4.3.1. Carro-Péndulo

Al sustituir los valores de los pardmetros del sistema en (&H) y (8], se obtiene

11.8s% + 0.2s + 510.1
s* 4+ 1.33483 + 47.3452 4+ 56.87s’

11.852 4+ 0.25 — 510.1
Ga(s) = 3 2 ’
st +1.334s% — 47.34s% — 56.87s
y al sustituir K = [—0.5740, 2.1443, —0.5255,0.3184] en (8] se obtiene la funcién de
transferencia

Gl(S) =

(4.16)

(4.17)

11.8s2 +0.2s — 510.1
s+ 11.748% + 57.6652 + 211.1s + 292.8°

Gs(s) = (4.18)

Esta matriz K se disen6 por el método de asignacién de polos, para que los polos
resultantes fueran [—1.27 + 4.125, —1.27 — 4.12j, —2.27, —6.94].

Cabe mencionar que los polos resultantes deben permancer cerca del eje imaginario
para asi poder generar oscilaciones. Esto es debido a que si los polos resultantes se
encuentran muy alejados, la dindmica resultante sera més rapida comparada con la del
algoritmo Sub-Optimal, por lo que la retroalimentaciéon de estados solo estabilizara el
sistema en algin punto y no dejara que la generacion de oscilaciones tome lugar.

El objetivo de las simulaciones en el Carro-Péndulo, es generar oscilaciones en la
salida z; con el péndulo abajo para realizar un swing-up y estabilizar el estado con
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el péndulo arriba con ayuda de un control lineal. Después de eso, se deben generar
oscilaciones de nuevo en z1, pero manteniendo el péndulo arriba.

Para realizar esto se divide el problema en tres partes:

Prueba 1: Oscilaciones con el péndulo abajo

1.

Se desea hacer oscilar la posicién del carro con una amplitud A, = 0.3[m] y una
frecuencia w = 3[rad/seg].

Se escoge o = 1y se utilizan las expresiones (3.11) y (B:12) para obtener § =
_0.3647 y Ups — 0.2161.

Se grafica la ecuacién de balance arménico (8.5) para ver si con los pardmetros
obtenidos, hay interseccion en el plano complejo y por lo tanto puede haber oscila-
ciones, esto se muestra en la Figura Es importante sefialar, que en la soluciéon
grafica se muestran varias intersecciones de G(jw) con —1/W(A,,), por lo que
podria existir la incertidumbre de a qué frecuencia se generara la oscilacion, pero
en este caso, el otro cruce se encuentra en las frecuencias donde no es estable la
oscilacion, por lo que no se tendra problema con esto.

Sabiendo que existe la interseccion en la frecuencia deseada, podemos hacer si-
mulaciones con condiciones iniciales z = [0, ,0,0]7. El diagrama de bloques se
muestra en la Figura [£.4]

Los resultados se observan en la Figura [l La oscilacion resultante tiene una ampli-
tud de 0.2613[m] (error porcentual de 12.9) y una frecuencia de 3.2043[rad/seg] (error
porcentual de 6.8), por lo que si se estd en el caso de la interseccion en la frecuencia
deseada (ya que tenfamos varias intersecciones).

Prueba 2: Oscilaciones con el péndulo arriba

1.

Ahora se quiere hacer oscilar la posicién del carro con una amplitud A, = 0.1[m)]
y una frecuencia w = 2[rad/seg].

Se escoge o = 1y se utilizan las expresiones (3.11) y (B:12) para obtener § =
0.9993 y Upr = 0.0985.

. La gréfica de la ecuacién de balance arménico (3.5]) se muestra en la Figura .6l

. Sabiendo que existe la interseccion en una frecuencia muy cercana a la deseada, po-

demos hacer simulaciones con condiciones iniciales z = [0, 0,0, 0]7, recordando que
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w = 3[rad/seg]

Eje Imaginario

-2 | | | | | |
. 7.1 -0.5 0 0.5
Eje Real

Figura 4.3: Solucién grafica de la ecuacion de balance arménico para oscilaciones
con el péndulo abajo

X4

. Carro > X3
péndulo . )

er

Sub y |
— Optimal

Figura 4.4: Diagrama de bloques de la simulaciéon del swing-up

ahora la entrada de control serd (£1) con K = [—1.0436, 3.8987, —0.9555, 0.5788].
El diagrama de bloques de la simulacién se muestra en la Figura [4.7]

Los resultados se observan en la Figura[d.8. La oscilacion resultante tiene una ampli-
tud de 0.0899[m| (error porcentual de 10.1)y una frecuencia de 2.1362[rad/seg| (error
porcentual de 6.8).

En este caso hay que verificar que el péndulo se mantenga arriba, por lo que en
la Figura 4.9 se muestra que esta alrededor del punto de equilibrio y por lo tanto, se
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Posicién del carro [m]

| | | | |
30 30.5 31 315 32 325 33 335 34 34.5 35

Tiempo [seg]

Figura 4.5: Oscilaciones de la posicion del carro con el péndulo abajo

—G(jw)
15— 1/U(A,) |

= 2[rad/seq]
0.5

Eje Imaginario

-0.5-

-1 | | | | | | |
) 0 0.5 1 15 2
Eje Real

Figura 4.6: Solucién grafica de la ecuacién de balance arménico para oscilaciones
con el péndulo arriba

mantiene arriba.
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—- " Carro f, K
; 4 =
+ éndulo ’
p K

Sub Y

g

— Optimal

Figura 4.7: Diagrama de bloques de la simulacién de las oscilaciones con péndulo
arriba

0.1~ -

0.05

-0.05

Posicion del carro [m]

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
Tiempo [seg]

Figura 4.8: Oscilaciones de la posicién del carro con el péndulo arriba

Prueba 3: Oscilaciones con el péndulo abajo y arriba

Ya que las dos simulaciones anteriores, tuvieron resultados aceptables, se juntaran
las dos oscilaciones en un experimento: primero se hara oscilar la posicién del carro hasta
que el péndulo se levante, se detendran las oscilaciones y el control lineal u = —Kux
estabilizara el punto de equilibrio; después se hara oscilar de nuevo la posicion del carro
y cada 30[seg] el control se cambiard entre u = —Kz — aUysign(zi(t) — fripy(t)) v
u = —Kux para ver la diferencia entre tener o no el control Sub-Optimal.
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Posicion del péndulo [rad]

-0.08-

1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
Tiempo [seg]

Figura 4.9: Posiciéon del péndulo

El diagrama de bloques de la simulacién se muestra en la Figura E.I0. El Selector
1 es el que detecta que la posicién del péndulo ya es cercana a cero, por lo que cambia
la entrada del Sub-Optimal a la retroalimentaciéon de estados para estabilizar todo el
estado en el punto de equilibrio. El Selector 2 es el que cambia la entrada cada 30[seg]

para tener o no oscilaciones.
Carro
péndulo
Selector
2

—| Sub — Optimal

& N 1

Retroalimentacion

de estados
\ v,

(" Sub — Optimal
+
Retroalimentacion

\__deestados _/

Figura 4.10: Diagrama de bloques de la simulaciéon completa

Los resultados se muestran en las Figuras [4.11] a [£.14l Como se puede notar, la
primera oscilacion logra hacer un swing-up y con el control lineal se estabiliza el punto
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de equilibrio, después de esto el péndulo se mantiene arriba, no importando que esté o
no oscilando el carro.

0.3~ -

Posicién del carro [m]

| | | | | | | | |
40 60 80 ) 100 120 140 160 180 200
Tiempo [seq]

o
n
o

Figura 4.11: Comportamiento de la posicién del carro en simulacién

-0.02

Posicién del carro [m]
o

-0.04

-0.06

-0.08

1
100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
Tiempo [seq]

Figura 4.12: Comportamiento de la posicién del carro en simulacién: Detalle
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[l
T
|

o
T
|

Posicion del péndulo [rad]
l\‘i w
L

[
T
|

| | | | | | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo [seq]

o

Figura 4.13: Comportamiento de la posicién del péndulo en simulacion

0.1

-0.02- -

-0.04 -

Posiciéon del péndulo [rad]
o

-0.06- -

-0.08f- ‘ : -

-0.1 | | | | | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo [seg]

Figura 4.14: Comportamiento de la posicién del péndulo en simulacién: Detalle

Andlisis de resultados

De los resultados obtenidos se puede decir, que con las formulas de sintonizacion
se puede llegar a la interseccién en la frecuencia deseada en la solucién grafica de la
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ecuacion de balance armonico. Los resultados se describen numéricamente en las Tablas
y 4.4l Note que los errores porcentuales de amplitud y frecuencia son bajos, por lo
que la oscilacion obtenida es muy similar a la deseada, ademas se logré realizar satis-
factoriamente en un punto de equilibrio inestable y asi lograr que el péndulo estuviera
arriba ain cuando el carro oscilaba.

Caso A,, deseada [m] | A, resultante [m] | Error porcentual
Péndulo abajo 0.3 0.2613 12.9
Péndulo arriba 0.1 0.0899 10.1

Tabla 4.3: Errores en la amplitud de las oscilaciones en el Carro-Péndulo

Caso w deseada [rad/seg] | w resultante [rad/seg] | Error porcentual
Péndulo abajo 3 3.2043 6.8
Péndulo arriba 2 2.1362 6.8

Tabla 4.4: Errores en la frecuencia de las oscilaciones en el Carro-Péndulo

4.3.2. Circuito RC

Al sustituir los parametros del sistema en (Z13)) se obtiene la funcién de transferencia
con la que se realizaran las simulaciones:

1
"~ 0.001518s3 + 0.04632s2 + 0.3992s + 1°

G4(s) (4.19)

El objetivo de las simulaciones en circuito RC es generar oscilaciones en la salida y,
pero cambiando el control u para que en una simulacion se obtengan varias amplitudes
A,, y en otro simulacién se obtengan varias frecuencias w.

El diagrama de bloques de las dos simulaciones es el mismo y se muestra en la Figura
4151

Prueba 1: Variacion de amplitud

1. Se hara oscilar la salida fijando el valor de la frecuencia a w = 15[rad/seg] y cada
20[seg] se le pedird al algoritmo Sub-Optimal diferentes valores de amplitud.

2. Se elige a* = 1y se utilizan las expresiones (B.11]) y (8:12) para obtener diferentes
valores de los pardmetros (Tabla[d.5]). Hay que notar que el valor de 8 no cambia,
ya que éste no depende de la amplitud.
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u_|Circuito| y
RC

.Sub 4
— Optimal

Figura 4.15: Diagrama de bloques de las simulaciones en el circuito RC

3. En la Figura [4.16] se muestra la soluciéon de la ecuacion de balance armonico.

4. Sabiendo que existe la interseccion en la frecuencia deseada, podemos hacer simu-
laciones con condiciones iniciales x = [0,0,0,0]7 y los valores de los pardmetros
encontrados.

AnVI| 8 Un
0.5 |-0.0914 | 3.7156
1 -0.0914 | 7.4311
2 -0.0914 | 14.8622
3 -0.0914 | 37.1556
7 -0.0914 | 52.0179

Tabla 4.5: Valores de § y Uy para diferentes valores de A,,

Los resultados se muestran en las Figuras A.17 a [1.22

La oscilacion resultante tiene una frecuencia de w = 15.0781[rad/seg| (obteniendo
un error porcentual de 0.5209) y en la Tabla se encuentran los errores de amplitud.

A,, deseada [V] | A, resultante [V] | Error porcentual
0.5 0.5427 8.5303
1 1.0480 4.8031
2 2.0104 0.5194
5 5.4363 8.7269
7 7.5747 8.2097

Tabla 4.6: Errores de oscilaciéon con variacién en la amplitud

GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL 4:1



4. Casos de estudio

0.1

-0.1

-0.2

w = 15[rad/seg]
-0.3

-0.4F

Eje Imaginario

-0.5(

-0.7(~ __1/\11(Am) —

-0.8 | | | | | | |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eje Real

Figura 4.16: Solucién grafica de la ecuacién de balance arménico para oscilaciones
con variacién en la amplitud

Salida [V]

| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo [seg]

Figura 4.17: Oscilaciones con variaciéon en la amplitud

Prueba 2: Variacién de frecuencia

1. Ahora se hard oscilar la salida fijando el valor de la amplitud a A,, = 2[V] y cada
20[seg] se le pedira al algoritmo Sub-Optimal diferentes valores de frecuencia.

42
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salida [V]

salida [V]

-1 | | | | | | | | |

10 10.2 10.4 10.6 10.8 ) 11 11.2 11.4 11.6 11.8
Tiempo [seg]

Figura 4.18: Oscilaciones con variaciéon en la amplitud: Detalle 1

12

-15F

-2 | | | | | | | | |

30 30.2 30.4 30.6 30.8 ) 31 31.2 314 31.6 318
Tiempo [seg]

Figura 4.19: Oscilaciones con variacién en la amplitud: Detalle 2
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Salida [V]

Salida [V]

— | | | | | | | | |
3o 50.2 50.4 50.6 508 51 51.2 514 51.6 51.8 52
Tiempo [seg]
Figura 4.20: Oscilaciones con variacién en la amplitud: Detalle 3
67 —

70 70.2 70.4 70.6 70.8 ) 71 71.2 71.4 71.6 71.8 72
Tiempo [seg]

Figura 4.21: Oscilaciones con variacién en la amplitud: Detalle 4
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Salida [V]

| | | | | | | | |
90 90.2 90.4 90.6 9208 91 91.2 91.4 91.6 91.8 92
Tiempo [seg]

Figura 4.22: Oscilaciones con variacién en la amplitud: Detalle 5

2. Se elige a* = 1y se utilizan las expresiones (B.11]) y (8:12) para obtener diferentes
valores de los pardmetros (Tabla [4.7]).

3. En la Figura [4.23] se muestra la solucién de la ecuacion de balance armoénico.
4. Sabiendo que existen las intersecciones en diferentes valores de frecuencias desea-

das, podemos hacer simulaciones con condiciones iniciales x = [0,0,0,0]7 y los
valores de los parametros encontrados.

wlrad/seg] B Unm
3 -0.9962 | 2.8481
10 -0.5630 | 6.9029
15 -0.0914 | 14.8622
20 0.2309 | 28.2977
25 0.4411 | 48.9211

Tabla 4.7: Valores de 8 y Ujs para diferentes valores de w

Los resultados se muestran en las Figuras [4.24] a [£.29

En la Tabla 4.8y la Tabla se encuentran los errores de amplitud y frecuencia de
la oscilacion resultante.
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0.1

—Gjw)

s —w = 5[rad/seg]
—w = 10[rad/seg
-03

Eje Imaginario

]
w = 15[rad/seg]
—w = 20[rad/seg]
[ ]

-0.4F .

o5l —w = 25[rad/seg i

06l ]

-0.71 .
| | | |

-0.8 ‘
. 0.6 0.8 1

0.4
Eje Real

Figura 4.23: Solucién gréafica de la ecuacién de balance arménico para oscilaciones
con variacién en la frecuencia

| ‘ | ‘

Salida [V]

1
iy
T

o

-3 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 ) 50 60 70 80 90 100
Tiempo [seg]

Figura 4.24: Oscilaciones con variaciéon en la frecuencia

Analisis de resultados

En estas simulaciones se lograron obtener diferentes tipos de oscilaciones cambiando
su amplitud o frecuencia en cada determinado tiempo, obteniendo errores porcentuales
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Salida [V]

-3 | | | | | | | |
10 10.5 11 115 12 125 13 135 14

Tiempo [seg]

|
14.5 15

Figura 4.25: Oscilaciones con variacién en la frecuencia: Detalle 1

Salida [V]

-3 | | | | |
30 30.2 30.4 30.6 30.8 31 31.2 31.4 31.6

Tiempo [seg]

318 32

Figura 4.26: Oscilaciones con variacion en la frecuencia: Detalle 2

bajos, excepto en el primer error porcentual de amplitud cuando la frecuencia variaba.
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Salida [V]

Salida [V]

50 50.2 50.4 50.6 50.8 ) 51 51.2 51.4 51.6 51.8 52
Tiempo [seg]

Figura 4.27: Oscilaciones con variacion en la frecuencia: Detalle 3

70 70.1 70.2 70.3 70.4 ) 70.5 70.6 70.7 70.8 70.9 71
Tiempo [seg]

Figura 4.28: Oscilaciones con variacion en la frecuencia: Detalle 4
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Salida [V]

| | | | | | | | |
90 90.1 90.2 90.3 90.4 90.5 90.6 90.7 90.8 90.9 91

Tiempo [seg]

Figura 4.29: Oscilaciones con variacion en la frecuencia: Detalle 5

A,, deseada [V] | A, resultante [V] | Error porcentual
2 2.6268 31.3376
2 2.1566 7.8284
2 2.0174 0.8715
2 2.1397 6.9868
2 2.1753 8.7631

Tabla 4.8: Errores de amplitud en la oscilacién con variacién en la frecuencia

w deseada [rad/seg] | w resultante [rad/seg] | Error porcentual
5 4.0841 18.3186
10 10.0531 0.5310
15 15.3938 2.6254
20 19.7920 1.0398
25 24.5044 1.9823

Tabla 4.9: Errores de frecuencia en la oscilacién con variacién en la frecuencia
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Capitulo 5

Experimentacion

Para la experimentacién en un sistema real, se tiene un Carro-Péndulo en la Figura

sl

Figura 5.1: Carro-péndulo real

Dado que en el sistema real solo se miden las posiciones del carro y el péndulo, se
debe acudir a una herramienta que nos permita conocer sus velocidades, ya que son
necesarias para la retroalimentacion de estado realizada en el experimento, por lo tanto
se pueden implementar ya sea observadores convencionales (Luenberger), los basados
en MD de diferentes tipos o filtros, para obtener la estimacién de los estados como en

Otra alternativa es usar el diferenciador numérico que tiene integrado el equipo, en
el que obtiene la estimacion del estado con la expresion:

T =

Lactual — Lanterior ( 5 1)
tm ’ '

!Para ver el funcionamiento del Carro-Péndulo real, consultar el Apéndice.
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donde t,, es el paso de muestreo.

Teniendo bien definido lo anterior, se realiza la misma prueba de la simulacion de
las oscilaciones con el péndulo abajo y arriba del capitulo anterior, pero en el sistema
real.

Se genera una oscilacion en la posiciéon del carro empezando con el péndulo en la
posicion de abajo; esta debe ser capaz de elevar el péndulo a la posicion de arriba para
que se cambie el control por la retroalimentacion de estados y asi se estabilicen los
estados. El algoritmo para el diseno de estas oscilaciones se muestra a continuacion:

1. Amplitud A,, = 0.3[m] y frecuencia w = 3[rad/seg].

2. Se elige o* = 1 y se utilizan las expresiones [B.11) y (3.12) para obtener § =
—0.3647 y Upy — 0.2161.

3. En la Figura se muestra la solucién de la ecuacién de balance arménico.

4. Sabiendo que existe la interseccion, se inicia el experimento con condiciones ini-
ciales x = [0, 7,0,0]7 y los valores de los parametros encontrados.

Después de que se lleven a cero los estados, cada determinado tiempo se cambiara
el control para que se genere oscilaciones o se lleve el proceso de estabilizacion, todo
esto manteniendo el péndulo arriba. El algoritmo para el diseno de estas oscilaciones se
muestra a continuacion:

1. Amplitud A,, = 0.1[m] y frecuencia w = 2[rad/seg].

2. Seelige o = 1y se utilizan las expresiones (3.11]) y (8:12) para obtener 5 = 0.9993
y Uy = 0.0985.

3. En la Figura se muestra la soluciéon de la ecuacién de balance armonico.

4. Sabiendo que existe la interseccién, se utiliza la retroalimentacion de estados junto
con el Sub-Optimal y sus pardmetros encontrados.

El diagrama de bloques de la prueba se muestra en la Figura [5.3

En las Figuras [(.4] a [5.7] se muestran los resultados obtenidos en el experimento.

Como nos interesa la oscilacién cuando el péndulo esta arriba (ya que la oscilacién
con el péndulo abajo solo sirve para realizar el swing-up), ésta es la que compararemos
con los valores deseados.

La oscilacion medida es la que se encuentra a partir de los 90[seg] y tiene una
amplitud de A,, = 0.1211[m] (error porcentual de 21.14) y una frecuencia de w =
1.885[rad/seg| (error porcentual de 5.7522).
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5.1. An4lisis de resultados
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Figura 5.2: Solucion grafica de la ecuacién de balance armoénico para las oscila-
ciones del experimento

—* Sub — Optimal u *2
péndulo X4
—»|Selector
1 Retroalimentacion
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\ W

Diferenciador
( Sub — Optimal f i
_+ . Observador
Retroalimentacion
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Figura 5.3: Diagrama de bloques de la prueba en el Carro-Péndulo real

5.1. Analisis de resultados

Con los resultados obtenidos en esta prueba, primero se puede notar que la estabili-
zacion de la posicion del carro no es exctamente al valor de cero y que sus oscilaciones
generadas se encuentran alrededor de otro valor diferente de cero. Esto se puede deber
a las incertidumbres que se puedan tener del sistema real con el modelado, aparte de
que en la linealizacién del sistema también se generan errores. A pesar de esto, se logré
el objetivo de generar el swing-up y la oscilacion del carro sin que el péndulo se caiga;
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5. Experimentacion
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Figura 5.4: Comportamiento de la posicién del carro en el experimento
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Figura 5.5: Comportamiento de la posicién del carro en el experimento: Detalle

ademas se obtuvo una frecuencia muy cercana a la deseada aunque el error porcentual
de amplitud es un poco alto. Los errores se muestran en las Tablas 5.1y
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5.1. An4lisis de resultados
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Figura 5.6: Comportamiento de la posicién del péndulo en el experimento
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Figura 5.7: Comportamiento de la posicion del péndulo en el experimento: Detalle
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5. Experimentacion

Caso A, deseada [m] | A,, resultante [m] | Error porcentual
Péndulo abajo 0.3 - -
Péndulo arriba 0.1 0.1211 21.14

Tabla 5.1: Errores en la amplitud de las oscilaciones del experimento

Caso w deseada [rad/seg] | w resultante [rad/seg] | Error porcentual
Péndulo abajo 3 - -
Péndulo arriba 2 1.885 5.7522

Tabla 5.2: Errores en la frecuencia de las oscilaciones del experimento
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se logré encontrar un método para la sintonizaciéon de los parametros
del controlador Sub-Optimal Generalizado y asi poder generar oscilaciones de amplitud
y frecuencias deseadas. Con esto, se pudo construir un algoritmo para el uso de las
ecuaciones de sintonizacion.

Por otro lado, se realizaron simulaciones en dos sistemas diferentes para poner a
prueba este algoritmo en distintos escenarios:

s Carro-Péndulo:

e Generacion de oscilaciones para realizar un swing-up.

e Oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio inestable.
» Circuito RC:

e Oscilaciones con variaciéon en la amplitud.

e (Oscilaciones con variacion en la frecuencia.

Para el caso del sistema Carro-Péndulo, las pruebas de experimentacién arrojaron
resultados satisfactorios. De esta manera, se muestra una congruencia entre los resul-
tados tedricos y practicos.

Como trabajo futuro se plantea la robustificacién del algoritmo de generacién de
oscilaciones frente a errores de amplitud y frecuencia, respectivamente. Una posible
opcion es mezclar la generacion de oscilaciones realizada en este trabajo junto con un
control externo que haga seguimiento de trayectoria, y que ademas, se encargue de
minimizar los errores obtenidos.
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Apéndice A

Descripcion del Carro-Péndulo real

El sistema requiere de los siguientes elementos de hardware y software:

» Tarjeta de adquisicién de datos RTDAC4/PClc, que contiene un dispositivo FP-
GA.

= Péndulo y carro.

= Cables de alimentacién y de conexion.

= Software para el programa de tiempo real.

= MATLAB con Simulink.

= Real Time Workshop para generar el cédigo.
= Real Time Windows Target toolbox.

= Drivers para la comunicaciéon con la tarjeta de adquisicion de datos

La Figura[A.Ilmuestra los 6 bloques que contiene el sistema: el proceso, los encoders,
FPGA, el generador de PWM, el algoritmo de control y el reloj.

El reloj manda un pulso cada Ty segundos (paso de muestreo) para que el convertidor
PWM mande una senal a la computadora. El algoritmo de control calcula el valor de
control y lo manda en forma de niimero al FPGA.

Los encoders miden dos estados: la posicion del carro y el angulo de péndulo. Estos
encoders basicamente consisten en una fuente emisora de luz, un dispositivo que recibe
esta luz y un disco rotatorio con rendijas, como se muestra en la Figura [A.2l

El encoder del sistema es un HEDM-5505-J06 y tiene una resolucién de 1024; obtiene
el nimero de pulsos, que son proporcionales al angulo de rotacion del disco.
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A. Descripcién del Carro-Péndulo real

control _

Figura A.1: Proceso de control de la computadora

infrared infrared outpur

source X l\,cf" el"s‘\/ impulses

4— code disk —————P

4

Figura A.2: Sensores épticos

La senal de control se genera en la computadora hacia el generador PWM, y éste a
su vez manda la sefial al motor de DC.

El proceso completo de muestra en la Figura [A.3]
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Figura A.3: Sistema de control del Carro-Péndulo
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A. Descripcién del Carro-Péndulo real
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Apéndice B

Funciones descriptivas importantes

B.1. Funcién descriptiva de un relevador
Se considera la no linealidad 1 (t) = ¢-sign(y(t)) mostrada en la Figura [B.1l

 Y(0)

Figura B.1: Relevador

Si se repiten n ciclos iguales en el mismo tiempo, se puede escribir la frecuencia
angular como w = 2mn y por lo tanto el modelo matematico del relevador quedaria

I —-p<t<O0
T<t)_{c s1 O<t<p (B.1)

donde p = m/w. Realizando un andlisis de Fourier de esta funcién queda

r(t) = % + i [a,cos(nwt) + b, sin(nwt)] (B.2)

n=1

GENERACION DE OSCILACIONES CON ALGORITMO SUB-OPTIMAL 65



B. Funciones descriptivas importantes

donde

2 rp

ag = —/ r(t),
pPJ-p
2 (P

a, = —/ r(t)cos(ﬂt)dt, n=123,...
pJ-p b
2 rp

by = —/7ﬁhmdﬂﬂﬁ,nzlj3,”
pPJ-p p

Ya que no hay ningin componente de directa en la senal, ag = 0; también n = 1
debido a que en la DF solo se utiliza la primer armonica de la serie de Fourier. Por
ultimo, como la funcién signo es impar, los coeficientes a,, son cerro.

Sustituyendo en se obtiene

s

N 2w 2c

r*(t) — Ow csin (wt)dt sin (wt) = - [1 — cos ()] sin (wt) = %Sin (wt).  (B.3)

Recordando que la DF se representa como la funcién de transferencia de la no
linealidad, se tiene

A YC)
V(Ap,,w) = y(t)  Apsin (wt)’
S Wicm . (B.4)

En este caso, esta DF solo depende de la amplitud.

B.2. Funcién descriptiva de un relevador con histé-
resis

Ahora la no linealidad se representa en la Figura [B.2 y estd dada por

—c  si (t)<b
wwz{c > ﬂﬂ:lb (B.5)

Para calcular la DF de ésta no linealidad se sigue el proceso anterior y se obtiene

4c b2 4eb
= — — 9 > p. .
V(An) = 1 g7 i A b (B.6)
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B.3. Funcién descriptiva del algoritmo Sub-Optimal Generalizado

$40)

Figura B.2: Relevador con histéresis

B.3. Funcién descriptiva del algoritmo Sub-Optimal
Generalizado

El algoritmo se interpreta graficamente en la Figura [B.3]y se define como

u(t) = —a(®Uwsign(y(t) — Bya(t)),
ot) = {1 si yn(O() = Byu() 20 .
o' si ym()(y(t) — Bym(t) <0 ’

La secuencia de puntos singulares de la variable de deslizamiento yyx = y(tyk)
(k=1,2,...) es la secuencia alternada de valores positivos y negativos A,,, —A., Am,
—A,,. La conmutacién del control ocurrira en los tiempos cuando la salida del sistema,

sea igual a fA,,.

Ya que A, representa el ultimo punto singular de y(t), esto quiere decir que A,,
define la amplitud de la solucién periddica.

La DF se presenta como

W(A,) = 2ou [(a* FOWVI= B+ [ = 1)+ Bla” + 1)) (B.8)

1A,
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B. Funciones descriptivas importantes

ult)

A
U
M
Unm - !
YMk+1 ﬁ.“sM.k i > V(i)
ByMks1 IMk '
_‘_ _U
M
——r-
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Figura B.3: Algoritmo Sub-Optimal Generalizado
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