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Introduccion

En este trabajo describimos un modelo mateméatico para un polimero de di-
mension uno utilizando principalmente resultados sobre caminatas aleatorias
y grandes desviaciones. Estas moléculas, formadas por moléculas més pe-
quenas, elementales o basicas, son consideradas como caminatas aleatorias
en un cierto espacio, donde cada vértice de la trayectoria es uno de estos
elementos mas pequenos y los enlaces entre cada vértice son enlaces quimi-
cos que mantienen unido a todo el polimero. Debido a los factores fisicos y
quimicos implicitos en todos los elementos de la naturaleza, cada modelo que
describe un polimero lo hace para un nimero de moléculas basicas fijo, ya
que alterar el sistema agregando un elemento béasico podria alterar la com-
posicion de toda la molécula y por tanto el modelo que lo describe podria ya
no funcionar.

Algunos polimeros tienen un comportamiento denominado balistico, estan
cerca de su punto inicial por un tiempo y después tienden a infinito; mismo
que el modelo que trabajamos busca describir.

En el primer capitulo damos un breve resumen sobre lo que son los polimeros,
algunas de las propiedades méas importantes respecto a su composicion, la
manera de considerarlos desde el punto de vista de distintas disciplinas y los
modelos mateméaticos que se utilizan para describirlos.

En el capitulo dos se establecen resultados sobre caminatas aleatorias, las
cuales son la piedra angular para el desarrollo de este andlisis, se define lo
que es una caminata aleatoria simple y algunas de sus propiedades, una ca-
minata aleatoria auto-evasiva y una caminata aleatoria auto-evasiva débil.

En el capitulo tres damos las definiciones y resultados de teoria de grandes
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desviaciones que utilizamos en el trabajo.

En el capitulo cuatro establecemos y analizamos el modelo, aqui juntamos las
herramientas matemaéticas antes mencionadas para describir a los polimeros
y probar los resultados pertinentes. Las demostraciones de los teoremas y las
graficas son principalmente de [1], [2] v [4].

Los resultados que se prueban aqui establecen que estos elementos principal-
mente naturales se puede modelar considerandolos como caminatas aleatorias
en ciertos espacios y bajo ciertas condiciones que describen sus distintas y
fascinantes propiedades.



Capitulo 1

Los Polimeros y sus Modelos
Matematicos

En este capitulo explicaremos qué es un polimero y algunos de los ingredi-
entes mateméticos requeridos para describirlos. Para la breve descripcion de
estas macromoléculas nos hemos basado en [12] y en los trabajos de F. den
Hollander [1] y [3]| para la discusion del modelo matemaético.

1.1. Polimeros

Un polimero es una macromolécula (molécula con una masa molecular ele-
vada) formada por un gran namero de atomos. Generalmente se pueden de-
scribir como la repeticiéon de una o unas pocas unidades minimas llamadas
mondmeros, los cuales estan ’atados’ por medio de enlaces quimicos. Los
mondmeros pueden ser unidades pequenas (tales como el CHy en el polie-
tileno) o unidades mas grandes con una estructura interna (tales como los
pares basicos de la doble hélice del ADN, adenina-timina y citosina-guanina).
Los polimeros abundan en la naturaleza por la multivalencia de &tomos como
el carbono, oxigeno, nitrogeno, silicio, azufre y fésforo, los cuales son capaces
de formar grandes estructuras concatenadas.

1.1.1. Clasificacion

Los polimeros se pueden clasificar en dos tipos:
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1. Homopolimeros; con todos los monémeros del mismo tipo, como el poli-
etileno (Figura 1.11).

2. Copolimeros; con dos o mas tipos de monoémeros, por ejemplo el ADN
(Figura 1.22). La distribuciéon de mon6meros diferentes en un copolimero
puede ser periddico como en el agar-agar o aleatorio como la carragen-
ina.

Figura 1.1: Polietileno

Figura 1.2: ADN

Una segunda clasificacion, de gran importancia, es en sintéticos (como el ny-
lon, el polietileno y el poliestireno) y naturales (también llamados biopolimeros)
tales como:

!Fuente: http://www.mim-us.es/estructuras_cristalinas/polietileno.html
2Fuente: https://www.emaze.com/@ALLIOQRR/-Examen- ADN



1.1. POLIMEROS 11

1. proteinas; cadenas de aminoacidos, las estructuras principales para for-
mar organismos vivos, las cuales realizan una gran cantidad de tareas
importantes.

2. dcidos nucléicos; ADN y ARN, los bloques en la construccion de los
genes, los cuales son el centro mismo del proceso de la vida.

3. polisacdridos; agar-agar, amilosa, carragenina, celulosa, los cuales for-
man parte de la estructura de todos los animales y plantas, y propor-
cionan una importante fuente de energia.

4. lignina; presente en las paredes celulares de organismos del reino plan-
tae, el cual llena el espacio entre las fibras de celulosa; se encarga de
engrosar el tallo de las plantas.

5. hule; presente en el fluido de las células de latex en ciertos tipos de
arboles y arbustos.

Ademas de estos materiales orgdnicos, arcillas y minerales, existen ejemplos
inorgdnicos de polimeros naturales.

Los polimeros sintéticos generalmente son homopolimeros y los naturales
copolimeros (con notables excepciones), los polisacaridos bacterianos tien-
den a ser periodicos y los polisacaridos de las plantas aleatorios.

Otra clasificacion importante de los polimeros es en lineales, cuyos mono-
meros s6lo tienen un grupo reactivo (como el CHy) lo que conduce a una
organizacién lineal como resultado del proceso de polimerizacion y ramifica-
dos, donde los monoémeros tienen dos o mas grupos reactivos (como el acido
hidroxicitrico) formando una compleja red con miltiples conexiones. Muchos
polimeros naturales son lineales como el ADN, el ARN, las proteinas y los
polisacaridos agar-agar, alginato, amilosa, carragenina y celulosa. Algunos
polisacaridos son ramificados como la amilopectina. Muchos polimeros sin-
téticos son lineales y muchos otros son ramificados, tales como el hule natural
y el sintético.

1.1.2. Polimerizacion

El proceso para construir un polimero de un conjunto de mondémeros por
medio de distintas reacciones quiimicas se conoce como polimerizacion, por
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ejemplo; la polimerizaciéon del etileno nos proporciona polietileno, una mues-
tra tipica de este puede contener moléculas de hasta 50,000 4&tomos de car-
bono enlazados en una sola cadena. Esta estuctura distingue a los polimeros
de otros materiales y da lugar a sus propiedades y caracterizacion.

El tamano de un polimero, es decir; el nimero de monémeros que lo constitu-
ven (también llamado grado de polimerizacion) puede variar desde 103 hasta
10 (moléculas mas pequeiias no se consideran polimeros y moléculas mas
grandes no se conocen). El ADN humano tiene de 10° a 10'° pares basicos, la
lignina entre 10% y 107 fenil-propanos, mientras que los polisacaridos tienen
de 103 a 10* aztcares.

En ambos tipos de polimeros (sintéticos y naturales) su tamano puede ser
muy extenso, con cantidades variando significativamente de polimero a poli-
mero (como en el nylon y los polisacaridos) o puede ser reducido (como en
las proteinas y el ADN); en los polimeros sintéticos el tamafno puede ser re-
ducido a través de ciertos métodos especificos de polimerizacion. El tamano
de un monémero varia de 1,5 A (con 1 A = 107'°m) como para el CH, en el
polietileno, hasta 20 A para los pares bésicos en el ADN.

Los enlaces quimicos en un polimero son flexibles, asi que la forma del
polimero puede ser cualquiera de muchas configuraciones espaciales, entre
mas larga sea la cadena, més configuraciones son posibles. Es por eso que
un polimero puede enrollarse hasta formar pequenos puntos, puede exten-
derse debido a fuerzas repelentes entre los monémeros dando como resultado
el efecto del volumen excluido o puede colapsar a una pequena bola debido
a las fuerzas de Van der Waals entre ellos mismos y un solvente; también
pueden interactuar con ciertas superficies en las cuales pueden ser o no ser
absorbidos o permanecer entre dos superficies determinadas.

Como mencionamos previamente, un polimero puede ser tanto homogéneo
(homopoliperos) como no-homogéneo (copolimeros), un ejemplo de estos es
un copolimero con cargas positivas y negativas distribuidas a lo largo de
la cadena, o uno constituido por mondémeros hidrofébicos e hidrofilicos, si
tal copolimero es puesto cerca de una interfaz que separa agua y aceite,
este tratard de moverse alrededor de esta con el objetivo de acomodar sus
monoémeros lo més posible de acuerdo a su configuraciéon y una vez hecho
esto, permanecera cerca de ella.
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1.1.3. Fisica de polimeros

La fisica de polimeros es un area de la fisica (originalmente fisica estadistica)
que estudia las caracteristicas de los polimeros, su composiciéon, sus fluctua-
ciones y propiedades mecanicas, asi como la cinética de las reacciones que in-
volucran la degradacion de los mismos y la polimerizacion de los monémeros.

La fisica de polimeros y la quimica de polimeros estan relacionadas tam-
bién con el area de la ciencia de polimeros, en donde se considera como la
parte de las aplicaciones.

Como mencionamos previamente, los polimeros son moléculas muy grandes y
debido a esto es muy complicado describirlas utilizando métodos determinis-
tas (|1], capitulo 9). Sin embargo, los enfoques probabilisticos y estadisticos
proporcionan resultados que son consistentes con lo visto en la realidad, de-
bido a que son descriptibles de manera eficiente en el limite termodindmico
de un niimero infinito de mondémeros (aunque su tamano es claramente finito).

Las fluctuaciones térmicas continuamente afectan la forma de los polimeros
en disoluciones liquidas, y para modelar estos efectos se requiere utilizar re-
sultados de mecanica estadistica. La temperatura afecta fuertemente el com-
portamiento fisico de los polimeros, causando transiciones de fase, fusiones,
etc.

La aproximacion estadistica para la fisica de polimeros estd basada en una
analogia entre un polimero y ya sea un movimiento browniano u otro tipo de
camino aleatorio; la caminata aleatoria auto-evasiva. El modelo méas simple
posible de un polimero es presentado por la cadena ideal, correspondiente
a una caminata aleatoria simple. Las aproximaciones experimentales para
su descripciéon son también muy comunes para determinar las propiedades
quimicas, fisicas, y materiales; usando métodos de caracterizacion tales como
la cromatografia de exclusién molecular, viscosimetria, dispersion dindmica
de luz, el monitoreo en linea automatico y continuo de las reacciones de
polimerizacion, etcétera. Estos métodos experimentales también ayudan a
establecer los modelos matematicos e incluso a un mejor entendimiento de
sus propiedades.
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Los modelos que se ajustan de cadenas de polimeros se dividen en dos tipos:
modelos i1deales, y modelos reales. Los modelos para una cadena ideal asumen
que no hay interacciones entre los monémeros de la cadena. Esta suposicion
es valida solo para ciertos sistemas poliméricos, donde las interacciones po-
sitivas y negativas entre los monoémeros se cancelan de manera efectiva. Los
modelos de cadena ideal establecen un buen punto de partida para la inves-
tigacion de sistemas mas complejos y son los mas adecuados para ecuaciones
con mas parametros.

El modelo de la cadena ideal asume que segmentos del polimero pueden
traslaparse entre si como si la cadena fuera una cadena fantasma ya que en
realidad, dos segmentos no pueden ocupar el mismo espacio al mismo tiempo.
Esta interaccion entre segmentos es llamada efecto de volumen excluido. La
formulaciéon méas simple del volumen excluido es la caminata aleatoria auto-
evasiva, la cual es un modelo para una cadena real; esta es una caminata
aleatoria que no puede repetir su ruta previa. Una trayectoria de n pasos
de esta caminata en tres dimensiones representa un polimero con interaccién
de volumen excluido. Debido a la naturaleza auto-evasiva de este modelo, el
numero de configuraciones posibles es significantemente reducido.

1.2. Modelos matematicos

En resumidas cuentas, un polimero es una larga cadena de mondémeros (molécu-
las més pequenas) conectados entre si por enlaces quimicos; dos caracteristi-
cas de estos son:

1. Irreqularidad espacial, porque las cadenas tienden a estar interconec-
tadas en varios y distintos sitios.

2. Auto-repelencia, porque los monémeros tienden a tener interaccion en-
tre ellos, ya sea atractiva o repulsiva; lo que da lugar a lo que se conoce
como el efecto del volumen excluido.

Para incorporar la primera de estas caracteristicas a un modelo matematico,
pensaremos al polimero como la trayectoria de una caminata aleatoria en 72,
d > 1; donde X; (el paso al tiempo i) es la orientacion del enlace quimico
entre el (i — 1)-ésimo y el i-ésimo mondmero, mientras que S, (la posicion al
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tiempo n) corresponde a la ubicacion del n-ésimo monomero, el punto final
de la cadena.

Para la segunda propiedad, fijamos n y definimos los siguientes elementos
= W, = una coleccion de trayectorias de n pasos en Z9.
= H, = una funcién que asocia una cierta energia a cada trayectoria en W,,.

y definimos, para cada w € W, una distribucién de probabilidad

1
P,(w) = —e Hn(w)
() =
donde Z, es una constante normalizadora. Esta probabilidad es conocida
como la medida de Gibbs asociada a (W,, H,,) y describe al polimero en equi-
librio consigo mismo y con su ambiente.

La eleccion de W, depende de la aplicacion que se tenga en mente y H,
se determinaré considerando factores fisicos y quimicos implicitos en la apli-
cacion y captura la interaccion del polimero consigo mismo y/o con su en-
torno; esta funcion generalmente depende de dos o tres parametros incluida
la temperatura y normalmente se define de tal modo que sea directamente
proporcional al nimero de auto-intersecciones en la caminata, es decir; es un
nimero positivo o cero.

Una descripcion completa de las propiedades espaciales de un polimero resul-
ta ser un trabajo complicado debido a la gran cantidad de factores internos
y externos involucrados en la composiciéon de estos elementos, es por eso que
se busca simplificar los modelos.

Bajo la medida de Gibbs, trayectorias con poca energia son més probables,
mietras que trayectorias con alta energia son menos probables. Generalmente
(P,,) no es una familia consistente de distribuciones de probabilidad, es decir;
P, no es la restriccion de P, 1 sobre los primeros n pasos, P, no se obtiene
simplemente quitando la posicion del (n + 1)-ésimo monomero. De hecho,
para cada n tenemos una distribucién diferente modelando la cadena de un
polimero de una longitud fija.

Existen modelos donde la funcion de energia H, (w) también depende de un
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ambiente aleatorio, es decir; cargas positivas y negativas estan distribuidas
aleatoriamente a lo largo de toda la cadena o esta esta formada por distintos
tipos de monomeros, este ambiente aleatorio es denotado por w y se escribe
HY para enfatizar su dependencia con el ambiente. Tres tipos de medidas de
Gibbs consideradas para estos modelos son:

1. La medida de Gibbs para un sistema templado

2. La medida de Gibbs para el estado promedio de un sistema templado

E [P*(w)] = / P (w)P(dw), w € W,

3. La medida de Gibbs recocida

1 w
P,(w) = Z/e_H'” WP(dw), weW,

Esta tltima se utiliza para modelar un polimero cuyo ambiente aleatorio no
esta congelado pero forma parte del estado de equilibrio.

Al desarrollar estos modelos se esta principalmente interesados en el com-
portamiento del polimero cuando su longitud (n) tiende a infinito.

Se han establecido modelos donde la configuraciéon del polimero cambia con
el tiempo; estas situaciones sin equilibrio forman un campo bastante intere-
sante y complicado, pero hasta ahora, segun las fuentes cosultadas [3]; las
matematicas involucradas no estan suficientemente desarrolladas.



Capitulo 2

Caminatas Aleatorias

En este capitulo presentamos dos modelos basicos para modelar un polimero,
la caminata aleatoria simple, que describe a un polimero sin ninguna auto-
interacciéon y la caminata aleatoria auto-evasiva que describe a un polimero
con auto-interaccion, dando lugar al "efecto del volumen excluido”, es decir;
ninghn sitio puede ser ocupado por mas de un monémero. En este trabajo
consideraremos a la caminata aleatoria simple en Z como base para desarro-
llar nuestro analisis para los polimeros suaves, nos hemos basado principal-
mente en [1], [8] y [9] para la descripcion de estos procesos.

2.1. Caminata aleatoria simple

Una caminata aleatoria simple en Z es el proceso aleatorio (S, )nen, definido
por:

Sy =0, &:Z&,nﬂﬂ
1=0

donde (X;);en es una sucesion de variables aleatorias independientes e indén-
ticamente distribuidas con valores en Z con

MM:+D:%:M&:—D

Escribiremos P y [E para denotar la probabilidad y la esperanza respecto a
una caminata aleatoria simple.

Desde el punto de vista de los polimeros, este modelo corresponde a elegir el
conjunto de trayectorias y a la funciéon que asocia la energia como:

17



18 CAPITULO 2. CAMINATAS ALEATORIAS

s W, ={w=(w)"g €Z" : wy =0, |wis1 —w;| =1V0<i<n}
= H,=0.

y a la medida P,, como la distribuciéon uniforme en W,,.

Esto describe un polimero sin interacciéon con (S;)7, tomando valores en
W,. Claramente |W,| = 2" y P, es la restriccion de P en W,, por lo que
(P).)nen, st es una familia consistente de medidas de probabilidad.

2.2. Propiedades

Enunciamos algunas definiciones y propiedades tutiles para nuestro analisis
relativas a una caminata aleatoria en Z.

Sea (S, )nen, Una caminata aleatoria en Z con las siguientes probabilidades
de transicion definidas para cualquier n > 0 y para cualesquiera i, j € Z

p sij=1+1
P(Spi1=7|S.=1) = q sij=1—1
0 en otro caso

Estas probabilidades no dependen de n, por lo que decimos que son ho-
mogéneas en el tiempo. Claramente este proceso es una cadena de Markov,
es decir; el estado futuro del proceso depende so6lo del estado presente y no
de los que fueron visitados antes.

Si (X;)nen es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con

podemos definir al proceso (S, )nen, cOmMo antes

So=0, S,=> Xi, neN.
1=0
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PROPOSICION. Para cualquier n € Ny
1. E[S,] =n(p — q).
2. Var(X,) = 4npq.

DEMOSTRACION. Notemos que E[X;] = p — ¢ por lo que
E[S,] = ZH:E[XZ-] = nE[Xi] =n(p —q).
i=1
Por otro lado E[X?] = p+ ¢ = 1, entonces Var(X;)=1— (p—q)> =4pq y
Var(S,) = z”: Var(X;) = nVar(X;) = 4npq.
i=1

O

De lo anterior, notemos que si la probabilidad de dar un paso a la derecha es
mayor que la probabilidad de dar un paso a la izquierda p > ¢, entonces el
estado promedio de la caminata después de n pasos es un niimero positivo, es
decir; en promedio la caminata tiende a ir a la derecha y de la misma manera,
si p < q en promedio la caminata tiende a ir a la izquierda. Notemos también
que conforme n crece, la varianza también lo hace; esto indica que entre mas
pasos efectiie la caminata, mas incierta es la posicion final del proceso.

. . . . . . o 1
Cuando p # ¢ decimos que la caminata es asimélrica, si p = ¢ = ; la
caminata es simétrica y en promedio el proceso se queda en su posicion ini-
cial, ya que E[S,] = 0, sin embargo, en este caso Var(S,) = n y es sencillo
verificar que este es el valor maximo que se alcanza cuando p € (0, 1).

2.2.1. Probabilidades de transicion

Como hemos establecido que la caminata empieza en 0, podemos deducir que
después de que esta dé un nimero par de pasos, la posicion final s6lo puede
ser un nimero par o 0, en cambio; si da un niimero impar de pasos la posicion
final es un ndamero impar. También es claro que después de efectuar n pasos,
la distancia maxima a la que puede llegar es n unidades a la derecha o a la
izquierda de 0.
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Con estas consideraciones podemos deducir el siguiente resultado.

PROPOSICION. Para cualesquiera x, n € Z tales que —n < x < n y ambos
pares o ambos impares

n n+—x n—x
2
y esta probabilidad vale 0 st x y n no cumplen con las condiciones previas.

DEMOSTRACION. Elegimos una trayectoria de n pasos y sean R, y L,
el nimero de pasos que la caminata da a la derecha y a la izquierda respec-
tivamente. Notemos que

S, =R, — L, y n=R,+ L,

sumando estas dos igualdades tenemos que S, + n = 2R,, y sabiendo que
Sn = Z?:l Xi

n

Ro= 35 = (Sxen) =3 jxn

=1

Obsérvese que esta formula asocia un valor entero a R, cuando n y S, son
ambos pares o impares. Como las variables X; son independientes y toman
los valores +1 y —1, las variables 1(X; 4+ 1) también son independientes y
toman los valores 1 y 0 con probabilidades p y ¢ respectivamente, por esto

R,, ~ Bin(n,p).

Por tanto, para cualquier valor de = que cumpla las condiciones se tiene
que

n+x n—x

1
]P’(Sn:x|50:0):]P’<Rn:§(n—l—x)) = (nzx)p 2q 7.
2

Este resultado puede extenderse al caso general de pasar del estado y al
estado x en n pasos.
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PROPOSICION. Para cualesquiera y, x, n € Z tales que n y x —y son ambos
pares o ambos impares y —m < x—y <n

P(Sn:l'ys(]:y):<n+x_y)p 2yq 2U
2

y esta probabilidad vale 0 si x, y y n no cumplen con las condiciones previas.

DEMOSTRACION. Como Sy = y, el proceso (T},)nen, con 1T, = S, — y,
es una caminata aleatoria que inicia en 0 y como

PS,=z|S% =y)=P(T,=x—y|T, =0)

por lo anterior anterior se obtiene el resultado.

2.2.2. Regreso a la posicion de origen
Nos interesa conocer la probabilidad de que una caminata aleatoria que inicia

en el estado 0 regrese eventualmente a su punto de partida.

TEOREMA. Para una caminata aleatoria en 7, la probabilidad de regresar
al punto de origen es

P(S,=0p.a.n>0[S=0)=1—|p—g|
DEMOSTRACION. Primero definimos los siguientes elementos

1. Para cada n > 0 definimos p, = P(S,, = 0| Sy = 0), es decir; p, es la
probabilidad de que la caminata esté en el estado 0 al tiempo n, la cual
es distinta de cero s6lamente cuando n es un ntmero par, y ademés

p():l.

2. Definimos a f; como la probabilidad de que la caminata visite por
primera vez el estado 0 en el paso k& > 0, con fy = 0. Notemos que la
probabilidad de que la caminata regrese en algiin momento a 0 es

> e
k=0
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Esta serie es convergente ya que las fi’s son probabilidades de eventos
disjuntos y su valor es a lo mas 1. Recordemos que los valores que toma
cada fj son estrictamente positivos sélamente cuando k es un nimero
par.

n
OBSERVACION. p, = Z fePn—k-
k=0

Utilizaremos esta expresion para encontrar la funcién generadora de
probabilidad de la sucesion fy, f1, fo, ..., es decir;

G(t) =) _ fit".
k=0

Multiplicando por t" ambos lados de la expresiéon para p, y sumando
sobre n tenemos que

antn = Z (Z fk]%k) t" = Z Z JrPn—xt"
n=1 n=1 k=0 k=0 n=k

= SRS pat = G put”
k=0 n=~k n=0

por lo que

D pat" =G(t) Y pat"
n=1 n=0
(z) =3t
n=0 n=0

. Necesitamos una expresion para y .~ p,t" la cual es la funcién gener-

adora de la sucesion pg, p1, pa, ...
Recordemos que para cualquier a € R y cualquier n € N se tiene el
coeficiencte binomial

(a) a@—1)-(a— (n—1))

n n!

y que la expansion

(1+1)" = f: (Z)t”

n=0
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es valida para [t| < 1.

En particular

nln! nln!

(Zn) _(2n)!_ 2n(2n—1)(2n—2)---3-2-1

agrupando los niimeros pares e impares en el numerador y factorizando

2 () (20)(0)() ()
() () D-o)

Entonces, utilizando las probabilidades de transiciéon en n pasos

nzzopntn = gp%t% => <2:) prq"t*t

N =

k=0
- k —3 k k. 2k — (3 2\k 2\—1
— —4 2 t?F = 2 ) (—4pgqt?)" = (1 — 4pqt*) 2
( )(k)pq Z(k)( pat?)* = (1 — dpgt®)
k=0 k=0
por lo que )
1
(1 —dpgt®)™2 — 1= G(t)(1 — 4pgt®) 2
por tanto

Git)y=1-(1- 4pqt2)%.

Utilizando esta tltima expresion podemos calcular la probabilidad de un
eventual regreso al estado 0, por el lema de Abel

t—1— t—1—

an = lim ant" = lim G(t) = lim 1 — (1 — 4pqt2)% =1—-(1- 4pq)%
n=0 =1 n=0

[NIE

1
=1—-(1—dp+4p®)z=1-[1-2p)?]?=1—|1—-2p|=1—|p—gq|
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2.3. Caminata aleatoria auto-evasiva

Una caminata aleatoria auto-evasiva en Z¢ es una caminata aleatoria donde
las auto-intersecciones en las trayectorias estan prohibidas, es decir; ningin
sitio puede ser ocupado mas de una vez.

Para los polimeros, esto corresponde a elegir el conjunto de trayectorias y
a la funcion que asocia la energia como:

s W, ={w = (w;)y € (Z)" 1w =0, |Jwi —w;|]| =1V 0 < i <n,
wi 7 w; Vi j}

= H,=0.

v a la medida IP,, como la distribuciéon uniforme en W,,.

Esto describe un polimero auto-evasivo con (S;), tomando valores en W,,.
Notemos que en este caso (P, )nen, no es una familia consistente de medidas
de probabilidad.

2.4. Caminata aleatoria auto-evasiva débil

Una caminata aleatoria auto-evasiva débil es una variacion de la caminata
aleatoria auto-evasiva en la cual las auto-intersecciones en las trayectorias no
estan prohibidas pero son penalizadas, este es el modelo que usaremos para
describir a los polimeros aleatorios de los cuales se habla en este trabajo.

Una caminata aleatoria auto-evasiva débil (polimero suave) en Z se define
como el proceso aleatorio (5;), con valores en el conjunto de trayectorias y
funcion de energfa:

s W, ={w=(w)"g €Z" :wy =0, |wis1 —w;| =1V0<1i<n},
= Hy(w) = Bln(w),

donde 5 € [0,00) y

n

In(w) = Z Lwi=uw,)

1,j=01i<j
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es el nimero de auto-intersecciones en la trayectoria.

Escribiremos P? para denotar la distribucién de probabilidad de este pro-
ceso de longitud n, con pardmetro 3, la cual se define como:

1
PS(w) = ?6_61"(“’)1%(10) , weE W,

n

donde P, es la restriccion de IP en los primeros n pasos y Z° es una constante
normalizadora; de hecho

1
Y Plw)=1 = Y —e 0P (w)=1

wEW, wEWn,

=  Zl=> UP(w) = Z]=E,[c""]
wWEWn

con E, denotando la esperanza respecto a P,.

Este modelo es llamado Caminata Aleatoria Auto-evasiva Débil o Modelo
de Domb-Joyce, cada auto-interseccion contribuye con un nivel de energia [
a H, y por tanto es penalizada por un factor e ?; pensaremos a 3 como la
fuerza de auto-repelencia.

Entonces, P? es la distribucion del proceso aleatorio (.S;)}_, con auto-repelencia
débil y valores en W, donde

n

H, [(S)i_o] = BI[(S)i_g] v L[(Si);_] = Z Lisi=s;}-

1,j=0:1<g

Notemos que (]P’Q)HGNO no es una familia consistente de distribuciones de pro-
babilidad cuando 8 € (0,00); si § = 0 corresponde a una caminata aleatoria

simple y el caso f = co a una caminata aleatoria auto-evasiva.

2.4.1. Puentes

Bajo esta tltima distribucion de probabilidad y para nuestro analisis obten-
dremos algunos resultados que nos seran tutiles mas adelante.
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Primero consideraremos que tenemos una trayectoria de n pasos conteni-
da completamente entre sus puntos extremos, es decir; no hace lazos a la
izquierda de wy ni a la derecha de w,, esto es lo que se conoce como una
trayectoria puente o simplemente un puente.

Ahora, reescribiremos la definicion de P? de una manera més conveniente
para nuestro anélisis. Sea

]An(w) = Z 1{wi:wj}'

i,j=0
Notemos que
Liwi=w;y =1 paratodo i=0,1,....n y lpp=w) = L{w=w

asi, se tiene que fn(w) = 2I(w) + (n+ 1), por lo que podemos poner fn(w)
en el factor exponencial que solo cambia 8 por 205.

La siguiente definicién es de vital importancia. Sea
n
(7)) = lfw=s}, TE€Z neN,
i=0

el nimero de visitas o el tiempo local en x al tiempo n.

Notemos que Z lo(z) = n+ 1 para todo n € Ny que I,(w) = > ez l2(x)

TEL
IAn(w) = Z Lw,=w;y = Z Z Lwi=w;=a} = Z Z Lwi=w;=z)
i,j=0 T€Z i,j=0 x€Z i,j=0

= Z Z 1{wi:w}1{wj:a:} = Z (Z 1{107;:1} Z 1{wj—x}>
=0

z€Z 1,j=0 z€Z \1i=0

=l (@)l(2) = Y Ba).

€L TEZ
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2.4.2. Desdoblando una trayectoria en un puente

Este resultado muestra que la condicién de puente no altera la constante
normalizadora.

LEMA. Para n — oo,
E [eiﬁfnl{snzo}} = €o(n)]E [eiﬁfnlAn}
donde T, = I, ((S:)1) y An = {S0 < S < S, V0 <i < n}.

DEMOSTRACION. Sea n fija y supongamos que nuestra trayectoria es un
medio-puente a la derecha, es decir; S; > Sy para todo 0 < ¢ < n. Aplicare-
mos un proceso de refleccion empezando desde el punto final izquierdo de la
trayectoria como sigue:

Sea ig = 0y para j = 1,2, ..., definimos (R}, ¢;) recursivamente como
j =, max (=18, - 5)

i; = el indice ¢ donde se alcanza el maximo.

La recursion se detiene en el menor entero k tal que 7, = n. Lo que esta defini-
cion establece es que R; es el espacio que ocupa la caminata (S;,_,, ..., Sn).
Cada subcaminata (.S;
punto S;,_, y

i_1»--Si;) se encuentra estrictamente de un lado del

Ri+--+R,<ny R >Ry>-- >Ry >1.

Sipara j =1,2,...,k — 1 reflejamos (S;;, ..., S,) al rededor de S;;, la trayec-
toria se convierte en un puente, es decir; en una trayectoria que cumple que
So < 5; <5, V0 < i <n, mas aun; este puente es menos penalizado que la
trayectoria original porque tiene menos auto-intersecciones.

Ahora quitaremos la condicién de medio puente y s6lo supondremos que
Sp, > 0.

Sean
i_min{OSiSn

S; = min Sj}

0<j<n
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i+méx{0§i§n

Si = IﬂéX S]}

0<j<n
Cuando i— > 0y iy < n, ambas subcaminatas (So, ...,S;_) y (Si,, ..., Sn) son
medios puentes y se puede aplicar el proceso anterior. Si desdoblamos ambas
piezas hacia afuera de la trayectoria, al final obtenemos un puente (los casos
i— =0 e iy =n no necesitan refleccion) y como la trayectoria convertida en
puente (w,) tiene menos auto-intersecciones que la trayectoria original (w)

tenemos que ~ ~
e Pln(w) < e Pln(wp)

y podemos concluir que
E [e*ﬁfﬂ{snzo}} < N?E [e’ﬁfnl An}
donde N,, es el nimero de soluciones de
Ri+-4+R, <ny R >Ry>-->R,>1.

sumadas sobre k (el nimero de particiones ordenadas del conjunto {1,2,...,n})
y N, = OV (|7] Madras and Slade - The Self-Avoiding Walk, teorema
3.1.4), el cual es un factor inofensivo y se sigue el resultado.

[



Capitulo 3

(Grandes Desviaciones

En este capitulo presentamos los resultados sobre grandes desviaciones que
utilizaremos més adelante, para esto nos basamos en [1] y [2].

Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas en un espacio de probabilidad (R, B(R),P), con

EXi|=peR vy Var(X;) =0o* € (0,00)

donde B(R) es la o-algebra de Borel sobre R y E denota la esperanza respecto
a P.

n

Denotemos por S, = ZXi a la n-ésima suma parcial y recordemos dos
i=1

de los resultados mas importantes en teoria de probabilidad:

o Ley de los Grandes Numeros

1
P(lim —Sn—,u) =1
n—oo M,

o Teorema del Limite Central

Sp —np 1 /a _a?
Im Pl —— <a | = — e 2dx
n—0oo ( \/ﬁ - ) \/27T —00

29



30 CAPITULO 3. GRANDES DESVIACIONES

Mientras que la ley de los grandes ntimeros afirma que el promedio empirico
%Sn converge a i cuando n — oo, el teorema de limite central aproxima la
probabilidad de que S, difiera de nu por un factor de orden +/n; desviaciones
de este tipo son llamadas normales.

En teoria de grandes desviaciones se trabaja con eventos donde S, difiere
de nu por un factor de orden n; un ejemplo es el evento:

{Sn = (n+a)n}t, a>0
cuya probabilidad tiende a cero cuando n — oo. El objetivo de esta Teoria

es inferir la velocidad a la que esto ocurre.

Resulta que bajo cierta condicion en la cola de la distribuciéon de las X;’s, el
decaimiento de la probabilidad es exponencial cuando n crece, es decir;

1
lim —logP (S, > (u+a)n) =—I(a) <0, a>0.

n—oo N,

Donde I(a) es conocida como la funcion tasa, esta funcion es fundamental
para un correcto y completo anélisis del comportamiento antes mencionado.

Este comportamiento es porque generalmente algunos de los componentes
X1, X5,---, X, en la suma S, deben desviarse de p para crear la gran
desviacion an ’lejos’ de npu.

3.1. Un volado

TEOREMA. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con funcion de densidad de probabilidad:

P(X;=0)=1=P(X;=1)

1

es decir, X; tiene distribucion Bernoulli con pardmetro p = 5.

n
Sea S, = ZXi , entonces; ¥V a > %
i=1

1
lim —logP (S, > an) = —I(a)

n—oo M
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donde

I(z) = log2+ zlogz+ (1 —2)log(1—2) sizel0,1]
2= o0 en otro caso

b=
[—

Figura 3.1: Funcién tasa para un volado [1].

DEMOSTRACION. Como las X;’s son independientes, S,, tiene una distribu-
cion Binomial de parametros ny p = %; es decir

o= () G) (-2) -0

P(S, > an) = zn: (Z) 9—n

Tr=an

Sia>1, P(S,>an)=0; porloque: logP(S, > an)=1log0=—-c0 vy

entonces

1
lim —logP (S, > an) = —oo = —1(a)

n—oo M

Sea a € (%, 1}, note que:

@<y (M) < 027

Tr=an
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es decir
27"Qn(a) <P(S, > an) < (n+1)27"Qn(a)

donde Q,(a) = max (n)

k>an k

OBSERVACION.

Qu(a) = (Z) donde k = [an] y [an] = min{z € Z: z > an}.

La Formula de Stirling

VneN, nl=n"e"V2mn (1 +0 (l)) :

n
nos permite deducir que
1
lim —log Q,(a) = —aloga — (1 — a)log(1l — a)
n—oo N
entonces

1
Iim —log27"Q,(a) = —(log2 + aloga + (1 — a)log(l — a))

n—oo N,

1
lim —log(n 4+ 1)27"Q,(a) = —(log2 + aloga + (1 — a) log(1 — a))

n—oo N
por lo que

1
lim —logP (S, > an) = —(log2 + aloga + (1 — a)log(l — a))

n—oo N,

1
lim —logP (S, > an) = —1(a)

n—oo 1

Como E[X;] = % y a > %, el teorema anterior trata con grandes desvia-
ciones por arriba, y es claro que por la relacion de simetria I(1 — z) = I(2)

se sigue un resultado analogo para P (S, < an) con a < %

Note que la funcion tasa [ es finita y estrictamente convexa en [0, 1] e infinita
fuera de [0, 1]; tiene un tnico cero en z = 1 el cual corresponde con la ley de
los grandes niimeros.
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3.2. Teorema de Cramér

El siguiente teorema identifica el comportamiento desde el punto de vista de
las grandes desviaciones del promedio empirico %Sn bajo cierta condicién en
la cola de la distribuciéon de X;.

TEOREMA. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas en R con

p(t)=E[e¥] <oo, VteR

Sea S,, = ZXZ' , entonces; ¥ a > E[X] :

i=1

1
lim —logP (S, > an) = —1(a)

n—oo M

donde
I(z) = sup [zt — log p(1)].

teR

DEMOSTRACION. Note que V a € R, la transformacion T,(X) = X +a
implica que

@a(t) = E ["XiT0] = E [eie™] = eE [¢"] = e'p(t)
y en consecuencia

I,(a) = sup [at — log ¢, (t)] = sup [at — log ey (t)] = sup [at — at — log p(t)]
teR teR teR

= sup [0 —logp(t)] = 1(0)

Por lo que, sin pérdida de generalidad; podemos suponer que a = 0 y que
E[X;] < 0, ademéas de que X; es no-degenerada, es decir; no toma sélo un
valor.

Sea p = %gﬂg ©(t) y note que

1(0) = sup [~ 1 = —infl = —loginf p(t) = —1
(0) = sup [~ log p(t)] = — Inf[log p(¢)] = — log Inf o(¢) = —log p
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con [(0) = o0 si p=0.
Basta demostrar entonces que:

1
lim —logP (S, > 0) =logp

n—oo M,

Sea Fy,(x ) P(X; < z) la funcién de distribucion de X, se sigue del hecho
de que ¢(t) = E [¢"*i] < 0o que p € C®(R) con

o'(t) = / zedF(z) vy ¢"(t) = /xQGtzdF(a:) >0
R R
por lo que ¢ es estrictamente convexa y ¢'(0) = E [X;] < 0.

De acuerdo a donde se puede situar la densidad de P tenemos tres casos:

1. P(X; <0)=1

Sea < 0y (t,)nen una sucesion de nameros positivos en R tal que
tn < tpe1 v lim, o t, = 00, entonces:

elnt1® < eln® o cual implica que ¢ es estrictamente decreciente.
Ademés
O<e"* <1 y lime"*=0

n—o0

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesque:

0 0
lim etdF(x) = / lim e"*dF(x) =0
n—oo [_ oo P00

y como esto sucede para toda z < 0y para toda (f,),eny Sucesion
creciente en R
0
lim edF(x) =0 porloque p=infp(t)= lim ¢(t) = 0.

t—o0 o teR t—00

1
Por otro lado P(S,, > 0) = 0, por tanto lim —logP (S, > 0) = —

n—oo M,

1
lim —logP (S, > 0) = log p.

n—oo M
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De la misma manera ¢ es estrictamente decreciente y

o-
p = lim p(t) = lim e dF (z) + "P(X; = 0) = P(X; = 0) > 0.

t—o0 t—o0 o

Ademés

n

P(S,>0)=P <ﬁ{Xz = 0}> = HP(Xz' =0)=p"

i=1
por lo que
1 1
lim —logP (S, > 0) = lim —log p"

n—oo M n—oo 1,

1
lim —logP (S, > 0) = log p.

n—oo M,
3. PX;<0)>0y P(X;>0)>0
En este caso

lim p(t) = 0o = lim (1)

t—o0 t——o0
y como ¢ es estrictamente convexa, existe un tnico 7 € R tal que:
>0, p(r)=py (1)=0
por la Desigualdad de Markov?:

P(S, > 0) =P (™" > ™) =P (™" > 1) <E [¢™"]

He”“‘] =[TE[™] =] o) = ") ="

=K

por lo que

1 1
limsup — logP (S,, > 0) < limsup — log p" = log p.
n

n—oo N N—00

Lo'(0) = E[X;] < 0 implica que 7 > 0, es decir; ¢ ’sigue decreciendo’ en 0.

2También llamada Desigualdad de Chevyshev.
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Figura 3.2: Relacion entre ¢, 7y p [1].

Por otro lado, sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con funciéon de distribucion

ﬁ@):Ji/erdF@)

PJ s

F es llamada la Transformacion de Cramér de F.

~ 1 ~
Note que dF'(x) = —e™dF(x) entonces, dF'(x) = pe "™ dF(x).
p

La cota inferior se obtiene a partir de tres lemas:

~ ~
7 7

LEMA L.EX;)=71=0 y Var(X;)=05%€ (0,00).

DEMOSTRACION. Sea §(t) = E [etX}, entonces

awzégwﬂmzléa%mwu)

p

1 1
T / AR (x) = —p(t + 1) < 00
P Jr P
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entonces p € C*°(R), por tanto

)

BE) = 7(0) = 2¢/(0+7) = 2¢/(r) =0

~

Var(X;) = E[X?] =

=210 = 50+ 7) = (1) € (0.00)

LEMA 2. Sea §n = Z)?“ entonces P (S, >0) = p"E [67T§n1{§n20}] .
i=1
DEMOSTRACION.
P(S,>0)= / dF (x1)dF (z3) - dF(x,,)
{z1+z2+- 2, >0}

i /{I1+x2+"'+xn>0} <p€_mldﬁ($1>> (pe—mzdﬁ(m)> e (pe—mndﬁ(ﬂvn)>

~

_ / ettt 1B VB () - - - dF ()
{z1+z2+- -+, >0}

= P(S5S,>0)=)p"E [€_T§"1{§n20}] .

1 ~
LEMA 3. liminf — logE [e_TS"l{gnzo}] > 0.

n—oo M

DEMOSTRACION. Sea n € {k € N : S, > 0}, por el LEMA 1
podemos aplicar el teorema del limite central a .S,,, es decir;

S 1 [ e
IimP|——<al|]=—— e 2dx
n—00 <0'\/ﬁ - ) \/ 27 /—oo

elegimos « tal que?

9
3
P
8 Q
o
|
%,
QL
=
IV
=~ w

3a> 0,675
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y aplicando la desigualdad de Markov

§n S, Gyn E[e_rgn}
Plajmsa) =B(em 2™ s

entonces

por lo que

, ) .
lfm inf = log [e—mﬁa P (AS n< a)
n—oo N U\/ﬁ

1 —~
< lfminf = log E [G_TS”}

n—oo M

y ademas

1 ol An
lim inf — log [em\/ﬁa P <AS < oz)] =0
n—oco N o'\/ﬁ

por tanto

L1 .3
0< hgggf ﬁlog]E [e Snl{?@o}] .

De esta manera, por los LEMAS 2 vy 3 se tiene que

1 1
lim inf —log P (.S,, > 0) = lim inf — log p"E |:€775"1
n

n—oo M n— 00

{§n20}}

1 5
= { 1 —_ —Ton ~ >
log p + hggf - log & [e 1{&20}} > logp

1
lim —logP (S,, > 0) = log p.

n—oo M
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3.3. Definiciones generales

En esta secciéon presentamos las definiciones basicas en Teoria de grandes
desviaciones.

Sea X' un espacio métrico completo y separable con distancia
d: X xX —[0,00)

DEFINICION. Una funcion f : X — [—o00, 00| es semicontinua inferiormente
si satisface alguna de las siguientes propiedades:

(i) liminf f(x,) > f(z), V (x,), = tal que z,, - x en X cuando n — oc.
n—o0

(ii) lim if f(y) = f(z) con B(x) ={y € X : d(z,y) < €}.

e—01 yeB(x)

(iii) f tiene conjuntos de nivel cerrados, i.e.,
[ ([~o0,c]) ={x € X: f(x) < c} es cerrado para toda c € R.

Las definiciones anteriores son equivalentes.

DEFINICION. La funcion I : X — [0, 00] es llamada funcion tasa si

T1 I # oo.

T2 [ es semicontinua inferiormente.

T3 I tiene conjuntos de nivel compactos.

DEFINICION. Decimos que una sucesion de medidas de probabilidad (P,,)
en X satisface el principio de grandes desviaciones con tasa n y funcion tasa
I si

P1 [ es una funcién tasa en el sentido de la definiciéon anterior.

P2 limsup,,_,., = logP,(C) < —I(C),V C C X cerrado.

P3 liminf, . +logP,(0) > —1(0), ¥ O C X abierto.
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Las cotas estan en términos de la funcién conjuntista definida por
I(S)=1inf I(x), SCX
TE€S

El objetivo de esta teoria es construir una gran cantidad de teoremas basados
en estas dos definiciones.

TEOREMA. Sea (P,,) una sucesidn de medidas de probabilidad que satisface
el principio de grandes desviaciones, entonces; la funcion tasa I asociada, es
unica.

DEMOSTRACION. Sean [ y J funciones tasa para (P,), debemos demostrar
que [(z) = J(z) para todo z € X.

Sea © € X y sea By = Bi(z) la bola con centro en z y radio %, con

N € N, entonces; por la definicién de funcion tasa

1
—I(z) < —I(Bn41) < liminf —log P, (Bn41)

n—oo M

1
< limsup — log P, (cl(By+1)) < —J(cl(By1)) < —J(By)

n—oo T

donde el orden de las desigualdades se da por los siguientes hechos

1. ](BN+1) = infyegNH ](y), ](BN+1) S ](y) Vy € BN+1 Yy entonces
—I(y) < —1(Bn+1)-

2. P3.
3.
By € cl(Byy1) porlo que P (Byi1) < Py(cl(Byy1))
1 1
—logPu(By11) < —logPu(cl(By+1))
1 1
lim —log P, (By11) < lim —log P, (cl(By41))
n—oo N n—oo 1
y por tanto

1 1
liminf —logP,,(By41) < lim —logP,,(By41)

n—oo M n—oo M,
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4. P2.
5. Como Byy1 C By entonces cl(Byi1) € By.

Por otro lado

J(By)= mf J(y) v ]\}iinmJ(BN): lim inf J(y) = J(z)

yEBN N—oo yeBN

va que J es semicontinua inferiormente y limy_ .., By(z) = z, entonces
—I(z) < —J(x), es decir I(z) > J(z) y de la misma manera J(z) > I(z) por
lo que I(x) = J(x) para todo z € X y por tanto I es tnica.

|

3.4. Lema de Varadhan

En esta seccion enunciamos uno de los resultados importantes de la teoria de
grandes desviaciones.

Decimos que dos sucesiones de ntimeros positivos (a,) vy (3,) son logarit-
micamente equivalentes o, ~ 3, siy solo si

1
lim — (log v, — log f3,,) = 0.

n—oo N

OBSERVACION. o, + 5, = &, V B,.

TEOREMA. (Lema de Varadhan) Sea (P,) una sucesion de medidas de
probabilidad que satisface el principio de grandes desviaciones en X con tasa
n y funcion tasa I. Sea F' : X — R una funcion continua acotada por arriba;
entonces

1
lim —Jogt/ne”F@»Pn(dx)::sup[FKx)——](xﬂ

zeX

DEMOSTRACION. Sea

<M$:/&MWmM,SCXmmm&
S

y hacemos
a=sup F(z), ©b=sup[F(x)—I(x)].

reX rzeX
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Notemos que —oo < b < a < oo, porque I > 0 y F' es continua y acotada
por arriba. Probaremos que existen cotas superior e inferior.

- Cota superior:

Particionamos al espacio X de acuerdo a los valores que toma F'; sea C' =
F~1([b,a]), y para N € N definimos los conjuntos

CN=F""! ([CN cN]), j=1,..N

J J=17j

donde cj»V =b+ %(a —b) para j =0,1,...N, es claro que

N
c=Jcy.
j=1

Ahora, como F' es continua, todos los C’JN “s son cerrados en X', entonces; por
el principio de grandes desviaciones

1
limsup—logIP’n(C]N) < —I(C]N), v j.

n—oo TN

Si tomamos en cuenta que F(z) < ¢} en C}Y, obtenemos la desigualdad
1
{ - < méx [ — I(CVN
11211_)501310 - log J,(C) < 11;1%}}:\[[0 1(C})]
lo cual puede desarrollarse mas utilizando la desigualdad

1
N < inf F(x)+ﬁ(a—b)

J = N
xECj

para obtener

n—ooo N 1<G<N ocEC’JN a:EC’JN

1 1
lim sup — log J,,(C) < max { inf F(z)— inf ](x)} +N(a—b)

3 ! = su T) — 1T la_
élrgnja&:elg}[l’(x)—f(év)HN(a—b)—xeg[F( ) = ()] + 57(a = b)

1
SZH—N(CL—b)
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Haciendo N — oo tenemos que
1
limsup — log J,,(C) < b = sup[F(z) — I(x)]
n—oo N TEX

- Cota inferior:

Sea x € X' y € > 0, entonces por la continuidad de F', el conjunto
Ore={ye X : Fly) > F(x) — €}
es una vecindad abierta de x. Se sigue por el principio de grandes desviaciones

que
1
liminf —logP,,(Oy.c) > —1(0,),

n—oo N

como I(O,,) < I(x), tenemos que

1
lim inf —log J,,(O,) > F(x) — e — I(x),

n—oo M

usando el hecho de que J,(X) > J,(O,.,.), haciendo ¢ — 0 y tomando el
supremo sobre todas las x € X obtenemos

1
liminf — log J,,(X) > b = sup[F(z) — I(x)],

n—oo N reX

por lo que
1
lim —log J,,(X) = sup[F(x) — I(x)].

n—oo 1M TEX

Existe una version del principio de grandes desviaciones en el que algunas de
las condiciones en la definiciéon anterior son debilitadas.

DEFINICION. La funcion [ : X — [0,00| es llamada funcidn tasa débil
s

n [ # 0.
= | es semicontinua inferiormente.

= [ tiene conjuntos de nivel cerrados.
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DEFINICION. Decimos que una sucesion de medidas de probabilidad (P,,)
en X satisface el principio de grandes desviaciones débil con tasa n y funcién
tasa [ si

» ] es una funciéon tasa débil en el sentido de la definicidén anterior.
= limsup,,_,. +logP,(K) < —I(K),V K C X compacto.

s liminf,,_ %log P,(0) > —I1(0), ¥V O C X abierto.



Capitulo 4

Polimeros Aleatorios Suaves

A continuacién consideraremos a la caminata aleatoria auto-evasiva débil
cuya definiciéon se di6 en el capitulo 2, donde las auto-intersecciones no estan
prohibidas pero son penalizadas, nos referimos a esto como un polimero suave.

Probaremos que el polimero suave tiene un comportamiento balistico en
d = 1, es decir; bajo la distribucion P2 las trayectorias estan cerca del origen
(su punto inicial) por un tiempo y después tienden a infinito a una velocidad
estrictamente positiva debido a la auto-repelencia.

La prueba utiliza una representaciéon Markoviana del ntmero de visitas a
cada estado (los tiempos locales totales) de una caminata aleatoria simple,
en combinacion con teorfa de grandes desviaciones; una técnica poderosa que
se utiliza para muchos otros modelos en dimensiones méas altas. La estruc-
tura del capitulo es la siguiente: se define el modelo, se establece el resultado
principal, un principio de grandes desviaciones para la localizacion del punto
final derecho, se enuncia un programa de cinco pasos para probar el principio
de grandes desviaciones para polimeros-puente y por tltimo se remueve esta
condicion.

4.1. Polimeros con auto-repelencia
De la misma manera que para la caminata aleatoria auto-evasiva débil, un
polimero suave en 7 de longitud n se define como el proceso aleatorio (.S;),

con valores en el conjunto de trayectorias y funcion de energia:

45
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s W, ={w=(w)"g €Z" :wy =0, |wis1 —w;| =1V0<i<n},
. Hn<w) = ﬁjn(w)7
donde 8 € [0, 00),

n

I(w) = Z Lwi=uw,)

i,j=01i<j

es el nimero de auto-intersecciones en la trayectoria y

1
P8 (w) = —56_61"(“’)1971(111) , weW,
Bajo este modelo, existen muchas preguntas que se pueden establecer res-
pecto al comportamiento de estos procesos [1|, pero en este trabajo solo se
exponen resultados relacionados con el comportamiento asintético de

|Sy| = la distancia entre los puntos finales de un poloéimero de longitud n

bajo la distribucion P2 en el limite cuando n — oo y para un parametro 3 fijo.

Como mencionamos previamente, podemos esperar que las trayectorias bajo
la distribucion P2 estén cerca del origen por un tiempo y después tiendan a
infinito a una velocidad estrictamente positiva debido a la auto-repelencia,
esto es llamado comportamiento balistico el cual fue probado por primera vez
por E. Bolthausen (One self-repellent one-dimensional random walks).

TEOREMA 1. Para todo 8 € (0,00) existe 8*(5) € (0,1) tal que

n—oo

lim P’ <‘15n — 9*(5)‘ <e
n

SnZO):l,Ve>O.

TEOREMA 2. La funcidn  — 0*(B) se puede obtener en términos de un
problema variacional y se sigue de la solucion al mismo que:

» 5 — 0*(0) es analitica en (0,00),

= lim 6*(8) =0,

B—0t

» lim 0*(5) = 1.

B—o0
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0% 3)

Figura 4.1: Velocidad lineal de un polimero suave [3].

La cantidad 6*(8) es la velocidad del polimero con fuerza de auto-repelencia

g (Fig. 4.1).
El teorema 1 se sigue del siguiente principio de grandes desviaciones:

TEOREMA 3. Para toda § € (0,00) la familia (P}7)

5,20)

satisface un Principio de Grandes Desviaciones en [0,1] con tasa n y cuya
funcion tasa Ig tiene a 0*(B) como unico cero (Figura 4.4).

N definida por

1
PHA() = P? (—Sn c.
n

Este resultado explica lo que esta detras del teorema 1, en esencia lo que
establece este resultado es que

lim lim ~log P ([0 — 6,0 + ]) = —I5(6).

§—0t+ n—oo n

Antes de continuar recordemos algunos elementos, la reescritura de P?, donde

fn(w) = Z Lwi=w;3,

4,j=0
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el niumero de wvisitas o el tiempo local en x al tiempo n

() = Z Liwi=z},» * € Z, n € Ny,

=0

v que Y,y () =n + 1 para todon € Ny I,(w) = 3, ., 12(2).

De este modo vemos que la prueba del teorema anterior realmente consiste
en analizar las propiedades desde el punto de vista de la teoria de grandes
desviaciones de la sucesion aleatoria {[,(z)}.cz bajo la distribucion P, de
una caminata aleatoria simple.

Veremos esta sucesion tiene una estructura similar a una cadena de Markov.

Para lo siguiente, recordemos que P y E denotan la probabilidad y la es-

peranza respecto a una caminata aleatoria simple y que P, es la restriccion
de IP sobre W,,.

4.2. Grandes desviaciones para puentes

Con el objetivo de obtener el Principio de Grandes Desviaciones para P},
empezaremos deduciendo un principio de grandes desviaciones bajo la res-
triccion de que la trayectoria es un puente, es decir; se encuentra entre sus
puntos extremos, esta condicion es crucial para la prueba de nuestro resul-
tado principal y posteriormente sera debilitada.

TEOREMA 4. Para toda ( € (0,00) la familia (PZP"em'e)

)

satisface un Principio de Grandes Desviaciones en (0, 1] con tasa n y funcion
tasa Jg y cuyo unico cero es 0*(B) (Figura 4.2).

definida por

neNy’

1
pirne() =P (15, €
n

Para la prueba de este teorema seguiremos el siguiente programa:
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(i) Elegimos 6 € (0, 1] y consideramos la siguiente cantidad

K,(0)
P2 (S, = [on] | A, -
n ( [On] [ A,) = Toeean Kal0)d(6m)

donde

~

K.(0)=E, [e_ﬁl"l{sn:[anw}lAn} 5

[On] y n deben tener la misma paridad. El caso # = 0 no es relevante
para los puentes.

Notemos que

PP (S, = [On] | 4,) = P2 ({S, = [on]} N A,)

Pr(An)
ademas
1 — w w w
Y ({8 = 00130 Ay) = > —eonf) 1P, (w)

1 I~
= —E [ s W?ﬂ}lA] 5 n ()
y
/ K,(0)d(6n) = / E, [e—ﬂf"l{sn:wnnl,qn] d(6n)
0€(0,1] 6<(0,1]
o BIn(w )1%1:(%]}154?1%(10)&&71)
€(0,1] wGW
Z )1, (1) / 19y d(On)
=il 9c0,1] "
1 — BT (w
=20 3 e R (w) = ZiPi(A).
WEW, : wEA, T
Por tanto
0 K, (0)
Py (S = [n] | Ap) = = = TBaA N
Jocor Kn(0)d(0n)  Pu(Ay)
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(ii) Veremos que existe una funcién Js : (0,1] — (0,00) tal que

-~

P S
Jim —log [, (6) = —J5(0)
con la propiedad de que § — jg(@) es continua, estrictamente convexa

y minima en 6*(f3). Identificaremos a Jz en términos de un probelma
variacional.

(iii) Combinando (i) y (ii) obtenemos que

lim ~ log P? (S, = [6n] | Ay) = —J4(6)

n—oo M

donde

Jo(0) = To(6) = inf T (6).

Js(0)

Figura 4.2: Funcién tasa Jg para los polimeros puente [3].
ya que

] 1. K,(0)
1 8 _ = l{m = i
A 108 P (50 = [0n1 [ An) = iy Vo8 iy

1. - 1 ~ -
= 1lim —log K,(0)— lim —logP?(A,) = —Js(6)+ inf Js(6) = —Js(6).

n—oo 1N n—oo N 0€(0,1]
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Notemos que

~ 1 ~
inf JB(H) = — sup {—Js(A)} = — sup lim —log K, (0)

6€(0,1] 6€(0,1] 9c(0,1] "0 N

1 ~
= — sup lim —logE, [e_m"l{sn:mn]}lAn]
0e(0,1) V7 N

=— sup lim — log Z Bln(w {S ,W}l(A)P (w)

6e(0,1] V7 1

UJGWn
=— lim — log e Pl P, (w sup 1 )
. 7, L s
= — lim —logE, [e ”1,44 = — lim —logP)(A,).
n—oo 1N n—oo 1

Evidentemente, § — Jg(f) también es continua, estrictamente con-
vexa y minima en 6*(/3), el cual es su tnico cero.

Estos resultados se siguen cumpliendo cuando 6 se reemplaza por 6, — 6
cuando n — 00, que es por lo que tenemos el teorema 4.

Notemos que si queremos que la wvelocidad de polimero %Sn esté cerca de
un valor 6 € (0,1], (15, € [§ —¢,6 — €] con € — 0) esto es equivalente a pedir
que la caminata esté en el estado [On] al tiempo n (S, = [0n]), es por eso
que si obtenemos la forma y las propiedades de la funcion Jg obtenemos el
principio de grandes desviaciones para los polimeros suaves puente.

El programa anterior se llevard a cabo en la siguiente seccion por medio
de cinco pasos. Los dos primeros son una preparaciéon necesaria para obtener
las cantidades necesarias en la forma adecuada para aplicar teoria de grandes
desviaciones.

1. Anéadiendo deriva,
2. Tiempos locales y propiedad de Markov.

La aplicacion de grandes desviaciones y el analisis del problema variacional,
se llevara a cabo en los tltimos tres pasos.
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3. El problema variacional,
4. La funcién tasa para puentes. Solucién al problema variacional.
5. Identificacion de la velocidad.

La prueba es técnica pero poderosa y puede ser utilizada para otros modelos
de dimensién 1 y en modelos de dimensiones mas altas.

Una vez completada la prueba de este teorema, se debilita la condicion de
puente y el principio de grandes desviaciones que queremos se sigue inmedi-
atamente. Resulta que la funcion tasa asociada es diferente de Jz pero sigue
teniendo a 6*(3) como unico cero.

4.3. El programa de cinco pasos

4.3.1. Paso 1: Anadiendo deriva

El objetivo es probar que si condicionamos a que la trayectoria esté en el es-
tado [On] al tiempo n, entonces la probabilidad condicional puede ser aprox-
imada, en una escala exponencial; por medio de la distribucion de probabili-
dad de una caminata aleatoria con deriva 6.

Empezaremos por obtener diferentes equivalencias para IA(R(H)

Sea 6 € (0,1) fijoy Py y Eg la probabilidad y la esperanza para una caminata
aleatoria con deriva 6, es decir;

1
Py(z, x4+ 1) = 5(1 +60), la probabilidad de dar un paso a la derecha,

1
Py(z,xz — 1) = 5(1 —0), la probabilidad de dar un paso a la izquierda;

entonces, podemos reescribir

_ n+[6n] ~

K (6),

n—[6n]
2

Ko(0) = (1—6)" (1+6)

donde

K, (0) = Eq [e_m"l{sn:(enw}lfxn
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Notemos que todas las trayectorias que van de 0 a [#n] dan el mismo niimero
de pasos a la derecha y el mismo niimero de pasos a la izquierda.

Es por eso que debemos analizar el comportamiento asintotico de K,,(0),
es decir; nuestra tarea es relacionar el polimero suave con deriva 6 con la

caminata aleatoria con deriva 6.

La ventaja de la reformulacion anterior es que la trayectoria no se preocupa
por regresar a [0, S,,] después del tiempo n.

LEMA 5. Para toda 0 € (0,1) y n € Ny,

N 1 7
Ey e‘ﬁlnl{STL:mn}}lAn,] = §E9 [e_ﬁlnl{Sn:WM}lAnan

donde
B, ={S; > S,,Vi>n}.

DEMOSTRACION. Notese que fn no depende de S; para cualquier ¢ > n,
por lo que
ts. ]

1BnH =y [1Bn]E0 [e_ﬂ]“'l{sn:mﬂ}lAnH

Eq [675[”1{571:(%1}1/&”134 =g [Ee [6751”1{&:(9”1}1%1371

= Eq [1BnE9 [6_B]”’1{sn:(en1}1An

= ]Eg [67'81"1{5":(9,11}1An} Eg [1Bn] = E@ [676[”1{57;(9”1}114”] Pg (Bn)

ahora
Py(B,) = Po({S; > Sn,Vi >n}) =1—Py({S; = Sp,p-a.i > n})

como (S,) es una cadena homogénea y Sy =0

neNp

Py({S; = Sp,p-a.i >n}) =Pp({S; = 0,p.a.i > 0}) = Py({de regresar a 0}).

Sabemos que la probabilidad de regresar a 0, en una caminata aleatoria
simple es

1—|p—gq|
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donde p es la probabilidad de dar un paso a la derecha y ¢ la de dar un paso
a la izquierda, entonces

1 11—
Py({de regresar a 0}) =1 — ‘%0 — T& =1—-40

por tanto

Py(B,) =1 —-Py({S; =0,p.a.i}) =1—(1—-0) =46

— 7. 1 - I,
Ee e ﬁlnl{snzfen]}]‘An] = EEG |:e BInl{Sn:[an]}lAnan]

Una consecuencia importante de este lema es que en el evento
{S, =[6n]}NA,NB,

podemos escribir

donde
l(ﬁ) = Z 1{51:96}, x €

1€Np

es el tiempo local total en el sitio x (nimero de visitas al estado z), de hecho,
esto se sigue de que en el evento {S,, = [n]} N A, N B, tenemos

_f lz) si0<z<[On]
ln(w) = { 0 en otro caso

por lo que podemos reescribir

~ 1 B fen] 12,
K.(0) = 5Eo [e PR B0 g _ronty 14, 1,

Notese que el tiempo n ha sido reemplazado por el estado [On].

El tiempo local total tiene una agradable esctructura como veremos a con-
tinuacion.
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4.3.2. Paso 2: Tiempos locales y propiedad de Markov

En esta seccion mostraremos que {I/(x)} tiene una estructura de Markov.

rE€Ng
Esto es lo que nos permetira analizar el comportamiento asintotico de K, ()

por medio de un principio de grandes desviaciones para estas cadenas.

Sea
m(m) = Z 1{Si=:E, Si+1:1'+1}7 S Z

i€Np

el numero total de saltos de © a x + 1.

Entonces, en el evento {S, = [On]} N A, N B,, el namero total de saltos
de x — 1 a x es igual a

> lsime sz = ml@) =1, 0<a < [0n]

i€Np

porque el nimero de saltos a lo largo del enlace entre x — 1 y x debe ser al
menos 1.

Como [(x) es la suma del numero de saltos a x que vienen de la izquier-
da y de la derecha, tenemos que

l(z) =m(x —1) +m(x) — 1psy, 0< 2 < [On].

Mas atin, en el evento {S, = [On]} N A, N B,, el tiempo que la trayectoria
esta entre 0y [On] es n + 1, por lo que

{Sn = [GM} NA,NB, =

[On]

Z [m(z — 1) + m(z) — Lpaoy] =n+1, m(=1) =0, m([6n]) =1

m(—1) = 0 porque la trayectoria es un puente que inicia en ceroy m([0n]) =
1 porque no debe regresar a [6n] después del tiempo n.
Por tanto, podemos volver a reescribir

[6n]

1
K,(0) = 5E9 [6752&0 [m(@—1)+m(z)-1(z>0)]*

{ZLH:%-‘ [m(x—l)+m(z)—1{z>0}]:n+1}
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X1 (- 1)=0} L {m(fom1)=1} ]

La funcién indicadora 1y,~0y y las restricciones m(—1) = 0y m ([6n]) deben
ser pensadas como inofensivas condiciones de frontera.

La razon principal para esta reformulacion es el siguiente resultado.

LEMA 6. Para todo 0 € (0,1), bajo la distribucion P, {m(z)},cy, €5 una
cadena de Markov con espacio de estados N y probabilidades de transicion

Po(i, j) = Bo(m(x +1) = j | m(z) = i)

i+j—2\ [14+6\ [/1-0\""
:(¢—1)(2 2 BUFAR

DEMOSTRACION. Sea z fija. Si m(z) = 1, entonces el enlace (x,z+41) recibe
1 cruces ascendentes e ¢ — 1 cruces descendentes.

Para s = 1,...,7 — 1, definimos Z, como el nimero de cruces ascendentes
del enlace (x + 1,z + 2) entre el s — ésimo cruce ascendente y el s — ésimo
cruce descendente de (z,x + 1) y Z como el ntimero de cruces ascendentes
de (x + 1,2+ 2) después del i — ésimo cruce ascendente de (z,z + 1), la cual
es diferente de las otras porque ya no se permiten méas cruces descendentes
de (z,x + 1). El nimero m(z) me indica cuantas Z; s van a existir.

Consideremos el evento {Zs = k|m(z) =i} el cual se puede ver como el
evento:

E :la s-ésima vez que la caminata estd en x + 1 viniendo de z, esta da k
saltos a la derecha de x + 1 antes de dar uno a la izquierda.

Sea Y el niimero de saltos a la derecha de x + 1 que la caminata da antes del
primero a la izquierda, entonces Y ~ Geo (12;9), por lo que

i =niv = = (50) (457)
por lo que

N
]P’g(ZS:k|m(x):z):(1+9) (1 9) , keNy,s=1,...,i—1

1-0 2
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Para Z sabemos que ya no hay mas cruces descendentes de (z, x+1), es decir;
la caminata ya no regresa a x, entonces para que esta recorra de manera
ascendente el enlace (z + 1,2 + 2) debe recorrerlo de manera descendente
k — 1 veces y después dar un salto a la derecha de x + 2, por lo que

e (59)()”

k
:(11”2) (1;9> ,con keN

Si m(z + 1) = j eso significa que Z; + -+ + Z;_1 + Z = j, asi podemos ver
que nuestro proceso es un proceso de Markov: para la cantidad m(z + 1) es
irrelevante lo que la caminata hace a la izquierda de x, sélo el valor de m(x)
es el que le afecta. Mas atun, para cada Z,, Z,+ 1 tiene la misma distribuciéon
que Z; como (Zy + 1)+ -+ (Zio1+ 1)+ Z =i+ j— 1y el ntmero de
maneras de dividir ¢ + j — 1 en pedazos de longitud mayor o igual a 1 es
("77"); obtenemos que

1—1
- i+i—2\ /1+0\" /1—0\""
rin = () (550) (B5) dden

4.3.3. Paso 3: El problema variacional

Hemos completado la reescritura de K, (6) y estamos listos para aplicar la
teoria de grandes desviaciones. Fin esta seccion construimos el problema varia-
cional implicito en el principio de grandes desviaciones para puentes.

La ventaja de la ultima reescritura de IA(n(H) es que puede ser expresada
en términos de la medida empirica por pares asociada a {m(z)},en,, esto es
porque esa cantidad es la que mejor se adapta a la dependencia por pares de
una cadena de Markov. Para esto definimos

1 N-1

L2 = N Z 5(m($—1)7m(1’))’ NeN
=0

con condiciones de frontera (m(—1) = m(N)).
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Sea M, (N x N) el conjunto de todas las medidas de probabilidad en N x N

con funciones marginales idénticas y

Ay = {ueﬂl(NxN)

ST+~ i) = g}

i,jEN
Definimos

v)=—BY (i+j—1)%0(i,j), conveM(NxN)

i,jeN
entonces tenemos que
Rn(0) = "™E, [ NFg(L%) 1{L2 can}] con N =[6n] +1
Notemos que
1. El factor exponencial en la dltima espresion para K, (6) es el mismo en
la expresion anterior con un error despreciable que surge al forzar las

condiciones de frontera.

Sim(x —1) =14y m(z) = j tenemos que S(m(z—1),me) (i J) =1y

[z —1)+m(x) =1 = (i+5-1)" =Y (i+—1)*0me—1)m(@) (i 4):

i,jEN
si ademéas N = [On] + 1
[On] N-1
—BZ m(z—1)+m(z)—1* = -3 Z Z <i+j_1)26(m(a:—1),m(x))(i7j)
2=0 i,jeN

N-1
o 1
:—BNE (z+j—12N§ O(m(z—1)m(x)) (3, 7)
=0

1,JEN

= —BN > (i+j—1)°Ly(i,§) = NFs(L3)

i,jEN
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2. La primer restriccion en K,(), es asintoticamente la misma en la ex-
presion anterior.

Si
[On]

Z[m(m—1)+m(x) —1]=n+1
=0
de la misma forma que en la observacién anterior

> (i+j - 1)Ly j) =

i,jEN

n+1_ n+1
N  [n]+1

y ademés tenemos que

n+1 n+1 n+1

< <
fn<on]<bn+ly On+2 = [On]+1 = 6n+1

por lo que

I n+1 1
m — ==
n—ooo [On] +1 6

Z(i—i—j—l)L?\](i,j):% si m — o0.

i,jEN
3. La segunda restriccion es despreciable cuando n — oo.

La razon de esta nueva representacion de }N(n(H) es que nos permite utilizar
el principio de grandes desviaciones para la medida empirica por pares L3,
basada en la propiedad de Markov de la cadena {m(x)},cn, establecida pre-
viamente.

LEMA 7. Para todo 6 € (0,1),

lim  log Kn(6) = —J3(6)

n—,oo 1
con

J3(8) = 6 inf [~Fs(v) + 12, ()]

veAy
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DEMOSTRACION. La formula anterior es la funcién tasa del principio de
grandes desviaciones para (L%)ycy bajo la distribucion de la cadena de
Markov {m(z)}.en, con probabilidades de transicion Py la cual es conti-
nua y estrictamente convexa en M, (N x N) ([1] seccion IV, teorema IV.3,
teorema IV.5).

Con el objetivo de aplicar el lema de Varadhan, necesitamos superar la difi-
cultad técnica de que el espacio de estados N es infinito. Esto se puede hacer
por un argumento de truncacidn ([4] secciéon 2, problema 2) porque como se
vio previamente en el lema 6; el proceso {m(x)},cn, es en efecto una cadena
de Markov.

Ahora, aplicamos el lema de Varadhan a la tultima representacion de [?n(G),
la cual es una integral exponencial restringida a Ag; aqui surge otra dificul-
tad, el principio de grandes desviaciones debe ser ’transferido’ de M;(N x N)
a Ap (2] capitulo 4, lema 4.1.5).

Ahora, sea
-~ 2
Ry(0) = Eq [eNFB(LN)l{LfveAg}]

entonces

1 ~ 1 2
v o8 Ry(0) = ~ 108 o [N 2 ]

por el lema de Varadhan

1 -
—log Rn(0) = sup [F3(v) — Ip2(v)], st N — o0
N VEAy o

es decir;

EQ[eNFB(L%V)lL%VeAQ] — 6Nsupu€A9[FB(l’)7I]pg(V)]’ si N = 0o

por lo que
1 ~ 1 2
- log K,,(0) = - log Ey [BNFﬁ(LN)l{L%,EAg}}
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Sin — oo entonces N — 00, es decir; todo lo anterior se sigue cumpliendo y

1. N
lim —log K,(0) = lim — sup[Fs(v) — IZ,(v)]

n—oo N n—00 1 ,eA,
Como N =[0n]+1 y On<[On] <On+1,

n n n—0o0 n n—o0 n

= h’mwze.

Entonces

lim log K,,(0) = 0 sup [Fs(v)—13,(v)] = =0 inf [~ Fs(v)+13,(v)] = —J5(0)

n—oo 1 vEAp vEAp
y como I, es continua en /\A/l/(N xN)y v — Fz(v) es lineal, J5(0) es continua.
|

Recordemos que

n—[6n] _n+lon] ~

K,0)=(1—=0)""=2 (146" Ku(0)

donde N R
Kn(e) = E@ [eiﬁlnl{‘gn:wn]}lAn

y reescribimos el lema anterior de la siguiente manera

LEMA 8. Para todo 6 € (0,1),

1 .
lim —log K,,(0) = —J3(0),

n—oo 1N

con

J3(8) = 6 inf [~Fy(v) + 12, (v)]

vEAy

es decir; la misma formula variacional que la del lema anterior pero con la
distribucion Py en vez de Py

. i+5—2\ /1\"7 "
PO(%]):( 2_1 )(5) ) Z7.]€N‘
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DEMOSTRACION. Primero notemos que si v € Ay, entonces

S+ G = Dwlig) = 32 ivisg) + ulisg) - v(ig) = +

o - 0
/LJGN 'l,jeN
2 i i)+ iy vlig) =) vlig) =g
ieN  jeN jEN  ieN ijeN
g . 1
Zzy(z) + Z]I/(]) —1= g
1€N JjEN
1 146
2 %iy(i) =5 +1 porlo que %w(i) = %

por otro lado

1 n— n n n
lfm - log [(1 — o) (1 o) 7}

= lim (@) o1 =0) 1 (=57 st1 40
= st =0 i (7P ) < St 4t (10
— g toa(1=0) i (1= 20) — Juoe1-40) i (14 21)
_ —1;010g(1—¢9)— L0 1014 6)
adermis
BT 0 = 3 vl (sl ) -3 vt )

Z V<Z7j) [10gV(’L,j) _logﬂ(i) _lOgPO(iaj) —lOgV(i,j) +10gﬂ(l) +lOgP0(Z7J>]

1,5€EN

= Z v(i,7) [logPy(i,j) —logPy(i, j)] = Z v(i,j)log {Pe(i,j)}

i,jEN i,jEN ]P)0<Zaj)
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(V) (59 () ) A g
— v(i,7)log T T T = v(i, j)log [(1 +0)'(1—0) 1]
2 GRICAO R
= (i, j)[ilog(1+0) + (j — 1) log(1 — 0)]

i,jEN

= log(1 +0) Z iv(i, j) + log(1 — 0) Z(J = v (i, j)
i,jEN i,jEN
= log(1 +0) ZZI/ +log(1—40 <Z]I/ Z ))
— ;flog(ljt&)jL 2_0910g(1—9).

Por lo establecido en el lema anterior

lfm llog Ko(0) = —J5(0) = —6 inf [—Fs(v) + I, (v)]

n—oo 1, vEAy
= 0sup [Fs(v) = Iz, (v)] = 0 Sup [Fs(v) + I, (v) = I3, (v) — Ig, (v)]
v 0 v 0

=0 (sup [Fa(v) — I3, (v)] + 12—;9 log(1+6) + 12_60 log(1 — 9))

VEAy

1446

=60 fnf [~Fy(v) + I, ()] + 5 log(1-6)

I/EA@

log(1 +6) +

por lo que

n—[6n] n+[on]
2

(1 +9)—Tf€n<9)]

1 - 1
lim = log Kn(8) = lim — log [(1 —9)

n—oo N n—oo 1,

1 n—[6n
— lim ~log (1 — )" "% (1+6)

n—oo M

+ lim — log K, (0)

n+ [Gn'\ i|
n—oo M

= —@ inf [—Fﬁ(’/) + [E%o(yﬂ

VEAy

por lo tanto

lim llog f(n(e) = —0 inf [—Fg(l/) + IH%O(V)] = _jﬁw}-

n—oo N vEAy
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Hemos identificado jg(ﬁ) para 6 € (0,1), la funcion tasa para los polimeros
puente, la cual es valida para 6 = 1.

Si ¢ = 1 la caminata sélo da pasos a la derecha, es decir; no tiene auto-
intersecciones, por lo que para esta trayectoria w, I,,(w) =0y 14, (w) = 1,
entonces

= 1
Kn(l) - ]En[e_ﬂlnl{sn:n}]-An] - ]En[l{sn:n}] - ]P)n(Sn - n) - 2_n

por tanto

~ 1~ 1
Js(l) = — lim —K,(1) = — lim —log2™" = log 2.

n—oo N n—oo N,

4.3.4. Paso 4: La funcidén tasa para puentes. Solucién al
problema variacional.

Contiuamos dando la solucion al problema variacional del lema 8, el cual
explica el comportamiento cualitativo de la funcion 6 — J3(0), (Figura 4.2).
El problema requiere minimizar una funcional no-lineal bajo cierta restric-
cion lineal. Es posible encontrar la solucion en términos de un problema de
eigenvalores.

Sea 3 € (0,00) fija, r € Ry A, 3 la matriz de N x N con entradas
Ay (i, j) = IR (6, 5), dj e

LEMA 9. Sea 8 € (0,00) fijo. Para todo r € R, A, 3 es un operador auto-
adjunto en (*(N) con un dnico y mds grade eigenvalor A\, y correspondiente
eigenvector T, 5 (normalizado |7, pll2 = 1).

DEMOSTRACION. [4], seccién 1. Para cualquier r € Ry i,j € N, tene-
mos que A, 5(i,7) = Arp(d,7) > 0y X2, icn A, 5(i,5)? < oo, por lo que el
operador A, 5 : *(N) — (?(N) es un operador auto-adjunto positivo y com-
pacto y por tanto existe un tnico eigenvalor A, g con eigenvector asociado

7}75.
n
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El siguiente lema nos da una breve descripciéon de las propiedades del eigen-
valor A, 3 asociado a A, g, (|3] capitulo 3, seccion 3.4.5., [4] seccion 1).

LEmA 10.
1. (r,B) = A\ g es analitica en R x (0,00).
2. lim,_,_ % log A\, s =1 ylim, % log A\, 3 = 00 para toda B € (0,00).
3. r—log A, 5 es estrictamente conveza para toda 5 € (0,00).
DEMOSTRACION.

1. La analiticidad se sigue porque A, g tiene multiplicidad 1 y todos los
elementos de A, g son analiticos.

2. Esto se sigue por una estimacién directa en el eigenvector 7, para
r — —00 y r — 00 respectivamente.

3. La convexidad de sigue de las siguientes observaciones.

a) Arg = SUDzer2(n): 230, [[olla=1 Duijen T (1) Arp(i; 7)z(5);
b) r — log A, 5(i, j) es lineal para toda i,j € Ny 8 € (0,00);
¢) la log-convexidad se preserva bajo sumas y al tomar supremos.

La convexidad estricta se sigue de la convexidad en combinacion con 1y 2.
|

Con ayuda del lema 10 podemos expresar a jg(&) en términos del eigen-
valor A, g, para algin valor r que depende de 6.

LEMA 11. (Variacion sobre v). Sea € (0,00) fija, entonces; para todo
6 < (0,1)

Js(0) =1 — flog Arﬁ{r:rﬁ 0
donde r3(0) € R es la 1inica solucion a la ecuacion

1 0
5 = E log )\7‘,,3~
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DEMOSTRACION. El hecho de que la ecuacion anterior tenga una solu-
cion para todo 6 € (0,1) y que esta sea tnica se sigue del lema 10, ya que
r— % log A\, g es estrictamente creciente o bien, r — A, 3 es estrictamente
log-convexa (|4], secciéon 3, proposicion 4).

log A, 3

-
.
-
-

Figura 4.3: Identificacion de :]\B 13].
En la figura 4.3 podemos ver que 6 — r3(6) es decreciente.

Consideramos la siguiente familia de medidas de probabilidad

1

Vr,,@@?.j) = )\_BTT7B(i)AT,ﬁ(iaj)Tr,ﬁ(j>7 Za] e N.

)

OBSERVACION. 1,5 € M (N x N).

Bp() = S wplif) = 3 %ﬁfr,g<é>Ar,ﬁ<z’,j>n,g<J’>

JEN jeN )
1 ) . .
=3 7r5(0) > Arslis )75(7)
7,0 jEN

como T, g es el eigenvector asociado al eigenvalor A, 3 de A, 3 se tiene que

AgTes = AepTeg Y Y Ars(i, 5)75(d) = ArpTrp(i)

JjEN
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por lo que 7, 5(i) = 774(i) y de la misma manera 7, 3(j) = 7,7 5(j) entonces
Urp(1) = U, 5(j), por tanto

I/TﬁG./T/lJ(NXN).

(|
Luego -
2 = V, (4 O —V rp\lJ
foltna) = 3 rali )l (w( i j>)
= > (i) g vrs(i, ) — 10g 7y (i) — log Po(i, )]
1,7EN
= 3 nati o6 (57000, 3)7:503) ) ~ Tor725(0) ~ Yow Poli )

= Z vrp(i, ) [ log Arg — log 7,,5(i) + log Ay (i, §) + log 7,,5(j) — log Po(i, j)]

7,JEN
= vgli,j) [— log Ay + log 227 +10g< 7"(”j’1”ﬁ(”j’1)2Po(i,j)) - logPo(i,j)]

i,j€EN B(l)
=D vnslin]) [ r(i+j—1) = B(i+j—1)* —log A +log W(?)] .
7,5 (%)

7,JEN

Notemos que

L. Sir=rg(0) entonces Y (i+j— 1)vpa(i, j) =

1,jEN

o’ es decir; 1,5 € A
Notemos que

0 - O i j1)—Blitj— -
EATﬁ(Z’]): 5 (i =) =B+ =1 Py (4, )

= (i +j = D) HIDIEITUR (i ) = (i 4§ — 1) A0, ),

por este hecho y nuevamente porque A, 37,3 = \gTr5 ¥ ||7rp]]2 = 1 se
tiene que

D i+ 5= Dns(ij) Z (D) (i + 5 — 1) Arp (6, 7)7r,5(5)

i,jEN 8 1,JEN
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- ;7 3 7sli) {%Arﬂ(i,j)} Trp(] Z Tra() Ar (i, §)7r,5(5)

™8 i jeN A ar i,jEN
1 0 0 1
— = I\ =—loghg =
Arg O BT o 8T Y
por lo que v, 3 € Ag y por tanto
. . .o r
r Z(z +J— V(i g) = 7
i,jEN
—B Y vaplin )i+ — 1)* = Fa(vrg).
ijEN
3. Z vrp(1,7) log A g = log A, 5.
ijEN

4. Como v, 5 tiene marginales idénticas

Zurﬁz] log 7r5L)

1,JEN (Z)
= log (i) D vepling) = Y _log7rp(i) Y vrs(i, )
jEN ieN ieN jEN
—Zlogﬁg ) p(J Zlogng )0y 5(i) = 0.
jJEN i€EN

De esta manera si r = r5(0)

r
Ig,(vrg) = 5+ Fa(veg)—log sy —O[F3(vrg) =T, (v5)] = r—0log Ars.
Verifiquemos que ;) s es un minimizador del problema variacional

Js(0) = 0 tnf [~Fs(v) + I, (v)]

vEAg

Si v € Ay podemos escribir

SOES) ~ B, 0)] = 0 | Fylo) = 3 v(a. ) o (—<)§»‘Z>]>)]
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—0 | Fa(v) = > w(i,j)logv(i,j) + Y v(i,j)logw(i) + > v(i, ) logPo(i, j)
i,jEN i,jEN i,jEN
oMo Arg(i,j) _ er(i+j—1)—5(i+j—1)2]P)O(Z,’j)’

.. —r(i4i— i+i—1)2 ..
Po(i, j) = e "OH=DHAEITDTA, b0, 5) y
Z I/(Z,j) lOgPO(Zuy)

i,jEN
—r Y (=i )+ B> (i+5— 12w 5)+ Y v(i.j)log Ay sli, 5)
i,jEN

i,jeEN i,jeN
r .o .
=5 Fs(v) + Z v(i,j)log A, 5(7,7), vaque v e A,
i,jeN
con esta ultima expresion y sumando y restando log A, g de la forma adecuada
obtenemos que
- v(i, j)
—0[Fs(v) = Ig,(v)] = [r — Olog A g] + 60 ) v(i,j)log | — —
" Z v(i) 5= Ay (0, )
como (i) = 77 4(i), entonces
- v(i J) 7,8()7r,5(J)
=[r—0log\. 5]+ 6 v(i,j)log | — : — ‘
2 0) 3ol 3)70)
= [r —0log \, 4] —1—02 v(i, j)log E’j) rp(0)0r5(5)
ijeN V(Z> Vr,ﬂ('lu])

y como v tiene marginales idénticas

= [r—0log A g] + 6 > v(i,j)log (VS(;? j;é?)) '

1,7EN

El primer término es precisamente el valor que obtuvimos cuando v = v, g

Sobre el segundo término,

0 Z v(i,j log( _(5);;[32 7 ) — QZN )] | r(9)]),

1,jJEN
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donde [v(i)], [vr5(7)] € M(N) (el conjunto de todas las medidas de proba-
bilidad en N) se definen como

Ol ="y ) = 2

Vr(1)
)

denota la entropia relativa de py respecto a po ([1], capitulo 2, [10] seccion
5.1).

mientras que si py, p2 € M(N)

H(pi | p2) = Zﬂl log(

ieN

pa (7)
2(7)

Claramente este término es mayor o igual a cero cumpliéndose la igualdad
cuando v = v, g, por lo tanto

J5(0) = 0 inf [~ Fs(v)+12,(v)] = —0[Fs(vy)— 13, (vr,5)] = r—0log \rg| _

veAy

4.3.5. Paso 5: Identificacion de la velocidad

El lema anterior nos proporciona una buena representacion de Jz(6), en tér-
minos de una familia de eigenvalores A, 3, 7 € R. Como vimos en la Figura

4.2, 0*(B) debe ser identificado como el tinico punto minimo de § — jg(@)

LEMA 12. (Variacion sobre 0). Sea 5 € (0,00) fija, entonces

1 0
= —1
(@) or B

r=r*(8)
donde r*(B) es la inica solucion a la ecuacion
Arp = 1.

DEMOSTRACION. El hecho de que la ecuaciéon anterior tenga solucion para
toda § € (0,00) y esta sea tnica se sigue del lema 10 y la Figura 4.3.
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Derivando :]73(9) respecto a ¢

0 ~ 0
%Jﬂw) =30 (ra(0) — 0log Ary0).5)

0 0
= %rﬁ(é) — log )\r[;(é’),ﬁ —0 [E log )\r,ﬁ

Entonces 5
5970(0) = —log A0

y esta derivada es cero si y solo si A9 = 1, es decir; la solucion a la

ecuacion \.g = 1 nos da el valor minimo de 6 — 373(9) Sabemos que
r — rg(f) es decreciente y como cada elemento de A, s es estrictamente
creciente respecto a r, se sigue del lema 10.3a que r — A, g es estrictamente
creciente, por lo que la solucion de A, g = 1 existe y es tnica ([4] proposicion
5).

Sea 0*(3) este valor minimo y definimos r*(5) = r3(6*(5)); por el lema
anterior

1 0
= —log A\,
0(B)  or s
Notemos que
0% ~ 0 0 0
—J3(0) = —=log A\, — —log A\, —rg(0
g2 08(0) = = 55108 Arsa).6 5y 108 Ars o 59750
10
~5397°) >0,

y en la Figura 4.3 se puede ver que § — r3(6) tiene una pendiente negativa

por ser decreciente, asi que r3(6*(5)) es el unico minimizador de 6 — (75(9)
y esta funcion es por tanto estrictamente convexa.
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Por esto ef?of ] :];(9) = r*(f) y recordando que
e(0,1

Jp(0) = Js(0) — inf J5(0)

0€(0,1]

tenemos que si 0*(/) es el Gnico minimo de jﬂ, también es el tinico minimo
y cero de Jg (Figura 4.2).

Jp(07(B)) = Js(0"(8)) — r*(B)
=1"(B) = 07(0) log Ap(g),5 — 7 (8) = r*(B) — r*(8) = 0.
Aqui termina nuestro andlisis de la funcion tasa Jg para los polimeros suaves
puente y la prueba del teorema 4.

4.4. Principio de grandes desviaciones sin la
condicion de puente

En las secciones anteriores probamos el principio de grandes desviaciones
para un polimero suave puente, en esta seccion damos un breve esquema so-
bre como obtener el principio de grandes desviaciones sin esta condicion ([1]
capitulo 9), es decir; el teorema 3 que implica el teorema 1. Resulta que la
funcion tasa asociada a este principio de grandes desviaciones tiene una parte
lineal entre 0 y una velocidad critica 0**(f) que es menor a 0*(3) (Figura 4.4).

TEOREMA 3. Para todo € (0,00) la familia (IP’+’5)”€N definida como

P =i (25 €| 5,2 0)

satisface el principio de grandes desviaciones en [0,1] con tasa n y con fun-
cion tasa Iz dada por

{ J5(0) si > 0% (p),
I5(0) + ez [Js(07(8)) — 1(0)] si 0 < 6™(B),

donde 6**(3) es la inica solucion a la ecuacion

J5(0) ~ 15(0) = 0 J5(6).

I5(0) =
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e 15(0) se define en los siguientes lemas, mds ain; 0**(5) € (0,0%(3)).

I50) |

0 6**(3) 6%*(B) 1 ¢

Figura 4.4: Funcién tasa Ig en comparacion con Jg de los polimeros puente

131
La parte lineal se puede ver por el siguiente hecho:

Si se requiere que el polimero suave se mueva a una velocidad 0 < 0*(p),
entonces prefiere violar la condicion de puente moviéndose a velocidad 60 (3)
entre 0 y [On] y hacer dos lazos, uno a la izquierda de 0 y otro a la derecha
de [On]. La penalizacion por hacer estas vueltas es menor que la penalizacion
por permanecer como un puente y la longitud de estos lazos es proporcional
a la cantidad 0**(5) — 0, es decir; la penalizacion por no comportarse como
un puente crece linealmente con 6**(5) — 6.

Veamos como es que se obtiene el resultado anterior.

Para 6 € (0, 1] definimos

5 1
—J5(0) = lim —logP? (méx S;i=10n],S;>0v0<i<n

n—oo N 0<i<n

5,-0)

con el limite a lo largo de los enteros pares. Esta es la funcion tasa para
cuando el polimero realiza un lazo que crece a velocidad 6.
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O _ s o
Sea j; = ee%f,l] J5 (0).

LEMA 13. Para todo 0 € (0,1]

Is(0) = _inf {(1 —t; —t2)Jg ( ) +(t + tmg]

t1,t2>0, t1+t2<1 1—t; —ts

DEMOSTRACION. Sean t; y t, fijos. La trayectoria puede decidir primero
pasar un tiempo nt; a la izquierda de 0, después un tiempo (1 — t; — ta)n
entre 0y [On] y finalmente un tiempo a la derecha de [0n]. El costo por este
comportamiento es

o |
tijg » (1—t1—t2)Js (m) y tajg

respectivamente, y una vez que se optimiza sobre t; y t5 obtenemos el re-
sultado. Debemos descartar la posibilidad de que la trayectoria prefiera una
estrategia mas complicada por las penalizaciones que podria tener, sin embar-
go, en tal caso podemos superar esta dificultad por medio de un argumento
similar al de la demostracion del ultimo lema en el capitulo 2.

O

Para simplificar este nuevo problema variacional hacemos la siguiente ob-
servacion.

LEMA 14. [5(0) = jg.
DEMOSTRACION. Suponiendo que el polimero forma un lazo, podemos ver
que este puede ser a la izquierda o a la derecha de 0, o bien, podria estar for-
mado por lazos més pequenos, como esta tltima alternativa en mds costosa
para la trayectoria se sigue el resultado. De nuevo, esto puede verificarse por
medio de un argumento similar al de la demostracion del tltimo lema en el
capitulo 2.
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Considerando los dos lemas anteriores obtenemos el siguiente problema varia-
cional

I5(0) = fnf [(1—t)J5 (%) +ﬂﬁ(0)},

0<t<1

el cual se puede reescribir como

10) - 10) = ot 54 (2) - o)}

Como 6 — Jz(0) es estrictamente convexa tenemos el supremo se alcanza en

1 si 6> 0™(5),
S = : *%
donde 0**(3) es la tnica soluciéon de la ecuacion

0
Js(0) — 15(0) = 0—J5(0).
5(0) = I5(0) = 05575(0)
Esto completa la prueba del teorema 3. Notemos que esta tltima expresion
nos dice que la parte lineal de I3 es tangente a Jg en § = 0™*(f3), por lo que

tenemos que 60**(3) € (0,60%(5)) siempre que I3(0) > 0.
Para completar el calculo de I3 nos hace falta identificar I3(0) y probar
que I3(0) > 0, esto puede hacerse con ayuda de un analisis similar al de los

pasos 4 y 5 de la seccioén anterior.

Sea

Sn:O},

e .1 a7
_Jéj<9) = T}l—)ngo 5 log]E |:€ ﬁjn]‘{méx()gign Si=[9n‘\, Sizo,vogign}

la misma que en la definiciéon de JE(G) pero sin la constante normalizadora
7B (recuerde la definicion de P?).

Por el calculo hecho en (iii), los lemas 11 y 12 y la Figura 4.2 tenemos

lim =2Z° = —r*(8) = — inf Js(6)

n—o0 7, 0e(0,1]

por lo que
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LEMA 15. Para todo 0 € (0,1)

T5(0) =0 nf [ F5(v) + I3 (v)],

ueAg
donde
FR(w)=—BY_ (i+j)(i.j),
1,7€ENp
_ 1
AY = {I/E./\/h(No x Np) Z (1+ )i, j) = 0’ v(Nx N) = 1},
1,j€ENg

Y I;g(u) es la misma que [H%o pero reemplazando a Py por

Py (i, 5) = 1azoyPo(i, j + 1) + 1izjeoy, 4,5 € No.

DEMOSTRACION. Estas son las mismas formulas que las que utilizamos
para Jg(0), excepto que (i,j) ha sido reemplazado por (i,j — 1), esto es
porque ahora estamos considerando trayectorias que hacen lazos en vez de
trayectorias que so6lo se mueven a la derecha.

El resultado anélogo a los lemas 11 y 12 bajo esta condicién puede estable-
cerse como sigue

LEMA 16. Sea 5 € (0,00) fija, para r € R sea AS/B la matriz de N x N
con entradas

.o r(i4+7)—B8(i4+7)2 .. .o
Agﬁ(l7]):e(+]) 6(+]) ]P)g(%j)? 2] EN;
con
Py (i, 5) = LazoyPo(i, 5 + 1) + Lizjeoy, 4,5 € No.
O

Sea )\;‘?ﬂ el dnico y mds grande eigenvalor de A, 5 visto como un operador en
(*(N), entonces

15(0) = r(B) — r*(B)

donde r**(B) € (0,00) es la unica solucion de la ecuacion

o _
Ay =1



4.5. DEMOSTRACION DEL RESULTADO PRINCIPAL 77

DEMOSTRACION. Por los lemas 14 y 15 tenemos que

I5(0) = inf JS(0) = inf JJ(0) —1*(B).

5(0) = Inf J5(0) = inf J5(0)=r"(B)
Este tltimo infimo es 7**(5). La prueba de este resultado sigue la misma linea
argumentativa que el de la seccion anterior.

En conclusion, se ha identificado a la funcién tasa Iz en términos de los
eigenvalores A, 3 y )\?[3 asociados a los operadores A, 3 y ASB.

OBSERVACION. r**(3) > r*(3), para todo § € (0, 0).

DEMOSTRACION. Notemos que A?ﬂ = A, 3B, donde B es la matriz de
N x N con entradas B(i, j) = 1=j413, 4,5 € N.

Entonces
Mg = ALl < [[Ansl 1Bl = [|Arsl] = A s,

donde || - || es la norma en ¢*(N). Como ambos eigenvalores son esrictamente
crecientes en r y como 7**(/3), r*(5) son los valores cuando estos valen 1, se

tiene que r**(8) > r*(/).
O

De los lemas 11 y 12 tenemos que

. 9 e
J5(0) _H%JB(Q) =rg(0) y eél&]ﬂ] Js(0) = r7(B),

Como Jg(0) = :];3(9) —r*(8), tenemos que Jg(0) — Q%Jﬁ(g)) = r5(0) — 1*(B)

y como I3(0) = r**(B) — r*(B), se tiene que 0**(f) es la tnica solucion de la

ecuacion rg(f) = r**(f) y como § — r5(0) es decreciente para todo 5 € (0, 00)
se sigue que 6**(5) < 0*(B).

4.5. Demostracion del resultado principal

El principio de grandes desviaciones para P;** implica los teoremas 1y 2.
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TEOREMA 1. Para todo € (0,00) existe 8*(5) € (0,1) tal que

lim P? <‘%Sn — 9*(5)' <e

n—oo

SHZO)zl,‘v’e>0.

DEMOSTRACION. El lema 12 establece la existencia de 6*(3), por otro lado;

notemos que
5, > o)

P’ ('%Sn - 9*(5)' <e
5, > o) — P ((67(8) — ,0°(8) + ©))

Sp > 0) =P (0*(ﬁ) —e< %Sn <0 (B)+e

_ps (%s e (0"(8) — .6°(8) + )

Como (P}#),en satisface un principio de grandes desviaciones con funcién
tasa Iz tenemos que

liminf - log B ((0°(5) — €,0°(8) + €)) > ~L5((8°(5) — .6*(8) + )
= " e o gy 20 = TE(B)) =0
lim sup ~log P (10°(8) — €,0°(9) +€l) < ~15(0"(3) — .0°(8) + )
" ot (91 pyeq 20 = 1O () =0
como (6°(8) — ,0°(8) + ) C [6°() — ,0*(8) +
0 < lim inf 1 log PP ((0%(8) — €,0%(B) +¢))

n—oo N

< lim sup 1 log PP ((0%(8) — €,0%(8) +¢)) <0.

n—oo 1

Por tanto 1
lim —log B ((67(8) — ¢,67(8) +¢)) = 0
n—oo N,

y

lim Pzﬁ«e*(,@) —6,0"(P) + e)) =1

n—oo

TEOREMA 2. La funcion 5 — 60*(5) se puede obtener en términos de
un problema variacional y se sigue de la solucion al mismo que:
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» 3 — 0*(B) es analitica en (0, 00),

= lim 6%(8) =0,

B—0t

= lim 6°() = 1.

B—00
DEMOSTRACION. [4] seccion 3.5 teorema 2B. Para la analiticidad nos refe-

rimos a [1] capitulo 9 y [5] seccion 3.

Para el primer limite. Sea x;, el vector (i) = k'~ con i € N, por la siguiente
identidad

i+i—2\ 1 |
= : 1
E ( P )a A—a) ieN,a€el0,1)

jEN
y la definicion de Py(7, j) tenemos que si 5 =0
Ar,Oxk = T(ﬂ k)xT(r,k)

con T(r,k) = (2¢7" — k)™, Se sigue que A, es la solucion de la ecuacion
k=T(r k), esto es

Mo=e " — (e — 1)%, r <0.

Ahora elegimos € > 0, como r — log )\, 3 es convexa para todo 3 > 0 tenemos

que
1 1 0

110, 10
0(8) ~ Angor "’

_)\T
- )\,.”3 87“ #

r=r*(B)

donde utilizamos que r*() > 0 para todo § > 0, mientras 8 — 0 el lado
derecho de esta iltima expresion tiende a

r=—¢

1o
)\T:O or

)\T,U

r=—c¢

porque 3 — A, g es analitica para todo r < 0 ([5], lema 11). Haciendo ¢ — 0
y usando el hecho de que A\_.o y %)\nO‘r:—e — 00 obtenemos que

lfm 6*(8) =0

B—0t
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Para el segundo limite. Definimos

Arp = Arip2,p
y tenemos que A, 55 — %e"é(m) puntualmente cuando 5 — oo, (note que
Py(1,1) = 3) por tanto :
lfm Mg = =€
foee ™8 T 3¢

Ahora, definimos 7*(f3) tal que
A (8),8 = 1,

por lo anterior tenemos que 7*(3) — log2 cuando  — oo y como 7*(3) =
r*(B8) — 3% tenemos

1 0
7@ o

e _>\T
or’ P

r=r*(B) r=r*(B)

Si B — oo, el lado derecho de esta expresion tiende a %%er evaluado en
r =log2 lo cual es 1 y por tanto

lfm 6*(8) = 1.

B—00

En [5] R. van der Hofstad and F. den Hollander - Scaling for a random poly-
mer 1995 se prueba que 0*(3) ~ CB% para alguna C' > 0 cuando § — 0, por
lo que se tiene la figura 4.1.



Capitulo 5

Comentarios finales

En resumen, definimos una distribuciéon de probabilidad P? para la configu-
racion espacial de un polimero de longitud n en dimensioén 1, el cual no tiene
prohibidas las intersecciones pero estas son penalizadas por un factor e %; a
esto se le conoce como polimero suave con fuerza de auto-repelencia B o en
términos de las caminatas aleatorias como caminata aleatoria auto-evasiva

débil.

Primero nos restringimos al caso en el que el polimero es un puente, es decir;
este se encuentra entre sus puntos extremos, y vimos que esta condiciéon no
afecta significativamente la definicion de P2.

Al numero de intersecciones en cada trayectoria le asociamos una cadena
de Markov en términos del niimero de visitas a cada estado y cuyas pro-
babilidades de transicion estan relacionadas con una caminata aleatoria con
deriva 6, ya que si se condiciona a que el polimero esté en el estado [On]| al
tiempo n, la probabilidad de este evento puede ser aproximada por medio de
la distribucién de probabilidad de esta caminata.

Encontramos una equivalencia entre el nimero de visitas a cada estado y
la medida empirica por pares L3 asociada a la cadena de Markov y deriva-
mos el principio de grandes desviaciones para P24 através del principio
de grandes desviaciones para L%. Caracterizamos la funcion tasa en términos
de una familia de aigevalores \, 3 asociados a cierta matriz A, 3 de N x Ny
vimos que tiene la siguiente gréfica

81
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Ja(6)

I
I
0 8*(3) I g

Figura 5.1: Funcién tasa Jg para los polimeros puente [3].

Después se removio la condiciéon de puente y se establecio un resultado similar
para P77 y resulta que la funcion tasa asociada a este principio de grandes
desviaciones tiene la misma forma que en el resultado anterior salvo para
valores de # menores a una velocidad critica 0™, esto es porque cuando la
trayectoria tiene velocidades menores a este valor critico, la penalizacién por
permanecer como un puente es menor que la penalizaciéon por realizar lazos
alrededor de sus puntos inicial y final.

Este principio de grandes desviaciones nos ayuda a probar que

lim P? ('%Sn —0"(B)| <e

n—o0

SnzO)zl,Ve>O

es decir, con probabilidad 1 para cada fuerza de autorepelencia [ existe una
velocidad a la que el polimero tiende a alejarse de su punto incial conforme la
cantidad de mondémeros que lo constituye aumenta, y con ayuda de la grafica
de 6 — 0*(5)

podemos ver que si a fuerza de autorepelencia es muy pequena, la velocidad
a la que el polimero se aleja tiende a cero, es decir; el polimero tiende a
formar pequenas esferas, y si esta fuerza aumenta, la velocidad tiende a 1, la
velocidad con la que se aleja es mayor (la trayectoria da un paso de longitud
1 lejos de su punto inicial por cada unidad de tiempo).
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I.-'f('q)

0 0**(3) 0*(H) 1 ¢

Figura 5.2: Funcién tasa Iz en comparacion con Jg de los polimeros puente

[3]-

6%(3)

0*(B)~Cp4

B

Figura 5.3: Velocidad lineal de un polimero suave [3].
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Los polimeros amorfos como el poliestireno se pueden ver como ejemplos
de este comportamiento, a temperaturas altas se encuentran en forma de
un liquido viscoso y al enfriarlos se convierten en soélidos duros, rigidos y
fragiles; lo que sucede es que conforme la temperatura disminuye el polimero
se contrae porque las moléculas se mueven menos y por tanto se atraen mas.



Apéndice

Sea (Sp)nen, una cadena de Markov en Z, p;;(n) la probabilidad de ir del
estado i al estado j en n pasos y fi;(n) la probabilidad de que estando en
el estado ¢ la caminata visite el estado j por primera vez en exactamente n
pasos, es decir;

pij(n) =P(S, = j|So = i)
fZ(”) = P(S’ﬂ - j? S’ﬂ—l # j? ceey Sl 7é j | SU - Z)
y se define f;;(0) = 0, incluyendo el caso i = j.
PROPOSICION. para cadan <1, p;j(n) = Z fij(k)pj;(n — k).
k=1
DEMOSTRACION. Consideremos los siguientes eventos
Al = (Sn :jasl :j7SO :Z)
A2 = (Sn :j,S2 :j781 7éj>SO :Z)

AS :(Sn:j753:j782 7éj781 7&]’50:2)

ATL = (Sn :j,Sn,1 7&.7"'--752 #jasl 7éj780 :Z)

Notemos que A; N A; = () para todo i # j y
AjUAU---UA, ={S, =j,5 =i},
como (S, )nen, €s una cadena de Markov
P(Ax) =P(S, = 7,8k = J,Sk-1 # J, -, S1 # J, S0 = i)

85
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- ]P(Sn :]|Sk :ja Sk—l 7&]’ '--751 7&]7 SO = Z)P(Sk :j7 Sk—l 7&]‘7"-751 7&]7 SO - Z)
=P(S, =J|% = 7)P(Sk = J, Sk—1 # J, -, S1 # j | So = 1)P(Sy = 1)
=P(Sp—k =7 |So = 1) fiP(So = 1) = pr_i ftP(So = 0)

por lo que

P(S, = 0,5 =0) =P (U Ak> =3 P(A) =Y pa-ifiP(So = 0)
k=1 k=1 k=1
por lo tanto

Pn = Z fkpn—k
k=0

[ee]
LEMA DE ABEL. Si la serie Zak converge, entonces
k=0

o o0
lim E apth = E ag.
t—1—

k=0 k=0

k>an
Esto se ve realizando distintas iteraciones y utilizando el triAngulo de Pascal.

OBSERVACION. Q),(a) = max "),
[an]

PROPOSICION. Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de
momentos (t) < oo para cada t € (—s, s), para algin s > 0; entonces

1. Todos los momentos de X son finitos.

n=0 "

3. ¢(t) tiene derivadas continuas de cualquier orden en (—s, s), y se cumple
que
el =B
dt" B '

t=0
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DEMOSTRACION.

1. La prueba se basa en las siguientes identidades

E[|X]|"] = n/ooo(l — F(2))z" 'dx + n/ F(z)|z|" 'da,

—00

0

o(t) =1+ t/ooo(l — F(z))e™dx — t/ F(x)e™dz,

en donde, por hipotesis, las dos integrales de o(t) son finitas para todo

t € (—s,s). Veremos que cada integral en la expresion de E[|X|"] es
menor o igual a la correspondiente integral de ¢(t).

Para el caso x > 0 se toma cualquier ¢ € (0, s), y entonces

|
, n!
< e esdecir, 2" < (t_") et

(tz)"
n!

De modo que, salvo constantes, la primer integral de E[|.X|"] es menor
o igual a la primer integral de o(t), siendo esta tltima finita, la primera
también lo es.

Para el caso x < 0 conviene tomar t € (—s,0), pues en tal caso tx > 0
y entonces

ta|" |
ﬂ <elel — e g decir, |z < T et
n! |t|™

Ahora la segunda integral de E[|X|"] es menor o igual a la segunda
integral de o(t), siendo esta ultima finita, la primera también lo es.

De esta forma todos los momentos de X existen cuando ¢(t) es finita
en algtn intervalo no trivial alrededor de cero.

2. Se usa la férmula

0

E[X"] = n /0 Y1 = F@))e™ ldz —n / Flz)e"da.

—00

FUNCION TASA PARA ALGUNAS DISTRIBUCIONES CONOCIDAS
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1. Si X tiene una distribucion Poisson de parametro A > 0

D Ny O V=i N
o(t) = E ["] :;et = ’\;T:e At

= )=V VieR
Sea ¢(t) = zt — log (t), en este caso
g(t) = 2t — 1Og€’\(et_1) =z2t— )\ (et — 1) v §(t)=2— At

entonces ¢'(t) = 0 implica que z — Ae! = 0 por lo que ¢, = log z — log A
es un punto critico de g.

Ademas ¢”(t) = —\e', entonces

9" (to) = —AelB=TI0BA = ) (8 %) = —\ (;) =—2<0,siz2>0

es decir; tg = log z — log A es un punto maximo de g si y sélo si z > 0,
por tanto

I(z) = sttelﬂg [zt —log p(t)] = igﬂg [zt = A (e = 1)] =2t — A (e — 1)

= z(logz —log A\) — A (elogz’log’\ — 1) =zlogz — zlog A — A (; — 1)

=zlogz —zlog\ — 2+ A

I(z) = zlogz — zlog A — 2z 4+ A st 22>0
] en otro caso

Note que
, 1
I'(z) =logz+z (-] —logA—1=1logz—log A
z

entonces I’(z) = 0 implica que log z = log A por lo que zp = A es un
punto critico de I.
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Ademés 1"(z) = 1, entonces I"(z9) = + > 0, es decir; zo = A = E[X]

_Z,

es un punto minimo de I.
Luego I(z9) = I[(A) = Alog A — Alog A — A + A = 0, por tanto

I(z) >0, V z >0 cumpliéndose la igualdad si y solo si z =\ = E [X]

" 1 1
") = X Var(X)

2. Si X tiene una distribucion Frponencial de parametro \ > 0

o o) 1
p(t) =E [¢] = / e Ne N dy = /\/ PN g = ) ( (Ve
0 0 t—A

00 sit—A>0

y

L st < A
= pt)=q A—t
00 sit> A

Sea g(t) = zt —log ¢(t) con ¢(t) < 0o, en este caso

A 1

g(t) = 2zt —log (m) =zt—logA+logA—t) y ¢(t)=z2— T2
/ : : 1 1

entonces ¢'(t) = 0 implica que z — oo 0 por lo que tg = A — - es
un punto critico de g.
Ademas ¢"(t) = ﬁ, entonces

Glh) = — 1~ 2y

(A=A+1)2

es decir; tg = A — % es un punto maximo de g
por tanto

I(z) = sup [zt — log p(t)] = sup [zt — log A + log(A — t)] = ztg—log A\-+log(A—tp)
teR teR
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1 1 1
—Z(A——) — log A + log ()\—/\—l——) =2A—1—1log )+ log (—>
z z z

=2A—1—log\ —logz

I(z) = Az —1—log A —logz st 2> 0
)7 ~ en otro caso

Note que

1
I'(z)=\— -
() =A-;

entonces I'(z) = 0 implica que % = ) por lo que 2y = + es un punto

hy
critico de I.

Ademas I"(z) = &, entonces I”(zg) = A? > 0, es decir; zg = 3+ = E[X]
es un punto minimo de [.

Luego I(z) =1 (3) =X (1) —1—1logA —log (5) = 0, por tanto

1
I(z) >0, V z> 0 cumpliéndose la igualdad si y solo si z = 1= E [X]

1 1
I” ) 2
()\) A Var(X)

3. Si X tiene una distribucion Normal de parametros u, o2

e 1 *(T*N)2 > 1 7(12721;14«%;1,2720211&)
(p(t) - E |:€tX:| = / eIt e 202 dl‘ = e 202 d
oo V2mo? —oo V2mo?

&0 1 —(@?—2(uto?tatu?) (uto®)2—p? [ 1 —(z—(ut+o?1)?
= e 252 dr = e 202 e 252 dx

o V2mo? 0o V2mo?

u2+2u02t+04t27u2 2;1,0'2t+o'4t2

0242
—e 202 —e 202 = (p(f,)ze‘utJFTt,vtER

Sea g(t) = zt — log p(t), en este caso

_ ptr 2t o’t? Iy 2
o(t) = =t —log e F =z =~ Ty )=z o
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Z—
o2

entonces ¢'(t) = 0 implica que z — p — o?t = 0 por lo que t; = es

un punto critico de g.

Ademas ¢”(t) = —o? para todo ¢t € R; en particular ¢”(ty) = —0* < 0
por lo que ) = = es un punto maximo de g.

Por tanto
L L 9y
I(z) =sup [zt —logp(t)] =sup |(z — u)t — —0“t"| = (z —p)to — =o°tj
teR teR 2 2
2 2 2
- z=p\ 1o fz—p\"_ (z—p)? 1(z—p)
-0 () - () -5
1 2
I( ):T:?(Z p, VzeR
Note que
z—p
e ="

entonces I'(z) = 0 implica que z = p por lo que zp = p es un punto
critico de I.

Ademas I"(z) = =5, entonces I"(zp) = =5 > 0, es decir; 2o = p = E[X]
es un punto minimo de I.

Luego I(z0) = I(p) = 55 (1 — p)? = 0, por tanto

I(z) >0, V z € R cumpliéndose la igualdad si y solo si z = p = E[X]

1 1

Ip) = o2 Var(X)
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