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Resumen

Dada la importancia de la estimacion de parametros en la fisica y en la
ciencia en general, es muy importante el estudio detallado del proceso y de
las cotas minimas de estimacion de parametros que nos son permitidas. Méas
hoy en dia ya que la deteccion de efectos requiere a veces de una presicion
impresionante. La colaboracion LIGO reporté recientemente [I] que se tuvo
que detectar un cambio de longitud de trayectoria éptica del orden de 10718
metros para corroborar la existencia de ondas gravitacionales predichas por
Finstein. Es por tanto de interés investigar los limites tltimos de la presiciéon
que puede tener un experimento.

Hasta donde sabemos, la mecénica cuédntica es la teoria més fundamental
con la que contamos. Es de gran interés investigar los limites de presicién
que nos permite esta teoria. Investigamos en esta tesis las cotas de error en
la estimacién de parametros. El proceso de estimacién es el siguiente: parti-
mos de un modelo teérico de un sistema, y en base de datos experimentales
encontramos los parametros que mejor describan el comportamiento de nues-
tro sistema. El drea de metrologia cuantica se centra en encontrar las cotas
minimas de error que son permitidas en un proceso de estimaciéon.

Es muy tutil entender la desigualdad de Cramér-Rao para el desarrollo de
una teorfa rigurosa de dichas cotas. Veremos que el caso cuantico conlleva
maximizar sobre un conjunto de operadores para encontrar la cantidad lla-
mada informacién cuantica de Fisher Fg.

Esta tesis es una critica a Fg. Asi también es una propuesta, ya que expresa-
mos la necesidad de, en vez de usar la teoria usual, debemos movernos a una
verison Bayesiana de la misma. Introducimos la cantidad Z y vemos cémo
difiere de lo desarrollado anteriormente. Hacemos el calculo explicito de Z
para un sistema cuantico.

Proponemos también un método de Inferencia Bayesiana que mejora la cota
de error con cada medicion. Aplicamos dicho método al ejemplo del que hi-
cimos el célculo explicito. Vimos que usando Z y nuestro método propuesto
el error minimo es menor que el obtenido utilizando un método comparable
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4 RESUMEN

(al que llamaremos método de Fujiwara) que utiliza la cantidad Fy.



Abstract

Given the importance of parameter estimation in physics and in science in
general, it is very important the detailed study of the process and the allowed
minimum bounds in parameter estimation. Even more nowadays where the
detection of effects requires sometimes an impressive precision. The LIGO
collaboration has recently reported [I] that a change of length of the order
of 10~ meters had to be detected to corroborate the existence of gravita-
tional waves predicted by Einstein. Therefore, it is interesting to investigate
the ultimate limits of the precision that an experiment can achieve.

As far as we know, Quantum Mechanics is the most fundamental theory that
we have. It is very interesting to investigate the limits of precision allowed by
this theory. We investigate in this thesis the error lower bounds in parameter
estimation. The process of parameter estimation is the following: we start
from a theoretical model of a system and based on experimiental data we
find the parameters that best describe our systems behaviour. The area of
Quantum Metrology is focused on the lower bounds in the allowed error in
a parameter estimation process.

It is very useful to understand the Cramér-Rao inequality for the develop-
ment of a rigorous theory of such bounds. We will see that the quantum
version leads to maximize over a set of operators to find the quantity that is
called Quantum Fisher Information Fg.

This thesis is a critique of Fg. It is also a proposal because we explain the
necessity of, in stead of using the usual theory, we have to move to a Baye-
sian version of such theory. We introduce the quantity Z and we see how it
differs from what was developed previously. We do the explicit calculation
of Z for a quantum system.

We propose also a Bayesian inference method that improves the error bound
with every measurement. We apply such method to the example that we
calculated explicitly. We saw that using Z and our proposed method, that
the obtained minimum error is lower than the obtained with a comparable
method (which we will name Fujiwara Method) that uses Fg.
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All truths wait in all things,
They neither hasten their own delivery nor resist it,
They do not need the obstetric forceps of the surgeon,
The insignificant is as big to me as any,
(What is less or more than a touch?)

-Walt Whitman, Leaves of Grass
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preliminares

Todo procedimiento cientifico cuyo fin sea el de crear conocimiento invo-
lucra, en primera, o en ultima instancia, mediciones, desde la perspectiva de
la ciencia moderna. Las mediciones, en principio, nos proporcionan los datos
sobre el mundo, sobre los que se pueden realizar teorias de la realidad. Tam-
bién a la inversa, la tinica forma que se conoce de poner a prueba una teorfa,
es corroborando con mediciones. Las mediciones, para la ciencia, equivalen
a las percepciones de los sentidos. El tema del conocimiento a partir de los
sentidos es de suma importancia en la historia del pensamiento occidental.
Es, por tanto, muy importante para la ciencia moderna, entender bien cémo
se hacen dichas mediciones, y tener mediciones precisas y confiables. Més
hoy en dia, cuando las mediciones de efectos fisicos, a veces requieren una
gran precision para medir efector minusculos. Por ejemplo, recientemente la
colaboracion LIGO [I], ha publicado la dereccion de ondas gravitacionales
predichas por Einstein. Sin embargo, para derectar este efecto, se tuvo que
detectar un cambio de longitud en el camino 6ptico de un laser del orden de
10721, Por esto, los brazos son de 4 km de longitud. A pesar de dicha ex-
tension, los efectos son mindsculos. Se requirié una precision impresionante
para la deteccién de las ondas gravitacionales.

La metrologia cuéntica tiene como propoésito estudiar las mediciones de sis-
temas cuanticos, para encontrar limites dltimos de presicién que permite la
teoria cuantica. Es decir, se considera el cardcter probabilista de la teoria
cuantica. Esta fuera del enfoque de ésta area el investigar o decir algo al
respecto del llamado “problema de la medicién” en mecénica cuéntica, no
es la intencién ir més alla de la mecanica cuantica. Tampoco se tiene la in-
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Figura 1.1: Proceso de estimacién de parametros de sistemas cuanticos.

tencién el de hacer aparatos que midan mejor algin observable. Lo que se
desea es desarrollar métodos que de alta precisiéon para estimar pardmetros.
El nombre de metrologia es un poco impreciso en este respecto.

Para hacer un anéalisis tedrico de este tipo de problemas nos concentraremos
en las cotas del error minimo en la estimaciéon de un parametro. En especifi-
co, el error minimo que permite la mecanica cuantica. Nuestro tratamiento
serd solamente del célculo de estas cotas, sin meternos en el problema de
estimacién de lleno.

1.2. Proceso de estimacion de Parametros de siste-
mas cuanticos

Es necesario describir el proceso de estimacion de parametros. Partimos
de un modelo teérico con algunos pardmetros que no se puedan calcular
desde la teoria misma. Entonces, usando éste modelo y los resultados de me-
diciones, buscamos el valor de los parametros con el que mejor se ajuste a
nuestro modelo y a los valores que se obtienen de las mediciones.

En la figura se muestra un esquema del proceso de estimacion de para-
metros para sistemas cuanticos. Primeramente tenemos un estado inicial pg.
Dicho estado es sometido a una evolucién dinamica, lo que le imprime cierta
dependencia en un parametro 6, entonces, se termina con un estado p(f) que
depende de dicho parametro. Se hacen mediciones, se miden observables del
sistema, obteniendo un vector de resultados x, y con ésta informacién, se
estima el valor del parametro 6. Este esquema es bastante general. Note que
no es imperativo conocer los detalles de la evolucién del sistema para el pro-
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Figura 1.2: Modelo de Jaynes-Cummings.

blema de estimaciéon de parametros. No es necesario saber un hamiltoniano
especifico, pues nos enfocamos en el problema de, una vez que se tiene p(f),
hacer una estimacién de 6 lo mas precisa posible.

Para poner un ejemplo ilustrativo, considere el Modelo de Jaynes-Cummings [2].
Como puede verse en la figura dicho modelo tiene varios pardmetros, a
saber, w¢,w, v g. El problema de estimaciéon de pardmetros dentro de dicho
modelo es el de, a partir de mediciones de estados que evolucionan con del
hamiltoniano del sistema (I:I ), estimar el valor de alguno de estos parame-
tros. Esto se debe a que dichos estados dependeran al final de los pardmetros
We, W ¥ g- En esta tesis nos centraremos en la estimacién de un solo parame-
tro aunque la teoria se puede generalizar para considerar un namero finito
de parametros.

Se ha demostrado que usando efectos puramente cuénticos es posible mejorar
la precision en la estimacion de parametros. Por ejemplo, en interferometria
optica, la determinacién de una fase como funcién de IV fotones escala como
1/ VN en el limite estandar, mientras que estados de N fotones entrelazados
conllevan un escalamiento proporcional a 1/N, lo que es una mejor resolu-
cion con la misma cantidad de recursos [3] 4].
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1.3. Cotas de error

Para hacer un estudio riguroso de los limites del error en la estimaciéon de
pardmetros es muy util usar un resultado muy elegante llamado la desigual-
dad de Cramér-Rao. Dicha desigualdad asigna una cota inferior del error en
la estimacion de un parametro cuando se usa un estimador no sesgado (ver

capitulo ,
1
2

¢t > 7o)’ (1.1)

Donde <2 es el error asociado a la estimacion del parametro 6 y F(6) se
conoce como la informacion de Fisher. Como veremos en el capitulo |3, F(0)
es el error cuadrado minimo que permite el uso de un estimador no sesgado,
pues F'(6) es independiente de la estrategia de estimacion que se adopte.
La informacién de Fisher estd definida cuando se tiene la distribucién de
probabilidad de los observables x, que dependan de un parametro 6, es de-
cir, siempre que exista p(x|#), una distribucion de probabilidad. Es natural
plantear el problema de las mediciones en sistemas cuanticos. Siguiendo la
regla de Born, tenemos que para un estado p(f) y un elmento de un POVM
(vea capitulo [2)) M (x) (z es un ntimero, no un vector) que,

p(x]6) = Tr[p(9) M (). (1.2)

Ahora bien, la probabilidad depende también del POVM que escojamos. Hay
cierta arbitrariedad en el caso cuantico y hay que tomar en cuenta el POVM
que se use para hacer una medicién. Normalmente, se toma una cantidad que
es un limite de F'(#), para sistemas cuénticos. Braunstein y Caves definieron
[5] la cantidad
Fp(0) = Max F(0). 1.3

(0) = Mdx F(6) (1.3)
Que propusieron como la cota tltima de la desigualdad de Cramér-Rao (|1.1])
en el caso de sistemas cuénticos.

1.4. Objetivos y resultados

El proposito principal de ésta tesis es el de criticar la cantidad Fg, y
proponer una cantidad de informacién como el minimo en el error obtenible
para la estimacion de pardmetros en sistemas cuanticos. Argumentaré en es-
ta tesis que la cantidad Fiy en general no tiene sentido fisico. Asi también,
argumentaré que se debe adoptar otra perspectiva del problema. Se tiene
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que considerar la informacién que se conoce del parametro 6 que deseamos
estimar. Debemos rehacer la cota de Cramér-Rao en términos de probabili-
dad Bayesiana.

En este cambio de perspectiva, hay que asumir que el parametro a estimar,
0, es una variable aleatoria, con una distribucion de probabilidad A(f) que
representa el conocimiento a prior: del pardmetro . Ahondaré en definir
bien cada cantidad y ver la insuficiencia de Fy en términos fisicos. Presenta-
ré una cota alternativa a Fy que es de naturaleza Bayesiana a la que llamaré
Z, y mostraré como nuestra propuesta difiere de lo que se ha hecho hasta
ahora. Asimismo, presentaré calculos explicitos y numéricos de un ejemplo
concreto, que pretende ser uno sencillo.

Se verd que el calculo explicito de las cotas de Cramér-Rao para sistemas
cuanticos presenta varios retos. Tuve que utilizar un ansatz para obtener
un resultado analitico en el primer ejemplo. Para corroborar mi ansatz se
tuvieron que desarrollar métodos numéricos que se explican en la seccién
correspondiente. El método numérico que se desarroll6 es una herramienta
util para encontrar dichas cotas de error, ya que se carece de una teoria
matemética que nos indique como encontrarlas. En el segundo ejemplo usé
otro ansatz, sin embargo, el método numérico indic6 que no solucionaba el
problema.

Finalmente, presentaré un método de inferencia Bayesiana en la que el error
minimo disminuye cada vez que se hace una medicién y se cambia la infor-
macion a priori del parametro 6 en cada paso. Este método utiliza la cota
Z que introdujimos. Hay un método que también es un proceso adaptativo
de POVMs al que llamamos método de Fujiwara [6]. Dicho método utiliza
la cantidad Fg. Se obtuvo una grafica al final que indica que el método que
proponemos en esta tesis obtiene un error menor que el método de Fujiwara
para el mismo ejemplo concreto.

En capitulo ([2)) presento algunos conceptos y terminologia que usaré en el
resto de la tesis, como POVMs, inferencia Bayesiana, etc. En el capitulo ,
presento una deduccién de la desigualdad de Cramér-Rao, también, presento
la desigualdad de Van Trees, que es la versién Bayesiana clasica. Asi mismo
presento la deduccién de la informacion de Van Trees. Presento también la
informacion de Fisher cuantica Fg. En el capitulo (4]) una version Bayesiana
de I que existe actualmente en la literatura especializada. Sin embargo,
dicha version difiere de nuestra propuesta en que utiliza Fg, mientras que
nuestra propuesta no. Se hace énfasis en que el aspecto Bayesiano de nuestra
propuesta viene de considerar el conocimiento que se tiene del pardmetro
que se desea estimar. En el capitulo se hace un calculo explicito usando
dos ejemplos concretos. Se muestran los célculos numéricos que se hicieron
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asi como analiticos. En el capitulo @ se muestra el método de inferencia
Bayesiana para uno de los ejemplos antes mencionados. En el capitulo (7)) se
presentan nuestras conclusiones.

Esta tesis es la continuacion de mi trabajo de tesis de licenciatura [7]. En
dicha tesis ya habfa introducido la cantidad Z pero la perspectiva de dicha
tesis es muy distinta a la que tomo aqui. Ademas los célculos analiticos co-
mo numéricos asi como el método de inferencia Bayesiana es original de esta
tesis.



Capitulo 2

Algunas consideraciones

En este capitulo revisaremos algunos conceptos que serd tutil tener en
cuenta ya que se hara uso exhaustivo de ellos en el resto de la tesis.

2.1. Variables aleatorias

Una Variable Aleatoria es [§]

= Una funcién X que toma sus argumentos de un conjunto al que lla-
mamos espacio de muestreo M, aunque a veces se llama conjunto de

estados. Es decir,
X: M — R.

= Lassalidas de X estan moduladas por una distribuciéon de probabilidad
p(z). x € R es la salida de la variable aleatoria.

Definimos el valor de expectacion de la variable aleatoria como
(X) = Z$ip($i)~
i

Para variables continuas unidimensionales X : R — R la distribucién de
probabilidad p(z) es una funcién no negativa,

p(z) >0,

y normalizada, en el sentido de
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La probabilidad de que z € (z,x + dz) esta dada por p(x)dz. Entonces, el
valor de expectacion es

(X) = / op(a)da.

2.2. Inferencia Bayesiana

El teorema de Bayes nos dice que una distribuciéon de probabilidad con-
junta se puede factorizar de manera conveniente [9],

P(z,0) = p(z|0)A(0) = p(0lz)y(z).
Sabiendo que,
() = / P(z,0)d0 = / p(2]0)A(6)do.
Entonces, la consecuencia inmediata del teorema de Bayes es

__ p(x|0)A(9)
p(f|z) = W (2.1)

Utilizando la ecuacién se puede hacer un proceso de inferencia.

Sea © una variable aleatoria con salidas 6 y con distribucion A(f). Supon-
gamos que se mide el valor z1, entonces, se tiene una distribucion p(0|x;)
usando la ecuacion . Entonces, se tendra una nueva distribucion de pro-
babilidad para la variable aleatoria ©. Se ve entonces que el proceso se puede
repetir de manera completamente analoga para cualquier nimero de pasos,
con lo cual tendremos nuevas distribuciones de probabilidad. Con esto, se
va cambiando el conocimiento que se tiene de la variable aleatoria ©, en
otras palabras, se va infiriendo la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria © con cada nueva medicion.

2.3. POVMs

La formulacién axiomatica de la mecéanica cuantica (vea la referencia
[10] por ejemplo) nos indica que cualquier medicion cuéntica se describe por
un conjunto {M,,} de operadores, donde el sufijo m numera los resultados
posibles de un experimento cuantico. Dichos operadores actian sobre algin
estado cuéntico [¢). El conjunto {M,,} debe ser completo,

> MM, =1.

m
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La probabilidad de que el resultado m ocurra antes de hacer la medicién esté
dada por

p(m) = (Y| M, My, |)).

El estado después de la medicién es

Mnl)
(| M, M, | )

2.3.1. Mediciones proyectivas

Muchas veces resulta conveniente no considerar el conjunto més amplio
posible de mediciones que el axioma de mediciones cuanticas nos indica, sino
restringirnos a uno especifico que es el de mediciones proyectivas. En este
caso los operadores M, son proyectores ortogonales, esto es, son Hermitianos
M,;rl = M, y ortogonales, M., My, = 8t M.

2.3.2. POVMs

Si consideramos que {M,, } es cualquier conjunto de operadores que cum-
pla con el axioma de medicién, entonces tenemos que podemos hacer la si-
guiente identificaciéon

M} My, = Ep,.

Al conjunto de operadores {Ey,} se le suele llamar un POVM [10] (positive
operator valued measure). Vea que no se pide en este caso que los operadores
sean proyectores. En general, el conjunto {F,,} es una base sobre-completa
de proyectores.
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Capitulo 3

Desigualdades de Cramér-Rao

En este capitulo se hace la deduccion de la desigualdad de Cramér-Rao
asi como la desigualdad de Van Trees. También se introduce la informacion
cuantica de Fisher.

3.1. Informacién de Fisher

Un pardmetro de un sistema fisico es una idealizacién de la mente del
que experimenta. Su realidad es algo a priori de la experiencia con el fin de
entender algtin fendémeno fisico, es una herramienta del entendimiento. Parte
del modelo idealizado que se tenga de algtn sistema fisico. Lo que irrevoca-
blemente concierne a la experiencia son los observables. A partir de ellos se
deduce, en base a el modelo fisico que se tenga en mente, los parametros que
describen mejor la experiencia. Para estimar parametros es crucial entonces
hacer mediciones, pues es imposible obtener dichos valores del modelo teodri-
co en mente, sin recurrir a otro modelo.

Supongamos que deseamos medir el valor de un pardmetro 6 de un sis-
tema fisico dado. Para esto hacemos observaciones de N, un ndmero fi-
nito de observables del sistema en cuestién, obteniendo asi un conjunto
x = {z1,22,...,2n} de resultados. Pues bien, dado este conjunto de re-
sultados nos encontramos con un problema, a saber, el de deducir a partir
de las observaciones x un valor confiable sobre el pardmetro 0. Este problema
es bien conocido en estadistica, le llamamos el problema de estimacién de
parametros.

La manera mas general de abordar este problema es introduciendo una fun-
cion llamada estimador que denotaremos por é(x) Ahora bien, es natural
pensar que, dado que el valor de 6 esté fijo, los valores de nuestro conjunto

13



14 CAPITULO 3. DESIGUALDADES DE CRAMER-RAO

de resultados x dependa del valor de . Matematicamente podemos expresar
esta idea del modo siguiente: los elementos del conjunto x siguen una distri-
bucion de probabilidad p(x|6).

3.1.1. Estimadores y error cuadrado medio

Queremos ver que tan bueno es el estimador 6 para estimar 6. Para esto
es necesario considerar, en general, el error que se comete al usar 6. Una
cantidad bastante usada es el error cuadrado medio ¢2(f) que se tiene al
usar 6§ como estimador. El error cuadrado medio se define como,

¢% = / (0(x) — 60)*p(x|0)dx.

Un estimador es mejor si ¢2 es pequefio. Analicemos pues, esta cantidad. Vea
que sumando y restando lo mismo tenemos que [9],

¢ = /((9(X)—<§(X)>)+(<§(X)>—9))2p(x9)dx

— {(Bx) — 0N + () — 0)°,
donde
(6(x)) = [ d6p(xip)ax

A ((0(x) — (0(x)))?) se le llama varianza y a (((§(x)) —0)2) se le llama sesgo.
Un conjunto de estimadores de especial interés, son los estimadores no sesga-

dos, que son estimadores que cumplen que (f(x)) = 6, es decir, cuyo sesgo es
cero. A pesar de que los estimadores no sesgados en promedio estimen bien
el parametro, podemos investigar la varianza de este estimador, e investigar
la condicion de la varianza minima.

3.1.2. Cota de Cramér-Rao

Deduciremos entonces la cota de Cramér-Rao a partir de la condicién de
no-sesgo. Para los estimadores no sesgados se sigue que,

0(x) —0) = /(é(x) — 0)p(x|0)dx = 0. (3.1)

Derivando con respecto a 6 tenemos que,

/ (B(x) — ) ‘91’((9’;’9) dx — / p(x[0)dx = 0. (3.2)
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Observe que

dp  Olnp
2 =p 50 (3.3)
Entonces,
/ (6(x) — H)alngéxmp(xwmx —1. (3.4)

Haciendo p = /p/p y reagrupando, tenemos que

/ [agépx/ﬁ] [(9(X) - 9)\/15} dx = 1. (3.5)

Utilizando la desigualdad de Schwarz, tenemos que

[/ (a;gp>2pdx] [ / (0(x) — 9>2pdx} > 1.

La ecuacion (3.6) se llama desigualdad de Cramér-Rao, en honor a los tra-
bajos de Cramér y Rao. El término de més hasta la izquierda, es decir,

F(0) = / <agg)p >2pdx, (3.7)

es llamado informacion de Fisher [3] 11} [12] en honor a Ronald Fisher, quien
estudi6 esta funcion y la desigualdad de Cramér-Rao [I3]. Reescribimos la

ecuacion (3.6 como

—

3.6)

2

¢“ = F@) (3.8)
El otro término es el error cuadrado medio el cual introdujimos méas arriba. El
error cuadrado medio es una medida general del error que se comete en una
medicién arbitraria. Es de notar que, mientras que el error cuadrado medio
depende del estimador, la informaciéon de Fisher no. Esto quiere decir que la
informacioén de Fisher nos da el menor error cuadrado medio posible, que se
logra cuando se satura la desigualdad de Cramér-Rao . La informacién
de Fisher es una cota natural del error que existe al hacer una medicién,
pues solo depende de la distribuciéon de probabilidad de los resultados de
algiin observable del sistema en cuestion. Esto es, la informacion de Fisher
es una cota del error cuadrado medio que solamente depende del modelo del
sistema en cuestion.
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3.2. Informacién de Van Trees

Puede parecernos en un primer acercamiento a este esquema tedrico que
el hecho de que 6 esté fijo es crucial para que sea posible dar una cota al
error cuadrado medio asociado a una medicién. Sin embargo, veremos en
esta seccidén que aun si el parametro 6 es una variable aleatoria a la que se
le asocia una distribucion de probabilidad A(f), existe una desigualdad tipo
Cramér-Rao. Primeramente, observe que tiene sentido pensar en este caso
una distribuciéon de probabilidad de un conjunto de resultados x como en
el caso de la informacion de Fisher, es decir, si 6 es una variable aleatoria,
podemos definir p(x|#). Si definimos la variable aleatoria 6 € [a,b], pode-
mos, sin pérdida de generalidad suponer que la distribucién de probabilidad
asociada a esta variable, A(f) cumple que A — 0 cuando # — a, b. Entonces,
tenemos que

b x R
/ é(x)wcw = O(x)p(x|0)\(0) b =0, (3.9)

porque A se elimina en los extremos del intervalo. Note también que multi-
plicamos por una funciéon que no depende de 6, asi que sin ningtin problema
entra a la integral y no es afectada por el proceso de integraciéon. Por otra
parte, también podemos hacer la siguiente integral por partes,

b < b
/a 98(1’(52’\(‘9))(19 p(x|6) A ‘ —/ (x[0)A(0) 9=—/a p(x|0)A(6)do.

Utilizando las dos integrales anteriores e integrando en x tenemos que,

//ab @(X) _9 i (X’; dedx—// (x|0)A(B)ddx = 1. (3.10)

Podemos reescribir esta igualdad como sigue,

b n X
/ / (60— 0) O(In p( a’:)W)) (XA (O)dOdx = 1. (3.11)

Entonces, haciendo el truco de antes (Ap = /Apy/Ap) y aplicando la de-
sigualdad de Schwarz tenemos que,

[// ( (Inp x\e ())> p(x]0)A dex] [// —9 p(x|0)A(0)d0dx| > 1

(3.12)
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Al segundo término del lado izquierdo de la desigualdad se le llama error
cuadrado medio Bayesiano, que no es més que el error cuadrado medio del
caso de Fisher promediado con la distribucion A\(9), i.e.

// - 9 p(x|0)A(0)dbdx.

Al primer término, es decir,

V= // ( (Inp X|9) ())>2p(xl0)/\(0)d0dx.

le llamamos informacién de Van Trees, en honor a Harry Van Trees quien
estudié por primera vez la desigualdad de Cramér-Rao expuesta en esta
seccion [14]. La informacion de Van Trees es el andlogo a la informacion de
Fisher cuando el parametro que estamos estimando es una variable aleatoria.
Reescribimos la ecuacién (3.12) como

1
2
¢G> (3.13)

3.3. Informacion Cuantica de Fisher

Hasta ahora la informacién de Fisher y de Van Trees han surgido por fal-
ta de control y conocimiento de los resultados de un experimento. Es decir,
hemos usado estas medidas en el marco de incertidumbre clésica, provenien-
te de desconocimiento por parte del experimentador. Es bien sabido que las
mediciones en mecanica cuantica tienen asociada una probabilidad intrinse-
camente, es decir, parte esencial de la teoria es la imposibilidad de predecir
el resultado antes de hacer una medicioén, lo que si se sabe son los resultados
posibles y la probabilidad asociada a cada uno. Entonces, dado que lo tinico
que la informacioén de Fisher utiliza son distribuciones de probabilidad que
vienen de los resultados de una medicién, podemos usar las distribuciones de
probabilidad que nos da la mecénica cuantica para calcular una informacién
de Fisher sin ningiin problema. Esta informacién de Fisher nos dice enton-
ces, hasta donde nos permite la teoria cuéntica disminuir el error cuadrado
medio por su caricter intrinsecamente probabilista.

Primeramente, encontraremos la informacion de Helstrom H [I5]. Suponga-
mos que tenemos un conjunto de matrices de densidad que estan parametriza-
das por el parametro que deseamos estimar p(6). Para definir H necesitamos
definir el operador Lg llamado Derivada Logaritmica Simétrica (DLS) [11].
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Sea Ly el operador autoadjunto que soluciona la ecuacién

op 1
a0 2
Para clarificar las cosas, consideremos el caso més sencillo de un solo obser-
vable x en lugar del vector x.
Ahora bien, uno de los postulados de la mecéanica cuantica [I0] es que
para un POVM {E(z)}, que define cierta medicién, podemos definir la
probabilidad de obtener el resultado y al medir en el sistema p(f) como

p(y|0) = tr[E(y)p(8)] (ver capitulo )
Entonces,

(Lop(6) + p(6)Lo).

3pé$9|9) —tr [E(x)ag?} = Re(tr[E(z)p(8)Lg]). (3.14)

Entonces, usando la regla de Born podemos escribir una informacién de
Fisher en este caso como sigue

[ Re(ulE@p(O) L),
ro) = [ (319)

Tomemos en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Ite[AT B]|? < te[AT AJtr[ B B).

Asi también observe que si AT = A, se sigue que VA = \/ZT. Entonces,
tenemos que, siguiendo a [11]

Fo) < /
:/ VE(@)\/p(0)y/p(0)Lg\/E(z)
tr[E(z)p(0)]

< /tr[p(Q)LgE(x)Lg]da:,
= tr[p(0)L§).

te[E(2)p(0) L] |

tr[E(z)p(0)]

9

tr

)

‘ 2

Para pasar del segundo al tercer renglon se utilizé la desigualdad de Schwarz.
Esto demuestra que la informaciéon de Fisher esta acotada por arriba por una
funcién que llamaremos informacion Helstrom , es decir,

F(0) < H(0) = tr[p(0)LF]. (3.16)
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Braunstein y Caves definieron una cota para la desigualdad de Cramér-
Rao [5] para sistemas cuénticos como sigue

Fg(0) = Max{F(0)}. (3.17)
BE(z)

Vea que cada POVM define una F'(f). Llamamos POVM dptimo al POVM

para el cual se alcanza Fg.

Braunstein y Caves afirmaron que Fg(#) = H(#). Sin embargo, se ha demos-

trado que Fy puede ser distinta de H [16]. La definicion es muy clara

en términos de una implementaciéon en un laboratorio, hay que encontrar un

POVM tal que cualquier otro de menor o igual informaciéon de Fisher. H no

depende de encontrar un POVM.

En casos en donde H > Fg, H no tiene una interpretacion directa ya que es

una cota inalcanzable por medio de mediciones. La debilidad de H estriba

en que depende tnicamente en la estructura del modelo fisico a considerar y

que no toma en cuenta ninguna estrategia de medicion.

3.4. Critica de I

Entonces, es preferible quedarnos con Fg que H. Sin embargo, Fg no
estd bien definida siempre. Vea que el POVM o6ptimo puede depender del
valor del pardmetro 6. Se ha demostrado que hay sistemas en los que esto
sucede [16]. Entonces, para encontrar Fg hay que saber el valor de 6. Sin
embargo, deseamos estimar el valor del pardametro 6, es el punto de todo el
problema, no lo podemos presuponer. Por lo tanto, no podemos calcular Fg.
Hay casos en los que se puede calcular Fg, sin embargo, son casos especiales,
cuando el POVM con el cual se alcanza Fy no depende del valor de 6. En
general no se puede calcular.
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Capitulo 4

Informacion Cuantica de Van
Trees

4.1. Definicion Estandar

Primeramente, observamos que la informaciéon de Van Trees se puede
reescribir de manera mas entendible.

vV o= // (81”"‘9 > p(x|9)A(0)dfdx

Olnp( x\& 8111)\ )) p(x|O)A(0)dbdx

00 00
b
+

9n A6 ) A(0)dbdx.

Vea que

1 1
// anpx\e anA (x\e)( d9dx—2/ de/apxwd — 0.
‘ (4.1)

Sea

ooy = | b (“ﬁ;ﬁ”f A(0)do.

21

I
_ <8lnp X\G) (xOAD )dadX”/a”alnp(xw)81nA<9)p(X‘9)A(9
I (%%

)dOdx
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Puede entenderse a ¢[\] como la informacion de Fisher de la distribucion de
conocimiento a priori A(f). Entonces V' se puede escribir como

V= / F(O)M6)d0 + o[\, (4.2)

Omitiremos por simplicidad evaluar la integral en los limites a y b de aqui
en adelante.

En la literatura [I7, 11, [I8] se hace el cambio F' — Fgy (donde Fy es la
informacion cuantica de Fisher) en la ecuacion , con lo que se obtiene
la siguiente cota para la desigualdad de Cramér-Rao,

V= / Fo(0)M0)d0 + p[A(0)]. (4.3)

A Vg suele llamarse informacion cuantica de Fisher generalizada [11].

4.2. Critica de la informacion cuantica de Fisher
generalizada Vg

La informaciéon de Van Trees se utiliza cuando el parametro a estimar
es una variable aleatoria. Esto tiene algunas interpretaciones. Puede ser que
la distribucion a priori A(6) represente el conocimiento que se tiene del pa-
rametro 0, a lo que puede llamarse una interpretacion Bayesiana. También
puede ser que el pardmetro # cambie aleatoriamente de medicién a medicion.
Sea la razon que fuere, 6 es un parametro aleatorio.

Ahora bien, para calcular F es necesario conocer un POVM (vea la ecuacion
). Como sabemos, dicho POVM puede depender del valor del pardme-
tro que se quiere estimar. Sin embargo, en el contexto de la informaciéon de
Van Trees el pardmetro es una variable aleatoria. Antes de una medicion,
carece de sentido preguntarse por el valor especifico del parametro en este
caso. Entonces, si 0 es aleatorio, el POVM que se requiere para calcular F
no esta definido previo a una medicién, solamente estara definido para los
casos en que el POVM que alcance Fg no dependa del valor del parametro
a estimar.

Observe también que Vg es calculable si Fy es calculable. Como vimos al
final del capitulo en general no se puede calcular.
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4.3. Definicion alternativa

A partir de la informacién de Van Trees V', proponemos la siguiente
cantidad,

POV Ms

Z— Mix { / F(e))\(e)dﬁ} +oNO)]. (4.4)

Note que ¢[A(#)] no depende de un POVM. Z es una cota para la desigual-
dad de Van Trees que se alcanza en sistemas cuanticos. Llamamos a
Z informaciéon cuantica de Van Trees.

Z difiere de Vy pues solamente es necesario un POVM para calcularse, a di-
ferencia de un continuo de POVMs necesario para calcular V. Ciertamente
en general Z <V, sin embargo, Z es implementable en un esquema de me-
dicién general mientras que, como vimos, Vg no tiene sentido fisico. Z toma
en cuenta el modelo tedrico del sistema cuéntico, asi como las estrategias de
medicién implementables. Esto es crucial pues las estrategias de mediciéon
es a lo que se tendréa acceso en un proceso de estimacion paramétrica, pues,
como dijimos al principio del capitulo |3 para estimar parametros es crucial
hacer mediciones sobre observables.

Observe que Z tiene una interpretacion Bayesiana clara. \(f) representa el
conocimiento a priori que se tiene del parametro 6. Si aceptamos esta inter-
pretacion, Z puede usarse como herramienta de estudio para la metrologia
cuéntica, es decir, en lugar de utiliza Fy. La ventaja de hacer esto es que
Z no tiene los problemas de generalidad para calcularse como lo tiene Fp.
Esto se debe a que Z no presupone que el valor del pardmetro a estimar
esta fijo, entonces es una cota que no depende del valor del parametro 6 que
se desconoce en principio. Sin embargo Z es una cota que depende de lo
que ya se conoce del parametro a estimar (lo cual esté codificado en A(6)).
Veremos en el capitulo [6] que esto conlleva naturalmente un proceso iterativo
de inferencia Bayesiana. Entonces, lo que se conoce del parametro a estimar
puede ir mejorando con mediciones sucesivas.
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Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo aplicaremos la definiciéon de la informaciéon de Van Trees
cuantica (4.4]) dada en el capitulo anterior. Compararemos los resultados de
usar Z con lo que se obtendria usando V.

5.1. Distribucién Gaussiana con POVM de 2 opcio-
nes

Tenemos como estado inicial un estado coherente |a) y le aplicamos el
operador €™ esto resulta en un estado que depende del parametro 6. El
estado coherente |a) se define como

ala)y = ala),

donde a es el operador de aniquilacién del oscilador armoénico. Como men-
cioné en la introduccién, no es necesario saber los detalles de como se da
el cambio de |a) a |e?a) para el problema de estimacion del parametro 6,
solamente necesitamos el estado final sobre el que se haran mediciones.

Lo que sucede en el cambio |o) — |e?a) se observa més claramente en las
correspondientes funciones de Wigner de estos estados. En la figura se
muestra el cambio en la funcion de Wigner. En dicha imagen se ve que 6
solamente mueve el centro de la gaussiana un angulo 6 sin cambiar su dis-
tancia con respecto al origen.

Tenemos entonces que,

[%(9)) = €™|a) = [ea). (5.1)

f entonces representa un cambio de fase en un oscilador armoénico. Estudia-
mos este sistema debido a que estd muy estudiada la informacién de Fisher

25
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P ©Davidovich

0

Figura 5.1: Evolucién |a) — [e??a) en términos de sus funciones de Wigner,
en el espacio P x X.

cuantica F correspondiente en la literatura [3].
A diferencia de [3] supondremos que 6 es una variable aleatoria cuya distri-
bucién de probabilidad es una Gaussiana centrada en cero. Es decir, sea

1 2
)\(970') = \/ﬁei%, (52)

la distribucién de probabilidad asociada a la variable aleatoria 6.
Definamos ahora la familia de POVMs { Ey, E1 }¢ que nos serd muy ttil,

Eo(§) = (&)l
Ei§) = 1T—[(&)) (@)l

donde [1(£)) es una copia de [¢)(6)) pero con el valor ¢ en lugar de 6. &
es un parametro que determinaremos posteriormente. Vea que tenemos una
familia de POVM'’s, uno para cada valor &.

Para calcular Z usando la definicién dada en seria necesario encontrar
el maximo sobre todos los POVM’s posibles. Sin embargo, esto no es facil ya
que no hay una forma trivial de investigar el espacio de los POVM’s posibles.
Usaremos la familia de POVM’s {Ey, E1}¢ v veremos que, numéricamente
podemos mostrar que esta familia nos basta para encontrar el maximo de
Z sobre los POVM’s, es decir, el maximo de V' sobre todos los POVM’s se
encuentra en esta familia. En este caso, al tener dos posibles resultados de
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la medicién, a saber x =0 6 = = 1, tenemos que

] p(9,8) siz=0
pll0) = {1 —-p(60,§) siz=1

Donde p(6,¢) = (4(0)|Eo(§)[¥(0))-

Al ser un POVM discreto y finito, la informacién de Fisher es una suma
en vez de una integral,

1 [apw,s)r
p(e’g)(l _p(97£)) 80

Vea que p(6,&) = [(1(€)|1(0))> = |(a]e™@=O|a)|?, escribiendo |a) en la
representaciéon del espacio de Fock y haciendo las cuentas,

™= (mn),

ZWF

nm—

_ oo Z o™ in(o- o

clof(e - 6)71>,

(ale™=O|q) = el

Entonces,

(9 f) |6\a| cos(0—§)—1+isen(9—§))|2 _ 62‘0"2((305(‘9—5)—1)‘

Vea que en este caso

02 \ 2
e 202 0%
(70[)\] = W ( ) (& 202 d@,

1 O\ - o+is
= 27T0_2 ; e o 20 da
! 62 _;%de
= e o
V2rod ’

1
= % 27TU3,
V2mod
1

o2’
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Como dijimos antes, en este ejemplo vamos a maximizar sobre una familia
de POVM’s, no sobre todos los POVM’s posibles, posteriormente veremos
que esto basta. Entonces para calcular Z hacemos el siguiente cambio,

Méx — Méx. (5.3)
E() €

Entonces, ya tenemos todos los ingredientes para calcular Z. Tenemos que

Ao/t 2|a/?(cos(0—£)—1)
7 — Méx e 2 4|a| sin?(6 — ¢)e

a0 § + =
€ w/zﬂ-a — e2lal*(cos(6—-¢)—1) %

(5.4)
Esta integral es complicada, sin embargo podemos hacer una simplificacion.
Suponiendo que |a|? tiene un valor pequefio, haciendo

e2lo*(cos(6-)-1) _, (1 + 2|af? (cos(d — €) — 1))
tenemos que,

1
Z—-— =~

2 _p2
- gx{m/ezfﬂaﬁ(cos(e—g) +1)d9}
i(0-¢) —i(0—¢)
= Max{\hiz/e?v2 |o? (e J;e )d@} + 2|af?
o

2 ‘ ] ——10‘ ‘ — —HG‘ ‘ 2

= Max < e [ e2? 7L df + e 207 10190 gy + 2|
V2ro? ¢ { / /

2 i€ —i§ 2
- Méix {(6“> a2 2m2e-z}+2\a\2
V2mo?2 € 2
02
= 2af’(e”7 +1).

=

Si hacemos este calculo usando la informacion cuantica de Fisher, es decir,
para el mismo estado dependiente de 6, [1)(0)), tenemos, siguiendo a [3], que
la informacién de Fisher cuantica es en este caso,

Fo(0) = 4laf*.

Vemos que entonces, hay una relacion interesante entre Z y Vg, ya que como

o2

1
Z =2a)*(e”7 +1)+ ot (5.6)
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vemos que si o es muy pequeno, la primera parte es similar a la informacién
de Fisher cuantica, sin embargo, la parte de la informacion a priori es muy
grande. Si o, por el contrario, es muy grande, la informacién a priori es muy
pequena, casi cero, sin embargo, el primer sumando es la mitad de lo que
resulta usando la informacién cuantica de Fisher.

Ahora bien, es importante justificar el uso de la familia particular de POVM’s.
Hicimos un calculo numérico para observar que es una buena familia para
maximizar. Tomamos un Hamiltoniano A generado al azar por una matriz
aleatoria perteneciente al ensamble GUE usando la medida de Haar, lo cual
garantiza que todos los miembros del GUE son igualmente probables [19].
Después, tomamos la base ortonormal de los eigenvectores de A y con esto
formamos un conjunto completo de proyectores. Entonces, por cada Hamil-
toniano aleatorio A tenemos un POVM aleatorio { E(£)}. Sabemos que estos
no son todos los POVM’s ya que solo tenemos medidas de Von Neumann, es-
to también se tomo en cuenta como veremos posteriormente. Entonces, con
cada POVM aleatorio {F(£)} calculamos una p(€|0) = ((0)|E(&)[4(6)).

Dada una distribucién de probabilidad, hacemos el célculo

N 2
ra0) = 30 (PR wieio
=1

16
Vi = FA(H)/\(H)dQ + p,

donde el subindice A viene de que es una informacion de Fisher aleatoria,
y N es la dimensiéon del Hamiltoniano aleatorio /l, que es por tanto igual
a la dimensiéon del POVM aleatorio. Note aqui algo importante, como N es
finita, y, la expresion que usamos del estado con el que hacemos el calculo, es
decir, la expresion de [1(#)) es infinita en principio, al imponer N estamos
haciendo una aproximacion finita de [1)(6)). Entonces, si tomamos 100,000
valores aleatorios de V4, para un valor suficientemente grande de N, el ma-
ximo del conjunto resultante deberia aproximarse a la Z, que en principio
no tiene porqué coincidir con el célculo analitico que hicimos previamente.

Lo que hicimos fue, dado un valor de |a|?, calcular V4 para 100,000 POVMs
generados aleatoriamente y escoger el maximo. Si hacemos esto para distin-
tos valores de |a|? tenemos entonces que podemos hacer una identificacion de
un valor de Z4P™% con cada valor de |a|?. En la figura vemos los puntos
negros, calculados numéricamente, una curva continua y una hecha de rayas
pequenas rojas. La curva continua es la grafica numérica de la ecuacion ,
recuerde que la distribuciéon a priori era una Gaussiana centrada en 7 y con
o = m/4. La curva de rayas rojas es la parabola que se obtiene al graficar la
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Van Trees Information

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

lleell

Figura 5.2: Puntos negros calculados numéricamente, las curvas azul continua
y roja rayada corresponden a las ecuaciones (5.4) y (5.5)) respectivamente.

ecuacion .

Vemos una coincidencia muy buena de los puntos numéricos con la curva
calculada analiticamente usando la familia de POVM’s mencionada ante-
riormente. Corroboramos también que usando un POVM que no fuese una
medicion de Von Neumann, es decir, usando una base sobre-completa de
proyectores, los puntos no subieran mas que usando las bases completas.
Vimos que usando bases sobre-completas los puntos subfan menos con més
iteraciones. Entonces, la evidencia numeérica indica que basta restringirnos a
esta familia de POVM’s.

Se hizo otra prueba con variaciones pequenas sobre el POVM obtenido con el
muestreo aleatorio. Se avanzaba en todas las direcciones posibles del POVM
para hasta que no subiera el valor de V. Usando este método los puntos no
variaban perceptiblemente, por lo que asumimos que el muestreo bastaba.

5.2. Distribucién uniforme y POVM continuo

Presentaré este ejemplo ya que fue interesante de realizar, sin embargo,
no se obtuvo al final una correspondencia buena entre lo calculado numérica-
mente y lo hecho analiticamente. Supongamos que lo tinico que sabemos del
parametro que deseamos estimar, es que se encuentra en el intervalo [0, 27).
Entonces, sin saber nada mas, nuestra distribuciéon de probabilidad a prior:
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es una distribucion uniforme del intervalo [0, 27). Definiremos nuestro estado
inicial en la base de Fock como sigue:

= T

donde I es la funciéon modificada de Bessel de primera especie de orden 0.
Se puede verificar facilmente que este es un estado normalizado. Escogemos
este estado porque simplifica las cuentas enormemente. Llamaremos al estado
|3), estado exponencial ﬂﬂ Vea que al igual que para los estados coherentes,
hay uno de estos estados por cada ntmero complejo. Entonces, el estado
dependiente de 6 en este caso seréd

[ (0)) = |3).

Ahora bien, tratamos de Maximizar la informacion de Van Trees sobre todos
los POVM’s posibles, pero esto resulta dificil, ya que no conocemos manera de
inspeccionar facilmente el espacio de los POVMs. Tendremos que basarnos
en la intuicién y las simetrias del problema para encontrar este POVM.
Observe que, dado que la distribucién a priori es plana, le da la misma
probabilidad a cualquier valor de 0, esto sugiere que el mejor POVM sea un
conjunto de operadores de medicién que incluya con el mismo cada posible
valor de 6. Es decir, un POVM de proyectores que tome a todos los valores
del pardametro # como iguales y posibles. Dicho POVM es conocido, para
presentarlo definiremos primeramente los estados de fase [20],

Entonces,

27 2r 0 6i¢(n—m)
/0 9){(¢|de =/ ZZT\n><myd¢,

0 m=0n=0

= > Sumn)(m

m=0n=0

= > Inn
n=0

= 1.

! Ya existia en la literatura el estado exponencial |3) (con otro nombre), vea |20]. Sin
embargo, esto yo lo supe a posteriori. La tGnica razéon de hacer el calculo con dicho estado
inicial es porque lo simplificaba.
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Por lo que el conjunto {|¢)(¢| V ¢ € [0,2m)} es un POVM. Vea que este
POVM tiene un proyector para cada valor de ¢, y no prefiere a ninguno
sobre otro (es posible demostrar que es el tnico con estas cualidades), asi
pues, es un POVM acorde al argumento anterior que alude a la intuiciéon y
la simetria. Entonces, ya que este parece ser un buen candidato para ser el
POVM que maximiza V', supongamos que este es dicho POVM, el calculo es
completamente clasico, pues tenemos una sola distribucién de probabilidad, a
saber, p(¢|0) = |(¥(0)|#)|?. Llamaremos V™ (V tentativa) a la informacién
de Van Trees calculada con este POVM. Tenemos entonces que

e2 Re{ei(?=9)3}
2mlo(2]5])

Sacamos el logaritmo natural y derivamos,

p(¢l0) =

Inp(¢lf) = 2Re{e' )3} —In(2r1o(2/8])),

31H§é¢|9) _ el0-0) g jemil0-6) ge.
= —2Im{ei(9_¢)ﬁ},
dnp(410)* R e g2
(39) p(¢l0) = W@Im{e B

Vea por un lado que ya que en este caso

AO) = = s% 6 € [0,2m)
0 si6¢]0,2m),

entonces
p[A(B)] = 0.
Podemos calcular V"™ en este caso como sigue,

2m 27 2Re{e!(?=9) B} dﬁdgb
tent i(0—¢) 2
V= ey e

Entonces, para este POVM, escribimos tentativamente,

1(2]5])
Io(2181)

Es necesario verificar si el POVM que escogimos es en efecto el que maximiza
V. Esto se hizo andlogamente al caso anterior, es decir, numéricamente. En

Vtent ’ ,8‘



5.2. DISTRIBUCION UNIFORME Y POVM CONTINUO 33
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Figura 5.3: Puntos anaranjados calculados numéricamente, la curva azul es
lo obtenido con V"™ la curva roja es lo obtenido usando la informacién de
Fisher para este problema.

este caso, observe que

N 2
rao) = 3 (2R et
=1

2
Va = Md@.
0 2

Entonces, hacemos muchas pruebas para muchos POVMs aleatorios y esco-
gemos el valor maximo para la salida V4. Esto se hace para varios valores
de |5]. Graficamos el valor de este maximo como funcion de |3|. Vemos en
la figura [5.3] que escogiendo POVMs al azar, hay algunas bases que alcanzan
valores mas altos para V. Entonces, a pesar de que V*** parecia como un
buen candidato para Z, vemos que hay POVMs que dan un valor mayor para
diversos puntos, existe pues, otro POVM que nos da una informacién de Van
Trees mayor.
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Capitulo 6

Inferencia Bayesiana

En este capitulo mostraremos una consecuencia inmediata del hecho de

que la definicién propuesta en esta tesis (ecuacion (4.4))) sea de naturaleza
Bayesiana. En el contexto de la nueva definicién es natural definir un pro-
ceso de inferencia Bayesiana en el que se cambia la creencia sobre la mejor
estimaciéon de un parametro.
Primeramente presentamos un método de inferencia que se basa en la in-
formacion de Fisher cuéntica propuesta por Nagaoka, aunque Fujiwara de-
mostro su convergencia asintotica [6]. Dicho método evita la contradiccion
intrinseca en el hecho de que para encontrar la informaciéon cuantica de Fis-
her sea necesario conocer a priori el parametro a estimar y asintéticamente
encuentra el valor del parametro a estimar. Posteriormente presentamos un
método alternativo que se basa en la inferencia Bayesiana y en la ecuaciéon
. Finalmente aplicamos ambos métodos al ejemplo de estimaciéon de la
fase en un oscilador armoénico con una Gaussiana como distribucién a priori,
que presentamos en el capitulo anterior.

6.1. Meétodo de Fujiwara

En [6] se presenta un método iterativo para estimar parametros en los
casos en que el POVM que maximiza la informaciéon de Fisher depende del
valor del parametro a estimar, es decir, 6. Para que dicho método funcione,
es necesario saber el POVM que maximiza la informacion de Fisher para
cada valor posible de 6. Entonces, de manera completamente arbitraria, se
da una primera adivinanza, 6y, como primera estimaciéon de 6. Se calcula la
informacion de Fisher cuéntica, ya que dado 6y, se sabe cual es el POVM
que maximiza F(fp). Se tiene entonces, una distribucion de probabilidad
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asociada a este POVM. Supongamos ahora que se hace una medicién cuyo
resultado es . Entonces la funcion de verosimilitud (likelihood function en
inglés) se define como

L1(0) = p(x0l6; B, ),

donde Ejy, es el POVM que maximiza la informaciéon de Fisher para 6y. El
méximo de esta funciéon lo llamaremos 6; y serd nuestra siguiente adivinanza.
Entonces, sabiendo Ejy,, se hace una mediciéon con resultado z1, lo que nos
da la siguiente funcién de verosimilitud

Lo(0) = L1(0)p(x1/0; Ep, ).

Entonces, para el paso n,
n—1
Lo (0) = | p(=:l6; Es,).
=0

En [6] se demuestra que el maximo de L,, converge a el valor de 6 cuando
n — 00.

6.2. Inferencia Bayesiana

Se propone un método alternativo al de [6]. Primeramente, se tiene una
distribucién de probabilidad A(f) que codifica nuestro conocimiento del pa-
rametro. Se calcula Z con un estado inicial dado. Se obtiene asi el POVM que
maximiza V| lo que nos define una distribucion de probabilidad p(£|6). Se
puede realizar una medicion con dicho POVM con resultado xg. Entonces, se
aplica la regla de Bayes para obtener una nueva distribucién de probabilidad
a priort

(Bl — P@IONO)
J p(xol0)A(0)do
Se usa A1 (€) en lugar de A\(f) para calcular Z. Se obtiene un nuevo valor para
Z, lo que nos da un nuevo POVM. Entonces, se obtiene otra distribuciéon de
probabilidad y se puede hacer el proceso nuevamente. Se propone hacer este
proceso n veces.

6.3. Ejemplo POVM de 2 elementos con una Gaus-
siana

Supusimos que en ambos casos se tiene un conocimiento a priori de un
pardmetro 6 a estimar. Suponemos que 6 es una fase, por lo que esta en el
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Figura 6.1: Planteamiento inicial del ejemplo.

intervalo [0, 27]. Dicho conocimiento es que sabemos que hay una distribucion
de probabilidad A que es una Gaussiana, centrada en 7 y con desviacién
estandar /4. Cortamos la Gaussiana en 0 y en 27 y la normalizamos. La
situacion de nuestro ejemplo es la que se ilustra en la figura .
Suponemos que el valor en la naturaleza del parametro a estimar es 5m/4,
por lo que, aunque A nos da una buena aproximacién al valor del pardmetro,
es posible mejorar el conocimiento que se tiene sobre el valor del pardmetro
0.

Para el método de Fujiwara se tom6 la funciéon de Likelihood en cada paso
y se normaliz6. Observe que la funcién de Likelihood depende de todos los
experimentos efectuados, es decir para el paso m, la funciéon de Likelihood
estd dada en base a los resultados de los primeros m — 1 experimentos.
Entonces, para calcular la informaciéon cuantica de Fisher del experimento
en el paso m se multiplicé la funciéon de Likelihood L., a la distribucién de
probabilidad para considerar la informacién de los resultados anteriores, es
decir, se calcul6 la informacién cuéntica de Fisher en el paso m usando la
distribuciéon

Pm(§]0) = L (0)p(£]6).

El método de Van Trees se aplic6 como se expuso en la secciéon previa. Vea
que, a diferencia del método de Fujiwara, no es necesario agregar nada més,
debido a que ya considera la informacién obtenida de mediciones previas.
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Como expusimos anteriormente, en ambos métodos cada paso depende del
valor medido en un paso para calcular la distribucién de probabilidad que
se usara en el paso siguiente. Sin embargo, las salidas son aleatorias, por lo
que se hizo un analisis estadistico del problema. Entonces, calculamos, en
ambos métodos todas las medidas posibles y les asignamos a cada una un
peso estadistico. Dicho peso se calcula de la siguiente manera. Ya que en cada
experimento hay dos posibles salidas, a las que designaré 0 y 1. Entonces, a
cada paso el namero de posibles salidas se duplica con respecto al anterior,
puesto que cada resultado de medicion dictamina el proximo POVM. Supon-
gamos que los resultados de n experimentos sucesivos es {1, z2, ..., Ty} don-
de z; € {0,1}. Experimentos sucesivos en este contexto quiere decir que el
POVM va cambiando usando los métodos antes expuestos, cada experimento
depende del resultado de todos los anteriores. Entonces el peso estadistico
que se le asigna a los resultados {1, z2,...,x,} esta dada por:

p(z1[57/4; Eg, )p(x2|57/4; Ep,) . .. p(@n|57/4; Ey,,).

Es facil ver que sumando todos los términos posibles hasta n nos da 1. A
cada valor de Z se le pesa de esta forma y se suman. A cada funcion Fg(6)
obtenida se le pone el peso correspondiente, y se encuentra su maximo en
[0,27). En la figura (6.2) vemos la comparacion entre ambos métodos.
Vemos que método Bayesiano crece méas para las primeras iteraciones. Ade-
més, los puntos del método de Fujiwara son del maximo de la informacion
de Fisher, pues en este caso, la informacion de Fisher depende del valor del
pardmetro 6. En cambio, en el método Bayesiano, solamente hay un niimero
asociado a esta medicion.

Si el namero de iteraciones tiende a infinito, se espera que tanto la informa-
cion de Fisher cudntica F, como la informaciéon de Van Trees Cuédntica Z,
tiendan a infinito de la misma manera, ya que la distribucién a priori usada
en el método Bayesiano tenderéd a una delta de Dirac.
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Figura 6.2: Los circulos rojos corresponden al método de inferencia Bayesiana
mientras que los cuadros azules corresponden al método de Fujiwara.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se analiz6 de manera general el problema de encontrar co-
tas minimas para el error cuadrado medio en la estimacién de pardmetros
de sistemas cuénticos. Expusimos la utilidad de usar la cota de Cramér-Rao.
Revisamos cémo, en la literatura, se ha traducido a sistemas cuanticos en
términos de la informacién de Helstrom H. Sin embargo, vimos la precarie-
dad de H y la conveniencia de utilizar otra cota. Dicha cota invulucra un
caso limite de la informacion de Fisher F', a la que llamamos Fg. Vimos que
Fg puede definirse matematicamente de manera consistente, sin embargo,
argumentamos que en general no se puede aplicar en un experimento concre-
to careciendo asi de significado fisico. Esto nos fuerza a buscar alternativas
si es que deseamos encontrar cotas minimas para el error en la estimacién
de parametros de sistemas cuanticos.

Proponemos que debe usarse una versiéon Bayesiana de F. Sin embargo, no
podemos usar la informacion cuantica de Fisher generalizada V) (ya existen-
te en la literatura) puesto que su célculo depende de que podamos calcular
Fg. Ademas, aunque lo pudieramos calcular, esta cota no nos dice nada ttil
pues necesitamos un continuo de POVMs a la mano para su implementacion
en el laboratorio.

Proponemos una cota en términos del conocimiento que se tiene del para-
metro a estimar 6 a la que llamamos Z. Dicha cota, aunque depende del
conocimiento a priori del experimentador, no presenta los problemas de F
ni de Vg, se puede calcular en general.

Para ilustrar el calculo de Z propusimos un ejemplo del célculo de la fase de
un estado coherente. Supusimos que conociamos que dicha fase tiene una dis-
tribuciéon gaussiana. Utilizamos un ansatz, una familia especifica de POVMs
que funcionaba para el calculo de Fg. Hicimos una prueba numérica para
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saber si esta familia de POVMs contenia el POVM o6ptimo. Haciendo un
muestreo aleatorio de POVMSs encontramos evidencia de que nuestro ansatz
es cierto en nuestro ejemplo.

Se hizo un calculo explicito de otro ejemplo, en el que en vez de una gausssia-
na se tenfa una distribucién uniforme. Para este ejmplo se utiliz6 un POVM
especifico formado por los proyectores de los estados de fase para calcular
una cantidad V. La idea de este célculo es que es un candidato para el
valor de Z. Se hizo el célculo analitico para un estado inicial. Haciendo el
muestreo aleatorio se observo que el POVM especifico no funcionaba, segura-
mente debe haber otro que resuelva el problema, sin embargo, no lo encontré.

Se propuso un método de inferencia Bayesiana, en el que, para cada me-
diciéon el error disminuye, pues mejora nuestro conocimiento sobre el valor
del parametro a estimar 6. Este método viene de considerar Z, es decir, pen-
sar en la cantidad de informacién que conocemos. Si pensamos en Vg no es
tan clara la interpretacién que tendria un método de inferencia Bayesiana.
Se compard el método prupuesto con un método alternativo que utiliza Fiy
al que se llam6 método de Fujiwara. Se observo que usando el método de
inferencia Bayesiana se le gana por una medicién en la cota del error al mé-
todo de Fujiwara. Sin embargo yo tomér el valor mas alto de F en este caso.
Recuerde que Fy = F(6) entonces, como § € [0,27), nada nos asegura que
el punto mas alto sea el valor de 6. Estrictamente, tendria que haber tomado
una especie de promedio, lo que reduciria el valor encontrado en los puntos
para el método de Fujiwara.

Quedan muchas cosas por investigar. Por ejemplo, el problema de encon-
trar el POVM que alcanza Z para la distribucién uniforme. Sospecho que el
estado exponencial |3) serd de alguna utilidad en la resolucion de dicho pro-
blema. Un problema que se me hace muy interesante pero que es de aspecto
puramente matemaético es el de la maximizaciéon sobre todos los POVMs. No
he encontrado ninguna teoria matematica que diga cémo buscar sistemética-
mente en el espacio de POVMs. Una teorfa sobre optimizacién en el espacio
de POVMs serfa de suma utilidad.

Una perspectiva a futuro es calcular Z asi como el método de inferencia Ba-
yesiana para una distribucién que no sea tan uniforme como una Gaussiana,
es decir, una para la que el maximo y el promedio de la distribucién no
coincidan. Puede que en estos casos se vea mas claro la conveniencia de Z
sobre Fg. Podria usarse este tipo de métodos para calcular cotas de error al
estimar cantidades complicadas en sistemas cuanticos como la intensidad de
un campo magnético o eléctrico, o por ejemplo algiin pardmetro de un haz de
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luz estructurado, etc. También es posible aplicar todo esto en el problema de
estimacién de parametros un poco mas abstractos, por ejemplo, la fidelidad
o el entrelazamiento.

Claramente hay dos posibles vias de generalizaciéon de los métodos introdu-
cidos en esta tesis. Una, para el caso multiparamétrico finito. Como se ve en
la literatura, la informacién de Fisher para varios parametros es una matriz
en vez de una funcion escalar [2I]. Otra via de generalizacion es elaborar
una teoria para sistemas abiertos. Al principio presenté la regla de Born pa-
ra matrices de densidad, sin embargo, me enfoqué en estados puros en esta
tesis. Esta generalizacion esta descrita en [3] usando Fy.

En lo personal, una perspectiva a futuro que me llama la atenciéon es inves-
tigar el area de Machine Learning en sistemas cuanticos. Machine Learning
se basa en la estimacién de pardmetros a partir de un conjunto de datos.
Es decir, hacer un modelo matematico a partir de datos. La desigualdad
de Cramér-Rao asi como los métodos Bayesianos son una parte esencial de
Machine Learning. A mi modo de ver, es una linea que representa una con-
tinuaciéon natural de lo que se hizo en esta investigacion.
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