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Introduccion

Las formas de Chern-Simons (CS) se descubrieron accidentalmente en mateméticas
en un intento de obtener una féormula combinatoria para el invariante de Pontryagin en
cuatro dimensiones. El intento fracasé, como los autores confesaron, “por la aparicion de
un término de borde que no lleva a un andlisis combinatorio simple” [1]. Resulta que el
término de borde en si mismo es interesante, y ha encontrado amplias aplicaciones en
la fisica tedrica, proporcionando Lagrangianos para teorfas de campos de norma [2, 3],
incluyendo la gravedad (2 4 1)-dimensional [4, 5], teoria cuantica de campos topoldgicos
[6], teorfa de cuerdas topoldgica [7], y aplicaciones a la fisica de materia condensada, tal
como el efecto Hall cudntico [8].

En fisica tedrica, la importancia de las formas de Chern-Simons es evidente. En teoria
cudntica de campos juegan un papel destacado en lo que se refiere a las anomalfas . La
existencia de anomalias puede representar una inconsistencia en la teoria si afecta a una
simetria de norma, dado que éstas son fundamentales para eliminar grados de libertad
no fisicos del sistema; de ahi la necesidad de mecanismos que las cancelen. En el modelo
estandar de fisica de particulas, las interacciones electrodébiles tienen todos los ingredien-
tes necesarios para la bariogénesis [9, 10]. Ademéas de la violacién de la conjugacién de
carga (C) y la violacién de carga-paridad (C'P), la violacién de la carga bariénica aparece
a través de la anomalia de Adler-Bell-Jackiw (ABJ) del grupo U(1) [11, 12]. Los bariones
no son conservados por las interacciones electrodébiles debido a la anomalia quiral cuanti-
ca. El Lagrangiano electrodébil clésico conserva la carga baridnica. Los quarks siempre
aparecen en combinaciones bilineales ¢g, de modo que un quark puede aniquilarse sélo en
colisiéon con un antiquark. En otras palabras, la corriente baridénica clasica se conserva,
awf =53 ;o (@;7u9;) = 0. Sin embargo, las correcciones cuanticas destruyen esta ley de

conservacion y en vez de cero se obtiene

2

g C va va
8ML]MB - @Gﬂ Glﬂ/’ (1)

1Las anomalias son violaciones de una simetria en un sistema cudntico obtenido a partir de un sistema
clasico que si poseia esta simetria. Son muy frecuentes en las teorias cuanticas de campos pues, como parte
del proceso de renormalizacion, estas han de ser regularizadas para lidiar con sus resultados infinitos.
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donde C' es una constante numérica, G¢ = _16 Vo G Ba el tensor del campo de norma
» My 2 Cuvap ) )
G*

i, esta dado por la expresion

G, = 0,A, — 0, A7, + gf“bcAZA,ﬁ, (2)

donde f®° son las constantes de estructura del grupo de norma. Un hecho importante es
que la no-conservacion anémala de la corriente es proporcional a la derivada total de un

cuadrivector, G’“’“@ZV = 0"K,,, donde la corriente anémala K, es:
1
K,u — 2€,uyaﬂ (AuaaaABa + §fabcAzzaAabABc> 7 (3)

que es el dual de Hodge de la 3-forma de Chern-Simons. 't Hooft propuso que la extension
de la accién del modelo estandar con el término topolégico de Chern-Simons es un meca-
nismo para generar el rompimiento de las simetrias fundamentales [13], y proporciona un

mecanismo para curar la anomalia axial ABJ.

En un contexto similar, las formas de Chern-Simons aparecen en la denominada ano-
malfa gravitacional. En el modelo estandar la corriente lepténica no esté conservada [14],
i.€.

3
o'Jl = _—_*RR, 4
16w (4)
donde *RR = %e‘“’o‘ﬁ RWT(,RQBTU es el invariante de Pontryaing gravitacional en (3 + 1)-
dimensiones, que puede escribirse como la derivada total de un cuadrivector, *RR = 0"IC,,,

donde la corriente anémala corresponde a la 3-forma de Chern-Simons gravitacional i.e.

vo, log 2 g

donde I' es la conexion de Christoffel. Aqui es posible cancelar la anomalia agregando el
contratérmino apropiado a la acciéon de Einstein-Hilbert, lo que resulta ser una extension
tipo Chern-Simons de la relatividad general en (3 4+ 1)-D. Entre las propiedades intere-
santes de la gravedad de Chern-Simons encontramos que proporciona un marco para la
cancelacion de la anomalia gravitacional en teoria de cuerdas a través del mecanismo
de Green-Schwarz [15], y que emerge naturalmente como un término de cancelacién de
anomalias en gravedad cudntica de lazos [16]. Ademds, se ha propuesto a la gravedad
de Chern-Simons como un candidato a gravedad cuantica [17, 18]. En un contexto muy
interesante, en la Ref. [19] se propuso que la contribucién *RR puede generarse por fluc-
tuaciones gravitacionales producidas durante la inflaciéon cosmoldgica (si el campo del

inflatén contiene componentes C'P impares). Por otro lado, se ha demostrado que las in-
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teracciones débiles estdndar contienen procesos, mediados por “sphalerons” 2, que pueden
convertir bariones en antileptones y leptones en antibariones, cuando la densidad de spha-
lerons es suficientemente alta [20, 21]. De esta forma, el exceso en el nimero de leptones
en la etapa temprana del universo puede transformarse eficientemente en un exceso del
nimero de bariones [22]. A escenarios de este tipo se les conoce como leptogénesis.

La existencia de instantones, uno de los efectos no perturbativos mas notables de la
Cromodindmica Cuéntica (QCD), condujo a la solucién del problema U (1). La observacién
clave de 't Hooft fue que, debido a la presencia de la anomalia axial ABJ, los instantones
3 podian dar solucién a este problema si se agrega el término GG’“’“@ZV a la acciéon de la
QCD [23], donde 6 es un pardmetro que define la eleccién de un vacio invariante de norma
(entre una infinidad posible de distintos, y en general inequivalentes) [24, 25] y G””aézy
es el invariante topoldgico de Pontryagin. Este término es proporcional a la densidad de
nimero de instantones, que es una cantidad topoldgica que no afecta las ecuaciones de
movimiento o la expansion perturbativa alrededor del vacio. La adicion de este término a
la accién Euclideana cambia el peso en la integral de trayectoria para diferentes niimeros
de instantones, abriendo asi un canal para estudiar procesos de decaimiento que violan
paridad. En un contexto similar, Peccei y Quinn propusieron que el problema C'P fuerte
de la QCD puede resolverse extendiendo la accién con el término de Chern-Simons [26, 27].
La diferencia es que en la teoria de Peccei y Quinn, 6 es un campo dinamico que da origen
a un nueva particula, el axién, cuya existencia no se ha demostrado atin. En cosmologia,
el axién se considera un buen candidato para resolver el problema de la materia oscura.

La electrodinamica axiénica consiste en extender la accion de Maxwell con el término
topolégico de Chern-Simons asociado al grupo conmutativo U(1), i.e. HF#,,F #donde 6
es una funcion del espacio-tiempo. Es claro que la electrodindmica axiénica es invariante
de norma (dado que el invariante de Pontryagin lo es), pero no es invariante de Lorentz,
ademas de violar paridad. Frank Wilczek predijo explicitamente aplicaciones de la elec-
trodindmica axiénica al campo de las ciencias de los materiales [28]. Un efecto interesante
que puede describirse usando esta teoria es el efecto Witten: un monopolo magnético en-
cerrado en una pequena burbuja de vacio (6 = 0) se comporta como un dyon [29]. Este
resultado puede obtenerse si se supone un monopolo magnético rodeado por una region
esférica de radio finito en la que # = 0, inmersa en un medio donde 6 # 0. Este es el

escenario mas simple en que € no es un campo dinamico, sino que toma diferentes valo-

2Geometricamente, un sphaleron es un punto de silla de la energia potencial electrodébil (en el espacio
de campos infinito-dimensional). Un sphaleron es similar al punto medio (7 = 0) del instanton, de manera
que es no-perturbativo. Esto significa que bajo condiciones normales, los sphalerons son inobservables.
Sin embargo, habrian sido méds comunes a las temperaturas altas del universo temprano.

3Soluciones topoldgicas (no triviales) de la teorfa de Yang-Mills cldsica en espacio Euclidiano. Se
interpreta como la probabilidad de transicién entre distintas configuraciones de vacio (Efecto tunel).
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res constantes en diferentes regiones del espacio (diferentes valores esperados del campo
de Peccei-Quinn). El origen de la carga eléctrica inducida por un monopolo magnético
radica en que, debido al acoplamiento de Chern-Simons, las ecuaciones de movimiento
transmutan los campos eléctrico y magnético. En este escenario se han obtenido otros re-
sultados interesantes, como la rotacion de Faraday de campos electromagnéticos cuando
atraviesan una interfaz con diferentes valores constantes de 6 [30, 31] y el efecto Casimir
que experimenta una burbuja esférica inmersa en el vacio 6 (i.e. @ = 0 al interior, similar
a la configuracién de Wilczek) [32]. La electrodindmica clésica de Maxwell-Chern-Simons
se ha estudiado vastamente en la literatura. En las referencias [33-37] se le considera una
extension interesante que viola la invariancia de Lorentz y paridad. Los aspectos cuanti-
cos también se han estudiado ampliamente [38-44], asi como sus aplicaciones al efecto
Casimir [45-47]. También se ha estudiado como un subconjunto restringido del Modelo
Esténdar Extendido (SME) [48-56].

Un tema recurrente en fisica de materia condensada es el descubrimiento y clasificacion
de los estados cuanticos de la materia. A menudo, éstos pueden describirse utilizando la
teoria de campos efectiva de Landau-Ginzburg, que los clasifica de acuerdo al principio
de rompimiento espontdneo de simetrias [57]. Por ejemplo, un sélido cristalino rompe
la simetria de traslacion, a pesar de que la interaccion entre sus componentes basicos
atémicos es invariante ante traslaciones. Un iman rompe la simetria rotacional, a pesar de
que sus interacciones fundamentales son isotrépicas. Un superconductor rompe la simetria
de norma, lo que da lugar a nuevos fenémenos tal como la cuantizacion del flujo magnético
y el efecto Josephson. El patron de rompimiento de simetria lleva a un tnico parametro
de orden que puede tomar un valor esperado de vacio diferente de cero solo en el estado
ordenado. De esta forma, los estados son clasificados de acuerdo a este parametro de

orden.

El descubrimiento realizado por von Klitzing de que la conductancia de Hall esta cuan-
tizada [58], resultd tener un origen topoldgico, dando lugar a una clasificaciéon diferente de
los estados de la materia basado en la nocién de orden topoldgico [59, 60]. Estos eluden los
esquemas de clasificacién tradicionales basados en el rompimiento de simetrias, y pueden
describirse usando el limite de baja energia de una teorfa de campos efectiva [61]. En el
estado cudntico de Hall (QH), el cuerpo de la muestra (bidimensional) es aislante, y la
corriente eléctrica solo se transporta en su superficie. El flujo de esta corriente unidireccio-
nal es lo que da origen al efecto Hall cuantizado. El estado QH es el primer ejemplo de un
estado cudntico que es topoldgicamente distinto de todos los demas estados de la materia
conocidos. Para describir el efecto QH, la teoria de campos efectiva apropiada es la teoria

de Chern-Simons en (2 + 1)-D, ya que captura los aspectos topoldgicos mds importantes
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de éste. La cuantizacion de la conductancia de Hall puede expresarse en términos del
primer nimero de Chern, que es un invariante topolégico estrechamente relacionado con
la fase de Berry, de manera que ésta es independientemente de los detalles del material
[8, 60]. Los estados QH perternecen a una clase topolédgica que explicitamente rompen la
simetria de inversién temporal (TR), por ejemplo, en presencia de un campo magnético.
En anos recientes se propuso una nueva clase de materiales que son TR invariantes, y
donde el acoplamiento espin-érbita juega un papel esencial. Esto culmino en la propuesta
de aislantes topologicos (TIs) 2-dimensionales o estados cuédnticos de espin-Hall, y mas
tarde se generalizo a TIs en 3D. Los T1Is en 2D se predijeron teéricamente en 2006 [62], y
se observaron experimentalmente al ano siguiente [63] es pozos cudnticos HgTe/CdTe. Los
TIs en 3D fueron predichos en la aleacion Bi;_,Sb, para algiin rango de composicion x
[64], v se obsevaron pronto mediante ARPES (angle-resolved photoemision spectroscopy)
[65]. Entre las aplicaciones de los TIs podemos mencionar sus usos en la espintrénica [66]

y la computacién cudntica topoldgica [67].

Ademas de sus interesantes propiedades electrénicas, los TIs también exhiben propie-
dades electromagnéticas de interés. Especificamente, los T1s tienen la habilidad de mezclar
los campos eléctrico E y de induccién magnética B, lo que afecta la respuesta éptica del
material. Esta transmutacion entre los campos E y B también esta presente en la elec-
trodindmica axiénica, asi como en el sector foténico del modelo esténdar extendido [68].
Esta propiedad topoldgica de los TIs se manifiesta cuando se induce un rompimiento de la
simetria TR en la superficie, pero no en el cuerpo del material. En tal caso, el TT se vuelve
completamente aislante, tanto en el cuerpo como en la superficie. Para describir el efecto
topolégico magneto-eléctrico (TME), las leyes de Maxwell de la electrodindmica deben
modificarse para incluir el término topolégico de Chern-Simons con coeficientes cuantiza-
dos, similares al caso del efecto Hall cudntico. Concretamente, el limite de baja energia
de la electrodinamica de TIs 3D puede describirse, independientemente de los detalles
microscopicos, acoplando la electrodindmica de Maxwell al invariante de Pontryagin elec-
tromagnético en (34-1)-D, i.e. F,, F* o< E-B = 20" (€50 A”0? AT), por medio del campo
escalar 6, al que se conoce como polarizabilidad topolégica magneto-eléctrica (TMEP, por
sus siglas en inglés) [69-77]. La accién efectiva puede escribirse como S = Sy + Sy, donde

Sp es la accion de Maxwell, y el término topologico de Chern-Simons

a
Sy = — [ E - Bd'z, (6)

A
siendo a = €?/hc la constante de estructura fina. La accién (6) tiene la misma forma que

la electrodindamica axionica introducida por Wilczek en el contexto de fisica de particulas.
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En un TI, sin embargo, # no es un campo dinamico, sino una constante, un verdadero
escalar de Lorentz y por lo tanto la densidad Lagrangiana en la Ec. (6) es un pseudo-
escalar. Debido a la naturaleza topolégica del término € en la accion (6), si 6 es constante
en todo el espacio, la variacion de la accién no contribuye a las ecuaciones de movimiento
(cuando se imponen las condiciones de borde usuales en el infinito o en una frontera); sin
embargo, si € deja de ser una constante global, el término de Chern-Simons deja de ser
un invariante topoldgico y por lo tanto deben tomarse en cuenta las modificaciones a las
ecuaciones de Maxwell. De hecho, la variacién de la accién completa Sy + Sy produce las
ecuaciones de Maxwell estandar en materia. Sin embargo, las relaciones constitutivas se
modifican a: D = ¢E + (a/7)B y H = (B/u) — (a/m)0E. Las ecuaciones de Maxwell
junto con las relaciones constitutivas modificadas implican que en ausencia de un campo
eléctrico, un campo magnético puede generar una polarizacién eléctrica (y vice versa),
lo que justifica el nombre de polarizabilidad topoldgica magneto-eléctrica para el campo
0. Esta transmutacion entre los campos eléctrico y magnético, es lo que define al efecto
topologico magneto-eléctrico de los TIs. Entre los TMEs que se han reportado destacan:
monopolos magnéticos inducidos debido a una carga eléctrica frente a la superficie de un
TI (y viceversa) [74] y la rotacién de Faraday que surge cuando ondas electromagnéticas
atraviesan la superficie de un TI [78]. El TME no se ha observado experimentalmente.
Una idea de por qué esto es asi se puede ganar comparando teoria de Chern-Simons en
(3 4+ 1)-D con la andloga en (2 4+ 1)-D. En (2 + 1)-dimensiones, el término topoldgico
de Chern-Simons es el término que domina el comportamiento del sistema en el régimen
de longitud de onda grande, lo que lleva a la cuantizaciéon universal de la conductancia
de Hall. Por otro lado, en (3 + 1)-dimensiones el término topoldgico en la accién (6) y
el término de Maxwell son igualmente importantes en el limite de longitud onda grande
[70].

La simetria TR implica que esta teoria describe el cuerpo de un TI 3D cuando # =0
(TI trivial) y @ = 7 (TI no-trivial). Como E-B es impar bajo TR, s6lo § = 0y § = 7 darén
una teoria TR simétrica. Entonces, 6 se transforma en —# bajo TR, de manera que 6 = 0
es TR invariante per se, mientras que 6 = 7 es invariante bajo la traslacion 0 — 6 + 2.
Cuando se toma en cuenta la superficie del TI, esta teoria describe razonablemente el
cuerpo y la superficie s6lo cuando se induce una perturbacién que rompa la simetria TR
en su superficie, convirtiendolo asi en un aislante completo. En esta situacion, que es la
que consideramos en este trabajo, se puede demostrar que 6 esta cuantizada en multiplos
impares de m: 0 = (2n + 1)m, donde n € Z, queda determinada por la naturaleza de
la perturbacion que rompe la simetria TR, y que puede controlarse experimentalmente

cubriendo la superficie del TT con una capa magnética muy delgada [79, 80].
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Todos los TMEs que se han estudiado hasta el momento, soluciones de las ecuaciones
de Maxwell modificadas, se han obtenido usado el método de imagenes, el cual resulta de
mucha utilidad cuando las distribuciones de cargas y corrientes son simples, sin embargo,
para distribuciones complicadas este método se torna muy dificil. Uno de los objetivos
principales de este trabajo es introducir el método de la funcién de Green en esta teoria
efectiva, que es el mas apropiado para calcular los campos EM producidos por fuentes
arbitrarias, asi como para resolver problemas de condiciones de frontera. En el Capitulo
1 consideramos sélo los efectos puramente topolédgicos, es decir, suponemos que el cuerpo
del TT no tiene propiedades eléctricas y magnéticas diferentes a las del vacio (¢ = p =
1). A este modelo en particular lo llamaremos electrodindmica 6 o simplemente EDS.
Construimos la funcién de Green estatica para la ED6, considerando las geometrias mas
simples para la interfaz 0, que corresponden a: (i) el plano z = a, (ii) la esfera con centro
en el origen y radio a y (iii) un cilindro infinito de radio a con el eje parallelo a la direccién
z. Adoptamos el nombre de interfaz 6 para la superficie de un TI dado que a través de ella
el valor de 6 es discontinuo, i.e. en la interfaz TI-vacio el valor de 6 cambia abruptamente
de 6 # 0 a @ = 0. Discutimos una posible violacién al teorema de Earnshaw, asi como
aspectos importantes en la definicion del tensor de energia-impulso. Se deriva el teorema
de Green apropiado para la ED6, y se clasifican las condiciones de frontera que pueden

imponerse en la interfaz 6. En la subseccién 1.3 presentamos varias aplicaciones de la

ED?.

El efecto Casimir entre aislantes topolégicos se estudié en las referencias [79, 80]. Los
autores proponen que es posible medirlo usando el material T1BiSey, sin embargo, la
precisién experimental requerida atin no se ha alcanzado en el laboratorio. Lo interesante
de la fuerza Casimir entre TIs es que su signo y magnitud pueden modularse. Cabe
mencionar que en las Refs. [79, 80] la energia de Casimir se calculé usando el enfoque
de dispersién, es decir, usando las matrices de reflexion que contienen los coeficientes
de Fresnel. En el Capitulo 2 discutiremos el efecto Casimir entre dos placas paralelas
conductoras, con un T1I no-trivial plano entre ellas que esta perfectamente unido a una de
las placas. Usaremos el enfoque local introducido por Brown y Maclay, restringiéndonos
al analisis de los efectos puramente topolédgicos. El limite en que una de las placas se envia
al infinito nos da la fuerza de Casimir entre una placa conductora y un TI semi-infinito.
Demostramos que nuestros resultados son consistentes con los que se obtienen usando el
enfoque de dispersiéon al efecto Casimir. También estudiamos los efectos a temperatura
finita.

En una situaciéon experimental que involucre TIs, no podemos ignorar las propiedades

6pticas de éstos. En el Capitulo 3 construimos la funcién de Green completa para un TI
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plano, es decir, tomando en cuenta tanto el efecto topolégico como los 6pticos. Verifcamos
que la nueva funcién de Green se reduce, en el limite apropiado, a la calculada en el
Capitulo 1. Discutimos algunas aplicaciones sencillas y demostramos que son consistentes

con los resultados previamente reportados en la literatura.

En este trabajo también consideramos la extensién de Chern-Simons de la relativi-
dad general en (3 + 1)-D [81]. Se trata de una extensién topoldgica muy interesante de
la gravedad de Einstein, donde la accién de Einstein-Hilbert se acopla al invariante de
Pontryagin gravitacional * RR por medio de un campo escalar 6, similar al campo axiénico
de Peccei-Quinn de la fisica de particulas. Las ecuaciones de campo modificadas incluyen
un término extra al que se conoce como tensor de Cotton 4-dimensional (que depende de
0,0 y 0,0,0), y sus soluciones estan confinadas a espacios con invariante de Pontryagin
igual a cero, i.e. *RR = 0. Sin embargo, esto no impide que los espacio-tiempo de Sch-
warzchild, Robertson-Walker y ondas gravitacionales, sean soluciones de las ecuaciones
modificadas con el campo de acoplamiento § = «t, donde £ € R [82]. En un contexto
interesante, la teoria dinamica se usé para acotar las constantes de acoplamiento a partir

de ondas gravitacionales viniendo de agujeros negros binarios [83].

Motivados por la ED@, en este trabajo consideramos una realizacién particular de la
gravedad de Chern-Simons, donde # no es un campo dindmico, sino que es constante por
secciones, i.e. toma diferentes valores constantes en diferentes regiones del espacio sepa-
radas por una interfaz comun ¥ (similar a la interfaz 6 que definimos para la superficie
de acoplamiento entre dos TIs). A este modelo en particular lo llamaremos Gravedad 6 o
simplemente Gf. A diferencia de la ED#, donde los aislantes topolégicos se han encontrado
en el laboratorio, la situacion gravitacional que estudiamos aqui es de naturaleza tedrica
por el momento. Coleman utilizé una idea similar en Cosmologia, en donde estudio la evo-
lucién de una burbuja de vacio en un fluido cosmolégico que pertenece a un vacio diferente
(los vacios distintos se distinguen, por ejemplo, por el valor de la constante cosmolégica)
[84]. En nuestro caso, el vacio puede distinguirse por el valor de §, como en el caso de los
TIs. En el Capitulo 4 demostramos que, para una interfaz ¥ entre dos medios con valores
distintos de @, las ecuaciones de campo para la G tienen contribuciones distribucionales
del tipo §(X) y §'(2), lo que implica discontinuidades métricas a través de X. Investiga-
mos la propagacién de ondas gravitacionales a través de dicha interfaz. Determinamos
las condiciones de frontera en ¥ dandonos cuenta de que tales contribuciones adicionales
corresponden a una extensién autoadjunta del operador unidimensional de D’Alambert.
Imponiendo las condiciones de frontera encontramos que la métrica y su primera derivada
son discontinuas en Y. Sin embargo, ésta satisface la condicién de coincidencia de areas en

N U X, donde N denota la hipersuperficie nula determinada por la onda incidente. Tales
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discontinuidades dan origen a ondas reflejada y transmitida, que producen un tensor de

curvatura linealizado que tiene singularidades en la interfaz 3.



Capitulo 1

Electrodinamica 6

En este capitulo consideramos la electrodinamica de Maxwell acoplada con el término

topolégico de Chern-Simons (CS) mediante un campo escalar 6:
2 0 2 [V
Ly =0(a/dm )E-B:—Z(a/élw VEL M (1.1)

donde Fm = %e’“’o‘ﬁFaﬁ es el tensor dual de campo electromagnético (EM) y ¥ es
el sitmbolo de Levi-Civita. En general, 8 puede ser un campo dindmico; sin embargo, lo
tomaremos como una constante, haciendo de la densidad Lagrangiana un pseudo-escalar.
Notese que esta extension es una derivada total, de manera que no contribuye a las
ecuaciones de movimiento cuando se imponen las condiciones de borde usuales en el
infinito o en una frontera. Si # no es globalmente constante en la variedad en donde se
define la teoria, el término de CS no es un invariante topolédgico, y por lo tanto, debemos

considerar las modificaciones a las ecuaciones de movimiento del campo EM.

Motivados por la teoria de campos efectiva que describe la electrodinamica de T1s, aqui
estudiaremos la teorfa de Maxwell extendida por la Ec. (1.1) definida sobre una variedad
con dos dominios definidos por sus valores constantes pero diferentes de 6, que estan
separados por una interfaz comun o frontera ¥, como se muestra en la figura 1.1. Este es
el escenario més simple en el que 6 no es un campo dindmico (como en la electrodindmica
axiénica), sino que es constante por secciones. La constante 6 puede interpretarse como
un parametro efectivo que caracteriza las propiedades de un nuevo vacio EM derivado
de alguna teoria mas fundamental (por ejemplo, el valor esperado del campo de Peccei-
Quinn en una regién acotada), o como en el caso de los TIs, puede interpretarse como un
parametro macroscépico efectivo que describe grados de libertad cuanticos de la materia,
aparte de la permitividad € y permeabilidad i usuales del electromagnetismo de Maxwell.

En este capitulo restringimos nuestro analisis a las contribuciones puramente topolégicas,
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es decir, que vienen de la discontinuidad de # en X, y consideraremos que todo el espacio
no tiene propiedades diferentes a las del vacio, es decir ¢ = u = 1. A esta teoria en
particular la llamaremos Electrodindmica 6 o simplemente EDf. En el Capitulo 3, se
extendara el presente analisis al caso en que las propiedades épticas de los medios no son
iguales a las del vacio, que es el caso de mayor interés en la descripcion de la respuesta

electromagnética de un T1I.

La formulacién de la ED# que discutimos aqui presenta ciertas similitudes con las
teorfas de campos de Janus [85-90]. La correspondencia AdS/CFT dié lugar a muchas
ideas en teorias de campos conformes. El ejemplo més exitoso es la relaciéon entre la teoria
de cuerdas AdSs x S® y las teorias de Yang-Mills supersimétricas en AN/ = 4. La solu-
cién original de Janus en la Ref. [91] es una familia uniparamétrica de deformaciones
del espacio AdSy sin supersimetria. Esta solucién resulta ser estable bajo una gran clase
de perturbaciones [91-93]. La solucién de Janus consiste de dos espacios de Minkows-
ki unidos por una interfaz 2-dimensional, tal que el campo dilaténico adquiere valores
asintéticos distintos en cada region. Se ha sugerido que la teoria de campos dual CFT es
una deformacién de la teoria de Yang-Mills, donde la constante de acoplamiento cambia
a través de una interfaz 2-dimensional [91, 92]. En nuestro caso la teoria de Yang-Mills
supersimétrica 4-dimensional N = 4 se remplaza por la EDf, donde tomamos los aco-
plamientos electromagnéticos globalmente constantes (i.e. ¢ = u = 1 en todo el espacio),
mientras que el acoplamiento topoldgico tiene diferentes valores constantes en cada lado
de la frontera X, similar a la discontinuidad finita que presenta el valor asintético del
campo dilaténico en la soluciéon de Janus. Formalmente existen diferencias entre ambas
teorias, e.g. la supersimetria no juega ningin papel importante en ED6, sin embargo se
han obtenido soluciones interesantes que se derivan del hecho de que las constantes de

acoplamiento de la teoria son discontinuas a través de una interfaz 2-dimensional.

Este capitulo esta organizado como sigue. En la Seccion 1.1 discutimos brevemente la
formulaciéon de la electrodinamica de Maxwell acoplada al término topolégico de Chern-
Simons mediante el campo escalar 6, que es constante por secciones. Se discuten aspectos
relacionados con el teorema de Earnshaw y el tensor de energia-impulso. Restringiéndonos
al caso estatico, en la Seccion 1.2 derivamos el teorema de Green apropiado para la EDE, y
construimos la funcion de Green considerando las geometrias mas simples para la interfaz
0, que corresponden a: (i) el plano z = a, (ii) la esfera con centro en el origen y radio
a, y (iii) un cilindro infinito de radio a con el eje paralelo a la direccién z. La Seccién
1.3 esta dedicada a diferentes aplicaciones, e.g., los problemas de una carga puntual y
un hilo conductor rectilineo infinito cerca de una interfaz 6 plana. Se discute también la

energia de interaccion entre una distribuciéon de carga-corriente y la interfaz 6. También
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se estudian los problemas de una carga puntual cerca de una interfaz 6 esférica, un hilo
conductor rectilineo infinito cerca de una interfaz 6 cilindrica, y un hilo rectilineo infinito
uniformemente cargado cerca de una interfaz 6 cilindrica. En los Apéndices presentamos
los calculos detallados de los elementos de matriz de la funciéon de Green para los casos de
interfaces @ esférica y cilindrica. A lo largo esta seccién usamos las unidades de Lorentz-
Heaviside (h = ¢ = 1), la signatura de la métrica la tomamos como (+,—,—,—) y se

adopta la convecién €123 = +1.

1.1. Formulacion de la ED6

1.1.1. Ecuaciones de campo y condiciones de frontera

La accién efectiva de la EDO que consideramos es

1 a .
S=Sy+Sy= [ dz|-——F,F" —j#A, — —0F, F" |, 1.2
0+9/Mx<167r“ P T g2 e ) (1.2)
donde o = e?/hc es la constante de estructura fina, j# es una corriente conservada,

Frr = gt AY — §” AP es el tensor de campo electromagnético y FH = %e“”o‘ﬁ F,5.

La constante de acoplamiento para el término 6, o /472, se elige de tal forma que la
carga eléctrica total ¢, = ﬁ J dS - D sea un multiplo de la carga del electrén e, y que la
carga magnética ¢, = ﬁ f dS - B sea un multiplo de e/2«, de acuerdo a la condicién de
cuantizacién de Dirac [28]. La naturaleza topoldgica de la densidad de Pontryagin hace
que las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la accién (1.2) sean invariantes bajo
el cambio 0(z) — 0(x) + C, siendo C cualquier constante. Argumentos mecano-cudnticos
imponen otras condiciones para C', que discutiremos mas adelante.

El espacio-tiempo (3 + 1)-dimensional es M = U x R, donde U es una variedad 3-
dimensional y R corresponde al eje temporal. Hacemos una particién del espacio en dos
regiones, U; y Us, de tal manera que las variedades U; y Us se intersectan a lo largo de una
interfaz 2-dimensional comun 3, que llamaremos interfaz 0, asiid = Uy Uly v X2 = Uy NUo,
como se muestra en la figura 1.1. También suponemos que el campo 6 es constante por
secciones, i.e. toma el valor constante § = 0, en la region U; y el valor constante 8 = 6,
en la region Us. Esta situacion se expresa a través de la funcién caracteristica

0 (x) = (1.3)

91 s xEZ/ll
0 , X € Uy

En este escenario, el término 6 en la accion no es un invariante topolégico global dado que
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Figura 1.1: Regién sobre la que se define la teoria del campo electromagnético.

estd definido en una variedad con la interfaz Y. La variacién de la accién da lugar a un
conjunto de ecuaciones de Maxwell con una corriente adicional con soporte en la interfaz
0

0, F" = 05 (X) n, ™ + 475", (1.4)

donde n, = (0,n), n es la normal unitaria a X y
Pe

La conservacién de la corriente puede verificarse tomando directamente la divergencia en
ambos lados de la Ec. (1.4),

0,0, F" = 05" (2) nun, F* + 06 (X) n, 0, F* + 470, 5". (1.6)

El lado izquierdo y el primer término del lado derecho son cero debido a la antisimetria
del tensor F'*¥; mientras que el segundo término del lado derecho es cero por la identidad
de Bianchi, 9, F* = 0.

El conjunto de ecuaciones modificadas (1.4) junto con la identidad de Bianchi pueden

escribirse en coordenadas adaptadas a la superficie como

V-E=605(X)B-n+ 4wy, (1.7)
VxB—%—]?:é(S(E)Eanréle, (1.8)
V-B=0, (1.9)

OB
VXE+—- =0, (1.10)

donde n es la normal unitaria a ¥ que se muestra en la figura 1.1. Aqui j* = (p,J),
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FO = Fi i = _giikBk y pi0 — Bi i — ¢iikpk Este conjunto de ecuaciones nos
muestran que en los cuerpos, U; \ X y Us \ X, la EDO se comporta de la misma manera
que la electrodinamica estandar, y que el término 6 modifica el comportamiento de los
campos solo en la superficie ¥. Notese que las ecuaciones inhomogéneas implican que
un campo eléctrico paralelo (magnético normal) a la interfaz 6, que la atraviese, puede
generar un campo magnético (eléctrico) incluso en ausencia de corrientes (cargas) libres.
Las ecuaciones (1.7)-(1.10) también sugieren que la respuesta electromagnética de un

aislante topoldgico puede describirse en términos de las ecuaciones de Maxwell en materia
V-D=dmp : V xH =4nJ, (1.11)
con relaciones constitutivas
« «
D=E+—-60(x)B , H=B - —0(x)E, (1.12)
T s

donde 6 (x) es como se definié en la Ec. (4.25). Es claro que si #(x) es globalmente
constante en M, no hay contribucién a las ecuaciones de Maxwell, atin cuando 0(x) esté
presente en las relaciones constitutivas. De hecho, las contribuciones adicionales de un
término 0 (x) que es globalmente constante a cada una de las ecuaciones (1.11) se cancela

debido a las ecuaciones homogéneas (1.9) y (1.10).

Hasta ahora hemos considerado a # como un parametro externo que puede tomar
valores arbitrarios, aunque respetando la simetria de escalamiento 8 — 6 + C' antes men-
cionada. En primera instancia, esta simetria nos permite elegir 6 igual a cero a nivel
clasico. Sin embargo, a nivel mecano-cuantico, la cuantizacién de los flujos eléctrico y
magnético exigen que Sp/h sea un multiplo entero de 6; por lo tanto, los tinicos valores
permitidos de C' son C' = 2mn con n € Z, de otro modo, resultan contribuciones no
triviales a la integral de trayectoria. Los valores posibles de 6 se restringen atiin mas si
tomamos en cuenta el comportamiento del sistema ante la simetria de inversién temporal
(TR). De hecho, en el contexto de TIs se considerd originalmente que sélo sistemas con
rompimiento de simetria TR eran de relevancia, sin embargo, ahora sabemos que sistemas
que preservan tal simetria también son importantes, como se discute en las Refs. [94, 95].
Dada la naturaleza pseudo-escalar del campo 6 bajo TR: T(E-B) = —E - B, donde T es
el operator de inversiéon temporal T' : t — —t, parece que una ruptura de tal simetria es
ineludible. Sin embargo, la simetria TR puede preservarse si 6 toma los valores 0 o 7 (mod
27). Para € = 0 el sistema es trivialmente invariante ante TR, mientras que para = 7
ésta puede restablecerse mediante el rescalamiento adecuado 0, i.e. T(7rE-B) = —7E-B

puede hacerse invariante bajo TR si 0 — ¢’ = 6 + 2.
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A continuacién estudiaremos los efectos de la interfaz 6 en la propagacion de los campos
EM. Suponiendo que las derivadas temporales de los campos son finitas en la vecindad de
la superficie ¥, las ecuaciones de campo implican que la componente normal de E, y las
componentes tangenciales de B, adquiren discontinuidades adicionales a las producidas
por densidades de cargas y corrientes superficiales libres, mientras que la componente
normal de B, y las componentes tangenciales de E, son continuas. En ausencia de fuentes

externas sobre Y, las condiciones de frontera que se obtienen son:

AE,|, = +0B,|, (1.13)
AB|; = —0E],, (L.14)
AB, |, =0, (1.15)
AE|,, =0. (1.16)
La notacién es
AV, = Vi(ZF) = Vi(27), (1.17)

para cualquier vector V. Aqui V;(X7) significa que la componente V; se evalia justo al
exterior (en el medio Us) de la interfaz ¥; y V; tiene una interpretacién similar en la
region interior U .

Las condiciones de continuidad, (1.15) y (1.16), implican que el lado derecho de las
ecuaciones (1.13) y (1.14) estd bien definidos y representan densidades superficiales de
cargas y corrientes, respectivamente. Se observa que las condiciones de borde (1.13) y
(1.14) implican que un campo eléctrico paralelo (magnético normal) a la interfaz 0, que
la atraviese, puede generar un campo magnético (eléctrico) incluso en ausencia de co-
rrientes (cargas) libres. Esta transmutacion entre los campos eléctrico y magnético es la
que da origen al TME en la superficie de un aislante topoldgico. Como se menciond, en
este capitulo nos enfocamos en los efectos puramente topoldgicos, pero en el Capitulo 3
tratamos el caso general con TIs con propiedades 6pticas diferentes a las del vacio. En el
marco de la ED# se han discutido algunos TMEs: el efecto Witten [29] y la rotacién de Fa-
raday [30, 31]. A continuacién los discutimos brevemente, y en la Seccién 1.3 presentamos

algunos ejemplos sencillos usando el método de la funciéon de Green.
Efecto Witten

Consideremos un monopolo magnético g en una burbuja de vacio (§ = 0 al interior)
inmersa en un medio infinito 6, como se muestra en la figura 1.2. La ley de Gauss (1.7)

en este caso es 0
v-E=-9%5x), (1.18)

Ta?
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Figura 1.2: Efecto Witten.

donde ¥ es la superficie de la esfera de radio a. Esta ecuacién implica que, a distancias
grandes (comparadas con el radio de la esfera), el campo eléctrico es generado por una

carga puntual de magnitud
q:/V-E: —4gad. (1.19)

El efecto Witten, de que en el vacio # un monopolo magnético se comporta como un
dyon (sistema ¢ — g) con carga eléctrica proporcional a la carga magnética y a 6, esta

esencialmente contenido en la Ec. (1.19).
Rotacion de Faraday

Consideremos la propagacién de ondas EM a través de una interfaz ¥ definida por el
plano z = 0. La regién z < 0 es vacio (§ = 0), mientras que la regién z > 0 estd llena de
un medio semi-infinito con # # 0. Supongamos que una onda EM se propaga en la regién
de vacio e incide en la interfaz 6. Dado que las ecuaciones de Maxwell no se modifican

afuera de la interfaz, podemos suponer que las ondas EM tienen la forma

E _ E 6i(wt—k-r)
G

De las ecuaciones homogéneas (1.9) y (1.10) se sigue que B = %k xEyk-B =0,
como en el caso usual. Dado que las condiciones de borde dependen de 6 =—ab /7, la
propagacién de las ondas EM a través de X se verd afectada, y como consecuencia las

ondas reflejada y transmitida, experimentaran cambios en su polarizaciéon. Por otro lado,
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e

Tty F™
Tl

Figura 1.3: Rotacién de Faraday. Tomado de la Ref. [76].

las leyes geométricas de reflexion y refraccion en la interfaz siguen siendo validas, dado que
éstas son independientes de la polarizacion de las ondas. Finalmente, las amplitudes de las
ondas reflejada y transmitida se obtienen aplicando las condiciones de borde (1.13)-(1.14).
Usemos los subindices i, 7 y t para etiquetar las ondas incidente, reflejada y transmitida,

esto es

Ei _ Eiei(wtfkfr) ’ Er _ Erei(wtfkr-r) ’ Et _ Etei(wtfkrr)’ (121)

respectivamente. Ahora, como es usual, descomponemos los campos eléctrico y magnético
en sus componentes perpendicular (con superindice 1) y paralela (con superindice ||) al
plano de incidencia, que podemos considerar perpendicular a ¥, conteniendo la direccion
de propagacién. De las condiciones de frontera (1.13)-(1.14) se obtienen las siguientes

expresiones algebraicas para las amplitudes

El“ sin ¢; + Ell sin ¢, — EL“ sin ¢y = +0E} sin ¢y, (1.22)
(Ei" — E;") cos¢; — E;" cos ¢, = —0E) cos ¢y, (1.23)

mientras que de (1.15)-(1.16) se obtiene

Eitsin¢; + Exsing, — B sing, = 0, (1.24)
(EZ“ - Eﬂ) cos ¢; — E) cos ¢, = 0, (1.25)

donde ¢;, ¢, y ¢, son los angulos incidente, reflejado y transmitido, respectivamente.
Dado que las propiedades eléctricas y magnéticas en ambos lados de la interfaz son las
mismas, y por la validez de las leyes geométricas, se sigue que los dngulos de reflexién y

transmision serdn iguales al angulo de incidencia. Resolviendo las ecuaciones (1.22)-(1.23)
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simultaneamente se obtiene, para la amplitud transmitida

I ;
({)-es( () e
Et 4+ 62 2 E+

y para la amplitud reflejada
2 E
() .

E) ]
EL ) 4y

De estas expresiones se sigue que los coeficientes de reflexién y transmisién son

)

Sy

[\

B+ B2 4

ER+ER P
- E£‘2+Ef2:4+527

R = = -
El24 B2 446?

; T = (1.28)

respectivamente. Nétese que en el limite 6 — 0, las matrices de reflexién y transmision se
reducen correctamente a los resultados electrodindmicos. Cuando 6 — oo, el coeficiente
de reflexion se aproxima a la unidad, de manera que la interfaz 6 se convierte en un
reflector perfecto de ondas EM. El d4ngulo de polarizacién se define por tana = E+/El.

Los angulos de polarizacion para las ondas incidente «; y reflejada a, son

oy = arctan gt tana , a,. = arctan LT VAN : (1.29)
2 — Otan o, 0 + 2 tan o

donde ¢; es el dngulo de polarizacién de la onda incidente. Usando la identidad arctan(x)+
arctan(1/x) = /2 encontramos que, independientemente del dngulo de polarizacién de la
onda incidente, oy + o, = m/2, i.e. las polarizaciones de las ondas reflejada y transmitida
son perpendiculares. Notese que para una onda incidente con angulo de polarizacion
tano; = —6 /2, se obtienen una onda con polarizacién p (o = 0) y una con polarizacién
s (a,. = m/2). Se observa que para 6 — 0, la polarizacién de la onda reflejada es cerca de
7/2, sin embargo, no se esperaria ningin efecto para 6 = 0. La solucién de esta aparente

paradoja radica en que el coeficiente de transmision se aproxima a cero en dicho limite.

1.1.2. Una posible violaciéon al teorema de Earnshaw

En electrostatica, es un hecho bien establecido que, debido a fuerzas puramente elec-
trostaticas, un conjunto de cargas no se puede mantener en equilibrio estable (teorema de

Earnshaw). De manera méas general, ningtin objeto estético compuesto por cargas eléctri-
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cas, magnetos y masas, se puede mantener en equilibrio estatico por cualquier combinacion

de fuerzas eléctricas, magnéticas o gravitacionales.

Es natural preguntarse si en el caso de la EDf una carga puede estar o no en equili-
brio debido solamente a fuerzas electrostaticas. Esta pregunta no sélo es relevante desde
el punto de vista experimental, sino que también teéricamente. Como se demostrara a
continuacion, el caso de la ED@ es interesante dado que abre la posibilidad de violar el
teorema de Earnshaw. En electromagnetismo estandar, la falta de existencia de puntos
de equilibrio estable se demuestra por contradiccién, debido al hecho de que, lejos de las
fuentes, el potencial electrostatico satisface la ecuacion de Laplace. Demostraremos que
en ED# existen puntos en donde tal contradiccién puede no ser cierta. De la Ec. (1.7) y
E = —V¢ tenemos que

— V2p =4mp+605(2)B - n. (1.30)

Ahora nos preguntamos si el potencial tiene un valor extremo en un punto P, donde
suponemos que una carga de prueba puede estar en equilibrio estable. El argumento que
seguimos es el usual. Supongamos que existe el punto P en donde ¢ adquiere un minimo.
Entonces en cualquier superficie cerrada (pequena) que contenga P € 3, debemos tener
O,¢ > 0, donde n denota la direccién normal saliente de la superficie y por lo tanto

debemos tener

]{ s > 0. (1.31)
oV

donde el volumen V encierra a P. Debido a que 9,¢ = n-V¢ y al teorema de la divergencia,
esta ultima integral puede escribirse como una integral de volumen del Laplaciano del

potencial. Haciendo p = 0 obtenemos

7{ Onpds = / V2pdv = —é/ §(X)B - ndv = —é/ B, | d*z. (1.32)
v 1% % b

En la electrostética estandar de Maxwell (§ = 0) el lado derecho de la Ec. (1.32) es
idénticamente cero, llevando a una contradiccién con la Ec. (1.31), demostrando asi que
P 1o puede ser un minimo local. Sin embargo, en el caso de la EDS, si 0 # 0 y la com-
ponente normal del campo magético no es cero en Y, la contradiccién antes mencionada
ya no se produce para puntos P en Y, removiendo asi la limitacion ordinaria del electro-
magnetismo para la existencia de un minimo local. Hacemos hincapié en que no estamos
demostrando la existencia de puntos de equilibrio estable en ED6A. Para hacerlo, se requie-
re un andlisis més profundo a lo largo de las lineas descritas en la Ref. [96] en el contexto

del electromagnetismo estandar.
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1.1.3. Tensor de Energia-Impulso

En la seccién 1.1.1 demostramos que en los cuerpos, U; \ X y Us \ 2, la EDE se comporta
de la misma manera que la electrodinamica estandar, y que el término # modifica el
comportamiento de los campos sélo en la superficie 2. Esto sugiere que en ED6, en las
regiones U; \ X v Us \ X, el tensor de energia-impulso tiene la misma forma que en la
electrodindmica estdndar, donde la dependencia en 6 aparece a través de la contribucién
a los campos que surge de las fuentes adicionales que se inducen en la superficie .
La identificacion del tensor de energia-impulso puede hacerse a lo largo de las lineas
estandares de la electrodindmica en medios materiales (ver por ejemplo las Refs. [97-99]),

de donde se lee la tasa a la que el campo eléctrico realiza trabajo sobre cargas libres

1 1 oD 0B

y la tasa a la que el momento es transferido a las cargas

1 1
pE+J><B:——2(D><B)——
4

1
Am Ot [D:iVE; =V - (DE)] — e [B;VH; —V - (BH)].

(1.34)
Aqui la notacién es A;VB; = (A;0xB;) ér v V - (AB) = (0;A;) Bréx, para cualquiera dos
vectores A y B. Usando las relaciones constitutivas de la Ec. (1.12), identificamos a partir

la Ec. (1.33) el flujo de energia S y la densidad de energia U como

1 1
S=—ExB U=_—(E’+B? 1.35
SExB (B4 B (1.3)
mientras que de la Ec. (1.34) obtenemos la densidad de momento G e identificamos el

tensor de esfuerzos T;; como

1 1 1
G=—ExB T,, = — (E*+B?) ¢, — — (E,E; + B,B;) . 1.36
A X ’ J 87T( + ) J 471'( J+ J) ( )

Afuera de la fuentes libres, las ecuaciones de conservacién son

ves+ g %% or — Y (BB o). (1.37)
ot ot ™
En otras palabras, el tensor de energia-impulso tiene la misma forma que en el vacio, pero
como es de esperarse, no esta conservado en la interfaz 6 debido a las cargas y corrientes
inducidas ahi.
El tensor de energia-impulso electromagnético es muy importante debido a sus aplica-

ciones a diversos problemas. Por ejemplo, si conocemos la funcién de Green del sistema,
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el tensor de energia-impulso es fundamental para calcular la energia de Casimir. Para
hacerlo, se calcula el valor esperado de vacio de dicho tensor [100-102]. En la Seccién
2 usaremos este método para calcular la energia de Casimir entre dos placas paralelas,
tal que en el espacio entre ellas se coloca una porcién de TI. En general, este método
se ha usado para estudiar el efecto Casimir en electrodindmica axiénica, ver las Refs.
[32, 55, 103].

1.2. Método de la funcion de Green en ED6

En esta seccién, usamos el método de la funciéon de Green para resolver problemas de
valores de frontera en ED. Al igual que en la electrostatica de Maxwell, en ED#, dada
una configuraciéon de cargas y corrientes, es posible determinar los campos eléctrico y
magnético a partir de las ecuaciones de Maxwell modificadas (1.7)-(1.10) junto con las
condiciones de frontera expresadas en las Ecs. (1.13)-(1.16). Sin embargo, al igual que en la
ED estandar, puede haber ocasiones en las que ademaés de conocer las fuentes externas, se
proporcionen condiciones sobre los campos en fronteras dadas. En estos casos, el método
de la funcién de Green es el que proporciona la solucién general a un problema de valores
de frontera dado (Dirichlet o Neumann) para fuentes arbitrarias. La importancia de tal
solucion general es evidente desde el punto de vista experimental. Por ejemplo, permitiria,
al menos en principio, predecir la respuesta electromagnética de aislantes topolégicos en
presencia de configuraciones de fuentes complicadas. Por otra parte, como ya se menciono
en la Seccion 1.1.3, el método de la funcién de Green, es 1til para calcular el valor esperado
de vacio del tensor de energia-impulso en el contexto de las fuerzas de Casimir. Ademas,
el método de la GF deberia ser también ttil para la solucién de problemas dindmicos en
ED?.

En lo siguiente nos concentramos sélo en el caso estatico. Dado que las ecuaciones
homogéneas de Maxwell que expresan la relacién entre los potenciales y los campos no
estan modificadas en ED#, los campos electrostatico y magnetostatico pueden escribirse
en términos del cuadripotencial A* = (¢, A) de acuerdo a E = —V¢ y B =V x A, como
es usual. En la norma de Coulomb V - A = 0, el cuadripotencial satisface la ecuacion

diferencial
=, V2 = 85 (D) nae™, 05| A" = 4, (1.38)

junto con las condiciones de frontera

AAM}E =0 ’ A (no‘aaA”) ’E = —énaea“ﬁyé?BA” (139)

s
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Aqui n, es la normal unitaria a >, que depende de la geometria de la interfaz . Uno
puede verificar que las condiciones de frontera de la Ec. (1.39) coinciden con las que se

obtienen de las Ecs. (1.14)-(1.16) a partir de las ecuaciones de Maxwell modificadas.

Para obtener la solucion general para los potenciales ¢ y A en presencia de fuentes
externas arbitrarias j* (x), introducimos la matriz de funciones de Green G*, (x,x’), que

es solucién de la Ec. (1.38) para una fuente puntual, i.e.
—t V2 — 05 (2) nge™ 95| G¥, (x,X') = d4mnt, 6% (x — X) (1.40)

junto con las condiciones de frontera de la Ec. (1.39). En la seccién siguiente discutiremos
la solucién general de la Ec. (1.40), para ello, requerimos adaptar de forma apropiada el
teorema de Green estdndar, a partir del que se puede construir la solucién de la Ec. (1.40)

usando los métodos ya conocidos.

1.2.1. Teorema de Green y condiciones de frontera en X

Comenzamos esta seccién introduciendo el operador diferencial

O =t J' + 05(X)n;e" ), (1.41)
de donde se puede demostrar que las relaciones O '9; A = 4mjt y O 19,G¥ = dmnt 63 (x—
x'), reproducen correctamente las ecuaciones diferenciales para el cuadripotencial en la
Ec. (1.38) y para la matriz de Green en la Ec. (1.40). Aqui los indices i,j van de 1 a
3, mientras que u,v van de 0 a 3. Estas eleccciones reflejan que estamos trabajando con

campos estaticos y que la normal a la interfaz 6 es siempre espacial.
El teorema de Green apropiado puede escribirse en términos de dos campos arbitrarios,

X, v Z",. Definiendo el tensor 7%, = X,0" 'Z"  usando el teorema de la divergencia

o)

para 9;T", y restando la ecuacién que se obtiene del intercambio X <+ Z obtenemos
y{dSni (X#O“ViZ”U — ZVUO“ViXu) :/ Pz [XuO“Vi(@-ZVJ) — Z”UO“/(@XN)} (1.42)
s 1%
- [ o008, 2, - (0.2:,)0%,X,).
v

donde n es la normal saliente de la superficie S que rodea el volumen V. Para derivar la
Ec. (1.42) usamos el resultado 9;0" " = OF '9;, que se sigue directamente de la Ec. (1.41).

Sustituyendo las Ecs. (1.38) y (1.40) en la Ec. (1.42), encontramos que la solucién
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general para el cuadripotencial en la norma de Coulomb es

A (x) :/ d2'G"(x,x' )57 (x') + % j{ dSm; [A,(x)0'G* (x,x') — G (x,x)0" A, (X)]
\% S

+ % g d*x5niel® ) [Ao (X)0,G" (x, X)) — G* (x,X)0;A0(X)]g,  (1.43)
donde n; es la normal a la interfaz 6. Este resultado puede interpretarse de la manera
usual, donde el primer término es la contribucion de las fuentes al interior del volumen V/,
el segundo término representa los efectos de la superficie de contorno S = 0V, mientras
que el término restante, remplaza las contribuciones de la superficie .S por los de la interfaz
6.

Ahora consideraremos el problema de establecer las condiciones de frontera apropiadas
para los campos en la interfaz 6, cuando tomamos a S como la superficie al infinito en
donde se imponen las condiciones de frontera usuales. Por inspeccion, vemos que la Ec.
(1.43) revela que hay cuatro clases de condiciones de frontera sobre ¥ que especifican una
solucién.

La clase BC-I se define fijando sobre ¥ el potencial escalar A° y el potencial vectorial
}2 = 0 sobre X.. Esta

clase describe el caso que corresponde a la analogia mas cercana con la condiciéon de

paralelo a la interfaz 6, n x A, junto con las condiciones n;e’®,'G*

frontera estandar de Dirichlet. Ademads, es la unica clase en la que la funciéon de Green es
independiente del area de la interfaz 6. En la seccion 1.3, usamos la BC-I para resolver el
problema de una carga puntual frente a una interfaz 6 plana a potenciales fijos.

La clase BC-II se define fijando sobre 3 la componente normal del campo magnético B,,

y las componentes paralelas del campo eléctrico nx E, méas las condiciones njej a;’aiGME
1/Ap, donde Ag = [ d*xs; es el drea de la interfaz 0. Esta clase corresponde a la condicién
de frontera de Neumann de la electrostatica estandar, que incorpora el factor que depende
del inverso del drea de la superficie, generando asi, un término en la solucién que involucra
el promedio del potencial.

La clase BC-II1 fija el potencial escalar A° y la componente normal del campo magnéti-
co B, en X, junto con las condiciones njejokiG“k]g =0y njejkoi&G“O\g = 1/Ay. La clase
BC-IV requiere de especificar n X A y n x E en . Para esta clase también debemos pedir
n;e* \GHy = 0y nie® '0,GH |y, = 1/ A,.

En las siguientes subsecciones, construimos la funcién de Green para diferentes geo-
metrias de la interfaz 6, considerando aquellas que pueden ser de mayor relavancia en
trabajos experimentales, estas son: plana, esférica y cilindrica. Por otra parte, habiendo
elegido la superficie S en el infinito, con las condiciones de froneta estandar ahi, nos limi-

taremos al caso en que no se especifica ninguna condicién adicional para los campos en la
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>7Z

Figura 1.4: Medios semi-infinitos separados por una interfaz 6 plana.

interfaz 6. De esta manera, A" estard determida por el primer término del lado derecho
de la Ec. (1.43).

1.2.2. Interfaz 0 plana

El caso de simetria plana para la interfaz 6 es el caso méas simple posible en el que
el valor de f cambia abruptamente en el plano ¥ y permanece constante en ambos lados
de X. Por simplicidad elegimos a ¥ como el plano definido por z = a, como se muestra
en la figura 1.4. De esta manera, las coordenadas adaptadas para este sistema son las
Cartesianas. La GF que consideramos, tiene invariancia bajo traslaciones en las direcciones
paralelas al plano X, esto es, en las direcciones transversales x y y, pero la invariancia
estda rota en la direccion z. Explotamos esta simetria introduciendo la transformada de
Fourier en la direccion paralela al plano >, tomando la dependencia en estas coordenadas

de la forma (x — x')| = (v — 2,y — ¢/) y definiendo

d*p . ,

G!, (x,x') = 47?/ —pzeZp'(x_x gt (2,7 ,p), (1.44)
(2m)

donde p = (py, py) es el momento paralelo al plano X y g*,(z, 2/, p) es la funcién de Green

reducida (GF reducida) [99]. De aqui en adelante suprimimos la dependencia en p de la
GF reducida g*,.

La ecuacién diferencial que satisface la funciéon de Green en este caso es la Ec. (1.40),
con la normal a la superficie n, = 773# = (0,0,0,1). Debido a la antisimetria del simbolo
de Levi-Civita, la derivada parcial que aparece en el segundo término de la Ec. (1.40), no

introduce derivadas respecto de z, sino s6lo en las coordenadas transversales x y y. Esto
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nos permite escribir la ecuacion para la funciéon de Green reducida como
[6277“1, +i06 (2 — a) € po| g%, (2,2)) = 6 (2 — ), (1.45)

donde 9? = p? — 9%, p* = (0,p) y P? = —p“Pa- La solucién a la Ec. (1.45) es simple,
pero no obvia. Para resolverla empleamos un método similar al que se usa para obtener
la GF para el potencial 6 unidimensional en mecanica cuantica, donde la GF libre se
usa para integrar la ecuacién de Green con la interaccion . Siguiendo la misma idea,
consideramos una GF reducida de la forma G (z,2") = g (z, 2’) n*,, asociada al operador

0? que definimos previamente, y que es solucién de
O*GH (2,2 =n"6(z — 2, (1.46)

que ademas satisface la condicion de borde estandar al infinito, donde

1 /
N = —ePlF7 1.47
y p = |p|- Nétese que la Ec. (1.46) exige que la derivada de g sea discontinua en z = 2/,
ie., 0,0 (z,2) EZ: = —1, y de donde se sigue la continuidad de g en z = 2’ [99].

Ahora observamos que la Ec. (1.45), puede integrarse directamente usando la GF libre
de la Ec. (1.46) junto con las propiedades de la funcién delta de Dirac, reduciéndose asi

a un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas,

g (2,7) = 1",0(2,2) — 0" pag (2,a) 6", (a,2'). (1.48)

Noétese que la continuidad de g en z = 2’ implica la continuidad de g*_, y que la discon-

tinuidad de 0,g en el mismo punto implica

NS - 3upo z=at / - 3po v /
0.9" (z,2") ‘z:a* = —i0e™ p,0.9 (z,a) {Z:afg o (a,2) =10 pag”, (a,2"), (1.49)
de donde se recuperan las condiciones de borde para el cuadripotencial, dadas en la Ec.
(1.39). De esta manera, la solucién (1.48) garantiza que se satisfacen las condiciones de

frontera en la interfaz 6.

Ahora debemos resolver para todas las componentes de la GF reducida ¢g* . Para
hacerlo, separamos la Ec. (1.48) en sus componentes p =0y =7 =1,2,3;
I (a, 2, (1.50)

0

9% (2,2) = 1%a(z2) —ib pig(z,a) g
g (a,2). (1.51)

I (2,7) = 0,9(22) —i0 pig(z,a) g
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Ahora evaluamos la Ec. (1.51) en z = a y luego sustituimos el resultado en la Ec. (1.50).

Se obtiene

95 (2.2) = 0°50 (2, 2) =i0™ ;pay g (2,0) 9 (a. 2') =D’ (2,0) g (a,0) ¢°, (a,2') , (1.52)
donde se usé el resultado e30ij53j kopkpi = p?. Resolvemos para ¢°; (a, 2’) evaluando la Ec.
(1.52) en z = a y haciendo un simple despeje. Insertando este resultado en la misma

ecuacion obtenemos
9% (z,7) =" |g(2,2) +0p°g (a,a) A(z,2)| +ie® piA(z, ), (1.53)
donde

N _ 1 9<Z7a)g(a72/)
Az, 2) = 61 g (a.a) (1.54)

Las componentes restantes se obtienen sustituyendo ¢°, (a, ') en la Ec. (1.51). El resultado

es
7, (22) =17,8 (2. 2) + i e 1, — 0" pig (a,0)| A(2,2) . (155)
Las ecuaciones (1.53) y (1.55) nos permiten escribir la solucién general como

9", (z,2) =00z 2)+A(z 2) {59 (a,a) [p"py + (0", + n¥n,) p*] + ie“ya3pa} , (1.56)

donde n, = (0,0,0,1) es la normal a X.

La reciprocidad entre la posicion de la carga puntual unitaria y la posicion en donde
se evaltia la GF, G, (x,x') = G,,(x/,x), es una de sus propiedades mas importantes. De

la Ec. (1.44) se observa que esta condicién exige que

g/“,(Z,Z/,p) = gV/L(Z/aZa_p): (157)

que se puede verificar directamente de la Ec. (1.56). La simetria g,, (2, 2') = g, (2,2) =

QL,, (z,2') es evidente.

Las componentes de la matriz de GF estatica en la representacion de coordenadas,
pueden obtenerse calculando la transformada de Fourier definida en la Ec. (1.44), con la

GF reducida de la Ec. (1.56). Los detalles de la integracién se presentan en el Apéndice
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A. Los resultados finales son

1 02 1

Y (x,x) = - . , 1.58
o (%) x—x| 4+02VR?+ 22 (1.58)

2§ EOi'gRj< Z )
G (x,xX)= ———=— l— — ], 1.59
i (%, x) 4+602 R? VRE+ 72 (1:59)
Gj (Xa X,) = anOO (X7 X/) - 54 i 528 Kj (Xaxl) ) (160)

donde Z = |z —a| + |2/ —a|, B = (x =X} = (z— 2",y —¢/), R=|(x =X, | ¥
. VRE+ 227 .

K (x,x) = 202 R (1.61)

RZ

Finalmente, observamos que las Ecs. (1.58)-(1.60) contienen todas las componentes de la

matriz de GF en todo el espacio, dependiendo de la eleccién de z y 2’ en la funcién Z.

1.2.3. Interfaz 6 esférica

En la seccién anterior, se usé el método de la funcién de Green para discutir el problema
de distribuciones de cargas y corrientes arbitrarias en presencia de una interfaz 6 plana.
En esta seccion, seguimos el mismo procedimiento para discutir el caso esférico, en donde
el valor de 6 tiene una discontinuidad finita en la superficie r = a de la esfera, como se
muestra en la figura 1.5. En las coordenadas adaptadas (r, 9, ¢), es conveniente introducir
explicitamente el operador de momento angular L= %X x V y explotar la simetria ante
rotaciones de esta configuracion. De hecho, la ecuacion diferencial que satisface la GF
(1.40), con normal unitaria n, = (0,sin? cos p,sindsing, cos?) a la interfaz 0, puede
escribirse como

0 .
_nuav2 —1=0 (7’ - CL) (U“onka - U”knoa) Lk Gaz/ <X7 X/) - 471—7]#1/53 (X - X/) ) (162)
a

con k =1,2,3. Dado que el cuadrado del operador de momento angular L? conmuta con

el operador que aparece del lado izquierdo de la Ec. (1.62), su solucién serd de la forma

[e'S) +1

+1
G (X)) =4m Y > > gh (1) Y (9,0) i (9, 6) (1.63)
l

=0 m=—Im/=—
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6,

=

Figura 1.5: Aislantes topoldgicos con interfaz 6 esférica.

donde la GF reducida g, . (r,r") satisface la ecuacién diferencial

. r—r' 0
OTgiumm’,u (7”, T,) = nul’%amm/ + Za(s (T’ - CL) (n'uonka - n“knoa) X
+1
> (Il g, (r,7') - (1.64)
m'=—1

siendo O, = 1 (I + 1) r~2—r~29, (r?,). Esta ecuacién puede integrarse de la misma manera
en que se hizo para el caso con simetria plana. Los detalles del calculo se presentan en el

Apéndice B. La solucién es

Tt (1 7") = 0,00 (1,7 Oy — a*?1 (14 1) g, (a,a) S; (r,7") (Im| L, L, [lm') ~ (1.65)
+ iaéSl (r, 7“/) (Im)| I:a |lm/> (77“01”,, + F“O‘T]OV) ,

donde L es el operador identidad, el operador T = n — n¥ n", proyecta 4-vectores al
3-espacio, y

Sy (r,r') = g ET’ @) 8 (a,7") : (1.66)
7 1+a20?l(l+1)g? (a,a)

Aqui g; (r,7") es solucién de la ecuacién diferencial para la GF reducida en ausencia de

la interfaz 6, i.e. O,g; (r,7") = 8 (r — ') /r%. En la Seccién 1.3 resolvemos el problema de

una carga puntual cerca de una interfaz 0 esférica.

1.2.4. Interfaz 6 cilindrica

En esta seccion discutiremos el problema de distribuciones arbitrarias de cargas y
corrientes en presencia de una interfaz 6 cilindrica. Consideremos un cilindro infinito

cuyo eje define al eje z, tal que el valor de 6 tiene una discontinuidad finita a través de
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la superficie p = a, como se muestra en la Fig. 1.6. De esta manera, las coordenadas
adaptadas que debemos usar son las cilindricas, (p, ¢, z), y la ecuacién diferencial para la
GF (1.40) es

[—U“VVQ — 05 (p — a) nae™’ 95| G, (x,x') = 4 b (x — X) (1.67)

donde n, = (0, cos g, sin ¢, 0) es la normal a la interfaz 6. La GF debe ser invariante ante
traslaciones en el eje z. De acuerdo con esta simetria, comenzamos por escribir la solucién

de la Ec. (1.67) como sigue

+o0 dk +00
A z (z—2") i(mp—m’
G*, (x,x') = 4r /Oo 2.C 7 E E Gt (05 03 ) €07 ¢') (1.68)

donde la GF reducida gjflm,w (p, p'; k) satisface la ecuacién diferencial

—+00

. 5o — o
Omgt . —ifs(p—a [k S A i+ % S nua%gmm,’
) (1.69)
donde
. 10 0 m? 1 . .
Ol(Jm) = _;a_p (pa_p) + ? + kQ ) A%m v 5 [5m,m”716u; + 5m,m”+1€u1/:| ) (170)

~ 143 . 243 L . .
con e, = €' + e . Esta ecuacién puede integrarse de la misma manera en que lo
hicimos para los casos plano y esférico. Los detalles de los cédlculos se presentan en el

Apéndice C. La solucion es

gg’Lm’,o (p7 p/) = 77005mm |:gm (p? ) 62fm ( ) mm <p7 pl>i|

+ 6 (M8’ + kA o) Con (p5 1) (1.71)

Gt o (P £') = 1% O [gm (p, p') — m*0°gn (@, @) Crum (p, p’)}
+imd (77 +ikaBAC U) Corrr (03 9') | (1.72)

G5 (02 0') = 130 G (0, 9) — 0Pk gon (p. Z AL 0 A Conrt (a1, 0')

m/'=—o0

(1.73)

donde

k2a?

2

fm (k) = m2gm (a’ CL) + [gm—i-l (CL, a) + Om—1 (a> a)] (1'74)
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Figura 1.6: Medios con interfaz 6 cilindrica.

n__ 9m (pa &> I ((Z, p,)
Crmy (p’p) - 1+ égfm (k) Im (a’ CL) ‘

Aqui g, (p, p') es solucion de la ecuacién diferencial para la GF reducida (1.69) en ausencia

(1.75)

de la interfaz 6. Notese que las componentes restantes pv de la matriz de GF pueden

obtenerse de la propiedad de simteria

Gmm/ v (pa P/; k) = Im'm,vu (pla P _k:) . (176)

1.3. Aplicaciones

1.3.1. Carga puntual cerca de una interfaz ¢ plana

Consideremos una carga puntual ¢ localizada a una distancia b > 0 de una interfaz 6,
definida por el plano z = 0. La regién z < 0 esta llena de un TI no trivial con TMEP
6 # 0, mientras que la regiéon z > 0 es el vacio, como se muestra en la figura 1.7. Por
simplicidad, elegimos las coordenadas tal que ' = ' = 0. De esta forma, la densidad
de corriente puede escribirse como j#(x') = gn",d (') § (y') 0 (' — b). De acuerdo a la Ec.

(1.43), la solucién para este problema es

At (x) = ¢G", (x,1), (1.77)
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Figura 1.7: La figura ilustra una carga eléctrica ¢ localizada a una distancia b de una interfaz
0 definida por el plano z = 0. La regién z < 0 estd caracterizada por un TI no trivial (6 # 0),
mientras que la regién z > 0 es el vacio (f = 0). En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado
por la carga original ¢ y por la carga imagen ¢”, mientras que el campo magnético es originado
por el monopolo ¢”. En la regién z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por la
carga ¢ y monopolo ¢’ imagen, respectivamente.

donde r = bé,. Primero estudiaremos el potencial electrostatico. De la Ec. (1.58) obtene-

mos la componente 00 de la GF:

o 1 2 1
z2>0 : Gy (x,r) = - ~ : (1.78)
x—1| 4462 |x+1]
4 1
2<0 : G° (x,r) = . . 1.79
0( ) 4_{_&2’)(—1" ( )

Para z > 0 la GF nos da el potencial electrostatico A°(x) = ¢G° (x,r), que puede
interpretarse como el debido a un par de cargas puntuales, la primera de magnitud ¢ en
r, y la otra, la carga imagen, de magnitud ¢” = —q9~2/(4+9~2), en el punto —r. Para z < 0

sélo aparece una carga imagen, de magnitud ¢ = 4¢/(4 + 62) localizada en r.

De la Ec. (1.77) vemos que dos componentes del potencial vectorial no son cero,
Al (x) = qGY (x,1) vy A% (x) = ¢G?, (x, 7). Las componentes de la GF correspondientes

para cada regién son

20 y [ 1-2Z2L | 2>0
Gy (x,r) =+ —— [+ 1.80
o (%,7) 4+92R2{ 1+ , 2<0 (1.80)
20 x | 1-— 2t 2> 0
G2 (x,r) = ————— et 1.81
o (%,7) 4+62R2{ 1+‘jj;| . 2<0 (1.81)
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de acuerdo a las Ec. (1.59). Es dificil interpretar las componentes del potencial vectorial

directamente, sin embargo el campo magnético B =V x A es iluminante. Se obtiene

—2q9~ X+r

: B = =Tz ]_.2

2> 0 (0 = (182
2qé X—T

z<0 : B(x) = - . 1.83

)= (1.83)

Observamos que el campo magnético para z > 0 es debido a un monopolo magnético
de magnitud ¢’ = —2¢6/(4 + 62) localizado en —r. Para z < 0 tenemos un monopolo

magnético de magnitud ¢’ = +2¢f/(4 + 62) localizado en r.

La solucién muestra que, para una carga eléctrica cerca de la superficie plana de un
aislante topoldgico, se inducen cargas eléctricas y magnéticas. La aparicion de monopolos
magnéticos en esta solucion parece violar la ley de Maxwell V - B = 0, que permanece
sin alteraciones en el caso de la ED. Sin embargo, recordando que (x +r) /|x &+ r|* ~
V.(1/|x £ r|), obtenemos V- B ~ V2(1/|x £ r|) ~ §(x £ 1) en una regién donde x # +r.

Fisicamente, el campo magnético es inducido por la densidad de corriente en la superficie

5 (z)p, (1.84)

que circula alrededor del origen. Aqui p = \/m es la distancia radial y ¢ es el
vector tangente unitario. Esta corriente es la corriente de Hall, que da origen a un cam-
po magnético que tiene la forma correcta del que se esperaria debido a un monopolo
magnético. Cabe mencionar que estos resultados ya se han obtenido usando diferentes
métodos. Por ejemplo, los autores en la Ref. [74] usan el método de imégenes para de-
mostrar que una carga eléctrica cerca de la superficie de un aislante topoldgico induce
monopolos magnéticos debido al TME y, por supuesto, enfatizan su posible verificacion

experimental.

Vamos a aclarar la diferencia entre la EDf que estudiamos en este trabajo y el mo-
delo 1/2 BPS en una interfaz delgada que se discute en la Ref. [89]. Como discuten los
autores, las 8 supersimetrias restantes del modelo 1/2 BPS son obligatorias al pedir que

las constantes de acoplamiento esten relacionadas de la siguiente manera

= Dsin 21(2) : 0(z) = 0y + 87°D cos 2(2) (1.85)

e?(2)

donde podemos elegir valores constantes v, y 1, para z > 0y 2z < 0, respectivamente. La

constriccion (1.85) no permite hacer simultaneamente e; = ey y 0; # 65, que correspon-
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deria al caso de la ED#, en donde la supersimetria es irrelevante. En otras palabras, el
limite ¢ = 0 en los campos eléctrico y magnético debido a un dyon en z = a (Ec. (5.10) de
la Ref. [90]), que se calcularon usando el método de imagenes, no reproducen los campos
que obtuvimos en nuestras Ecs. (1.78), (1.79), (1.82) y (1.83). Ademas, los campos EM
transmitido y reflejado de ondas sin masa propagandose a través de una interfaz plana,
reportados en la Ref. [90], no corresponden a los calculados en ED@ en las Refs. [30, 31].
Cabe senalar que estos acoplamientos se introducen por medio del parametro complejo
T = 0/2m+4mi/g*, que es familiar en el estudio de la accién del grupo SL(2, Z) en aislantes

topolégicos con permitividad, permeabilidad y angulo 6 no triviales [104].

1.3.2. Fuerza entre una carga puntual y una interfaz 6 plana

En esta seccién se formula la energia de interaccion y las fuerzas que surgen entre fuen-
tes externas y los TIs (representados por la interfaz ). Usaremos dos enfoques distintos,
pero equivalentes: la funcién de Green y el tensor de energia-impulso.

La energia de interaccion entre una distribucion de cargas y corrientes, y un aislante

topoldgico, es

B = [ @ [ @50 G (6x) = 06 (x X (). (150

donde G (x,x') = 1/|x — x| es la GF de vacio. La primera contribucién representa la
energia total de una distribucion de cargas y corrientes en presencia de una interfaz 6,
incluyendo interacciones mutuas. A continuacién evaluaremos esta energia para el caso
que consideramos en la seccion anterior, el de una carga puntual localizada en r = be,.

Usando la Ec. (1.78), la energia de interaccion resulta

2 q2 9”2 1

q
Ein - 5 ) - ) = 5 ~ 0 L.
=G G g )=~ (187)
Esto implica que la fuerza sobre la carga ejercida por la interfaz 6 es
OEin ¢ 0,
F=- e, =— —e,, 1.88
ob (2b)* 4 + 62 (1.88)

notando que siempre es atractiva. Esto puede interpretarse como la fuerza entre la carga
q v la carga imagen ¢ = —q6?/(4 + 62) de acuerdo a la ley de Coulomb.

El punto de vista de los campos proporciona una derivacién alternativa de este resul-
tado. Para obtener la fuerza sobre la carga, debemos calcular la componente normal del

flujo de momento a través de la interfaz 6. En términos del tensor de energia-impulso esta
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fuerza es

F=—é / dST.. (), (1.89)
>+

donde la integracion se hace sobre la superficie X, justo afuera de la interfaz 0, en z = 0%.
Como se discutid, el tensor de energia-impulso se identifica a partir de la electrodinamica
de Maxwell en medios materiales, pero con las relaciones constitutivas modificadas (1.12).
La expresion que requerimos para T, (X1) la leemos del resultado de la Ec. (1.36), que
es

T.. = 8% |[E} — E?+ Bf — B, (1.90)
donde E, (B,) denota la componente normal a la superficie del campo eléctrico (magnéti-
co) y E (B)) es la componente del campo eléctrico (magnético) paralelo a la surperficie.
De acuerdo a los resultados de la secciéon anterior, los campos eléctrico y magnético en la

regiéon z > 0 son

X—r 9~2 X4r
E = — = 1.91
) = 4 T R (1.91)
B(x) = 240 X*¥r (1.92)
4462 ]x+r)3
De esta forma encontramos
1 2 oo R - ~
F = —q—~éz/ dR———— [16R2 — (44 20°)°0° + 46* (R* — bQ)}
4 (4 + 62)2 0 (R?+b?)
2 672

=4 .. (1.93)

— &
(2b)* 4 + 62

que concuerda con el resultado de la Ec. (1.88).

1.3.3. Carga puntual cerca de una interfaz 6 plana a potenciales
fijos

Ahora estudiaremos el problema de una carga puntual que se coloca cerca de una
interfaz 6 plana que se encuentra a potencial fijo. Este caso pertenece a la clase BC-
I de las condiciones de frontera en dicha interfaz. Consideremos una carga puntual ¢
localizada a una distancia b de la interfaz 6 definida por el plano z = 0, y que estd a
potenciales cero (A, A) = (0,0), como se muestra en la figura 1.8. No se consideran
superficies adicionales. Las condiciones de frontera se reducen a pedir que la funcién de
Green completa, (Gr)", (x,x’), se anule en la interfaz.

Como se discutié en las subsecciones anteriores, el problema de una carga puntual
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frente a una interfaz 6 plana es equivalente al problema de la carga original junto con
una carga eléctrica y monopolo magnético localizados en el punto imagen atras del plano.
Estos campos eléctrico y magnético, reproducen las condiciones de frontera de la Ecs.
(1.13)-(1.16), inducidas por la discontinuidad finita en el valor de 6.

El problema en cuestion puede resolverse en términos de imégenes. Siguiendo pasos
similares a los del caso estdndar, la funcién de Green correspondiente, (G1)*, (x,x’), puede
construirse como

(G, (x,x") = G*, (x,x") + F", (x,%'), (1.94)

donde se ha sumado la matriz F* , que satisface la ecuacion homogénea
[_nﬂyw — 05 (2) €0, F”. (x,x') = 0. (1.95)

Esta libertad en la definicién de la funcién de Green nos permite elegir apropiadamente
la matriz F*, de tal manera que (G1)” (x,x’) = 0 para x" en X. Consideremos una carga
puntual localizada en 2z’ > 0, y supongamos que z > 0. Las componentes de la GF que

resuelven este problema con la condicién de borde requerida en z = 0 son

G (x,x) = L # ! (1.96)
R Y e |
20 coigs (x — X)) Z+ 2
0 (x,x/) = ——— . 1.
G, (x,%x) 150 72 ( \x—x”\)’ (1.97)

donde x' = (2/,y/, 2’) denota la posicién de la carga y x” = (2/,y’, —2') indica la posicién
de las imagenes.
Respecto al problema de la funcién de Green que satisface la clase BC-1, encontramos

que

02 1 1
0 N _ 0 N _ 0 " _ .
(G1>0(X’X)_GO(X7X) GO(X7X) <1+4+‘§2) (lX—X'| |X—X”|>’ (198)
20 €oij3 (X—X/)j z+ 2 z—2
0 N — 0 N _ 0 "o J I _
(G1>i(X7X)_Gz(X7X) Gz(X7X) 4+9~2 R2 <|X—X”| |X—X’|)'
(1.99)

que en efecto se anulan en z’ = 0. Interpretamos los campos como sigue. El campo eléctrico
en laregion z > 0 es generado por cuatro cargas eléctricas: (i) la carga original de magnitud
genr = beé,, (ii) una carga de magnitud igual pero de signo opuesto localizada en el punto
imagen —r, que viene de la condicién de frontera Ayly, = 0, (iii) una carga eléctrica de

magnitud ¢” = —0%/(4 4 6?) localizada en el punto imagen y (iv) una carga eléctrica de
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0 (4o, 4y) = (0,0)
—q q z
* —>
(qI"g”’ q/’/”g””) (qllgll qlll’glll)

vy

Figura 1.8: La figura ilustra una carga eléctrica ¢ localizada a una distancia b de una interfaz 6
definida por el plano z = 0 que se encuentra a potenciales cero, i.e. (A°, A ) = (0,0). La region
z < 0 estd caracterizada por un TI no trivial (# # 0), mientras que la regién z > 0 es el vacio
(f = 0). En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado por la carga original ¢ y la carga ¢
en r, y por las cargas imagen —¢q y ¢’ en -r; mientras que el campo magnético es originado por

los monopolos g” y ¢g" localizados en -r y r, respectivamente. En la regién z < 0 los campos

" "

eléctrico y magnético son originados por las cargas ¢/, ¢" y los monopolos ¢' y ¢"".

magnitud ¢ = 46%/(4 + 6%) localizada en r. El campo magnético puede interpretarse
como el generado por dos monopolos, uno de magnitud ¢” = —25/ (4 + 52) localizado en
el punto imagen, inducido por la interfaz 6, y el otro de magnitud ¢” = +20 /(4 + §2) en

r = be., que surge de la condicién de frontera Aj|y = 0.

De manera similar, es posible verificar que el campo eléctrico en la region z < 0 es el
producido por una carga eléctrica de magnitud ¢ = —4/(4462) localizada en r = bé, méas
una carga eléctrica de magnitud ¢ = 4+4/(4 + 62) localizada en el punto imagen —r. El
campo magnético puede interpretarse como el generado por dos monopolos magnéticos,
uno de magnitud ¢’ = 4+20/(4 + 62) localizado en r junto con su imagen de magnitud
g" = —20/(4 + 6%) localizado en —r.

1.3.4. Hilo conductor infinito cerca de una interfaz ¢ plana

Consideremos un alambre infinito paralelo al eje x y que porta una corriente I en la
direccion +z, como se muestra en la figura 1.10. El alambre se localiza en el vacio a una
distancia b de una interfaz 6 definida por el plano z = 0, tal que 6 # 0 en la regién z < 0.
Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que 3’ = 0. De esta forma, la densidad de

corrientes es j* (x') = In",6 (v') 6 (2' — b).
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La solucion para este problema esta dada por

At (x) = ]/+OO G", (x,r)dx’, (1.100)

o0

donde r = 7', + be.. Es claro que el potencial escalar A° (x) no es cero, lo que indica que
existe un campo eléctrico inducido. La componente requerida de la matriz de GFs, G,
definida en la Ec. (1.59) es

29~ y |z| + b
4+ \/32 (I2] + b)°

Sustituyendo la Ec. (1.101) en la Ec. (1.100) obtenemos el potencial eléctrico, que carece

G (x,r) =+ (1.101)

de una interpretacién inmediata. Podemos calcular el campo eléctrico directamente como

E (x) = —VA° (x), obteniéndose

E(x)=—

401 { |z| +b & _ y sign (2) el (1.102)

4402 L2+ (12407 g2+ (l2] +0)°

Observamos que el campo eléctrico para z > 0 es debido a una corriente magnética
localizada en z = —b, j = —I'é,, donde I' = 20I/(4 + 6%). Para z < 0 tenemos una
corriente magnética localizada en z = b, de la misma magnitud pero en sentido contrario,
j" =1I"é, = —j'. Nétese que j' es antiparalela a la corriente del alambre, mientras que j”
es paralela.

De manera similar calculamos el campo magnético. Este es

—+00

B (x) =V x [Iéi G', (x,1) dx’} : (1.103)

—00

con ¢ = 1,2, donde las componentes de la matriz de GF correspondientes son las dadas
en las Ecs. (1.60). El resultado es

2(z —b) 0> 2(|z| +b)sgn(2) | .
B(x)=1]|- 5 5 = <2 [+0) 2) e, +
yP+ (2 =0 4462 y2+ (2| +0b)
2
I 2y 0 2 6. (1.104)

VA (202 A+ 22+ (2] +b)

Para z > 0 el campo magnético corresponde al producido por la corriente original mas
una corriente eléctrica imagen, localizada en z = —b, y que fluye en la direccién opuesta

a la corriente del alambre, J, = —J'é,, donde J' = 021 /(4 + 6?). Para z < 0 tenemos una
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Figura 1.9: La figura ilustra un alambre infinito que porta una corriente I en la direccién +x
(saliendo de la pégina), localizado a una distancia b de una interfaz 6 definida por el plano
z = 0. La regién z < 0 estd caracterizada por un TI no trivial (6 # 0), mientras que la regién
z > 0 es el vacio (# = 0). En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado por una corriente
magnética I’ que fluye en la direccién —z, mientras que el campo magnético es originado por la
corriente original I y una corriente eléctrica imagen I que fluye en la direccién —z y se localiza
en z = —b. En la regién z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por las corrientes
magnética J” y eléctrica I”, respectivamente, ambas fluyendo en la direccion +x.

corriente eléctrica localizada en z = b, que fluye en la misma direccién que la corriente

del alambre, i.e. 3/ = J"&,, donde J” = 41 /(4 + 62).

1.3.5. Hilo infinito cargado cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre rectilineo uniformemente cargado, con densidad de
carga A\, como se muestra en la figura 1.10. El alambre se localiza en el vacio, a una
distancia b de un TI plano (definido por el plano z = 0), paralelo al eje x, con TMEP
0 # 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que ¢y’ = 0. De esta forma, la densidad
de corrientes es j* (x') = A\n¥,0 (v/) d (2/ — b).

El cuadripotencial se expresa en términos de la GF como A*(x) = A fj;o G" o (x,r)da’,
donde r = /&, + bé,. Se observa que el potencial escalar es A%(x) = A [*°° G (x,r)da’,
donde la componente 00 de la GF se lee de la Ec. (1.58). Esta es

1 02 1

VT2 4402 /R2+ (]2 + b2

donde R? = (z—2')?+y?%. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = —V A (x) =

(1.105)

GOO (X7 I‘) =
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Figura 1.10: La figura ilustra un hilo infinito con densidad de carga uniforme )\, localizado a
una distancia b de una interfaz 6 definida por el plano z = 0. La region z < 0 estd caracterizada
por un TMEP 6 # 0, mientras que la regién z > 0 es el vacio. En la region z > 0 el campo
eléctrico es originado por el hilo infinito original, mas un hilo infinito imagen, con densidad de
carga uniforme )\, localizado en z = —b. El campo magnético es originado por un hilo infinito
con densidad uniforme de carga magnética A’ localizado en el punto imagen. En la regién z < 0
los campos eléctrico y magnético son originados por hilos infinitos con densidades uniformes de
carga eléctrica \” y magnética A”, respectivamente, ambas localizadas en z = b.

~\ [T VGO (x,r)da’. El resultado es

2ye, +2(z —b)e, 0> 2ye, + 2(|z| + b) sgn(z)é.
E =)\ — A = L . 1.106
W e A 100

En la regién z > 0, el campo eléctrico puede interpretarse como el producido por el hilo
infinito cargado original (paralelo al eje = con densidad de carga lineal \), més un hilo
cargado imagen, localizado en z = —b, y con densidad de carga lineal \' = mn 92)\ Para
z < 0, el campo eléctrico es producido por un hilo infinito, localizado en z = b, y con

densidad de carga lineal \" = . Esta densidad de carga se obtiene como resultado

4+02
de la superposiciéon del hilo cargado original, mas un hilo cargado imagen localizado en el

mismo punto y de magnitud X, i.e. N =X+ \.

Ahora estudiaremos el campo magnético. Las componentes no-cero del potencial vec-
torial son: A! = )\fj;o Gly(x,r)dr’ y A? = )\fjoooo G?y(x,r)dz’, donde las componentes
requeridas de la GF son:

20 b
- 2l + (1.107)
4+602R VR + (2] +b)?

GlO <X7 I') -
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20 x—a |z| +b
G?(x,r) = ———— 1— 1.108
o0 = ( VRE+ (2] + )2 ) (1.108)

El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calculamos directamente el campo

magnético: B(x) =V x A = —9,A4%, + d,A'e, + (0,A* — 9,A")é,. El resultado es:

20 2y sgn(2)@, + 2(|z| + b)é.
44 62 y? + (2| + b)*

B(x) = — (1.109)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por un hilo infinito con densidad

20
4462

el campo magnético es producido por un hilo infinito con densidad uniforme de carga

uniforme de carga magnética A’ = — A, localizado en z = —b. En la region z < 0,

magnética A” = —A’, localizado en z = b.

1.3.6. Carga puntual cerca de una interfaz 0 esférica

Ahora consideremos una carga puntual de magnitud ¢ localizada a una distancia b
del centro de una esfera de radio a. La regién r < a (interior de la esfera) estd llena de
un TT no trivial, caracterizado por la TMEP 6 # 0, mientras que la regiéon r > a es el
vacio, como se muestra en la figura 1.11. Por simplicidad elegimos a la linea que conecta
el centro de la esfera y la carga como el eje z. De esta forma la densidad de corriente

puede escribirse como j* (x') = &n"0 (1" — b) § (cos ¥ — 1) (¢'), con b > a.

La solucion para este problema es
o (x) = /GO# (x,x) j* (x') d®x" = ¢G°, (x,b), (1.110)

3 3
= Z / G*, (x,x) j* (X) &pd’x’ = Z qG*, (x,b) &, (1.111)
= k=1

donde b = be,. Usando las componentes de la matriz de GF correspondientes, las Ecs.

(1.65), los potenciales escalar y vectorial son

_477(]22 Z [gl (r,b) _a292l(l+1)9l(a a) Sy (7, 0)| dmmr Yim (¥, SO)Y* (090)7

=0 m=—Im/=—1

(1.112)

= 47rqz Z Z iaS; (1,0) Yim (9, 0) Vi, (0,¢") (Im| L |im") . (1.113)

=0 m=—Im/=—1
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De las relaciones Yy, (0, @) = 601/ ZE v Yig (9, ) = /2 P, (cos ¥) encontramos

$(x)=q)» [gl (r,b) — a®0°L (1 + 1) g (a,a) S, (r, b)] (20 +1) P (cos¥),  (1.114)

X) = qi > iab/4m (21 + 1), (r,) Vi (9, ) (Im| L|10) . (1.115)

que inmediatamente nos da A, = 0. Las componentes restantes del potencial vectorial

pueden calcularse introduciendo las combinaciones Ay = A, £ 1A,. El resultado es

X) = qimé\/@r 20+ 1)1 (1 +1)S; (r,0) Yieq (9, ), (1.116)
donde la simetria A, = A* se sigue de las relaciones Y;; = —Y;_;. Recordando que
Ap = —sinvA, + %COS?? (Are™ +Ae¥) | A, = 211 (Ape ™ — A_e¥), (1.117)
obtenemos -
Ag=0 | = Z (20 +1 b)w, (1.118)

en coordenadas esféricas.

Ahora analizamos los campos en las regiones (I):r>b>ay (2):b>a>r. Usando

la GF reducida en el vacio, g; (r,7") = i o= +1, los potenciales escalar y (la componente

i
no cero del) vectorial para la regién (1) toman la forma

1) aQH—l
by (x) = b] - qz @ 11) 02l (11 )rl“blHPl (cosv), (1.119)
21 +1) a1 9P (cos?)
A = 1.120
e (X qz QU+ 12+ + 1) a0 (1.120)

respectivamente. Los campos eléctrico y magnético correspondientes, pueden calcularse

directamente a partir de E = —V¢ y B =V x A, respectivamente. El resultado es

1) 2l+1

Eg) (x —
(1)( ) = qz 2l+1 +02l(l+1)rl+2bl“

N OP, (cosv)

55 0| (12

{— (l+1) P (cosV)r
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Figura 1.11: La figura ilustra una carga de magnitud ¢ localizada a una distancia b del centro
de una esfera de radio a. La regién r < a estd caracterizada por un TI no trivial (6 # 0),
mientras que la regiéon r > a es el vacio (0 = 0). En la regién r > b > a el campo eléctrico
es originado por la carga ¢ y por un dipolo eléctrico p en el origen; mientras que el campo
magnético es generado por un dipolo magnético m que apunta en la direccién opuesta. En la
regién b > a > r el campo eléctrico se comporta como el campo producido por una esfera con
magnetizacién uniforme P; mientras que el campo magnético se asemeja al producido por una
esfera uniformemente magnetizada, con magnetizacion M.

0

= 1(20 +1) g2+ 9P (cos)
— (I +1) Py (cosv JHATORY)
2; 204+ 1) 202 (1 + 1) rir2or (I4+1) P (cosV) T+ 5

(1.122)

Ahora nos preguntamos por el comportamiento de estos campos, cuando la separacion
entre la carga y la esfera es grande comparada con el radio de la esfera, b > a. Dado que
el término [-ésimo en la suma va como (a/ b)l+1, solo valores pequenos de [ contribuyen.

La contribuciéon principal viene de [ = 1 y se obtiene

N .
Eq) (x) ~ q’j_—mg + % (2 cos U1 + 51111919) : (1.123)
B (x) ~ g (2 cos VT + sin 1919) : (1.124)

que corresponden a los campos eléctrico y magnético generados por un dipolo eléctrico p
y un dipolo magnético m en el origen y apuntando en la direccion z:
2q§ a’ |

2
Py 2™ T 3™

Ahora vamos a estudiar los campos EM en la regién (2): b > a > r. El potencial escalar
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y la componente ¢ del potencial vectorial son

q = 02 (1+1) 7!
X)=——— E = P, (cosv), 1.125
o) B T g Y (1:429)
2l +1) rt 9P (cos )
A = E ) 1.126
@ 1) =1 204+ 1) +62(1+1)b 90 ( )
respectivamente. Los campos correspondientes son
[(I+1) ri=t { . 0P, (cos?) A}
E g [P, (cosV)t + ———9I| ,
(2)( X) = +4q 2l+1 +02l(l )blﬂ 1 ( ) 90
(1.127)

(1.128)

By (x) — — i ( 0120+ 1) (I +1) ot [ZPI (cosd) i + IP; (cos 19)19] '

20+ 1) + 620 (1 + 1) b*! 0

Cuando la separacion entre la carga puntual y la esfera es grande comparada con el radio

de la esfera, b > a, los campos EM en la region r < a pueden escribirse como sigue

x—b 1

2
B(g) (X) ~ gM, (1.130)
donde _
6g0 1 . 2

— _——¢,=—-M. 1.131
9420212 3 (1.131)

Un aspecto interesante a destacar es la forma de los campos EM en esta regién. El campo
eléctrico se comporta como el campo producido por una esfera uniformemente polarizada,
con polarizacion P, mientras que el campo magnético se asemeja al producido por una

esfera uniformemente magnetizada, con magnetizacién M.

1.3.7. Hilo conductor infinito cerca de una interfaz 0 cilindrica

Consideremos un alambre conductor rectilineo infinito por el que circula una corriente
I en la direccién +z. El alambre se localiza en el vacio a una distancia b de éste. Suponemos
un T1 no trivial de radio a < by con TMEP 0 # 0, con su eje paralelo al alambre y pasando
por el origen, como se muestra en la figura 1.12. Por simplicidad elegimos las coordenadas

tal que ¢’ = 0. Por la tanto la densidad de corriente es j* (x') = 136 (¢') 6 (o — b). La
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solucién para este problema es

—+00 +oo

40 = [ 6 ex) ()X =2l DTS s p bR e (1132

donde las componentes de la GF reducida en coordenadas cilindricas estdn dadas por las
Ecs. (1.71)-(1.73). Usando las componentes correspondientes encontramos que los poten-

ciales escalar y (la componente no cero del) vectorial son

+oo
A° (x) = —416 llcl/né MCmm (p, b) sinmep, (1.133)
m=1
+oo
3(u) — 9T ¥ 2,2
A% (x) = 21 lim {90 (p,b) + 2; [gm (p,b) — 0°m*g,, (a, @) Crnm (p, b)] cos msO} :

(1.134)

La GF reducida en el vacio es g, (p, p'; k) = L, (kp<) K, (kps), donde 1,,, y K, son las
funciones de Bessel modificadas de primera y segunda clase, respectivamente. Usando la
forma limite para argumentos pequenios de las funciones de Bessel modificadas [105], el
limite £ — 0 de la GF reducida es

1 pe< m
7 /. —
lim g (p, s k) = 5~ (p>) , (1.135)

y entonces limy_,o fn, (k) = m/2. De esta manera los potenciales se reducen a

410 X1 fa a\™
A% (x) = — _ § — (== i 1.136
(x) 44602~ m (P> b) P ( )

“+o00
A3 (x) =21 {—logp> + Z
m=1

1 /b \" 62 1 "

— (—<> - —— (a_<g) cosmp p,  (1.137)
m \ p> 4462m \p>b

donde los simbolos > y < denotan el mayor y menor en el cociente a/p. Las sumas pueden

calcularse de forma analitica, con el resultado

A% (x) = 4]9~ arctan | ——0 P : (1.138)
4+ 62 cosp — L=t

a< a

02 ac a a-a\’
A2 (x)=1¢—-1lo 2 _2bpcosp + b?| + _log |1 —2—==cosp + (—<—> .
(%) { g [p* = 2bpcos p + 7] TR S5
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Figura 1.12: La figura ilustra un hilo conductor rectilineo infinito que porta una corriente I
en la direccién +z (saliendo de la pégina), localizado a una distancia b del eje de un cilindro
de radio a < b. La regién p < a estd caracterizada por un TI no trivial (# # 0), mientras que
la regién p > a es el vacio (6 = 0). En la regién p > b > a, el campo magnético corresponde
al generado por el hilo conductor original, méds dos corrientes imagen: una de magnitud I”
localizada en el origen, y otra de magnitud I’ = —I” localizada en d; mientras que el campo
eléctrico puede interpretarse como el producido por dos corrientes magnéticas inducidas: una de
magnitud J” en el origen y otra de magnitud J' = —J" localizada en b. En la regiéon b > a > p, el
campo magnético corresponde al generado por una corriente I, mientras que el campo eléctrico
corresponde al generado por una corriente magnética J"”, ambas localizadas en b.

Ahora analizaremos los campos en las regiones (1): p > b > ay (2): b > a > p. En la

regién (1) los potenciales toman la forma

416 i
A((]l) (X) = m arctan (L@p) 5 (1140)

cosp — &

. (1.141)

- ,
A:()’l) (x)=1|—log (p2 + b — prcosgo) + 4i log (1 — 2%cosg0+ %)

92

donde d = a?/b. Los campos eléctrico y magnético correspondientes pueden calcularse

directamente como E = —VA? y B = V x A, respectivamente. El resultado es
410 dsin ¢ . 1 p—dcosp .
E =— — - — 1.142
w () 4+ 02 lp2+d2—2dpcos<pp+ (p p? 4+ d?> — 2dp cos ¢ JE )

B(l) (X) =

—21bsin ¢ L 2162 dsin ¢ .
P2+ b2 —2bpcosy 4+ 02 p*+d%2— 2dpcosp

21 (p — 2167 (1 -~
(p—bcosp) 0 (_ p— dcosg )]¢ (1.143)

P2+ b2 —2bpcosp  4+02 \p p2+d®—2dpcosep
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Los campos pueden interpretarse como sigue. El campo magnético corresponde al generado
por el hilo conductor original (que porta una corriente I y se localiza en b), mas dos
corrientes imagen: una de magnitud I” = 162 /(4 + 52) localizada en el origen, y otra de
magnitud I’ = —I" = —I16%/(4 + 62) localizada en d = a?/b. El campo eléctrico puede
interpretarse como el producido por dos corrientes magnéticas inducidas: una de magnitud
J" = —210/(4 + 6%) en el origen y otra de magnitud .J' = —J" = 210/ (4 + 6?) localizada

en d.

En la regiéon (2) los potenciales son

Ay (x) = 416~ arctan | — " = (1.144)
4+ 62 cosp — -

A?2) (x) = 4[~ log (p2 + b — 2bp cos 4,0) . (1.145)
4+ 02

de donde pueden obtenerse los campos EM directamente. El resultado es

410 bsin ¢ R p—bcosp R
E = _ — 1.146
@ () 4 + 62 {p2+b2—2bpcosg0p p2+62—2bpcosgo4 ’ ( )
41 2bsin ¢ . 2(p—bcosy)
B(g) (X) = = - 2 14 5 7 . (1.147)
4402 p*+0b%>—2bpcosyp p? +b* — 2bpcos

El campo magnético en esta regién corresponde al generado por una corriente [ =
A41/(4 + 52) localizada en b; mientras que el campo eléctrico corresponde al generado por

una corriente magnética J” = —2I6/(4 + 62) y se localiza en el mismo punto.

1.3.8. Hilo infinito cargado cerca de una interfaz 6 cilindrica

Consideremos un alambre rectilineo uniformemente cargado, con densidad de carga A.
El alambre se localiza en el vacio a una distancia b del eje z y paralelo a éste. Suponemos
un TI no trivial de radio a < by con TMEP 6 # 0, con su eje paralelo al alambre y
pasando por el origen. Nuevamente elegimos las coordenadas tal que ¢’ = 0. De esta
forma la densidad de corriente puede escribirse como j* (x') = 27,6 (¢') 0 (o' — b). La

solucién para este problema es

+oo +oo

() = [ GG ()X =20l S ST g (bR MR (1149

m=—00 m’'=—o0
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Figura 1.13: La figura ilustra un alambre rectilineo uniformemente cargado, localizado a una
distancia b del eje de un cilindro de radio a < b. La regién p < a estd caracterizada por un TI
no trivial (f # 0), mientras que la regién p > a es el vacio (f# = 0). En la regién p > b > a, el
campo eléctrico corresponde al generado por el hilo cargado original, mas dos lineas de carga
imagen: una lozalizada en el origen y con densidad de carga \”, y otra con densidad de carga N
localizada en d. El campo magnético es producido por dos hilos con densidad uniforme de carga
magnética: el primero localizado en el origen y con densidad A”, y el segundo con densidad A’
localizado en d. En la regién b > a > p, el campo eléctrico es generado por un hilo uniformemente
cargado, con densidad de carga A", mientras que el campo magnético es generado por un hilo
con densidad uniforme de carga magnética A"/, ambos localizados en b.

Las componentes no cero, pueden calcularse de la misma manera que en el ejemplo ante-

rior. El resultado final es

62 aca aca\’
A% (x) = A< —log [p* — 2bpcos p + b*| + —log |1 —2—=—cosy + (—<—) ,
(x) { g[P P ¥ } 102 g o b ¥

(1.149)

4 ~ .
A (x) = A arctan <&> . (1.150)

4+ 62 cosp — =2

< a

Ahora analizamos los campos EM en las regiones (1): p >b>ay (2): b >a > p. En la

regién (1) los potenciales toman la forma

02 d 4
A% (x) = X |—log [p? — 2bp cos p + b?] + — 1o (1—2—cos +—) . (1151
() (%) g [p p cos p + ] TR S coset (1.151)
4 ~ .
A (x) = A retan (S22 (1.152)
4+ 62 cosp — &
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donde d = a?/b. Los campos eléctrico y magnético pueden calcularse de la manera usual.

En la regién (1) el resultado es

2X (p — beos ) 2N0? (1 p—dcosp R
E(l) (X) = 2 2 ~ T o 2 P
p?+ 02 —2pbcosy  4+62 \p p?+d?—2dpcosp
2D si 2067 i
Absin B )\9~ dsin ¢ 5, (1.153)
P2+ 0% —2pbcosy 4402 p*+d? — 2dpcosp
ANO 1 p — dcosp . dsin ¢ .
B = — - — — : 1.154
&)= KP p2+d2—2dp00890)p p2+d2—2dpcoseo4 (1154

Los campos pueden interpretarse como sigue. El campo eléctrico corresponde al gene-
rado por el hilo cargado original (con densidad de carga A localizado en b), més dos lineas
de carga imagen: una lozalizada en el origen y con densidad de carga \” = P& /(4 + 52),
y otra con densidad de carga N = —\" = —\0%/(4 + 6?) localizada en d. El campo
magnético es producido por dos hilos con densidad uniforme de carga magnética: el pri-
mero localizado en el origen y con densidad A” = 200 /(4+ 92), y el segundo con densidad
AN = —A\" = 2)\/(4 + 6?) localizado en d.

En la regién (2) los campos EM resultan

A\ 2(p—"bcosp) . 2bsin .
E _ _ 1.155
(2) (X) 4+ 62 |:p2—|—b2—2prOSSOp p2—|—b2—2,0bCOSQOS0 ( )
AN (. p—bcosg : bsin ¢
B _ i : 1.156
(2) (X) 4 + 62 <pp2 + b2 — 26[)(308%0 + (sz + 5% — prCOSQD ( )

Se observa que el campo eléctrico es generado por un hilo cargado uniformemente, loca-
lizado en by con densidad de carga N = 4)\/(4 + 6); mientras que el campo magnético

es generado por un hilo con densidad uniforme de carga magnética A" = —4X0/(4 + 62).

1.4. Discusion

La electrodinamica @ es una extension topoldgica interesante de la teoria de Maxwell,
donde la accién de Maxwell se acopla al invariante de Pontryagin electromagnético por
medio de un campo escalar 6. Esta extension tiene la misma forma que la electrodinamica
axionica de Wilczek; sin embargo, en la ED6 el campo escalar de acoplamiento es constante
por secciones. Se trata de un modelo simplificado de la respuesta electromagnética de
aislantes topolégicos, dado que se considera que ¢ = p = 1 en todo el espacio, y es
bien sabido que estos materiales poseen propiedades épticas diferentes de las del vacio.

Para tomar en cuenta dichos efectos, debemos considerar que tanto el campo 6, como la
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permeabilidad y permitividad, son constantes por secciones.

Se introdujo el método de la funciéon de Green en la ED@ para estudiar el efecto
topolégico magnetoeléctrico en la interfaz en donde 6 es discontinuo. Construimos la
funcion de Green para diferentes geometrias de la interfaz 6, considerando aquellas que
pueden ser de mayor relevancia en trabajos experimentales, estas son: plana, esférica
y cilindrica. La ecuacion diferencial que satisface la funcion de Green puede integrarse
usando el mismo método que se usa en mecanica cuantica para calcular la funciéon de
Green de la ecuacién de Schrodinger con potencial §. Se discutieron aspectos relacionados
con el teorema de Earnshaw y el tensor de energia-impulso en la ED6. La tltima seccion
se dedicé a diferentes aplicaciones simples. Para el caso de una carga puntual cerca de
una interfaz 6 plana, nuestros resultados nos permiten interpretar los campos como los
producidos por la carga original, cargas imagen, y monopolos magnéticos inducidos. La
aparicion de éstos no viola la ley de Maxwell V - B = 0, sino que son producidos por
una corriente eléctrica inducida en la interfaz 6, y que da origen a un campo magnético
que tiene la forma correcta del que se esperaria debido a un monopolo magnético. De
la misma forma se intepretaron los campos electromagnéticos producidos por diferentes
fuentes simples en presencia de interfaces 6 con diferentes geometrias.

La formulacion de la ED6 que discutimos aqui presenta ciertas similitudes con las
teorias de campos de Janus, cuyas soluciones consisten de dos espacios de Minkowski uni-
dos por una interfaz 2-dimensional, tal que el campo dilaténico adquiere valores asintéticos
distintos en cada region. Esta situacion es semejante a lo que ocurre en la ED6, en donde
el campo 6 toma diferentes valores constantes en cada lado de la interfaz 6, similar a la
discontinuidad finita que presenta el valor asintético del campo dilaténico en la solucion de
Janus. Sin embargo, como se demostré en la Seccion 1.3, las ED6 no es un caso particular
del sector fotonico del modelo 1/2 BPS para una interfaz delgada [89].

El método de la funcion de Green presentado en este capitulo puede extenderse al
caso dinamico, que serd relevante en el estudio de la radiacién de aislantes topoldgicos.
En la literatura se ha hecho poco (o nulo) esfuerzo por estudiar la radiacién de TIs. En
el capitulo 3 se extiende el presente andlisis al caso en que las propiedades opticas de un
TT son diferentes de las del vacio. Parte de las técnicas usadas serdan de utilidad, pero hay

otras que merecen la pena ser estudiadas con detalle.
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Efecto Casimir con Aislantes

Topolodgicos

En teoria cuantica de campos, a menudo se afirma que la energia de punto cero no
es observable, y por esta razén se introduce el ordenamiento normal en la teoria. En
1948 Casimir se dio cuenta de que esta conclusién es incorrecta, cuando demostré que
las fluctuaciones en la energia de punto cero del campo electromagnético dan origen a
una fuerza de atraccién entre dos placas paralelas perfectamente conductoras [106]. Su

resultado, a temperatura cero, para la fuerza en unidad de drea es

hem?

- 2.1
240L4 (2.1)

Fp =

donde L es la distancia entre las placas. La fuerza de Casimir es muy pequena a escalas
macroscépicas y solo es relevante a escalas del orden o menores que micras. Por ejemplo,
cuando las superficies estan separadas a distancias de unos pocos micréometros, ésta es
del orden de 107N /m. No obstante, el efecto Casimir (EC) ha sido confirmado en expe-
rimentos cuando las placas estan separadas en el rango 0,5 — 3,0um con una precisién del
15 % [107].

El origen de la fuerza de Casimir puede entenderse de forma simple a partir de la figura
(2.1). Fuera de la cavidad formada por las placas, estdn permitidas todas las frecuencias
de vacio. Dentro de la cavidad, sin embargo, los modos de vacio adquieren frecuencias
discretas (que son consecuencia de las condiciones de borde que satisface el campo EM en
las placas). Esto origina una diferencia en las densidades de energia del campo EM entre

estas regiones, lo que a su vez, da origen a la fuerza de atraccion entre las placas.

En general, el EC puede definirse como el stress (fuerza en unidad de area) sobre

una superficie cerrada cuando un campo cudntico estd confinado en ese volumen finito.

41
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Figura 2.1: Origen del efecto Casimir.

Las superficies pueden ser medios materiales (con propiedades electromagnéticas como
funciones dieléctricas), interfaces entre diferentes fases del vacio de una teoria de campos
(tal como la cromodindmica cudntica, en donde los campos de color existen sélo en la
regién interior), o topologias del espacio (e.g. teorfas con dimensiones adicionales, tal
como Kaluza-Klein o teoria de cuerdas). En todos los casos, las superficies restringen los
modos de los campos cuanticos de vacio, dando origen a una fuerza medible que puede
calcularse de muchas maneras. Tal vez el procedimiento mas obvio es calcular las energias
de punto cero en presencia de las placas y en el vacio. Aunque ambas energias divergen
fuertemente, su diferencia da origen a una energia finita, que se conoce como energia de
Casimir. La variacién de la energia de Casimir respecto a la separacién entre las placas
nos da la fuerza (en unidad de drea) entre las superficies. Un enfoque alternativo consiste
en usar funciones de Green. Dado que la funcion de Green representa el valor esperado
de vacio del producto de los campos (ordenados temporalmente), es posible calcular el
valor esperado de la energfa del campo EM, E = L [ [E*(r) + B*(r)] dr, en términos de
la funcién de Green evaluada en un mismo punto. Para una revisién detallada del EC,

ver por ejemplo las Refs. [108, 109].

La accesibilidad experimental a la fisica en el orden de micrémetros, ha motivado el
estudio tedrico del EC en diferentes escenarios, incluyendo el modelo estandar [110] y el
sector gravitacional [111]. El reciente descubrimiento de 3D TIs [65] ofrece un terreno
adicional en el que se puede estudiar el EC. Dispositivos experimentales con TIs son
factibles, sin embargo, ain no se ha detectado el TME. En esta direccién, los autores
en las Refs. [74, 112] proponen arreglos experimentales usando TIs para medir el efecto

Witten. De la misma forma, en la Ref. [70] se propone medir la conductancia de Hall
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fraccionaria (cuantizada a nimeros semi-enteros) sobre la superficie de dos TIs. La fuerza
de Casimir entre 3D TIs se estudié en las Refs. [79, 80]. Los autores proponen medir tal
efecto usando el TT T1BiSe,, sin embargo la precision experimental requerida para hacerlo
aun no se ha alcanzado en el laboratorio. La caracteristica mas notable de esta propuesta
es que, debido al TME, la magnitud y signo de la fuerza de Casimir entre dos TIs puede
modularse. Hacemos notar que los célculos en la Ref. [79] se hicieron usando el enfoque de
dispersion al EC, i.e., usando las matrices de reflexién (que dependen de los coeficientes
de Fresnel) en las interfaces de los TIs. El propdsito de este capitulo es estudiar el efecto
Casimir entre TIs usando la matriz de funciones de Green que carateriza al TME.

El sistema de Casimir que consideraremos esta formado por dos placas paralelas per-
fectamente conductoras (etiquetadas por Py y P) separadas por una distancia L, con un
TI no trivial entre ellas que esta perfectamente unido a la placa P,, como se muestra en
la figura 2.2. La superficie ¥ del T1I, localizada en z = a, se supone cubierta por una capa
magnética delgada que rompe la simetria TR. El andlisis local que presentamos aqui es
similar al realizado en la Ref. [101] para el caso estdndar. En la seccién 2.1 construimos la
matriz de GF para esta configuracion, siguiendo un procedimiento similar al de la seccion
1.2, sin embargo, aqui debemos considerar el caso dependiente del tiempo. En la seccién
2.2 calculamos el valor esperado renormalizado del tensor de energia-impulso en la regién
entre las placas. Usandolo, calculamos la fuerza de Casimir que las placas ejercen sobre la
superficie > del TI. Finalmente tomamos el limite en que la placa P, se envia al infinito
(L — 00) para obtener la fuerza de Casimir entre una placa conductora y un TI no trivial
semi-infinito. Usamos el analisis local, no s6lo como un método alternativo al de enfoque
de dispersién, sino también para ilustrar otro uso de la matriz de GF de los T1s calculadas

en las seccion anterior.

2.1. Matriz de funciones de Green dependiente de w

La accion efectiva que gobierna la respuesta electromagnética de los TTs estd dada por

la Ec. (1.2). Las ecuaciones de Maxwell modificadas que se obtienen son
B, F™ + Z(9,0)F" = 4nj”. (2.2)
T

Para el sistema de Casimir en estudio, mostrado en la Fig. 2.2, consideramos las condicio-
nes de borde estandar para las placas conductoras P, y P,. De este modo, las condiciones
de frontera apropiadas ahi son n,F"|p, , = 0, donde n, = (0,0,0,1). De la Ec. (2.2)
vemos que si 6 es globalmente constante, la propagacion de campos EM es la misma que

en la electrodindmica estandar. Sin embargo, cuando campos EM atraviesan la superficie
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Figura 2.2: Configuracién del efecto Casimir en § ED.

de un TI, aparecen los TMEs. Estos efectos pueden incorporarse en las ecuaciones de

campo escribiendo la TMEP del slab de TT en la forma
0(z) =0H(z —a)H(L — 2), (2.3)

donde H(z) es la funcién de Heaviside. En la norma de Lorentz, d, A" = 0, la ecuacién

diferencial para el 4-potencial, en la regién entre las placas, es
nt,0 — 05 (2) nee™ 0,| A = 4mj*. (2.4)

Aqui 8% = 9,0" = 9? — V2 y = —af /7. El término de borde (en z = L), que falta en la
Ec. (2.4), es idénticamente cero debido a la condicién de frontera en la placa P». De esta
forma, la Ec. (2.4) implica que el inico TME presente en nuestra configuracién de Casimir
es el que se produce en la superficie . Como se discutié en el capitulo anterior, y como
puede verse de nuevo en la Ec. (2.4), las ecuaciones de movimiento en los bultos, vacio
[0,a) y TT (a, L], son las mismas que en la electrodindmica estandar, y que el término 6
afecta a los campos sélo en la interfaz Y. Las condiciones de borde en ¥ son exactamente
las mismas que en el caso estatico Ecs. (1.13)-(1.16), y que aqui reescribimos en términos
del 4-potencial:

AT 0 (@AM T = —aee 9,47

z=a~

(2.5)

z=a’

que se derivan integrando las ecuaciones de campo sobre una regién en forma de caja de
pildoras alrededor de 3. La discontinuidad de 0, A" a través de X produce la transmutacién
entre los campos eléctrico y magnético, que es lo que caracteriza al TME de los T1Is. Para

obtener la solucién general de la Ec. (2.4) para una configuracién arbitraria de fuentes
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externas, introducimos la matriz de GF G”_ (z, 2'), que satisface
[ma? — 05 (%) é’wyaa] G¥ (z,2') = dm 8 (z — '), (2.6)

junto con las condiciones de frontera de la Ec. (2.5). Ahora resolveremos la Ec. (2.6)
de la misma forma en que lo hicimos en el capitulo anterior para el caso estatico. Cabe
mencionar que se us6 una técnica similar en las Refs. [113, 114] para estudiar dos planos
paralelos modelados por dos funciones §. La GF que vamos a considerar tiene invarian-
cia traslacional en las direcciones paralelas a 3 (direcciones x y y), mientras que esta

invariancia esta rota en la direccion z. Explotando esta simetria podemos escribir

d*p dw ..oy
G', (z,2') = 47r/—e’p'R/ —— (=) k(2,7 2.7
() = dm [ B [ e g a2 )
donde R = (z —2',y —¥') y p = (ps, py) €l momento paralelo a ¥ [99]. En la Ec. (2.7)
se omite la dependencia de la GF reducida ¢*, en w y p. Por la antisimetria del simbolo
de Levi-Civita, la derivada parcial que aparece en el segundo término de la Ec. (2.6) no
introduce derivadas con respecto a z. Esto nos permite escribir la ecuacion diferencial

para la GF reducida ¢”_(z, z’) como
[77“”02 +i06 (2) € pal g%, (2,2)) =0t 6 (2 — 2') (2.8)

donde ahora 9% = p? —w? — 9? y p® = (w,p,0). Para resolver esta ecuacién diferencial
empleamos el mismo método que se usé para resolver el caso estatico, que es similar
al usado en mecanica cuantica para calcular la GF para el potencial § unidimensional,
donde se usa la GF reducida en el vacio para integrar la ecuacién completa que incluye
la interaccién 6. Aqui la GF libre que vamos a usar para integrar la Ec. (2.8) es la GF
reducida para dos placas paralelas perfectamente conductoras, localizadas en z = 0 y
z = L, que es solucién de la ecuacién diferencial 9%g (z,2') = 6 (2 — 2/) y que satisface las

condiciones de frontera g (0,z") = g (L, 2') = 0, esta es:

g(z,7) = sin [pz<|sin [p (L — 2]

psin [pL] ’ (2.9)

donde z. (z.) es el mayor (menor) entre z y 2/, y p = y/w? — p2. Ahora, la Ec. (2.8)
puede integrarse directamente usando la GF libre (2.9) junto con las propiedades de la

funcién 4, reduciendo el problema a un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas,

9 (2,2) =100 (2,2') — 0" pag (2,0) ¢*, (a,2) . (2.10)
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Se observa que la continuidad de g en z = 2’ implica la continuidad de g*, ahi, y que
la discontinuidad de 0.g en el mismo punto nos da la correpondiente discontinuidad de

0.g"_, de acuerdo con la condicién de frontera (2.5).

El problema se reduce ahora a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas acopladas
para las componentes ¢, de la matriz de GFs reducida. Separamos la Ec. (2.10) en sus

componentes u =0y p=j5=1,2;

N=n"g(z2)— iéeSOijpig (z,a) gja (a,2'), (2.11)

%
- -9 (Za Z/) - iéesjiopig (Za CL) goa (a’ Z/) - iéegjoiwg (Za CL) gia' ((l, Z/) . (212)

g (z,z
9. (z.2)=n
Noétese que la Ec. (2.11) es igual a la Ec. (1.50) del caso estético, mientras que la Ec.
(2.12) difiere de la Ec. (1.51) por el tercer término del lado derecho, que depende de
w. Para resolver el sistema de ecuaciones, observamos que la Ec. (2.12) acopla los dos
valores posibles de j, que pueden desacoplarse si evaluamos dicha ecuaciéon en z = a y
reinsertamos el resultado en la misma ecuacién. Se obtiene

00(2,2') =i m',wg (2,a) g (a,2') + 6°w?g (2,0) 8 (a,0) ¢, (a, %)

- Zé [esjiopi - Zéwp]g (aa CL) g (Za a) goa (CL, Z/) ’ (213)

gja (Zv z/) - 77j

que es una ecuacién algebraica que involucra la componente ¢°  y sélo una componente
con j fija, i.e. ¢’,, de manera similar que en la Ec. (2.11). Para obtener la Ec. (2.13) se
usaron los resultados ¢°,¢¥ p. = p7 y €7°.6%0, g* = —¢’__ Ahora nos concentraremos en
resolver simultdneamente las Ecs. (2.11) y (2.13). Para hacerlo, evaluamos la Ec. (2.13)
en z = a y resolvemos para gja (a, 2"). Luego sustituimos el resultado en la Ec. (2.11). Se

obtiene

90 (2,2) = 1,8 (2, 2') =0 pay . (2,0) g (a, ') —6°P?a (. a) 9 (2, a) ¢°, (a,2') , (2.14)

. 30i 3k — 2 0 /
donde se uso el resultado €™ prp; = p*. Ahora resolvemos para g°, (a, 2') evaluando la

Ec. (2.14) en z = a y despejando. Insertando el resultado en la misma ecuacién obtenemos

@ (z,7)=n", [g (2,2') + épQQ (a,a) P (z, z')} + [éwnkapkg (a,a) + i’ Bp;| P (2,7,
(2.15)

donde ,
_é g(z,a)g(a,z)

il 1 — p?6%g® (a,a)

(2.16)
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Las componentes restantes puede obtenerse de la misma manera. El resultado final es

7o (2,7) = |fwp/g (a.0) + i€y *pi| P (2., (2.17)
g (=) =159 (2 2) + |Ba (a.a) (p'ps = 'p?) +i" | P(2,2),  (218)

con i,j = 1,2. La solucién general de la Ec. (2.10) puede escribirse como la suma de dos
términos, ¢*, (z,2') = n*,9(2,2') + g}, (2, 2'). El primer término describe la propagacién

en ausencia del TI. El segundo, que llamaremos GF6 reducida, y que es igual a
gk (2,7) = g (a,a) [p'py — (0", + n'n,) p°] P (2, 7)) +ie",®po P (2,2'),  (2.19)

contiene la informacion del TME debido al término 6 en la accién. Se puede verificar de
forma directa que la Ec. (2.19) contiene los resultados previos de las Ecs. (2.15), (2.17) y
(2.18).

En el limite estético (w = 0), el resultado de la Ec. (2.19) se reduce al que se obtuvo en
el capitulo anterior en la Ec. (1.56). Claramente, la matriz de GF completa G*, (z, 2) tam-
bién puede escribirse como la suma de dos términos, G*, (z,2") = n* G (z,2")+GY, (z, 2').
Observemos de paso que la relacion de reciprocidad entre las componentes de la matriz
de GF, G, (z,2") = G,,(2', x), es consecuencia directa de la propiedad g,, (2,2, p%) =

gup (Zla Z, _pa)'

2.2. Valor esperado de vacio del tensor de energia-
impulso

Como se discutié en la Seccién 1.1.3, el tensor de energia-impulso (SET) en ED# tiene
la misma forma que en la electrodinamica de Maxwell. Aqui partimos del SET en su forma
covariante:

o~ L (—FMF”A - anFaﬁFaﬁ) : (2.20)
dm 4

Claramente el tensor tiene traza cero, i.e., T" =0y su divergencia es
0, T" = —F"j* — (0/4m)8 (Z) n,, F*\ . (2.21)

Como se esperaba, el SET no esté conservado en ¥ debido al TME que induce densidades
de cargas y corrientes efectivas ahi.
Ahora vamos a discutir el valor esperado de vacio del SET, al que nos referiremos

simplemente como stress de vacio (VS). El enfoque local para calcular el VS lo iniciaron
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Brown y Maclay, quienes calcularon el VS usando la funcién de Green del sistema [101,
115]. Ahi, el VS puede obtenerse a partir de derivadas apropiadas de la GF, en virtud de
la Ec. (2.1E) de la Ref. [116],

G (z,2") = —i (0| TA* (z) A (') |0) . (2.22)

Utilizando la técnica de separacién de puntos estandar, el SET puede escribirse como

sigue

=~ g [auaw/ﬂ (2) Ay (2) — O\ A () A” (a') — DY AP (z) Ay (2')

T x—ax’

+ PO AM (z) AV (1)) — %17”” {0°0,, A (z) Ay (2') — 0“0 A" (z) As (2)} } . (2.23)

Ahora tomamos el valor esperado de vacio del SET (2.23) y usamos la Ec. (2.22) para
identificar las componentes de la GF. El resultado es

(T) = = lim, | = 00" G2, + "G + DG, — 9POGH

T x—a’

N %n,w (aaé?;G*A _ aaafﬁgﬁa) } L (2.24)

donde se omite la dependendia de G*” en = y 2’. Este resultado puede simplificarse como
sigue. Dado que la GF puede escribirse como la suma de dos términos, el VS también

podra escribirse de la misma manera, i.e.,

(T = (o) + (1), (2:25)
El primer término,
Iz L v 1 mr 9A gl !

es el VS en ausencia del TI. Para obtener la Ec. (2.26) usamos que la GF es diagonal
cuando el TI estd ausente, i.e. es igual a n*,G (z,2'). El segundo término, al que nos
referiremos como stress de vacio 6 , o simplemente VS, puede simplificarse dado que la
GF0 satisface la norma de Lorentz 9,G}” = 0. La demostracion se sigue de la GF reducida
de la Ec. (2.19):

d*p . d, : ;
O, (i’x/):_m/ (zvrl;elp‘R/ e g, (2,7 (2.27)
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sin embargo, de la GF6 reducida encontramos que

pudy, (2,2) = {59 (a,a) [pup''py — pp (0", +1*0,) p*] + iE“V“?’pupa} P(z,7)

= {ég (a,a) [prV — (py +pun“ny)p2] + ie"ua?’pﬂpa} P(z,2"). (2.28)
Usando que €*,*3p,p, = 0y p,n* = 0 se obtiene

pudy, (2,2") = 0g (a,a) [p*p, — pup*] P (2,2) =0, (2.29)

lo que implica que la Ec. (2.27) es cero, i.e. 9,GY, (x,2") = 0, como se queria demostrar.

Con este resultado, el VS# puede escribirse como

(T = 4%, lim, {8“8”’(}9 + 90, (G’g“ — %n“”Gg)] : (2.30)
donde Gy = GY ., es la traza de la GF6. Este resultado exhibe que la traza es cero a nivel
cudntico, i.e., 7, (I}") = 0. Para la situacién més simple en que el SET esté conservado,
es posible verificar que 0, (T") = (9, T*") = 0. Sin embargo, como sefialan Deutsch y Can-
delas [116], esta identidad no es necesariamente una regla. El problema que estamos tra-
tando es un ejemplo de esto, dado que (9,T4") = (8/8mi)d(2)n"3 e *F lim,_,w 950!, Goup,

que como puede demostrarse, es diferente es 9, (T3").

2.3. El efecto Casimir

Ahora vamos a calcuar el VS renormalizado (T*") ., que se obtiene como la diferencia
entre el VS en presencia de fronteras y el del vacio. En el caso estandar (¢ = 0), Brown y

Maclay [101] demostraron que es uniforme entre las placas,

2

720L4

<tuy>ren =

(" + 4ntn”) | (2.31)

donde L es la distancia entre las placas. La fuerza de Casimir entre las placas puede
obtenerse derivando la energia de Casimir £, = L () = —m?/720L? con respecto a L,
i.@., FL = —dgL/dL = —7T2/240L4.

Ahora nos ocuparemos de calcular el VS6 renormalizado (2.30) para nuestro sistema de
Casimir. Para hacerlo, seguimos las lineas descritas en las Refs. [101, 116]. Sustituyendo la

representacion de Fourier de la GF# encontramos que el VS# puede escribirse en términos
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de la GF0 reducida como sigue
y [ d&p dw 5 1 .
my =i [ b [ 5 i |orera - 000y (4~ )| e

donde 0" = (—iw,ip,d.) y go = gy, es la traza de la GFf reducida. De la Ec. (2.19)

encontramos que las componentes de la GF8 reducida son

95° = 0g(a.a) (p2 +p°) P(2,7) = 0g(a,a) (v* — p2
g’ =0,

de donde obtenemos que la traza es

o = —2p299 (a,a) P(z,2).

(2.40)

Ahora ya podemos calcular las componentes no cero del VS. Usando el resultado 99y =

p?—0.0. en la Ec. (2.32) junto con las componentes no cero de la GF reducida obtenemos

<T£°>=+z’/ /_9“) 8(a,a) lim, (p* + 0:0,) P(z,2),

(Ty") :+i/W/2_9px (a,a) hm (p* + 0.0
(1) = +i [ ]

2
(T;?) = —|—z/ @'p /—ngaa hm (p* + 0.0,

/—pr a,a) hm (p + 0.0,

) (27 Zl)?
) (Z Z/)a
) P(z, 7).

(2.41)
(2.42)
(2.43)

(2.44)

Las componentes no diagonales dependen de w, p,, p, o productos cruzados de ellos. Como

las integrales van de —oo a +o00, y dado que P(z,z') depende de w? y p?,

entonces esas

componentes se anulan. De esta forma concluimos que sélo las componentes diagonales
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del VSO no son cero. Estas pueden resumirse en la siguiente expresion

o [ dP dw , , ) ) /
(13") :zefﬁ/g (pp” +n'n"p®) g (a,a) lim, (p* + 0.0.) P (2,2) . (2.45)

Del resultado (2.45) ahora calculamos el VSf renormalizado, que esta dado por (7;") =
(T5") — (15")

de las placas [116]. Cuando las placas no estan, la GF reducida que debemos usar para

aes donde el primer (segundo) término es el VSO en presencia (ausencia)
calcular el VSO en la regién [0, L] es la del vacio, go (2, 2’) = (i/2p) exp(ip|z — Z|) [99], de
donde encontramos que lim, ., 9,0, P (z,2') = —p*lim, . Py (2, 2’), lo que implica que
el integrando en la Ec. (2.45) se anula. La funcién Py esta dada por la Ec. (2.16), con la

GF reducida del vacio. De esta forma concluimos que (T3") = 0.

Ahora calcularemos (T}") = (T}") a partir de la Ec. (2.45). De la simetria del

problema, las componentes del VS# en las placas, (T,') y (T#%), son iguales. Ademds, de

ren

la estructura matemadtica de la Ec. (2.45) encontramos la relacién (T)°) = — (T;!). Estos
resultados, junto con la naturaleza de traza nula del SET, nos permiten escribir el VS#

renormalizado en la forma

(T3 ) ren = (0" +4nt'n") 7(0, 2), (2.46)
donde
3 2
7(0,z) =6 / (CQZTP; / Z—j:wQQ (a,a) Zh_rlel (p* +0.0.) P(2,2"). (2.47)

Noétese que nuestro VS6 tiene la misma estructura tensorial que el obtenido por Brown
y Maclay (2.31), sin embargo, nosotros tenemos un VS que depende de z debido a la no
conservacion del SET en 3. Para entender mejor la funcién 7(0, z), calcularemos el limite

en el integrando de la Ec. (2.47), y para hacerlo, primero escribimos la funcién P(z, z’):

Pz ) —0 1 sin?[p(L — a)] sin [pz] sin [p2'] , 2,7 <a
2,2 ) = = N )
1 — 02p2g2 (a,a) p*sin® [pL] | sin[pa]sin[p (L — 2)]sin[p (L — 2")] , 2,2 >a
de donde obtenemos
-0 1 in?[p(L —
lim <p2 + azag) P(Z, Z/) _ _ 0 — Sin [p(Q a)] 5 z<a (248)
z—2/ 1 — 02p2g2 (a,a) sin” [pL] sin®[pal , Z>a

Ahora vamos a evaluar la integral en la Ec. (2.47). Primero observamos que el integrando

depende de p? y w?. De esta forma, podemos usar coordenadas polares para el elemento
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de momento, d*p = |p|d|p|dy, donde 0 < p < 27 y 0 < |p| < oo. La integral sobre ¢ da

27. De esta forma obtenemos

02 9 sin[pa] sin[p(L—a)]

o d Hoo d, sin
7(0,2) = —27?2'/ —|p| |I;| aw psin[pl] S X
0 (271') S 27 1— é2p2 {Sll’l[pa] sin[p(L—a) }
sin? [pal

pemlpl]
sin? [p (L — a)] .
{ sin? [pL] Ha=2)+ sin? [pL]

———H(z— a)} . (2.49)
Ahora hacemos una rotacion compleja de la frecuencia,

w— i , p — i/ (? + p? = ip. (2.50)

De esta manera la integral puede escribirse como sigue

n2 sinh[pa] sinh[p(L—a)]

+oo CQ 9 sinh[pL
" Ipldlp] / s L]

hpalsimhlp(Ea)] 12
9 | sinh[pa] sinh[p a
1+9 { sinh[pL] }

sinh? [p (L — a)] . sinh? [pa]
{ sinh? [pL] H{a=2) sinh? [pL]

7(0,2) = —

ar? ),

H(z— a)} . (2.51)

donde se uso que sin[iz] = isinh z. La integral que resulta puede hacerse mejor en coorde-
nadas polares. Remplazamos ( y |p| por las coordenadas polares ( = £ cos ¢, |p| = £ sin g,

integrando primero sobre ¢ y luego sobre . El resultado es

- oo 72 sinh[€a] sinh[£(L—a)]
. 1 /2 . 9 + 3 0 sinh[¢L]
7(0,2) = ) cos ¢ sin® pdp 19 -~ ] 5 X
T —n/2 0 n2 J sinh[€a] sinh[(L—a)
/ 1+ 0 { sinh[¢L] }
. h2 I — : h2
ey, Stled )
sinh” [£L] sinh® [£L]

La integral angular puede realizarse directamente, obteniendo 2/3. Después de reescalar

el integrando encontramos

oo 72 sinh[€x] sinh[£(1—x)]
7_(0 Z) _ _; /+ 53 0 sinh[¢]
’ 6m2L4 J, o f sinhfex]sinh[e(1-x)] |
146 { sinh[¢] }
. h2 1 — : h2
sin [5(2 X)]H (a—2)+ S 2_[§X]H (z—a) ¢, (2.53)
sinh” [¢] sinh” [¢]

donde x = a/L, tal que 0 < x < L. Ahora observamos que esta funcién puede escribirse
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como sigue

7(0,2) = g(0, x)H(a — 2) + 9(0,1 —x)H(z — a), (2.54)
donde
o 72 sinh[€x] sinh[€(1—x)] .
g(0,x) = — 1 /+ ¢ 0 sinh[¢] sinh? [¢ (1 — X)] (2.55)
) 6m2L* J, 1462 {sinh[gx]_sixfll[1£[]§(1_x)]}2 sinh? €]

Finalmente reescalamos la funcién ¢(#, x) usando la densidad de energia almacenada entre
2

—72’6?. El resultado es

dos placas paralelas conductoras en ausencia del TI, i.e. £, =

2

9(0,x) =

donde

10 /oo 0 sinh [ex]sinh” € (L= ]sink *[¢] ) o
0

u(@, x) = — R
6.0 mt 1 + 62 sinh? [€x] sinh? [¢ (1 — )] sinh ™2 [¢]
De esta forma, el VS0 renormalizado en la Ec. (2.46) puede escribirse como sigue

2

(T = =g (1 + 40 [0, 0 H (0 = 2) +u(6,1 = )H (= )] . (258)

Fisicamente, interpretamos la funcién u (6, x) como el cociente entre la densidad de energia
0 renormalizada en la regién de vacio [0,a) y la densidad de energia renormalizada en

ausencia del TI, (¢t*) .

cuerpo del TT (a, L]. Este resultado demuestra que la densidad de energia es constante en

La funcién u(f,1 — x) tiene una interpretacién analoga en el

ambas regiones (vacio y TI), sin embargo, tiene una discontinuidad simple en la superficie
¥ del TI, i.e., 0, (Ty°)

la energia en unidad de area almacenada en el campo electromagnético entre las placas.

x 6(X). La energia de Casimir & = &, + & se define como

ren

Para obtenerla debemos integrar la densidad de energia en esta region,

£ — / dz (T = & [xu(0,x) + (1 — )u(8,1— ), (2.59)

donde &, es la energia de Casimir en ausencia del TI. El primer término corresponde a la
energia almacenada en el campo electromagnético entre P, y 3, mientras que el segundo
término es la energia almacenada en el cuerpo del TI. En la figura 2.3 se muestra un
grafico del cociente & /& como funcién de x para diferentes valores de 6 (apropiados
para TIs [79]).



Capitulo 2. Efecto Casimir con Aislantes Topologicos o4

EolEL
1.0¢ T

0.8}

0.6}

04}

0.2}

Figura 2.3: & /&1, como funcién de x = a/L, para diferentes valores de 6.

2.3.1. Fuerza de Casimir sobre la interfaz 6

El pistéon de Casimir, como se conoce en la literatura, consiste de una cavidad rectan-
gular de lado L de paredes conductoras con una placa conductora intermedia (pistén) a
una distancia a de una de las placas [117]. Es claro que esta configuracién es equivalente
al problema de dos cavidades conductoras adyacentes. De esta manera, es posible utilizar
los resultados del EC estandar para estudiar el pistén de Casimir. En este caso podemos
determinar la diferencia de presiones de Casimir ejercidas sobre ambas caras de la placa
intermedia. El resultado es que la energia de Casimir en cada region genera una fuerza
sobre el piston que tira de él hacia el extremo més proximo de la caja. Aqui consideramos
una configuraciéon semejante, en donde el piston es la superficie ¥ del TI. Dado que la

interfaz 6 cambia la densidad de energia del campo electromagnético en los cuerpos, una

fuerza de Casimir efectiva actuard sobre X. Esta puede obtenerse como Fy, = —d&y/da.
El resultado es P L4
Op
— = ——— 0 1-— 0,1— 2.60
T, 3y [xu(, x) + (1 = x)u(0, 1 = x)], (2.60)

donde F7, es la fuerza de Casimir entre dos placas conductoras en ausencia del TI, como
se defini6 en la Ec. (2.1). La figura 2.4 muestra la fuerza de Casimir sobre 3 en unidades
de F, como funcién de y para valores diferentes de 6. Observamos que esta fuerza tira de
la interfaz 6 hacia el lado mas cercano de las dos paredes fijas P, o P, de manera similar

a la conclusion en la Ref. [117].
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Figura 2.4: Fuerza de Casimir sobre la interfaz 6 en unidades de F7, como funcién de y, para
diferentes valores de 6.

2.3.2. Fuerza de Casimir entre P; y Y, cuando L — o©

Ahora consideramos el limite en que la placa P se envia al infinito, i.e., L — oco. Esta
configuracion corresponde a una placa conductora P; en el vacio, y un TI semi-infinito
colocado a una distancia a. Aqui la placa conductora y el TI se atraen mutuamente.
La energia de Casimir (2.59) en el limite L — oo toma la forma EF7> = &,R(#), con
E, = —m2 /72043, y la funcién

120 [ 02
R(#) = — 3 _ 3¢ ginh &d 2.61
(6) w4 /0 ¢ 1+ 02e2 sinh2§e sinh £dt, ( )

que es independiente de a. Ademas, tal funcién estd acotada por su limite cuando 6 —

+o0, i.e.,

R(o) < 2 /0053 -1 (2.62)
0

Ea sinh &

Por lo tanto, para este caso, la energia almacenada en el campo electromagnético esta
acotada por la energia de Casimir entre dos placas paralelas conductoras a una distancia
a, i.e., EF7> < £,. Fisicamente, esto implica que en el limite § — +oo la superficie del
TT modela una placa conductora, lo que es analogo a la prescripcién de Schwinger para
describir una placa conductora en el limite ¢ — 0o de medios materiales [99]. Tomando la
derivada con respecto a a encontramos que la placa y el T1 ejercen una fuerza de atraccion
(en unidades de F, = —72/240a*) dada por fy = F}7>/F, = R(6). Resultados numéricos
de fy para diferentes valores de € se presentan en la tabla 2.1.

Estos resultados, que se derivan de nuestras Ecs. (2.19) y (2.16), concuerdan con los que
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0\ £7r  £15m  £237  £3Im £397w
f9‘0.0005 0.0025 0.0060 0.0109 0.0172 °

Cuadro 2.1: Fuerza normalizada fp = Ff7°°/F, = R(0) para diferentes valores de 6.

se obtienen usando las matrices de reflexion que contienen los coeficientes de Fresnel, como
se demuestra a continuacién. Sabemos que la densidad de energia de Casimir almacenada
entre dos placas paralelas dieléctricas (etiquetadas 1 y 2) separadas por una distancia a,

a temperatura cero, puede escribirse como

00 dg d2p
E.(a)= — logdet [1 — R - Rye 29 | 2.63
)= [ g [ Gbstondet [1 - Ry Ry (2.63)
donde k3 = /&2 + p? es el vector de onda perpendicular a las placas, p es el momento
paralelo a las placas, y £ es la frecuencia imaginaria definida por w = €. Las matrices
R, > son las matrices de reflexién de 2 x 2 que contienen los coeficientes de Fresnel. Las

matrices de reflexién para placas materiales es

usz\/m 0
R = Nkrk\/W (2 64)
0 ek, —+/w2ep—p? )
ekz++/w2ep—p?

donde k, = \/w? — p?. La matriz de reflexiém para placas materiales con respuesta to-

poldgica magnetoeléctrica es conocida, e igual a

k. — q)(ck. — qk,ub? 20quk,
1 ((u q)(ek. + q) — qk.p qu ) (2.65)

R = — o ~
A %0k, (ek, — q) (ks + q) + e 62

donde A = (uk. + q)(ek. 4+ q) + qh.p6?, k2 = w? — p?, ¢ = wep — P2, y 0 = ab /7.

La matriz de reflexién para una placa conductora puede obtenerse de la Ec. (2.64) en
el limite ¢ — oco. Por otro lado, para describir un TI plano en z = a, tal que consideremos
sélo los efectos puramente topolégicos, debemos tomar € = = 1 en la Ec. (2.65). De esta

manera, las matrices de reflexion que vamos a considerar son

-1 0 0 -0 2
Rp = ., Rpyy=—— - 2.66
" ( 0 1) " 4+92< 2 9) (2:66)
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De esta forma, usando la Ec. (2.63), la densidad de energia de Casimir es

~ 2 ~ 2
1> 02 26 ..
o) = g3 [ [ Iplaplios (“m@ ) *(m ) ’

1 > * —2ksa —2ksa
— 4_7T2/0 dg/o Ipld|p|log |1 — ——=e 2% (2 — ¢7?437) (2.67)

La integral que resulta se puede hacer en coordenadas polares. Remplazando £ y |p| por
las coordenadas polares |p| = pcosg, £ = psing, e integrando primero sobre ¢ y luego

sobre p. El resultado es

_ 1 - 2 é2 —2pa —2pa
E.(a) = H/o p”log [1 e 526 (2 —e?) | dp, (2.68)
que puede escalarse para obtener
E.(a) = ! / h p?log |1 — ¢ e’ (2—e")|dp (2.69)
¢ 32m%a3 ), 4+ 92 : :

Integrando por partes obtenemos

1 p? 02 e 2 0?(e? — 1)
£ (a) = Llog [1— ——e*(2—e* ‘ —c . d
() = 33003 { 3 Og[ P (2-e )] 0 3/0 ’ 4e2p + 02(1 — 2er + e2r) P

(2.70)

El primer término que resulta de la integral es cero. La integral resultante puede escribirse

como sigue

A i e

~ 3r%? 4et + 02(1 — 2e% + er)

B 1 /oo 5 52(672p . 674p)
0

T 32 P 4+ 602(1 — 202 4 e—0)
! /OO 3 i ~%sinh pd (2.71)
= —— - e P sin )
6m2a3 J, P 1 + 62e—2rsinh? p per
Si finalmente dividimos entre la energia £, = —72/720a?, encontramos la misma expresién
para la funcién R(#), i.e.
E.(a) 120 /°° 0° s
R(O) = <~ =— 3 B e~ sinh pdp, 2.72
(6) &, ™ Jo P 1 + 62e~20sinh? p pep ( )

} |
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lo que completa la demostracion.

2.4. Efectos a temperatura finita

En esta seccion, incluimos los efectos de la temperatura en la fuerza de Casimir entre
una placa conductora y un TI semi-infinito, que es el caso discutido en la seccién 2.3.2. En
este caso, debemos tomar en cuenta no sélo las fluctuaciones que emergen de la mecanica
cuantica, sino también las de los efectos térmicos. Para tomar en cuenta estos efectos,
debemos suponer que el sistema esta en equilibrio térmico. Como primer paso, el remplazo

formal ,
/ T — /@Tio: (2.73)
0 2m P ’

en la Ec. (2.63), junto con el remplazo de £ por & = 27kTl, las frecuencias discretas de
Matsubara, toman en cuenta los efectos de la temperatura en la densidad de energia de
Casimir. Aqui k es la constante de Boltzman, T" es la temperatura absoluta, y la suma
primada denota que el término con [ = 0 va acompanado de un factor 1/2 comparado con

el resto de los términos en la suma, i.e.

oo !

y o= %501 +) . (2.74)
=1

=0

Realizando el remplazo antes descrito, podemos escribir la densidad de energia de Casimir

como funcién de la temperatura como sigue:

=N d’p 0 2k 2k
E(a,T,0) = kT /—10 1— — ¢ 2ksa (9 _ o=2ksa) | 2.75
donde k3 = \/p? + &7. Para obtener esta expresion se usaron las matrices de reflexién de

la Ec. (2.66). Para integrar, escribimos el elemento de momento en coordenadas polares,

d*p = pdpdp, con 0 < p < ooy 0 < ¢ < 2. Integrando sobre ¢ obtenemos

[ pd 0
E.(a,T,0) = /iTZ / f;_ﬂp log [1 i e 20 (2 — 6%3“)] ) (2.76)
= Jo +0

donde ahora ks = /p? + &. Haciendo el cambio de variables u = kj encontramos que la

densidad de energia puede reescribirse como sigue
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P T Too/ Ooudul 672 —2ua —2ua
C’(a7 ) )_/{ Z . %Og 1—4+9~2€ (2—6 ) , (277)

de donde es posible obtener la fuerza de Casimir dependiente de la temperatura. i.e.

fo<a7T7 ‘9) - = (278)

dE (0, T.0) _ 5 ’ /°° w2du 402 (1 — e2ou)
——— =K
da ¢ 2 (4 + 92)€4au + 92 ( e2au>

Haciendo el cambio de variables ( = au y manipulando el integrando se obtiene finalmente

éz
T,0) h¢e 3d 2.79
Fola, T, 7Ta3z / 1+928nh2fe ” sinh e %d(. (2.79)

1

En el limite # — oo obtenemos la fuerza entre dos placas paralelas conductoras depen-

diente de la temperatura

Fula, T,0 = 00) = 223 "¢ (1 - coth ) . (2.80)

=0 “a&
que es el resultado reportado por Milton en la Ec. 3.29 de la Ref. [108].

Ahora consideremos el limite de la fuerza de Casimir para altas temperaturas. Cuando
T — oo las contribuciones mas importantes en la suma de la Ec. (2.79) sonn =0y n = 1.

En ese caso tenemos

92
F.(a, T — 00,0) ~ — / 2 sinh Ce3¢d¢+ 2.81
C( ) 7TCL3 { C 1 + 92 SlnhQ Ce_Zg C C ( )

o0 6)2
2 = sinh Ce™3°d( p ,
/t/2 ¢ 1 + 62 sinh? Ce=2¢ ‘ ‘

donde t = 4mwarT. En el limite que estamos considerando, la segunda integral puede

aproximarse como sigue:

« z n 92 /2 2
e sinh (e 3¢d( ~ —— / 2e70d¢ = (1 +t+ ) -t
/t/g ¢ 1 + #2sinh? (e~2¢ ¢ ¢ 4+ 62 Cerdl = 2

(2.82)

De esta forma, la fuerza de Casimir, en el limite de altas temperaturas, puede escribirse

CcOo1mo

_ ] - B B -
F.(a,T — 0,0) ~ ~ia {M(@) + 1 j_ % (1 +2aT + 2a2T2> e_2aT} ,  (2.83)
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FC(a’T_)OO’e)
L ‘;‘: i 0 .
_5.x10"7 :_
| —e—0=371
: —a_0=57T
_1.x107°8 -
| ——0=77T
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o | ——0=117
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Figura 2.5: Fuerza de Casimir a altas temperaturas como funcién de a para T = 100 y diferentes
valores de 6.

donde T = 27kT, y

N o0 02
M(0) = / 22 _ sinh Ae A d\. 2.84
() 0 1 + 02 sinh? \e—2) (284)

En el limite § — oo se obtiene

T 3 - _ -
F.(a, T — 00,0 — 00) ~ — 153 {% + (1 +2aT + 2a2T2) e—M} , (2.85)
donde ((x) es la funcién zeta de Riemann. Esta expresién corresponde a la fuerza de

Casimir entre dos placas paralelas conductoras en el limite de altas temperaturas, como
puede verse en la Ec. (3.30) de la Ref. [108].

Un andlisis de la funcién ./\/l(é) nos muestra que esta acotada por su limite cuando
0 — oo, i.e.
M(6) < M(0 — o). (2.86)

Por otro lado, dado que ﬁ% < 1, concluimos que la fuerza de Casimir para altas tem-
peraturas entre una placa conductora y el TI, es mayor que la asociada a dos placas

conductoras. Esto es
F.(a,T = 00,0) > F_ (a,T — 00,0 — 00). (2.87)

En la figura 2.5 presentamos los graficos de la fuerza de Casimir como funciéon de a para

T = 100 y diferentes valores de 6.
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2.5. Discusion

En este capitulo usamos el tensor de energia-impulso para calcular la energia y la fuerza
de Casimir para el sistema de la figura 2.2. Nuestra configuracién consiste de un bloque
de TT con TMEP @ en la regiéon a < z < L, que llena parcialmente el espacio entre dos
placas paralelas conductoras. En primera aproximacion, ignoramos caracteristicas que son
relevantes en situaciones experimentales, tales como las propiedades épticas de los T1Is, que
pueden tomarse en cuenta incluyendo estos parametros en la funcion de Green de acuerdo
a los métodos estandares de las Refs. [99, 108, 109]. El sistema queda bien descrito por la
accion de la electrodindmica 6, dada en la Ec. (1.2). En este trabajo, calculamos el valor
esperado de vacio renormalizado del tensor de energia-impulso a partir de (derivadas de) la
matriz de funciones de Green correspondiente. Para hacerlo, se requiere la matriz de GF's
dependiente del tiempo, para lo que se extendieron los resultados del capitulo anterior, en
donde tratamos con el caso estatico. Esta matriz de GFs puede calcularse exactamente
porque el TT introduce una discontinuidad localizada en las ecuaciones de movimiento
a lo largo del eje z, mientras que la dependencia en el tiempo y las demés coordenadas
son invariantes ante las traslaciones respectivas. Se consideran dos casos: (1) el pistén 6,
definido en el intervalo 0 < z < L. La contribucién a la energia de Casimir € = &, + &,
que surge del TI, &, se grafica en la figura 2.3, en unidades de £, como funcién de la
longitud adimensional x y para varios valores de 6. La fuerza de Casimir en unidad de
area sobre la superficie ¥, Fp, = —d€/da, se grafica en la figura 2.4, en unidades de F..
Observamos que esta fuerza tira de ¥ hacia la mas cercana de las paredes fijas P, or P,
similar a la conclusién de la Ref. [117]. (2) El segundo caso que consideramos es el limite
L — oo del pistén @, que describe la interaccion, por medio de la interfaz X, entre una
placa conductora en el vacio P, y un TI semi-infinito localizado a una distancia a. La
fuerza de Casimir correspondiente, en unidades de F,, se muestra que la tabla 2.1, para
diferentes valores de . Como se demostré, estos resultados, que se basan en el calculo de
la matriz de GF's y el valor esperado de vacio del tensor de energia-impulso, concuerdan
con los que se obtienen siguendo el enfoque global descrito en las Refs. [79, 80]. Cabe
senalar que la discontinuidad en el valor esperado de la densidad de energia que se obtuvo
en la Ec. (2.58) es finita, similar a la que reportan en la Ref. [114]. Aunque en nuestro caso
una interpretacion fisica de dicha discontinuidad no es inmediata, era de esperarse debido
a la no conservacién del tensor en energia-impulso en la interfaz >, donde se inducen

densidades de cargas y corrientes debido al TME.

Una caracteristica general de nuestro analisis es que el TT induce una dependencia en

0 en la fuerza de Casimir, que en principio podria ser utilizada para medir . Dado que la
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fuerza de Casimir se ha medido a distancias de separacién en el rango 0,5 — 3,0pum [107],
estas mediciones requieren de un TT de grosor menor que 0,5p4m y de un incremento en la
precisién experimental de dos o tres 6rdenes de magnitud. En la préactica, la medicién de
fo depende del valor de la TMEP, que esta cuantizada como ¢ = (2n + 1)7, con n € Z.
Los valores particulares § = £77, +157 son apropiados para TlIs tal como Bi;_,Se, [118],
donde tenemos que fi7, ~ 0,0005 y fii15, &~ 0,0025, que atin no son medibles con la
precisién experimental presente. Este efecto puede explorarse en TIs descritos por un
acoplamiento 6 mas grande, tal como el CryO3. Sin embargo, este material induce més
acoplamientos magnetoeléctricos que no consideramos en nuestro modelo [79].

Aunque los efectos # que encontramos en nuestro sistema de Casimir no se puede
observar en el laboratorio, hemos tratado de establecer el método de la funcion de Green

como un marco tedrico alternativo para estudiar el TME de los TTs.



Capitulo 3

Electrodinamica de Aislantes

Topologicos

La respuesta electromagnética de un aislante convencional esta descrita por la cons-
tante dieléctrica ¢ y la permeabilidad magnética p. Un campo eléctrico induce una pola-
rizacién eléctrica, mientras que un campo magnético induce una polarizacion magnética.
Dado que el campo eléctrico E = —V¢ — %—‘? y la inducciéon magnética B =V x A estan
bien definidos al interior de un aislante (aqui ¢ y A son los potenciales escalar eléctrico
y vectorial magnético, respectivamente), la respuesta lineal de un aislante convencional

esta descrita por la accién efectiva

So = / d*x {% (5E2 — %B2) —pp+J- A} : (3.1)
M

donde p y J son las densidades de carga y corriente, respectivamente. La variacion de la

accién (3.1) produce las ecuaciones de Maxwell

V-D =dnp , VXH:%—?+47TJ, (3.2)
V.B=0 VXE:—%—]?, (3.3)

con las relaciones constitutivas

D=cE

H-D
1

(3.4)

Un aislante topoldgico es un material con orden topoldgico no trivial que se comporta
como un aislante en su interior, pero cuya superficie contiene estados de conduccién, lo

que significa que los electrones pueden moverse solamente a lo largo de la superficie del

63
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material. Como se menciond, la respuesta electromagnética de estos materiales, indepen-
dientemente de los detalles microscopicos, esta descrita por el acoplamiento adicional de

la electrodindmica con el invariante de Pontryagin electromagnético
Pom = F, " = —4E - B, (3.5)

por medio de la polarizabilidad topologica magneto-eléctrica 6. La accion efectiva puede

escribirse como § = Sy + Sy, donde

«
472

Sp 0E - Bd'r, (3.6)
siendo o = €?/hc la constante de estructura fina. Como se discuti6 en los Capitulos an-
teriores, la accién (3.6) tiene la misma forma que la electrodindmica axidnica introducida
por Wilczek en el contexto de fisica de particulas. En un TI, sin embargo, 8 no es un campo
dindmico, sino una constante cuantizada al interior del TI: § = (2n+1)7, donde n € Z de-
pende de la naturaleza de la capa magnética usada en la superficie del TI para convertirlo
en un aislante completo. La naturaleza topoldgica del témino € en la accién (3.6) puede
verse del hecho de que se trara de una derivada total, i.e. F, WFW = 20" (€uupr AVOPAT).
Ya se discutié que si 6 es constante en todo el espacio, la variacién de la accién (3.6) no
contribuye a las ecuaciones de movimiento cuando se imponen las condiciones de borde
usuales en una frontera o en el infinito. Si f deja de ser una constante global, el término
de Chern-Simons deja de ser un invariante topoldgico y por lo tanto debemos tomar en
cuenta las modificaciones a las ecuaciones de movimiento. De hecho, la variacién de la
accién completa Sy + Sy produce las mismas ecuaciones de Maxwell en materia (3.3). Sin

embargo, las relaciones constitutivas se modifican a

D=cE+%B , H-=
T

SRS

0E. (3.7)

=W

Estas relaciones implican que en ausencia de un campo eléctrico, un campo magnético
puede generar una polarizacién eléctrica (y vice versa), lo que justifica el nombre de
polarizabilidad topolégica magneto-eléctrica para el campo 6. Esta transmutacién entre

los campos eléctrico y magnético, es lo que define al efecto topoldgico magneto-eléctrico.

En el Capitulo 1 calculamos la funcién de Green que describe el TME para diferentes
geometrias de la superficie de un TI, restringiéndonos al analisis de los efectos puramente
topoldgicos, es decir, consideramos que el cuerpo del TI tiene las mismas propiedades
épticas que el vacio (¢ = p = 1). El propésito de este Capitulo es estudiar el TME

general que ocurre en la superficie de un TI con simetria plana. Cuando consideramos
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£ u,0 vacio

>7Z

Figura 3.1: Aislante topoldgico con interfaz plana.

que € y p cambian abruptamente en la superficie de un TI, igual que la TMEP 6, las
ecuaciones de Maxwell se complican dado que debemos considerar las discontinuidades en
estas tres cantidades. El método de solucion es parecido al que presentamos en el Capitulo
1, sin embargo, hay ciertos pasos sutiles que merecen ser analizados con detalle. Como
introduccién al método, en el Apéndice D presentamos con detalle la técnica que usa
para calcular la funcion de Green de un material diléctrico con interfaz plana, es decir, se
considera que un dieléctrico homogéneo ocupa la regién z < 0, mientras que en la region
z > 0 tenemos el vacio. Este Capitulo esta organizado como sigue: en la Seccién 3.1
calculamos la funcion de Green en el espacio de momentos, y en la Seccion 3.2 discutimos
la funcion de Green en la representacion de coordenadas. En la Seccién 3.3 presentamos

algunas aplicaciones simples.

3.1. Funcion de Green

Consideremos las ecuaciones de Maxwell en materia (3.3) con las relaciones constitu-

tivas modificadas (3.7), i.e.

V- [5(1")E + %H(r)B] = 4rp, (3.8)
V x [/l(r)B . %Q(r)E] — 47 (3.9)

donde fi(r) = 1/u(r). Dado que las ecuaciones de Maxwell homogéneas no se modifican
en esta teoria, los campos eléctrico y magnético pueden escribirse en términos del cua-
dripotencial A* = (¢, A) de acuerdo a E = —V¢ y B =V x A, como en el caso usual.
Esto es asi dado que el término de Chern-Simons es invariante ante transformaciones de

norma, de modo que se preserva la estructura del tensor de campo electromagnético. En
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la norma de Coulomb V - A = 0, las ecuaciones de movimiento toman la forma

—e(r)V2 — Ve(r) - Vo + %V@(r) 'V x A = 4dnp, (3.10)

—fi(r) VA + %ve@) X Vo + Vi(r) x (V x A) = 4rJ. (3.11)

Vamos a considerar el caso de un T1 plano, como el que se describié en la subseccion 1.2.2,
en contacto con el vacio. Por simplicidad, consideramos la interfaz € como el plano z = 0,
como se muestra en la figura 3.1. De esta forma, las funciones ¢, p y € son constantes por
secciones, es decir, estan limitadas a una discontinuidad simple a través del plano z = 0.

Por lo tanto, el gradiente de cualquiera de estas cantidades puede escribirse en la forma

_ If(2) .

Vf(z) 55 e,

(3.12)

donde €, es el vector unitario en la direccién positiva del eje z (normal saliente del TT)
y [ =¢, u, 0. De esta manera, las ecuaciones de movimiento para los potenciales (3.10)-

(3.11) pueden escribirse como

—e(2)V?¢ — az—f)éz -Vo+ %ag—f)éz -V X A = 47p, (3.13)
—ji(2) VA + %%(Zz)éz x Vo + a’g—f)éz x (VxA)=4nJ. (3.14)

Nuestro objetivo es construir la matriz de funciones de Green G*, que permite obtener
la solucion de las Ecs. (3.13)-(3.14) para el cuadripotencial A*, dada una configuracién

arbitraria de cargas y corrientes J” = (p,J), i.e.
At (x) = /G”V(X, x')J¥ (x')d*x’. (3.15)

Para establecer la ecuacion diferencial que satisface la matriz de funciones de Green, es

conveniente escribir las ecuaciones de movimiento (3.13)-(3.14) en la forma matricial

[0%,] A¥(x) = dmJ*", (3.16)
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donde el operador diferencial [O%] , que se obtiene directamente de las ecuaciones de

movimiento, es

—e(z)V? - 22 a0 Ladil) o 0
z z i VA y p P - ~
o= | “iets AV -%2E 0 o)
vix %8222)% 0 _,EL<Z)V2 . 8}522)% 8;522)%
’ 0 0 () ¥

(3.17)

De esta forma, si sustituimos la Ec. (3.15) en la Ec. (3.16) encontramos que la matriz de
funciones de Green satisface la misma ecuacién diferencial (3.16) para una fuente puntual,
i.€.

(0] G (x,X) = dmnt,6(x — X'). (3.18)

Nuestra tarea ahora consiste en resolver la ecuacién diferencial anterior para las compo-
nentes de la matriz de funciones de Green. La GF que consideramos, tiene invariancia
bajo traslaciones en las direcciones paralelas a la superficie del TI, esto es, en las direc-
ciones transversales x y y, pero la invariancia esta rota en la direccién z. Explotamos esta

simetria introduciendo la transformada de Fourier en la direccién paralela a la interfaz 6,

tomando la dependencia en estas coordenadas de la forma (x —x')j = (z — 2",y —¥) ¥y
definiendo
d2p . /
G (x,X) = dr / PO g (ol p). (3.19)
(2m)

donde p = (p,, py) es el momento paralelo a la superficie del TIy ¢g*,(z, 2/, p) es la funcién
de Green reducida. De aqui en adelante suprimimos la dependencia en p de la GF reducida
9"

En el Capitulo 1 Subseccion 1.2.2; se discutié la solucién de la Ec. (3.18) en el caso
simple en que € = = 1 en todo el espacio. En ese caso, la GF reducida puede calcularse
facilmente dado que la ecuacién diferencial que satisface [Ec. (1.45)] no contiene derivadas
respecto a z, y asi, es posible integrar dicha ecuacién empleando un método similar al que
se usa para calcular la GF para el potencial § unidimensional en mecédnica cuantica. En el
caso que estamos considerando en este Capitulo, el operador diferencial [O“V} . Sicontiene
derivadas respecto a z, de modo que se requiere un tratamiento mas sutil. Para lidiar con
estas derivadas que aparecen en la Ec. (3.18), empleamos la técnica de Schwinger, que
discutimos con detalle en el Apéndice D. En la Ref. [99], Schwinger calcula la GF para un
dieléctrico semi-infinito cuya superficie esta definida por el plano z = 0, .e. resuelve la
Ec. (3.18) para = 1y 8 = 0 en todo el espacio. La solucién que presentamos aqui es una

extension de la técnica de Schwinger. Resolvemos la Ec. (3.18) en tres grupos diferentes,



Capitulo 3. FElectrodindmica de Aislantes Topoldgicos 68

que corresponden a (I) o =0y (II) 0 =4, coni=1,2 y (III) o0 = 3.

Grupo 1

El grupo de ecuaciones diferenciales que se deriva de la Ec. (3.18) con o = 0 es

{—5(z)v2 - 856(;) %] G, — %82—5)9@3@(}10 = 4md(x — X, (3.20)
. on(z) 0 ; adl(z) o
|:—LL(Z>V2 - g(z )&:| G 0 ;%60 ]38]‘G00 = 07 (321)

donde 7,7 = 1, 2. Siguiendo la técnica de Schwinger, el siguiente paso es dividir las Ecs.
(3.20) y (3.21) por &(z) y fi(2), respectivamente. Este paso es muy sutil, dado que estas

cantidades son discontinuas en z = 0. Para hacerlo, usamos la férmula

1 0e(2) 1
— = — 1—-1)0 3.22
o =) (1- 1) o) (3.22)
que se deriva con detalle en el Apéndice D; y extendemos el resultado para la funcién fi,

i.€. 1 Oi(2)
a(z) 0z

Aparte de estos términos, también debemos trabajar con el que contiene la derivada de 6

= —ji(z) (1 — ) 3(). (3.23)

respecto a z. Para hacerlo, consideramos la funcién 0(z)/e(z) = (6/e)H(—=z) y tomamos

su derivada respecto a z:

5|23 = om0 = 55 w0 || = 5 T e (1- 1) st
(3.24)

de donde encontramos que

1 06(z) [9(2) -0

) 0s = —9(2)] 5(2). (3.25)

3

Este resultado podemos extenderlo también para la funcion f, i.e.

1 00(z)
o) 0: (1 = 1)8(2) — p](2). (3.26)

=
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De esta manera, el grupo de ecuaciones diferenciales a resolver es

V2 + e(z) (1 — é) 5(2)%} GOO _ % {‘9(2)8— 0 B 9(2)} (5(2)60ij38¢Gj0 _ 47T5(};(;)X/>’
_ (3.27)
~V2 4+ i(2) (1 — p) 5(2)%} Gy — % (1 — 1)0(2) — pb] 6(2)%730,G°, = 0. (3.28)

Usando la representacién de Fourier de la GF, Ec. (3.19), encontramos las ecuaciones

diferenciales para la GF reducida. Estas son

:02 +e(z) (1 - é) 5(2)3%] 9+ z% {e(z) i e(z)] 0(2)e" *pigy = 5(2—;2)

€ e(2')
(3.29)
[ ol ; y
0ﬂﬂ@ﬂ—wﬂdakﬁ+€Wk4Wd—WM@&ﬂw%=0 (3.30)
Aqui 9 = —V? =p? — 32 y p' = (ps, py). Para integrar estas ecuaciones consideramos la
funcion de Green reducida libre,
a(z, 2) = (1/2p)eP===1, (3.31)

que es solucién de 9%g(z,2’) = d(z — 2’) con la condicién de frontera usual al infinito y
cuya transformada de Fourier, de acuerdo a la definicién de la Ec. (3.19) da la GF de vacio
Go(x,x') = |x — x'|71. La solucién general para el grupo I, compuesto por las ecuaciones
diferenciales (3.29) y (3.30), es

900<Zv z

f_(zZ) 1 os()E-DEHD+e

) B 6(2’) g(z’) (E + 1)(/% + 1) N 9~2 g<270)€ ) (3.32)
4i(§60ij3pj

(e+1)(E+1)+6?

gio(za Zl) = g(z, 0)9(0, Z,)> (3'33)

como demostraremos a continuacion. Para hacerlo, resolvemos el sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas (3.29)-(3.30) en cada regién por separado, z > 0y z < 0, para
Z' arbitraria. En los cédlculos siguientes suponemos que z’ permanece fijo durante las

integraciones.
o 2>0

En este caso tenemos que €(z) = p(z) = 1y 6(z) = 0, de modo que las ecuaciones a
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resolver son

[82 + (1 — é) 5(2’)%} g% — i(é/e)é(z)emj?)pz‘gjo = %, (3.34)
4 (1 ) 3(:) 5|l o) gty =0 (3.35)

donde 6 = afl/7. Estas ecuaciones pueden integrarse usando la misma técnica que se uséd

en el Capitulo 1. Se obtiene

0 / 9(z, 2) 1 a900(2”72’/) A 0i 3 i '

Foe) = S (1= D)o 02U e (e, 00,1,
(3.36)

) 81 "o -

gol ) = — (1= (= 0 LU E ey gz 00,0, 2). (337)

Se observa que la Ec. (3.36) depende de ¢’,(z,0), sin embargo, la Ec. (3.37) contiene
una derivada de esta misma cantidad, de manera que no se trata de hacer una simple
sustitucién. Para resolver este problema, tomamos la derivada respecto a z de la Ec.

(3.37) y la evaluamos en z = 0*:

9g'y(2,2') " 9g(z,0) 9g'o(2, %) dg(z,0)

0z

gOO<O’ Z,)'
(3.38)

. + ipfe”3p;

2=+ z=07t

La derivada que aparece en esta expresion, d,g(z,0) |z:0 ., podemos obtenerla directamente

a partir de la Ec. (3.31). Dado que g(z,0) = (1/2p) exp(—pz), se sigue que 8.g(z,0)| =

z=0%*
—1/2. Sustituyendo este resultado en la Ec. (3.38) encontramos
9g'(2,2") Zﬂé 0i53,. 0 /
—_ =————€"p,g(0,2"). .
0z 2=0+ 1—1—,u6 P39 0(0:%) (3:39)
Sustituyendo (3.39) en (3.37) obtenemos
. 210 o
g 0(Z7 Z,) = mﬁo J3pjg(za 0)900<0a ZI)> (340)

que es una ecuacién algebraica para g', en términos de ¢%. Sustityendo este resultado en
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(3.36) se obtiene

0 N 8(z,7) (1 9g°%(2", ') _ 2 2(1/e) 0 /
g 0(Z7 Z) - E(Z/) (1 c g(zy 0) 2 —0+ 0 1+ L P 9(07 0)9(27 0)9 0(07 Z )7

(3.41)

donde se usé "pp; =0y ¢ Y 3e0ik3p.p. = p2. Nétese que esta expresién contiene sélo

la componente ¢%, sin embargo, depende también de su derivada. Para resolver esta

situacion, seguimos el mismo procedimiento descrito en los parrafos anteriores.

-y (1/2)

99%(z,2") 1 Jg(z, 2 ) 2 0

2OV 2\ RS 0.0 0.2
+ Hﬂpg(, )97(0, 2"),

—1/2. La derivada que falta puede calcularse

2=0*

(3.42)

donde se usé el resultado 0,g(z, O)‘ 0=

directamente de la Ec. (3.31). Se obtiene

J9(z, 2')

)
o = e Pl (3.43)

z=01 2

Sustitutyendo este resultado en (3.42) y despejando encontramos

8900(27 ZI)
0z

_ e [ssulE) e, g (M/) 0

Ahora insertamos (3.44) en (3.41) para obtener

e+1

Ap
(1+¢e)(1+4 )

sgn(z")g(z, O)e_p"z'| — 2 p?9(0,0)g(z,0)¢%(0, 2,

(3.45)

que es una ecuacién algebraica para la componente g°;. Ahora evaluamos esta ecuacién

en z = 0 y resolvemos para g% (0, z'). El resultado es

0,(0,2") = 26+ 0,2 3.46
90(7Z)_(1+8)(i+1>+é29(7z7 ( )

donde se usé el resultado

sgn(z’)} = . (3.47)
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Finalmente, insertamos (3.46) en (3.45) para obtener la solucion:

z, 2 sgn(z')(e — 1)(+ + 1) + 2 ,
9%@>0””:g&b)‘a;>g;ﬁixﬁﬁw+% 9,00, (3.49)

donde se usé

1 N (C) 262 1 sen()(e — (L4 1)+ 62
(e—1) £(2') + (e + 1)(% +1) + 62 ~ () (e + 1)& FETI TR (3.49)

El resultado final para las componentes restantes puede obtenerse sustituyendo (3.46) en
(3.40), i.e.

4i0e33p;
(e+D(L+1) 46

go(z>0,2) = a(z,0)g(0, ). (3.50)

En los argumentos de las soluciones (3.48) y (3.50) se escribe explicitamente z > 0 para

hacer notar la region en la que se trabajo.
o 2<0

Ahora vamos a calcular las funciones de Green correspondientes en el segundo caso
(z < 0), para el que e(z) = ¢, pu(z) = p y 0(z) = 6. Las ecuaciones diferenciales para la

GF reducida son:

2 s 2 0 i) By g = SE—F)
{8 +e (1 5) 6<Z>8z 90— 106(2)e""pig’y = EE (3.51)
[82 + /% (1—p) 5(2)%} g’y — 105(2)"3p;¢% = 0. (3.52)

Ahora seguimos el mismo procedimiento descrito en el caso anterior. Integrando las ecua-

ciones obtenemos

! 1 0 (I
9%@wvzg““)—e(l—g)mamiaﬁgﬁz

97 + iéeOijgpig(z, 0)¢7,(0, 2'),

2"'=0"
(3.53)
agio(zu7 Z/)

o + i0e%73p,g(2,0)%(0, 2'). (3.54)

2'=0~

gio(z,2') = —% (1— ) g(z.0)

El siguiente paso consiste en obtener una expresién algebraica para las componentes g',,.

Para ello, derivamos la Ec. (3.54) respecto a z, la evaluamos en z = 0~ y despejamos
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8.9'(z,7)|,_,_- El resultado es

0¢' (2,2 T
% T meo p,9°%(0, 2, (3.55)
donde se usé el resultado 839(2,0)‘2:07 = 1/2. Sustituyendo este resultado en (3.54)
obtenemos .
i 216 ij
g'o(z,2") = it 19(2, 0)e"7p;g%(0, 2'), (3.56)

que es una ecuacioén algebraica para ¢, en términos de ¢%,. El resultado de sustituir (3.56)
en (3.53) es

g(z,2") 1 99°% (2", 2) ~ 24
900(27 Z/) = —¢& (1 - g(za O)T 0 - 92p2mg(07 0)9(2? 0)900(07 Z/)'

(3.57)

Nétese que esta ecuacién depende sélo de la componentes ¢°, y su derivada respecto a z.
Para eliminar esta dependencia, derivamos (3.57) respecto a z, la evaluamos en z = 07,

y despejamos 9.¢%(z, 2’ )‘2207. El resultado es

a900<Zv ')
0z

1 sgn(z) ol 2 2u 4 0 ,
= —_— Al — 0,0 0 3.58
2=0- 1—|—5[€(z’) ‘ 1+upg(, )9°0(0. 7)1 (3.58)

Sustituyendo este resultado en la misma ecuacién obtenemos

! -1 ! "N~
g(Z,Z) . € sgn(z )g<z70)e—p|z| . 02p2

900(2’ Z,) = E(Z/) e+ 1 E(Z/) g<0’ O)Q(za 0)900(07 Z,)'

(3.59)

e+D(+1)

Esta es una ecuacién algebraica que podemos resolver facilmente. Evaluamos (3.59) en
z = 0, depejamos ¢%(0, 2’) y lo sustituimos en la misma expresién. El resultado final para
esta region es

9(z,2") 1 sgn(2)(e - 1)(,% +1) + 62

SO =) T ernenae SO0 B

que es exactamente igual al resultado que se obtuvo para la regiéon z > 0. De esta forma,
las ecuaciones (3.48) y (3.60) establecen la Ec. (3.32), que es la componente 00 de la GF
reducida en todo el espacio. Las componentes restantes para la regién z < 0 se obtienen

evaluando la Ec. (3.60) en z = 0 y sustituyendo el resultado en la Ec. (3.56). El resultado
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final es

4i6~60ij3pj
(e+1)(; + 1)+ 62

g'y(2<0,7) = a(z,0)g(0, 2", (3.61)

que coincide con el resultado obtenido para la regién complementaria z > 0. De esta
forma, las Ecs. (3.50) y (3.61) establecen la Ec. (3.32).

Grupo I1

El grupo de ecuaciones diferenciales acopladas que se deriva de la Ec. (3.18) con 0 =i

€S
{—5(7;)V2 - ag(? %] GO — %ag—(j)e‘”;’aﬁki —0, (3.62)
- op(z) 0| ., «adi(z) ; .
i - B 6 - S, —am =) (363)

donde 7,5 = 1,2. De acuerdo a lo aprendido con el grupo I, debemos dividir estas ecua-
ciones por € y fi, respectivamente. Usando los resultados (3.22), (3.23), (3.25) y (3.26),

obtenemos

{—VQ +&(2) (1 - -> } [ 6_ b_ e(z)} 5(2)e% 20,G* =0, (3.64)
(3.65)

G [( 1)0(2) — p] 6(2)e"™ 0, G; = dmn’;

QJ|Q_3

[ V2 ()1 ()

Usando la representacién de Fourier de la GF, Ec. (3.19), encontramos las ecuaciones

diferenciales para la GF reducida. Estas son

[82 +e(z) (1 - é) 5(z)%] ¢+ z% [Q('Z)T_Q - 9(2)} 5(2)e% Ppigt =0, (3.66)
(3.67)

[62 )1 ma(z)%} g+ i (= D0() — pb) 5(2) W pegs =,

Para integrar estas ecuaciones usaremos las GF reducida libre (3.31). La solucién general
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para el grupo II, compuesto por las ecuaciones diferenciales (3.66) y (3.67), es

0 , 4ié€0ji3pj ,
i) = oy Tt 0s0 ) (3.68)

oo aa(z2)  4g(0,0)g(z, > (0.2) | ; s+ DG -V +6 25
(3.69)

como demostraremos a continuacién. Para hacerlo, resolvemos el sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas (3.66) y (3.67) en cada regién por separado, z > 0y z < 0,
para z’ arbitraria. En los calculos siguientes suponemos que z’ permanece fijo durante las

integraciones.
e >0

En este caso, las ecuaciones diferenciales acopladas que debemos resolver son

{82 + (1 - é) 5(2)%} gOi — 2(9/5)5( )eoyk?’p]g =0, (3.70)
[8? . u)é(z)%} &', — ipl8(2)e S pyg?, = n% (3.71)

Integrando estas ecuaciones obtenemos

1 ago‘(z// Z/)
0 Ne — (1= 2 Jiw o)
g Z(Z7z) ( 5) g<z7 0) az// Z,/:0+

A Iq. Z//,Z/
g5z, 2) =, g/§< )) (1—we(z, 0)%

+i(0/2)e” *pia(2,0)g%(0,2),  (3.72)

+ 10" prg(z,0)g%(0, 7).

2"'=0"*

(3.73)

Nétese que las ecuacién para la g% depende de su derivada respecto a z evaluada en z = 0.
Lo mismo sucede con la ecuacién para la componente ¢7. En el caso I ya se trabajo con esta
situacién, de manera que aqui sélo seguimos el mismo procedimiento. Derivamos (3.86)

respecto a z y la evaluamos en z = 0. Con un poco de dlgebra aprendemos que

99°%(z, 2") 0 o
= = €+1€ 7 g0, 2)), (3.74)
donde se usé que 0,g(z, 0)| o= 1 /2. Sustituyendo este resultado en la misma ecuacién
(3.86) obtenemos
20 o
o'i(2.2) = = pin(=, 00640, (3.75)

e+1
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Ahora aplicamos el mismo procedimiento a la Ec. (3.87). Los resultados son

9g';(z,2") 1 csen(2) o s
]82’ 2=0+ - 1+ p |: J /:’L(Z/) € Pl — Z@,ueo kspkgoj(oazl) (376)
y
i i [9(z2)  1—psgn(z') o] 2iu0
902 =, | S - T w0+ EEL e mate 01 0.,

(3.77)

Las ecuaciones (3.75) y (3.77) son un par de ecuaciones algebraicas acopladas que podemos
resolver de la manera usual. Evaluando (3.77) en z = 0 y sustituyendo el resultado en
(3.75) obtenemos

4if
e+D(+1)

9%(z,2) = 8(2,0) [ *p;0(0,2)) + ifp?a(0,0)¢°,(0,2)] . (3.78)

donde se usé el resultado

Sgn(z/)] - 12+—Nu (3.79)

M(IZ’) [ =

1—
1+p
La Ec. (3.78) es una expresion algebraica para la componente ¢°. Evaluandola en z =

0, depejando ¢°%(0, 2') y reinsertando el resultado en la misma expresion, obtenemos el

resultado final, que es

4i9~60ji3pj .
(e+1)(E+1)+6?

¢ (2>0,7) = (2,0)g(0, 2"), (3.80)

que es igual al resultado que se obtuvo para las componentes g, del grupo I. Ahora

evaluamos (3.75) en z = 0 y sustituimos el resultado en (3.77). Se obtiene

-1 — psgn(z’)
—4g(0,0)g(z,0)g(0, 2') |p*n'. —— =
9(0,0)a(z,0)g(0,2") |p i ()

L2 R Spipy
LtpE+1)(E+1)+620

z,2)

Q
o
~—
j\z
N\
S~—
Il
3,
<
©
~

(3.81)
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Usando el resultado

1 sgn(z') 260211 1 sgn(Z)(e + 1)(/% -1+ 62
— (1= p)—=—; - —| = — a .
L+ p M) e+ D)E+D) 462 ) (e+1)(E+1)+67
(3.82)
la Ec. (3.81) puede escribirse en la forma simple
i i 0(=2)  4g(0,0)a(2,0)g(0,2) [ 26°
s T R e Ey Al e
,58n(2) (e +1)(; — 1) + 02
;P () (3.83)

Ahora hacemos el mismo analisis para la region complementaria z < 0.

En esta region, las ecuaciones diferenciales acopladas para la GF reducida que vamos

a resolver son

{82 +¢ (1 — é) (5(2)%} g% —i05(2)e” *pg*, = 0, (3.84)
0 d(z—2)
2 _ il RS S 0ik3, 0 _
(1= 08| o B8 g, = P (3.35)
Integrando obtenemos
/ 1 9 Oz‘ Zl/uzl -n _0j /
P = e (122 ) sl 0T i g0k 0.5), (30

;0(2,7) 1 9g;(=", ') 3 _0ik3 0
g ( ) =n; /1(2/) - /_jj(l - ,LL)Q(Z, O) ]8,2” 0 + i€ pkg(z7 O)g j(07 Z/)'
(3.87)
Derivando estas expresiones respecto a z y evaluando en z = 0~ se obtiene

9g°%(z, 2') 1 k

e 0, 3.88
9 | E+1@€ " D390, 2), (3.88)

9g';(z,7) 1 [ ; sgn(2) 0ik3

—_— = n'; + 03, 9%(0,2) 1, (3.89)
0z le=0- 41 a(z")

donde se usé que 0,9(z, 0)|Z = 1/2. El siguiente paso es sustituir estos resultados en

=0—
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sus ecuaciones respectivas. Para la componente 0¢ obtenemos

2@9 0j

(2, 2) = - 1€ p]g(z 0)g*.(0, 2). (3.90)

que es el mismo resultado que se obtuvo para la regiéon z > 0 en la Ec. (3.75). La

componentes ij también resulta igual que para la region z > 0, i.e.

i i [9(z,2)  1—psgn(?)
gj(zaz/):nj N ~(
A(z)  1+p f(2)

26 .
(7% 607,k?3

2,0)e Pl 4
9(z,0) T+

peg(z,0)g%(0, 2).
(3.91)

De acuerdo al procedimiento previamente descrito para la region z > 0, ahora debemos
resolver de manera simultanea este par de ecuaciones algebraicas acopladas. Dado que este
sistema de ecuaciones es idéntico al de la regién complementaria, las soluciones buscadas
seran exactamente las mismas. Es facil reproducir el mismo procedimiento presentado
después de la Ec. (3.77), que es donde se describe como resolver el sistema de ecuaciones.
La solucién final para la regién z < 0 es

4ife” igpj

g5(z < Oazl) = (e + 1)(% S0+ 529(7‘"0)9(07'2/)’ (3.92)

i8(z2) _ 4a(0,0)a(=,0)9(0, =) 1 26°
T e+ DE D+ L+l
,s8n(2) (e + 1)( —1) + 62

P =

fi(z')

gij(z <0,7)= D+

(3.93)

De esta formal las Ecs. (3.80) y (3.92) establecen la Ec. (3.68); mientras que las Ecs.
(3.83) v (3.93) establecen (3.69).

Grupo 11T
El grupo de ecuaciones diferenciales acopladas que se deriva de la Ec. (3.18) con 0 = 3
es
88( ) a 0680(2) 07 3
_ 2 0 _ =X7\~) 0 (Y _—
[ e(z)V*= — P 82] G 5, €k 0;G"; =0, (3.94)
N Of(2) 97 ., adld(z) oi(z)
o 2 i 7 Osz 0o . (3 —
{ f(2)V o 82] Gy N 0kGy 5, " 0;G°; =0, (3.95)
f(2) VG2, = 4o (x — X). (3.96)

donde 7,7 = 1,2. En este caso ocurre una simplificacién importante: la componente G,
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es idénticamente cero. Esto podemos entenderlo de diferentes maneras. Por ejemplo, de
la forma del operador diferencial [O#], , definido en la Ec. (3.17), se observa que la com-

ponente 03 del operador inverso es:

o0 (o] oo onl L RO [0 0 9 0]
0], < [0, 104, + [0 (0% = 5757 |aeay ~apae| =& 97
Esto nos permite elegir G’ = 0. Una forma alternativa de ver esto es notando que

la componente G°; contribuye al potencial escalar A°. De las ecuaciones de Maxwell
modificadas se observa que la corriente J3 genera el potencial A3, y éste, a su vez, juega
el papel de una corriente efectiva para las componentes A' y A2, pero no contribuye a A°.

De esta forma llegamos a la misma conclusion.

De acuerdo al andlisis anterior, el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver se

reduce a:
_ op(z) 0| , Ouz) ,;
v - BE D 6 - o 6e o, (3.98)
—ji(2)V2G?, = 4md(x — X). (3.99)

ademas de la condicién " k38ij3 = 0. Dividiendo las expresiones por ji(z) obtenemos

VR~ 0| G AL - G = (3100
d(x —x')
)

Usando la representacion de Fourier de la GF encontramos que las componentes de la GF

~V?G?, = 47 (3.101)

reducida satisfacen

y+ﬂ@ﬂ®-@ﬂ@£;%V4MQQ—MM%@M%—Q (3.102)
5(2—2")'

82 3 —
S ATED

(3.103)
Estas son las ecuaciones que debemos resolver, y como puede verse, no habra dependencia
en 0. La solucién general de este sistema de ecuaciones es

) i g(Z,Z’)
(2

L) - 9(0,2)
93(7 ) U] M( )

fi(z)

d—p;

+ 27 z,0
1+Mpg( )

: (3.104)

como demostraremos a continuacién. Primero observamos que la Ec. (3.103) puede inte-
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grarse directamente. El resultado es

GP(2, ) = T2 (3.105)

Para resolver la Ec. (3.102) debemos considerar las ecuaciones diferenciales en cada regién

por separado, z > 0y z < 0, para 2’ arbitraria.
o 2>0

La ecuacién diferencial a considerar en este caso es:

&+ (1- u)cs(z%] o'y — i(1— p)pa(z)g% = 0, (3.106)

que puede integrarse directamente para obtener

W +i(l = p)p'e(2,0)9%(0,2).  (3.107)

2"=0*

gi3(z7 Z,) = _(1 - M)g<z7 0)

Para resolver esta ecuacion seguimos el mismo procedimiento que se usé para los grupos

I y II. Derivando respecto a z y evaluando el resultado en z = 0% encontramos que

agi3(2//’ Z’)
0z"

-1 — K ;3 /
= — 'g°5(0, 27). 3.108
=0+ Zl + ,LLp g 3( 7Z> ( )

Insertando este resultado en la Ec. (3.107) obtenemos

: 1=y g(0, 2)
Lz >0,2)=2i 'g(z,0) "=, 3.109
donde se us6 que g3;(z,2') = g(z,2')/(2').
o 2<0
En este caso, la ecuacion diferencial que debemos resolver es
2, 1 o1, .1 i 3
O+ —(1=p)d(z)5-| 9% —i—(1 = p)p'd(2)g’s = 0. (3.110)
I 0z It

Integrando directamente obtenemos

892‘3(2//’ Z/)
oz"

2/'=0~

gi3(zazl) - _%<1 —u)g(z,O) +i%(1 _N)pig(2’0)933(072,)' (3'111)

Ahora seguimos el mismo procedimiento. Derivando respecto a z y evaluando el resultado
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en z = 0~ obtenemos

agz' Z”,Z’ .1—,U .
W, =) 12

Insertando este resultado en la Ec. (3.111) obtenemos

) / — 2 7 .
g'5(z < 0,2") 1—1 n ,up g(z,0) el

(3.113)

Las Ecs. (3.105), (3.109) y (3.113) establecen (3.104).

Para concluir esta seccién, escribiremos de forma compacta las componentes de la GF
para un aislante topoldgico semi-infinito (con interfaz 6 plana) en contacto con el vacio
(ver figura 3.1), y estudiaremos su consistencia con los casos limite de interés. De acuerdo

a nuestros resultados, la matrix de GF reducida es de la forma

900 901 902 0
g9 91 9% 9%

9", = : (3.114)
9% 9 9 9%
0 0 0 g%
donde sus componentes estan dadas por
0 g9(z,2") 1 1 72| 2
g O(Z7 Z,) = E(Z/) + E(Z/) sgn(z')(s - 1)(; + ]') + 0 p g(Oa O)A(Z, Z/)a (3115)
g2, 7)) =0 Pp; Az, ), (3.116)

i n_ o ez 2) 1 son (=) (e 1 72| 2 o
e = { B2 L st e + 1 1>+~e}pg<o,o>A<, )}

2 .
+ 1 p'p;jg(0,0)A(z,2"), (3.117)
m +1
7 / 3 9(272,) 1- wo; 9(072,)
g's(2,2") =n's— + 2 p'g(z,0)— , 3.118
donde se definié A (0. o

(e+D(E+1)+6%

Las componentes ¢3,, g%, ¢° v g% son iguales a cero. Esto podemos entenderlos de la

siguiente manera. De la soluciéon general en términos de la GF reducida, observamos que
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la componente A* puede escribirse como sigue
A3(x) = / (G3J° + G° T+ G°, 07 + GPyJ°) dPX. (3.120)

Sin embargo, de la ecuacién de movimiento (3.11) observamos que A? es generada tini-
camente por la componente J? de la corriente. Esto implica que, en la Ec. (3.120),
G%, = G = G3, = 0. Un argumento similar es védlido para concluir que ¢ = 0. De
la Ec. (3.10) observamos que la ecuacién diferencial para el potencial escalar se acopla so-
lamente con las componentes A! y A% del potencial vectorial, de manera que es razonable

pedir que G% =

Ahora estudiaremos la consistencia de nuestra solucién con los resultados previamente

conocidos.

En este caso, obtenemos la funcién de Green reducida de un medio material (con
interfaz plana) en contacto con el vacio. En este limite, los efectos eléctrico y magnético

estan desacoplados, de modo que la GF reducida puede escribirse por bloques:
0
g, = [ o=, ] , (3.121)

El primer bloque contiene tinicamente la componente

e = g(z,2")  €e—1sgn()
€(2") e+1 €(2)

a(z,0)e P, (3.122)

que corresponde a la GF reducida para un dieléctrico plano con permitividad e. Esta
expresion es que la deducimos el Apéndice D. El segundo bloque no es diagonal, dado
que en dicho limite, la ecuacién de Maxwell (3.14) mezcla las componentes del potencial

vectorial. Dicho bloque tiene la forma:

911 0 913

gB'j: 0 g% 923 ) (3.123)
0 0 933
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donde sus componentes estan dadas por

; , , 9(2,7) ; ;1 — psgn(2) ||
(z,2) == — (n'; +n'n; ,0)ePl7
gB](Z Z) 77] ,U(Z/) (77] nn )1+,u M( ) (Z )6
1—p g(0,2)
+ 21— 2,0)= , 3.124

donde n; = (0,0,1) es la normal a la interfaz, y p* = (0, ps, py, 0) son las componentes del

momento paralelo a dicho plano.
* € = /,L = 1

En este caso, las componentes A y A? del potencial vectorial se mezclan con el po-
tencial escalar A°, mientras que la ecuacién para la componente A2 se desacopla. De esta

forma, las componentes de la GF reducida pueden escribise como sigue

{99 (0,0) [p"py + (0", +n"n,) p*] + iE"f‘?’pa} 9(2,0)g(0,2),
(3.125)

(2,2 =n"g(z2)— _
P () =t (a2) -

con n, = (0,0,0,1). Como se esperaba, esta expresién coincide con la que se obtuvo en el

Capitulo 1, en la Ec. (1.56), para un TT con las mismas propiedades 6pticas que el vacio.

3.2. GF en la representacion de coordenadas

Para escribir las componentes de la GF en la representacién de coordendas, debemos
calcular la transformada de Fourier en el plano, como se definié en la Ec. (3.19), de
cada componente de la GF reducida. En este caso resulta una tarea sencilla, dado que
podemos usar los resultados del Apéndice A. A continuacion escribimos las integrales més

importantes:

d2

I°(x,x') = 47r/ (275 e Rp2g(0,0)g(z,0)g(0,2) :% = (3.126)
U(x,x) = 471'/(;7?;26@11 g(2,0)g(0,2") = %% <1 - \/%) , (3.127)

Vi) = 4r [ P pg(0.0)0(=.0000.2) = {15

W~ |
X

[\
/N
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donde g(z,2") = (1/2p)e =% Z = || + ||, y R = (z — 2,y — ¢/). Usando estos

resultados, la transformada de Fourier de la GF reducida nos da:

sen(2)(e — 1)(X + 1) + 62
& (x.x0) = 1/ 1 __ 1/ gn(2')(e = 1)(5 )N 1 | (3.120)
e()x=x| ez)  (e+1)(E+1)+60> VR Z2
. i0 o
Gly(x, %) = — ' P Ii(x, %), 3.130
o(x,x') <5+1)(i+1>+9260 i(x,x) (3.130)
Gz( /) 7 1 1 1 Sgn(zl)(€+1)(i_1)+é2 1
(X, X — — = =
f T =X T )1 VL2
i 02 A
TT. 7 n ~28jK’(X,X'), (3.131)
pTlE+DE+1)+6
i / 7 1 21_/1’ i ’
G'3(x,x') = [n3|x—x’| +51+ul(x’x) : (3.132)

Los vectores I y K se definieron en las Ecs. (A.15) y (A.21), respectivamente. Estos se

relacionan con los vectores Uy V previamente definidos como sigue: U(x,x') = I(x, x/)

y V(x,x') = $K(x,x'). Nétese que en el limite 6 = 0, las Ecs. (3.129)-(3.132) se reducen
correctamente a las obtenidas en la subseccién 1.2.2, Ecs. (1.58)-(1.60), como se esperaba.

3.3. Aplicaciones

3.3.1. Carga puntual cerca de un TI plano

Como primer ejercicio consideremos una carga eléctrica puntual ¢ localizada a una
distancia b > 0 del plano z = 0, es decir, se encuentra en la regién de vacio, como se
muestra en la figura 3.2. La region z < 0 estd llena de un TI con propiedadades épticas
(e,1) y con TMEP 6. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que 2’ =y = 0. Por
lo tanto, la densidad de corriente es j#(x") = qn/yd (2') 0 (') § (2' — b). De acuerdo a la Ec.

(3.15), la solucién a este problema es

At (x) = ¢G*, (x,1), (3.133)
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& U0 vacio

q Z
llc rr I= ! >
q", 9" (q.9")

vy

Figura 3.2: La figura ilustra una carga eléctrica ¢ localizada a una distancia b de una interfaz
0 definida por el plano z = 0. La regién z < 0 esta llena de un TI con propiedadades 6pticas
(e,p) y con TMEP 6 # 0, mientras que la regién z > 0 es el vacio. En la regién z > 0 el campo
eléctrico es originado por la carga original ¢ y por la carga imagen ¢”, mientras que el campo
magnético es originado por el monopolo ¢g”. En la regién z < 0 los campos eléctrico y magnético
son originados por la carga ¢’ y monopolo ¢’ imagen, respectivamente.

donde r = bé,. Primero estudiamos el campo eléctrico. De la Ec. (3.129), se observa que

la componente 00 de la GF, con 2z’ > 0, es

e—1)(L+1)+6?
z>0 : G%(xr)= ! —( )(‘; ) _ ! , (3.134)
x=r[ (e +1)(L+1)+62 x+r]
2( +1
<0 G%xr) = G+ ! (3.135)

(e+D)(E+1)+62x—1]

Para z > 0 la GF nos da el potencial electrostatico A% (x) = ¢G% (x,r), que puede
interpretarse como el debido a un par de cargas puntuales, la primera de magnitud ¢ en

r, y la otra, la carga imagen, de magnitud

¢ =—q = _ (3.136)

1
' = z — 3.137
! (e+1)(; +1)+6? (3.137)

localizada en r.
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Las componentes no cero del potencial vectorial son A' (x) = ¢G', (x,r) y A?(x) =

qG?, (x,1); y las componentes requeridas de la matriz de GF son:

29~ Y 1 — = , 2>0
Gl (x,1) =+ _ 2 [+ 3.138
o (1) (a+1)(i+1)+02R2{1+|§‘;' , 2<0 ( )
N z+b
G2, (x.1) = — 20 _ b bl 0 27 ’ (3.139)
e+ +D)+2 R | 1+ . 2<0

Es dificil interpretar las componentes del potencial vectorial directamente, sin embargo el

campo magnético B =V x A es iluminante. De hecho

2q0
>0 : B(x)=-— ! _ XFr (3.140)
(e+1)(E+1)+02[x+r]
200 _
<0 : B(x)=+ af *—7 (3.141)

C+DE+ )BT

Observamos que el campo magnético para z > 0 es debido a un monopolo magnético de

magnitud )
9" =- ?q@ - (3.142)
(e + 1)(; + 1)+ 62

localizado en —r. Para z < 0 tenemos un monopolo magnético de magnitud

2q0
q =+ = _ (3.143)
e+1)(;+1)+6°

localizado en r. Estos resultados coinciden con los reportados en la Ref. [74], en donde se

us6 el método de imagenes.

Ahora estudiaremos la fuerza entre la carga eléctrica y el bloque de TI. Partimos de

la Ec. (1.86) para la energia de interaccién, que en este caso nos da
1
Eiw = 3 /d3x/d3x'j0 (x) [Goo (x,X") — 100G (x,x)] 7% (X), (3.144)

donde G (x,x') = 1/|x — x| es la GF de vacio, y J°(x) = ¢d(x)d(y)d(z — b). Usando la
componente 00 de la GF, dada en la Ec. (3.129), obtenemos

2
By =L

g \&—
e _. (3.145)
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Esto implica que la fuerza sobre la carga, ejercida por el TI, es

: 2 (e—1)(2+1)+6?
po OPms _ 4 2( G +6 (3.146)
9 (20)* (e + 1)(2 + 1) + 62

que siempre es atractiva. Notese que este resultado es consistente con la ley de Coulomb,

pues es la fuerza entre la carga ¢ y la carga imagen ¢”.

3.3.2. Hilo conductor infinito cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre infinito paralelo al eje x y que porta una corriente
en la direccion 4z, como se muestra en la figura 3.4. El alambre se localiza en el vacio
a una distancia b de un TI plano (cuya interfaz estd definida por el plano z = 0) con
propiedades épticas (e, ) y TMEP 6 # 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal
que y' = 0. De esta forma, la densidad de corrientes es j* (x') = In",0 (v/) § (2 — b).

La solucion para este problema puede obtenerse siguiendo las mismas lineas descritas
en las aplicaciones de la Seccion 1.3. El cuadripotencial se expresa en términos de la GF
como:

At (x) = I/_+OO G" (x,r)dx’, (3.147)

donde x —r = (z — 2')é, + yé, + (|z| + b)é,. Primero estudiaremos el campo eléctrico.
De (3.147) se observa que el potencial escalar es A%(x) = I [7>° GO (x,r)da’, donde la
componente 01 de la GF se lee de la Ec. (3.130). Esta es

20 Y
(e+D(L+1)+ 62 R

B lz| + b
NN EE

GO (x,r) = + : (3.148)

Nétese que la Ec. (1.101) se obtiene a partir de (3.148) en el limite e = 1 = 1. Sustituyendo
esta expresion en (3.147) obtenemos el potencial escalar, sin embargo, éste carece de una
intepretacién inmediata. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = —VA%(x) =
—1 [T VG (x,r)d’. El resultado es

401 2| +b ysgn(z)
E(x)=— - ol 12 €y — — (2) 5€. |, (3.149)
e+ 1) +1)+6% Ly* + (J2] +b) y? + (|2| +b)

y admite una intepretacién andloga a la de la Ec. (1.102). En la regién z > 0, el campo
eléctrico puede interpretarse como el producido por una corriente magnética que fluye en

la. direccién opuesta a la corriente del alamabre j” = —J"é,, localizada en z = —b, y de
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g u,0 vacio

I Z
a ® >
(III']II) a,Jj)

vY

Figura 3.3: La figura ilustra un alambre infinito que porta una corriente I en la direccién +x
(saliendo de la pagina), localizado a una distancia b de una interfaz 6 definida por el plano z = 0.
La regién z < 0 estd llena de un TI no trivial, con propiedades épticas (¢, ) y TMEP 6 # 0,
mientras que la regién z > 0 es el vacio. En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado por
una corriente magnética J” que fluye en la direccién —z, mientras que el campo magnético es
originado por la corriente original I y una corriente eléctrica imagen I” que fluye en la direccién
—x y se localiza en z = —b. En la regién z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados
por las corrientes magnética J' y eléctrica I’, respectivamente, ambas fluyendo en la direccién
+x.

magnitud ~
J" = 26 _]. (3.150)
(e+1)(; +1)+6?

Para z < 0, el campo eléctrico es producido por una corriente magnética que fluye en la
misma direccién que la corriente eléctrica del alambre, j’ = J'é,, localizada en z = b, y
de la misma magnitud, i.e. J' = J".

De manera similar podemos calcular el campo magnético. Las componentes no-cero
del potencial vectorial son: A' = T fj;o Gl (x,r)de y A? = Ifjoooo G?,(x,r)dz’, donde las

componentes requeridas de la GF son:

O (xp) — 1 (e+1)(G-D+6° 1
Y N R P DE+ 1)+ VI + (5] + b
2 i 0 (z—4a 5 5
+ﬁ+1(5+1)(i+1)+9~2% 5 [\/R + (|z| +b) —(|z|—|—b)]}, (3.151)
2 _ 2 6 o1y 21 (2 2 _ (|4
Froor) = T s U (VR (2[+ 07 = (12| +0)] }, (3.152)

donde R? = (x — 2')? + y*. El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calcu-
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lamos directamente el campo magnético: B(x) = V x A = —9,A%, + 0,A'e, + (0, A% —
d,ANé,. El resultado es:

B (x) = I—Q(z —b)é, +2yé, B [(5 + 1)(,% — 1)+ 62 —2(|z] + b)sgn(z)é, + 2yé,
2+ (2 —b)* e+ 1)L +1)+062 Y2+ (|2 +b)° '

m

(3.153)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por la corriente original (de
magnitud I, que fluye en la direccién +z y se localiza en z = b) , més una corriente
eléctrica imagen que fluye en la direccién opuesta a la corriente del alambre, J” = —1"é,,

localizada en z = —b, y de magnitud
e+ —1)+6°

I" = L —]. (3.154)
(e+1)(; +1)+6?

Para z < 0, el campo magnético se debe a una tnica corriente eléctrica que fluye en la
misma direccién que la corriente del alambre, i.e. J' = I'é,, localizada en z = b, y de

magnitud
I = 2e+l) (3.155)
(e+1)(; + 1)+ 062

Esta corriente se obtiene como resultado de la superposicién de la corriente original, mas
una corriente imagen localizada en el mismo punto y de magnitud —1”, i.e. I' =1 —1".

Se observa que, en el caso limite ¢ = p = 1, se recuperan correctamente los campos
eléctrico [Ec. (1.102)] y magnético [Ec. (1.104)] calculados en la Seccién 1.3 para un hilo
conductor frente a una interfaz 6 plana. Por otro lado, en el limite § = 0, se verifica que
E(x) = 0 (no hay TME), y las corrientes eléctricas imagen se reducen a

1 2
r=-—"tr y ="y (3.156)
1+ 4

como se esperaba.

3.3.3. Hilo infinito cargado cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre rectilineo uniformemente cargado, con densidad de
carga A\, como se muestra en la figura 3.4. El alambre se localiza en el vacio, a una distancia
b de un TT plano (definido por el plano z = 0), paralelo al eje x, con propiedades épticas
(e,1) y TMEP 60 # 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que y' = 0. De esta
forma, la densidad de corrientes es j* (x') = An",d (v') 0 (2 — b).
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La solucion para este problema puede obtenerse siguiendo las mismas lineas descritas
en las aplicaciones de la Seccion 1.3. El cuadripotencial se expresa en términos de la GF

COImo:

“+o00
A4 (x) = A / G (x,1)da, (3.157)

donder = z'é,+beé,. De (3.147) se observa que el potencial escalar es A%(x) = A erOO G (x,r)dz’,
donde la componente 00 de la GF se lee de la Ec. (3.129). Esta es

1 e—1)(L +1)+6? 1
Gh(x,1) = —= = — ( )(*1‘ ) = -, (3.158)
VR 2 =02 (e +1)(; +1) + 02 /R + (2] +b)
donde R? = (z—2a')?+y?. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = —VA°(x) =
~\ [T VGO (x,1)da’. El resultado es
e, + 2(z — b)é e—1)(E+1)+60%28, +2 b &
y2+ (2 —b) (e+1)(E+1)+62 y?>+ (|2] +b)

En la regién z > 0, el campo eléctrico puede interpretarse como el producido por el hilo

infinito cargado original (paralelo al eje = con densidad de carga lineal \), més un hilo

cargado imagen, localizado en z = —b, y con densidad de carga lineal
(e-1DE+1)+6?

= — : —\. (3.160)
(e+1)(; + 1)+ 062

Para z < 0, el campo eléctrico es producido por un hilo infinito, localizado en z = b, y
con densidad de carga lineal
2(2 +1)

N = ) —)\. (3.161)
(e+1)(;+ 1)+ 62

Esta densidad de carga se obtiene como resultado de la superposicion del hilo cargado
original, mas un hilo cargado imagen localizado en el mismo punto y de magnitud \’, i.e
N=X+ )\

Ahora estudiaremos el campo magnético. Las componentes no-cero del potencial vec-
torial son: A! = )\fj;o Glo(x,r)dr’ y A? = )\fj;o G?y(x,r)dz’, donde las componentes

requeridas de la GF son:

20 y |z| +b
Glo(x, 1) = — 21— 3.162
ol.1) (€+1)(ﬁ+1)+92R2< VIR + (2] +b)? ) ( )
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(AII, A”) (/1[, AI)
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Figura 3.4: La figura ilustra un hilo infinito con densidad de carga uniforme A, localizado a
una distancia b de una interfaz 6 definida por el plano z = 0. La regién z < 0 esta llena de un
TT no trivial, con propiedades épticas (g, 1) y TMEP 6 # 0, mientras que la regién z > 0 es el
vacio. En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado por el hilo infinito original, mas un hilo
infinito imagen, con densidad de carga uniforme )\’ localizado en z = —b. El campo magnético
es originado por un hilo infinito con densidad uniforme de carga magnética A” localizado en
el punto imagen. En la regién z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por hilos
infinitos con densidades uniformes de carga eléctrica \' y magnética A’, respectivamente, ambas
localizadas en z = b.

20 x—a || +b
G? (x,r) = — _ 1— , 3.163
o 7) (64—1)(%4-1)4-92 R? ( \/R2+(|z|+b)2> ( )

donde R? = (x — 2')? + y2. El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calcu-
lamos directamente el campo magnético: B(x) = V x A = —9,A%, + 0,A'e, + (0, A% —
d,ANé,. El resultado es:

20 2y sgn(z)é, + 2(|z| + b)é,

B(x)=-\ — 5
(e+1)(; + 1)+ 062 Y2+ (|z] +b)

(3.164)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por un hilo infinito con densidad

uniforme de carga magnética

20
N = — N —\, (3.165)
(e+ 1)(; +1)+62
localizado en z = —b. En la region z < 0, el campo magnético es producido por un hilo
infinito con densidad uniforme de carga magnética A’ = —A”, localizado en z = b.

Se observa que, en el caso limite ¢ = p = 1, se recuperan correctamente los campos
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eléctrico [Ec. (1.106)] y magnético [Ec. (1.109)] calculados en la Seccién 1.3 para un hilo
infinito uniformemente cargado frente a una interfaz 6 plana. Por otro lado, en el limite
0 = 0, se verifica que B(x) = 0 (no hay TME), y las densidades de carga imagen se
reducen a

" e—1 , 2

N = A A= A 3.166
e+1 ’ e+1 ( )

CcOo1mo se esperaba.

3.4. Discusion

El efecto magnetoeléctrico es un fenémeno que consiste en la transmutacién entre los
campos eléctrico y magnético. Fue predicho por primera vez por P. Curie [119], mientras
que el término “magnetoeléctrico” fue acunado por P. Debye [120]. Este puede ser lineal
o no lineal con respecto a los campos externos; y en general, depende de la temperatura.

El efecto magnetoeléctrico puede expresarse en la siguiente forma

P(H) =Y ay(T)H;+ > Bin(T)H;Hy + . .. (3.167)
J J.k
Mi(E) =) ay(T)E;j + > %ijw(T)E;E, + ... (3.168)

donde P es la polarizacién eléctrica, M la magnetizacion; E' y H son los campos eléctri-
co y magnético; y a y [ son las susceptibilidades magnetoeléctricas, lineal y no lineal,
respectivamente. En 1959, 1. Dzyaloshinskii usé argumentos de simetria para derivar la
forma del acoplamiento magnetoeléctrico para el material CryO3 [121]. La confirmacién
experimental vino pocos meses después [122, 123]. Otros materiales que exhiben el efecto
magnetoeléctrico son BiMnO3 y BiFeOs. Desafortunadamente, dicho efecto es muy pe-
queno para ser medible, dado que el término lineal esta limitado por la relacion a;; < €145
[124].

El reciente descubrimiento de los aislantes topoldgicos TR simétricos abre una ventana
de posibiliadades para estudiar el efecto magnetoeléctrico, que a diferencia del descrito
en el parrafo anterior, éste tiene un origen topoldgico. La respuesta electromagnética de
los TIs puede describirse por la accién de Maxwell (3.1) mas un término 6 adicional de
la forma 0E - B, donde 6 es la polarizabilidad topoldgica magnetoeléctrica. La simetria
TR implica que 0 estd cuantizada en multiplos impares de m: 0 = (2n + 1)7, con n € Z.
Por lo tanto, todos los TIs TR simétricos estén descritos por § = 0 0 § = 7 (mddulo 27).
Entre los efectos topolégicos magnetoeléctricos que se han reportado destacan: monopolos

magnéticos inducidos debido a una carga eléctrica frente a la superficie de un TI (y vice-
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versa) [74] y la rotacién de Faraday que surge cuando ondas electromagnéticas atraviesan
la superficie de un TI [78]. E1 TME no se ha observado experimentalmente. Una idea de
por qué esto es asi se puede ganar comparando teoria de Chern-Simons en (3 4+ 1)-D con
la andloga en (24 1)-D. En (24 1)-dimensiones, el término topolégico de Chern-Simons es
el término que domina el comportamiento del sistema en el régimen de longitud de onda
grande, lo que lleva a la cuantizacién universal de la conductancia de Hall. Por otro lado,
en (34 1)-dimensiones el término topoldgico en la accién (6) y el término de Maxwell son

igualmente importantes en el limite de longitud onda grande [70].

Hasta el momento, todos los TMEs fueron predichos resolviendo las ecuaciones de
Maxwell modificadas usando el método de iméagenes, el cual resulta de mucha utilidad
cuando las distribuciones de cargas y corrientes son simples, sin embargo, para distribu-
ciones complicadas este método se torna muy dificil. En este Capitulo, se introdujo el
método de la funcién de Green para describir la respuesta electromagnética de TIs. Es
decir, presentamos la solucién general de las ecuaciones de Maxwell modificadas para un
TI con superficie plana, para una distribucién arbitraria de cargas y corrientes. De esta
forma, aunque las fuentes tengan una estructura matematica complicada, podremos co-
nocer su solucién, ya sea analitica o numéricamente. Estos resultados abren una ventana
de posibilidades para proponer diferentes tipos de distribuciones de cargas y corrientes
que permitan amplificar el TME en la superficie de un TI. Como primer ejercicio, se re-
solvid el caso de una carga eléctrica puntual ¢ a una distancia b de la superficie de un
TI plano y verificamos la consistencia con los resultados previamente reportados por Qi
y colaboradores [74]. En la regién de vacio, el campo eléctrico es generado por dos car-
gas eléctricas, la carga original ¢ y una carga imagen ¢” localizada en z = —b; mientras
que el campo magnético es generado por un monopolo magnético de magnitud ¢” en el
punto imagen. La aparicion de monopolos magnéticos en esta soluciéon parece violar la
ley de Maxwell V - B = 0, que permanece sin alteraciones en el caso de la electrodinami-
ca de TIs. Sin embargo, recordando que (x +r)/|x + r[*> ~ V,(1/|x £ r|), obtenemos
V- -B ~ VZ(1/|x £ r|) ~ §(x £ r) en una regién donde x # + r. Fisicamente, el campo

magnético es inducido por la densidad de corriente en la superficie

J=05(2)Exn=—— & _ 5 (2) @, (3.169)

que circula alrededor del origen. Aqui p = /22 + y? es la distancia radial y ¢ es el
vector tangente unitario. Esta corriente es la corriente de Hall, que da origen a un cam-
po magnético que tiene la forma correcta del que se esperaria debido a un monopolo

magnético.
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Como segundo ejemplo se consider6 un hilo conductor infinito, cerca de un TI plano,
que porta una corriente I en la direccion +z. En la regién de vacio, el campo magnético es
generado por la corriente original, mas una corriente imagen I” que fluye en la direccién
opuesta localizada en z = —b; mientras que el campo eléctrico es generado por una
corriente magnética J” (compuesta por monopolos magnéticos) localizada en el punto
imagen. La aparicion de una corriente de monopolos magnéticos en esta solucién parece
violar la ley de Faraday estatica V x E = 0, que permanece sin alteraciones en el caso de
la electrodindmica de TIs. Sin embargo, el campo eléctrico es inducido por la densidad de

carga en la superficie

B n2
p—05(z)B-n——— A —)
AT (e +1)(5 +1) + 6% (02 + 1?)

(3.170)

Esta densidad de carga da origen a un campo eléctrico que tiene la forma del que se
esperaria de una corriente de monopolos magnéticos, es decir, solucién de la ecuacion
V x E = 47j, donde j = —1"€, es la corriente magnética.

Como tercer ejemplo, estudiamos un hilo rectilineo infinito (paralelo al eje x y locali-
zado a una distancia b de éste) con densidad de carga uniforme A, cerca de la superficie
de un TI plano. En la regién de vacio (z > 0), el campo eléctrico es generado por el hilo
original, mas un hilo imagen con densidad de carga A" localizado en z = —b; mientras que
el campo magnético es originado por un hilo con densidad uniforme de carga magnética
A" localizado en el punto imagen. La apariciéon de una densidad de cargas magnéticas
parece violar la ley de Maxwell V-B = 0, sin embargo, ésta se cumple en el bulto del TT y
en el vacio, i.e. V-By =0y V-By = 0, respectivamente. La condicién de continuidad de
la componente normal del campo magnético en la interfaz garantiza que dicha ecuacion
se satisface en todo el espacio, i.e. V-B = §(z)(B2 —B;) -n = 0. Dicho campo magnético

es producido por la densidad de corriente en la superficie

N AL +1)0
JZQ(S(Z’)EXn:i (“ ) 2y

= 0(2)eé,. 3.171
47T(g+1)(l%+1)+92y2+b2 (=) ( )

El campo magnético que resulta de resolver la ley de Ampere estatica (V x B = J)
con esta densidad de corriente, coincide con el que se obtendria de resolver la ecuacion
V-B =47A", donde A” es la densidad de cargas magnéticas.

El analisis presentado en este Capitulo puede extenderse para el caso de TIs con
superficies esférica y cilindrica, que son las geometrias de mayor interés experimental,

ademas del caso plano que se discutié.



Capitulo 4

Gravedad 0

La gravedad de Chern-Simons es una extension topoldgica muy interesante de la rela-
tividad general, donde la accion de Einstein-Hilbert se acopla al invariante de Pontryagin
gravitacional por medio de un campo escalar €, que puede ser un campo dinamico o una
cantidad prescrita que es funcién del espacio-tiempo [81]. Entre las propiedades intere-
santes de la gravedad de Chern-Simons (de aqui en adelante la llamaremos gravedad CS o
simplemente gCS) encontramos que proporciona un marco para la cancelacién de la ano-
malia gravitacional en teoria de cuerdas a través del mecanismo de Green-Schwarz [15],
y que emerge naturalmente como un término de cancelacion de anomalias en gravedad

cudntica de lazos [16].

Las ecuaciones de campo modificadas, incluyen un término extra al que se conoce como
tensor de Cotton 4-dimensional, que depende de que depende de 9,0 y 9,,0,0; y sus solu-
ciones estan confinadas a espacios con invariante de Pontryagin igual a cero, i.e. *RR = 0.
Sin embargo, esto no impide que los espacios-tiempo de Schwarzchild, Robertson-Walker y
Ondas Gravitacionales (OGs), sean soluciones de las ecuaciones modificadas con el campo
de acoplamiento 6 = kt, donde k € R [82]. En un contexto interesante, la teoria dindmi-
ca se usO para acotar las constantes de acoplamiento a partir de ondas gravitacionales
viniendo de agujeros negros binarios [83].

En este trabajo, consideramos una realizacién particular de la gCS en donde 6 donde 6
no es un campo dindmico, sino que es constante por secciones, i.e. toma diferentes valores
constantes en diferentes regiones del espacio separadas por una interfaz comun X, a la
que llamaremos interfaz 6. Nos referiremos a este modelo como gravedad € o simplemente
G6. Nuestra motivacién surge de la formulacién analoga de la electrodinamica 6, que
es el modelo efectivo que describe el efecto topoldgico magnetoeléctrico de los aislantes
topoldgicos. Este modelo tiene una forma andloga a la electrodindmica axidénica que se

ha usado en el contexto de fisica de particulas [26, 27], excepto que el campo 6, que es

95
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un campo dindmico en la teoria axionica, es constante a trozos en un aislante topologico.
Como se discutio en los capitulos anteriores, un valor constante de 6 no tiene efectos
electrodinamicos en el cuerpo de un TI, sin embargo, en una interfaz a través de la cuél
el valor de # cambia en Af, aparece la conductividad de Hall superficial o, = Afe?/27h.
Muchos otros efectos topoldgicos magnetoeléctricos ocurren en la interfaz de un TI, como

se discutié ampliamente en la seccién de aplicaciones del capitulo 1.

En el caso gravitacional, el comportamiento del campo 6 (constante a trozos) induce
potenciales dicontinuidades en la métrica y sus derivadas a través de X, que es el lugar
donde la dinamica modificada afecta al campo gravitacional. Tales métricas pueden jugar
un papel importante en relatividad general; en particular, de acuerdo a la Ref. [125], es
posible interpretar métricas discontinuas como fluctuaciones cudnticas del campo gravita-
cional y por lo tanto, estas geometrias pueden ser relevantes en el problema de conciliar la
mecanica cuantica y la relatividad general en una teoria unificada. Contrario al caso de la
electrodinamica 6, donde los aislantes topoldgicos han sido encontrados en el laboratorio,
la situaciéon gravitacional que describimos en este trabajo es de naturaleza tedrica por el
momento. Coleman utiliz6 una idea similar en Cosmologia, en donde estudio la evolucion
de una burbuja de vacio en un fluido cosmoldgico que pertenece a un vacio diferente (los
vacios distintos se distinguen, por ejemplo, por el valor de la constante cosmolégica) [84].

En nuestro caso, el vacio puede distinguirse por el valor de ¢, como en el caso de los T1Is.

El problema de discontinuidades métricas se ha discutido ampliamente en la literatura
[126-134] y surgen en situaciones fisicas como lineas de fuentes, ondas de choque y capas
delgadas de materia, por ejemplo. Métricas discontinuas también aparecen en las llamadas
ondas gravitacionales refractivas, que introdujo Barret [125] como una generalizacién de
las ondas gravitacionales impulsivas de Penrose [135]. Estas permiten la existencia de
discontinuidades métricas finitas en las fronteras de subvariedades en el espacio-tiempo,
siempre que la condicién de coincidencia de areas se satisfaga. Este requerimento es una
extension de las condiciones de juntura estandar en relatividad general, y permite que la
métrica inducida en una hipersuperficie nula N sea discontinua, pero de tal manera que
la medicion del area de cualquier 2-superficie tipo espacio en N dé un tnico resultado,
independientemente de tal discontinuidad. La condicién de coincidencia de areas también
surge en soluciones particulares en el cédlculo de Regge [136] y también en el modelo de
Barrett-Crane [137, 138].

En este trabajo estudiamos la propagacion de OGs en G# linealizada, a través de una
hipersuperficie X, que elegimos como el plano z = 0. Demostramos que las soluciones mas
generales de la ecuacién de ondas modificada proporciona una métrica que es discontinua

en X, i.e. g (07) # g,,(07), que sin embargo satisface la condicién de coincidencia de
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dreas medidas en ¥ a un tiempo dado. La notacién es la estdndar, 0T y 0~ denotan el

limite cuando uno se aproxima a X desde z > 0y z < 0, respectivamente.

Este capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 4.1 revisamos brevemente
la fomulacién de la gravedad de Chern-Simons, siguiendo de cerca las Refs. [81, 82].
En la seccién 4.2 introducimos el caso particular de la gravedad de Chern-Simons que
vamos a estudiar, la G6, que se trata de la gCS definida en una variedad R x U donde
se introduce una hipersuperficie adicional >, tal que el campo escalar 6 toma valores
constantes (pero diferentes) en cada regién del espacio, implicando asi contribuciones
distribucionales del tipo (X)) y ¢'(X) en las ecuaciones de campo modificadas. La seccién
4.3 la dedicamos a analizar la propagacion de OGs a través de la interfaz 6. Resolvemos
el problema de encontrar las condiciones de frontera inducidas por las contribuciones
distribucionales a la ecuacién de ondas en Y, demostrando que el operador adicional es
una extensién autoadjunta del operador —d?/dz?, para el que las condiciones de frontera
ya se determinaron previamente en la literatura. De esta manera, nuestros resultados
son independientes de cualquier modelo de las distribuciones ¢ y ¢'. En la seccién 4.5
discutimos como emerge la condicién de coincidencia de areas en G6 linealizada. Un
resumen final de los resultados comprende la ultima seccién 4.6. Los detalles de algunos
célculos se presentan en los Apéndices. Nuestras convenciones son las de la Ref. [139].
Usamos la signatura (—, +, +, +), el tensor de Riemann es R*, 5 = 9, 5+ 1% T 5 —
(a ¢+ ), el tensor de Ricci esta dado por R, = R®,,, y R =R, es el escalar de Ricci.

El simbolo de Levi-Civita es e#e5 .

4.1. Gravedad de Chern-Simons

Consideremos el espacio-tiempo (M, g), donde M es una variedad 4-dimensional y g
una métrica en M. En analogia con el electromagnetismo, la accién para la gravedad de

Chern-Simons puede escribirse como

1 0
S = SEH + SCS + Smat - % / d4$ <\/ _9R+ 1P> + Smat (gﬂuaw) ) (41)
%

donde k = 87G, V es un 4-volumen en M con frontera 0V, g es el determinante de
la métrica espacio-temporal g,,, 0 es el campo escalar de CS, y S;q¢ es la accién de
materia que no depende de 6. El campo ¢ denota colectivamente los campos de materia
no gravitacionales. La cantidad P en la accion es el invariante de Pontryagin definido por

P="R°"R" (4.2)

ouv?
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donde *R7 M = %e“”o‘ﬁRamﬁ es el tensor de Riemann dual. Formalmente, si # = const.
en todos los puntos del espacio-tiempo, la gravedad de CS se reduce idénticamente a la
relatividad general. Esto es porque el término de Pontryagin [Ec. (4.2)] puede expresarse
como la divergencia covariante

P =2V, K" (4.3)

de la corriente topolégica de Chern-Simons

2
K" = BT <8aFgA + §FZ§F%A> , (4.4)
donde I' es la conexién de Christoffel. De esta manera, el término de CS se convierte
en un término topoldgico que no contribuye a las ecuaciones de movimiento dado que
su variacién es un término de borde que puede anularse bajo las condiciones de borde
usuales. Las ecuaciones de campo modificadas se obtienen variando la accién [Ec. (4.1)]

respecto de la métrica g,,. Encontramos

1
58 — _ﬁ d4l’w/ —g (G'ul/ + C'LW — KTMV) 69;1,1/ + 5SBT7 (45)
%

donde G* = RM — % 9" R es el tensor de Einstein, y T"” es el tensor de energia-impulso
de materia definido a través de 6S,,0: = % f d%«/—gT“l’dgw. El tensor simétrico y sin

traza de segundo rango C'* esta dado por
1
2=

Este tensor es la generalizacién 4-dimensional del tensor de Cotton-York 3-dimensional,

or — _

[U,\e’\“aﬁvaR”ﬁ + 0 RN + (5 v)] (4.6)

de manera que lo llamaremos tensor de Cotton 4-dimensional. Aqui
Uy = \Y )\9 y (47)

se conoce como coordenada de encajamiento y vy, = V,v, es su derivada covariante. El
ultimo término en la Ec. (4.5), dSpr, contiene los términos de supeficie que surgen de
integraciones por parte repetidas. Este aspecto se discutird mas adelante. A continuacion
derivamos la férmula (4.6) variando el término S¢g de la accién (4.1). Fijamos la variacién

con la condicién 6g,, |, = 0. Esto implica que hqp, la métrica inducida en 9V, se mantiene

}av
fija durante las variaciones. Usando la identidad de Palatini

IR, = V.00, — V,0I'%,, (4.8)
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la variacién del término de Chern-Simons en la accién es

1 4 6 va, a T T o
6805 = % Vd xgeu g (R TOZ,B(SR ouv +R UMV5R Taﬁ)

1 4 9 17403 o T T o
=5 vd xze“ B (R rap Vol + R owva‘srw)

1 4 o
* DO Qv T 4.
__2,% Vd $9RT 0#51 ov ( 9)

Después de integrar por partes nos queda
1
0Scs = o / dz [—v, R7 "6, + YV, (0" R oI )], (4.10)
K Jy

donde v, esta dada en la Ec. (4.7). La variacién de la conexién surge de la variacién del

tensor métrico de acuerdo con la relacién
« 1 a
5F5V = 59 (Vﬁ5g§y + vyéggg — V55ggy) . (411)
De esta manera, la Ec. (4.10) se convierte en

1
0Scs = o d*x [—’U,\*RU“)‘VVU(SQ”V +V, (G*R"T“”él“;,)} ) (4.12)
K Jy

Ahora podemos integrar por partes de nuevo para obtener

8Sos = i d'z [V, (vx “R) 8g, + YV, (07R% 6T, — vy "R*5g,,)] . (4.13)
%

Nétese que el tltimo término no contribuye a la integral de superficie porque dg,, es
cero en V. Por otro lado, la derivada covariante que aparece en el primer término puede

escribirse como sigue
1
V, (U,\*RU“AV) = §UA€A”O‘6VUR”“M + Uy, TR (4.14)

donde vy, = V,v) = V,V,0 es la derivada covariante de la coordenada de encajamiento.
Usando la identidad de Bianchi V,R”" ;= V,R"; — VgR¥  en la Ec. (4.14) y sustitu-

yendo el resultado en la Ec. (4.13) encontramos

1 1
5Sps = —— / Y2/ —gCH 8 g, + — / d'wV,, (0 R7"507,) (4.15)
2K Vv 2K v

donde C* es el tensor de Cotton 4-dimensional definido en la Ec. (4.6).
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El dltimo término de la Ec. (4.15) representa un término de superficie que surge de las
integraciones por partes repetidas, y estd contenido en 6Spr de la Ec. (4.5). Tal término
puede jugar un papel muy interesante para la termodinamica de agujeros negros. Para los

propositos de este trabajo, no consideramos dicho término.

Como es usual, pidiendo que el primer término en la Ec. (4.5) sea cero para una

variacion arbitraria 0g,, obtenemos las ecuaciones de campo
GH + C* = kTH. (4.16)

Es necesario considerar la condicién de consistencia que se sigue de tomar la derivada
covariante de la Ec. (4.16). La identidad de Bianchi implica que V,G*” = 0, mientras
que la dindmica invariante bajo difeomorfismos para los grados de libertad de materia
implican que el tensor de energia-impulso 7" satisface de la misma forma V,T"" = 0.
De esta manera, la anulacién de V,,C* es una condicion de consistencia de las ecuaciones
de campo modificadas, sin embargo C*” no esta covariantemente conservado. De hecho
se obtiene que

V,.C* = 0 P (4.17)

2\/—g

y por lo tanto la condicién de consistencia de la Ec. (4.16) demanda que P = 0, a menos

ue 08 = 0. Esta condicién, a la que se le conoce como condicién de Pontryagin, restringe
bl )

severamente las soluciones a las ecuaciones de campo modificadas.

Podemos derivar la Ec. (4.17) evaluando explicitamente la divergencia covariante (que
involucra sélo las identidades de Bianchi) del tensor de Cotton 4-dimensional. Otra ruta
para obtener tal formula, que es la que presentamos aqui, es examinando la respuesta del
término de Chern-Simons ante cambios en las coordenadas, teniendo en mente que 6 es

una cantidad externa prescrita. Para una transformacién infinitesimal de las coordenadas
oxt = —=&H(x) (4.18)
tenemos

5guu = vufv + Vuf/u (419)

y la accion de Einstein-Hilbert es, por supuesto, invariante. Para evaluar las propiedades
de la variacion del término topolégico procedemos como sigue. Dado que P es una densidad
coordenada, se transforma como 6P = 0,(§#P); y 6, siendo un pardametro externo, no se

transforma. Entonces

- i 4 I — _i 4 B
0Scs = 25/}/d 200,(§"P) = 2/@'/vd zv,EHP. (4.20)
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Alternativamente, podemos calcular la variacién de Sc¢g variando g,,. Usando las Ecs.

(4.5) y (4.19) se sigue que
oScs = - [ diav=g0mv,6, = — [ diaygev,0om (4.21)
1% kJy

Igualando ambas expresiones para dScg establecemos la Ec. (4.17), y también demostra-
mos que P es una medida de la ruptura de la invariancia ante difeomorfismos cuando 9”6
no es cero. Por otro lado, si consideramos ¢ como un campo dindmico (y no una cantidad
externa prescrita), se transforma como un escalar, 660 = £"0,0, y entonces la Ec. (4.20)

adquiere la contribucion adicional

1 [, 1 .,
o /V d'sPol = - /V VPP (4.22)

que cancela la variacién total dSgg en la Ec. (4.20), demostrando asi que la extension
topoldgica con 6 dinamico es invariante ante difeomorfismos. Sin embargo, las ecuaciones
de movimiento que surgen de las variaciones de g,, permanecen iguales a las de la Ec.
(4.16), mientras que la variacién del campo dindmico 6 requiere que P se anule. De esta
forma, las ecuaciones de la teoria dinamica invariante bajos difeomorfismos, coincide con
las ecuaciones de la teoria no invariante, donde 6 es una cantidad externa prescrita.

Una diferencia importante entre las ecuaciones de campo modificadas [Ec. (4.16)] y las
ecuaciones de Einstein estandar, es la aparicion de primeras derivadas del tensor de Ricci,
o equivalentemente, de terceras derivadas de la métrica en las ecuaciones de movimiento.
La aparicién de estas derivadas de orden superior tiene importantes repercusiones en los
problemas de fronteras. Sabemos que la accién de Einstein-Hilbert no admite un problema
de valores de frontera tipo Dirichlet, a menos que se incluya el término de borde de
Gibbons-Hawking-York (GHY) [140, 141],

Sey = = ]{ PPrVhEK, (4.23)
k- Jay

donde h es el determinante de la métrica inducida h,, sobre OV, K, = h“ah”ﬁvo‘nﬁ es
la curvatura extrinseca, K’ = K*, su traza, y n? es la normal unitaria saliente a OV. La
variacion del término GHY cancela los términos de borde que surgen cuando obtenemos las
ecuaciones de movimineto, haciendo que la accion de Einstein-Hilbert sea verdaderamente
estacionaria.

El analogo al término de borde GHY para el término de Chern-Simons se deriva en
la Ref. [142], de tal forma que la accién total [Eq. (4.1)] tenga un problema de valores de

frontera tipo Dirichlet bien formulado. La variacién del término de Chern-Simons, dada
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01 )ul 02 )UZ

(1) " (2)
guv guv

Figura 4.1: Regién sobre la que definimos la gravedad 6.

en la Ec. (4.15), contiene un término de borde que surge de integraciones por partes

repetidas. Como se demuestra en la Ref. [142], la variacién del término de borde,

1
Spos = P d*xVhon, P K VK sy (4.24)

oV
cancela correctamente a dicho término. De esta manera, la gravedad de Chern-Simons
no dinamica, admite un problema de valores de frontera tipo Dirichlet bien establecido

cuando la accién [Ec. (4.1)] se suplementa con los términos de borde GHY y bCS.

4.2. Gravedad 0

En esta seccion definimos la gravedad 6 o GO, que es un caso particular de la gravedad
de Chern-Simons, y es la teoria que discutiremos en este trabajo. Partimos de la accion
(4.1) y consideramos un campo gravitacional en un espacio-tiempo (3 + 1)-dimensional
M =U x R, donde U es una variedad 3-dimensional, y R es el eje temporal. El espacio
U se divide en dos regiones, U; y Uy, vy suponemos que la region U; se caracteriza por
un valor constante § = 6, mientras que la regién U, tiene un valor constante diferente
0 = 6,. Las variedades U; y Us se intersectan a lo largo de una interfaz 2-dimensional
comun X, tal que U = Uy Ul v X2 = U; NU,, como se muestra en la Fig. 4.1. En analogia
con el caso electromagnético de los capitulos anteriores, a la superficie ¥ la llamaremos

interfaz 6. Esta situacion se expresa en la funcién caracteristica

6
bx)=4 1o XEU (4.25)
92 , X € Z/{Q

Este es el escenario més simple en que # no es un campo dinamico, pero toma valores

constantes diferentes en dominios diferentes, es decir, tiene un salto finito a través de
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la interfaz entre las dos regiones. En este esquema, el término 6 en la acciéon no es un
invariante topoldgico global puesto que estd definido en una variedad con la interfaz
Y. Dentro de cada region U; y U, tenemos las ecuaciones de Einstein estandar, pero la
discontinuidad en la superficie ¥ introduce contribuciones distribucionales a las ecuaciones
de movimiento que vienen del campo gravitacional mismo.

Usando la Ec. (4.25) junto con la definicién de la Ec. (4.7) encontramos que la coor-

denada de encajamiento y su primera derivada son
v, =05 (X)n, , U = 0[n,0,0 (2) + 6 () V,n,], (4.26)

donde n,, es la normal unitaria a la superficie X, que elegimos como saliente respecto de
Uy, y 6 = 6 — 65 De acuerdo a los resultados previos, el tensor de Cotton [Ec. (4.6)]

puede escribirse en coordendas adaptadas a la superficie como
0
vo__ nuaf v n ok pPouny * PNUNY
= ‘m{m [T Ry — T *Ro™] 4§ (S)R™™ + (> 1)}, (4.27)

donde la prima denota derivada respecto de la coordenada normal a ¥ y el indice n se
refiere a la direccion normal a 3. La derivada de la distribucion delta es consecuencia de
las terceras derivadas del tensor métrico que aparecen en las ecuaciones de movimiento. La
presencia de la funcién delta de Dirac y su derivada en la Ec. (4.27) implican que el tensor
de Cotton estd definido sélo en la superficie ¥ y se anula en los cuerpos. Una consecuencia
inmediata es que la constriccién de Pontryagin [Ec. (4.17)] se satisface en los cuerpos. Sin
embargo, debemos mirar cuidadosamente lo que sucede en la interfaz > para establecer la
consistencia de la teoria. En realidad, las ecuaciones de campo de Einstein se valen en los
cuerpos (U y Us), pero la interfaz § modifica el comportamiento del campo gravitacional
en X, actuando como una fuente de materia que depende del campo gravitacional mismo.
Esta situacion lleva de forma inevitable a la presencia de discontinuidades distribucionales

en las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de campo modificadas [Ec. (4.16)], con el tensor de Cotton dado por la
Ec. (4.27) junto con el hecho de que el tensor de Einstein contiene a lo més derivadas de
segundo érden de la métrica, implican que (al menos algunas componentes) de la métrica
y su primera derivada son discontinuas en Y. Por lo tanto, la novedad aqui es que el
término adicional de Chern-Simons en la accién [Ec. (4.1)] proporciona un mecanismo
natural que lleva a discontinuidades métricas en relatividad general, donde las ecuaciones
de campo dictan las condiciones de juntura para la métrica en la superficie. Como primer
paso en esta direccion, en este trabajo analizamos la aproximacion lineal de las ecuaciones

de movimiento, que se espera tenga un comportamiento similar al de la ED# [97, 98].
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4.3. Ondas gravitacionales propagandose a través de

la interfaz 6

El problema de la generacién de ondas gravitacionales (OGs) en la gravedad de Chern-
Simons con una coordenda de encajamiento no dindmica de tipo tiempo v, se estudié
primero en la Ref. [81]. En un esquema més interesante, los autores en la Ref. [83] estudian
el problema de la generacién de OGs en la gravedad CS dinamica. En esta seccién nos
concentramos en analizar la propagacion de OGs a través de la interfaz 6, pero no ponemos

atencion en su generacion.

4.3.1. Gravedad 0 a orden lineal

El punto de partida de esta seccién son las ecuaciones de movimiento [Ec. (4.16)] en
ausencia de materia
GH 4+ CH" = 0. (4.28)

Ahora consideramos la version linealizada de la ecuacion anterior que surge de la expansion
Gy = N + €hy,, de la métrica g, alrededor de la métrica de Minkowsky 7, a primer
orden en €, que es un parametro asociado con lo pequeno de la perturbacién métrica h,,
relativo a la métrica de fondo.

Las ecuaciones de campo modificadas, a orden lineal en ¢, se obtienen facilmente y son
consistentes con las encontradas en la Ref. [81]. En coordenadas adaptadas a la superficie,
la Ec. (4.28) nos da

0
OO o+ DO, — P — PR ™ (N7, = 0,05h°7) = e

[0(2) 00 (007 — *75) + 8 (%) 0u (0R" — ") | + (v w),  (4.29)

donde 9% = 9,0, = V*—0} es el operador de D’Alambert. La condicién de consistencia
que requiere que la Ec. (4.29) tenga divergencia cero se demuestra a continuacién. El lado
izquierdo de la Ec. (4.29), siendo el tensor de Einstein linealizado, claramente satisface
dicha condicién. Para proceder separamos la contribuciéon D* del lado derecho de la Ec.
(4.29) como sigue

14 é e 12 v aprv
DY = 2 [045 () D (00 hys — O°h¥5) + 76 (2) D (00N — O°H¥5)] - (4.30)

Dy = 55 () [eno, (007, — 0%h,) + o0, (0415 — 0] (431



Capitulo 4. Gravedad 0 105

tal que D" = D" + D5Y. Aqui tomamos § (3) = § (2) lo que implica que la direccién 3 es

la componente normal a la interfaz §. Tomando la divergencia de la Ec. (4.30) obtenemos

N | ™

0D = S {0, [5(2) 0 (00D — 9P0,)] + €740, 6 (2) 0 (970 By — 0°H)] )

(4.32)

El primer término del lado derecho de la Ec. (4.32) es idénticamente cero porque la
derivada parcial 0, no puede ser 0s, y como tal, pasa a través de ¢ (z), implicando una
contribucién de la forma €3*949,0, = 0. Nos quedamos con la contribucién del segundo
término, donde aplicando la derivada 0, al producto indicado obtenemos
d,Dy" = ge?’aﬂ” {[3#5 (2)] Ou (8“8’3/1,35 — 82h“5) + 6 (2) 0n0y ((9“8”]1,)5 — 82h”6)} :
(4.33)
El dltimo término del lado derecho de la Ec. (4.33) es idénticamente cero debido a la

accion de 9y, i.e.
O (8"8%,,5 — (92h“5) = 0?0 h,5 — 828Mh“5 =0. (4.34)

Finalmente, usando la relacién 9,0 (z) = ¢’ (z) 6°, obtenemos

0
OuDL" = 5 (2) 0 (0°0hys — 1) (4.85)

Ahora vamos a considerar la divergencia de la segunda contribucién D5 i.e.

9,Dy" = %au {6 (2) [20r0, (9 1P 5 — OPRY ) + P70, (9"hP5 — 8°h"5)]} . (4.36)

En este caso, la contribucién a la divergencia de p = 3 es cero por simetria, de tal manera

que 0, de nuevo pasa a través de ¢’ (z), resultando

9, DL = g(s' (2) [910,00 (5 — DPRY5) + 58,0, (0"h%5 — °h",)] . (4.37)

El primer término en el lado derecho de la Ec. (4.37) es cero, y el segundo término se

reduce a

0D = 55 ()0, (PN = 0°0"hy5). (4:38)

Recordando la expresién (4.35) para d, D" y sumando las dos contribuciones completamos

la prueba de que la Ec. (4.29) tiene divergencia cero.
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Ahora simplificamos las ecuaciones de campo usando la libertad de norma de la apro-
ximacion lineal. De aqui en adelante trabajamos en la norma transversa-sin traza (TT),
definida por

0"hy =0 , h*, =0 , Uthy, =0 , (4.39)
donde U* es cualquier cuadrivector constante tipo tiempo. Aqui tomamos ventaja de
que las ecuaciones de Einstein estandar se satisfacen en los cuerpos Uy \ ¥ y Us \ X, en
donde podemos fijar la norma TT en estas regiones de acuerdo a los pasos estandares
[139]. Ocurre una simplificacién importante si elegimos al vector tipo tiempo U* igual
para ambas regiones. Como demostraremos a continuacién, podemos hacer hs, = 0 con
la eleccién apropiada del cuadrivector U*. Sea n* = (0,0,0,1) la normal adaptada a la
superficie ¥ y consideremos una onda plana monocromatica que incide en la interfaz 6
desde la izquierda, a un angulo « con respecto a la normal ¥, con cuadrimomento dado
por k* = w (1,sin v, 0, cos &) = wk*. Tomando U* = k* — cos an® = (1,sina, 0,0), tal que
UrU, = — cos® a < 0, las condiciones de la norma TT implican que n*h,,, = hs, = 0, como
se anticipd. Bajo estas elecciones, las ecuaciones de campo modificadas (4.29) adoptan la
forma simple

O*hH = Qe’w‘ﬁ“ [5 (X)9* +0' (%) é?n} Ol s+ (1 <> V). (4.40)

2
Claramente la traza y las componentes un de la expresién tensorial anterior son cero.
También la condicién de Lorentz 929,h** = 0 se satisface del lado derecho y se sigue

directamente de la condicién de consistencia para la Ec. (4.40), que verificamos en el
Apéndice E.

4.3.2. Condiciones de frontera inducidas por la interfaz 0

Para estudiar los efectos de la interfaz 6, suponemos que la superficie X en z = 0 divide
al espacio U en dos regiones U; y Us, como se muestra en la Fig. (4.1). Para empezar,
consideremos ondas planas monocromaticas #, a un angulo « con respecto a la normal a
¥, con 4-momento dado por k* = w (1,sina, 0, cos ) = wk*. En la norma TT, el tensor

métrico hy, tiene la forma

hy (t, 2, 2) = él(:;)h+ (t,x,z) + él(fy)hX (t,x,z2). (4.41)
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Aqui hy y hy son las amplitudes de las dos componentes independientes de la onda y

sinfa —sina 0 0 0 0 —sina O

s —sin« 1 0 0 ’ 509 0 0 1 0 ’
m 0 0 —cos’a 0 m —sina 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

(4.42)

son los tensores de polarizacion correspondientes. La norma elegida nos da una identidad
cuando proyectamos la Ec. (4.40) a lo largo de n*. La Ec. (4.40) acopla los modos de

polarizacion + y X, que pueden desacoplarse introduciendo los modos de polarizacion

circulares
hgr/r = cosahy £ ihy, (4.43)
dandonos
0Phpy = Fi cos aO (9y, 0y, 0.) hgyL, (4.44)
donde
O (04,0,,0,) =1 [(5 (2) 9+ (2) 04 Oy (4.45)

y 0% = 02 4+ 02 — 9}. Por simplicidad se suprimié la dependencia en ¢,z,z de hpg/;. El
operador O introduce discontinuidades en z = 0 a través de las interacciones puntuales

y ¢, que sugieren tomar el ansatz
hrp = ht) H(—2)+ 1Y), H (2) (4.46)
R/L R/L R/L ) .
donde las perturbaciones métricas en cada region son
hg/)L = e 4 Ry e hg)L = TryLe™™, (4.47)

respectivamente. El vector k* = w(1,sina, 0, — cosa) es el cuadrimomento de la onda
reflejada y Rr/r ¥ Tr/r son las amplitudes de reflexién y transmisién correspondientes.
Notese que las condiciones égy’x) = 0 son cruciales para garantizar la condicién de Lorentz
0"h,,, = 0 en la forma k“éf;’x) =0y l%“éﬁ’x) = 0. La dependencia (z, t) de todas las ondas
es expliw(xsina — t)], lo que permite hacer los reemplazos™ 0, — —iw y 9, — +iwsin a.
De esta manera, la Ec. (4.44) se reduce a

2 ~ ~
(—% F wb cos a%5 (2) diz F w?f cos® ad (2) — w? cos? a) hr/r = 0. (4.48)
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: o d d d? d d d
Enfatizamos que en nuestra notacién, -0 (2) = = 0 (2) 75 +0' (2) 1z, enlugarde 70 (2) - =
&' (z) <, como se considera en la Ref. [143]. Nuestro siguiente problema consiste en es-

tablecer las condiciones de frontera correctas que se deriven de la Ec. (4.48) con el fin
de calcular las amplitudes de reflexion y transmision. Esta situacion se asemeja al ca-
so de las interacciones puntuales en mecanica cudntica no relativista, que usalmente se
describen por los llamados pseudo-potenciales de Fermi. Las interacciones puntuales se
modelan por una interaccién localizada de rango cero definida en un punto del espacio.
Una de estas interacciones es el pseudo-potencial familiar 6 (2), que esta bien entendido
y que tiene soluciones bien conocidas. Este tipo de interacciones pueden describise de
forma alternativa por el sistema libre en los reales quitando el punto singular, i.e. de-
finida en la regién R\ {0}, en donde la interaccién queda codificada en las condiciones
de frontera en el punto singular. Para el caso especial de la interaccion ¢, la ecuacion
de Schrodinger puede integrarse dos veces para obtener las condiciones de frontera en
z = 0, que demandan la: (i) continuidad de la funcién de onda y (ii) discontinuidad de su
primera derivada, consistentemente determinada por la integracion correspondiente. Sin
embargo, hay intentos por considerar interacciones mas generales, todos ellos plagados
con dificultades asociadas a la definicién del término de interaccién. Por ejemplo, hay
controversia en cuanto al significado del pseudo-potencial ¢’ (2), en vista de que diferentes
modelos de §(z) producen diferentes coeficientes de reflexion y transmisién [144-148]. El
origen de estas dificultales radica en el hecho de que las interacciones puntuales no son
descritas por funciones ordinarias sino por distribuciones. Un enfoque matematicamente
riguroso para lidiar con interacciones puntuales generalizadas en mecanica cudntica no
relativista, se debe a Kurasov y colaboradores en las Refs. [149, 150]. En este enfoque,
las interacciones y las funciones de onda discontinuas se consideran como distribuciones,
evitando la definicién del término de interacciéon como el producto usual entre la funcion
de onda y la energia potencial, puesto que este producto en general no esta bien definido.
Kurasov también aborda el problema de las interacciones puntuales desde la perspectiva
de que éstas se definen como una extension autoadjunta del operador —d?/dz?, que es un
problema ampliamente estudiado en la literatura. Este punto de vista tiene la ventaja de
que la definicién del pseudo-potencial singular, depende sélo de las condiciones de fron-
tera en el punto de singularidad y no de la eleccion de un modelo para la funcién delta y
sus derivadas. Siguiendo el enfoque de Kurasov, los autores en la Ref. [151] estudian los

estados ligados y los coeficientes de dispersién del pseudo potencial —ad (z) 4 bd’ (2).

En el problema que consideramos, tenemos que trabajar con una ecuacién diferencial
de segundo 6rden para la métrica, sujeta a la interaccién puntual O (0;, 0., d,) definida

en la Ec. (4.45). El objetivo del resto de esta subseccién es analizar la ecuacion diferencial
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unidimensional (4.48) siguiendo la prescripcién de Kurasov, que se discute ampliamente
en el Apéndice E en términos de pseudo-potenciales y funciones discontinuas. De esta
manera, siguiendo las Refs. [143, 151], somos capaces de determinar las condiciones de
frontera para la Ec. (4.48) mediante la manipulacién estdndar de ecuaciones diferenciales

lineales de segundo érden.

Para comenzar recordamos las expresiones (E.16) y (E.17), que surgen del enfoque de

la Ref. [149], para el producto de una funcién ¢(z) que es discontinua en z = 0 por 0(2)
y 0'(2)

W (2)0(z) =¥ (0)0(2), (4.49)
¥ (2)8 (2) = ¢ (0)¢ (2) = ¢ (0)3 (2) (4.50)
O = 5 D (07) +x (0)] (451)

Aqui x denota ya sea a ¢ o ¢/, y x(07) y x(07) son los limites de x (z) cuando z
se aproxima a 0 por los lados positivo y negativo, respectivamente. Ahora estamos en
posicion de obtener el primer conjunto de relaciones para las condiciones de frontera en
nuestro problema. Introduciendo las relaciones (4.49)-(4.50) en la ecuacién de ondas con

la interaccién puntual (4.48) tenemos

d? .
(—@ — w?cos? a) hR/L F wb cos « Y (Z) th/L<O) _|_w2 cos? ad (Z) —hR/L(O)] — 0.

(4.52)

La primera condicién de borde para la métrica en la interfaz 6 puede obtenerse inte-
grando la Ec. (4.52) en el intervalo [—¢,+¢] y tomando el limite ¢ — 07. El resultado

es

e (07) = Wy (07) = F0w® cos® ahgy 1 (0), (4.53)

donde se usaron las relaciones fj; d(z)dz=1y fj; 8’ (z) dz = 0. Mientras tanto, inte-
grando la Ec. (4.52) de —L (con L positivo) a z obtenemos

z

ryL (2) — ;%/L(—L)—l—wzcosQa/ heyr (7)) d2 = F0w cos ax
L

(4.54)

S ol

[5 (2) Wy (0) + & cos® aH (2) iy (0)

donde H (z) es la funcién de Heaviside. Aquf se usaron las relaciones [, 8 (y) dy = H (z)

y ffL 0 (y) dy = 6 (2). Integrando la Ec. (4.54) con respecto a z de —¢ a +¢, y tomando
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el limite ¢ — 0T, encontramos

hr/L (0+) — hr/1 (O_) = Fhw cos ah’R/L(O), (4.55)

que es la segunda condicion de borde para la perturbacién métrica en . Las condiciones

de frontera (E.9) y (E.10) pueden escribirse como sigue

hR/L (0+) 1
1—(&/2)?

1+ (£/2)? F¢/(weosa) ] [ hayz (07)

) ] (4.56)
Flweosa 1+ (£/2)? gy (07)

con £ = w? cos? . Como se demuestra en el Apéndice E, este resultado corresponde a la
eleccién
X)=Féwceosa , Xy==£/(wecosa) , Xo=X3=0, (4.57)

en el enfoque general de la Ref. [149]. Esto corrobora que el operador (4.45) pertenece a
una de las familias que define una extensién autoadjunta del operador —d?/dz?. En otras
palabras, elegimos las condiciones de frontera (4.56) para la ecuacién (4.45) pidiendo que
el operador
- d? ~ d d
TR 00 (w,a,0,) = ks wb cos a E(S (2) - + w? cos® ad (2) (4.58)
sea autoadjunto. Ahora tenemos las herramientas para estudiar la propagacién de OGs a

través de la interfaz 6.

4.3.3. Dispersion de OGs por la interfaz 6

Es bien sabido que las ecuaciones de Einstein linealizadas en el vacio (T* = 0), en

regiones lejanas de las fuentes, tienen soluciones de la forma
R = ARV gihaT® (4.59)

que describen ondas gravitacionales planas, donde A*” son las componentes constantes de
algin tensor independiente y k* = w(1,sina,0,cosa) es el cuadrivector (nulo) de onda
[139]. En esta seccién usaremos esta solucion simple para ilustrar los efectos de la interfaz

0 en la propagacion de OGs.

Suponiendo que la fuente que genera la onda esta en el medio con 6§ = 6, la pertur-

bacién métrica propagandose en la direccion z y que incide en la superficie ¥ esta dada
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Figura 4.2: Coeficientes de transmisién (linea continua) y reflexién (linea discontinua), [Tz,r|?
y [Rr/ 1|2, respectivamente, como funcién del pardmetro &.

por las Ecs. (4.46) y (4.47). Imponiendo las condiciones de borde para hp/;, obtenemos

4 ¢
4+¢&

4
Z—
4+ 7

Trye (§) = Rpo(§) ==+ (4.60)
donde ¢ = 6w? cos? . Podemos verificar facilmente que |Tr/L)? + |Rr/Ll* = 1, que es
consistente con la conservacion de la energia.

Volviendo a la analogia con la mecanica cuantica, recordemos en la dispersiéon uni-
dimensional, la fraccién de particulas que es transmitida (para un potencial arbitrario
dado) en general se anula en el umbral, i.e. cuando la energia cinética de las particulas
incidentes se aproxima a cero. Intuitivamente, esto ocurre porque el potencial es grande
comparado con la energia (pequena) de las particulas incidentes. Sin embargo, se ha de-
mostrado que para un potencial que consiste de dos funciones delta de Dirac de intensidad
arbitraria, una porcién finita de las particulas se transmite en el umbral para una cierta
eleccién de los pardmetros que definen el potencial [152, 153]. En el problema que estamos
estudiando, el inico pardmetro asociado con la interaccién puntual en la Ec. (4.48) es 8~, y
claramente nuestro resultado (4.60) sugiere una anomalia umbral para un valor arbitrario
de 6. En ausencia de la interfaz 6, nuestro resultado lleva a transmisién total y conse-
cuentemente a la no reflexion, como es de esperarse. Sin embargo, este resultado también
puede obtenerse en el limite w — o0, i.e. cuando la energia de las ondas incidentes es
muy grande comparada con la intensidad del potencial . La figura 4.2 muestra que el

2a ~ 2. Es notable que para

efecto de la interfaz 6 se vuelve importante cuando 0uw? cos
w? =2/ (é cos’ @) = w?, la onda incidente es completamente reflejada, i.e. la interfaz 6

juega el papel de espejo de ondas gravitacionales.
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4.4. Propagaciéon de OGs a través de una interfaz 6

en Gravedad de Euler

Otro ejercicio interesante es estudiar el problema analogo con otro invariante topologi-
co. En cuatro dimensiones, hay otro invariante escalar de segundo orden del tensor de
. . . _ * vio paop 14
Riemann, el invariante de Euler £ = €,4,,* R*"*“R™", ., que podemos agregar a la accién
de Einstein-Hilbert de la misma manera en que lo hicimos con el invariante de Pontryagin.
En esta seccion discutiremos brevemente esta extension, a la que llamaremos gravedad de

Euler, y sus efectos en la propagacion de ondas gravitacionales. La variacién de la accion

de Euler .
SE (\/ R + S) + Smat (gum ¢) (461)

2%k
produce

6S = 2 d4x\/ g (G" + E" — kT"™) 89, + 6Spr. (4.62)
K

Aqui E* es un tensor manlﬁestamente simétrico y sin traza, dado por

EW — **R,uowﬁ **leauﬁ 4.63

5 J_ 5 ( + ) (4.63)

al que llamaremos tensor de Euler. En esta expresiéon se definié el tensor dual doble de
Riemann como

** ROPHY — eo‘ﬁ%*R’“’%. (4.64)

A partir de la Ec. (4.62) leemos las ecuaciones de campo como
G" 4+ E" = kTH. (4.65)

Aqui no tomaremos en cuenta los términos de borde que aparecen en la Ec. (4.62). Como
en el caso de la gravedad de Chern-Simons, la anulacién de V,E*” es una condicién de
consistencia de las ecuaciones modificadas. Sin embargo, E*” no esta covariantemente

conservado, sino que tenemos

0”0 <
N

En completa analogia con el caso de Chern-Simons, soluciones de la gravedad de Euler

VB =

(4.66)

exigen £ = 0. En regiones con interfaz 6 (como se describié en la subseccién 4.2), las

ecuaciones de campo en ausencia de materia son

aw = —

V5[0 (X)) ng| (¥ RHVE 4 * grous) 4.67
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Para estudiar la propagacion de OGs, consideraremos la gravedad de Euler linealizada. El
tensor de Euler esta definido sélo en la interfaz 6, de manera que es cero en los cuerpos.
En analogia con el caso de Chern-Simons, la consistencia de la Ec. (4.67) que indica que el
lado derecho debe tener divergencia cero en la interfaz 6 puede verificarse explicitamente
en la aproximacién lineal. Por lo tanto, las OGs son soluciones de la gravedad de Euler.
Como lo hicimos en la subseccién 4.3 consideremos una OG propagandose perpendicular
al plano z = 0, que divide al espacio en dos regiones (ver la Fig. 1.1). Las ecuaciones de

campo en la norma TT, definida en la Ec. (4.39), son
hy, = 206" (2) O2hy,, (4.68)

donde 9% = 9% — 92. Aqui hacemos notar que, a diferencia del caso de la gravedad 6, las
ecuaciones de movimiento no mezclan las amplitudes 4+ y x, y también que sélo aparece la
derivada de la funcion delta. Las condiciones de frontera para este caso pueden obtenerse

facilmente de la misma manera en que se hizo en la subseccién 4.3.2. El resultado es

h,, (07) =k, (07) = 200711, (0), (4.69)

uv

Py (0F) = By (07) = +2007hy,, (0), (4.70)

donde la linea arriba denota el promedio en el punto de discontinuidad, como se definio
en la Ec. (4.51).

Usando el mismo ansatz que en las Ecs. (4.46) y (4.47), junto con las condiciones
de frontera de las Ecs. (4.69) y (4.70), la solucién para las amplitudes de transmisién
y reflexion en la gravedad de Euler, puede escribirse en términos de las soluciones en
gravedad 6 (4.60) como

n%mer (&) = Tryr (26) ) R = FiRpyr, (2€) (4.71)

respectivamente, con & = Gw?.
En la notacién de la Ec. (E.11), el pseudo-potencial H que corresponde al caso de la

gravedad de Euler esta dado por la siguiente eleccién de los parametros
X1=X3=X,=0 , Xy = —2¢, (4.72)

lo que lleva a las condiciones de frontera

[w«m ] :lré 0 ”wo_) ] w73)
¥/(0.) 0 £ v
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Figura 4.3: Caso de una onda que se propa-
ga en la direccién +z y que incide normal-
mente. Las lineas paralelas u = cte corres-
ponden a la fase ® = z — t = cte. El eje que
sale de la péagina desde el origen representa
al plano z — y. La hipersuperficie tipo espa-
cio ¥ es z = 0, con normal n, = (0,0,0,1).
Las hipersuperficies nulas N estan dadas por
u = cte, con normal N, = (—1,0,0,1). Las

superficies 2-dimensionales, donde se miden
las areas a un tiempo t, corresponden a la in-

terseccion L NN y se muestran como puntos
en el eje t.

que reproduce las obtenidas en las Ecs. (4.69) y (4.70).

4.5. Condicion de coincidencia de areas

En esta seccién vamos a demostrar que la métrica discontinua en z = 0, que encontra-
mos en la seccién 4.3.3, satisface la condicién de coincidencia de areas sobre la superficie
tipo espacio 2-dimensional que resulta de la interseccion de la hipersuperficie nula N que
describe la onda incidente y la hipersuperficie ¥ que describe la interfaz 6. En la figura
4.3 ilustramos este proceso para el caso de incidencia normal (a = 0), pero a continuacién
vamos a considerar el caso general. Recordemos que, en un sistema de coordenadas dado

(n%,n3), el drea A de una 2-superficie tipo espacio se calcula como

A= / Vodn*dn®. (4.74)

En nuestro caso o es el determinante de la 2-métrica inducida correspondiente o5 en
NNX, y A B = 2,3. De esta manera, necesitamos demostrar que ¢ es continuo ahi,
aun si la métrica op es discontinua. Como veremos en lo siguiente, la expresion para la
4-métrica discontinua g, = g,(}l,)H (—2)+ g,(fl,)H (z) es irrelevante para nuestros propdsitos,
de manera que la demostracién que presentamos es valida para las entensiones topoldgicas

de Chern-Simons y Euler de la relatividad general.

Recordemos que la hipersuperficie nula N, determinada por la OG incidente, esta

definida por las fases constantes ® = /Afux”, i.e.

¢ =—t+asina+zcosa=C. (4.75)
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El vector normal a N es N, = 0®/0z" = (—1,sina, 0, cos ). Siguiendo la Ref. [154],
introducimos en la hipersuperficie N un sistema de coordendas y* = (\,n%,n%),a = 1,2, 3,

de tal manera que su reparametrizacién z* = (t,z,y, 2) = z*(\,n?, 1) satisface

oz ozt

woMEd L gamd . A=2s (4.70

con ey generando cualquier subespacio 2-dimensional ortogonal a k*. Las siguientes rela-

clones

t=A—C , z=Asina+n?cosa,
y:773 , Z:)\COSOé—T]QSiIlOé, (4.77)

son una parametrizacién de ® y nos conduce a

Ot
a_x)\ = (1,sina, 0, cos ) = kM,
ey = (0, cos , 0, — sin «) , et =(0,0,1,0). (4.78)

Para el caso de incidencia normal tenemos k* = (1,0,0,1) junto con ¢4 = (0,1,0,0) y
eh =(0,0,1,0), siendo estos tltimos los dos vectores bases para el plano x — y localizado
en la hipersuperficie . para t constante. El siguiente paso consiste en obtener la 2-métrica

inducida 045 = geye’, en N. Recordando la expresion general
g2 =1, + DR + R, (4.79)

donde los tensores de polarizacién estan dados por la Ec. (4.42), un calculo directo nos

muestra que

[ (1,2)} 1+ehPcos?a eh? cosa (4.80)
o = ‘
AB eh'"cosa 11— €h$’2) cos? o

Dado que estamos considerando sélo la aproximacion lineal en nuestros calculos, ignora-

remos los términos proporcionales a 2. Esto nos lleva a
o1 = det[o'[;P)] = 1+ O(£2). (4.81)

Es decir, el determinante de la 2-métrica inducida es continuo en N, en particular en
N N %, haciendo que la discontinuidad de la métrica no contribuya al calculo de areas de

2-superficies tipo espacio en N.
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4.6. Discusion

Se estudid, a orden lineal, el acoplamiento de la gravedad de Einstein-Hilbert con los
invariantes topolégicos gravitacionales de Chern-Simons y Euler por medio del campo no
dinamico # que es constante a trozos en diferentes regiones del espacio, como se ilustra en la
figura 4.1. Estas regiones estan separadas por la interfaz comtn ¥, a la que denominamos
interfaz 6. Las ecuaciones de movimiento para la métrica que describen como se propagan
las OGs incluye contribuciones distribucionales del tipo §(X) y §'(X). De esta manera, la
interfaz 6 actiia como una fuente de materia en forma de cdscara delgada que esta dada por
las componentes del campo gravitacional mismo, de manera analoga a la conductividad
de Hall en la superficie de aislantes topoldgicos [155]. Esto produce una métrica espacio-
tiempo que es discontinua en X, con primeras derivadas discontinuas, que sin embargo
satisface la condicién de coincidencia de areas propuesta en la Ref. [125], en NNX. Aqui N
denota la hipersuperficie nula definida por la OG incidente. La aparicion de la condicion

de coincidencia de areas fue prevista en la Ref. [125].

Después de demostrar la consistencia de la Ec. (4.29), que describe la propagacién de
OG en G#, lidiamos con el problema de determinar las condiciones de frontera apropiadas
que debemos imponer a la métrica y su derivada en la interfaz ¥, que tomamos como
el plano z = 0. Para este fin demostramos que las ecuaciones que describen cémo se
propagan las OGs se reduce a la Ec. (E.24), donde surgen contribuciones distribucionales
del tipo 6(z) vy ¢'(z). La ecuacién que resulta se identifica como una de las extensiones
autoadjuntas del operador —d?/dz?, para el que se conocen las condiciones de borde en

el punto de singularidad z = 0 [149].

Las condiciones de borde que obtenemos para la perturbacién métrica las presentamos
en la Ec. (4.56). Ademads, demostramos que el operador diferencial que aparece en la Ec.
(4.48) corresponde a una configuracién particular de los pseudo-potenciales de la Ec. (E.1).
En otras palabras, demostramos que las interacciones puntuales que surgen del término de
Chern-Simons corresponden a una extensién autoadjunta del operador —d?/dz?. Hacemos
esto recuperando las condiciones de juntura correspondientes en cada caso después de
manipular la Ec. (E.11) de la manera estdndar. Fue necesario introducir las relaciones
(4.49) y (4.50) para el producto de funciones discontinuas por ¢ y ¢, que surgen del

enfoque distribucional en la Ref. [149].

Después se considerd la configuracion estandar de ondas que inciden en la interfaz
z = 0 desde la izquierda, es decir, consideramos amplitudes de reflexién para z < 0
y transmision para z > 0, de acuerdo a las Ecs. (4.46) y (4.47). Demostramos que la

ecuacion de ondas (4.40) se desacopla para las polarizaciones circulares, dandonos la Ec.
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(4.44) y finalmente aplicamos las condiciones de borde determinadas para calcular las
amplitudes hr y hy. Las amplitudes de reflexién y transmision estan dadas en la Ec.
(4.60), y sus graficas se presentan en la figura 4.2 como funcién de la frecuencia de la
onda.

Obtuvimos resultados similares cuando estudiamos la propagacién de OGs en la gra-
vedad de Euler, que consiste en extender la accién de Einstein-Hilbert con el invariante
topoldégico de Euler por medio de un campo escalar, que es constante a trozos en dife-
rentes regiones del espacio. Las contribuciones adicionales a las ecuaciones que describen
la propagacién de OGs en este caso también pueden interpretarse como otra extension
autoadjunta del operador —d?/dz?, con las condiciones de juntura dadas en la Ec. (4.73).
Las amplitudes + y x no se mezclan en este caso y aunque las condiciones de frontera en
el caso de Euler son muy diferentes de las obtenidas para el caso de Chern-Simons en la
Ec. (4.56), un calculo detallado nos muestra que las amplitudes de reflexién y transmisién
estan relacionadas de forma simple de acuerdo a las Ecs. (4.71).

En la seccion 4.5 verificamos detalladamente que la métrica discontinua para las OGs
que encontramos en GO y la gravedad de Euler satisfacen la condiciéon de coincidencia
de areas. La demostracion depende fuertemente de las caracteristicas generales de N, asi
como de la aproximacién lineal que estamos considerando para estudiar la perturbacion
métrica. Las OGs que encontramos, junto con las interfaz 6 que las produce, tienen mu-
chas propiedades interesantes que no poseen los espacio-tiempos estandar de OGs: (i) En
general, tenemos ondas reflejada y transmitida que son consecuencia de la discontinuidad
de la métrica en z = 0. (ii) Para el valor wy = 1/2/(f cos? a) de la frecuencia de la onda
incidente, la interfaz 6 acttia como un reflector perfecto, i.e. Tr/;, = 0. La existencia de
espejos gravitacionales ya se habia previsto en la Ref. [156]. (iii) Estas OGs de anomalia
umbral, lo que significa que la amplitud de transmisién no se anula cuando la frecuencia de
las ondas tiende a cero. Este comportamiento esta presente en algunos casos de dispersion
en mecéanica cuantica unidimensional [153]. Un fenémeno similar se ha medido en algunos
procesos de dispersién nicleo-ntcleo en fisica nuclear [157]. (iv) Algunas componentes del

tensor de Riemann linealizado son singulares en la interfaz X, e.g.

2
_ pW @ _ . ¢ M
Rogzw = ROmzx + Rszx - ZCU4 + §25(Z)h+ )
8 Lo
Riopon = 5 (2)h) (4.82)

44 &2

Una extensiéon del analisis presentado en este trabajo para el caso no lineal, podria ser de
interés, sobre todo debido a la posible relevancia de la condiciéon de coincidencia de areas

en el problema de la gravedad cuantica [125, 136, 137].



Apéndice A
GF para una interfaz 6 plana

Aqui derivamos las Ecs. (1.58)-(1.60) calculando explicitamente la transformada de
Fourier de la GF reducida, cuya férmula tomamos de (1.56). En el caso estdndar (4 = 0),

la GF reducida en el vacio es [99]
(A1)

En la representacién de coordenadas, la GF correspondiente se obtiene calculando la

transformada de Fourier de la Ec. (A.1) como se defini6 en la Ec. (2.7),

2
d p eip-(X—Xl)Hie*mZ*z/'_ (A2)

g (x,x') :47T/W %

Esta integral doble se puede realizar de forma mas simple si expresamos el elemento de
drea en coordenadas polares, d*p = pdpdy (en lugar de las coordenadas Cartesianas), y
elegimos el eje p, en la direccién del vector R = (x — x’ )H’ como se muestra en la figura

A.1. Notando que p - R = pR cos ¢, podemos escribir

oo , 1 2
g (x,x') = / dpe P>~ {2—/ e‘pRCOS*”d(p} . (A.3)
0 T Jo

donde R = | (x — x'), [. Las llaves encierran una representacion integral de la funcién de

Bessel Jy (pR). La integral resultante,

G (x,x') = / i (pR) e **ldp, (A.4)
0

118
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S N

Figura A.1: Plano p.

se ha estudiado extensamente, ver por ejemplo la Ref. [105]. El resultado final es

1 1
Gg(x,x)= = , A5

que es la GF de vacio en la representaciéon de coordenadas [99]. A continuacién usaremos

un procedimiento similar para calcular las integrales que requerimos para establecer las

Ecs. (1.58)-(1.59). Primero consideramos la componente G°;,. De la Ec. (1.56) encontramos
goo (Zv Z/) =9 (Za Z/) + A (Za Z,) p29~g (Cl, a’) ) (A6)

donde la funcién A (z, z’) es

Al ) == e, (A7)

con la notaciéon Z = |z — a| + |2’ — a|. De esta manera, la componente G°; estd dada por

52

GO ’ N — ’ AN _
b (xx) = G (xx) = T

/0 b Jo (pR) e P2 dp, (A.8)

en la representacion de coordenadas. Como antes, usamos la representacion integral de la
funcién de Bessel Jy (pR) para realizar la integracién angular. La integral resultante es la

misma que en la Ec. (A.4), obteniendo asi

R 02 1
x—x| 4+02VR*+ 22

GY (x,%) (A.9)
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Ahora evaluamos las componentes G%. La GF reducida correspondiente es
9% (2,7) = —ieoijsp’ A (2,7, (A.10)

con A(z,2') dado por la Ec. (A.7). Convenientemente, definimos el vector

d*p )
L(x,x')=(I',I*) = 47T/ (27:;2 e P pp 2P (A.11)
con p = (ps, py), en términos del que tenemos
0 / : é 7 /
G’ (x,x') = i———€oijs] (x,x"). (A.12)

440

Calculamos la integral (A.11) en el mismo sistema de coordenadas de la figura A.1, y

luego escribimos el resultado en forma vectorial. La integral puede escribirse como

'S 1 2m )
I, (x,x") = 2/ dpe *? {—/ [ C?SSO ] e’pRCOS‘pdgp} : (A.13)
0 21 Jo sin

donde el subindice p indica que el vector p esta escrito en el sistema de coordenadas
particular de la figura A.1. Las integrales angular y radial requeridas son bien conocidas,

y el resultado final es

~ [ 2i A ~
I, (x,x) = QiR/ Ji (pR) e PZdp = = (1 - —> R. A.14

Como consecuencia del sistema de coordenadas elegido encontramos que I, = 0, de tal
manera que el vector I, resulta paralelo a R. Este resultado puede generalizarse a un

sistema de coordenadas arbitrario mediante una rotacion,

I(x,x) = 22% (1 . %) . (A.15)

Asi encontramos

20 coijsR’ Z
0 no__ 0373
Gi(x,x)——4_|_9~2 72 (1— R2+ZQ)' (A.16)

V y ) . V . .
Para evaluar las componentes G"J rimero observamos que la GF reducida correspondiente
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puede escribirse como

gij (2,2') = nijgoo (z,2) + 0g(a,a)A (2, 2) p'pj, (A.17)

donde g% esta dada en la Ec. (A.6). Ahora necesitamos calcular la transformada de Fourier
de la Ec. (A.17) como se definié en (2.7). Sin embargo, el primer término ya se estudié
antes y el resultado estd dado por la Ec. (A.9), dejandonos a estudiar sélo el tltimo
término. Para ello introducimos el vector

2
4P P (x=x) B}9—26_”2, (A.18)

K(X,X'):(Kl,Kz):47r/(27r>2 »

de donde pueden obtenerse las integrales requeridas tomando derivadas espaciales. La
integral (A.18) puede evaluarse de nuevo en el sistema de coordenadas particular de la

figura A.1. En las coordenadas polares definidas en el plano p la integral se lee como

o J 1 2 ]
K, (x,x) = 2/ Loz {—/ [ Cf)SgO ] elpRcowdgo} . (A.19)
o P 21 Jo sin

Notamos que el término entre llaves, es una representacion integral de la funcién de Bessel

J1 (pR). La integral resultante es conocida y el resultado final es

VET -2,
R R,

< 4 R
KP (X> X/) = 22/ ?pjl (pR) e P’R = 2i (AQO)
0

donde R es el vector unitario que se muestra en la figura A.1. La generalizacién a un
sistema de coordenadas arbitrario es entonces
, VR*+ 22 -7

) = 2 R. (A.21)

K (x,x 7

Las integrales requeridas contienen el término p'p;, que puede generarse a partir de (A.18
g j g

como sigue

, d? ) n D

10; K (x,x') = 47r/—p26’p'(x_x)l wpfze’pz. (A.22)
(2m) P

Usando la forma final de K (x,x’), dada por la Ec. (A.21), se verifica la condicién de

consistenca 9; K2 (x,x') = 0, K (x,x') requerida por los términos cruzados que involucran

p'pa = p*p1 = —p.p,. De los resultados anteriores, las componentes Gij de la matriz de
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GF pueden escribirse, en la representacién de coordenadas, como

% / % / i é2 ) /
Gj(va) = anOO(va)_§4+§28jK (X7X)‘ (A23)

Estos resultados establecen las Ecs. (1.60).



Apéndice B
GF para una interfaz 0 esftérica

En esta seccion, construimos la GF en coordenadas esféricas para la configuracién que
se muestra que la figura 1.5, donde la interfaz 0 es la superficie de una esfera de radio
a con centro en el origen. Aqui las coordenadas adaptadas son las coordenadas esféricas.

Las componentes de la matriz de GF son solucién de la ecuacion diferencial

0 R
—77uav2 —1=0 (T - CL) (77“077 o 77uk770 ) Lk Gazx <X7 XI) = 4777]H1/5 (X - X/) ) (Bl)
a

con k = 1,2,3. Aqui L, son las componentes del operador de momento angular. Dado

que la relacién de completéz de los armonicos esféricos es
6 (cost) —cos?) (0 — @) =D > Yim (9,90) Vi, (7, ), (B.2)
=0 m=—1
buscaremos una solucién de la forma
+U'

G X X = WZZ Z Z gll’mm K7 7“ T) im (797 90) Y;km’ (79/790/)7 (BB)

=0 I'=0 m=—lm/=-U

donde gj;, (r,7") es la GF reducida, andloga a g*,(z, ') en el caso de simetria plana.

mm/,v

El operador en el lado izquierdo de la Ec. (B.1) conmuta con L2, de tal manera que

gﬁ’mm’,u (T7 T,) = 5ll/gﬁnm/,zx (T7 T,) : (B4)

En el caso limite § — 0 los elementos de matriz adquieren la forma simple gl’jn’l, (ryr') =

123
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nt g (r,1"), where g; (r,7") es solucién de la ecuacion diferencial

A N O(r—1'
Orgl (7',7”) = %, (B5)
donde el operador radial es
~ l(I+1) 10 0
Or = 2 r2or ( 87") (B:6)

La solucién de la Ec. (B.5) para diferentes configuraciones es conocida (ver por ejemplo
la Ref. [99]). En el vacio, con la condicién de borde al infinito, la solucién es

!
T 1

= B.7
ri2l+ 1 (B7)

(vl <T7 1"/) =

donde 7~ (r-) es el mayor (menor) entre r y r’. La sustitucién de la Ec. (B.7) en la Ec.
(B.3) reproduce correctamente el resultado bien conocido |x — x'|71.

Ahora nos enfocamos en determinar las componentes de la matriz de GF en la Ec.
(B.1) . El método que emplearemos es similar al que se usé para resolver el caso con
simetria plana, aunque las técnicas matematicas requeridas son mas sutiles debido a que
la ecuacién diferencial contiene las componentes del operador de momento angular.

Sustituyendo la Ec. (B.3) en la Ec. (B.1) y usando —V2 — O, obtenemos

=0 m=—1

o~ é r e *
nucxor - 7’55 (T’ - CL) (77“077 o nukno ) Lk] glmm’,u <T7 Tl) }/lm (19’ (p) }Gm’ (19/7 SOI)
)
o s . (BS)

La independencia lineal de los arménicos esféricos Y;:, (¥, ¢') implica

> Z "0, — i— 5(7“ —a) (n"on" — 0" n°,) Ly,

=0 m=—1

gl(;énm’,u (’I“, T,) Yim (197 SO)

=" )Y Vi (0,9) Mémm,. (B.9)

Ahora multiplicamos la Ec. (B.9) por Y}5,./ (¢, ) a la izquierda, e integramos sobre el

angulo sélido dQ(¥, ). Usando las propiedades de los arménicos esféricos

I"m"|lm) = S+ (UM | Lglim) = S (I"m" | L |I"m), (B.10)
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donde
(Im| Ly, |Im"y = / Y (9, ) LiYimr (9, @) dS2, (B.11)
Q
obtenemos
R S(r—r' 0
Orgﬁnmlvl, (r,r') — 77””%&%1/ = iaé (r—a) (77“077 o — 00 )
+1 A
> {Im|Laltm") iy, (1), (B.12)
m'=—1

donde se renombraron los indices I — [ y m” <> m.

La ecuacién resultante puede integrarse usando la GF reducida g; (r, ") que satisface
la Ec. (B.5), resultando

i (137) = 0", 80 (r,7") S + 100 ("%, — 0*0°,) @1 (r, a) x
+1
Z Gimre o (@, 7") (Im| Ly [Im”) . (B.13)

m/'=—

Esta es una ecuacion algebraica que debemos resolver para las diferentes componentes.

Con este fin, separamos la Ec. (B.13) en sus componentes con p=0Y p = k;

3 +1
glomm’,u (Tv Tl) = 7701,91 (7‘, T,) 5mm’ + iaegl (Tu (Z) Z Z glkm”m/,lz (a7 T/) <lm| Lk |lm//> )

k=1 m/"=—I
(B.14)
+1
s (127") = 0,00 (1, 7") S + 001 (r,0) > Giryrgr, (@,7) (Im| T 1), (B.15)

m/'=—1

donde el segundo término del lado derecho produce un acoplamiento entre dos tipos de
componentes. Ahora evaluamos en r = a la Ec. (B.15) y luego sustituimos el resultado en
la Ec. (B.14) para obtener

glomm’,u (T’, Tl) - nougl <T7 T,) 5mm’ + iaégl (7’, CL) [V} (CL, T/) <lm| nku]:k |lm/>
- a29~2[ (l + 1) g (a’7 a) g (7"7 CL) g?mm’,u (a) TI) <B16)

donde se uso el resultado

3 +1 3
>N (Im| Ly ) (I | L [Im”) =~ (Im| L [Im") = 1(1+ 1) G-~ (B.17)
k=1

k=1 m/=—I
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Ahora evaluamos la Ec. (B.16) en 7 = a y la resolvemos para g, , (a,7’), obteniendo

08 4i 7] 3 l kLo lm!
glomm’,y (a’ 7'/) _ Ty +abyg; <~a7 a) Zk:12< m‘ bk ’ m >gl <a7 T‘l) , (B18)
14+ a26?2l(I+1)g; (a,a)

que reinsertamos nuevamente en la Ec. (B.16) para obtener el resultado final

Gimmr o (157) = 10°, 0 @0 (1, 77) — a?0*1(141) S, (r,r")| +4aBS; (r, ") (Im| n* Ly [Im/) .
(B.19)
donde la funcién S; (r,7") se defini6 en la Ec. (1.66).
Las componentes restantes pueden calcularse directamente. La sustitucién de la Ec.
(B.18) en la Ec. (B.15) produce

T (1:7') = 0,80 (r,7") Sy + 108, (r,7) 1, (Im| L |1m) —
a?0*1 (14 1) g; (a,a) S, (r,r") (Im| 0" Ly L, [Im/) . (B.20)

Se puede verificar que g, (1,7) = gl 0 (1,77). De esta forma la solucién general

puede escribise de forma compacta como

g;j’nm’,y (’f‘, T/) = 77My9l (Ta 7”/) 5mm’ - a252l (l + ]') 9 (CL, a) Sl <T7 TI) <lm| i‘ui‘u |lm,> +
iadS; (r,r") (o7, + T*°,) (im| L, |Im/) (B.21)

donde Ly es el operador identidad y I* = 5 — i 1%,



Apéndice C
GF para una interfaz 6 cilindrica

Ahora nos concentramos en construir la GF en coordenadas cilindricas para la confi-
guracién que se muestra en la figura 1.6, donde la interfaz 6 es la superficie de un cilindro
de radio a con eje de simetria a lo largo de la direccion z. Las componentes de la GF son

solucién de
[—n“VV2 — 65 (p—a) naea“ﬁyag} GY, (x,x') = 47" 0 (x — X)), (C.1)

donde n, = (0, cos ¢, sin p, 0) es la normal a la interfaz 6. Dada la relaciéon de completez
6(90—80/)5(2_Z/>:/+00dk2 2—2") i Z 5 ellme—m'e’) (02)
e 27 o S i '

buscaremos una solucién de la forma

dk zk(z z") o i(me—m/ )
6", (x,x') = 4 / DS S g (k) (0

m=—o00 m/'=—o0

donde gfnm,W (p, p'; k) es la GF reducida, andloga a ¢g", (z, z') en el caso con simetria plana.

En el caso limite # — 0 los elementos de matriz toman la forma simple Dot (0P K) =

0 Omm @m (p, 05 k), donde gy, (p, p'; k) es solucién de
A(m d(p—r

con el operador radial definido por
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La solucién a la Ec. (C.4) en el vacio, con la condicién de borde estandar al infinito, es

O (0, 05 k) = L (kp<) K (kps) (C.6)

donde p-. (p<) es el mayor (menor) entre py p'. Aqui I, y K,;, son las funciones de Bessel
modificacas de primero y segundo tipo, respectivamente. La sustitucién de la Ec. (C.6)
/I—l

en la Ec. (C.3) reproduce correctamente el resultado ya conocido |x — x/|~! para la GF

en el vacio.

Ahora nos enfocamos en resolver la Ec. (C.1) para las componentes de la matriz de
GF. Para ello, primero observamos que el operador adicional en la Ec. (C.1) no contine-
ne derivadas radiales, sino s6lo derivadas respecto a las coordenadas z y ¢. Esto se ve

claramente a partir del siguiente resultado

1
nae™’ 95 = (cos @e 4 sin 9062“?’”) 0. + el"zyz%. (C.7)

Sustituyendo la Ec. (C.3) en la Ec. (C.1) y usando 9, — ik, 9, — im, —V?* — (’jf,m)

obtenemos

[e.9]

ok e LSS impm! . -
/_ %elk(z_z )% Z eilme=—m'e’) {n“yOf)m) — 106 (p—a) [k (cos¢ e 4 sing 62“3,/)

+00 +oo
2 My _ou 9 (0 =r) / dk k- 1 5o eilme—m'y')
+e v p] }gmm’,a mes P - 27T€ o mmZ::OO mm/ €

. . . i) A Y .,
Usando la independencia lineal de e=™¢" y e~%** nos quedamos con la ecuacién

+oo
> {ﬁ“yéé’”) — 03 (p — a) [’g (cos pe!*?, + sinpe™?, ) + Ew”%] } bt

—770 p mm/ € :

m=—0Q

, ;. . . i ! . .
En analogia con el caso esférico, multiplicamos la Ec. (C.9) por e™" ¢ a la izquierda e
integramos respecto a ¢. Después de usar las relaciones

1 2w

Oy = — [ €M™, (C.10)
2m Jo
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1o o
Al = o= dipe™™? (cos e 4 sin gpe2“3y) e M
T or 0
1
=3 (O —1€")" + O 1€, ] (C.11)

donde &, = " 4™ 1a Ec. (C.9) se simplifica a

+o0
A m
(9 m)g’r’l';m 0_—295( —a [k Z Am,,m ng//m o —|— 61H2 ; mm’grynm’,a = 77/1’0_

m/'=—o0

0(p—=1) s
p
(C.12)

mm’

donde hemos renombrado los indices m” < m.

La ecuacién resultante puede integrarse usando la GF en el vacio g, (p,p’; k), que

satisface la Ec. (C.4), con el resultado

grlizm/,o' (p7 pl> = nﬂa5mm’9m (p7 pl) + iém€1u2ygm (p7 CL) g;/nm’ N (CL, p,)

+ ifkag,, (p,a Z AL s o (@, 07) - (C.13)

m''=—o0

Por simplicidad en la notacién suprimimos la dependencia en k de la GF. Ahora debemos
resolver para las componentes. Para ello observamos que las componentes no cero de
AP, son

mm/’ v

{
A71nm”,0 - AO m'’1 — = += ((5m7m//+1 - (Smymllfl) y (014)

N — DN

A?nmu’o — A?nm”,Q - - (6m7m//+1 + 5m7m//_1) . (015)

Este resultado nos permite separar la Ec. (C.13) en sus componentes con =0, 4t =3y

=7 =1,2, obteniendo

9o (02 0') = 1° e G (0, ') + i0mg,y, (p, @) gflm/ o (ap)

+ i0kagm (p, a Z A i o (@, p7), (C.16)

m/'=—o0

gzlm’,a (p> pl> = 773J5mm,gm (p7 p/) + Zémgm (p’ a) gmm’ o (Cl P ) ’ (017)

gilm’,g (/)7 /0/) = njgémm’gm (/)7 ) + /lekagm P, a Z Am”m Ogm//m o ((I P ) (C18)

m/'=—o0

donde i =1, 2.

Evaluamos las Ecs. (C.17) y (C.18) en p = a, y sustituimos el resultado en la Ec.
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(C.16) para obtener

Got o (03 0") = 105 G G (0, ) + [m5mmfn + kaA),,, 5] 8m (p, @) g (a, p)
0> (p, @) Fim (k) 90 o (a,p)),  (C.19)

donde se definié

k2a?

P (k) = m°gm (a, @) + == [gms1 (a,@) + g1 (a, ) (C.20)
Para derivar la Ec. (C.19) se us6 el resultado
i 1
Z Amm// 7,Am m,0 — 5 ((Sm,m//+15m/7m—1 + 5m,m”—15m’,m+1) s (021)

que puede verificarse directamente de las Ecs. (C.14)-(C.15).
Resolviendo para gy, , (a, p') evaluando la Ec. (C.19) en p = a e insertando el resul-

tado de nuevo en esta ecuacion obtenemos

Gousir (92 0) = 1B |80 (01 ) = o (K) Coun ()]
+ 0 (M, + ka Al o) Coue (p, ), (C.22)

donde la funcién Cymy (p, p') se definié en la Ec. (1.75).
Las componentes restantes pueden calcularse de la misma manera. La sustitucién de
It (@, p") en las Ecs. (C.17) y (C.18) nos da

Gomro (P2 P) =0 s G (p. p) — M08, (a, @) Crm (p, p’)}
+ imf (77 + ikabA° J> Crme (p,p'), (C.23)
Goimro (P2 P') = 0B G (0, ') + ikad [°, +m o G (a,0)] Al 0Crrn (01, )

— 0% k2a?g,, (p, a Z AL 0 A i o Crr (a,p') . (C.24)

ll:

Estos resultados establecen las Ecs. (1.71)-(1.73).



Apéndice D
Técnica de Schwinger

Partimos de la ecuacion diferencial que satisface el potencial escalar para una distri-

bucion de cargas arbitraria en un medio dieléctrico,
—eV%p—Ve-Vo = 4dmp. (D.1)

Para obtener esta ecuacién se combinan las expresiones V-D = 47mp, D =ecEy E = —V¢.
En un medio dieléctrico homogeneo (e.g. el vacio, € = 1), la Ec. (D.1) se reduce a la

ecuacion de Poisson, —V?¢ = 4mp, cuya solucién general es

P(r) = /G’O(r,r’)p(r’)dgr’, (D.2)

donde Gy(r,r’) es la funcién de Green, que satisface la ecuacién de Poisson para una carga
puntual unitaria, i.e. —V?Gy(r,r’) = 4nd(r — r').

Nuestra tarea, es calcular la funcién de Green G(r,r’) para la situacién mas simple
que involucra un medio dieléctrico inhomogeneo, que es la de un material dieléctrico
homogeneo ocupando la regiéon z < 0, mientras que en la regiéon z > 0 tenemos el vacio.
Es decir, la inhomogeneidad en €(r) esta limitada a una discontinuidad finita a través de

la superficie z = 0. La funcién dieléctrica para este caso puede escribirse como
€(r) =eH(—z)+ H(z), (D.3)

donde H(z) es la funcién de Heaviside. La funcién de Green completa satisface la ecuacién
diferencial
— e(r)V?G(r, ') — Ve(r) - VG(r,1') = 4 (r — 1'). (D.4)

La configuracion fisica que estamos considerando, tiene invariancia traslacional en el plano

paralelo a la interfaz dieléctrico-vacio, es decir en las direcciones z y y. Por lo tanto,

151
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podemos introducir la funcién de Green reducida g(z, 2’') a través de la transformada de
Fourier en el plano, i.e.
d*p . ,

G(x,x') = 47r/(27>26’p'(x_x)g(z,z'), (D.5)

que satisface
Oe(z) 0g(z, )
0z 0z

donde ahora 9 = p? — 92. Para integrar esta ecuacién, usaremos la funcién de Green

€(2)0%g(z,7') — =0(z—2). (D.6)

reducida libre .
, ey
g9(z,2") = 2—pe pla==l, (D.7)
que es solucién de 9%g(z, z') = §(z — 2’) con la condicién de frontera usual al infinito, y
cuya transformada de Fourier de acuerdo a la definicién de la Ec. (D.5) produce la funcién
de Green en el vacio Gy(r,r’) = |r — r/|7'. De esta forma, el primer paso para resolver
la Ec. (D.6) consiste en dividirla por €(z), que es una funcién discontinua en z = 0. De

acuerdo a la técnica de Schwinger [99], se usa el resultado

€

1 0Oe(z) 1
= — 1——]0d(2). D.8
o = (1- 1) o) D3
Para deducir esta férmula, primero derivamos 1 = €(z)/e(2) respecto de z,

_ L o) | 0L
e(z) 0z el >8z [e(z)] (D-9)

Ahora usamos la funcién €(z) de la Ec. (D.3) para obtener

2 {%} _ (1 - %) 5(2). (D.10)

Sustituyendo (D.10) en (D.9) establecemos la férmula (D.8). De esta forma, usando la Ec.
(D.8) para dividir la Ec. (D.6) por €(z) obtenemos
(z,2")  d0(z—2)

0%*g(z,2) +€(2) (1 - %) 5(2)8982 = @) (D.11)

que corresponde a la Ec. (14.49) del libro de Schwinger. La solucién general de la Ec.

(D.11) es
g(z,2') = gif;)) _ :18%3 >g(z,0)e_p‘z/|, (D.12)
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como demostraremos a continuacién. Para hacerlo, resolvemos la Ec. (D.11) en cada regién
por separado, z > 0y z < 0, para 2’ arbitraria. En los cdlculos siguientes consideramos

que 2z’ permanece fijo.
° z>0

En esta regién ¢(z) = 1, de manera que la Ec. (D.11) puede escribirse como sigue

D%g(z,7) + (1 — %) d(z) 89(5;,2’) = 5(,2(;),2’) (D.13)

Integramos usando la funcién de Green reducida libre de la Ec. (D.7). El resultado es

oz, 2y = 8&2) (1 _ 1) o(z,0)295%) (D.14)

€ 0z" =0+

El siguiente paso, es calcular la derivada de la expresién anterior respecto a z y evaluarla

en la regién de vacio de la interfaz dieléctrico-vacio, i.e. en 2 = 07,

(1) 98,0
z=0+ € 0z
Usando la funcién de Green reducida libre (D.7), podemos calcular las derivadas involu-
cradas en la Ec. (D.15). El resultado es

9g(z, #') 1 0g(22)
0z lz=0t €(2!) 0z

dg(z,7)

=0+t 0z  lz=0t

(D.15)

0g(z, 2" sgn(2') 0g(z,0) 1
) = 57 ol RCASER) S D.16
0z lz=0t 2 ¢ ’ Dz la=0+ 2 ( )
Sustituyendo estos resultados en la Ec. (D.15) obtenemos
dg(z,2") sgn(z’) 1 1\ 9g(z,7)
- =——"e P4 (1—-) —— D.17
Dz lz=0t  2¢(2) ‘ T3 € Dz la=0+’ ( )
de donde se aprende que
dg(z,2") e sgn(z')
- —— = “, D.18
0z lz=0t €e+1 €(2) ‘ ( )

El resultado final se obtiene sustituyendo la Ec. (D.18) en la Ec. (D.14),

g(z>0,2") = giz;/z;) — E_T_ 1Si?iil)g(z, 0)e P, (D.19)

que corresponde a las ecuaciones (14.56) y (14.62) del libro de Schwinger.

o <0
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Este caso corresponde a una carga puntual inmersa en el medio dieléctrico. En esta

region €(z) = ¢, de manera que la ecuacién a resolver es

0*g(z,7') + ¢ (1 - %) d(z) Gg(azz,z/) = 6(;;;/) (D.20)

Seguimos los mismos pasos que en el caso anterior. Integrando obtenemos

oz, 2y = 82 (1 _ 1) oz, 0)295%) (D.21)

€ 0z" =0

Tomamos la derivada de la Ec. (D.21) respecto a z y la evaluamos en la regién de dieléctrico

de la interfaz dieléctrico-vacio, i.e. en z = 07,

1\ 0g(z,0)
e (-7)

Usando la funcion de Green libre reducida calculamos las derivadas requeridas, estas son

dg(z,2')
0z

1 0g(z,2")
=0- €(2) 0z

g(z, #')

z=0" 62

- (D22

0g(z,2") sgn(z) 0g(z,0) 1
207 = = el =—. D.23
0z lz=0- 2 ¢ ’ 0z  lz=0- 2 ( )
Sustituyedo este resultado en la Ec. (D.22), obtenemos
89(27 zl) — Sgn(zl) €7p|zll _ E 1 _ 1 89(2, Z/) . (D24)
0z lz=0-  2¢(2) 2 € 0z lz=0-
de donde aprendemos que
0g(z, 2" 1 sgn(z’)
T = =, D.25
0z  l:=0-  e+1 €2 ‘ ( )

Sustituyendo este resultado en la Ec. (D.21) obtenemos la expresién final para la funcién
de Green reducida, i.e.
8(57)  e—1lsgn(2)

g(2<0,2) = ) el e(?) a(z,0)e P, (D.26)

que corresponde a las ecuaciones (14.57) y (14.61) del libro de Schwinger.

Noétese que los resultados para las regiones z > 0y z < 0, (D.19) y (D.26) respectiva-
mente, tienen la misma estructura matematica. De esta forma establecemos el resultado
de la Ec. (D.12).



Apéndice E

Interacciones puntuales
unidimensionales como una

extension autoadjunta del operador
—d?/da?

Las interacciones puntuales, también conocidas como potenciales singulares o interac-
ciones de rango cero, se pueden entender como potenciales fuertemente localizados que
forman parte de algin Hamiltoniano. Como discutiremos en esta seccién, éstas pueden
ser descritas como un sistema libre sin el punto de singularidad, es decir, la interaccion
se modela exclusivamente por las condiciones de frontera en dicho punto, y no por un
Hamiltoniano singular. En mecanica cudntica no-relativista, las interacciones puntuales
(también conocidas como pseudo-potenciales de Fermi) estan asociadas con la ecuacion de
Schrodinger y corresponden a potenciales Vpp(x) que no son cero sélo en algunos puntos
especificos, donde son singulares. La ecuacion diferencial que consideramos aqui es de la
forma

h? d?
——— + Vpp(2)| ¢¥(x) = EY(z), (E.1)

2m dx?

cuya version fisica mas simple corresponde al ejemplo clasico del pseudo-potencial § en
mecanica cuantica no-relativista. En el plano formal, podemos asociar a éste sistema el
operador de Schrodinger 2 p

H = —%@—FA(S(Z), (E.2)
donde A es una constante de acoplamiento real y z € R. La ecuacién de eigenvalores resul-
tante, Hiy) = E1, adquiere un significado preciso cuando la convertimos en un problema

de condiciones de frontera. Heuristicamente, esta ecuacion se puede interpretar como la

135



Apéndice E. Interacciones puntuales unidimensionales como una extension autoadjunta
del operador —d? /dx? 156

ecuacién de Schrodinger libre, —%w” = E1) para z € R\ {0}, junto con las condiciones de

frontera ¢ (07) = ¢ (07) y ¢/ (07) — ¢/ (07) = 2224 (0) en z = 0. El argumento anterior

se puede expresar en términos rigurosos usando la teoria de distribuciones. Para hacerlo,
debemos considerar que las observables en mecanica cuantica deben ser operadores auto-
adjuntos. En nuestro caso la observable es la energia, que se representa formalmente por

N
2m dz? "

de Hilbert H = L*(R) de funciones de cuadrado integrable sobre R, y debe ser tal que ¢

es absolutamente continua en todos los puntos z # 0, satisfaciendo también que ¢" € H.

el operador Hy = Cada funcion ¢ en el dominio de Hj, debe vivir en el espacio

Para decir que el operador H es autoadjunto, se requieren las siguientes dos condi-
ciones. (i) Para empezar, Hy debe ser hemitiano (o simétrico en el lenguaje matemético),

lo que significa que para todo 1) y ¢ en el dominio de Hy,
[ ((He@) e@-v @ tp@]d=0 o H-H  ©3
R\{0}
Por integraciéon parcial, esta relacion se traduce en la condicién de borde

[W* 0" = ™0l = [0 =™ 0] o (E.4)

Nétese que este resultado no requiere que la funcién y/o su primera derivada sean con-
tinuas en z = 0. Tampoco requiere que las condiciones de borde para la funcién 1 al
lado derecho, sean exactamente las mismas que las condiciones de borde para la funcion
¢ en el lado izquierdo. De hecho, las funciones ¢ (), definidas en R\ {0}, que estén en el
dominio del adjunto Hg se requiere que sean continuas con primeras derivadas continuas
excepto en el origen, donde pueden tener discontinuidades finitas en 1 y 1. Esta dltima

propiedad significa que los limites correspondientes en 0" y en 0~ son finitos y estan bien
definidos.

En general, las condiciones de borde que involucran a la funcién ¢ y su primera

derivada v’ son de la forma

dj[ (0+) _ Uil Uiz ¢, (0_> —U w/ (0_) 7 (ES)
Y’ (07) U1 U2 Y’ (07) Y’ (07)
parametrizada por la matriz compleja de 2 x 2, U = [u;;]. (ii) La segunda condicién

para que un operador sea autoadjunto es que ambos, el dominio y la acciéon del operador
actuando a la derecha, sean iguales al dominio y la accién del operador actuando a la

izquierda. En este caso sélo tenemos una matriz U para ambos tipos de funciones ¢ y ¢,
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y la condicién (E.4) se traduce en [143]

1
UtJu =J | J:[ 01 o]' (E.6)

La condicién de arriba implica que el det(U) es una fase y también reduce la parametri-
zacion de U, de ocho a cuatro nimeros reales independientes. Las condiciones de frontera
para el pseudo-potencial § corresponden a la eleccién simple uy; = uge = 1, u;po = 0y
uz1 = 2mA/h?. De esta manera, ahora podemos interpretar la interaccién ¢ como una

extensién autoadjunta del operador H.

Para resumir, cuando estudiamos interacciones puntuales, el problema de fondo con-
siste en determinar las condiciones de frontera que las soluciones ¥ (z) de la ecuacién
diferencial asociada debe satisfacer en el punto donde el pseudo-potencial es singular. En
la mayoria de los casos discutidos en la literatura, éste punto ha suscitado muchas contro-
versias que estan lejos de resolverse [144]. Como se mencioné antes, en mecénica cuéntica
el operador del lado izquierdo de la Ec. (E.1) es usualmente el Hamiltoniano del sistema.
Esto sugiere que la manera natural de definir las condiciones de borde es pidiendo que
dicho operador sea autoadjunto. Aunque no estamos tratando con un problema mecano-
cuantico, adoptamos el mismo enfoque para definir las condiciones de juntura que debe

satisfacer una onda gravitacional cuando se propaga a través de la interfaz 6.

Las extensiones autoadjuntas del operador —d?/dz? se han estudiado ampliamente,
ver por ejemplo las Refs. [143, 149, 150, 152], entre otros, obteniendose interacciones
puntuales generalizadas que dependen de las distribuciones 6 y ¢’. Este método para
definir las condiciones de frontera requeridas tiene la ventaja de que sus resultados son

independientes del modelo usado para la distribucion delta y sus derivadas.

Es bien sabido, que la extensién autoadjunta mds general del operador —d?/dz? esté
parametrizada por cuatro nimeros reales independientes que denotamos por X;, con
i = 1,2,3,4. La aplicacién del método distribucional de la Ref. [149] al problema de

la extension autoadjunta del operador Hj lleva al siguiente resultado para la matriz U

2 2
| D 4X, (2—X5)% — X1 X, + X2
donde
D=4+4+X1X,— X7 — X2 —4iX; (E.8)

es en general un nimero complejo. La ecuacién anterior (E.7) corresponde a la Ec. (4.45)

de la Ref. [149] y muestra la forma general de la matriz U, que el producto de una fase
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por una matriz con determinante 1. La forma explicita de las condiciones de borde es

—X19(07) + 2+ (X2 — iX3)]¥/(07) = X19(07) + [2 — (X2 —iX3)[¥/(07),  (E.9)
[2 = (Xo+iX3)]9(07) + X4t/ (07) = 2+ (Xo +iX3)](07) — X42'(07).  (E.10)

Nuestro problema ahora es obtener la matriz U de la Ec. (E.7) partiendo de la formulacién
del problema en términos de pseudo-potenciales, esto con el fin de identificar el operador
que surge de la modificacion topoldgica a la ecuacion de ondas con una de las extensiones
autoadjuntas de Hy, lo que nos llevard a las condiciones de frontera apropiadas para la
métrica. Basado en los resultados de Kurasov [149], proponemos la siguiente interpretacién
de su operador distribucional en términos de pseudo-potenciales de Fermi, definiendo asi

una ecuacién diferencial de segundo 6rden para las funciones ¢)(z) definidas anteriormente

d? d d , , d ,
(E.11)
Enfatizamos que en nuestra notacién
2
id (2) 4 _ 6 (2) a + 0" (2) 4 (E.12)

dz dz? dz

en lugar de 45 (2) &£ = §'(z) £ como se considera en la Ref. [143]. Ahora necesitamos
que los productos del tipo ¥(2)d(z) y 1¥(2)d'(z) tengan sentido. Para funciones continuas
©(z), con derivadas continuas, en z = 0, las siguientes propiedades son bien conocidas
[151]

v (2)0(2) = ¢(0)d(2), (E.13)
0 (2)0"(2) = (0)0" (2) =" (0) 6 (2) . (E.14)

La generalizacién de las ecuaciones anteriores para el caso de funciones 1(z), definidas en
R\ {0}, que surgen de la construccion distribucional de la Ref. [149], consiste en remplazar

el valor de ¢ (0) (y de ¢’ (0)) por su valor promedio en el origen

[¢(0%) + ¢ (07)], (E.15)

DN | —

¥ (0) =

donde ¢ (07) y ¢ (07) son los limites de ¢ (z) cuando z se acerca a 0 por la derecha y por

la izquierda, respectivamente. Por lo tanto, las definiciones (E.13)-(E.14) debemos leerlas
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U (2)8(2) =9 (0)8 (), (E.16)
¥ (2)0' (2) = ¢ (0)8 (2) = ¢ (0)3 (2). (E.17)

Sustituyendo las expresiones (E.16) y (E.17) en la Ec. (E.11) obtenemos

=20 [X160) - (X2 — iXa) ¥ (0)] ()

dz?
+ (% +iX3) § (0) - X7 (0)| 0'() = By (E18)

Noétese que la dependencia en ¢” (07) y ¥” (07) se cancela entre las contribuciones que
vienen de (E.12) y la sustitucién de (E.17) cuando ¢ (z) — 9’ (z). Siguiendo la Ref.
[149], recuperamos las condiciones de borde determinadas por U en la Ec. (E.7) cuando
se trabaja con la Ec. (E.18) de la manera estdndar. Primero integramos la ecuacién de

—e€ a +€ usindo

/_+Edzé(z):1 , /Jredzé’(z):O. (E.19)

€ —€

El resultado es

~ [(07) — ¥(07)] + X, (0) — (Xo —iX3) 97 (0) = 0 (E.20)
que podemos reescribir como
(=2 +iX3 — Xo]¢'(07) + X19p(07) + [2 + X3 — Xo] ¢'(07) + X49(07) =0, (E.21)

que es precisamente la condicién de frontera de la Ec. (E.9). La condicién de frontera
restante se obtiene integrando la Ec. (E.18) de —L a z positivo, y luego de —e a +¢€. De

esta manera obtenemos

B[ v = -6 -]+ [+ iX0) B0 - X0 602

X0 (0) = (X — iXs) W (0)] H(z) (E.22)

donde H(z) es la funcién de Heaviside. Haciendo la segunda integracién en z de —e a +e€

obtenemos

[2 = (Xo +iX5)[(07) + Xy (07) = 2+ (Xo +iX5)[9(07) — Xyg'(07)  (E.23)
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en el limite, dado que las discontinuidades producidas por H(z) son finitas. La ecuacién
(E.23) reproduce la condicién de frontera de la Ec. (E.10).

Para resumir, hemos recuperado las condiciones (E.9) y (E.10) que definen la ex-
tensién autoadjunta del operador —d?/dz? de una manera rigurosa, proporcionando una
interpretacion en términos de pseudo-potenciales (dados por la Ec. (E.11)) del operador
distribucional de la Ref. [149], junto con el uso de las relaciones (E.16) y (E.17).

Ahora aplicaremos estos resultados a nuestro problema. Claramente, hay una analogia
cercana entre el caso mecano-cuantico y las ecuaciones de ondas con interacciones puntua-
les en GO y la gravedad de Euler, que obtuvimos en las secciones 4.2 y 4.4, respectivamente.

En ambos casos, el operador hermitiano basico es el mismo que en la mecanica cuantica,

con Hy = —% y E = w? De la Ec. (4.48) leemos la ecuacién de ondas modificada
¢ d d 3 3 2 .2
gz T fw cos ad—5 (2) o T Ow” cos® ad (z)| h = w”cos” a h (E.24)
z z z

Es facil verificar que la interaccién puntual de Chern-Simons que surge en la Ec. (E.24)
corresponde a una extension autoadjunta del operador Hy. De hecho, comparando la Ec.
(E.24) con la Ec. (E.11), identificamos

X, =Flulcos’a , Xy=Hbwcosa , Xo=X3=0, (E.25)

de tal manera que la matriz U que determina las condiciones de frontera es

1 1+ (£/2)° F€/(wcosa)

i o
S 1- (£/2)° | Téweosa 14 (£/2) , §=0wicos"a (E.26)

donde podemos verificar que UTJU = J. Por lo tanto, hemos demostrado que a orden
lineal, la contribucion a la ecuacién de ondas que surge de la discontinuidad del campo 6
en z = (, puede describirse como una extension autoadjunta del operador unidimensional
—d?/dz*, con condiciones de frontera determinadas por la matriz U de la Ec. (E.26), de
acuerdo a las relaciones (E.5). Una situacién similar ocurre en la gravedad de Euler con
la eleccién apropiada de los pardametros X; junto con las condiciones de borde en z = 0

que hemos escrito en la Ec. (4.72) y la Ec. (4.73), respectivamente.
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