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(INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES)
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Introducción

Las formas de Chern-Simons (CS) se descubrieron accidentalmente en matemáticas

en un intento de obtener una fórmula combinatoria para el invariante de Pontryagin en

cuatro dimensiones. El intento fracasó, como los autores confesaron, “por la aparición de

un término de borde que no lleva a un análisis combinatorio simple” [1]. Resulta que el

término de borde en śı mismo es interesante, y ha encontrado amplias aplicaciones en

la f́ısica teórica, proporcionando Lagrangianos para teoŕıas de campos de norma [2, 3],

incluyendo la gravedad (2 + 1)-dimensional [4, 5], teoŕıa cuántica de campos topológicos

[6], teoŕıa de cuerdas topológica [7], y aplicaciones a la f́ısica de materia condensada, tal

como el efecto Hall cuántico [8].

En f́ısica teórica, la importancia de las formas de Chern-Simons es evidente. En teoŕıa

cuántica de campos juegan un papel destacado en lo que se refiere a las anomaĺıas 1. La

existencia de anomaĺıas puede representar una inconsistencia en la teoŕıa si afecta a una

simetŕıa de norma, dado que éstas son fundamentales para eliminar grados de libertad

no f́ısicos del sistema; de ah́ı la necesidad de mecanismos que las cancelen. En el modelo

estándar de f́ısica de part́ıculas, las interacciones electrodébiles tienen todos los ingredien-

tes necesarios para la bariogénesis [9, 10]. Además de la violación de la conjugación de

carga (C) y la violación de carga-paridad (CP ), la violación de la carga bariónica aparece

a través de la anomaĺıa de Adler-Bell-Jackiw (ABJ) del grupo U(1) [11, 12]. Los bariones

no son conservados por las interacciones electrodébiles debido a la anomaĺıa quiral cuánti-

ca. El Lagrangiano electrodébil clásico conserva la carga bariónica. Los quarks siempre

aparecen en combinaciones bilineales qq, de modo que un quark puede aniquilarse sólo en

colisión con un antiquark. En otras palabras, la corriente bariónica clásica se conserva,

∂µJBµ =
∑

j ∂
µ(qjγµqj) = 0. Sin embargo, las correcciones cuánticas destruyen esta ley de

conservación y en vez de cero se obtiene

∂µJBµ =
g2C

16π2
GµνaG̃a

µν , (1)

1Las anomaĺıas son violaciones de una simetŕıa en un sistema cuántico obtenido a partir de un sistema
clásico que śı poséıa esta simetŕıa. Son muy frecuentes en las teoŕıas cuánticas de campos pues, como parte
del proceso de renormalización, estas han de ser regularizadas para lidiar con sus resultados infinitos.

I



Introducción II

donde C es una constante numérica, G̃a
µν = 1

2
εµναβG

αβa, y el tensor del campo de norma,

Ga
µν , esta dado por la expresión

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν , (2)

donde fabc son las constantes de estructura del grupo de norma. Un hecho importante es

que la no-conservación anómala de la corriente es proporcional a la derivada total de un

cuadrivector, GµνaG̃a
µν = ∂µKµ, donde la corriente anómala Kµ es:

Kµ = 2εµναβ

(
Aνa∂αAβa +

1

3
fabcAνaAαbAβc

)
, (3)

que es el dual de Hodge de la 3-forma de Chern-Simons. ’t Hooft propuso que la extensión

de la acción del modelo estándar con el término topológico de Chern-Simons es un meca-

nismo para generar el rompimiento de las simetŕıas fundamentales [13], y proporciona un

mecanismo para curar la anomaĺıa axial ABJ.

En un contexto similar, las formas de Chern-Simons aparecen en la denominada ano-

maĺıa gravitacional. En el modelo estándar la corriente leptónica no está conservada [14],

i.e.

∂µJLµ =
3

16π2
∗RR, (4)

donde ∗RR = 1
2
εµναβRµντσR

τσ
αβ es el invariante de Pontryaing gravitacional en (3 + 1)-

dimensiones, que puede escribirse como la derivada total de un cuadrivector, ∗RR = ∂µKµ,

donde la corriente anómala corresponde a la 3-forma de Chern-Simons gravitacional i.e.

Kµ = εµναβΓλνσ

(
∂αΓσβλ +

2

3
ΓσαξΓ

ξ
βλ

)
, (5)

donde Γ es la conexión de Christoffel. Aqúı es posible cancelar la anomaĺıa agregando el

contratérmino apropiado a la acción de Einstein-Hilbert, lo que resulta ser una extensión

tipo Chern-Simons de la relatividad general en (3 + 1)-D. Entre las propiedades intere-

santes de la gravedad de Chern-Simons encontramos que proporciona un marco para la

cancelación de la anomaĺıa gravitacional en teoŕıa de cuerdas a través del mecanismo

de Green-Schwarz [15], y que emerge naturalmente como un término de cancelación de

anomaĺıas en gravedad cuántica de lazos [16]. Además, se ha propuesto a la gravedad

de Chern-Simons como un candidato a gravedad cuántica [17, 18]. En un contexto muy

interesante, en la Ref. [19] se propuso que la contribución ∗RR puede generarse por fluc-

tuaciones gravitacionales producidas durante la inflación cosmológica (si el campo del

inflatón contiene componentes CP impares). Por otro lado, se ha demostrado que las in-
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teracciones débiles estándar contienen procesos, mediados por “sphalerons” 2, que pueden

convertir bariones en antileptones y leptones en antibariones, cuando la densidad de spha-

lerons es suficientemente alta [20, 21]. De esta forma, el exceso en el número de leptones

en la etapa temprana del universo puede transformarse eficientemente en un exceso del

número de bariones [22]. A escenarios de este tipo se les conoce como leptogénesis.

La existencia de instantones, uno de los efectos no perturbativos más notables de la

Cromodinámica Cuántica (QCD), condujo a la solución del problema U(1). La observación

clave de ’t Hooft fue que, debido a la presencia de la anomaĺıa axial ABJ, los instantones
3 pod́ıan dar solución a este problema si se agrega el término θGµνaG̃a

µν a la acción de la

QCD [23], donde θ es un parámetro que define la elección de un vaćıo invariante de norma

(entre una infinidad posible de distintos, y en general inequivalentes) [24, 25] y GµνaG̃a
µν

es el invariante topológico de Pontryagin. Este término es proporcional a la densidad de

número de instantones, que es una cantidad topológica que no afecta las ecuaciones de

movimiento o la expansión perturbativa alrededor del vaćıo. La adición de este término a

la acción Euclideana cambia el peso en la integral de trayectoria para diferentes números

de instantones, abriendo aśı un canal para estudiar procesos de decaimiento que violan

paridad. En un contexto similar, Peccei y Quinn propusieron que el problema CP fuerte

de la QCD puede resolverse extendiendo la acción con el término de Chern-Simons [26, 27].

La diferencia es que en la teoŕıa de Peccei y Quinn, θ es un campo dinámico que da origen

a un nueva part́ıcula, el axión, cuya existencia no se ha demostrado aún. En cosmoloǵıa,

el axión se considera un buen candidato para resolver el problema de la materia oscura.

La electrodinámica axiónica consiste en extender la acción de Maxwell con el término

topológico de Chern-Simons asociado al grupo conmutativo U(1), i.e. θFµνF̃
µν , donde θ

es una función del espacio-tiempo. Es claro que la electrodinámica axiónica es invariante

de norma (dado que el invariante de Pontryagin lo es), pero no es invariante de Lorentz,

además de violar paridad. Frank Wilczek predijo explicitamente aplicaciones de la elec-

trodinámica axiónica al campo de las ciencias de los materiales [28]. Un efecto interesante

que puede describirse usando esta teoŕıa es el efecto Witten: un monopolo magnético en-

cerrado en una pequeña burbuja de vaćıo (θ = 0) se comporta como un dyon [29]. Este

resultado puede obtenerse si se supone un monopolo magnético rodeado por una región

esférica de radio finito en la que θ = 0, inmersa en un medio donde θ 6= 0. Este es el

escenario más simple en que θ no es un campo dinámico, sino que toma diferentes valo-

2Geometricamente, un sphaleron es un punto de silla de la enerǵıa potencial electrodébil (en el espacio
de campos infinito-dimensional). Un sphaleron es similar al punto medio (τ = 0) del instanton, de manera
que es no-perturbativo. Esto significa que bajo condiciones normales, los sphalerons son inobservables.
Sin embargo, habŕıan sido más comunes a las temperaturas altas del universo temprano.

3Soluciones topológicas (no triviales) de la teoŕıa de Yang-Mills clásica en espacio Euclidiano. Se
interpreta como la probabilidad de transición entre distintas configuraciones de vaćıo (Efecto tunel).
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res constantes en diferentes regiones del espacio (diferentes valores esperados del campo

de Peccei-Quinn). El origen de la carga eléctrica inducida por un monopolo magnético

radica en que, debido al acoplamiento de Chern-Simons, las ecuaciones de movimiento

transmutan los campos eléctrico y magnético. En este escenario se han obtenido otros re-

sultados interesantes, como la rotación de Faraday de campos electromagnéticos cuando

atraviesan una interfaz con diferentes valores constantes de θ [30, 31] y el efecto Casimir

que experimenta una burbuja esférica inmersa en el vaćıo θ (i.e. θ = 0 al interior, similar

a la configuración de Wilczek) [32]. La electrodinámica clásica de Maxwell-Chern-Simons

se ha estudiado vastamente en la literatura. En las referencias [33–37] se le considera una

extensión interesante que viola la invariancia de Lorentz y paridad. Los aspectos cuánti-

cos también se han estudiado ampliamente [38–44], aśı como sus aplicaciones al efecto

Casimir [45–47]. También se ha estudiado como un subconjunto restringido del Modelo

Estándar Extendido (SME) [48–56].

Un tema recurrente en f́ısica de materia condensada es el descubrimiento y clasificación

de los estados cuánticos de la materia. A menudo, éstos pueden describirse utilizando la

teoŕıa de campos efectiva de Landau-Ginzburg, que los clasifica de acuerdo al principio

de rompimiento espontáneo de simetŕıas [57]. Por ejemplo, un sólido cristalino rompe

la simetŕıa de traslación, a pesar de que la interacción entre sus componentes básicos

atómicos es invariante ante traslaciones. Un imán rompe la simetŕıa rotacional, a pesar de

que sus interacciones fundamentales son isotrópicas. Un superconductor rompe la simetŕıa

de norma, lo que da lugar a nuevos fenómenos tal como la cuantización del flujo magnético

y el efecto Josephson. El patrón de rompimiento de simetŕıa lleva a un único parámetro

de orden que puede tomar un valor esperado de vaćıo diferente de cero sólo en el estado

ordenado. De esta forma, los estados son clasificados de acuerdo a este parámetro de

orden.

El descubrimiento realizado por von Klitzing de que la conductancia de Hall está cuan-

tizada [58], resultó tener un origen topológico, dando lugar a una clasificación diferente de

los estados de la materia basado en la noción de orden topológico [59, 60]. Éstos eluden los

esquemas de clasificación tradicionales basados en el rompimiento de simetŕıas, y pueden

describirse usando el ĺımite de baja enerǵıa de una teoŕıa de campos efectiva [61]. En el

estado cuántico de Hall (QH), el cuerpo de la muestra (bidimensional) es aislante, y la

corriente eléctrica sólo se transporta en su superficie. El flujo de esta corriente unidireccio-

nal es lo que da origen al efecto Hall cuantizado. El estado QH es el primer ejemplo de un

estado cuántico que es topológicamente distinto de todos los demás estados de la materia

conocidos. Para describir el efecto QH, la teoŕıa de campos efectiva apropiada es la teoŕıa

de Chern-Simons en (2 + 1)-D, ya que captura los aspectos topológicos más importantes
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de éste. La cuantización de la conductancia de Hall puede expresarse en términos del

primer número de Chern, que es un invariante topológico estrechamente relacionado con

la fase de Berry, de manera que ésta es independientemente de los detalles del material

[8, 60]. Los estados QH perternecen a una clase topológica que explicitamente rompen la

simetŕıa de inversión temporal (TR), por ejemplo, en presencia de un campo magnético.

En años recientes se propuso una nueva clase de materiales que son TR invariantes, y

donde el acoplamiento esṕın-órbita juega un papel esencial. Ésto culmino en la propuesta

de aislantes topológicos (TIs) 2-dimensionales o estados cuánticos de esṕın-Hall, y más

tarde se generalizo a TIs en 3D. Los TIs en 2D se predijeron teóricamente en 2006 [62], y

se observaron experimentalmente al año siguiente [63] es pozos cuánticos HgTe/CdTe. Los

TIs en 3D fueron predichos en la aleación Bi1−xSbx para algún rango de composición x

[64], y se obsevaron pronto mediante ARPES (angle-resolved photoemision spectroscopy)

[65]. Entre las aplicaciones de los TIs podemos mencionar sus usos en la espintrónica [66]

y la computación cuántica topológica [67].

Además de sus interesantes propiedades electrónicas, los TIs también exhiben propie-

dades electromagnéticas de interés. Espećıficamente, los TIs tienen la habilidad de mezclar

los campos eléctrico E y de inducción magnética B, lo que afecta la respuesta óptica del

material. Esta transmutación entre los campos E y B también está presente en la elec-

trodinámica axiónica, aśı como en el sector fotónico del modelo estándar extendido [68].

Esta propiedad topológica de los TIs se manifiesta cuando se induce un rompimiento de la

simetŕıa TR en la superficie, pero no en el cuerpo del material. En tal caso, el TI se vuelve

completamente aislante, tanto en el cuerpo como en la superficie. Para describir el efecto

topológico magneto-eléctrico (TME), las leyes de Maxwell de la electrodinámica deben

modificarse para inclúır el término topológico de Chern-Simons con coeficientes cuantiza-

dos, similares al caso del efecto Hall cuántico. Concretamente, el ĺımite de baja enerǵıa

de la electrodinámica de TIs 3D puede describirse, independientemente de los detalles

microscópicos, acoplando la electrodinámica de Maxwell al invariante de Pontryagin elec-

tromagnético en (3+1)-D, i.e. FµνF̃
µν ∝ E ·B = 2∂µ (εµνρσA

ν∂ρAτ ), por medio del campo

escalar θ, al que se conoce como polarizabilidad topológica magneto-eléctrica (TMEP, por

sus siglas en inglés) [69–77]. La acción efectiva puede escribirse como S = S0 + Sθ, donde

S0 es la acción de Maxwell, y el término topológico de Chern-Simons

Sθ =
α

4π2

∫
θE ·Bd4x, (6)

siendo α = e2/~c la constante de estructura fina. La acción (6) tiene la misma forma que

la electrodinámica axiónica introducida por Wilczek en el contexto de f́ısica de part́ıculas.
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En un TI, sin embargo, θ no es un campo dinámico, sino una constante, un verdadero

escalar de Lorentz y por lo tanto la densidad Lagrangiana en la Ec. (6) es un pseudo-

escalar. Debido a la naturaleza topológica del término θ en la acción (6), si θ es constante

en todo el espacio, la variación de la acción no contribuye a las ecuaciones de movimiento

(cuando se imponen las condiciones de borde usuales en el infinito o en una frontera); sin

embargo, si θ deja de ser una constante global, el término de Chern-Simons deja de ser

un invariante topológico y por lo tanto deben tomarse en cuenta las modificaciones a las

ecuaciones de Maxwell. De hecho, la variación de la acción completa S0 + Sθ produce las

ecuaciones de Maxwell estándar en materia. Sin embargo, las relaciones constitutivas se

modifican a: D = εE + (α/π)θB y H = (B/µ) − (α/π)θE. Las ecuaciones de Maxwell

junto con las relaciones constitutivas modificadas implican que en ausencia de un campo

eléctrico, un campo magnético puede generar una polarización eléctrica (y vice versa),

lo que justifica el nombre de polarizabilidad topológica magneto-eléctrica para el campo

θ. Esta transmutación entre los campos eléctrico y magnético, es lo que define al efecto

topológico magneto-eléctrico de los TIs. Entre los TMEs que se han reportado destacan:

monopolos magnéticos inducidos debido a una carga eléctrica frente a la superficie de un

TI (y viceversa) [74] y la rotación de Faraday que surge cuando ondas electromagnéticas

atraviesan la superficie de un TI [78]. El TME no se ha observado experimentalmente.

Una idea de por qué esto es aśı se puede ganar comparando teoŕıa de Chern-Simons en

(3 + 1)-D con la análoga en (2 + 1)-D. En (2 + 1)-dimensiones, el término topológico

de Chern-Simons es el término que domina el comportamiento del sistema en el régimen

de longitud de onda grande, lo que lleva a la cuantización universal de la conductancia

de Hall. Por otro lado, en (3 + 1)-dimensiones el término topológico en la acción (6) y

el término de Maxwell son igualmente importantes en el ĺımite de longitud onda grande

[70].

La simetŕıa TR implica que esta teoŕıa describe el cuerpo de un TI 3D cuando θ = 0

(TI trivial) y θ = π (TI no-trivial). Como E·B es impar bajo TR, sólo θ = 0 y θ = π darán

una teoŕıa TR simétrica. Entonces, θ se transforma en −θ bajo TR, de manera que θ = 0

es TR invariante per se, mientras que θ = π es invariante bajo la traslación θ → θ + 2π.

Cuando se toma en cuenta la superficie del TI, esta teoŕıa describe razonablemente el

cuerpo y la superficie sólo cuando se induce una perturbación que rompa la simetŕıa TR

en su superficie, convirtiendolo aśı en un aislante completo. En esta situación, que es la

que consideramos en este trabajo, se puede demostrar que θ está cuantizada en múltiplos

impares de π: θ = (2n + 1)π, donde n ∈ Z, queda determinada por la naturaleza de

la perturbación que rompe la simetŕıa TR, y que puede controlarse experimentalmente

cubriendo la superficie del TI con una capa magnética muy delgada [79, 80].
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Todos los TMEs que se han estudiado hasta el momento, soluciones de las ecuaciones

de Maxwell modificadas, se han obtenido usado el método de imágenes, el cuál resulta de

mucha utilidad cuando las distribuciones de cargas y corrientes son simples, sin embargo,

para distribuciones complicadas este método se torna muy dif́ıcil. Uno de los objetivos

principales de este trabajo es introducir el método de la función de Green en esta teoŕıa

efectiva, que es el más apropiado para calcular los campos EM producidos por fuentes

arbitrarias, aśı como para resolver problemas de condiciones de frontera. En el Caṕıtulo

1 consideramos sólo los efectos puramente topológicos, es decir, suponemos que el cuerpo

del TI no tiene propiedades eléctricas y magnéticas diferentes a las del vaćıo (ε = µ =

1). A este modelo en particular lo llamaremos electrodinámica θ o simplemente EDθ.

Constrúımos la función de Green estática para la EDθ, considerando las geometŕıas más

simples para la interfaz θ, que corresponden a: (i) el plano z = a, (ii) la esfera con centro

en el origen y radio a y (iii) un cilindro infinito de radio a con el eje parallelo a la dirección

z. Adoptamos el nombre de interfaz θ para la superficie de un TI dado que a través de ella

el valor de θ es discontinuo, i.e. en la interfaz TI-vaćıo el valor de θ cambia abruptamente

de θ 6= 0 a θ = 0. Discutimos una posible violación al teorema de Earnshaw, aśı como

aspectos importantes en la definición del tensor de enerǵıa-impulso. Se deriva el teorema

de Green apropiado para la EDθ, y se clasifican las condiciones de frontera que pueden

imponerse en la interfaz θ. En la subsección 1.3 presentamos varias aplicaciones de la

EDθ.

El efecto Casimir entre aislantes topológicos se estudió en las referencias [79, 80]. Los

autores proponen que es posible medirlo usando el material T1BiSe2, sin embargo, la

precisión experimental requerida aún no se ha alcanzado en el laboratorio. Lo interesante

de la fuerza Casimir entre TIs es que su signo y magnitud pueden modularse. Cabe

mencionar que en las Refs. [79, 80] la enerǵıa de Casimir se calculó usando el enfoque

de dispersión, es decir, usando las matrices de reflexión que contienen los coeficientes

de Fresnel. En el Caṕıtulo 2 discutiremos el efecto Casimir entre dos placas paralelas

conductoras, con un TI no-trivial plano entre ellas que está perfectamente unido a una de

las placas. Usaremos el enfoque local introducido por Brown y Maclay, restringiéndonos

al análisis de los efectos puramente topológicos. El ĺımite en que una de las placas se env́ıa

al infinito nos da la fuerza de Casimir entre una placa conductora y un TI semi-infinito.

Demostramos que nuestros resultados son consistentes con los que se obtienen usando el

enfoque de dispersión al efecto Casimir. También estudiamos los efectos a temperatura

finita.

En una situación experimental que involucre TIs, no podemos ignorar las propiedades

ópticas de éstos. En el Caṕıtulo 3 constrúımos la función de Green completa para un TI
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plano, es decir, tomando en cuenta tanto el efecto topológico como los ópticos. Verifcamos

que la nueva función de Green se reduce, en el ĺımite apropiado, a la calculada en el

Caṕıtulo 1. Discutimos algunas aplicaciones sencillas y demostramos que son consistentes

con los resultados previamente reportados en la literatura.

En este trabajo también consideramos la extensión de Chern-Simons de la relativi-

dad general en (3 + 1)-D [81]. Se trata de una extensión topológica muy interesante de

la gravedad de Einstein, donde la acción de Einstein-Hilbert se acopla al invariante de

Pontryagin gravitacional ∗RR por medio de un campo escalar θ, similar al campo axiónico

de Peccei-Quinn de la f́ısica de part́ıculas. Las ecuaciones de campo modificadas incluyen

un término extra al que se conoce como tensor de Cotton 4-dimensional (que depende de

∂µθ y ∂µ∂νθ), y sus soluciones están confinadas a espacios con invariante de Pontryagin

igual a cero, i.e. ∗RR = 0. Sin embargo, esto no impide que los espacio-tiempo de Sch-

warzchild, Robertson-Walker y ondas gravitacionales, sean soluciones de las ecuaciones

modificadas con el campo de acoplamiento θ = κt, donde κ ∈ R [82]. En un contexto

interesante, la teoŕıa dinámica se usó para acotar las constantes de acoplamiento a partir

de ondas gravitacionales viniendo de agujeros negros binarios [83].

Motivados por la EDθ, en este trabajo consideramos una realización particular de la

gravedad de Chern-Simons, donde θ no es un campo dinámico, sino que es constante por

secciones, i.e. toma diferentes valores constantes en diferentes regiones del espacio sepa-

radas por una interfaz común Σ (similar a la interfaz θ que definimos para la superficie

de acoplamiento entre dos TIs). A este modelo en particular lo llamaremos Gravedad θ o

simplemente Gθ. A diferencia de la EDθ, donde los aislantes topológicos se han encontrado

en el laboratorio, la situación gravitacional que estudiamos aqúı es de naturaleza teórica

por el momento. Coleman utilizó una idea similar en Cosmoloǵıa, en donde estudió la evo-

lución de una burbuja de vaćıo en un fluido cosmológico que pertenece a un vaćıo diferente

(los vaćıos distintos se distinguen, por ejemplo, por el valor de la constante cosmológica)

[84]. En nuestro caso, el vaćıo puede distinguirse por el valor de θ, como en el caso de los

TIs. En el Caṕıtulo 4 demostramos que, para una interfaz Σ entre dos medios con valores

distintos de θ, las ecuaciones de campo para la Gθ tienen contribuciones distribucionales

del tipo δ(Σ) y δ′(Σ), lo que implica discontinuidades métricas a través de Σ. Investiga-

mos la propagación de ondas gravitacionales a través de dicha interfaz. Determinamos

las condiciones de frontera en Σ dándonos cuenta de que tales contribuciones adicionales

corresponden a una extensión autoadjunta del operador unidimensional de D’Alambert.

Imponiendo las condiciones de frontera encontramos que la métrica y su primera derivada

son discontinuas en Σ. Sin embargo, ésta satisface la condición de coincidencia de áreas en

N ∪ Σ, donde N denota la hipersuperficie nula determinada por la onda incidente. Tales
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discontinuidades dan origen a ondas reflejada y transmitida, que producen un tensor de

curvatura linealizado que tiene singularidades en la interfaz Σ.



Caṕıtulo 1

Electrodinámica θ

En este caṕıtulo consideramos la electrodinámica de Maxwell acoplada con el término

topológico de Chern-Simons (CS) mediante un campo escalar θ:

Lθ = θ(α/4π2)E ·B = −θ
4

(α/4π2)FµνF̃
µν , (1.1)

donde F̃ µν = 1
2
εµναβFαβ es el tensor dual de campo electromagnético (EM) y εµναβ es

el śımbolo de Levi-Cività. En general, θ puede ser un campo dinámico; sin embargo, lo

tomaremos como una constante, haciendo de la densidad Lagrangiana un pseudo-escalar.

Nótese que esta extensión es una derivada total, de manera que no contribuye a las

ecuaciones de movimiento cuando se imponen las condiciones de borde usuales en el

infinito o en una frontera. Si θ no es globalmente constante en la variedad en donde se

define la teoŕıa, el término de CS no es un invariante topológico, y por lo tanto, debemos

considerar las modificaciones a las ecuaciones de movimiento del campo EM.

Motivados por la teoŕıa de campos efectiva que describe la electrodinámica de TIs, aqúı

estudiaremos la teoŕıa de Maxwell extendida por la Ec. (1.1) definida sobre una variedad

con dos dominios definidos por sus valores constantes pero diferentes de θ, que estan

separados por una interfaz común o frontera Σ, como se muestra en la figura 1.1. Este es

el escenario más simple en el que θ no es un campo dinámico (como en la electrodinámica

axiónica), sino que es constante por secciones. La constante θ puede interpretarse como

un parámetro efectivo que caracteriza las propiedades de un nuevo vaćıo EM derivado

de alguna teoŕıa más fundamental (por ejemplo, el valor esperado del campo de Peccei-

Quinn en una región acotada), o como en el caso de los TIs, puede interpretarse como un

parámetro macroscópico efectivo que describe grados de libertad cuánticos de la materia,

aparte de la permitividad ε y permeabilidad µ usuales del electromagnetismo de Maxwell.

En este caṕıtulo restringimos nuestro análisis a las contribuciones puramente topológicas,

1
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es decir, que vienen de la discontinuidad de θ en Σ, y consideraremos que todo el espacio

no tiene propiedades diferentes a las del vaćıo, es decir ε = µ = 1. A esta teoŕıa en

particular la llamaremos Electrodinámica θ o simplemente EDθ. En el Caṕıtulo 3, se

extendará el presente análisis al caso en que las propiedades ópticas de los medios no son

iguales a las del vaćıo, que es el caso de mayor interés en la descripción de la respuesta

electromagnética de un TI.

La formulación de la EDθ que discutimos aqúı presenta ciertas similitudes con las

teoŕıas de campos de Janus [85–90]. La correspondencia AdS/CFT dió lugar a muchas

ideas en teoŕıas de campos conformes. El ejemplo más exitoso es la relación entre la teoŕıa

de cuerdas AdS5 × S5 y las teoŕıas de Yang-Mills supersimétricas en N = 4. La solu-

ción original de Janus en la Ref. [91] es una familia uniparamétrica de deformaciones

del espacio AdS5 sin supersimetŕıa. Esta solución resulta ser estable bajo una gran clase

de perturbaciones [91–93]. La solución de Janus consiste de dos espacios de Minkows-

ki unidos por una interfaz 2-dimensional, tal que el campo dilatónico adquiere valores

asintóticos distintos en cada región. Se ha sugerido que la teoŕıa de campos dual CFT es

una deformación de la teoŕıa de Yang-Mills, donde la constante de acoplamiento cambia

a través de una interfaz 2-dimensional [91, 92]. En nuestro caso la teoŕıa de Yang-Mills

supersimétrica 4-dimensional N = 4 se remplaza por la EDθ, donde tomamos los aco-

plamientos electromagnéticos globalmente constantes (i.e. ε = µ = 1 en todo el espacio),

mientras que el acoplamiento topológico tiene diferentes valores constantes en cada lado

de la frontera Σ, similar a la discontinuidad finita que presenta el valor asintótico del

campo dilatónico en la solución de Janus. Formalmente existen diferencias entre ambas

teoŕıas, e.g. la supersimetŕıa no juega ningún papel importante en EDθ, sin embargo se

han obtenido soluciones interesantes que se derivan del hecho de que las constantes de

acoplamiento de la teoŕıa son discontinuas a través de una interfaz 2-dimensional.

Este caṕıtulo esta organizado como sigue. En la Sección 1.1 discutimos brevemente la

formulación de la electrodinámica de Maxwell acoplada al término topológico de Chern-

Simons mediante el campo escalar θ, que es constante por secciones. Se discuten aspectos

relacionados con el teorema de Earnshaw y el tensor de enerǵıa-impulso. Restringiéndonos

al caso estático, en la Sección 1.2 derivamos el teorema de Green apropiado para la EDθ, y

construimos la función de Green considerando las geometŕıas más simples para la interfaz

θ, que corresponden a: (i) el plano z = a, (ii) la esfera con centro en el origen y radio

a, y (iii) un cilindro infinito de radio a con el eje paralelo a la dirección z. La Sección

1.3 esta dedicada a diferentes aplicaciones, e.g., los problemas de una carga puntual y

un hilo conductor rectiĺıneo infinito cerca de una interfaz θ plana. Se discute también la

enerǵıa de interacción entre una distribución de carga-corriente y la interfaz θ. También
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se estudian los problemas de una carga puntual cerca de una interfaz θ esférica, un hilo

conductor rectiĺıneo infinito cerca de una interfaz θ cilindrica, y un hilo rectiĺıneo infinito

uniformemente cargado cerca de una interfaz θ cilindrica. En los Apéndices presentamos

los cálculos detallados de los elementos de matriz de la función de Green para los casos de

interfaces θ esférica y ciĺındrica. A lo largo esta sección usamos las unidades de Lorentz-

Heaviside (~ = c = 1), la signatura de la métrica la tomamos como (+,−,−,−) y se

adopta la conveción ε0123 = +1.

1.1. Formulación de la EDθ

1.1.1. Ecuaciones de campo y condiciones de frontera

La acción efectiva de la EDθ que consideramos es

S = S0 + Sθ =

∫
M
d4x

(
− 1

16π
FµνF

µν − jµAµ −
α

16π2
θFµνF̃

µν

)
, (1.2)

donde α = e2/~c es la constante de estructura fina, jµ es una corriente conservada,

F µν = ∂µAν − ∂νAµ es el tensor de campo electromagnético y F̃ µν = 1
2
εµναβFαβ.

La constante de acoplamiento para el término θ, α/4π2, se elige de tal forma que la

carga eléctrica total qe = 1
4π

∫
dS ·D sea un múltiplo de la carga del electrón e, y que la

carga magnética qm = 1
4π

∫
dS ·B sea un múltiplo de e/2α, de acuerdo a la condición de

cuantización de Dirac [28]. La naturaleza topológica de la densidad de Pontryagin hace

que las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la acción (1.2) sean invariantes bajo

el cambio θ(x)→ θ(x) +C, siendo C cualquier constante. Argumentos mecano-cuánticos

imponen otras condiciones para C, que discutiremos más adelante.

El espacio-tiempo (3 + 1)-dimensional es M = U × R, donde U es una variedad 3-

dimensional y R corresponde al eje temporal. Hacemos una partición del espacio en dos

regiones, U1 y U2, de tal manera que las variedades U1 y U2 se intersectan a lo largo de una

interfaz 2-dimensional común Σ, que llamaremos interfaz θ, aśı U = U1∪U2 y Σ = U1∩U2,

como se muestra en la figura 1.1. También suponemos que el campo θ es constante por

secciones, i.e. toma el valor constante θ = θ1 en la región U1 y el valor constante θ = θ2

en la región U2. Esta situación se expresa a través de la función caracteŕıstica

θ (x) =

{
θ1 , x ∈ U1

θ2 , x ∈ U2

. (1.3)

En este escenario, el término θ en la acción no es un invariante topológico global dado que
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Figura 1.1: Región sobre la que se define la teoŕıa del campo electromagnético.

está definido en una variedad con la interfaz Σ. La variación de la acción da lugar a un

conjunto de ecuaciones de Maxwell con una corriente adicional con soporte en la interfaz

θ

∂µF
µν = θ̃δ (Σ)nµF̃

µν + 4πjν , (1.4)

donde nµ = (0,n), n es la normal unitaria a Σ y

θ̃ =
α

π
(θ1 − θ2) . (1.5)

La conservación de la corriente puede verificarse tomando directamente la divergencia en

ambos lados de la Ec. (1.4),

∂ν∂µF
µν = θ̃δ′ (Σ)nµnνF̃

µν + θ̃δ (Σ)nµ∂νF̃
µν + 4π∂νj

ν . (1.6)

El lado izquierdo y el primer término del lado derecho son cero debido a la antisimetŕıa

del tensor F µν ; mientras que el segundo término del lado derecho es cero por la identidad

de Bianchi, ∂µF̃
µν = 0.

El conjunto de ecuaciones modificadas (1.4) junto con la identidad de Bianchi pueden

escribirse en coordenadas adaptadas a la superficie como

∇ · E = θ̃δ (Σ) B · n + 4πρ, (1.7)

∇×B− ∂E

∂t
= θ̃δ (Σ) E× n + 4πJ, (1.8)

∇ ·B = 0, (1.9)

∇× E +
∂B

∂t
= 0, (1.10)

donde n es la normal unitaria a Σ que se muestra en la figura 1.1. Aqúı jµ = (ρ,J),
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F i0 = Ei, F ij = −εijkBk y F̃ i0 = Bi, F̃ ij = εijkEk. Este conjunto de ecuaciones nos

muestran que en los cuerpos, U1 \ Σ y U2 \ Σ, la EDθ se comporta de la misma manera

que la electrodinámica estándar, y que el término θ modifica el comportamiento de los

campos sólo en la superficie Σ. Nótese que las ecuaciones inhomogéneas implican que

un campo eléctrico paralelo (magnético normal) a la interfaz θ, que la atraviese, puede

generar un campo magnético (eléctrico) incluso en ausencia de corrientes (cargas) libres.

Las ecuaciones (1.7)-(1.10) también sugieren que la respuesta electromagnética de un

aislante topológico puede describirse en términos de las ecuaciones de Maxwell en materia

∇ ·D = 4πρ , ∇×H = 4πJ, (1.11)

con relaciones constitutivas

D = E +
α

π
θ (x) B , H = B− α

π
θ (x) E, (1.12)

donde θ (x) es como se definió en la Ec. (4.25). Es claro que si θ(x) es globalmente

constante en M, no hay contribución a las ecuaciones de Maxwell, aún cuando θ(x) esté

presente en las relaciones constitutivas. De hecho, las contribuciones adicionales de un

término θ (x) que es globalmente constante a cada una de las ecuaciones (1.11) se cancela

debido a las ecuaciones homogéneas (1.9) y (1.10).

Hasta ahora hemos considerado a θ como un parámetro externo que puede tomar

valores arbitrarios, aunque respetando la simetŕıa de escalamiento θ → θ +C antes men-

cionada. En primera instancia, esta simetŕıa nos permite elegir θ igual a cero a nivel

clásico. Sin embargo, a nivel mecano-cuántico, la cuantización de los flujos eléctrico y

magnético exigen que Sθ/~ sea un múltiplo entero de θ; por lo tanto, los únicos valores

permitidos de C son C = 2πn con n ∈ Z, de otro modo, resultan contribuciones no

triviales a la integral de trayectoria. Los valores posibles de θ se restringen aún más si

tomamos en cuenta el comportamiento del sistema ante la simetŕıa de inversión temporal

(TR). De hecho, en el contexto de TIs se consideró originalmente que sólo sistemas con

rompimiento de simetŕıa TR eran de relevancia, sin embargo, ahora sabemos que sistemas

que preservan tal simetŕıa también son importantes, como se discute en las Refs. [94, 95].

Dada la naturaleza pseudo-escalar del campo θ bajo TR: T (E ·B) = −E ·B, donde T es

el operator de inversión temporal T : t → −t, parece que una ruptura de tal simetŕıa es

ineludible. Sin embargo, la simetŕıa TR puede preservarse si θ toma los valores 0 o π (mod

2π). Para θ = 0 el sistema es trivialmente invariante ante TR, mientras que para θ = π

ésta puede restablecerse mediante el rescalamiento adecuado θ, i.e. T (πE ·B) = −πE ·B
puede hacerse invariante bajo TR si θ → θ′ = θ + 2π.
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A continuación estudiaremos los efectos de la interfaz θ en la propagación de los campos

EM. Suponiendo que las derivadas temporales de los campos son finitas en la vecindad de

la superficie Σ, las ecuaciones de campo implican que la componente normal de E, y las

componentes tangenciales de B, adquiren discontinuidades adicionales a las producidas

por densidades de cargas y corrientes superficiales libres, mientras que la componente

normal de B, y las componentes tangenciales de E, son cont́ınuas. En ausencia de fuentes

externas sobre Σ, las condiciones de frontera que se obtienen son:

∆En

∣∣
Σ

= +θ̃Bn

∣∣
Σ
, (1.13)

∆B‖
∣∣
Σ

= −θ̃E‖
∣∣
Σ
, (1.14)

∆Bn

∣∣
Σ

= 0, (1.15)

∆E‖
∣∣
Σ

= 0. (1.16)

La notación es

∆Vi

∣∣
Σ

= Vi(Σ
+)−Vi(Σ

−), (1.17)

para cualquier vector V. Aqúı Vi(Σ
+) significa que la componente Vi se evalúa justo al

exterior (en el medio U2) de la interfaz Σ; y Vi tiene una interpretación similar en la

región interior U1.

Las condiciones de continuidad, (1.15) y (1.16), implican que el lado derecho de las

ecuaciones (1.13) y (1.14) está bien definidos y representan densidades superficiales de

cargas y corrientes, respectivamente. Se observa que las condiciones de borde (1.13) y

(1.14) implican que un campo eléctrico paralelo (magnético normal) a la interfaz θ, que

la atraviese, puede generar un campo magnético (eléctrico) incluso en ausencia de co-

rrientes (cargas) libres. Esta transmutación entre los campos eléctrico y magnético es la

que da origen al TME en la superficie de un aislante topológico. Como se mencionó, en

este caṕıtulo nos enfocamos en los efectos puramente topológicos, pero en el Caṕıtulo 3

tratamos el caso general con TIs con propiedades ópticas diferentes a las del vaćıo. En el

marco de la EDθ se han discutido algunos TMEs: el efecto Witten [29] y la rotación de Fa-

raday [30, 31]. A continuación los discutimos brevemente, y en la Sección 1.3 presentamos

algunos ejemplos sencillos usando el método de la función de Green.

Efecto Witten

Consideremos un monopolo magnético g en una burbuja de vaćıo (θ = 0 al interior)

inmersa en un medio infinito θ, como se muestra en la figura 1.2. La ley de Gauss (1.7)

en este caso es

∇ · E = −gαθ
πa2

δ(Σ), (1.18)
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Figura 1.2: Efecto Witten.

donde Σ es la superficie de la esfera de radio a. Esta ecuación implica que, a distancias

grandes (comparadas con el radio de la esfera), el campo eléctrico es generado por una

carga puntual de magnitud

q =

∫
∇ · E = −4gαθ. (1.19)

El efecto Witten, de que en el vaćıo θ un monopolo magnético se comporta como un

dyon (sistema q − g) con carga eléctrica proporcional a la carga magnética y a θ, esta

esencialmente contenido en la Ec. (1.19).

Rotación de Faraday

Consideremos la propagación de ondas EM a través de una interfaz Σ definida por el

plano z = 0. La región z < 0 es vaćıo (θ = 0), mientras que la región z > 0 está llena de

un medio semi-infinito con θ 6= 0. Supongamos que una onda EM se propaga en la región

de vaćıo e incide en la interfaz θ. Dado que las ecuaciones de Maxwell no se modifican

afuera de la interfaz, podemos suponer que las ondas EM tienen la forma{
E
B

}
=

{
E

B

}
ei(ωt−k·r), (1.20)

De las ecuaciones homogéneas (1.9) y (1.10) se sigue que B = 1
ω
k × E y k · B = 0,

como en el caso usual. Dado que las condiciones de borde dependen de θ̃ = −αθ/π, la

propagación de las ondas EM a través de Σ se verá afectada, y como consecuencia las

ondas reflejada y transmitida, experimentarán cambios en su polarización. Por otro lado,
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Figura 1.3: Rotación de Faraday. Tomado de la Ref. [76].

las leyes geométricas de reflexión y refracción en la interfaz siguen siendo válidas, dado que

éstas son independientes de la polarización de las ondas. Finalmente, las amplitudes de las

ondas reflejada y transmitida se obtienen aplicando las condiciones de borde (1.13)-(1.14).

Usemos los sub́ındices i, r y t para etiquetar las ondas incidente, reflejada y transmitida,

esto es

Ei = Eie
i(ωt−ki·r) , Er = Ere

i(ωt−kr·r) , Et = Ete
i(ωt−kt·r), (1.21)

respectivamente. Ahora, como es usual, descomponemos los campos eléctrico y magnético

en sus componentes perpendicular (con supeŕındice ⊥) y paralela (con supeŕındice ‖) al

plano de incidencia, que podemos considerar perpendicular a Σ, conteniendo la dirección

de propagación. De las condiciones de frontera (1.13)-(1.14) se obtienen las siguientes

expresiones algebraicas para las amplitudes

E
‖
i sinφi + E‖r sinφr − E‖t sinφt = +θ̃E⊥t sinφt, (1.22)(
E⊥i − E⊥r

)
cosφi − E⊥t cosφr = −θ̃E‖t cosφt, (1.23)

mientras que de (1.15)-(1.16) se obtiene

E⊥i sinφi + E⊥r sinφr − E⊥t sinφt = 0, (1.24)(
E
‖
i − E‖r

)
cosφi − E‖t cosφr = 0, (1.25)

donde φi, φr y φt son los ángulos incidente, reflejado y transmitido, respectivamente.

Dado que las propiedades eléctricas y magnéticas en ambos lados de la interfaz son las

mismas, y por la validez de las leyes geométricas, se sigue que los ángulos de reflexión y

transmisión serán iguales al ángulo de incidencia. Resolviendo las ecuaciones (1.22)-(1.23)
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simultáneamente se obtiene, para la amplitud transmitida(
E
‖
t

E⊥t

)
=

2

4 + θ̃2

(
2 −θ̃
θ̃ 2

)(
E
‖
i

E⊥i

)
, (1.26)

y para la amplitud reflejada(
E
‖
r

E⊥r

)
=

θ̃

4 + θ̃2

(
θ̃ 2

2 −θ̃

)(
E
‖
i

E⊥i

)
. (1.27)

De estas expresiones se sigue que los coeficientes de reflexión y transmisión son

R ≡ E
‖
r

2 + E⊥r
2

E
‖
i

2 + E⊥i
2

=
θ̃2

4 + θ̃2
, T ≡ E

‖
t

2 + E⊥t
2

E
‖
i

2 + E⊥i
2

=
4

4 + θ̃2
, (1.28)

respectivamente. Nótese que en el ĺımite θ̃ → 0, las matrices de reflexión y transmisión se

reducen correctamente a los resultados electrodinámicos. Cuando θ̃ → ∞, el coeficiente

de reflexión se aproxima a la unidad, de manera que la interfaz θ se convierte en un

reflector perfecto de ondas EM. El ángulo de polarización se define por tanα = E⊥/E‖.

Los ángulos de polarización para las ondas incidente αi y reflejada αr son

αt = arctan

(
θ̃ + 2 tanαi

2− θ̃ tanαi

)
, αr = arctan

(
2− θ̃ tanαi

θ̃ + 2 tanαi

)
, (1.29)

donde αi es el ángulo de polarización de la onda incidente. Usando la identidad arctan(x)+

arctan(1/x) = π/2 encontramos que, independientemente del ángulo de polarización de la

onda incidente, αt + αr = π/2, i.e. las polarizaciones de las ondas reflejada y transmitida

son perpendiculares. Nótese que para una onda incidente con ángulo de polarización

tanαi = −θ̃/2, se obtienen una onda con polarización p (αt = 0) y una con polarización

s (αr = π/2). Se observa que para θ̃ → 0, la polarización de la onda reflejada es cerca de

π/2, sin embargo, no se esperaŕıa ningún efecto para θ̃ = 0. La solución de esta aparente

paradoja radica en que el coeficiente de transmisión se aproxima a cero en dicho ĺımite.

1.1.2. Una posible violación al teorema de Earnshaw

En electrostática, es un hecho bien establecido que, debido a fuerzas puramente elec-

trostáticas, un conjunto de cargas no se puede mantener en equilibrio estable (teorema de

Earnshaw). De manera más general, ningún objeto estático compuesto por cargas eléctri-
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cas, magnetos y masas, se puede mantener en equilibrio estático por cualquier combinación

de fuerzas eléctricas, magnéticas o gravitacionales.

Es natural preguntarse si en el caso de la EDθ una carga puede estar o no en equili-

brio debido solamente a fuerzas electrostáticas. Esta pregunta no sólo es relevante desde

el punto de vista experimental, sino que también teóricamente. Como se demostrará a

continuación, el caso de la EDθ es interesante dado que abre la posibilidad de violar el

teorema de Earnshaw. En electromagnetismo estándar, la falta de existencia de puntos

de equilibrio estable se demuestra por contradicción, debido al hecho de que, lejos de las

fuentes, el potencial electrostático satisface la ecuación de Laplace. Demostraremos que

en EDθ existen puntos en donde tal contradicción puede no ser cierta. De la Ec. (1.7) y

E = −∇φ tenemos que

−∇2φ = 4πρ+ θ̃δ(Σ)B · n. (1.30)

Ahora nos preguntamos si el potencial tiene un valor extremo en un punto P , donde

suponemos que una carga de prueba puede estar en equilibrio estable. El argumento que

seguimos es el usual. Supongamos que existe el punto P en donde φ adquiere un mı́nimo.

Entonces en cualquier superficie cerrada (pequeña) que contenga P ∈ Σ, debemos tener

∂nφ > 0, donde n denota la dirección normal saliente de la superficie y por lo tanto

debemos tener ∮
∂V
∂nφds > 0. (1.31)

donde el volumen V encierra a P . Debido a que ∂nφ = n·∇φ y al teorema de la divergencia,

esta última integral puede escribirse como una integral de volumen del Laplaciano del

potencial. Haciendo ρ = 0 obtenemos∮
∂V
∂nφds =

∫
V
∇2φdv = −θ̃

∫
V
δ(Σ)B · ndv = −θ̃

∫
Σ

Bn

∣∣
Σ
d2x. (1.32)

En la electrostática estándar de Maxwell (θ̃ = 0) el lado derecho de la Ec. (1.32) es

idénticamente cero, llevando a una contradicción con la Ec. (1.31), demostrando aśı que

P no puede ser un mı́nimo local. Sin embargo, en el caso de la EDθ, si θ̃ 6= 0 y la com-

ponente normal del campo magético no es cero en Σ, la contradicción antes mencionada

ya no se produce para puntos P en Σ, removiendo aśı la limitación ordinaria del electro-

magnetismo para la existencia de un mı́nimo local. Hacemos hincapié en que no estamos

demostrando la existencia de puntos de equilibrio estable en EDθ. Para hacerlo, se requie-

re un análisis más profundo a lo largo de las ĺıneas descritas en la Ref. [96] en el contexto

del electromagnetismo estándar.
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1.1.3. Tensor de Enerǵıa-Impulso

En la sección 1.1.1 demostramos que en los cuerpos, U1\Σ y U2\Σ, la EDθ se comporta

de la misma manera que la electrodinámica estándar, y que el término θ modifica el

comportamiento de los campos sólo en la superficie Σ. Esto sugiere que en EDθ, en las

regiones U1 \ Σ y U2 \ Σ, el tensor de enerǵıa-impulso tiene la misma forma que en la

electrodinámica estándar, donde la dependencia en θ̃ aparece a través de la contribución

a los campos que surge de las fuentes adicionales que se inducen en la superficie Σ.

La identificación del tensor de enerǵıa-impulso puede hacerse a lo largo de las ĺıneas

estándares de la electrodinámica en medios materiales (ver por ejemplo las Refs. [97–99]),

de donde se lee la tasa a la que el campo eléctrico realiza trabajo sobre cargas libres

J · E = −∇ ·
(

1

4π
E×H

)
− 1

4π

(
E · ∂D

∂t
+ H · ∂B

∂t

)
, (1.33)

y la tasa a la que el momento es transferido a las cargas

ρE + J×B = − 1

4π

∂

∂t
(D×B)− 1

4π
[Di∇Ei −∇ · (DE)]− 1

4π
[Bi∇Hi −∇ · (BH)] .

(1.34)

Aqúı la notación es Ai∇Bi = (Ai∂kBi) êk y ∇ · (AB) = (∂iAi)Bkêk, para cualquiera dos

vectores A y B. Usando las relaciones constitutivas de la Ec. (1.12), identificamos a partir

la Ec. (1.33) el flujo de enerǵıa S y la densidad de enerǵıa U como

S =
1

4π
E×B , U =

1

8π
(E2 + B2), (1.35)

mientras que de la Ec. (1.34) obtenemos la densidad de momento G e identificamos el

tensor de esfuerzos Tij como

G =
1

4π
E×B , Tij =

1

8π

(
E2 + B2

)
δij −

1

4π
(EiEj +BiBj) . (1.36)

Afuera de la fuentes libres, las ecuaciones de conservación son

∇ · S +
∂U

∂t
= 0 ,

∂Gk

∂t
+ ∂iTik =

α

π
(E ·B) ∂kθ(x). (1.37)

En otras palabras, el tensor de enerǵıa-impulso tiene la misma forma que en el vaćıo, pero

como es de esperarse, no está conservado en la interfaz θ debido a las cargas y corrientes

inducidas ah́ı.

El tensor de enerǵıa-impulso electromagnético es muy importante debido a sus aplica-

ciones a diversos problemas. Por ejemplo, si conocemos la función de Green del sistema,
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el tensor de enerǵıa-impulso es fundamental para calcular la enerǵıa de Casimir. Para

hacerlo, se calcula el valor esperado de vaćıo de dicho tensor [100–102]. En la Sección

2 usaremos este método para calcular la enerǵıa de Casimir entre dos placas paralelas,

tal que en el espacio entre ellas se coloca una porción de TI. En general, este método

se ha usado para estudiar el efecto Casimir en electrodinámica axiónica, ver las Refs.

[32, 55, 103].

1.2. Método de la función de Green en EDθ

En esta sección, usamos el método de la función de Green para resolver problemas de

valores de frontera en EDθ. Al igual que en la electrostática de Maxwell, en EDθ, dada

una configuración de cargas y corrientes, es posible determinar los campos eléctrico y

magnético a partir de las ecuaciones de Maxwell modificadas (1.7)-(1.10) junto con las

condiciones de frontera expresadas en las Ecs. (1.13)-(1.16). Sin embargo, al igual que en la

ED estándar, puede haber ocasiones en las que además de conocer las fuentes externas, se

proporcionen condiciones sobre los campos en fronteras dadas. En estos casos, el método

de la función de Green es el que proporciona la solución general a un problema de valores

de frontera dado (Dirichlet o Neumann) para fuentes arbitrarias. La importancia de tal

solución general es evidente desde el punto de vista experimental. Por ejemplo, permitiŕıa,

al menos en principio, predecir la respuesta electromagnética de aislantes topológicos en

presencia de configuraciones de fuentes complicadas. Por otra parte, como ya se mencionó

en la Sección 1.1.3, el método de la función de Green, es útil para calcular el valor esperado

de vaćıo del tensor de enerǵıa-impulso en el contexto de las fuerzas de Casimir. Además,

el método de la GF debeŕıa ser también útil para la solución de problemas dinámicos en

EDθ.

En lo siguiente nos concentramos sólo en el caso estático. Dado que las ecuaciones

homogéneas de Maxwell que expresan la relación entre los potenciales y los campos no

están modificadas en EDθ, los campos electrostático y magnetostático pueden escribirse

en términos del cuadripotencial Aµ = (φ,A) de acuerdo a E = −∇φ y B = ∇×A, como

es usual. En la norma de Coulomb ∇ · A = 0, el cuadripotencial satisface la ecuación

diferencial [
−ηµν∇2 − θ̃δ (Σ)nαε

αµβ
ν∂β

]
Aν = 4πjµ, (1.38)

junto con las condiciones de frontera

∆Aµ
∣∣
Σ

= 0 , ∆ (nα∂αA
µ)
∣∣
Σ

= −θ̃nαεαµβν∂βA
ν
∣∣
Σ
. (1.39)
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Aqúı nα es la normal unitaria a Σ, que depende de la geometŕıa de la interfaz θ. Uno

puede verificar que las condiciones de frontera de la Ec. (1.39) coinciden con las que se

obtienen de las Ecs. (1.14)-(1.16) a partir de las ecuaciones de Maxwell modificadas.

Para obtener la solución general para los potenciales φ y A en presencia de fuentes

externas arbitrarias jµ (x), introducimos la matriz de funciones de Green Gµ
ν (x,x′), que

es solución de la Ec. (1.38) para una fuente puntual, i.e.[
−ηµν∇2 − θ̃δ (Σ)nαε

αµβ
ν∂β

]
Gν

σ (x,x′) = 4πηµσδ
3 (x− x′) , (1.40)

junto con las condiciones de frontera de la Ec. (1.39). En la sección siguiente discutiremos

la solución general de la Ec. (1.40), para ello, requerimos adaptar de forma apropiada el

teorema de Green estándar, a partir del que se puede construir la solución de la Ec. (1.40)

usando los métodos ya conocidos.

1.2.1. Teorema de Green y condiciones de frontera en Σ

Comenzamos esta sección introduciendo el operador diferencial

Oµ i
ν = ηµν∂

i + θ̃δ(Σ)njε
jµ i
ν , (1.41)

de donde se puede demostrar que las relacionesOµ i
ν ∂iA

ν = 4πjµ yOµ i
ν ∂iG

ν
σ = 4πηµσδ

3(x−
x′), reproducen correctamente las ecuaciones diferenciales para el cuadripotencial en la

Ec. (1.38) y para la matriz de Green en la Ec. (1.40). Aqúı los ı́ndices i, j van de 1 a

3, mientras que µ, ν van de 0 a 3. Estas eleccciones reflejan que estamos trabajando con

campos estáticos y que la normal a la interfaz θ es siempre espacial.

El teorema de Green apropiado puede escribirse en términos de dos campos arbitrarios,

Xµ y Zµ
ν . Definiendo el tensor T iσ = XµOµ i

ν Z
ν
σ, usando el teorema de la divergencia

para ∂iT
i
σ y restando la ecuación que se obtiene del intercambio X ↔ Z obtenemos∮

S

dSni
(
XµOµ i

ν Z
ν
σ − Zν

σOµ i
ν Xµ

)
=

∫
V

d3x
[
XµOµ i

ν (∂iZ
ν
σ)− Zν

σOµ i
ν (∂iXµ)

]
(1.42)

−
∫
V

d3x
[
(∂iXµ)Oµ i

ν Z
ν
σ − (∂iZ

ν
σ)Oµ i

ν Xµ

]
,

donde n es la normal saliente de la superficie S que rodea el volumen V . Para derivar la

Ec. (1.42) usamos el resultado ∂iOµ i
ν = Oµ i

ν ∂i, que se sigue directamente de la Ec. (1.41).

Sustituyendo las Ecs. (1.38) y (1.40) en la Ec. (1.42), encontramos que la solución
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general para el cuadripotencial en la norma de Coulomb es

Aµ(x) =

∫
V

d3x′Gµ
ν(x,x

′)jν(x′) +
1

4π

∮
S

dS ′ni
[
Aν(x

′)∂iGµν(x,x′)−Gµν(x,x′)∂iAν(x
′)
]

+
θ̃

4π

∫
Σ

d2x′Σnjε
jα i
ν [Aα(x′)∂iG

µν(x,x′)−Gµν(x,x′)∂iAα(x′)]Σ , (1.43)

donde nj es la normal a la interfaz θ. Este resultado puede interpretarse de la manera

usual, donde el primer término es la contribución de las fuentes al interior del volumen V ,

el segundo término representa los efectos de la superficie de contorno S = ∂V , mientras

que el término restante, remplaza las contribuciones de la superficie S por los de la interfaz

θ.

Ahora consideraremos el problema de establecer las condiciones de frontera apropiadas

para los campos en la interfaz θ, cuando tomamos a S como la superficie al infinito en

donde se imponen las condiciones de frontera usuales. Por inspección, vemos que la Ec.

(1.43) revela que hay cuatro clases de condiciones de frontera sobre Σ que especifican una

solución.

La clase BC-I se define fijando sobre Σ el potencial escalar A0 y el potencial vectorial

paralelo a la interfaz θ, n×A, junto con las condiciones njε
jα i
ν G

µν
∣∣
Σ

= 0 sobre Σ. Esta

clase describe el caso que corresponde a la analoǵıa más cercana con la condición de

frontera estándar de Dirichlet. Además, es la única clase en la que la función de Green es

independiente del área de la interfaz θ. En la sección 1.3, usamos la BC-I para resolver el

problema de una carga puntual frente a una interfaz θ plana a potenciales fijos.

La clase BC-II se define fijando sobre Σ la componente normal del campo magnético Bn

y las componentes paralelas del campo eléctrico n×E, más las condiciones njε
jα i
ν ∂iG

µν
∣∣
Σ

=

1/Aθ, donde Aθ =
∫
d2xΣ es el área de la interfaz θ. Esta clase corresponde a la condición

de frontera de Neumann de la electrostática estándar, que incorpora el factor que depende

del inverso del área de la superficie, generando aśı, un término en la solución que involucra

el promedio del potencial.

La clase BC-III fija el potencial escalar A0 y la componente normal del campo magnéti-

co Bn en Σ, junto con las condiciones njε
j0 i
k G

µk|Σ = 0 y njε
jk i

0 ∂iG
µ0|Σ = 1/Aθ. La clase

BC-IV requiere de especificar n×A y n×E en Σ. Para esta clase también debemos pedir

njε
jk i

0 G
µ0|Σ = 0 y njε

j0 i
k ∂iG

µk|Σ = 1/Aθ.

En las siguientes subsecciones, constrúımos la función de Green para diferentes geo-

metŕıas de la interfaz θ, considerando aquellas que pueden ser de mayor relavancia en

trabajos experimentales, estas son: plana, esférica y ciĺındrica. Por otra parte, habiendo

elegido la superficie S en el infinito, con las condiciones de froneta estándar ah́ı, nos limi-

taremos al caso en que no se especifica ninguna condición adicional para los campos en la
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Figura 1.4: Medios semi-infinitos separados por una interfaz θ plana.

interfaz θ. De esta manera, Aµ estará determida por el primer término del lado derecho

de la Ec. (1.43).

1.2.2. Interfaz θ plana

El caso de simetŕıa plana para la interfaz θ es el caso más simple posible en el que

el valor de θ cambia abruptamente en el plano Σ y permanece constante en ambos lados

de Σ. Por simplicidad elegimos a Σ como el plano definido por z = a, como se muestra

en la figura 1.4. De esta manera, las coordenadas adaptadas para este sistema son las

Cartesianas. La GF que consideramos, tiene invariancia bajo traslaciones en las direcciones

paralelas al plano Σ, esto es, en las direcciones transversales x y y, pero la invariancia

está rota en la dirección z. Explotamos esta simetŕıa introduciendo la transformada de

Fourier en la dirección paralela al plano Σ, tomando la dependencia en estas coordenadas

de la forma (x− x′)‖ = (x− x′, y − y′) y definiendo

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖gµν(z, z

′,p), (1.44)

donde p = (px, py) es el momento paralelo al plano Σ y gµν(z, z
′,p) es la función de Green

reducida (GF reducida) [99]. De aqúı en adelante suprimimos la dependencia en p de la

GF reducida gµν .

La ecuación diferencial que satisface la función de Green en este caso es la Ec. (1.40),

con la normal a la superficie nµ = η3
µ = (0, 0, 0, 1). Debido a la antisimetŕıa del śımbolo

de Levi-Cività, la derivada parcial que aparece en el segundo término de la Ec. (1.40), no

introduce derivadas respecto de z, sino sólo en las coordenadas transversales x y y. Esto
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nos permite escribir la ecuación para la función de Green reducida como[
∂2ηµν + iθ̃δ (z − a) ε3µανpα

]
gνσ (z, z′) = ηµσδ (z − z′) , (1.45)

donde ∂2 = p2 − ∂2
z , p

α = (0,p) y p2 = −pαpα. La solución a la Ec. (1.45) es simple,

pero no obvia. Para resolverla empleamos un método similar al que se usa para obtener

la GF para el potencial δ unidimensional en mecánica cuántica, donde la GF libre se

usa para integrar la ecuación de Green con la interacción δ. Siguiendo la misma idea,

consideramos una GF reducida de la forma Gµν (z, z′) = g (z, z′) ηµν , asociada al operador

∂2 que definimos previamente, y que es solución de

∂2Gµν (z, z′) = ηµνδ (z − z′) , (1.46)

que además satisface la condición de borde estándar al infinito, donde

g(z, z′) =
1

2p
e−p|z−z

′| (1.47)

y p = |p|. Nótese que la Ec. (1.46) exige que la derivada de g sea discontinua en z = z′,

i.e., ∂zg (z, z′)
∣∣z=z′+
z=z′−

= −1, y de donde se sigue la continuidad de g en z = z′ [99].

Ahora observamos que la Ec. (1.45), puede integrarse directamente usando la GF libre

de la Ec. (1.46) junto con las propiedades de la función delta de Dirac, reduciéndose aśı

a un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas,

gµσ (z, z′) = ηµσg (z, z′)− iθ̃ε3µανpαg (z, a) gνσ (a, z′) . (1.48)

Nótese que la continuidad de g en z = z′ implica la continuidad de gµσ, y que la discon-

tinuidad de ∂zg en el mismo punto implica

∂zg
µ
σ (z, z′)

∣∣z=a+

z=a−
= −iθ̃ε3µανpα∂zg (z, a)

∣∣z=a+

z=a−
gνσ (a, z′) = iθ̃ε3µανpαg

ν
σ (a, z′) , (1.49)

de donde se recuperan las condiciones de borde para el cuadripotencial, dadas en la Ec.

(1.39). De esta manera, la solución (1.48) garantiza que se satisfacen las condiciones de

frontera en la interfaz θ.

Ahora debemos resolver para todas las componentes de la GF reducida gµσ. Para

hacerlo, separamos la Ec. (1.48) en sus componentes µ = 0 y µ = j = 1, 2, 3;

g0
σ (z, z′) = η0

σg (z, z′)− iθ̃ε30i
jpig (z, a) gjσ (a, z′) , (1.50)

gjσ (z, z′) = ηjσg (z, z′)− iθ̃ε3ji0pig (z, a) g0
σ (a, z′) . (1.51)
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Ahora evaluamos la Ec. (1.51) en z = a y luego sustitúımos el resultado en la Ec. (1.50).

Se obtiene

g0
σ (z, z′) = η0

σg (z, z′)−iθ̃ε30i
jpiη

j
σg (z, a) g (a, z′)− θ̃2p2g (z, a) g (a, a) g0

σ (a, z′) , (1.52)

donde se usó el resultado ε30i
jε

3jk
0pkpi = p2. Resolvemos para g0

σ (a, z′) evaluando la Ec.

(1.52) en z = a y haciendo un simple despeje. Insertando este resultado en la misma

ecuación obtenemos

g0
σ (z, z′) = η0

σ

[
g (z, z′) + θ̃p2g (a, a)A (z, z′)

]
+ iε30i

σpiA (z, z′) , (1.53)

donde

A (z, z′) = −θ̃ g (z, a) g (a, z′)

1 + p2θ̃2g2 (a, a)
. (1.54)

Las componentes restantes se obtienen sustituyendo g0
σ (a, z′) en la Ec. (1.51). El resultado

es

gjσ (z, z′) = ηjσg (z, z′) + iε3jk0pk

[
η0
σ − iθ̃ε30i

σpig (a, a)
]
A (z, z′) . (1.55)

Las ecuaciones (1.53) y (1.55) nos permiten escribir la solución general como

gµν (z, z′) = ηµνg (z, z′)+A (z, z′)
{
θ̃g (a, a)

[
pµpν +

(
ηµν + nµnν

)
p2
]

+ iεµ α3
ν pα

}
, (1.56)

donde nµ = (0, 0, 0, 1) es la normal a Σ.

La reciprocidad entre la posición de la carga puntual unitaria y la posición en donde

se evalúa la GF, Gµν(x,x
′) = Gνµ(x′,x), es una de sus propiedades más importantes. De

la Ec. (1.44) se observa que esta condición exige que

gµν(z, z
′,p) = gνµ(z′, z,−p), (1.57)

que se puede verificar directamente de la Ec. (1.56). La simetŕıa gµν (z, z′) = g∗νµ (z, z′) =

g†µν (z, z′) es evidente.

Las componentes de la matriz de GF estática en la representación de coordenadas,

pueden obtenerse calculando la transformada de Fourier definida en la Ec. (1.44), con la

GF reducida de la Ec. (1.56). Los detalles de la integración se presentan en el Apéndice
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A. Los resultados finales son

G0
0 (x,x′) =

1

|x− x′|
− θ̃2

4 + θ̃2

1√
R2 + Z2

, (1.58)

G0
i (x,x

′) = − 2θ̃

4 + θ̃2

ε0ij3R
j

R2

(
1− Z√

R2 + Z2

)
, (1.59)

Gi
j (x,x′) = ηijG

0
0 (x,x′)− i

2

θ̃2

4 + θ̃2
∂iKj (x,x′) , (1.60)

donde Z = |z − a|+ |z′ − a|, Rj = (x− x′)j‖ = (x− x′, y − y′), R = | (x− x′)‖ | y

Kj (x,x′) = 2i

√
R2 + Z2 − Z

R2
Rj. (1.61)

Finalmente, observamos que las Ecs. (1.58)-(1.60) contienen todas las componentes de la

matriz de GF en todo el espacio, dependiendo de la elección de z y z′ en la función Z.

1.2.3. Interfaz θ esférica

En la sección anterior, se usó el método de la función de Green para discutir el problema

de distribuciones de cargas y corrientes arbitrarias en presencia de una interfaz θ plana.

En esta sección, seguimos el mismo procedimiento para discutir el caso esférico, en donde

el valor de θ tiene una discontinuidad finita en la superficie r = a de la esfera, como se

muestra en la figura 1.5. En las coordenadas adaptadas (r, ϑ, ϕ), es conveniente introducir

expĺıcitamente el operador de momento angular L̂ = 1
i
x ×∇ y explotar la simetŕıa ante

rotaciones de esta configuración. De hecho, la ecuación diferencial que satisface la GF

(1.40), con normal unitaria nµ = (0, sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ) a la interfaz θ, puede

escribirse como[
−ηµα∇2 − i θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
L̂k

]
Gα

ν (x,x′) = 4πηµνδ
3 (x− x′) , (1.62)

con k = 1, 2, 3. Dado que el cuadrado del operador de momento angular L̂2 conmuta con

el operador que aparece del lado izquierdo de la Ec. (1.62), su solución será de la forma

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

+l∑
m′=−l

gµlmm′,ν (r, r′)Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm′ (ϑ
′, ϕ′) , (1.63)
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Figura 1.5: Aislantes topológicos con interfaz θ esférica.

donde la GF reducida gµlmm′,ν (r, r′) satisface la ecuación diferencial

Ôrgµlmm′,ν (r, r′) = ηµν
δ(r − r′)

r2
δmm′ + i

θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
×

+l∑
m′′=−l

〈lm|L̂k|lm′′〉gαlm′′m′,ν (r, r′) , (1.64)

siendo Ôr = l (l + 1) r−2−r−2∂r (r2∂r). Esta ecuación puede integrarse de la misma manera

en que se hizo para el caso con simetŕıa plana. Los detalles del cálculo se presentan en el

Apéndice B. La solución es

gµlmm′,ν (r, r′) = ηµνgl (r, r
′) δmm′ − a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a)Sl (r, r

′) 〈lm| L̂µL̂ν |lm′〉 (1.65)

+ iaθ̃Sl (r, r
′) 〈lm| L̂α |lm′〉

(
ηµ0Γαν + Γµαη0

ν

)
,

donde L̂0 es el operador identidad, el operador Γµν = ηµν − ηµ0η
ν
0 proyecta 4-vectores al

3-espacio, y

Sl (r, r
′) =

gl (r, a) gl (a, r
′)

1 + a2θ̃2l (l + 1) g2
l (a, a)

. (1.66)

Aqúı gl (r, r
′) es solución de la ecuación diferencial para la GF reducida en ausencia de

la interfaz θ, i.e. Ôrgl (r, r′) = δ (r − r′) /r2. En la Sección 1.3 resolvemos el problema de

una carga puntual cerca de una interfaz θ esférica.

1.2.4. Interfaz θ ciĺındrica

En esta sección discutiremos el problema de distribuciones arbitrarias de cargas y

corrientes en presencia de una interfaz θ ciĺındrica. Consideremos un cilindro infinito

cuyo eje define al eje z, tal que el valor de θ tiene una discontinuidad finita a través de
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la superficie ρ = a, como se muestra en la Fig. 1.6. De esta manera, las coordenadas

adaptadas que debemos usar son las cilindricas, (ρ, ϕ, z), y la ecuación diferencial para la

GF (1.40) es [
−ηµν∇2 − θ̃δ (ρ− a)nαε

αµβ
ν∂β

]
Gν

σ (x,x′) = 4πηµσδ (x− x′) , (1.67)

donde nα = (0, cosϕ, sinϕ, 0) es la normal a la interfaz θ. La GF debe ser invariante ante

traslaciones en el eje z. De acuerdo con esta simetŕıa, comenzamos por escribir la solución

de la Ec. (1.67) como sigue

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∫ +∞

−∞

dk

2π
eik(z−z′) 1

2π

+∞∑
m=−∞

+∞∑
m′=−∞

gµmm′,ν (ρ, ρ′; k) ei(mϕ−m
′ϕ′). (1.68)

donde la GF reducida gµmm′,ν (ρ, ρ′; k) satisface la ecuación diferencial

Ô(m)
ρ gµmm′,σ−iθ̃δ (ρ− a)

[
k

+∞∑
m′′=−∞

Aµm′′m,νg
ν
m′′m′,σ + ε1µ2

ν

m

ρ
δmm′g

ν
mm′,σ

]
= ηµσ

δ (ρ− ρ′)
ρ

δmm′ ,

(1.69)

donde

Ô(m)
ρ = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+
m2

ρ2
+ k2 , Aµmm′′,ν =

1

2

[
δm,m′′−1ε̃

µ∗
ν + δm,m′′+1ε̃

µ
ν

]
, (1.70)

con ε̃µν = ε1µ3
ν + iε2µ3

ν . Esta ecuación puede integrarse de la misma manera en que lo

hicimos para los casos plano y esférico. Los detalles de los cálculos se presentan en el

Apéndice C. La solución es

g0
mm′,σ (ρ, ρ′) = η0

σδmm′
[
gm (ρ, ρ′)− θ̃2fm (k)Cmm (ρ, ρ′)

]
+ iθ̃

(
mδmm′η

3
σ + kaA0

m′m,σ

)
Cmm′ (ρ, ρ

′) , (1.71)

g3
mm′,σ (ρ, ρ′) = η3

σδmm′
[
gm (ρ, ρ′)−m2θ̃2gm (a, a)Cmm (ρ, ρ′)

]
+ imθ̃

(
η0
σ + ikaθ̃A0

mm′,σ

)
Cmm′ (ρ, ρ

′) , (1.72)

gimm′,j (ρ, ρ′) = ηijδmm′gm (ρ, ρ′)− θ̃2k2a2gm (ρ, a)
+∞∑

m′′=−∞

Ajm′m,0A
0
m′m′′,jCm′′m′ (a, ρ

′) ,

(1.73)

donde

fm (k) = m2gm (a, a) +
k2a2

2
[gm+1 (a, a) + gm−1 (a, a)] (1.74)
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Figura 1.6: Medios con interfaz θ ciĺındrica.

y

Cmm′ (ρ, ρ
′) =

gm (ρ, a) gm′ (a, ρ
′)

1 + θ̃2fm (k) gm (a, a)
. (1.75)

Aqúı gm′ (ρ, ρ
′) es solución de la ecuación diferencial para la GF reducida (1.69) en ausencia

de la interfaz θ. Nótese que las componentes restantes µν de la matriz de GF pueden

obtenerse de la propiedad de simteŕıa

gmm′,µν (ρ, ρ′; k) = gm′m,νµ (ρ′, ρ;−k) . (1.76)

1.3. Aplicaciones

1.3.1. Carga puntual cerca de una interfaz θ plana

Consideremos una carga puntual q localizada a una distancia b > 0 de una interfaz θ,

definida por el plano z = 0. La región z < 0 está llena de un TI no trivial con TMEP

θ 6= 0, mientras que la región z > 0 es el vaćıo, como se muestra en la figura 1.7. Por

simplicidad, elegimos las coordenadas tal que x′ = y′ = 0. De esta forma, la densidad

de corriente puede escribirse como jµ(x′) = qηµ0δ (x′) δ (y′) δ (z′ − b). De acuerdo a la Ec.

(1.43), la solución para este problema es

Aµ (x) = qGµ
0 (x, r) , (1.77)
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Figura 1.7: La figura ilustra una carga eléctrica q localizada a una distancia b de una interfaz

θ definida por el plano z = 0. La región z < 0 está caracterizada por un TI no trivial (θ 6= 0),

mientras que la región z > 0 es el vaćıo (θ = 0). En la región z > 0 el campo eléctrico es originado

por la carga original q y por la carga imagen q′′, mientras que el campo magnético es originado

por el monopolo g′′. En la región z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por la

carga q′ y monopolo g′ imagen, respectivamente.

donde r = bêz. Primero estudiaremos el potencial electrostático. De la Ec. (1.58) obtene-

mos la componente 00 de la GF:

z > 0 : G0
0 (x, r) =

1

|x− r|
− θ̃2

4 + θ̃2

1

|x + r|
, (1.78)

z < 0 : G0
0 (x, r) =

4

4 + θ̃2

1

|x− r|
. (1.79)

Para z > 0 la GF nos da el potencial electrostático A0 (x) = qG0
0 (x, r), que puede

interpretarse como el debido a un par de cargas puntuales, la primera de magnitud q en

r, y la otra, la carga imagen, de magnitud q′′ = −qθ̃2/(4+ θ̃2), en el punto −r. Para z < 0

sólo aparece una carga imagen, de magnitud q′ = 4q/(4 + θ̃2) localizada en r.

De la Ec. (1.77) vemos que dos componentes del potencial vectorial no son cero,

A1 (x) = qG1
0 (x, r) y A2 (x) = qG2

0 (x, r). Las componentes de la GF correspondientes

para cada región son

G1
0 (x, r) = +

2θ̃

4 + θ̃2

y

R2

{
1− z+b

|x+r| , z > 0

1 + z−b
|x−r| , z < 0

(1.80)

G2
0 (x, r) = − 2θ̃

4 + θ̃2

x

R2

{
1− z+b

|x+r| , z > 0

1 + z−b
|x−r| , z < 0

(1.81)
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de acuerdo a las Ec. (1.59). Es dif́ıcil interpretar las componentes del potencial vectorial

directamente, sin embargo el campo magnético B = ∇×A es iluminante. Se obtiene

z > 0 : B (x) =
−2qθ̃

4 + θ̃2

x + r

|x + r|3
, (1.82)

z < 0 : B (x) =
2qθ̃

4 + θ̃2

x− r

|x− r|3
. (1.83)

Observamos que el campo magnético para z > 0 es debido a un monopolo magnético

de magnitud g′′ = −2qθ̃/(4 + θ̃2) localizado en −r. Para z < 0 tenemos un monopolo

magnético de magnitud g′ = +2qθ̃/(4 + θ̃2) localizado en r.

La solución muestra que, para una carga eléctrica cerca de la superficie plana de un

aislante topológico, se inducen cargas eléctricas y magnéticas. La aparición de monopolos

magnéticos en esta solución parece violar la ley de Maxwell ∇ · B = 0, que permanece

sin alteraciones en el caso de la EDθ. Sin embargo, recordando que (x± r) /|x ± r|3 ∼
∇x(1/|x± r|), obtenemos ∇ ·B ∼ ∇2

x(1/|x± r|) ∼ δ(x± r) en una región donde x 6=± r.

F́ısicamente, el campo magnético es inducido por la densidad de corriente en la superficie

J = θ̃δ (z) E× n =
4qθ̃

4 + θ̃2

ρ

(ρ2 + b2)3/2
δ (z) ϕ̂, (1.84)

que circula alrededor del origen. Aqúı ρ =
√
x2 + y2 es la distancia radial y ϕ̂ es el

vector tangente unitario. Esta corriente es la corriente de Hall, que da origen a un cam-

po magnético que tiene la forma correcta del que se esperaŕıa debido a un monopolo

magnético. Cabe mencionar que estos resultados ya se han obtenido usando diferentes

métodos. Por ejemplo, los autores en la Ref. [74] usan el método de imágenes para de-

mostrar que una carga eléctrica cerca de la superficie de un aislante topológico induce

monopolos magnéticos debido al TME y, por supuesto, enfatizan su posible verificación

experimental.

Vamos a aclarar la diferencia entre la EDθ que estudiamos en este trabajo y el mo-

delo 1/2 BPS en una interfaz delgada que se discute en la Ref. [89]. Como discuten los

autores, las 8 supersimetŕıas restantes del modelo 1/2 BPS son obligatorias al pedir que

las constantes de acoplamiento esten relacionadas de la siguiente manera

1

e2(z)
= D sin 2ψ(z) , θ(z) = θ0 + 8π2D cos 2ψ(z) , (1.85)

donde podemos elegir valores constantes ψ1 y ψ2 para z > 0 y z < 0, respectivamente. La

constricción (1.85) no permite hacer simultaneamente e1 = e2 y θ1 6= θ2, que correspon-
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deŕıa al caso de la EDθ, en donde la supersimetŕıa es irrelevante. En otras palabras, el

ĺımite g = 0 en los campos eléctrico y magnético debido a un dyon en z = a (Ec. (5.10) de

la Ref. [90]), que se calcularon usando el método de imágenes, no reproducen los campos

que obtuvimos en nuestras Ecs. (1.78), (1.79), (1.82) y (1.83). Además, los campos EM

transmitido y reflejado de ondas sin masa propagándose a través de una interfaz plana,

reportados en la Ref. [90], no corresponden a los calculados en EDθ en las Refs. [30, 31].

Cabe señalar que estos acoplamientos se introducen por medio del parámetro complejo

τ = θ/2π+4πi/g2, que es familiar en el estudio de la acción del grupo SL(2,Z) en aislantes

topológicos con permitividad, permeabilidad y angulo θ no triviales [104].

1.3.2. Fuerza entre una carga puntual y una interfaz θ plana

En esta sección se formula la enerǵıa de interacción y las fuerzas que surgen entre fuen-

tes externas y los TIs (representados por la interfaz θ). Usaremos dos enfoques distintos,

pero equivalentes: la función de Green y el tensor de enerǵıa-impulso.

La enerǵıa de interacción entre una distribución de cargas y corrientes, y un aislante

topológico, es

Eint =
1

2

∫
d3x

∫
d3x′jµ (x) [Gµν (x,x′)− ηµνG (x,x′)] jν (x′) , (1.86)

donde G (x,x′) = 1/|x − x′| es la GF de vaćıo. La primera contribución representa la

enerǵıa total de una distribución de cargas y corrientes en presencia de una interfaz θ,

incluyendo interacciones mutuas. A continuación evaluaremos esta enerǵıa para el caso

que consideramos en la sección anterior, el de una carga puntual localizada en r = bêz.

Usando la Ec. (1.78), la enerǵıa de interacción resulta

Eint =
q2

2
[G00 (r, r)− G (r, r)] = −q

2

2

θ̃2

4 + θ̃2

1

2b
, (1.87)

Ésto implica que la fuerza sobre la carga ejercida por la interfaz θ es

F = −∂Eint
∂b

êz = − q2

(2b)2

θ̃2

4 + θ̃2
êz, (1.88)

notando que siempre es atractiva. Esto puede interpretarse como la fuerza entre la carga

q y la carga imagen q′′ = −qθ̃2/(4 + θ̃2) de acuerdo a la ley de Coulomb.

El punto de vista de los campos proporciona una derivación alternativa de este resul-

tado. Para obtener la fuerza sobre la carga, debemos calcular la componente normal del

flujo de momento a través de la interfaz θ. En términos del tensor de enerǵıa-impulso esta
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fuerza es

F = −êz

∫
Σ+

dSTzz
(
Σ+
)
, (1.89)

donde la integración se hace sobre la superficie Σ+, justo afuera de la interfaz θ, en z = 0+.

Como se discutió, el tensor de enerǵıa-impulso se identifica a partir de la electrodinámica

de Maxwell en medios materiales, pero con las relaciones constitutivas modificadas (1.12).

La expresión que requerimos para Tzz (Σ+) la leemos del resultado de la Ec. (1.36), que

es

Tzz =
1

8π

[
E2
‖ − E2

z +B2
‖ −B2

z

]
, (1.90)

donde Ez (Bz) denota la componente normal a la superficie del campo eléctrico (magnéti-

co) y E‖ (B‖) es la componente del campo eléctrico (magnético) paralelo a la surperficie.

De acuerdo a los resultados de la sección anterior, los campos eléctrico y magnético en la

región z > 0 son

E (x) = q
x− r

|x− r|3
− q θ̃2

4 + θ̃2

x + r

|x + r|3
, (1.91)

B (x) =
2qθ̃

4 + θ̃2

x + r

|x + r|3
. (1.92)

De esta forma encontramos

F =
1

4

q2

(4 + θ̃2)2
êz

∫ ∞
0

dR
R

(R2 + b2)3

[
16R2 − (4 + 2θ̃2)2b2 + 4θ̃2

(
R2 − b2

)]
= − q2

(2b)2

θ̃2

4 + θ̃2
êz, (1.93)

que concuerda con el resultado de la Ec. (1.88).

1.3.3. Carga puntual cerca de una interfaz θ plana a potenciales

fijos

Ahora estudiaremos el problema de una carga puntual que se coloca cerca de una

interfaz θ plana que se encuentra a potencial fijo. Este caso pertenece a la clase BC-

I de las condiciones de frontera en dicha interfaz. Consideremos una carga puntual q

localizada a una distancia b de la interfaz θ definida por el plano z = 0, y que está a

potenciales cero (A0,A‖) = (0,0), como se muestra en la figura 1.8. No se consideran

superficies adicionales. Las condiciones de frontera se reducen a pedir que la función de

Green completa, (GI)
µ
ν (x,x′), se anule en la interfaz.

Como se discutió en las subsecciones anteriores, el problema de una carga puntual
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frente a una interfaz θ plana es equivalente al problema de la carga original junto con

una carga eléctrica y monopolo magnético localizados en el punto imagen atrás del plano.

Estos campos eléctrico y magnético, reproducen las condiciones de frontera de la Ecs.

(1.13)-(1.16), inducidas por la discontinuidad finita en el valor de θ.

El problema en cuestión puede resolverse en términos de imágenes. Siguiendo pasos

similares a los del caso estándar, la función de Green correspondiente, (GI)
µ
ν (x,x′), puede

construirse como

(GI)
µ
ν (x,x′) = Gµ

ν (x,x′) + F µ
ν (x,x′) , (1.94)

donde se ha sumado la matriz F µ
ν , que satisface la ecuación homogénea[

−ηµν∇2 − θ̃δ (z) ε3µαν∂α

]
F ν

σ (x,x′) = 0. (1.95)

Esta libertad en la definición de la función de Green nos permite elegir apropiadamente

la matriz F µ
ν de tal manera que (GI)

µ
ν (x,x′) = 0 para x′ en Σ. Consideremos una carga

puntual localizada en z′ > 0, y supongamos que z > 0. Las componentes de la GF que

resuelven este problema con la condición de borde requerida en z = 0 son

G0
0 (x,x′) =

1

|x− x′|
− θ̃2

4 + θ̃2

1

|x− x′′|
, (1.96)

G0
i (x,x

′) = − 2θ̃

4 + θ̃2

ε0ij3 (x− x′)j‖
R2

(
1− z + z′

|x− x′′|

)
, (1.97)

donde x′ = (x′, y′, z′) denota la posición de la carga y x′′ = (x′, y′,−z′) indica la posición

de las imágenes.

Respecto al problema de la función de Green que satisface la clase BC-I, encontramos

que

(GI)
0
0 (x,x′) = G0

0 (x,x′)−G0
0 (x,x′′) =

(
1 +

θ̃2

4 + θ̃2

)(
1

|x− x′|
− 1

|x− x′′|

)
, (1.98)

(GI)
0
i (x,x

′) = G0
i (x,x

′)−G0
i (x,x

′′) =
2θ̃

4 + θ̃2

ε0ij3 (x− x′)j‖
R2

(
z + z′

|x− x′′|
− z − z′

|x− x′|

)
.

(1.99)

que en efecto se anulan en z′ = 0. Interpretamos los campos como sigue. El campo eléctrico

en la región z > 0 es generado por cuatro cargas eléctricas: (i) la carga original de magnitud

q en r = bêz, (ii) una carga de magnitud igual pero de signo opuesto localizada en el punto

imagen −r, que viene de la condición de frontera A0|Σ = 0, (iii) una carga eléctrica de

magnitud q′′ = −θ̃2/(4 + θ̃2) localizada en el punto imagen y (iv) una carga eléctrica de
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Figura 1.8: La figura ilustra una carga eléctrica q localizada a una distancia b de una interfaz θ

definida por el plano z = 0 que se encuentra a potenciales cero, i.e. (A0,A‖) = (0,0). La región

z < 0 está caracterizada por un TI no trivial (θ 6= 0), mientras que la región z > 0 es el vaćıo

(θ = 0). En la región z > 0 el campo eléctrico es originado por la carga original q y la carga q′′′

en r, y por las cargas imagen −q y q′′ en -r; mientras que el campo magnético es originado por

los monopolos g′′ y g′′′ localizados en -r y r, respectivamente. En la región z < 0 los campos

eléctrico y magnético son originados por las cargas q′, q′′′′ y los monopolos g′ y g′′′′.

magnitud q′′′ = +θ̃2/(4 + θ̃2) localizada en r. El campo magnético puede interpretarse

como el generado por dos monopolos, uno de magnitud g′′ = −2θ̃/(4 + θ̃2) localizado en

el punto imagen, inducido por la interfaz θ, y el otro de magnitud g′′′ = +2θ̃/(4 + θ̃2) en

r = bêz, que surge de la condición de frontera A‖|Σ = 0.

De manera similar, es posible verificar que el campo eléctrico en la región z < 0 es el

producido por una carga eléctrica de magnitud q′ = −4/(4+ θ̃2) localizada en r = bêz más

una carga eléctrica de magnitud q′′′′ = +4/(4 + θ̃2) localizada en el punto imagen −r. El

campo magnético puede interpretarse como el generado por dos monopolos magnéticos,

uno de magnitud g′ = +2θ̃/(4 + θ̃2) localizado en r junto con su imagen de magnitud

g′′′′ = −2θ̃/(4 + θ̃2) localizado en −r.

1.3.4. Hilo conductor infinito cerca de una interfaz θ plana

Consideremos un alambre infinito paralelo al eje x y que porta una corriente I en la

dirección +x, como se muestra en la figura 1.10. El alambre se localiza en el vaćıo a una

distancia b de una interfaz θ definida por el plano z = 0, tal que θ 6= 0 en la región z < 0.

Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que y′ = 0. De esta forma, la densidad de

corrientes es jµ (x′) = Iηµ1δ (y′) δ (z′ − b).
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La solución para este problema está dada por

Aµ (x) = I

∫ +∞

−∞
Gµ

1 (x, r) dx′, (1.100)

donde r = x′êx+ bêz. Es claro que el potencial escalar A0 (x) no es cero, lo que indica que

existe un campo eléctrico inducido. La componente requerida de la matriz de GFs, G0
1,

definida en la Ec. (1.59) es

G0
1 (x, r) = +

2θ̃

4 + θ̃2

y

R2

1− |z|+ b√
R2 + (|z|+ b)2

 . (1.101)

Sustituyendo la Ec. (1.101) en la Ec. (1.100) obtenemos el potencial eléctrico, que carece

de una interpretación inmediata. Podemos calcular el campo eléctrico directamente como

E (x) = −∇A0 (x), obteniéndose

E (x) = − 4θ̃I

4 + θ̃2

[
|z|+ b

y2 + (|z|+ b)2 êy −
y sign (z)

y2 + (|z|+ b)2 êz

]
. (1.102)

Observamos que el campo eléctrico para z > 0 es debido a una corriente magnética

localizada en z = −b, j′ = −I ′êx, donde I ′ = 2θ̃I/(4 + θ̃2). Para z < 0 tenemos una

corriente magnética localizada en z = b, de la misma magnitud pero en sentido contrario,

j′′ = I ′′êx = −j′. Nótese que j′ es antiparalela a la corriente del alambre, mientras que j′′

es paralela.

De manera similar calculamos el campo magnético. Este es

B (x) = ∇×
[
I êi

∫ +∞

−∞
Gi

1 (x, r) dx′
]
, (1.103)

con i = 1, 2, donde las componentes de la matriz de GF correspondientes son las dadas

en las Ecs. (1.60). El resultado es

B (x) = I

[
− 2(z − b)
y2 + (z − b)2 +

θ̃2

4 + θ̃2

2 (|z|+ b) sgn(z)

y2 + (|z|+ b)2

]
êy+

I

[
2y

y2 + (z − b)2 −
θ̃2

4 + θ̃2

2y

y2 + (|z|+ b)2

]
êz. (1.104)

Para z > 0 el campo magnético corresponde al producido por la corriente original más

una corriente eléctrica imagen, localizada en z = −b, y que fluye en la dirección opuesta

a la corriente del alambre, J′e = −J ′êx, donde J ′ = θ̃2I/(4 + θ̃2). Para z < 0 tenemos una
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Figura 1.9: La figura ilustra un alambre infinito que porta una corriente I en la dirección +x

(saliendo de la página), localizado a una distancia b de una interfaz θ definida por el plano

z = 0. La región z < 0 está caracterizada por un TI no trivial (θ 6= 0), mientras que la región

z > 0 es el vaćıo (θ = 0). En la región z > 0 el campo eléctrico es originado por una corriente

magnética I ′ que fluye en la dirección −x, mientras que el campo magnético es originado por la

corriente original I y una corriente eléctrica imagen I ′′ que fluye en la dirección −x y se localiza

en z = −b. En la región z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por las corrientes

magnética J ′′ y eléctrica I ′′, respectivamente, ambas fluyendo en la dirección +x.

corriente eléctrica localizada en z = b, que fluye en la misma dirección que la corriente

del alambre, i.e. J′′e = J ′′êx, donde J ′′ = 4I/(4 + θ̃2).

1.3.5. Hilo infinito cargado cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre rectiĺıneo uniformemente cargado, con densidad de

carga λ, como se muestra en la figura 1.10. El alambre se localiza en el vaćıo, a una

distancia b de un TI plano (definido por el plano z = 0), paralelo al eje x, con TMEP

θ 6= 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que y′ = 0. De esta forma, la densidad

de corrientes es jµ (x′) = ληµ0δ (y′) δ (z′ − b).

El cuadripotencial se expresa en términos de la GF como Aµ(x) = λ
∫ +∞
−∞ Gµ

0(x, r)dx′,

donde r = x′êx + bêz. Se observa que el potencial escalar es A0(x) = λ
∫ +∞
−∞ G0

0(x, r)dx′,

donde la componente 00 de la GF se lee de la Ec. (1.58). Ésta es

G0
0(x, r) =

1√
R2 + |z − b|2

− θ̃2

4 + θ̃2

1√
R2 + (|z|+ b)2

, (1.105)

dondeR2 = (x−x′)2+y2. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = −∇A0(x) =
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Figura 1.10: La figura ilustra un hilo infinito con densidad de carga uniforme λ, localizado a

una distancia b de una interfaz θ definida por el plano z = 0. La región z < 0 está caracterizada

por un TMEP θ 6= 0, mientras que la región z > 0 es el vaćıo. En la región z > 0 el campo

eléctrico es originado por el hilo infinito original, más un hilo infinito imagen, con densidad de

carga uniforme λ′, localizado en z = −b. El campo magnético es originado por un hilo infinito

con densidad uniforme de carga magnética Λ′ localizado en el punto imagen. En la región z < 0

los campos eléctrico y magnético son originados por hilos infinitos con densidades uniformes de

carga eléctrica λ′′ y magnética Λ′′, respectivamente, ambas localizadas en z = b.

−λ
∫ +∞
−∞ ∇G

0
0(x, r)dx′. El resultado es

E (x) = λ
2yêy + 2(z − b)êz
y2 + (z − b)2

− λ θ̃2

4 + θ̃2

2yêy + 2(|z|+ b) sgn(z)êz
y2 + (|z|+ b)2

. (1.106)

En la región z > 0, el campo eléctrico puede interpretarse como el producido por el hilo

infinito cargado original (paralelo al eje x con densidad de carga lineal λ), más un hilo

cargado imagen, localizado en z = −b, y con densidad de carga lineal λ′ = − θ̃2

4+θ̃2λ. Para

z < 0, el campo eléctrico es producido por un hilo infinito, localizado en z = b, y con

densidad de carga lineal λ′′ = 4
4+θ̃2λ. Esta densidad de carga se obtiene como resultado

de la superposición del hilo cargado original, más un hilo cargado imagen localizado en el

mismo punto y de magnitud λ′, i.e. λ′′ = λ+ λ′.

Ahora estudiaremos el campo magnético. Las componentes no-cero del potencial vec-

torial son: A1 = λ
∫ +∞
−∞ G1

0(x, r)dx′ y A2 = λ
∫ +∞
−∞ G2

0(x, r)dx′, donde las componentes

requeridas de la GF son:

G1
0(x, r) =

2θ̃

4 + θ̃2

y

R2

(
1− |z|+ b√

R2 + (|z|+ b)2

)
, (1.107)
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G2
0(x, r) = − 2θ̃

4 + θ̃2

x− x′

R2

(
1− |z|+ b√

R2 + (|z|+ b)2

)
, (1.108)

El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calculamos directamente el campo

magnético: B(x) = ∇×A = −∂zA2êx + ∂zA
1êy + (∂xA

2 − ∂yA1)êz. El resultado es:

B (x) = −λ 2θ̃

4 + θ̃2

2y sgn(z)êy + 2(|z|+ b)êz

y2 + (|z|+ b)2 . (1.109)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por un hilo infinito con densidad

uniforme de carga magnética Λ′ = − 2θ̃
4+θ̃2λ, localizado en z = −b. En la región z < 0,

el campo magnético es producido por un hilo infinito con densidad uniforme de carga

magnética Λ′′ = −Λ′, localizado en z = b.

1.3.6. Carga puntual cerca de una interfaz θ esférica

Ahora consideremos una carga puntual de magnitud q localizada a una distancia b

del centro de una esfera de radio a. La región r < a (interior de la esfera) está llena de

un TI no trivial, caracterizado por la TMEP θ 6= 0, mientras que la región r > a es el

vaćıo, como se muestra en la figura 1.11. Por simplicidad elegimos a la linea que conecta

el centro de la esfera y la carga como el eje z. De esta forma la densidad de corriente

puede escribirse como jµ (x′) = q
b2
ηµ0δ (r′ − b) δ (cosϑ′ − 1) δ (ϕ′), con b > a.

La solución para este problema es

φ (x) =

∫
G0

µ (x,x′) jµ (x′) d3x′ = qG0
0 (x,b) , (1.110)

A (x) =
3∑

k=1

∫
Gk

µ (x,x′) jµ (x′) êkd
3x′ =

3∑
k=1

qGk
0 (x,b) êk, (1.111)

donde b = bêz. Usando las componentes de la matriz de GF correspondientes, las Ecs.

(1.65), los potenciales escalar y vectorial son

φ (x) = 4πq
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

+l∑
m′=−l

[
gl (r, b)− a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a)Sl (r, b)

]
δmm′Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm′ (0, ϕ

′) ,

(1.112)

A (x) = 4πq
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

+l∑
m′=−l

iaθ̃Sl (r, b)Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm′ (0, ϕ
′) 〈lm| L̂ |lm′〉 . (1.113)
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De las relaciones Ylm (0, ϕ) = δm0

√
2l+1
4π

y Yl0 (ϑ, ϕ) =
√

2l+1
4π
Pl (cosϑ) encontramos

φ (x) = q
∞∑
l=0

[
gl (r, b)− a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a)Sl (r, b)

]
(2l + 1)Pl (cosϑ) , (1.114)

A (x) = q
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

iaθ̃
√

4π (2l + 1)Sl (r, b)Ylm (ϑ, ϕ) 〈lm| L̂ |l0〉 . (1.115)

que inmediatamente nos da Az = 0. Las componentes restantes del potencial vectorial

pueden calcularse introduciendo las combinaciones A± = Ax ± iAy. El resultado es

A± (x) = q
∞∑
l=0

iaθ̃
√

4π (2l + 1) l (l + 1)Sl (r, b)Yl±1 (ϑ, ϕ) , (1.116)

donde la simetŕıa A+ = A∗− se sigue de las relaciones Y ∗l1 = −Yl−1. Recordando que

Aθ = − sinϑAz +
1

2
cosϑ

(
A+e

−iϕ + A−e
iϕ
)

, Aϕ =
1

2i

(
A+e

−iϕ − A−eiϕ
)
, (1.117)

obtenemos

Aθ = 0 , Aϕ = q
∞∑
l=0

aθ̃ (2l + 1)Sl (r, b)
∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
, (1.118)

en coordenadas esféricas.

Ahora analizamos los campos en las regiones (1): r > b > a y (2): b > a > r. Usando

la GF reducida en el vaćıo, gl (r, r
′) = 1

2l+1

rl<
rl+1
>

, los potenciales escalar y (la componente

no cero del) vectorial para la región (1) toman la forma

φ(1) (x) =
q

|x− b|
− q

∞∑
l=1

θ̃2l (l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

a2l+1

rl+1bl+1
Pl (cos γ) , (1.119)

A(1)ϕ (x) = q
∞∑
l=0

θ̃ (2l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

a2l+1

rl+1bl+1

∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
, (1.120)

respectivamente. Los campos eléctrico y magnético correspondientes, pueden calcularse

directamente a partir de E = −∇φ y B = ∇×A, respectivamente. El resultado es

E(1) (x) = q
x− b

|x− b|3
− q

∞∑
l=1

θ̃2l (l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

a2l+1

rl+2bl+1
×[

− (l + 1)Pl (cosϑ) r̂ +
∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
ϑ̂

]
, (1.121)
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Figura 1.11: La figura ilustra una carga de magnitud q localizada a una distancia b del centro

de una esfera de radio a. La región r < a está caracterizada por un TI no trivial (θ 6= 0),

mientras que la región r > a es el vaćıo (θ = 0). En la región r > b � a el campo eléctrico

es originado por la carga q y por un dipolo eléctrico p en el origen; mientras que el campo

magnético es generado por un dipolo magnético m que apunta en la dirección opuesta. En la

región b � a > r el campo eléctrico se comporta como el campo producido por una esfera con

magnetización uniforme P; mientras que el campo magnético se asemeja al producido por una

esfera uniformemente magnetizada, con magnetización M.

B(1) (x) = q
∞∑
l=1

θ̃l (2l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

a2l+1

rl+2bl+1

[
− (l + 1)Pl (cosϑ) r̂ +

∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
ϑ̂

]
.

(1.122)

Ahora nos preguntamos por el comportamiento de estos campos, cuando la separación

entre la carga y la esfera es grande comparada con el radio de la esfera, b� a. Dado que

el término l-ésimo en la suma va como (a/b)l+1, sólo valores pequeños de l contribuyen.

La contribución principal viene de l = 1 y se obtiene

E(1) (x) ∼ q
x− b

|x− b|3
+
p

r3

(
2 cosϑr̂ + sinϑϑ̂

)
, (1.123)

B(1) (x) ∼ m

r3

(
2 cosϑr̂ + sinϑϑ̂

)
, (1.124)

que corresponden a los campos eléctrico y magnético generados por un dipolo eléctrico p

y un dipolo magnético m en el origen y apuntando en la dirección z:

p =
2qθ̃

9 + 2θ̃2

a3

b2
êz = −2

3
m.

Ahora vamos a estudiar los campos EM en la región (2): b > a > r. El potencial escalar
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y la componente ϕ del potencial vectorial son

φ(2) (x) =
q

|x− b|
− q

∞∑
l=1

θ̃2l (l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

rl

bl+1
Pl (cos γ) , (1.125)

A(2)ϕ (x) = q

∞∑
l=0

θ̃ (2l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

rl

bl+1

∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
, (1.126)

respectivamente. Los campos correspondientes son

E(2) (x) = q
x− b

|x− b|3
+ q

∞∑
l=1

θ̃2l (l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

rl−1

bl+1

[
lPl (cosϑ) r̂ +

∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
ϑ̂

]
,

(1.127)

B(2) (x) = −q
∞∑
l=1

θ̃l (2l + 1) (l + 1)

(2l + 1)2 + θ̃2l (l + 1)

rl−1

bl+1

[
lPl (cosϑ) r̂ +

∂Pl (cosϑ)

∂ϑ
ϑ̂

]
. (1.128)

Cuando la separación entre la carga puntual y la esfera es grande comparada con el radio

de la esfera, b� a, los campos EM en la región r < a pueden escribirse como sigue

E(2) (x) ∼ q
x− b

|x− b|3
− 1

3
P, (1.129)

B(2) (x) ∼ 2

3
M, (1.130)

donde

P =
6qθ̃

9 + 2θ̃2

1

b2
êz = −2

3
M. (1.131)

Un aspecto interesante a destacar es la forma de los campos EM en esta región. El campo

eléctrico se comporta como el campo producido por una esfera uniformemente polarizada,

con polarización P, mientras que el campo magnético se asemeja al producido por una

esfera uniformemente magnetizada, con magnetización M.

1.3.7. Hilo conductor infinito cerca de una interfaz θ ciĺındrica

Consideremos un alambre conductor rectiĺıneo infinito por el que circula una corriente

I en la dirección +z. El alambre se localiza en el vaćıo a una distancia b de éste. Suponemos

un TI no trivial de radio a < b y con TMEP θ 6= 0, con su eje paralelo al alambre y pasando

por el origen, como se muestra en la figura 1.12. Por simplicidad elegimos las coordenadas

tal que ϕ′ = 0. Por la tanto la densidad de corriente es jµ (x′) = I
b
ηµ3δ (ϕ′) δ (ρ′ − b). La
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solución para este problema es

Aµ (x) =

∫
Gµ

3 (x,x′) j3 (x′) dx′ = 2I ĺım
k→0

+∞∑
m=−∞

+∞∑
m′=−∞

gµmm′,3 (ρ, b, k) eimϕ, (1.132)

donde las componentes de la GF reducida en coordenadas ciĺındricas están dadas por las

Ecs. (1.71)-(1.73). Usando las componentes correspondientes encontramos que los poten-

ciales escalar y (la componente no cero del) vectorial son

A0 (x) = −4Iθ̃ ĺım
k→0

+∞∑
m=1

mCmm (ρ, b) sinmϕ, (1.133)

A3 (x) = 2I ĺım
k→0

{
g0 (ρ, b) + 2

+∞∑
m=1

[
gm (ρ, b)− θ̃2m2gm (a, a)Cmm (ρ, b)

]
cosmϕ

}
.

(1.134)

La GF reducida en el vaćıo es gm (ρ, ρ′; k) = Im (kρ<) Km (kρ>), donde Im y Km son las

funciones de Bessel modificadas de primera y segunda clase, respectivamente. Usando la

forma ĺımite para argumentos pequeños de las funciones de Bessel modificadas [105], el

ĺımite k → 0 de la GF reducida es

ĺım
k→0

gm (ρ, ρ′; k) =
1

2m

(
ρ<
ρ>

)m
, (1.135)

y entonces ĺımk→0 fm (k) = m/2. De esta manera los potenciales se reducen a

A0 (x) = − 4Iθ̃

4 + θ̃2

+∞∑
m=1

1

m

(
a<
ρ>

a

b

)m
sinmϕ, (1.136)

A3 (x) = 2I

{
− log ρ> +

+∞∑
m=1

[
1

m

(
b<
ρ>

)m
− θ̃2

4 + θ̃2

1

m

(
a<
ρ>

a

b

)m]
cosmϕ

}
, (1.137)

donde los śımbolos > y < denotan el mayor y menor en el cociente a/ρ. Las sumas pueden

calcularse de forma anaĺıtica, con el resultado

A0 (x) =
4Iθ̃

4 + θ̃2
arctan

(
sinϕ

cosϕ− ρ>
a<

b
a

)
, (1.138)

A3 (x) = I

{
− log

[
ρ2 − 2bρ cosϕ+ b2

]
+

θ̃2

4 + θ̃2
log

[
1− 2

a<
ρ>

a

b
cosϕ+

(
a<
ρ>

a

b

)2
]}

.

(1.139)
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Figura 1.12: La figura ilustra un hilo conductor rectiĺıneo infinito que porta una corriente I

en la dirección +z (saliendo de la página), localizado a una distancia b del eje de un cilindro

de radio a < b. La región ρ < a está caracterizada por un TI no trivial (θ 6= 0), mientras que

la región ρ > a es el vaćıo (θ = 0). En la región ρ > b > a, el campo magnético corresponde

al generado por el hilo conductor original, más dos corrientes imagen: una de magnitud I ′′

localizada en el origen, y otra de magnitud I ′ = −I ′′ localizada en d; mientras que el campo

eléctrico puede interpretarse como el producido por dos corrientes magnéticas inducidas: una de

magnitud J ′′ en el origen y otra de magnitud J ′ = −J ′′ localizada en b. En la región b > a > ρ, el

campo magnético corresponde al generado por una corriente I ′′′, mientras que el campo eléctrico

corresponde al generado por una corriente magnética J ′′′, ambas localizadas en b.

Ahora analizaremos los campos en las regiones (1): ρ > b > a y (2): b > a > ρ. En la

región (1) los potenciales toman la forma

A0
(1) (x) =

4Iθ̃

4 + θ̃2
arctan

(
sinϕ

cosϕ− ρ
d

)
, (1.140)

A3
(1) (x) = I

[
− log

(
ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ

)
+

θ̃2

4 + θ̃2
log

(
1− 2

d

ρ
cosϕ+

d2

ρ2

)]
, (1.141)

donde d = a2/b. Los campos eléctrico y magnético correspondientes pueden calcularse

directamente como E = −∇A0 y B = ∇×A, respectivamente. El resultado es

E(1) (x) = − 4Iθ̃

4 + θ̃2

[
d sinϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ
ρ̂+

(
1

ρ
− ρ− d cosϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

)
ϕ̂

]
, (1.142)

B(1) (x) =

[
−2Ib sinϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
+

2Iθ̃2

4 + θ̃2

d sinϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

]
ρ̂

+

[
2I (ρ− b cosϕ)

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
+

2Iθ̃2

4 + θ̃2

(
1

ρ
− ρ− d cosϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

)]
ϕ̂. (1.143)
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Los campos pueden interpretarse como sigue. El campo magnético corresponde al generado

por el hilo conductor original (que porta una corriente I y se localiza en b), más dos

corrientes imagen: una de magnitud I ′′ = Iθ̃2/(4 + θ̃2) localizada en el origen, y otra de

magnitud I ′ = −I ′′ = −Iθ̃2/(4 + θ̃2) localizada en d = a2/b. El campo eléctrico puede

interpretarse como el producido por dos corrientes magnéticas inducidas: una de magnitud

J ′′ = −2Iθ̃/(4 + θ̃2) en el origen y otra de magnitud J ′ = −J ′′ = 2Iθ̃/(4 + θ̃2) localizada

en d.

En la región (2) los potenciales son

A0
(2) (x) =

4Iθ̃

4 + θ̃2
arctan

(
sinϕ

cosϕ− b
ρ

)
, (1.144)

A3
(2) (x) =

4I

4 + θ̃2
log
(
ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ

)
. (1.145)

de donde pueden obtenerse los campos EM directamente. El resultado es

E(2) (x) =
4Iθ̃

4 + θ̃2

[
b sinϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
ρ̂− ρ− b cosϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
ϕ̂

]
, (1.146)

B(2) (x) =
4I

4 + θ̃2

[
− 2b sinϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
ρ̂+

2 (ρ− b cosϕ)

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
ϕ̂

]
. (1.147)

El campo magnético en esta región corresponde al generado por una corriente I ′′′ =

4I/(4 + θ̃2) localizada en b; mientras que el campo eléctrico corresponde al generado por

una corriente magnética J ′′′ = −2Iθ̃/(4 + θ̃2) y se localiza en el mismo punto.

1.3.8. Hilo infinito cargado cerca de una interfaz θ ciĺındrica

Consideremos un alambre rectiĺıneo uniformemente cargado, con densidad de carga λ.

El alambre se localiza en el vaćıo a una distancia b del eje z y paralelo a éste. Suponemos

un TI no trivial de radio a < b y con TMEP θ 6= 0, con su eje paralelo al alambre y

pasando por el origen. Nuevamente elegimos las coordenadas tal que ϕ′ = 0. De esta

forma la densidad de corriente puede escribirse como jµ (x′) = λ
b
ηµ0δ (ϕ′) δ (ρ′ − b). La

solución para este problema es

Aµ (x) =

∫
Gµ

0 (x,x′) j0 (x′) dx′ = 2λ ĺım
k→0

+∞∑
m=−∞

+∞∑
m′=−∞

gµmm′,0 (ρ, b, k) eimϕ. (1.148)
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Figura 1.13: La figura ilustra un alambre rectiĺıneo uniformemente cargado, localizado a una

distancia b del eje de un cilindro de radio a < b. La región ρ < a está caracterizada por un TI

no trivial (θ 6= 0), mientras que la región ρ > a es el vaćıo (θ = 0). En la región ρ > b > a, el

campo eléctrico corresponde al generado por el hilo cargado original, más dos ĺıneas de carga

imagen: una lozalizada en el origen y con densidad de carga λ′′, y otra con densidad de carga λ′

localizada en d. El campo magnético es producido por dos hilos con densidad uniforme de carga

magnética: el primero localizado en el origen y con densidad Λ′′, y el segundo con densidad Λ′

localizado en d. En la región b > a > ρ, el campo eléctrico es generado por un hilo uniformemente

cargado, con densidad de carga λ′′′, mientras que el campo magnético es generado por un hilo

con densidad uniforme de carga magnética Λ′′′, ambos localizados en b.

Las componentes no cero, pueden calcularse de la misma manera que en el ejemplo ante-

rior. El resultado final es

A0 (x) = λ

{
− log

[
ρ2 − 2bρ cosϕ+ b2

]
+

θ̃2

4 + θ̃2
log

[
1− 2

a<
ρ>

a

b
cosϕ+

(
a<
ρ>

a

b

)2
]}

,

(1.149)

A3 (x) =
4λθ̃

4 + θ̃2
arctan

(
sinϕ

cosϕ− ρ>
a<

b
a

)
. (1.150)

Ahora analizamos los campos EM en las regiones (1): ρ > b > a y (2): b > a > ρ. En la

región (1) los potenciales toman la forma

A0
(1) (x) = λ

[
− log

[
ρ2 − 2bρ cosϕ+ b2

]
+

θ̃2

4 + θ̃2
log

(
1− 2

d

ρ
cosϕ+

d2

ρ2

)]
, (1.151)

A3
(1) (x) =

4λθ̃

4 + θ̃2
arctan

(
sinϕ

cosϕ− ρ
d

)
, (1.152)
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donde d = a2/b. Los campos eléctrico y magnético pueden calcularse de la manera usual.

En la región (1) el resultado es

E(1) (x) =

[
2λ (ρ− b cosϕ)

ρ2 + b2 − 2ρb cosϕ
+

2λθ̃2

4 + θ̃2

(
1

ρ
− ρ− d cosϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

)]
ρ̂

+

(
2λb sinϕ

ρ2 + b2 − 2ρb cosϕ
− 2λθ̃2

4 + θ̃2

d sinϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

)
ϕ̂, (1.153)

B(1) (x) =
4λθ̃

4 + θ̃2

[(
1

ρ
− ρ− d cosϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ

)
ρ̂− d sinϕ

ρ2 + d2 − 2dρ cosϕ
ϕ̂

]
. (1.154)

Los campos pueden interpretarse como sigue. El campo eléctrico corresponde al gene-

rado por el hilo cargado original (con densidad de carga λ localizado en b), más dos ĺıneas

de carga imagen: una lozalizada en el origen y con densidad de carga λ′′ = λθ̃2/(4 + θ̃2),

y otra con densidad de carga λ′ = −λ′′ = −λθ̃2/(4 + θ̃2) localizada en d. El campo

magnético es producido por dos hilos con densidad uniforme de carga magnética: el pri-

mero localizado en el origen y con densidad Λ′′ = 2λθ̃/(4 + θ̃2), y el segundo con densidad

Λ′ = −Λ′′ = 2λθ̃/(4 + θ̃2) localizado en d.

En la región (2) los campos EM resultan

E(2) (x) =
4λ

4 + θ̃2

[
2 (ρ− b cosϕ)

ρ2 + b2 − 2ρb cosϕ
ρ̂+

2b sinϕ

ρ2 + b2 − 2ρb cosϕ
ϕ̂

]
, (1.155)

B(2) (x) =
4λθ̃

4 + θ̃2

(
ρ̂

ρ− b cosϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ
+ ϕ̂

b sinϕ

ρ2 + b2 − 2bρ cosϕ

)
. (1.156)

Se observa que el campo eléctrico es generado por un hilo cargado uniformemente, loca-

lizado en b y con densidad de carga λ′′′ = 4λ/(4 + θ̃2); mientras que el campo magnético

es generado por un hilo con densidad uniforme de carga magnética Λ′′′ = −4λθ̃/(4 + θ̃2).

1.4. Discusión

La electrodinámica θ es una extensión topológica interesante de la teoŕıa de Maxwell,

donde la acción de Maxwell se acopla al invariante de Pontryagin electromagnético por

medio de un campo escalar θ. Esta extensión tiene la misma forma que la electrodinámica

axiónica de Wilczek; sin embargo, en la EDθ el campo escalar de acoplamiento es constante

por secciones. Se trata de un modelo simplificado de la respuesta electromagnética de

aislantes topológicos, dado que se considera que ε = µ = 1 en todo el espacio, y es

bien sabido que estos materiales poseen propiedades ópticas diferentes de las del vaćıo.

Para tomar en cuenta dichos efectos, debemos considerar que tanto el campo θ, como la
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permeabilidad y permitividad, son constantes por secciones.

Se introdujo el método de la función de Green en la EDθ para estudiar el efecto

topológico magnetoeléctrico en la interfaz en donde θ es discontinuo. Construimos la

función de Green para diferentes geometŕıas de la interfaz θ, considerando aquellas que

pueden ser de mayor relevancia en trabajos experimentales, estas son: plana, esférica

y ciĺındrica. La ecuación diferencial que satisface la función de Green puede integrarse

usando el mismo método que se usa en mecánica cuántica para calcular la función de

Green de la ecuación de Schrödinger con potencial δ. Se discutieron aspectos relacionados

con el teorema de Earnshaw y el tensor de enerǵıa-impulso en la EDθ. La última sección

se dedicó a diferentes aplicaciones simples. Para el caso de una carga puntual cerca de

una interfaz θ plana, nuestros resultados nos permiten interpretar los campos como los

producidos por la carga original, cargas imagen, y monopolos magnéticos inducidos. La

aparición de éstos no viola la ley de Maxwell ∇ · B = 0, sino que son producidos por

una corriente eléctrica inducida en la interfaz θ, y que da origen a un campo magnético

que tiene la forma correcta del que se esperaŕıa debido a un monopolo magnético. De

la misma forma se intepretaron los campos electromagnéticos producidos por diferentes

fuentes simples en presencia de interfaces θ con diferentes geometŕıas.

La formulación de la EDθ que discutimos aqúı presenta ciertas similitudes con las

teoŕıas de campos de Janus, cuyas soluciones consisten de dos espacios de Minkowski uni-

dos por una interfaz 2-dimensional, tal que el campo dilatónico adquiere valores asintóticos

distintos en cada región. Esta situación es semejante a lo que ocurre en la EDθ, en donde

el campo θ toma diferentes valores constantes en cada lado de la interfaz θ, similar a la

discontinuidad finita que presenta el valor asintótico del campo dilatónico en la solución de

Janus. Sin embargo, como se demostró en la Sección 1.3, las EDθ no es un caso particular

del sector fotónico del modelo 1/2 BPS para una interfaz delgada [89].

El método de la función de Green presentado en este caṕıtulo puede extenderse al

caso dinámico, que será relevante en el estudio de la radiación de aislantes topológicos.

En la literatura se ha hecho poco (o nulo) esfuerzo por estudiar la radiación de TIs. En

el caṕıtulo 3 se extiende el presente análisis al caso en que las propiedades ópticas de un

TI son diferentes de las del vaćıo. Parte de las técnicas usadas serán de utilidad, pero hay

otras que merecen la pena ser estudiadas con detalle.
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Efecto Casimir con Aislantes

Topológicos

En teoŕıa cuántica de campos, a menudo se afirma que la enerǵıa de punto cero no

es observable, y por esta razón se introduce el ordenamiento normal en la teoŕıa. En

1948 Casimir se dio cuenta de que esta conclusión es incorrecta, cuando demostró que

las fluctuaciones en la enerǵıa de punto cero del campo electromagnético dan origen a

una fuerza de atracción entre dos placas paralelas perfectamente conductoras [106]. Su

resultado, a temperatura cero, para la fuerza en unidad de área es

FL = − ~cπ2

240L4
, (2.1)

donde L es la distancia entre las placas. La fuerza de Casimir es muy pequeña a escalas

macroscópicas y sólo es relevante a escalas del orden o menores que micras. Por ejemplo,

cuando las superficies están separadas a distancias de unos pocos micrómetros, ésta es

del orden de 10−3N/m. No obstante, el efecto Casimir (EC) ha sido confirmado en expe-

rimentos cuando las placas están separadas en el rango 0,5− 3,0µm con una precisión del

15 % [107].

El origen de la fuerza de Casimir puede entenderse de forma simple a partir de la figura

(2.1). Fuera de la cavidad formada por las placas, están permitidas todas las frecuencias

de vaćıo. Dentro de la cavidad, sin embargo, los modos de vaćıo adquieren frecuencias

discretas (que son consecuencia de las condiciones de borde que satisface el campo EM en

las placas). Esto origina una diferencia en las densidades de enerǵıa del campo EM entre

estas regiones, lo que a su vez, da origen a la fuerza de atracción entre las placas.

En general, el EC puede definirse como el stress (fuerza en unidad de área) sobre

una superficie cerrada cuando un campo cuántico está confinado en ese volumen finito.

41
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Figura 2.1: Origen del efecto Casimir.

Las superficies pueden ser medios materiales (con propiedades electromagnéticas como

funciones dieléctricas), interfaces entre diferentes fases del vaćıo de una teoŕıa de campos

(tal como la cromodinámica cuántica, en donde los campos de color existen sólo en la

región interior), o topoloǵıas del espacio (e.g. teoŕıas con dimensiones adicionales, tal

como Kaluza-Klein o teoŕıa de cuerdas). En todos los casos, las superficies restringen los

modos de los campos cuánticos de vaćıo, dando origen a una fuerza medible que puede

calcularse de muchas maneras. Tal vez el procedimiento más obvio es calcular las enerǵıas

de punto cero en presencia de las placas y en el vaćıo. Aunque ambas enerǵıas divergen

fuertemente, su diferencia da origen a una enerǵıa finita, que se conoce como enerǵıa de

Casimir. La variación de la enerǵıa de Casimir respecto a la separación entre las placas

nos da la fuerza (en unidad de área) entre las superficies. Un enfoque alternativo consiste

en usar funciones de Green. Dado que la función de Green representa el valor esperado

de vaćıo del producto de los campos (ordenados temporalmente), es posible calcular el

valor esperado de la enerǵıa del campo EM, E = 1
2

∫ [
E2(r) + B2(r)

]
dr, en términos de

la función de Green evaluada en un mismo punto. Para una revisión detallada del EC,

ver por ejemplo las Refs. [108, 109].

La accesibilidad experimental a la f́ısica en el orden de micrómetros, ha motivado el

estudio teórico del EC en diferentes escenarios, incluyendo el modelo estándar [110] y el

sector gravitacional [111]. El reciente descubrimiento de 3D TIs [65] ofrece un terreno

adicional en el que se puede estudiar el EC. Dispositivos experimentales con TIs son

factibles, sin embargo, aún no se ha detectado el TME. En esta dirección, los autores

en las Refs. [74, 112] proponen arreglos experimentales usando TIs para medir el efecto

Witten. De la misma forma, en la Ref. [70] se propone medir la conductancia de Hall
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fraccionaria (cuantizada a números semi-enteros) sobre la superficie de dos TIs. La fuerza

de Casimir entre 3D TIs se estudió en las Refs. [79, 80]. Los autores proponen medir tal

efecto usando el TI T1BiSe2, sin embargo la precisión experimental requerida para hacerlo

aún no se ha alcanzado en el laboratorio. La caracteŕıstica más notable de esta propuesta

es que, debido al TME, la magnitud y signo de la fuerza de Casimir entre dos TIs puede

modularse. Hacemos notar que los cálculos en la Ref. [79] se hicieron usando el enfoque de

dispersión al EC, i.e., usando las matrices de reflexión (que dependen de los coeficientes

de Fresnel) en las interfaces de los TIs. El propósito de este caṕıtulo es estudiar el efecto

Casimir entre TIs usando la matriz de funciones de Green que carateriza al TME.

El sistema de Casimir que consideraremos esta formado por dos placas paralelas per-

fectamente conductoras (etiquetadas por P1 y P2) separadas por una distancia L, con un

TI no trivial entre ellas que esta perfectamente unido a la placa P2, como se muestra en

la figura 2.2. La superficie Σ del TI, localizada en z = a, se supone cubierta por una capa

magnética delgada que rompe la simetŕıa TR. El análisis local que presentamos aqúı es

similar al realizado en la Ref. [101] para el caso estándar. En la sección 2.1 constrúımos la

matriz de GF para esta configuración, siguiendo un procedimiento similar al de la sección

1.2, sin embargo, aqúı debemos considerar el caso dependiente del tiempo. En la sección

2.2 calculamos el valor esperado renormalizado del tensor de enerǵıa-impulso en la región

entre las placas. Usándolo, calculamos la fuerza de Casimir que las placas ejercen sobre la

superficie Σ del TI. Finalmente tomamos el ĺımite en que la placa P2 se env́ıa al infinito

(L→∞) para obtener la fuerza de Casimir entre una placa conductora y un TI no trivial

semi-infinito. Usamos el análisis local, no sólo como un método alternativo al de enfoque

de dispersión, sino también para ilustrar otro uso de la matriz de GF de los TIs calculadas

en las sección anterior.

2.1. Matriz de funciones de Green dependiente de ω

La acción efectiva que gobierna la respuesta electromagnética de los TIs está dada por

la Ec. (1.2). Las ecuaciones de Maxwell modificadas que se obtienen son

∂µF
µν +

α

π
(∂µθ)F̃

µν = 4πjν . (2.2)

Para el sistema de Casimir en estudio, mostrado en la Fig. 2.2, consideramos las condicio-

nes de borde estándar para las placas conductoras P1 y P2. De este modo, las condiciones

de frontera apropiadas ah́ı son nµF̃
µν |P1,2 = 0, donde nµ = (0, 0, 0, 1). De la Ec. (2.2)

vemos que si θ es globalmente constante, la propagación de campos EM es la misma que

en la electrodinámica estándar. Sin embargo, cuando campos EM atraviesan la superficie
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Figura 2.2: Configuración del efecto Casimir en θ ED.

de un TI, aparecen los TMEs. Estos efectos pueden incorporarse en las ecuaciones de

campo escribiendo la TMEP del slab de TI en la forma

θ(z) = θH(z − a)H(L− z), (2.3)

donde H(x) es la función de Heaviside. En la norma de Lorentz, ∂µA
µ = 0, la ecuación

diferencial para el 4-potencial, en la región entre las placas, es[
ηµν∂

2 − θ̃δ (Σ)nσε
σµα

ν∂α

]
Aν = 4πjµ. (2.4)

Aqúı ∂2 = ∂µ∂
µ = ∂2

t −∇2 y θ̃ = −αθ/π. El término de borde (en z = L), que falta en la

Ec. (2.4), es idénticamente cero debido a la condición de frontera en la placa P2. De esta

forma, la Ec. (2.4) implica que el único TME presente en nuestra configuración de Casimir

es el que se produce en la superficie Σ. Como se discutió en el caṕıtulo anterior, y como

puede verse de nuevo en la Ec. (2.4), las ecuaciones de movimiento en los bultos, vaćıo

[0, a) y TI (a, L], son las mismas que en la electrodinámica estándar, y que el término θ

afecta a los campos sólo en la interfaz Σ. Las condiciones de borde en Σ son exactamente

las mismas que en el caso estático Ecs. (1.13)-(1.16), y que aqúı reescribimos en términos

del 4-potencial:

Aµ
∣∣z=a+

z=a−
= 0 , (∂zA

µ)
∣∣z=a+

z=a−
= −θ̃ε3µαν∂αAν

∣∣
z=a

, (2.5)

que se derivan integrando las ecuaciones de campo sobre una región en forma de caja de

ṕıldoras alrededor de Σ. La discontinuidad de ∂zA
µ a través de Σ produce la transmutación

entre los campos eléctrico y magnético, que es lo que caracteriza al TME de los TIs. Para

obtener la solución general de la Ec. (2.4) para una configuración arbitraria de fuentes
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externas, introducimos la matriz de GF Gν
σ (x, x′), que satisface[

ηµν∂
2 − θ̃δ (Σ) ε3µαν∂α

]
Gν

σ (x, x′) = 4πηµσδ (x− x′) , (2.6)

junto con las condiciones de frontera de la Ec. (2.5). Ahora resolveremos la Ec. (2.6)

de la misma forma en que lo hicimos en el capitulo anterior para el caso estático. Cabe

mencionar que se usó una técnica similar en las Refs. [113, 114] para estudiar dos planos

paralelos modelados por dos funciones δ. La GF que vamos a considerar tiene invarian-

cia traslacional en las direcciones paralelas a Σ (direcciones x y y), mientras que esta

invariancia está rota en la dirección z. Explotando esta simetŕıa podemos escribir

Gµ
ν (x, x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·R

∫
dω

2π
e−iω(t−t′)gµν (z, z′) , (2.7)

donde R = (x − x′, y − y′) y p = (px, py) el momento paralelo a Σ [99]. En la Ec. (2.7)

se omite la dependencia de la GF reducida gµν en ω y p. Por la antisimetŕıa del śımbolo

de Levi-Cività, la derivada parcial que aparece en el segundo término de la Ec. (2.6) no

introduce derivadas con respecto a z. Esto nos permite escribir la ecuación diferencial

para la GF reducida gνσ(z, z′) como[
ηµν∂

2 + iθ̃δ (Σ) ε3µανpα

]
gνσ (z, z′) = ηµσδ (z − z′) , (2.8)

donde ahora ∂2 = p2 − ω2 − ∂2
z y pα = (ω,p, 0). Para resolver esta ecuación diferencial

empleamos el mismo método que se usó para resolver el caso estático, que es similar

al usado en mecánica cuántica para calcular la GF para el potencial δ unidimensional,

donde se usa la GF reducida en el vaćıo para integrar la ecuación completa que incluye

la interacción δ. Aqúı la GF libre que vamos a usar para integrar la Ec. (2.8) es la GF

reducida para dos placas paralelas perfectamente conductoras, localizadas en z = 0 y

z = L, que es solución de la ecuación diferencial ∂2g (z, z′) = δ (z − z′) y que satisface las

condiciones de frontera g (0, z′) = g (L, z′) = 0, esta es:

g (z, z′) =
sin [pz<] sin [p (L− z>)]

p sin [pL]
, (2.9)

donde z> (z<) es el mayor (menor) entre z y z′, y p =
√
ω2 − p2. Ahora, la Ec. (2.8)

puede integrarse directamente usando la GF libre (2.9) junto con las propiedades de la

función δ, reduciendo el problema a un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas,

gµσ (z, z′) = ηµσg (z, z′)− iθ̃ε3µανpαg (z, a) gνσ (a, z′) . (2.10)
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Se observa que la continuidad de g en z = z′ implica la continuidad de gµσ ah́ı, y que

la discontinuidad de ∂zg en el mismo punto nos da la correpondiente discontinuidad de

∂zg
µ
σ, de acuerdo con la condición de frontera (2.5).

El problema se reduce ahora a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas acopladas

para las componentes gµσ de la matriz de GFs reducida. Separamos la Ec. (2.10) en sus

componentes µ = 0 y µ = j = 1, 2;

g0
σ (z, z′) = η0

σg (z, z′)− iθ̃ε30i
jpig (z, a) gjσ (a, z′) , (2.11)

gjσ (z, z′) = ηjσg (z, z′)− iθ̃ε3ji0pig (z, a) g0
σ (a, z′)− iθ̃ε3j0iωg (z, a) giσ (a, z′) . (2.12)

Nótese que la Ec. (2.11) es igual a la Ec. (1.50) del caso estático, mientras que la Ec.

(2.12) difiere de la Ec. (1.51) por el tercer término del lado derecho, que depende de

ω. Para resolver el sistema de ecuaciones, observamos que la Ec. (2.12) acopla los dos

valores posibles de j, que pueden desacoplarse si evaluamos dicha ecuación en z = a y

reinsertamos el resultado en la misma ecuación. Se obtiene

gjσ (z, z′) = ηjσg (z, z′)− iθ̃ε3j0iηiσωg (z, a) g (a, z′) + θ̃2ω2g (z, a) g (a, a) gjσ (a, z′)

− iθ̃
[
ε3ji0pi − iθ̃ωpjg (a, a)

]
g (z, a) g0

σ (a, z′) , (2.13)

que es una ecuación algebraica que involucra la componente g0
σ y sólo una componente

con j fija, i.e. gjσ, de manera similar que en la Ec. (2.11). Para obtener la Ec. (2.13) se

usaron los resultados ε3j0iε
3ik

0pk = pj y ε3j0iε
3i0

kg
k
σ = −gjσ. Ahora nos concentraremos en

resolver simultáneamente las Ecs. (2.11) y (2.13). Para hacerlo, evaluamos la Ec. (2.13)

en z = a y resolvemos para gjσ (a, z′). Luego sustituimos el resultado en la Ec. (2.11). Se

obtiene

g0
σ (z, z′) = η0

σg (z, z′)−iθ̃ε30i
jpiη

j
σg (z, a) g (a, z′)−θ̃2p2g (a, a) g (z, a) g0

σ (a, z′) , (2.14)

donde se usó el resultado ε30i
jε

3jk
0pkpi = p2. Ahora resolvemos para g0

σ (a, z′) evaluando la

Ec. (2.14) en z = a y despejando. Insertando el resultado en la misma ecuación obtenemos

g0
σ (z, z′) = η0

σ

[
g (z, z′) + θ̃p2g (a, a)P (z, z′)

]
+
[
θ̃ωηkσpkg (a, a) + iε0 i3

σ pi

]
P (z, z′) ,

(2.15)

donde

P (z, z′) = −θ̃ g (z, a) g (a, z′)

1− p2θ̃2g2 (a, a)
. (2.16)
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Las componentes restantes puede obtenerse de la misma manera. El resultado final es

gj0 (z, z′) =
[
θ̃ωpjg (a, a) + iεj i30 pi

]
P (z, z′) , (2.17)

gij (z, z′) = ηijg (z, z′) +
[
θ̃g (a, a)

(
pipj − ηijp2

)
+ iε0i 3

j ω
]
P (z, z′) , (2.18)

con i, j = 1, 2. La solución general de la Ec. (2.10) puede escribirse como la suma de dos

términos, gµν (z, z′) = ηµνg (z, z′) + gµθν (z, z′). El primer término describe la propagación

en ausencia del TI. El segundo, que llamaremos GFθ reducida, y que es igual a

gµθν (z, z′) = θ̃g (a, a)
[
pµpν −

(
ηµν + nµnν

)
p2
]
P (z, z′) + iεµ α3

ν pαP (z, z′) , (2.19)

contiene la información del TME debido al término θ en la acción. Se puede verificar de

forma directa que la Ec. (2.19) contiene los resultados previos de las Ecs. (2.15), (2.17) y

(2.18).

En el ĺımite estático (ω = 0), el resultado de la Ec. (2.19) se reduce al que se obtuvo en

el caṕıtulo anterior en la Ec. (1.56). Claramente, la matriz de GF completa Gµ
ν (x, x′) tam-

bién puede escribirse como la suma de dos términos, Gµ
ν (x, x′) = ηµνG (x, x′)+Gµ

θν (x, x′).

Observemos de paso que la relación de reciprocidad entre las componentes de la matriz

de GF, Gµν(x, x
′) = Gνµ(x′, x), es consecuencia directa de la propiedad gµν (z, z′, pα) =

gνµ (z′, z,−pα).

2.2. Valor esperado de vaćıo del tensor de enerǵıa-

impulso

Como se discutió en la Sección 1.1.3, el tensor de enerǵıa-impulso (SET) en EDθ tiene

la misma forma que en la electrodinámica de Maxwell. Aqúı partimos del SET en su forma

covariante:

T µν =
1

4π

(
−F µλF ν

λ +
1

4
ηµνFαβF

αβ

)
. (2.20)

Claramente el tensor tiene traza cero, i.e., T µµ = 0 y su divergencia es

∂µT
µν = −F ν

λj
λ − (θ̃/4π)δ (Σ)nµF

ν
λF̃

µλ. (2.21)

Como se esperaba, el SET no está conservado en Σ debido al TME que induce densidades

de cargas y corrientes efectivas ah́ı.

Ahora vamos a discutir el valor esperado de vaćıo del SET, al que nos referiremos

simplemente como stress de vaćıo (VS). El enfoque local para calcular el VS lo iniciaron



Caṕıtulo 2. Efecto Casimir con Aislantes Topológicos 48

Brown y Maclay, quienes calcularon el VS usando la función de Green del sistema [101,

115]. Ah́ı, el VS puede obtenerse a partir de derivadas apropiadas de la GF, en virtud de

la Ec. (2.1E) de la Ref. [116],

Gµν (x, x′) = −i 〈0| T̂ Aµ (x)Aν (x′) |0〉 . (2.22)

Utilizando la técnica de separación de puntos estándar, el SET puede escribirse como

sigue

T µν = − 1

4π
ĺım
x→x′

[
∂µ∂′νAλ (x)Aλ (x′)− ∂µ∂′λAλ (x)Aν (x′)− ∂λ∂′νAµ (x)Aλ (x′)

+ ∂λ∂′λA
µ (x)Aν (x′)− 1

2
ηµν
{
∂α∂′αA

λ (x)Aλ (x′)− ∂α∂′βAβ (x)Aα (x′)
} ]
. (2.23)

Ahora tomamos el valor esperado de vaćıo del SET (2.23) y usamos la Ec. (2.22) para

identificar las componentes de la GF. El resultado es

〈T µν〉 =
i

4π
ĺım
x→x′

[
− ∂µ∂′νGλ

λ + ∂µ∂′λG
λν + ∂λ∂′νGµ

λ − ∂
′λ∂λG

µν

+
1

2
ηµν
(
∂α∂′αG

λ
λ − ∂α∂′βG

β
α

) ]
, (2.24)

donde se omite la dependendia de Gµν en x y x′. Este resultado puede simplificarse como

sigue. Dado que la GF puede escribirse como la suma de dos términos, el VS también

podrá escribirse de la misma manera, i.e.,

〈T µν〉 = 〈tµν〉+ 〈T µνθ 〉 . (2.25)

El primer término,

〈tµν〉 =
1

4πi
ĺım
x→x′

(
2∂µ∂′ν − 1

2
ηµν∂λ∂′λ

)
G (x, x′) , (2.26)

es el VS en ausencia del TI. Para obtener la Ec. (2.26) usamos que la GF es diagonal

cuando el TI está ausente, i.e. es igual a ηµνG (x, x′). El segundo término, al que nos

referiremos como stress de vaćıo θ , o simplemente VSθ, puede simplificarse dado que la

GFθ satisface la norma de Lorentz ∂µG
µν
θ = 0. La demostración se sigue de la GF reducida

de la Ec. (2.19):

∂µG
µ
θν (x, x′) = −4πi

∫
d2p

(2π)2 e
ip·R

∫
dω

2π
e−iω(t−t′)pµg

µ
θν (z, z′) , (2.27)
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sin embargo, de la GFθ reducida encontramos que

pµg
µ
θν (z, z′) =

{
θ̃g (a, a)

[
pµp

µpν − pµ (ηµν + nµnν) p
2
]

+ iεµ α3
ν pµpα

}
P (z, z′)

=
{
θ̃g (a, a)

[
p2pν − (pν + pµn

µnν) p
2
]

+ iεµ α3
ν pµpα

}
P (z, z′) . (2.28)

Usando que εµ α3
ν pµpα = 0 y pµn

µ = 0 se obtiene

pµg
µ
θν (z, z′) = θ̃g (a, a)

[
p2pν − pνp2

]
P (z, z′) = 0, (2.29)

lo que implica que la Ec. (2.27) es cero, i.e. ∂µG
µ
θν (x, x′) = 0, como se queŕıa demostrar.

Con este resultado, el VSθ puede escribirse como

〈T µνθ 〉 =
1

4πi
ĺım
x→x′

[
∂µ∂′νGθ + ∂′λ∂λ

(
Gµν
θ −

1

2
ηµνGθ

)]
, (2.30)

donde Gθ = Gµ
θµ es la traza de la GFθ. Este resultado exhibe que la traza es cero a nivel

cuántico, i.e., ηµν 〈T µνθ 〉 = 0. Para la situación más simple en que el SET está conservado,

es posible verificar que ∂ν 〈T µν〉 = 〈∂νT µν〉 = 0. Sin embargo, como señalan Deutsch y Can-

delas [116], esta identidad no es necesariamente una regla. El problema que estamos tra-

tando es un ejemplo de esto, dado que 〈∂νT µνθ 〉 = (θ̃/8πi)δ(Σ)ηµ3εσναβ ĺımx→x′ ∂σ∂
′
αGθνβ,

que como puede demostrarse, es diferente es ∂ν 〈T µνθ 〉.

2.3. El efecto Casimir

Ahora vamos a calcuar el VS renormalizado 〈T µν〉ren, que se obtiene como la diferencia

entre el VS en presencia de fronteras y el del vaćıo. En el caso estándar (θ = 0), Brown y

Maclay [101] demostraron que es uniforme entre las placas,

〈tµν〉ren = − π2

720L4
(ηµν + 4nµnν) , (2.31)

donde L es la distancia entre las placas. La fuerza de Casimir entre las placas puede

obtenerse derivando la enerǵıa de Casimir EL = L 〈t00〉ren = −π2/720L3 con respecto a L,

i.e., FL = −dEL/dL = −π2/240L4.

Ahora nos ocuparemos de calcular el VSθ renormalizado (2.30) para nuestro sistema de

Casimir. Para hacerlo, seguimos las ĺıneas descritas en las Refs. [101, 116]. Sustituyendo la

representación de Fourier de la GFθ encontramos que el VSθ puede escribirse en términos
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de la GFθ reducida como sigue

〈T µνθ 〉 = −i
∫

d2p

(2π)2

∫
dω

2π
ĺım
z→z′

[
∂µ∂′νgθ + ∂′λ∂λ

(
gµνθ −

1

2
ηµνgθ

)]
, (2.32)

donde ∂µ = (−iω, ip, ∂z) y gθ = gµθµ es la traza de la GFθ reducida. De la Ec. (2.19)

encontramos que las componentes de la GFθ reducida son

g00
θ = θ̃g (a, a)

(
ω2 − p2

)
P (z, z′) = θ̃g (a, a) p2P (z, z′) , (2.33)

g01
θ =

{
θ̃g (a, a) pxω − ipy

}
P (z, z′) , (2.34)

g02
θ =

{
θ̃g (a, a) pyω + ipx

}
P (z, z′) , (2.35)

g11
θ = θ̃g (a, a)

(
p2
x + p2

)
P (z, z′) = θ̃g (a, a)

(
ω2 − p2

y

)
P (z, z′) , (2.36)

g12
θ =

{
θ̃g (a, a) pxpy − iω

}
P (z, z′) , (2.37)

g22
θ = θ̃g (a, a)

(
p2
y + p2

)
P (z, z′) = θ̃g (a, a)

(
ω2 − p2

x

)
P (z, z′) , (2.38)

gµ3
θ = 0, (2.39)

de donde obtenemos que la traza es

gθ = −2p2θ̃g (a, a)P (z, z′) . (2.40)

Ahora ya podemos calcular las componentes no cero del VSθ. Usando el resultado ∂′λ∂λ =

p2−∂z∂′z en la Ec. (2.32) junto con las componentes no cero de la GFθ reducida obtenemos

〈
T 00
θ

〉
= +i

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π
θ̃ω2g(a, a) ĺım

z→z′

(
p2 + ∂z∂

′
z

)
P (z, z′), (2.41)

〈
T 11
θ

〉
= +i

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π
θ̃p2

xg(a, a) ĺım
z→z′

(
p2 + ∂z∂

′
z

)
P (z, z′), (2.42)

〈
T 22
θ

〉
= +i

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π
θ̃p2

yg(a, a) ĺım
z→z′

(
p2 + ∂z∂

′
z

)
P (z, z′), (2.43)

〈
T 33
θ

〉
= +i

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π
θ̃p2g(a, a) ĺım

z→z′

(
p2 + ∂z∂

′
z

)
P (z, z′). (2.44)

Las componentes no diagonales dependen de ω, px, py o productos cruzados de ellos. Como

las integrales van de −∞ a +∞, y dado que P (z, z′) depende de ω2 y p2, entonces esas

componentes se anulan. De esta forma conclúımos que sólo las componentes diagonales
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del VSθ no son cero. Estas pueden resumirse en la siguiente expresión

〈T µνθ 〉 = iθ̃

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π

(
pµpν + nµnνp2

)
g (a, a) ĺım

z→z′

(
p2 + ∂′z∂z

)
P (z, z′) . (2.45)

Del resultado (2.45) ahora calculamos el VSθ renormalizado, que esta dado por 〈T µνθ 〉ren =

〈T µνθ 〉 − 〈T
µν
θ 〉vac, donde el primer (segundo) término es el VSθ en presencia (ausencia)

de las placas [116]. Cuando las placas no están, la GF reducida que debemos usar para

calcular el VSθ en la región [0, L] es la del vaćıo, g0 (z, z′) = (i/2p) exp(ip|z − z′|) [99], de

donde encontramos que ĺımz→z′ ∂z∂
′
zP0 (z, z′) = −p2 ĺımz→z′ P0 (z, z′), lo que implica que

el integrando en la Ec. (2.45) se anula. La función P0 esta dada por la Ec. (2.16), con la

GF reducida del vaćıo. De esta forma conclúımos que 〈T µνθ 〉vac = 0.

Ahora calcularemos 〈T µνθ 〉ren = 〈T µνθ 〉 a partir de la Ec. (2.45). De la simetŕıa del

problema, las componentes del VSθ en las placas, 〈T 11
θ 〉 y 〈T 22

θ 〉, son iguales. Además, de

la estructura matemática de la Ec. (2.45) encontramos la relación 〈T 00
θ 〉 = −〈T 11

θ 〉. Estos

resultados, junto con la naturaleza de traza nula del SET, nos permiten escribir el VSθ

renormalizado en la forma

〈T µνθ 〉ren = (ηµν + 4nµnν) τ(θ, z), (2.46)

donde

τ(θ, z) = iθ̃

∫
d2p

(2π)2

∫
dω

2π
ω2g (a, a) ĺım

z→z′

(
p2 + ∂′z∂z

)
P (z, z′) . (2.47)

Nótese que nuestro VSθ tiene la misma estructura tensorial que el obtenido por Brown

y Maclay (2.31), sin embargo, nosotros tenemos un VS que depende de z debido a la no

conservación del SET en Σ. Para entender mejor la función τ(θ, z), calcularemos el ĺımite

en el integrando de la Ec. (2.47), y para hacerlo, primero escribimos la función P (z, z′):

P (z, z′) =
−θ̃

1− θ̃2p2g2 (a, a)

1

p2 sin2 [pL]

{
sin2[p(L− a)] sin [pz] sin [pz′]

sin2[pa] sin [p (L− z)] sin [p (L− z′)]
, z, z′ < a

, z, z′ > a
,

de donde obtenemos

ĺım
z→z′

(
p2 + ∂z∂

′
z

)
P (z, z′) =

−θ̃
1− θ̃2p2g2 (a, a)

1

sin2 [pL]

{
sin2[p(L− a)]

sin2[pa]

, z < a

, z > a
.(2.48)

Ahora vamos a evaluar la integral en la Ec. (2.47). Primero observamos que el integrando

depende de p2 y ω2. De esta forma, podemos usar coordenadas polares para el elemento
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de momento, d2p = |p|d|p|dϕ, donde 0 ≤ ϕ ≤ 2π y 0 ≤ |p| <∞. La integral sobre ϕ da

2π. De esta forma obtenemos

τ(θ, z) = −2πi

∫ ∞
0

|p|d|p|
(2π)2

∫ +∞

−∞

dω

2π

θ̃2ω2 sin[pa] sin[p(L−a)]
p sin[pL]

1− θ̃2p2
{

sin[pa] sin[p(L−a)]
p sin[pL]

}2×

{
sin2 [p (L− a)]

sin2 [pL]
H (a− z) +

sin2 [pa]

sin2 [pL]
H (z − a)

}
. (2.49)

Ahora hacemos una rotación compleja de la frecuencia,

ω → iζ , p→ i
√
ζ2 + p2 = iρ. (2.50)

De esta manera la integral puede escribirse como sigue

τ(θ, z) = − 1

4π2

∫ ∞
0

|p|d|p|
∫ +∞

−∞
dζ
ζ2

ρ

θ̃2 sinh[ρa] sinh[ρ(L−a)]
sinh[ρL]

1 + θ̃2
{

sinh[ρa] sinh[ρ(L−a)]
sinh[ρL]

}2×

{
sinh2 [ρ (L− a)]

sinh2 [ρL]
H (a− z) +

sinh2 [ρa]

sinh2 [ρL]
H (z − a)

}
. (2.51)

donde se uso que sin[ix] = i sinhx. La integral que resulta puede hacerse mejor en coorde-

nadas polares. Remplazamos ζ y |p| por las coordenadas polares ζ = ξ cosϕ, |p| = ξ sinϕ,

integrando primero sobre ϕ y luego sobre ξ. El resultado es

τ(θ, z) = − 1

4π2

∫ π/2

−π/2
cosϕ sin2 ϕdϕ

∫ +∞

0

ξ3
θ̃2 sinh[ξa] sinh[ξ(L−a)]

sinh[ξL]

1 + θ̃2
{

sinh[ξa] sinh[ξ(L−a)]
sinh[ξL]

}2×

{
sinh2 [ξ (L− a)]

sinh2 [ξL]
H (a− z) +

sinh2 [ξa]

sinh2 [ξL]
H (z − a)

}
. (2.52)

La integral angular puede realizarse directamente, obteniendo 2/3. Después de reescalar

el integrando encontramos

τ(θ, z) = − 1

6π2L4

∫ +∞

0

ξ3
θ̃2 sinh[ξχ] sinh[ξ(1−χ)]

sinh[ξ]

1 + θ̃2
{

sinh[ξχ] sinh[ξ(1−χ)]
sinh[ξ]

}2×

{
sinh2 [ξ (1− χ)]

sinh2 [ξ]
H (a− z) +

sinh2 [ξχ]

sinh2 [ξ]
H (z − a)

}
, (2.53)

donde χ = a/L, tal que 0 < χ < L. Ahora observamos que esta función puede escribirse
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como sigue

τ(θ, z) = g(θ, χ)H(a− z) + g(θ, 1− χ)H(z − a), (2.54)

donde

g(θ, χ) = − 1

6π2L4

∫ +∞

0

ξ3
θ̃2 sinh[ξχ] sinh[ξ(1−χ)]

sinh[ξ]

1 + θ̃2
{

sinh[ξχ] sinh[ξ(1−χ)]
sinh[ξ]

}2

sinh2 [ξ (1− χ)]

sinh2 [ξ]
. (2.55)

Finalmente reescalamos la función g(θ, χ) usando la densidad de enerǵıa almacenada entre

dos placas paralelas conductoras en ausencia del TI, i.e. EL = − π2

720L4 . El resultado es

g(θ, χ) = − π2

720L4
u(θ, χ), (2.56)

donde

u(θ, χ) =
120

π4

∫ ∞
0

θ̃2ξ3 sinh [ξχ] sinh3 [ξ (1− χ)] sinh−3 [ξ]

1 + θ̃2 sinh2 [ξχ] sinh2 [ξ (1− χ)] sinh−2 [ξ]
dξ. (2.57)

De esta forma, el VSθ renormalizado en la Ec. (2.46) puede escribirse como sigue

〈T µνθ 〉ren = − π2

720L4
(ηµν + 4nµnν) [u(θ, χ)H (a− z) + u(θ, 1− χ)H (z − a)] . (2.58)

F́ısicamente, interpretamos la función u(θ, χ) como el cociente entre la densidad de enerǵıa

θ renormalizada en la región de vaćıo [0, a) y la densidad de enerǵıa renormalizada en

ausencia del TI, 〈t00〉ren. La función u(θ, 1 − χ) tiene una interpretación análoga en el

cuerpo del TI (a, L]. Este resultado demuestra que la densidad de enerǵıa es constante en

ambas regiones (vaćıo y TI), sin embargo, tiene una discontinuidad simple en la superficie

Σ del TI, i.e., ∂z 〈T 00
θ 〉ren ∝ δ(Σ). La enerǵıa de Casimir E = EL + Eθ se define como

la enerǵıa en unidad de área almacenada en el campo electromagnético entre las placas.

Para obtenerla debemos integrar la densidad de enerǵıa en esta región,

Eθ =

∫ L

0

dz
〈
T 00
θ

〉
ren

= EL [χu(θ, χ) + (1− χ)u(θ, 1− χ)] , (2.59)

donde EL es la enerǵıa de Casimir en ausencia del TI. El primer término corresponde a la

enerǵıa almacenada en el campo electromagnético entre P1 y Σ, mientras que el segundo

término es la enerǵıa almacenada en el cuerpo del TI. En la figura 2.3 se muestra un

gráfico del cociente Eθ/EL como función de χ para diferentes valores de θ (apropiados

para TIs [79]).



Caṕıtulo 2. Efecto Casimir con Aislantes Topológicos 54

●

●

●

●

●

●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●
●●
●
●

●

●

●

●

● ● ●● ● ●● ● ●● ● ●● ● ●

■

■

■

■

■

■
■
■
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■■■■
■■■

■■
■
■
■

■

■

■

■

◆

◆

◆

◆

◆

◆
◆
◆
◆
◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

◆◆◆◆◆
◆◆◆

◆◆
◆
◆
◆
◆

◆

◆

◆

◆

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲
▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲▲▲▲▲
▲▲▲

▲▲
▲▲
▲
▲
▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲

▼

▼

▼

▼

▼

▼

▼
▼
▼
▼
▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼

▼▼▼▼▼
▼▼▼

▼▼
▼▼
▼
▼
▼
▼
▼

▼

▼

▼

▼

▼

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
χ0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ℰθ /ℰL

▼ θ = 11π

▲ θ = 9 π

◆ θ = 7 π

■ θ = 5 π

● θ = 3 π

Figura 2.3: Eθ/EL como función de χ = a/L, para diferentes valores de θ.

2.3.1. Fuerza de Casimir sobre la interfaz θ

El pistón de Casimir, como se conoce en la literatura, consiste de una cavidad rectan-

gular de lado L de paredes conductoras con una placa conductora intermedia (pistón) a

una distancia a de una de las placas [117]. Es claro que esta configuración es equivalente

al problema de dos cavidades conductoras adyacentes. De esta manera, es posible utilizar

los resultados del EC estándar para estudiar el pistón de Casimir. En este caso podemos

determinar la diferencia de presiones de Casimir ejercidas sobre ambas caras de la placa

intermedia. El resultado es que la enerǵıa de Casimir en cada región genera una fuerza

sobre el pistón que tira de él hacia el extremo más proximo de la caja. Aqúı consideramos

una configuración semejante, en donde el piston es la superficie Σ del TI. Dado que la

interfaz θ cambia la densidad de enerǵıa del campo electromagnético en los cuerpos, una

fuerza de Casimir efectiva actuará sobre Σ. Esta puede obtenerse como Fθp = −dEθ/da.

El resultado es
Fθp
FL

= −1

3

d

dχ
[χu(θ, χ) + (1− χ)u(θ, 1− χ)] , (2.60)

donde FL es la fuerza de Casimir entre dos placas conductoras en ausencia del TI, como

se definió en la Ec. (2.1). La figura 2.4 muestra la fuerza de Casimir sobre Σ en unidades

de FL como función de χ para valores diferentes de θ. Observamos que esta fuerza tira de

la interfaz θ hacia el lado más cercano de las dos paredes fijas P1 o P2, de manera similar

a la conclusión en la Ref. [117].
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Figura 2.4: Fuerza de Casimir sobre la interfaz θ en unidades de FL como función de χ, para

diferentes valores de θ.

2.3.2. Fuerza de Casimir entre P1 y Σ, cuando L→∞

Ahora consideramos el ĺımite en que la placa P2 se env́ıa al infinito, i.e., L→∞. Esta

configuración corresponde a una placa conductora P1 en el vaćıo, y un TI semi-infinito

colocado a una distancia a. Aqúı la placa conductora y el TI se atraen mutuamente.

La enerǵıa de Casimir (2.59) en el ĺımite L → ∞ toma la forma EL→∞θ = EaR(θ), con

Ea = −π2/720a3, y la función

R(θ) =
120

π4

∫ ∞
0

ξ3 θ̃2

1 + θ̃2e−2ξ sinh2 ξ
e−3ξ sinh ξdξ, (2.61)

que es independiente de a. Además, tal función está acotada por su ĺımite cuando θ →
±∞, i.e.,

R(θ) ≤ 120

π4

∫ ∞
0

ξ3 e−ξ

sinh ξ
dξ = 1. (2.62)

Por lo tanto, para este caso, la enerǵıa almacenada en el campo electromagnético está

acotada por la enerǵıa de Casimir entre dos placas paralelas conductoras a una distancia

a, i.e., EL→∞θ ≤ Ea. F́ısicamente, esto implica que en el ĺımite θ → ±∞ la superficie del

TI modela una placa conductora, lo que es análogo a la prescripción de Schwinger para

describir una placa conductora en el ĺımite ε→∞ de medios materiales [99]. Tomando la

derivada con respecto a a encontramos que la placa y el TI ejercen una fuerza de atracción

(en unidades de Fa = −π2/240a4) dada por fθ = FL→∞
θ /Fa = R(θ). Resultados numéricos

de fθ para diferentes valores de θ se presentan en la tabla 2.1.

Estos resultados, que se derivan de nuestras Ecs. (2.19) y (2.16), concuerdan con los que
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θ ±7π ±15π ±23π ±31π ±39π
fθ 0.0005 0.0025 0.0060 0.0109 0.0172

.

Cuadro 2.1: Fuerza normalizada fθ = FL→∞θ /Fa = R(θ) para diferentes valores de θ.

se obtienen usando las matrices de reflexión que contienen los coeficientes de Fresnel, como

se demuestra a continuación. Sabemos que la densidad de enerǵıa de Casimir almacenada

entre dos placas paralelas dieléctricas (etiquetadas 1 y 2) separadas por una distancia a,

a temperatura cero, puede escribirse como

E
C

(a) =

∫ ∞
0

dξ

2π

∫
d2p

(2π)2
log det

[
1−R1 ·R2e

−2k3a
]
, (2.63)

donde k3 =
√
ξ2 + p2 es el vector de onda perpendicular a las placas, p es el momento

paralelo a las placas, y ξ es la frecuencia imaginaria definida por ω = iξ. Las matrices

R1,2 son las matrices de reflexión de 2 × 2 que contienen los coeficientes de Fresnel. Las

matrices de reflexión para placas materiales es

R =

 µkz−
√
ω2εµ−p2

µkz+
√
ω2εµ−p2

0

0
εkz−
√
ω2εµ−p2

εkz+
√
ω2εµ−p2

 (2.64)

donde kz =
√
ω2 − p2. La matriz de reflexióm para placas materiales con respuesta to-

pológica magnetoeléctrica es conocida, e igual a

RTI =
1

∆

(
(µkz − q)(εkz + q)− qkzµθ̃2 2θ̃qµkz

2θ̃qµkz (εkz − q)(µkz + q) + qkzµθ̃
2

)
(2.65)

donde ∆ = (µkz + q)(εkz + q) + qkzµθ̃
2, k2

z = ω2 − p2, q2 = ω2εµ− p2, y θ̃ = αθ/π.

La matriz de reflexión para una placa conductora puede obtenerse de la Ec. (2.64) en

el ĺımite ε→∞. Por otro lado, para describir un TI plano en z = a, tal que consideremos

sólo los efectos puramente topológicos, debemos tomar ε = µ = 1 en la Ec. (2.65). De esta

manera, las matrices de reflexión que vamos a considerar son

RP =

(
−1 0

0 1

)
, RTI =

θ̃

4 + θ̃2

(
−θ̃ 2

2 θ̃

)
. (2.66)
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De esta forma, usando la Ec. (2.63), la densidad de enerǵıa de Casimir es

E
C

(a) =
1

4π2

∫ ∞
0

dξ

∫ ∞
0

|p|d|p| log

(1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2k3a

)2

+

(
2θ̃

4 + θ̃2
e−2k3a

)2
 ,

=
1

4π2

∫ ∞
0

dξ

∫ ∞
0

|p|d|p| log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2k3a

(
2− e−2k3a

)]
. (2.67)

La integral que resulta se puede hacer en coordenadas polares. Remplazando ξ y |p| por

las coordenadas polares |p| = ρ cosϕ, ξ = ρ sinϕ, e integrando primero sobre ϕ y luego

sobre ρ. El resultado es

E
C

(a) =
1

4π2

∫ ∞
0

ρ2 log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2ρa

(
2− e−2ρa

)]
dρ, (2.68)

que puede escalarse para obtener

E
C

(a) =
1

32π2a3

∫ ∞
0

ρ2 log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−ρ
(
2− e−ρ

)]
dρ. (2.69)

Integrando por partes obtenemos

E
C

(a) =
1

32π2a3

{
ρ3

3
log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−ρ
(
2− e−ρ

)] ∣∣∣∞
0
− 2

3

∫ ∞
0

ρ3 θ̃2(eρ − 1)

4e2ρ + θ̃2(1− 2eρ + e2ρ)
dρ

}
.

(2.70)

El primer término que resulta de la integral es cero. La integral resultante puede escribirse

como sigue

E
C

(a) = − 1

3π2a3

∫ ∞
0

ρ3 θ̃2(e2ρ − 1)

4e4ρ + θ̃2(1− 2e2ρ + e4ρ)
dρ

= − 1

3π2a3

∫ ∞
0

ρ3 θ̃2(e−2ρ − e−4ρ)

4 + θ̃2(1− 2e−2ρ + e−4ρ)
dρ

= − 1

6π2a3

∫ ∞
0

ρ3 θ̃2

1 + θ̃2e−2ρ sinh2 ρ
e−3ρ sinh ρdρ (2.71)

Si finalmente dividimos entre la enerǵıa Ea = −π2/720a3, encontramos la misma expresión

para la función R(θ), i.e.

R(θ) =
E
C

(a)

Ea
=

120

π4

∫ ∞
0

ρ3 θ̃2

1 + θ̃2e−2ρ sinh2 ρ
e−3ρ sinh ρdρ, (2.72)
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lo que completa la demostración.

2.4. Efectos a temperatura finita

En esta sección, incluimos los efectos de la temperatura en la fuerza de Casimir entre

una placa conductora y un TI semi-infinito, que es el caso discutido en la sección 2.3.2. En

este caso, debemos tomar en cuenta no sólo las fluctuaciones que emergen de la mecánica

cuántica, sino también las de los efectos térmicos. Para tomar en cuenta estos efectos,

debemos suponer que el sistema está en equilibrio térmico. Como primer paso, el remplazo

formal ∫ ∞
0

dξ

2π
←→ κT

∞∑
l=0

′

(2.73)

en la Ec. (2.63), junto con el remplazo de ξ por ξl = 2πκT l, las frecuencias discretas de

Matsubara, toman en cuenta los efectos de la temperatura en la densidad de enerǵıa de

Casimir. Aqúı κ es la constante de Boltzman, T es la temperatura absoluta, y la suma

primada denota que el término con l = 0 va acompañado de un factor 1/2 comparado con

el resto de los términos en la suma, i.e.

∞∑
l=0

′

=
1

2
δ0l +

∞∑
l=1

. (2.74)

Realizando el remplazo antes descrito, podemos escribir la densidad de enerǵıa de Casimir

como función de la temperatura como sigue:

E
C

(a, T, θ) = κT

∞∑
l=0

′ ∫
d2p

(2π)2
log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2k3a

(
2− e−2k3a

)]
, (2.75)

donde k3 =
√

p2 + ξ2
l . Para obtener esta expresión se usaron las matrices de reflexión de

la Ec. (2.66). Para integrar, escribimos el elemento de momento en coordenadas polares,

d2p = ρdρdϕ, con 0 ≤ ρ <∞ y 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Integrando sobre ϕ obtenemos

E
C

(a, T, θ) = κT
∞∑
l=0

′ ∫ ∞
0

ρdρ

2π
log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2k3a

(
2− e−2k3a

)]
, (2.76)

donde ahora k3 =
√
ρ2 + ξ2

l . Haciendo el cambio de variables u = k3 encontramos que la

densidad de enerǵıa puede reescribirse como sigue
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E
C

(a, T, θ) = κT
∞∑
l=0

′ ∫ ∞
ξl

udu

2π
log

[
1− θ̃2

4 + θ̃2
e−2ua

(
2− e−2ua

)]
, (2.77)

de donde es posible obtener la fuerza de Casimir dependiente de la temperatura. i.e.

F
C

(a, T, θ) = −dEC (a, T, θ)

da
= κT

∞∑
l=0

′ ∫ ∞
ξl

u2du

2π

4θ̃2 (1− e2au)

(4 + θ̃2)e4au + θ̃2 (1− 2e2au)
. (2.78)

Haciendo el cambio de variables ζ = au y manipulando el integrando se obtiene finalmente

F
C

(a, T, θ) = − κT
πa3

∞∑
l=0

′ ∫ ∞
aξl

ζ2 θ̃2

1 + θ̃2 sinh2 ζe−2ζ
sinh ζe−3ζdζ. (2.79)

En el ĺımite θ → ∞ obtenemos la fuerza entre dos placas paralelas conductoras depen-

diente de la temperatura

F
C

(a, T, θ →∞) =
κT

πa3

∞∑
l=0

′ ∫ ∞
aξl

ζ2 (1− coth ζ) dζ, (2.80)

que es el resultado reportado por Milton en la Ec. 3.29 de la Ref. [108].

Ahora consideremos el ĺımite de la fuerza de Casimir para altas temperaturas. Cuando

T →∞ las contribuciones más importantes en la suma de la Ec. (2.79) son n = 0 y n = 1.

En ese caso tenemos

F
C

(a, T →∞, θ) ' − κT
πa3

{
1

2

∫ ∞
0

ζ2 θ̃2

1 + θ̃2 sinh2 ζe−2ζ
sinh ζe−3ζdζ+ (2.81)

∫ ∞
t/2

ζ2 θ̃2

1 + θ̃2 sinh2 ζe−2ζ
sinh ζe−3ζdζ

}
,

donde t = 4πaκT . En el ĺımite que estamos considerando, la segunda integral puede

aproximarse como sigue:∫ ∞
t/2

ζ2 θ̃2

1 + θ̃2 sinh2 ζe−2ζ
sinh ζe−3ζdζ ' θ̃2/4

4 + θ̃2

∫ ∞
t

ζ2e−ζdζ =
θ̃2/2

4 + θ̃2

(
1 + t+

t2

2

)
e−t.

(2.82)

De esta forma, la fuerza de Casimir, en el ĺımite de altas temperaturas, puede escribirse

como

F
C

(a, T →∞, θ) ∼ − T

4π2a3

{
M(θ̃) +

θ̃2

4 + θ̃2

(
1 + 2aT + 2a2T

2
)
e−2aT

}
, (2.83)
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Figura 2.5: Fuerza de Casimir a altas temperaturas como función de a para T = 100 y diferentes

valores de θ.

donde T = 2πκT , y

M(θ̃) =

∫ ∞
0

λ2 θ̃2

1 + θ̃2 sinh2 λe−2λ
sinhλe−3λdλ. (2.84)

En el ĺımite θ →∞ se obtiene

F
C

(a, T →∞, θ →∞) ∼ − T

4π2a3

{
ζ(3)

2
+
(

1 + 2aT + 2a2T
2
)
e−2aT

}
, (2.85)

donde ζ(x) es la función zeta de Riemann. Esta expresión corresponde a la fuerza de

Casimir entre dos placas paralelas conductoras en el ĺımite de altas temperaturas, como

puede verse en la Ec. (3.30) de la Ref. [108].

Un análisis de la función M(θ̃) nos muestra que está acotada por su ĺımite cuando

θ →∞, i.e.

M(θ̃) ≤M(θ̃ →∞). (2.86)

Por otro lado, dado que θ̃2

4+θ̃2 ≤ 1, conclúımos que la fuerza de Casimir para altas tem-

peraturas entre una placa conductora y el TI, es mayor que la asociada a dos placas

conductoras. Esto es

F
C

(a, T →∞, θ) ≥ F
C

(a, T →∞, θ →∞). (2.87)

En la figura 2.5 presentamos los gráficos de la fuerza de Casimir como función de a para

T = 100 y diferentes valores de θ.
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2.5. Discusión

En este caṕıtulo usamos el tensor de enerǵıa-impulso para calcular la enerǵıa y la fuerza

de Casimir para el sistema de la figura 2.2. Nuestra configuración consiste de un bloque

de TI con TMEP θ en la región a < z < L, que llena parcialmente el espacio entre dos

placas paralelas conductoras. En primera aproximación, ignoramos caracteŕısticas que son

relevantes en situaciones experimentales, tales como las propiedades ópticas de los TIs, que

pueden tomarse en cuenta incluyendo estos parámetros en la función de Green de acuerdo

a los métodos estándares de las Refs. [99, 108, 109]. El sistema queda bien descrito por la

acción de la electrodinámica θ, dada en la Ec. (1.2). En este trabajo, calculamos el valor

esperado de vaćıo renormalizado del tensor de enerǵıa-impulso a partir de (derivadas de) la

matriz de funciones de Green correspondiente. Para hacerlo, se requiere la matriz de GFs

dependiente del tiempo, para lo que se extendieron los resultados del caṕıtulo anterior, en

donde tratamos con el caso estático. Esta matriz de GFs puede calcularse exactamente

porque el TI introduce una discontinuidad localizada en las ecuaciones de movimiento

a lo largo del eje z, mientras que la dependencia en el tiempo y las demás coordenadas

son invariantes ante las traslaciones respectivas. Se consideran dos casos: (1) el pistón θ,

definido en el intervalo 0 < z < L. La contribución a la enerǵıa de Casimir E = EL + Eθ,
que surge del TI, Eθ, se grafica en la figura 2.3, en unidades de EL, como función de la

longitud adimensional χ y para varios valores de θ. La fuerza de Casimir en unidad de

área sobre la superficie Σ, Fθp = −dE/da, se grafica en la figura 2.4, en unidades de FL.

Observamos que esta fuerza tira de Σ hacia la más cercana de las paredes fijas P1 or P2,

similar a la conclusión de la Ref. [117]. (2) El segundo caso que consideramos es el ĺımite

L → ∞ del pistón θ, que describe la interacción, por medio de la interfaz Σ, entre una

placa conductora en el vaćıo P1 y un TI semi-infinito localizado a una distancia a. La

fuerza de Casimir correspondiente, en unidades de Fa, se muestra que la tabla 2.1, para

diferentes valores de θ. Como se demostró, estos resultados, que se basan en el cálculo de

la matriz de GFs y el valor esperado de vaćıo del tensor de enerǵıa-impulso, concuerdan

con los que se obtienen siguendo el enfoque global descrito en las Refs. [79, 80]. Cabe

señalar que la discontinuidad en el valor esperado de la densidad de enerǵıa que se obtuvo

en la Ec. (2.58) es finita, similar a la que reportan en la Ref. [114]. Aunque en nuestro caso

una interpretación f́ısica de dicha discontinuidad no es inmediata, era de esperarse debido

a la no conservación del tensor en enerǵıa-impulso en la interfaz Σ, donde se inducen

densidades de cargas y corrientes debido al TME.

Una caracteŕıstica general de nuestro análisis es que el TI induce una dependencia en

θ en la fuerza de Casimir, que en principio podŕıa ser utilizada para medir θ. Dado que la
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fuerza de Casimir se ha medido a distancias de separación en el rango 0,5− 3,0µm [107],

estas mediciones requieren de un TI de grosor menor que 0,5µm y de un incremento en la

precisión experimental de dos o tres órdenes de magnitud. En la práctica, la medición de

fθ depende del valor de la TMEP, que esta cuantizada como θ = (2n + 1)π, con n ∈ Z.

Los valores particulares θ = ±7π,±15π son apropiados para TIs tal como Bi1−xSex [118],

donde tenemos que f±7π ≈ 0,0005 y f±15π ≈ 0,0025, que aún no son medibles con la

precisión experimental presente. Este efecto puede explorarse en TIs descritos por un

acoplamiento θ más grande, tal como el Cr2O3. Sin embargo, este material induce más

acoplamientos magnetoeléctricos que no consideramos en nuestro modelo [79].

Aunque los efectos θ que encontramos en nuestro sistema de Casimir no se puede

observar en el laboratorio, hemos tratado de establecer el método de la función de Green

como un marco teórico alternativo para estudiar el TME de los TIs.



Caṕıtulo 3

Electrodinámica de Aislantes

Topológicos

La respuesta electromagnética de un aislante convencional está descrita por la cons-

tante dieléctrica ε y la permeabilidad magnética µ. Un campo eléctrico induce una pola-

rización eléctrica, mientras que un campo magnético induce una polarización magnética.

Dado que el campo eléctrico E = −∇φ− ∂A
∂t

y la inducción magnética B = ∇×A estan

bien definidos al interior de un aislante (aqúı φ y A son los potenciales escalar eléctrico

y vectorial magnético, respectivamente), la respuesta lineal de un aislante convencional

está descrita por la acción efectiva

S0 =

∫
M
d4x

[
1

8π

(
εE2 − 1

µ
B2

)
− ρφ+ J ·A

]
, (3.1)

donde ρ y J son las densidades de carga y corriente, respectivamente. La variación de la

acción (3.1) produce las ecuaciones de Maxwell

∇ ·D = 4πρ , ∇×H =
∂D

∂t
+ 4πJ, (3.2)

∇ ·B = 0 , ∇× E = −∂B

∂t
, (3.3)

con las relaciones constitutivas

D = εE , H =
B

µ
. (3.4)

Un aislante topológico es un material con orden topológico no trivial que se comporta

como un aislante en su interior, pero cuya superficie contiene estados de conducción, lo

que significa que los electrones pueden moverse solamente a lo largo de la superficie del

63
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material. Como se mencionó, la respuesta electromagnética de estos materiales, indepen-

dientemente de los detalles microscópicos, está descrita por el acoplamiento adicional de

la electrodinámica con el invariante de Pontryagin electromagnético

Pem = FµνF̃
µν = −4E ·B, (3.5)

por medio de la polarizabilidad topológica magneto-eléctrica θ. La acción efectiva puede

escribirse como S = S0 + Sθ, donde

Sθ =
α

4π2

∫
θE ·Bd4x, (3.6)

siendo α = e2/~c la constante de estructura fina. Como se discutió en los Caṕıtulos an-

teriores, la acción (3.6) tiene la misma forma que la electrodinámica axiónica introducida

por Wilczek en el contexto de f́ısica de part́ıculas. En un TI, sin embargo, θ no es un campo

dinámico, sino una constante cuantizada al interior del TI: θ = (2n+1)π, donde n ∈ Z de-

pende de la naturaleza de la capa magnética usada en la superficie del TI para convertirlo

en un aislante completo. La naturaleza topológica del témino θ en la acción (3.6) puede

verse del hecho de que se trara de una derivada total, i.e. FµνF̃
µν = 2∂µ (εµνρσA

ν∂ρAτ ).

Ya se discutió que si θ es constante en todo el espacio, la variación de la acción (3.6) no

contribuye a las ecuaciones de movimiento cuando se imponen las condiciones de borde

usuales en una frontera o en el infinito. Si θ deja de ser una constante global, el término

de Chern-Simons deja de ser un invariante topológico y por lo tanto debemos tomar en

cuenta las modificaciones a las ecuaciones de movimiento. De hecho, la variación de la

acción completa S0 + Sθ produce las mismas ecuaciones de Maxwell en materia (3.3). Sin

embargo, las relaciones constitutivas se modifican a

D = εE +
α

π
θB , H =

B

µ
− α

π
θE. (3.7)

Estas relaciones implican que en ausencia de un campo eléctrico, un campo magnético

puede generar una polarización eléctrica (y vice versa), lo que justifica el nombre de

polarizabilidad topológica magneto-eléctrica para el campo θ. Esta transmutación entre

los campos eléctrico y magnético, es lo que define al efecto topológico magneto-eléctrico.

En el Caṕıtulo 1 calculamos la función de Green que describe el TME para diferentes

geometŕıas de la superficie de un TI, restringiéndonos al análisis de los efectos puramente

topológicos, es decir, consideramos que el cuerpo del TI tiene las mismas propiedades

ópticas que el vaćıo (ε = µ = 1). El propósito de este Caṕıtulo es estudiar el TME

general que ocurre en la superficie de un TI con simetŕıa plana. Cuando consideramos
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Figura 3.1: Aislante topológico con interfaz plana.

que ε y µ cambian abruptamente en la superficie de un TI, igual que la TMEP θ, las

ecuaciones de Maxwell se complican dado que debemos considerar las discontinuidades en

estas tres cantidades. El método de solución es parecido al que presentamos en el Caṕıtulo

1, sin embargo, hay ciertos pasos sutiles que merecen ser analizados con detalle. Como

introducción al método, en el Apéndice D presentamos con detalle la técnica que usa

para calcular la función de Green de un material diléctrico con interfaz plana, es decir, se

considera que un dieléctrico homogéneo ocupa la región z < 0, mientras que en la región

z > 0 tenemos el vaćıo. Este Caṕıtulo esta organizado como sigue: en la Sección 3.1

calculamos la función de Green en el espacio de momentos, y en la Sección 3.2 discutimos

la función de Green en la representación de coordenadas. En la Sección 3.3 presentamos

algunas aplicaciones simples.

3.1. Función de Green

Consideremos las ecuaciones de Maxwell en materia (3.3) con las relaciones constitu-

tivas modificadas (3.7), i.e.

∇ ·
[
ε(r)E +

α

π
θ(r)B

]
= 4πρ, (3.8)

∇×
[
µ̃(r)B− α

π
θ(r)E

]
= 4πJ. (3.9)

donde µ̃(r) = 1/µ(r). Dado que las ecuaciones de Maxwell homogéneas no se modifican

en esta teoŕıa, los campos eléctrico y magnético pueden escribirse en términos del cua-

dripotencial Aµ = (φ,A) de acuerdo a E = −∇φ y B = ∇ ×A, como en el caso usual.

Esto es aśı dado que el término de Chern-Simons es invariante ante transformaciones de

norma, de modo que se preserva la estructura del tensor de campo electromagnético. En
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la norma de Coulomb ∇ ·A = 0, las ecuaciones de movimiento toman la forma

−ε(r)∇2φ−∇ε(r) · ∇φ+
α

π
∇θ(r) · ∇ ×A = 4πρ, (3.10)

−µ̃(r)∇2A +
α

π
∇θ(r)×∇φ+∇µ̃(r)× (∇×A) = 4πJ. (3.11)

Vamos a considerar el caso de un TI plano, como el que se describió en la subsección 1.2.2,

en contacto con el vaćıo. Por simplicidad, consideramos la interfaz θ como el plano z = 0,

como se muestra en la figura 3.1. De esta forma, las funciones ε, µ y θ son constantes por

secciones, es decir, están limitadas a una discontinuidad simple a través del plano z = 0.

Por lo tanto, el gradiente de cualquiera de estas cantidades puede escribirse en la forma

∇f(z) =
∂f(z)

∂z
êz, (3.12)

donde êz es el vector unitario en la dirección positiva del eje z (normal saliente del TI)

y f = ε, µ, θ. De esta manera, las ecuaciones de movimiento para los potenciales (3.10)-

(3.11) pueden escribirse como

−ε(z)∇2φ− ∂ε(z)

∂z
êz · ∇φ+

α

π

∂θ(z)

∂z
êz · ∇ ×A = 4πρ, (3.13)

−µ̃(z)∇2A +
α

π

∂θ(z)

∂z
êz ×∇φ+

∂µ̃(z)

∂z
êz × (∇×A) = 4πJ. (3.14)

Nuestro objetivo es construir la matriz de funciones de Green Gµ
ν que permite obtener

la solución de las Ecs. (3.13)-(3.14) para el cuadripotencial Aµ, dada una configuración

arbitraria de cargas y corrientes Jν = (ρ,J), i.e.

Aµ(x) =

∫
Gµ

ν(x,x
′)Jν(x′)d3x′. (3.15)

Para establecer la ecuación diferencial que satisface la matriz de funciones de Green, es

conveniente escribir las ecuaciones de movimiento (3.13)-(3.14) en la forma matricial

[
Oµν

]
x
Aν(x) = 4πJµ, (3.16)
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donde el operador diferencial [Oµν ]x, que se obtiene directamente de las ecuaciones de

movimiento, es

[Oµν ]x =


−ε(z)∇2 − ∂ε(z)

∂z
∂
∂z

−α
π
∂θ(z)
∂z

∂
∂y

+α
π
∂θ(z)
∂z

∂
∂x

0

−α
π
∂θ(z)
∂z

∂
∂y

−µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)
∂z

∂
∂z

0 ∂µ̃(z)
∂z

∂
∂x

+α
π
∂θ(z)
∂z

∂
∂x

0 −µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)
∂z

∂
∂z

∂µ̃(z)
∂z

∂
∂y

0 0 0 −µ̃(z)∇2

 .
(3.17)

De esta forma, si sustitúımos la Ec. (3.15) en la Ec. (3.16) encontramos que la matriz de

funciones de Green satisface la misma ecuación diferencial (3.16) para una fuente puntual,

i.e. [
Oµν

]
x
Gν

σ(x,x′) = 4πηµσδ(x− x′). (3.18)

Nuestra tarea ahora consiste en resolver la ecuación diferencial anterior para las compo-

nentes de la matriz de funciones de Green. La GF que consideramos, tiene invariancia

bajo traslaciones en las direcciones paralelas a la superficie del TI, esto es, en las direc-

ciones transversales x y y, pero la invariancia está rota en la dirección z. Explotamos esta

simetŕıa introduciendo la transformada de Fourier en la dirección paralela a la interfaz θ,

tomando la dependencia en estas coordenadas de la forma (x − x′)‖ = (x − x′, y − y′) y

definiendo

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖gµν(z, z

′,p), (3.19)

donde p = (px, py) es el momento paralelo a la superficie del TI y gµν(z, z
′,p) es la función

de Green reducida. De aqúı en adelante suprimimos la dependencia en p de la GF reducida

gµν .

En el Caṕıtulo 1 Subsección 1.2.2, se discutió la solución de la Ec. (3.18) en el caso

simple en que ε = µ = 1 en todo el espacio. En ese caso, la GF reducida puede calcularse

fácilmente dado que la ecuación diferencial que satisface [Ec. (1.45)] no contiene derivadas

respecto a z, y aśı, es posible integrar dicha ecuación empleando un método similar al que

se usa para calcular la GF para el potencial δ unidimensional en mecánica cuántica. En el

caso que estamos considerando en este Caṕıtulo, el operador diferencial
[
Oµν

]
x

si contiene

derivadas respecto a z, de modo que se requiere un tratamiento más sutil. Para lidiar con

estas derivadas que aparecen en la Ec. (3.18), empleamos la técnica de Schwinger, que

discutimos con detalle en el Apéndice D. En la Ref. [99], Schwinger calcula la GF para un

dieléctrico semi-infinito cuya superficie está definida por el plano z = 0, i.e. resuelve la

Ec. (3.18) para µ = 1 y θ = 0 en todo el espacio. La solución que presentamos aqúı es una

extensión de la técnica de Schwinger. Resolvemos la Ec. (3.18) en tres grupos diferentes,
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que corresponden a (I) σ = 0 y (II) σ = i, con i = 1, 2 y (III) σ = 3.

Grupo I

El grupo de ecuaciones diferenciales que se deriva de la Ec. (3.18) con σ = 0 es[
−ε(z)∇2 − ∂ε(z)

∂z

∂

∂z

]
G0

0 −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0i 3

j ∂iG
j
0 = 4πδ(x− x′), (3.20)[

−µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)

∂z

∂

∂z

]
Gi

0 −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0ij3∂jG

0
0 = 0, (3.21)

donde i, j = 1, 2. Siguiendo la técnica de Schwinger, el siguiente paso es dividir las Ecs.

(3.20) y (3.21) por ε(z) y µ̃(z), respectivamente. Este paso es muy sutil, dado que estas

cantidades son discontinuas en z = 0. Para hacerlo, usamos la fórmula

1

ε(z)

∂ε(z)

∂z
= −ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z), (3.22)

que se deriva con detalle en el Apéndice D; y extendemos el resultado para la función µ̃,

i.e.
1

µ̃(z)

∂µ̃(z)

∂z
= −µ̃(z) (1− µ) δ(z). (3.23)

Aparte de estos términos, también debemos trabajar con el que contiene la derivada de θ

respecto a z. Para hacerlo, consideramos la función θ(z)/ε(z) = (θ/ε)H(−z) y tomamos

su derivada respecto a z:

∂

∂z

[
θ(z)

ε(z)

]
= −(θ/ε)δ(z) =

1

ε(z)

∂θ(z)

∂z
+θ(z)

∂

∂z

[
1

ε(z)

]
=

1

ε(z)

∂θ(z)

∂z
+θ(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z),

(3.24)

de donde encontramos que

1

ε(z)

∂θ(z)

∂z
=

[
θ(z)− θ

ε
− θ(z)

]
δ(z). (3.25)

Este resultado podemos extenderlo también para la función µ̃, i.e.

1

µ̃(z)

∂θ(z)

∂z
= [(µ− 1)θ(z)− µθ] δ(z). (3.26)
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De esta manera, el grupo de ecuaciones diferenciales a resolver es[
−∇2 + ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
G0

0 −
α

π

[
θ(z)− θ

ε
− θ(z)

]
δ(z)ε0i 3

j ∂iG
j
0 = 4π

δ(x− x′)

ε(z′)
,

(3.27)[
−∇2 + µ̃(z) (1− µ) δ(z)

∂

∂z

]
Gi

0 −
α

π
[(µ− 1)θ(z)− µθ] δ(z)ε0ij3∂jG

0
0 = 0. (3.28)

Usando la representación de Fourier de la GF, Ec. (3.19), encontramos las ecuaciones

diferenciales para la GF reducida. Éstas son[
∂2 + ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0

0 + i
α

π

[
θ(z)− θ

ε
− θ(z)

]
δ(z)ε0i 3

j pig
j
0 =

δ(z − z′)
ε(z′)

,

(3.29)[
∂2 + µ̃(z) (1− µ) δ(z)

∂

∂z

]
gi0 + i

α

π
[(µ− 1)θ(z)− µθ] δ(z)ε0ij3pjg

0
0 = 0. (3.30)

Aqúı ∂2 = −∇2 = p2 − ∂2
z y pi = (px, py). Para integrar estas ecuaciones consideramos la

función de Green reducida libre,

g(z, z′) = (1/2p)e−p|z−z
′|, (3.31)

que es solución de ∂2g(z, z′) = δ(z − z′) con la condición de frontera usual al infinito y

cuya transformada de Fourier, de acuerdo a la definición de la Ec. (3.19) da la GF de vaćıo

G0(x,x′) = |x− x′|−1. La solución general para el grupo I, compuesto por las ecuaciones

diferenciales (3.29) y (3.30), es

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− 1

ε(z′)

sgn(z′)(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)e−p|z

′|, (3.32)

gi0(z, z′) =
4iθ̃ε0ij3pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′), (3.33)

como demostraremos a continuación. Para hacerlo, resolvemos el sistema de ecuaciones

diferenciales acopladas (3.29)-(3.30) en cada región por separado, z > 0 y z < 0, para

z′ arbitraria. En los cálculos siguientes suponemos que z′ permanece fijo durante las

integraciones.

• z > 0

En este caso tenemos que ε(z) = µ(z) = 1 y θ(z) = 0, de modo que las ecuaciones a
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resolver son [
∂2 +

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0

0 − i(θ̃/ε)δ(z)ε0i 3
j pig

j
0 =

δ(z − z′)
ε(z′)

, (3.34)[
∂2 + (1− µ) δ(z)

∂

∂z

]
gi0 − iµθ̃δ(z)ε0ij3pjg

0
0 = 0, (3.35)

donde θ̃ = αθ/π. Estas ecuaciones pueden integrarse usando la misma técnica que se usó

en el Caṕıtulo 1. Se obtiene

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
−
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

+ i(θ̃/ε)ε0i 3
j pig(z, 0)gj0(0, z′),

(3.36)

gi0(z, z′) = − (1− µ) g(z, 0)
∂gi0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

+ iµθ̃ε0ij3pjg(z, 0)g0
0(0, z′). (3.37)

Se observa que la Ec. (3.36) depende de gj0(z, 0), sin embargo, la Ec. (3.37) contiene

una derivada de esta misma cantidad, de manera que no se trata de hacer una simple

sustitución. Para resolver este problema, tomamos la derivada respecto a z de la Ec.

(3.37) y la evaluamos en z = 0+:

∂gi0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

= − (1− µ)
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0+

∂gi0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=+0

+ iµθ̃ε0ij3pj
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0+

g0
0(0, z′).

(3.38)

La derivada que aparece en esta expresión, ∂zg(z, 0)
∣∣
z=0+ , podemos obtenerla directamente

a partir de la Ec. (3.31). Dado que g(z, 0) = (1/2p) exp(−pz), se sigue que ∂zg(z, 0)
∣∣
z=0+ =

−1/2. Sustituyendo este resultado en la Ec. (3.38) encontramos

∂gi0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

= − iµθ̃

1 + µ
ε0ij3pjg

0
0(0, z′). (3.39)

Sustituyendo (3.39) en (3.37) obtenemos

gi0(z, z′) =
2iµθ̃

1 + µ
ε0ij3pjg(z, 0)g0

0(0, z′), (3.40)

que es una ecuación algebraica para gi0 en términos de g0
0. Sustityendo este resultado en
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(3.36) se obtiene

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
−
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

− θ̃2 2(µ/ε)

1 + µ
p2g(0, 0)g(z, 0)g0

0(0, z′),

(3.41)

donde se usó ε0ij3pipj = 0 y ε0i 3
j ε

0jk3pipk = p2. Nótese que esta expresión contiene sólo

la componente g0
0, sin embargo, depende también de su derivada. Para resolver esta

situación, seguimos el mismo procedimiento descrito en los párrafos anteriores.

∂g0
0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
1

ε(z′)

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

+
1

2

(
1− 1

ε

)
∂g0

0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

+ θ̃2 (µ/ε)

1 + µ
p2g(0, 0)g0

0(0, z′),

(3.42)

donde se usó el resultado ∂zg(z, 0)
∣∣
z=+0

= −1/2. La derivada que falta puede calcularse

directamente de la Ec. (3.31). Se obtiene

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
sgn(z′)

2
e−p|z

′|. (3.43)

Sustitutyendo este resultado en (3.42) y despejando encontramos

∂g0
0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
ε

1 + ε

[
sgn(z′)

ε(z′)
e−p|z

′| + θ̃2 2(µ/ε)

1 + µ
p2g(0, 0)g0

0(0, z′)

]
. (3.44)

Ahora insertamos (3.44) en (3.41) para obtener

g0
0(z, z′) =

1

ε(z′)

[
g(z, z′)− ε− 1

ε+ 1
sgn(z′)g(z, 0)e−p|z

′|
]
− θ̃2 4µ

(1 + ε)(1 + µ)
p2g(0, 0)g(z, 0)g0

0(0, z′),

(3.45)

que es una ecuación algebraica para la componente g0
0. Ahora evaluamos esta ecuación

en z = 0 y resolvemos para g0
0(0, z′). El resultado es

g0
0(0, z′) =

2( 1
µ

+ 1)

(1 + ε)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(0, z′), (3.46)

donde se usó el resultado

1

ε(z′)

[
1− ε− 1

ε+ 1
sgn(z′)

]
=

2

ε+ 1
. (3.47)
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Finalmente, insertamos (3.46) en (3.45) para obtener la solución:

g0
0(z > 0, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− 1

ε(z′)

sgn(z′)(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)e−p|z

′|, (3.48)

donde se usó

1

ε+ 1

[
(ε− 1)

sgn(z′)

ε(z′)
+

2θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

]
=

1

ε(z′)

sgn(z′)(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
. (3.49)

El resultado final para las componentes restantes puede obtenerse sustituyendo (3.46) en

(3.40), i.e.

gi0(z > 0, z′) =
4iθ̃ε0ij3pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′). (3.50)

En los argumentos de las soluciones (3.48) y (3.50) se escribe expĺıcitamente z > 0 para

hacer notar la región en la que se trabajó.

• z < 0

Ahora vamos a calcular las funciones de Green correspondientes en el segundo caso

(z < 0), para el que ε(z) = ε, µ(z) = µ y θ(z) = θ. Las ecuaciones diferenciales para la

GF reducida son:[
∂2 + ε

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0

0 − iθ̃δ(z)ε0i 3
j pig

j
0 =

δ(z − z′)
ε(z′)

, (3.51)[
∂2 +

1

µ
(1− µ) δ(z)

∂

∂z

]
gi0 − iθ̃δ(z)ε0ij3pjg

0
0 = 0. (3.52)

Ahora seguimos el mismo procedimiento descrito en el caso anterior. Integrando las ecua-

ciones obtenemos

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− ε

(
1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

+ iθ̃ε0i 3
j pig(z, 0)gj0(0, z′),

(3.53)

gi0(z, z′) = − 1

µ
(1− µ) g(z, 0)

∂gi0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

+ iθ̃ε0ij3pjg(z, 0)g0
0(0, z′). (3.54)

El siguiente paso consiste en obtener una expresión algebraica para las componentes gi0.

Para ello, derivamos la Ec. (3.54) respecto a z, la evaluamos en z = 0− y despejamos
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∂zg
i
0(z, z′)

∣∣
z=0−

. El resultado es

∂gi0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
iθ̃µ

1 + µ
ε0ij3pjg

0
0(0, z′), (3.55)

donde se usó el resultado ∂zg(z, 0)
∣∣
z=0−

= 1/2. Sustituyendo este resultado en (3.54)

obtenemos

gi0(z, z′) =
2iθ̃µ

µ+ 1
g(z, 0)ε0ij3pjg

0
0(0, z′), (3.56)

que es una ecuación algebraica para gi0 en términos de g0
0. El resultado de sustituir (3.56)

en (3.53) es

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− ε

(
1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
0(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

− θ̃2p2 2µ

µ+ 1
g(0, 0)g(z, 0)g0

0(0, z′).

(3.57)

Nótese que esta ecuación depende sólo de la componentes g0
0 y su derivada respecto a z.

Para eliminar esta dependencia, derivamos (3.57) respecto a z, la evaluamos en z = 0−,

y despejamos ∂zg
0
0(z, z′)

∣∣
z=0−

. El resultado es

∂g0
0(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

1 + ε

[
sgn(z′)

ε(z′)
e−p|z

′| − θ̃2 2µ

1 + µ
p2g(0, 0)g0

0(0, z′)

]
, (3.58)

Sustituyendo este resultado en la misma ecuación obtenemos

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− ε− 1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
g(z, 0)e−p|z

′| − θ̃2p2 4

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1)
g(0, 0)g(z, 0)g0

0(0, z′).

(3.59)

Esta es una ecuación algebraica que podemos resolver fácilmente. Evaluamos (3.59) en

z = 0, depejamos g0
0(0, z′) y lo sustituimos en la misma expresión. El resultado final para

esta región es

g0
0(z < 0, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
− 1

ε(z′)

sgn(z′)(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)e−p|z

′|, (3.60)

que es exactamente igual al resultado que se obtuvo para la región z > 0. De esta forma,

las ecuaciones (3.48) y (3.60) establecen la Ec. (3.32), que es la componente 00 de la GF

reducida en todo el espacio. Las componentes restantes para la región z < 0 se obtienen

evaluando la Ec. (3.60) en z = 0 y sustituyendo el resultado en la Ec. (3.56). El resultado
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final es

gi0(z < 0, z′) =
4iθ̃ε0ij3pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′), (3.61)

que coincide con el resultado obtenido para la región complementaria z > 0. De esta

forma, las Ecs. (3.50) y (3.61) establecen la Ec. (3.32).

Grupo II

El grupo de ecuaciones diferenciales acopladas que se deriva de la Ec. (3.18) con σ = i

es [
−ε(z)∇2 − ∂ε(z)

∂z

∂

∂z

]
G0

i −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0j 3

k ∂jG
k
i = 0, (3.62)[

−µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)

∂z

∂

∂z

]
Gi

j −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0ik3∂kG

0
j = 4πηijδ(x− x′), (3.63)

donde i, j = 1, 2. De acuerdo a lo aprendido con el grupo I, debemos dividir estas ecua-

ciones por ε y µ̃, respectivamente. Usando los resultados (3.22), (3.23), (3.25) y (3.26),

obtenemos[
−∇2 + ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
G0

i −
α

π

[
θ(z)− θ

ε
− θ(z)

]
δ(z)ε0j 3

k ∂jG
k
i = 0, (3.64)[

−∇2 + µ̃(z)(1− µ)δ(z)
∂

∂z

]
Gi

j −
α

π
[(µ− 1)θ(z)− µθ] δ(z)ε0ik3∂kG

0
j = 4πηij

δ(x− x′)

µ̃(z′)
.

(3.65)

Usando la representación de Fourier de la GF, Ec. (3.19), encontramos las ecuaciones

diferenciales para la GF reducida. Éstas son[
∂2 + ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0
i + i

α

π

[
θ(z)− θ

ε
− θ(z)

]
δ(z)ε0j 3

k pjg
k
i = 0, (3.66)[

∂2 + µ̃(z)(1− µ)δ(z)
∂

∂z

]
gij + i

α

π
[(µ− 1)θ(z)− µθ] δ(z)ε0ik3pkg

0
j = ηij

δ(z − z′)
µ̃(z′)

.

(3.67)

Para integrar estas ecuaciones usaremos las GF reducida libre (3.31). La solución general
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para el grupo II, compuesto por las ecuaciones diferenciales (3.66) y (3.67), es

g0
i(z, z

′) =
4iθ̃ε0j 3

i pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′), (3.68)

gij(z, z
′) = ηij

g(z, z′)

µ̃(z′)
− 4g(0, 0)g(z, 0)g(0, z′)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

[
ηijp

2
sgn(z′)(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

µ̃(z′)
+

2θ̃2

1
µ

+ 1
pipj

]
,

(3.69)

como demostraremos a continuación. Para hacerlo, resolvemos el sistema de ecuaciones

diferenciales acopladas (3.66) y (3.67) en cada región por separado, z > 0 y z < 0,

para z′ arbitraria. En los cálculos siguientes suponemos que z′ permanece fijo durante las

integraciones.

• z > 0

En este caso, las ecuaciones diferenciales acopladas que debemos resolver son[
∂2 +

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0
i − i(θ̃/ε)δ(z)ε0j 3

k pjg
k
i = 0, (3.70)[

∂2 + (1− µ)δ(z)
∂

∂z

]
gij − iµθ̃δ(z)ε0ik3pkg

0
j = ηij

δ(z − z′)
µ̃(z′)

. (3.71)

Integrando estas ecuaciones obtenemos

g0
i(z, z

′) = −
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
i(z
′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

+ i(θ̃/ε)ε0j 3
k pjg(z, 0)gki(0, z

′), (3.72)

gij(z, z
′) = ηij

g(z, z′)

µ̃(z′)
− (1− µ)g(z, 0)

∂gij(z
′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

+ iµθ̃ε0ik3pkg(z, 0)g0
j(0, z

′).

(3.73)

Nótese que las ecuación para la g0
i depende de su derivada respecto a z evaluada en z = 0+.

Lo mismo sucede con la ecuación para la componente ij. En el caso I ya se trabajó con esta

situación, de manera que aqúı sólo seguimos el mismo procedimiento. Derivamos (3.86)

respecto a z y la evaluamos en z = 0+. Con un poco de álgebra aprendemos que

∂g0
i(z, z

′)

∂z

∣∣∣
z=0+

= − iθ̃

ε+ 1
ε0j 3

k pjg
k
i(0, z

′), (3.74)

donde se usó que ∂zg(z, 0)
∣∣
z=+0

= −1/2. Sustituyendo este resultado en la misma ecuación

(3.86) obtenemos

g0
i(z, z

′) =
2iθ̃

ε+ 1
ε0j 3

k pjg(z, 0)gki(0, z
′). (3.75)
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Ahora aplicamos el mismo procedimiento a la Ec. (3.87). Los resultados son

∂gij(z, z
′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
1

1 + µ

[
ηij

sgn(z′)

µ̃(z′)
e−p|z

′| − iθ̃µε0ik3pkg
0
j(0, z

′)

]
(3.76)

y

gij(z, z
′) = ηij

[
g(z, z′)

µ̃(z′)
− 1− µ

1 + µ

sgn(z′)

µ̃(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|
]

+
2iµθ̃

1 + µ
ε0ik3pkg(z, 0)g0

j(0, z
′).

(3.77)

Las ecuaciones (3.75) y (3.77) son un par de ecuaciones algebraicas acopladas que podemos

resolver de la manera usual. Evaluando (3.77) en z = 0 y sustituyendo el resultado en

(3.75) obtenemos

g0
i(z, z

′) =
4iθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1)
g(z, 0)

[
ε0j 3

i pjg(0, z′) + iθ̃p2g(0, 0)g0
i(0, z

′)
]
. (3.78)

donde se usó el resultado

1

µ̃(z′)

[
1− 1− µ

1 + µ
sgn(z′)

]
=

2µ

1 + µ
. (3.79)

La Ec. (3.78) es una expresión algebraica para la componente g0
i. Evaluandola en z =

0, depejando g0
i(0, z

′) y reinsertando el resultado en la misma expresión, obtenemos el

resultado final, que es

g0
i(z > 0, z′) =

4iθ̃ε0j 3
i pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′), (3.80)

que es igual al resultado que se obtuvo para las componentes gi0 del grupo I. Ahora

evaluamos (3.75) en z = 0 y sustituimos el resultado en (3.77). Se obtiene

gij(z, z
′) = ηij

g(z, z′)

µ̃(z′)
− 4g(0, 0)g(z, 0)g(0, z′)

[
p2ηij

1− µ
1 + µ

sgn(z′)

µ̃(z′)

+
2θ̃2µ

1 + µ

ε0ik3ε0l 3
j pkpl

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

]
. (3.81)
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Usando el resultado

1

1 + µ

[
(1− µ)

sgn(z′)

µ̃(z′)
+

2θ̃2µ

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

]
=

1

µ̃(z′)

sgn(z′)(ε+ 1)( 1
µ
− 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
,

(3.82)

la Ec. (3.81) puede escribirse en la forma simple

gij(z > 0, z′) = ηij
g(z, z′)

µ̃(z′)
− 4g(0, 0)g(z, 0)g(0, z′)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

[ 2θ̃2

1
µ

+ 1
pipj+

ηijp
2
sgn(z′)(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

µ̃(z′)

]
. (3.83)

Ahora hacemos el mismo análisis para la región complementaria z < 0.

• z < 0

En esta región, las ecuaciones diferenciales acopladas para la GF reducida que vamos

a resolver son [
∂2 + ε

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂

∂z

]
g0
i − iθ̃δ(z)ε0j 3

k pjg
k
i = 0, (3.84)[

∂2 +
1

µ
(1− µ)δ(z)

∂

∂z

]
gij − iθ̃δ(z)ε0ik3pkg

0
j = ηij

δ(z − z′)
µ̃(z′)

. (3.85)

Integrando obtenemos

g0
i(z, z

′) = −ε
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g0
i(z
′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

+ iθ̃ε0j 3
k pjg(z, 0)gki(0, z

′), (3.86)

gij(z, z
′) = ηij

g(z, z′)

µ̃(z′)
− 1

µ
(1− µ)g(z, 0)

∂gij(z
′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

+ iθ̃ε0ik3pkg(z, 0)g0
j(0, z

′).

(3.87)

Derivando estas expresiones respecto a z y evaluando en z = 0− se obtiene

∂g0
i(z, z

′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

ε+ 1
iε0j 3

k pjg
k
i(0, z

′), (3.88)

∂gij(z, z
′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

1
µ

+ 1

[
ηij

sgn(z′)

µ̃(z′)
+ iθ̃ε0ik3pkg

0
j(0, z

′)

]
, (3.89)

donde se usó que ∂zg(z, 0)
∣∣
z=0−

= 1/2. El siguiente paso es sustituir estos resultados en
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sus ecuaciones respectivas. Para la componente 0i obtenemos

g0
i(z, z

′) =
2iθ̃

ε+ 1
ε0j 3

k pjg(z, 0)gki(0, z
′). (3.90)

que es el mismo resultado que se obtuvo para la región z > 0 en la Ec. (3.75). La

componentes ij también resulta igual que para la región z > 0, i.e.

gij(z, z
′) = ηij

[
g(z, z′)

µ̃(z′)
− 1− µ

1 + µ

sgn(z′)

µ̃(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|
]

+
2iµθ̃

1 + µ
ε0ik3pkg(z, 0)g0

j(0, z
′).

(3.91)

De acuerdo al procedimiento previamente descrito para la región z > 0, ahora debemos

resolver de manera simultanea este par de ecuaciones algebraicas acopladas. Dado que este

sistema de ecuaciones es idéntico al de la región complementaria, las soluciones buscadas

serán exactamente las mismas. Es fácil reproducir el mismo procedimiento presentado

después de la Ec. (3.77), que es donde se describe cómo resolver el sistema de ecuaciones.

La solución final para la región z < 0 es

g0
i(z < 0, z′) =

4iθ̃ε0j 3
i pj

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
g(z, 0)g(0, z′), (3.92)

gij(z < 0, z′) = ηij
g(z, z′)

µ̃(z′)
− 4g(0, 0)g(z, 0)g(0, z′)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

[ 2θ̃2

1
µ

+ 1
pipj+

ηijp
2
sgn(z′)(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

µ̃(z′)

]
. (3.93)

De esta formal las Ecs. (3.80) y (3.92) establecen la Ec. (3.68); mientras que las Ecs.

(3.83) y (3.93) establecen (3.69).

Grupo III

El grupo de ecuaciones diferenciales acopladas que se deriva de la Ec. (3.18) con σ = 3

es [
−ε(z)∇2 − ∂ε(z)

∂z

∂

∂z

]
G0

3 −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0j 3

k ∂jG
k
3 = 0, (3.94)[

−µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)

∂z

∂

∂z

]
Gi

3 −
α

π

∂θ(z)

∂z
ε0ik3∂kG

0
3 −

∂µ̃(z)

∂z
ηij∂jG

3
3 = 0, (3.95)

− µ̃(z)∇2G3
3 = 4πδ(x− x′). (3.96)

donde i, j = 1, 2. En este caso ocurre una simplificación importante: la componente G0
3
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es idénticamente cero. Esto podemos entenderlo de diferentes maneras. Por ejemplo, de

la forma del operador diferencial [Oµν ]x, definido en la Ec. (3.17), se observa que la com-

ponente 03 del operador inverso es:

[
O0

3

]−1

x
∝
[
O0

1

]
x

[
O1

3

]
x

+
[
O0

2

]
x

[
O2

3

]
x

=
∂ε(z)

∂z

∂µ̃(z)

∂z

[
∂

∂x

∂

∂y
− ∂

∂y

∂

∂x

]
= 0. (3.97)

Esto nos permite elegir G0
3 = 0. Una forma alternativa de ver esto es notando que

la componente G0
3 contribuye al potencial escalar A0. De las ecuaciones de Maxwell

modificadas se observa que la corriente J3 genera el potencial A3, y éste, a su vez, juega

el papel de una corriente efectiva para las componentes A1 y A2, pero no contribuye a A0.

De esta forma llegamos a la misma conclusión.

De acuerdo al análisis anterior, el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver se

reduce a: [
−µ̃(z)∇2 − ∂µ̃(z)

∂z

∂

∂z

]
Gi

3 −
∂µ̃(z)

∂z
ηij∂jG

3
3 = 0, (3.98)

−µ̃(z)∇2G3
3 = 4πδ(x− x′). (3.99)

además de la condición ε0j 3
k ∂jG

k
3 = 0. Dividiendo las expresiones por µ̃(z) obtenemos[

−∇2 + µ̃(z)(1− µ)δ(z)
∂

∂z

]
Gi

3 + µ̃(z)(1− µ)ηij∂jG
3
3 = 0, (3.100)

−∇2G3
3 = 4π

δ(x− x′)

µ̃(z′)
. (3.101)

Usando la representación de Fourier de la GF encontramos que las componentes de la GF

reducida satisfacen[
∂2 + µ̃(z)(1− µ)δ(z)

∂

∂z

]
gi3 − iµ̃(z)(1− µ)piδ(z)g3

3 = 0, (3.102)

∂2g3
3 =

δ(z − z′)
µ̃(z′)

. (3.103)

Estas son las ecuaciones que debemos resolver, y como puede verse, no habrá dependencia

en θ. La solución general de este sistema de ecuaciones es

gi3(z, z′) = ηi3
g(z, z′)

µ̃(z′)
+ 2i

1− µ
1 + µ

pig(z, 0)
g(0, z′)

µ̃(z′)
, (3.104)

como demostraremos a continuación. Primero observamos que la Ec. (3.103) puede inte-
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grarse directamente. El resultado es

g3
3(z, z′) =

g(z, z′)

µ̃(z′)
. (3.105)

Para resolver la Ec. (3.102) debemos considerar las ecuaciones diferenciales en cada región

por separado, z > 0 y z < 0, para z′ arbitraria.

• z > 0

La ecuación diferencial a considerar en este caso es:[
∂2 + (1− µ)δ(z)

∂

∂z

]
gi3 − i(1− µ)piδ(z)g3

3 = 0, (3.106)

que puede integrarse directamente para obtener

gi3(z, z′) = −(1− µ)g(z, 0)
∂gi3(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

+ i(1− µ)pig(z, 0)g3
3(0, z′). (3.107)

Para resolver esta ecuación seguimos el mismo procedimiento que se usó para los grupos

I y II. Derivando respecto a z y evaluando el resultado en z = 0+ encontramos que

∂gi3(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

= −i1− µ
1 + µ

pig3
3(0, z′). (3.108)

Insertando este resultado en la Ec. (3.107) obtenemos

gi3(z > 0, z′) = 2i
1− µ
1 + µ

pig(z, 0)
g(0, z′)

µ̃(z′)
, (3.109)

donde se usó que g3
3(z, z′) = g(z, z′)/µ̃(z′).

• z < 0

En este caso, la ecuación diferencial que debemos resolver es[
∂2 +

1

µ
(1− µ)δ(z)

∂

∂z

]
gi3 − i

1

µ
(1− µ)piδ(z)g3

3 = 0. (3.110)

Integrando directamente obtenemos

gi3(z, z′) = − 1

µ
(1− µ)g(z, 0)

∂gi3(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

+ i
1

µ
(1− µ)pig(z, 0)g3

3(0, z′). (3.111)

Ahora seguimos el mismo procedimiento. Derivando respecto a z y evaluando el resultado
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en z = 0− obtenemos

∂gi3(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

= i
1− µ
1 + µ

pig3
3(0, z′). (3.112)

Insertando este resultado en la Ec. (3.111) obtenemos

gi3(z < 0, z′) = 2i
1− µ
1 + µ

pig(z, 0)
g(0, z′)

µ̃(z′)
. (3.113)

Las Ecs. (3.105), (3.109) y (3.113) establecen (3.104).

Para concluir esta sección, escribiremos de forma compacta las componentes de la GF

para un aislante topológico semi-infinito (con interfaz θ plana) en contacto con el vaćıo

(ver figura 3.1), y estudiaremos su consistencia con los casos ĺımite de interés. De acuerdo

a nuestros resultados, la matrix de GF reducida es de la forma

gµν =


g0

0 g0
1 g0

2 0

g1
0 g1

1 g1
2 g1

3

g2
0 g2

1 g2
2 g2

3

0 0 0 g3
3

 , (3.114)

donde sus componentes están dadas por

g0
0(z, z′) =

g(z, z′)

ε(z′)
+

1

ε(z′)

[
sgn(z′)(ε− 1)(

1

µ
+ 1) + θ̃2

]
p2g(0, 0)A(z, z′), (3.115)

gi0(z, z′) = iθ̃εi j30 pjA(z, z′), (3.116)

gij(z, z
′) = ηij

{
g(z, z′)

µ̃(z′)
+

1

µ̃(z′)

[
sgn(z′)(ε+ 1)(

1

µ
− 1) + θ̃2

]
p2g(0, 0)A(z, z′)

}
+

2θ̃2

1
µ

+ 1
pipjg(0, 0)A(z, z′), (3.117)

gi3(z, z′) = ηi3
g(z, z′)

µ̃(z′)
+ 2i

1− µ
1 + µ

pig(z, 0)
g(0, z′)

µ̃(z′)
, (3.118)

donde se definió

A(z, z′) = − 4g(z, 0)g(0, z′)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
. (3.119)

Las componentes g3
0, g3

1, g3
2 y g0

3 son iguales a cero. Esto podemos entenderlos de la

siguiente manera. De la solución general en términos de la GF reducida, observamos que
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la componente A3 puede escribirse como sigue

A3(x) =

∫ (
G3

0J
0 +G3

1J
1 +G3

2J
2 +G3

3J
3
)
d3x′. (3.120)

Sin embargo, de la ecuación de movimiento (3.11) observamos que A3 es generada úni-

camente por la componente J3 de la corriente. Esto implica que, en la Ec. (3.120),

G3
0 = G3

1 = G3
2 = 0. Un argumento similar es válido para concluir que g0

3 = 0. De

la Ec. (3.10) observamos que la ecuación diferencial para el potencial escalar se acopla so-

lamente con las componentes A1 y A2 del potencial vectorial, de manera que es razonable

pedir que G0
3 = 0.

Ahora estudiaremos la consistencia de nuestra solución con los resultados previamente

conocidos.

F θ = 0

En este caso, obtenemos la función de Green reducida de un medio material (con

interfaz plana) en contacto con el vaćıo. En este ĺımite, los efectos eléctrico y magnético

están desacoplados, de modo que la GF reducida puede escribirse por bloques:

gµν =

[
gE 0

0 g i
B j

]
, (3.121)

El primer bloque contiene únicamente la componente

gE =
g(z, z′)

ε(z′)
− ε− 1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|, (3.122)

que corresponde a la GF reducida para un dieléctrico plano con permitividad ε. Esta

expresión es que la deducimos el Apéndice D. El segundo bloque no es diagonal, dado

que en dicho ĺımite, la ecuación de Maxwell (3.14) mezcla las componentes del potencial

vectorial. Dicho bloque tiene la forma:

g i
B j =

 g1
1 0 g1

3

0 g2
2 g2

3

0 0 g3
3

 , (3.123)
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donde sus componentes están dadas por

g i
B j(z, z

′) = ηij
g(z, z′)

µ̃(z′)
− (ηij + ninj)

1− µ
1 + µ

sgn(z′)

µ̃(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|

+ 2i
1− µ
1 + µ

piη3
jg(z, 0)

g(0, z′)

µ̃(z′)
, (3.124)

donde ni = (0, 0, 1) es la normal a la interfaz, y pi = (0, px, py, 0) son las componentes del

momento paralelo a dicho plano.

F ε = µ = 1

En este caso, las componentes A1 y A2 del potencial vectorial se mezclan con el po-

tencial escalar A0, mientras que la ecuación para la componente A3 se desacopla. De esta

forma, las componentes de la GF reducida pueden escribise como sigue

gµν (z, z′) = ηµνg (z, z′)− 4θ̃

4 + θ̃2

{
θ̃g (0, 0)

[
pµpν +

(
ηµν + nµnν

)
p2
]

+ iεµ α3
ν pα

}
g (z, 0) g (0, z′) ,

(3.125)

con nµ = (0, 0, 0, 1). Como se esperaba, esta expresión coincide con la que se obtuvo en el

Caṕıtulo 1, en la Ec. (1.56), para un TI con las mismas propiedades ópticas que el vaćıo.

3.2. GF en la representación de coordenadas

Para escribir las componentes de la GF en la representación de coordendas, debemos

calcular la transformada de Fourier en el plano, como se definió en la Ec. (3.19), de

cada componente de la GF reducida. En este caso resulta una tarea sencilla, dado que

podemos usar los resultados del Apéndice A. A continuación escribimos las integrales más

importantes:

I0(x,x′) ≡ 4π

∫
d2p

(2π)2
eip·Rp2g(0, 0)g(z, 0)g(0, z′) =

1

4

1√
R2 + Z2

, (3.126)

U(x,x′) ≡ 4π

∫
d2p

(2π)2
eip·Rpg(z, 0)g(0, z′) =

i

2

R

R2

(
1− Z√

R2 + Z2

)
, (3.127)

V(x,x′) ≡ 4π

∫
d2p

(2π)2
eip·Rpg(0, 0)g(z, 0)g(0, z′) =

i

4

R

R2

(√
R2 + Z2 − Z

)
, (3.128)
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donde g(z, z′) = (1/2p)e−p|z−z
′|, Z = |z| + |z′|, y R = (x − x′, y − y′). Usando estos

resultados, la transformada de Fourier de la GF reducida nos da:

G0
0(x,x′) =

1

ε(z′)

1

|x− x′|
− 1

ε(z′)

sgn(z′)(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1√
R2 + Z2

, (3.129)

Gi
0(x,x′) = − iθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
εi j30 Ij(x,x

′), (3.130)

Gi
j(x,x

′) = ηij

[
1

µ̃(z′)

1

|x− x′|
− 1

µ̃(z′)

sgn(z′)(ε+ 1)( 1
µ
− 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1√
R2 + Z2

]

− i
1
µ

+ 1

θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
∂jK

i(x,x′), (3.131)

Gi
3(x,x′) =

[
ηi3

1

|x− x′|
+
i

2

1− µ
1 + µ

I i(x,x′)

]
. (3.132)

Los vectores I y K se definieron en las Ecs. (A.15) y (A.21), respectivamente. Éstos se

relacionan con los vectores U y V previamente definidos como sigue: U(x,x′) = 1
4
I(x,x′)

y V(x,x′) = 1
8
K(x,x′). Nótese que en el ĺımite θ = 0, las Ecs. (3.129)-(3.132) se reducen

correctamente a las obtenidas en la subsección 1.2.2, Ecs. (1.58)-(1.60), como se esperaba.

3.3. Aplicaciones

3.3.1. Carga puntual cerca de un TI plano

Como primer ejercicio consideremos una carga eléctrica puntual q localizada a una

distancia b > 0 del plano z = 0, es decir, se encuentra en la región de vaćıo, como se

muestra en la figura 3.2. La región z < 0 está llena de un TI con propiedadades ópticas

(ε, µ) y con TMEP θ. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que x′ = y′ = 0. Por

lo tanto, la densidad de corriente es jµ(x′) = qηµ0δ (x′) δ (y′) δ (z′ − b). De acuerdo a la Ec.

(3.15), la solución a este problema es

Aµ (x) = qGµ
0 (x, r) , (3.133)
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Figura 3.2: La figura ilustra una carga eléctrica q localizada a una distancia b de una interfaz

θ definida por el plano z = 0. La región z < 0 está llena de un TI con propiedadades ópticas

(ε, µ) y con TMEP θ 6= 0, mientras que la región z > 0 es el vaćıo. En la región z > 0 el campo

eléctrico es originado por la carga original q y por la carga imagen q′′, mientras que el campo

magnético es originado por el monopolo g′′. En la región z < 0 los campos eléctrico y magnético

son originados por la carga q′ y monopolo g′ imagen, respectivamente.

donde r = bêz. Primero estudiamos el campo eléctrico. De la Ec. (3.129), se observa que

la componente 00 de la GF, con z′ > 0, es

z > 0 : G0
0(x, r) =

1

|x− r|
−

(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1

|x + r|
, (3.134)

z < 0 : G0
0(x, r) =

2( 1
µ

+ 1)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1

|x− r|
. (3.135)

Para z > 0 la GF nos da el potencial electrostático A0 (x) = qG0
0 (x, r), que puede

interpretarse como el debido a un par de cargas puntuales, la primera de magnitud q en

r, y la otra, la carga imagen, de magnitud

q′′ = −q
(ε− 1)( 1

µ
+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
(3.136)

localizada en −r. Para z < 0 sólo aparece una carga imagen, de magnitud

q′ =
2q( 1

µ
+ 1)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
, (3.137)

localizada en r.
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Las componentes no cero del potencial vectorial son A1 (x) = qG1
0 (x, r) y A2 (x) =

qG2
0 (x, r); y las componentes requeridas de la matriz de GF son:

G1
0 (x, r) = +

2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

y

R2

{
1− z+b

|x+r| , z > 0

1 + z−b
|x−r| , z < 0

(3.138)

G2
0 (x, r) = − 2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

x

R2

{
1− z+b

|x+r| , z > 0

1 + z−b
|x−r| , z < 0

(3.139)

Es dif́ıcil interpretar las componentes del potencial vectorial directamente, sin embargo el

campo magnético B = ∇×A es iluminante. De hecho

z > 0 : B (x) = − 2qθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

x + r

|x + r|3
, (3.140)

z < 0 : B (x) = +
2qθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

x− r

|x− r|3
. (3.141)

Observamos que el campo magnético para z > 0 es debido a un monopolo magnético de

magnitud

g′′ = − 2qθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
(3.142)

localizado en −r. Para z < 0 tenemos un monopolo magnético de magnitud

g′ = +
2qθ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
(3.143)

localizado en r. Estos resultados coinciden con los reportados en la Ref. [74], en donde se

usó el método de imágenes.

Ahora estudiaremos la fuerza entre la carga eléctrica y el bloque de TI. Partimos de

la Ec. (1.86) para la enerǵıa de interacción, que en este caso nos da

Eint =
1

2

∫
d3x

∫
d3x′j0 (x) [G00 (x,x′)− η00G (x,x′)] j0 (x′) , (3.144)

donde G (x,x′) = 1/|x − x′| es la GF de vaćıo, y J0(x) = qδ(x)δ(y)δ(z − b). Usando la

componente 00 de la GF, dada en la Ec. (3.129), obtenemos

Eint = −q
2

4b

(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
. (3.145)
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Ésto implica que la fuerza sobre la carga, ejercida por el TI, es

F = −∂Eint
∂b

êz = − q2

(2b)2

(ε− 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
, (3.146)

que siempre es atractiva. Nótese que este resultado es consistente con la ley de Coulomb,

pues es la fuerza entre la carga q y la carga imagen q′′.

3.3.2. Hilo conductor infinito cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre infinito paralelo al eje x y que porta una corriente I

en la dirección +x, como se muestra en la figura 3.4. El alambre se localiza en el vaćıo

a una distancia b de un TI plano (cuya interfaz está definida por el plano z = 0) con

propiedades ópticas (ε, µ) y TMEP θ 6= 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal

que y′ = 0. De esta forma, la densidad de corrientes es jµ (x′) = Iηµ1δ (y′) δ (z′ − b).
La solución para este problema puede obtenerse siguiendo las mismas ĺıneas descritas

en las aplicaciones de la Sección 1.3. El cuadripotencial se expresa en términos de la GF

como:

Aµ(x) = I

∫ +∞

−∞
Gµ

1(x, r)dx′, (3.147)

donde x − r = (x − x′)êx + yêy + (|z| + b)êz. Primero estudiaremos el campo eléctrico.

De (3.147) se observa que el potencial escalar es A0(x) = I
∫ +∞
−∞ G0

1(x, r)dx′, donde la

componente 01 de la GF se lee de la Ec. (3.130). Ésta es

G0
1(x, r) = +

2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

y

R2

[
1− |z|+ b√

R2 + (|z|+ b)2

]
, (3.148)

Nótese que la Ec. (1.101) se obtiene a partir de (3.148) en el ĺımite ε = µ = 1. Sustituyendo

esta expresión en (3.147) obtenemos el potencial escalar, sin embargo, éste carece de una

intepretación inmediata. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = −∇A0(x) =

−I
∫ +∞
−∞ ∇G

0
1(x, r)dx′. El resultado es

E (x) = − 4θ̃I

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

[
|z|+ b

y2 + (|z|+ b)2 êy −
y sgn (z)

y2 + (|z|+ b)2 êz

]
, (3.149)

y admite una intepretación análoga a la de la Ec. (1.102). En la región z > 0, el campo

eléctrico puede interpretarse como el producido por una corriente magnética que fluye en

la dirección opuesta a la corriente del alamabre j′′ = −J ′′êx, localizada en z = −b, y de
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Figura 3.3: La figura ilustra un alambre infinito que porta una corriente I en la dirección +x

(saliendo de la página), localizado a una distancia b de una interfaz θ definida por el plano z = 0.

La región z < 0 está llena de un TI no trivial, con propiedades ópticas (ε, µ) y TMEP θ 6= 0,

mientras que la región z > 0 es el vaćıo. En la región z > 0 el campo eléctrico es originado por

una corriente magnética J ′′ que fluye en la dirección −x, mientras que el campo magnético es

originado por la corriente original I y una corriente eléctrica imagen I ′′ que fluye en la dirección

−x y se localiza en z = −b. En la región z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados

por las corrientes magnética J ′ y eléctrica I ′, respectivamente, ambas fluyendo en la dirección

+x.

magnitud

J ′′ =
2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
I. (3.150)

Para z < 0, el campo eléctrico es producido por una corriente magnética que fluye en la

misma dirección que la corriente eléctrica del alambre, j′ = J ′êx, localizada en z = b, y

de la misma magnitud, i.e. J ′ = J ′′.

De manera similar podemos calcular el campo magnético. Las componentes no-cero

del potencial vectorial son: A1 = I
∫ +∞
−∞ G1

1(x, r)dx′ y A2 = I
∫ +∞
−∞ G2

1(x, r)dx′, donde las

componentes requeridas de la GF son:

G1
1(x, r) =

1√
R2 + |z − b|2

−
(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1√
R2 + (|z|+ b)2

+
2

1
µ

+ 1

θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

∂

∂x

{
x− x′

R2

[√
R2 + (|z|+ b)2 − (|z|+ b)

]}
, (3.151)

G2
1(x, r) =

2
1
µ

+ 1

θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

∂

∂x

{ y

R2

[√
R2 + (|z|+ b)2 − (|z|+ b)

]}
, (3.152)

donde R2 = (x− x′)2 + y2. El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calcu-
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lamos directamente el campo magnético: B(x) = ∇×A = −∂zA2êx + ∂zA
1êy + (∂xA

2 −
∂yA

1)êz. El resultado es:

B (x) = I
−2(z − b)êy + 2yêz

y2 + (z − b)2 − I
(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

−2(|z|+ b)sgn(z)êy + 2yêz

y2 + (|z|+ b)2 .

(3.153)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por la corriente original (de

magnitud I, que fluye en la dirección +x y se localiza en z = b) , más una corriente

eléctrica imagen que fluye en la dirección opuesta a la corriente del alambre, J′′ = −I ′′êx,
localizada en z = −b, y de magnitud

I ′′ =
(ε+ 1)( 1

µ
− 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
I. (3.154)

Para z < 0, el campo magnético se debe a una única corriente eléctrica que fluye en la

misma dirección que la corriente del alambre, i.e. J′ = I ′êx, localizada en z = b, y de

magnitud

I ′ =
2(ε+ 1)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
I. (3.155)

Esta corriente se obtiene como resultado de la superposición de la corriente original, más

una corriente imagen localizada en el mismo punto y de magnitud −I ′′, i.e. I ′ = I − I ′′.
Se observa que, en el caso ĺımite ε = µ = 1, se recuperan correctamente los campos

eléctrico [Ec. (1.102)] y magnético [Ec. (1.104)] calculados en la Sección 1.3 para un hilo

conductor frente a una interfaz θ plana. Por otro lado, en el ĺımite θ = 0, se verifica que

E(x) = 0 (no hay TME), y las corrientes eléctricas imagen se reducen a

I ′ =
1− µ
1 + µ

I y I ′′ =
2µ

1 + µ
I, (3.156)

como se esperaba.

3.3.3. Hilo infinito cargado cerca de un TI plano

Ahora consideremos un alambre rectiĺıneo uniformemente cargado, con densidad de

carga λ, como se muestra en la figura 3.4. El alambre se localiza en el vaćıo, a una distancia

b de un TI plano (definido por el plano z = 0), paralelo al eje x, con propiedades ópticas

(ε, µ) y TMEP θ 6= 0. Por simplicidad elegimos las coordenadas tal que y′ = 0. De esta

forma, la densidad de corrientes es jµ (x′) = ληµ0δ (y′) δ (z′ − b).
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La solución para este problema puede obtenerse siguiendo las mismas ĺıneas descritas

en las aplicaciones de la Sección 1.3. El cuadripotencial se expresa en términos de la GF

como:

Aµ(x) = λ

∫ +∞

−∞
Gµ

0(x, r)dx′, (3.157)

donde r = x′êx+bêz. De (3.147) se observa que el potencial escalar esA0(x) = λ
∫ +∞
−∞ G0

0(x, r)dx′,

donde la componente 00 de la GF se lee de la Ec. (3.129). Ésta es

G0
0(x, r) =

1√
R2 + |z − b|2

−
(ε− 1)( 1

µ
+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

1√
R2 + (|z|+ b)2

, (3.158)

dondeR2 = (x−x′)2+y2. Calculamos el campo eléctrico directamente, E(x) = −∇A0(x) =

−λ
∫ +∞
−∞ ∇G

0
0(x, r)dx′. El resultado es

E (x) = λ
2yêy + 2(z − b)êz
y2 + (z − b)2

− λ
(ε− 1)( 1

µ
+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

2yêy + 2(|z|+ b)sgn(z)êz
y2 + (|z|+ b)2

. (3.159)

En la región z > 0, el campo eléctrico puede interpretarse como el producido por el hilo

infinito cargado original (paralelo al eje x con densidad de carga lineal λ), más un hilo

cargado imagen, localizado en z = −b, y con densidad de carga lineal

λ′′ = −
(ε− 1)( 1

µ
+ 1) + θ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
λ. (3.160)

Para z < 0, el campo eléctrico es producido por un hilo infinito, localizado en z = b, y

con densidad de carga lineal

λ′ =
2( 1

µ
+ 1)

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
λ. (3.161)

Esta densidad de carga se obtiene como resultado de la superposición del hilo cargado

original, más un hilo cargado imagen localizado en el mismo punto y de magnitud λ′′, i.e.

λ′ = λ+ λ′′.

Ahora estudiaremos el campo magnético. Las componentes no-cero del potencial vec-

torial son: A1 = λ
∫ +∞
−∞ G1

0(x, r)dx′ y A2 = λ
∫ +∞
−∞ G2

0(x, r)dx′, donde las componentes

requeridas de la GF son:

G1
0(x, r) =

2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

y

R2

(
1− |z|+ b√

R2 + (|z|+ b)2

)
, (3.162)
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Figura 3.4: La figura ilustra un hilo infinito con densidad de carga uniforme λ, localizado a

una distancia b de una interfaz θ definida por el plano z = 0. La región z < 0 está llena de un

TI no trivial, con propiedades ópticas (ε, µ) y TMEP θ 6= 0, mientras que la región z > 0 es el

vaćıo. En la región z > 0 el campo eléctrico es originado por el hilo infinito original, más un hilo

infinito imagen, con densidad de carga uniforme λ′′, localizado en z = −b. El campo magnético

es originado por un hilo infinito con densidad uniforme de carga magnética Λ′′ localizado en

el punto imagen. En la región z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por hilos

infinitos con densidades uniformes de carga eléctrica λ′ y magnética Λ′, respectivamente, ambas

localizadas en z = b.

G2
0(x, r) = − 2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

x− x′

R2

(
1− |z|+ b√

R2 + (|z|+ b)2

)
, (3.163)

donde R2 = (x− x′)2 + y2. El potencial vectorial no es iluminante, de manera que calcu-

lamos directamente el campo magnético: B(x) = ∇×A = −∂zA2êx + ∂zA
1êy + (∂xA

2 −
∂yA

1)êz. El resultado es:

B (x) = −λ 2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

2y sgn(z)êy + 2(|z|+ b)êz

y2 + (|z|+ b)2 . (3.164)

Para z > 0, el campo magnético corresponde al producido por un hilo infinito con densidad

uniforme de carga magnética

Λ′′ = − 2θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2
λ, (3.165)

localizado en z = −b. En la región z < 0, el campo magnético es producido por un hilo

infinito con densidad uniforme de carga magnética Λ′ = −Λ′′, localizado en z = b.

Se observa que, en el caso ĺımite ε = µ = 1, se recuperan correctamente los campos
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eléctrico [Ec. (1.106)] y magnético [Ec. (1.109)] calculados en la Sección 1.3 para un hilo

infinito uniformemente cargado frente a una interfaz θ plana. Por otro lado, en el ĺımite

θ = 0, se verifica que B(x) = 0 (no hay TME), y las densidades de carga imagen se

reducen a

λ′′ = −ε− 1

ε+ 1
λ , λ′ =

2

ε+ 1
λ (3.166)

como se esperaba.

3.4. Discusión

El efecto magnetoeléctrico es un fenómeno que consiste en la transmutación entre los

campos eléctrico y magnético. Fue predicho por primera vez por P. Curie [119], mientras

que el término “magnetoeléctrico”fue acuñado por P. Debye [120]. Éste puede ser lineal

o no lineal con respecto a los campos externos; y en general, depende de la temperatura.

El efecto magnetoeléctrico puede expresarse en la siguiente forma

Pi(H) =
∑
j

αij(T )Hj +
∑
j,k

βijk(T )HjHk + . . . (3.167)

Mi(E) =
∑
j

αij(T )Ej +
∑
j,k

γijk(T )EjEk + . . . (3.168)

donde P es la polarización eléctrica, M la magnetización; E y H son los campos eléctri-

co y magnético; y α y β son las susceptibilidades magnetoeléctricas, lineal y no lineal,

respectivamente. En 1959, I. Dzyaloshinskii usó argumentos de simetŕıa para derivar la

forma del acoplamiento magnetoeléctrico para el material Cr2O3 [121]. La confirmación

experimental vino pocos meses después [122, 123]. Otros materiales que exhiben el efecto

magnetoeléctrico son BiMnO3 y BiFeO3. Desafortunadamente, dicho efecto es muy pe-

queño para ser medible, dado que el término lineal está limitado por la relación αij ≤ εiiµjj

[124].

El reciente descubrimiento de los aislantes topológicos TR simétricos abre una ventana

de posibiliadades para estudiar el efecto magnetoeléctrico, que a diferencia del descrito

en el párrafo anterior, éste tiene un origen topológico. La respuesta electromagnética de

los TIs puede describirse por la acción de Maxwell (3.1) más un término θ adicional de

la forma θE · B, donde θ es la polarizabilidad topológica magnetoeléctrica. La simetŕıa

TR implica que θ está cuantizada en múltiplos impares de π: θ = (2n + 1)π, con n ∈ Z.

Por lo tanto, todos los TIs TR simétricos están descritos por θ = 0 o θ = π (módulo 2π).

Entre los efectos topológicos magnetoeléctricos que se han reportado destacan: monopolos

magnéticos inducidos debido a una carga eléctrica frente a la superficie de un TI (y vice-
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versa) [74] y la rotación de Faraday que surge cuando ondas electromagnéticas atraviesan

la superficie de un TI [78]. El TME no se ha observado experimentalmente. Una idea de

por qué esto es aśı se puede ganar comparando teoŕıa de Chern-Simons en (3 + 1)-D con

la análoga en (2+1)-D. En (2+1)-dimensiones, el término topológico de Chern-Simons es

el término que domina el comportamiento del sistema en el régimen de longitud de onda

grande, lo que lleva a la cuantización universal de la conductancia de Hall. Por otro lado,

en (3 + 1)-dimensiones el término topológico en la acción (6) y el término de Maxwell son

igualmente importantes en el ĺımite de longitud onda grande [70].

Hasta el momento, todos los TMEs fueron predichos resolviendo las ecuaciones de

Maxwell modificadas usando el método de imágenes, el cuál resulta de mucha utilidad

cuando las distribuciones de cargas y corrientes son simples, sin embargo, para distribu-

ciones complicadas este método se torna muy dif́ıcil. En este Caṕıtulo, se introdujo el

método de la función de Green para describir la respuesta electromagnética de TIs. Es

decir, presentamos la solución general de las ecuaciones de Maxwell modificadas para un

TI con superficie plana, para una distribución arbitraria de cargas y corrientes. De esta

forma, aunque las fuentes tengan una estructura matemática complicada, podremos co-

nocer su solución, ya sea anaĺıtica o numéricamente. Estos resultados abren una ventana

de posibilidades para proponer diferentes tipos de distribuciones de cargas y corrientes

que permitan amplificar el TME en la superficie de un TI. Como primer ejercicio, se re-

solvió el caso de una carga eléctrica puntual q a una distancia b de la superficie de un

TI plano y verificamos la consistencia con los resultados previamente reportados por Qi

y colaboradores [74]. En la región de vaćıo, el campo eléctrico es generado por dos car-

gas eléctricas, la carga original q y una carga imagen q′′ localizada en z = −b; mientras

que el campo magnético es generado por un monopolo magnético de magnitud g′′ en el

punto imagen. La aparición de monopolos magnéticos en esta solución parece violar la

ley de Maxwell ∇ ·B = 0, que permanece sin alteraciones en el caso de la electrodinámi-

ca de TIs. Sin embargo, recordando que (x± r) /|x ± r|3 ∼ ∇x(1/|x ± r|), obtenemos

∇ · B ∼ ∇2
x(1/|x ± r|) ∼ δ(x ± r) en una región donde x 6= ± r. F́ısicamente, el campo

magnético es inducido por la densidad de corriente en la superficie

J = θ̃δ (z) E× n = − 1

4π

2q( 1
µ

+ 1)θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

ρ

(ρ2 + b2)3/2
δ (z) ϕ̂, (3.169)

que circula alrededor del origen. Aqúı ρ =
√
x2 + y2 es la distancia radial y ϕ̂ es el

vector tangente unitario. Esta corriente es la corriente de Hall, que da origen a un cam-

po magnético que tiene la forma correcta del que se esperaŕıa debido a un monopolo

magnético.
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Como segundo ejemplo se consideró un hilo conductor infinito, cerca de un TI plano,

que porta una corriente I en la dirección +x. En la región de vaćıo, el campo magnético es

generado por la corriente original, más una corriente imagen I ′′ que fluye en la dirección

opuesta localizada en z = −b; mientras que el campo eléctrico es generado por una

corriente magnética J ′′ (compuesta por monopolos magnéticos) localizada en el punto

imagen. La aparición de una corriente de monopolos magnéticos en esta solución parece

violar la ley de Faraday estática ∇×E = 0, que permanece sin alteraciones en el caso de

la electrodinámica de TIs. Sin embargo, el campo eléctrico es inducido por la densidad de

carga en la superficie

ρ = θ̃δ (z) B · n = − 1

4π

2qθ̃2

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

b

(ρ2 + b2)3/2
δ (z) . (3.170)

Esta densidad de carga da origen a un campo eléctrico que tiene la forma del que se

esperaŕıa de una corriente de monopolos magnéticos, es decir, solución de la ecuación

∇× E = 4πj, donde j = −I ′′êx es la corriente magnética.

Como tercer ejemplo, estudiamos un hilo rectiĺıneo infinito (paralelo al eje x y locali-

zado a una distancia b de éste) con densidad de carga uniforme λ, cerca de la superficie

de un TI plano. En la región de vaćıo (z > 0), el campo eléctrico es generado por el hilo

original, más un hilo imagen con densidad de carga λ′′ localizado en z = −b; mientras que

el campo magnético es originado por un hilo con densidad uniforme de carga magnética

Λ′′ localizado en el punto imagen. La aparición de una densidad de cargas magnéticas

parece violar la ley de Maxwell ∇·B = 0, sin embargo, ésta se cumple en el bulto del TI y

en el vaćıo, i.e. ∇ ·B1 = 0 y ∇ ·B2 = 0, respectivamente. La condición de continuidad de

la componente normal del campo magnético en la interfaz garantiza que dicha ecuación

se satisface en todo el espacio, i.e. ∇·B = δ(z)(B2−B1) ·n = 0. Dicho campo magnético

es producido por la densidad de corriente en la superficie

J = θ̃δ (z) E× n =
1

4π

2λ( 1
µ

+ 1)θ̃

(ε+ 1)( 1
µ

+ 1) + θ̃2

2y

y2 + b2
δ (z) êx. (3.171)

El campo magnético que resulta de resolver la ley de Ampère estática (∇ × B = J)

con esta densidad de corriente, coincide con el que se obtendŕıa de resolver la ecuación

∇ ·B = 4πΛ′′, donde Λ′′ es la densidad de cargas magnéticas.

El análisis presentado en este Caṕıtulo puede extenderse para el caso de TIs con

superficies esférica y ciĺındrica, que son las geometŕıas de mayor interés experimental,

además del caso plano que se discutió.
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Gravedad θ

La gravedad de Chern-Simons es una extensión topológica muy interesante de la rela-

tividad general, donde la acción de Einstein-Hilbert se acopla al invariante de Pontryagin

gravitacional por medio de un campo escalar θ, que puede ser un campo dinámico o una

cantidad prescrita que es función del espacio-tiempo [81]. Entre las propiedades intere-

santes de la gravedad de Chern-Simons (de aqúı en adelante la llamaremos gravedad CS o

simplemente gCS) encontramos que proporciona un marco para la cancelación de la ano-

maĺıa gravitacional en teoŕıa de cuerdas a través del mecanismo de Green-Schwarz [15],

y que emerge naturalmente como un término de cancelación de anomaĺıas en gravedad

cuántica de lazos [16].

Las ecuaciones de campo modificadas, incluyen un término extra al que se conoce como

tensor de Cotton 4-dimensional, que depende de que depende de ∂µθ y ∂µ∂νθ; y sus solu-

ciones están confinadas a espacios con invariante de Pontryagin igual a cero, i.e. ∗RR = 0.

Sin embargo, esto no impide que los espacios-tiempo de Schwarzchild, Robertson-Walker y

Ondas Gravitacionales (OGs), sean soluciones de las ecuaciones modificadas con el campo

de acoplamiento θ = κt, donde κ ∈ R [82]. En un contexto interesante, la teoŕıa dinámi-

ca se usó para acotar las constantes de acoplamiento a partir de ondas gravitacionales

viniendo de agujeros negros binarios [83].

En este trabajo, consideramos una realización particular de la gCS en donde θ donde θ

no es un campo dinámico, sino que es constante por secciones, i.e. toma diferentes valores

constantes en diferentes regiones del espacio separadas por una interfaz común Σ, a la

que llamaremos interfaz θ. Nos referiremos a este modelo como gravedad θ o simplemente

Gθ. Nuestra motivación surge de la formulación análoga de la electrodinámica θ, que

es el modelo efectivo que describe el efecto topológico magnetoeléctrico de los aislantes

topológicos. Este modelo tiene una forma análoga a la electrodinámica axiónica que se

ha usado en el contexto de f́ısica de part́ıculas [26, 27], excepto que el campo θ, que es

95
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un campo dinámico en la teoŕıa axiónica, es constante a trozos en un aislante topológico.

Como se discutió en los caṕıtulos anteriores, un valor constante de θ no tiene efectos

electrodinámicos en el cuerpo de un TI, sin embargo, en una interfaz a través de la cuál

el valor de θ cambia en ∆θ, aparece la conductividad de Hall superficial σ
Σ

= ∆θe2/2πh.

Muchos otros efectos topológicos magnetoeléctricos ocurren en la interfaz de un TI, como

se discutió ampliamente en la sección de aplicaciones del caṕıtulo 1.

En el caso gravitacional, el comportamiento del campo θ (constante a trozos) induce

potenciales dicontinuidades en la métrica y sus derivadas a través de Σ, que es el lugar

donde la dinámica modificada afecta al campo gravitacional. Tales métricas pueden jugar

un papel importante en relatividad general; en particular, de acuerdo a la Ref. [125], es

posible interpretar métricas discontinuas como fluctuaciones cuánticas del campo gravita-

cional y por lo tanto, estas geometŕıas pueden ser relevantes en el problema de conciliar la

mecánica cuántica y la relatividad general en una teoŕıa unificada. Contrario al caso de la

electrodinámica θ, donde los aislantes topológicos han sido encontrados en el laboratorio,

la situación gravitacional que describimos en este trabajo es de naturaleza teórica por el

momento. Coleman utilizó una idea similar en Cosmoloǵıa, en donde estudió la evolución

de una burbuja de vaćıo en un fluido cosmológico que pertenece a un vaćıo diferente (los

vaćıos distintos se distinguen, por ejemplo, por el valor de la constante cosmológica) [84].

En nuestro caso, el vaćıo puede distinguirse por el valor de θ, como en el caso de los TIs.

El problema de discontinuidades métricas se ha discutido ampliamente en la literatura

[126–134] y surgen en situaciones f́ısicas como ĺıneas de fuentes, ondas de choque y capas

delgadas de materia, por ejemplo. Métricas discontinuas también aparecen en las llamadas

ondas gravitacionales refractivas, que introdujo Barret [125] como una generalización de

las ondas gravitacionales impulsivas de Penrose [135]. Éstas permiten la existencia de

discontinuidades métricas finitas en las fronteras de subvariedades en el espacio-tiempo,

siempre que la condición de coincidencia de áreas se satisfaga. Este requerimento es una

extensión de las condiciones de juntura estándar en relatividad general, y permite que la

métrica inducida en una hipersuperficie nula N sea discontinua, pero de tal manera que

la medición del área de cualquier 2-superficie tipo espacio en N dé un único resultado,

independientemente de tal discontinuidad. La condición de coincidencia de áreas también

surge en soluciones particulares en el cálculo de Regge [136] y también en el modelo de

Barrett-Crane [137, 138].

En este trabajo estudiamos la propagación de OGs en Gθ linealizada, a través de una

hipersuperficie Σ, que elegimos como el plano z = 0. Demostramos que las soluciones más

generales de la ecuación de ondas modificada proporciona una métrica que es discontinua

en Σ, i.e. gµν(0
+) 6= gµν(0

−), que sin embargo satisface la condición de coincidencia de
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áreas medidas en Σ a un tiempo dado. La notación es la estándar, 0+ y 0− denotan el

ĺımite cuando uno se aproxima a Σ desde z > 0 y z < 0, respectivamente.

Este caṕıtulo está organizado como sigue. En la sección 4.1 revisamos brevemente

la fomulación de la gravedad de Chern-Simons, siguiendo de cerca las Refs. [81, 82].

En la sección 4.2 introducimos el caso particular de la gravedad de Chern-Simons que

vamos a estudiar, la Gθ, que se trata de la gCS definida en una variedad R × U donde

se introduce una hipersuperficie adicional Σ, tal que el campo escalar θ toma valores

constantes (pero diferentes) en cada región del espacio, implicando aśı contribuciones

distribucionales del tipo δ(Σ) y δ′(Σ) en las ecuaciones de campo modificadas. La sección

4.3 la dedicamos a analizar la propagación de OGs a través de la interfaz θ. Resolvemos

el problema de encontrar las condiciones de frontera inducidas por las contribuciones

distribucionales a la ecuación de ondas en Σ, demostrando que el operador adicional es

una extensión autoadjunta del operador −d2/dz2, para el que las condiciones de frontera

ya se determinaron previamente en la literatura. De esta manera, nuestros resultados

son independientes de cualquier modelo de las distribuciones δ y δ′. En la sección 4.5

discutimos cómo emerge la condición de coincidencia de áreas en Gθ linealizada. Un

resumen final de los resultados comprende la última sección 4.6. Los detalles de algunos

cálculos se presentan en los Apéndices. Nuestras convenciones son las de la Ref. [139].

Usamos la signatura (−,+,+,+), el tensor de Riemann es Rµ
ναβ = ∂αΓµνβ + ΓµσαΓσνβ −

(α↔ β), el tensor de Ricci esta dado por Rµν = Rα
µαν y R = Rµ

µ es el escalar de Ricci.

El śımbolo de Levi-Civita es εµναβ.

4.1. Gravedad de Chern-Simons

Consideremos el espacio-tiempo (M, g), donde M es una variedad 4-dimensional y g

una métrica en M. En analoǵıa con el electromagnetismo, la acción para la gravedad de

Chern-Simons puede escribirse como

S = SEH + SCS + Smat =
1

2κ

∫
V
d4x

(√
−gR +

θ

4
P
)

+ Smat (gµν , ψ) , (4.1)

donde κ = 8πG, V es un 4-volúmen en M con frontera ∂V , g es el determinante de

la métrica espacio-temporal gµν , θ es el campo escalar de CS, y Smat es la acción de

materia que no depende de θ. El campo ψ denota colectivamente los campos de materia

no gravitacionales. La cantidad P en la acción es el invariante de Pontryagin definido por

P = ∗Rσ µν
τ Rτ

σµν , (4.2)
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donde ∗Rσ µν
τ = 1

2
εµναβRσ

ταβ es el tensor de Riemann dual. Formalmente, si θ = const.

en todos los puntos del espacio-tiempo, la gravedad de CS se reduce idénticamente a la

relatividad general. Esto es porque el término de Pontryagin [Ec. (4.2)] puede expresarse

como la divergencia covariante

P = 2∇µK
µ (4.3)

de la corriente topológica de Chern-Simons

Kµ = εµναβΓλνσ

(
∂αΓσβλ +

2

3
ΓσαξΓ

ξ
βλ

)
, (4.4)

donde Γ es la conexión de Christoffel. De esta manera, el término de CS se convierte

en un término topológico que no contribuye a las ecuaciones de movimiento dado que

su variación es un término de borde que puede anularse bajo las condiciones de borde

usuales. Las ecuaciones de campo modificadas se obtienen variando la acción [Ec. (4.1)]

respecto de la métrica gµν . Encontramos

δS = − 1

2κ

∫
V
d4x
√
−g (Gµν + Cµν − κT µν) δgµν + δSBT , (4.5)

donde Gµν = Rµν − 1
2
gµνR es el tensor de Einstein, y T µν es el tensor de enerǵıa-impulso

de materia definido a través de δSmat = 1
2

∫
d4x
√
−gT µνδgµν . El tensor simétrico y sin

traza de segundo rango Cµν esta dado por

Cµν = − 1

2
√
−g
[
υλε

λµαβ∇αR
ν
β + υλσ

∗Rσµλν + (µ↔ ν)
]
. (4.6)

Este tensor es la generalización 4-dimensional del tensor de Cotton-York 3-dimensional,

de manera que lo llamaremos tensor de Cotton 4-dimensional. Aqúı

υλ = ∇λθ, (4.7)

se conoce como coordenada de encajamiento y υλσ = ∇συλ es su derivada covariante. El

último término en la Ec. (4.5), δSBT , contiene los términos de supeficie que surgen de

integraciones por parte repetidas. Este aspecto se discutirá más adelante. A continuación

derivamos la fórmula (4.6) variando el término SCS de la acción (4.1). Fijamos la variación

con la condición δgµν
∣∣
∂V = 0. Esto implica que hab, la métrica inducida en ∂V , se mantiene

fija durante las variaciones. Usando la identidad de Palatini

δRα
βµν = ∇µδΓ

α
βν −∇νδΓ

α
βµ, (4.8)
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la variación del término de Chern-Simons en la acción es

δSCS =
1

2κ

∫
V
d4x

θ

8
εµναβ

(
Rσ

ταβδR
τ
σµν +Rτ

σµνδR
σ
ταβ

)
=

1

2κ

∫
V
d4x

θ

4
εµναβ

(
Rσ

ταβ∇µδΓ
τ
σν +Rτ

σµν∇αδΓ
σ
τβ

)
=

1

2κ

∫
V
d4xθ∗Rσ µν

τ ∇µδΓ
τ
σν . (4.9)

Después de integrar por partes nos queda

δSCS =
1

2κ

∫
V
d4x [−υµ∗Rσ µν

τ δΓτσν +∇µ (θ∗Rσ µν
τ δΓτσν)] , (4.10)

donde υµ está dada en la Ec. (4.7). La variación de la conexión surge de la variación del

tensor métrico de acuerdo con la relación

δΓαβν =
1

2
gαξ (∇βδgξν +∇νδgξβ −∇ξδgβν) . (4.11)

De esta manera, la Ec. (4.10) se convierte en

δSCS =
1

2κ

∫
V
d4x

[
−υλ∗Rσµλν∇σδgµν +∇µ (θ∗Rσ µν

τ δΓτσν)
]
. (4.12)

Ahora podemos integrar por partes de nuevo para obtener

δSCS =
1

2κ

∫
V
d4x

[
∇σ

(
υλ
∗Rσµλν

)
δgµν +∇µ

(
θ∗Rσ µν

τ δΓτσν − υλ ∗Rµσλνδgσν
)]
. (4.13)

Nótese que el último término no contribuye a la integral de superficie porque δgµν es

cero en ∂V . Por otro lado, la derivada covariante que aparece en el primer término puede

escribirse como sigue

∇σ

(
υλ
∗Rσµλν

)
=

1

2
υλε

λναβ∇σR
σµ
αβ + υλσ

∗Rσµλν , (4.14)

donde υλσ = ∇συλ = ∇σ∇λθ es la derivada covariante de la coordenada de encajamiento.

Usando la identidad de Bianchi ∇σR
σµ
αβ = ∇αR

µ
β − ∇βR

µ
α en la Ec. (4.14) y sustitu-

yendo el resultado en la Ec. (4.13) encontramos

δSCS = − 1

2κ

∫
V
d4x
√
−gCµνδgµν +

1

2κ

∫
V
d4x∇µ (θ∗Rσ µν

τ δΓτσν) , (4.15)

donde Cµν es el tensor de Cotton 4-dimensional definido en la Ec. (4.6).
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El último término de la Ec. (4.15) representa un término de superficie que surge de las

integraciones por partes repetidas, y está contenido en δSBT de la Ec. (4.5). Tal término

puede jugar un papel muy interesante para la termodinámica de agujeros negros. Para los

propósitos de este trabajo, no consideramos dicho término.

Como es usual, pidiendo que el primer término en la Ec. (4.5) sea cero para una

variación arbitraria δgµν obtenemos las ecuaciones de campo

Gµν + Cµν = κT µν . (4.16)

Es necesario considerar la condición de consistencia que se sigue de tomar la derivada

covariante de la Ec. (4.16). La identidad de Bianchi implica que ∇µG
µν = 0, mientras

que la dinámica invariante bajo difeomorfismos para los grados de libertad de materia

implican que el tensor de enerǵıa-impulso T µν satisface de la misma forma ∇µT
µν = 0.

De esta manera, la anulación de ∇µC
µν es una condición de consistencia de las ecuaciones

de campo modificadas, sin embargo Cµν no esta covariantemente conservado. De hecho

se obtiene que

∇µC
µν =

∂νθ

2
√
−g
P , (4.17)

y por lo tanto la condición de consistencia de la Ec. (4.16) demanda que P = 0, a menos

que ∂νθ = 0. Esta condición, a la que se le conoce como condición de Pontryagin, restringe

severamente las soluciones a las ecuaciones de campo modificadas.

Podemos derivar la Ec. (4.17) evaluando expĺıcitamente la divergencia covariante (que

involucra sólo las identidades de Bianchi) del tensor de Cotton 4-dimensional. Otra ruta

para obtener tal fórmula, que es la que presentamos aqúı, es examinando la respuesta del

término de Chern-Simons ante cambios en las coordenadas, teniendo en mente que θ es

una cantidad externa prescrita. Para una transformación infinitesimal de las coordenadas

δxµ = −ξµ(x) (4.18)

tenemos

δgµν = ∇µξν +∇νξµ, (4.19)

y la acción de Einstein-Hilbert es, por supuesto, invariante. Para evaluar las propiedades

de la variación del término topológico procedemos como sigue. Dado que P es una densidad

coordenada, se transforma como δP = ∂µ(ξµP); y θ, siendo un parámetro externo, no se

transforma. Entonces

δSCS =
1

2κ

∫
V
d4xθ∂µ(ξµP) = − 1

2κ

∫
V
d4xυµξ

µP . (4.20)
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Alternativamente, podemos calcular la variación de SCS variando gµν . Usando las Ecs.

(4.5) y (4.19) se sigue que

δSCS =
1

κ

∫
V
d4x
√
−gCµν∇µξν = −1

κ

∫
V
d4x
√
−gξν∇µC

µν . (4.21)

Igualando ambas expresiones para δSCS establecemos la Ec. (4.17), y también demostra-

mos que P es una medida de la ruptura de la invariancia ante difeomorfismos cuando ∂νθ

no es cero. Por otro lado, si consideramos θ como un campo dinámico (y no una cantidad

externa prescrita), se transforma como un escalar, δθ = ξµ∂µθ, y entonces la Ec. (4.20)

adquiere la contribución adicional

1

2κ

∫
V
d4xPδθ =

1

2κ

∫
V
υµξ

µP (4.22)

que cancela la variación total δSCS en la Ec. (4.20), demostrando aśı que la extensión

topológica con θ dinámico es invariante ante difeomorfismos. Sin embargo, las ecuaciones

de movimiento que surgen de las variaciones de gµν permanecen iguales a las de la Ec.

(4.16), mientras que la variación del campo dinámico θ requiere que P se anule. De esta

forma, las ecuaciones de la teoŕıa dinámica invariante bajos difeomorfismos, coincide con

las ecuaciones de la teoŕıa no invariante, donde θ es una cantidad externa prescrita.

Una diferencia importante entre las ecuaciones de campo modificadas [Ec. (4.16)] y las

ecuaciones de Einstein estándar, es la aparición de primeras derivadas del tensor de Ricci,

o equivalentemente, de terceras derivadas de la métrica en las ecuaciones de movimiento.

La aparición de estas derivadas de orden superior tiene importantes repercusiones en los

problemas de fronteras. Sabemos que la acción de Einstein-Hilbert no admite un problema

de valores de frontera tipo Dirichlet, a menos que se incluya el término de borde de

Gibbons-Hawking-York (GHY) [140, 141],

SGHY =
1

κ

∮
∂V
d3x
√
hK, (4.23)

donde h es el determinante de la métrica inducida hµν sobre ∂V , Kµν = hµαh
ν
β∇αnβ es

la curvatura extŕınseca, K = Kµ
µ su traza, y nβ es la normal unitaria saliente a ∂V . La

variación del término GHY cancela los términos de borde que surgen cuando obtenemos las

ecuaciones de movimineto, haciendo que la acción de Einstein-Hilbert sea verdaderamente

estacionaria.

El análogo al término de borde GHY para el término de Chern-Simons se deriva en

la Ref. [142], de tal forma que la acción total [Eq. (4.1)] tenga un problema de valores de

frontera tipo Dirichlet bien formulado. La variación del término de Chern-Simons, dada
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Figura 4.1: Región sobre la que definimos la gravedad θ.

en la Ec. (4.15), contiene un término de borde que surge de integraciones por partes

repetidas. Como se demuestra en la Ref. [142], la variación del término de borde,

SbCS =
1

2κ

∮
∂V
d3x
√
hθnµε̃

µναβK λ
ν ∇αKβλ (4.24)

cancela correctamente a dicho término. De esta manera, la gravedad de Chern-Simons

no dinámica, admite un problema de valores de frontera tipo Dirichlet bien establecido

cuando la acción [Ec. (4.1)] se suplementa con los términos de borde GHY y bCS.

4.2. Gravedad θ

En esta sección definimos la gravedad θ o Gθ, que es un caso particular de la gravedad

de Chern-Simons, y es la teoŕıa que discutiremos en este trabajo. Partimos de la acción

(4.1) y consideramos un campo gravitacional en un espacio-tiempo (3 + 1)-dimensional

M = U × R, donde U es una variedad 3-dimensional, y R es el eje temporal. El espacio

U se divide en dos regiones, U1 y U2, y suponemos que la región U1 se caracteriza por

un valor constante θ = θ1, mientras que la región U2 tiene un valor constante diferente

θ = θ2. Las variedades U1 y U2 se intersectan a lo largo de una interfaz 2-dimensional

común Σ, tal que U = U1 ∪U2 y Σ = U1 ∩U2, como se muestra en la Fig. 4.1. En analoǵıa

con el caso electromagnético de los caṕıtulos anteriores, a la superficie Σ la llamaremos

interfaz θ. Esta situación se expresa en la función caracteŕıstica

θ (x) =

{
θ1 , x ∈ U1

θ2 , x ∈ U2

. (4.25)

Este es el escenario más simple en que θ no es un campo dinámico, pero toma valores

constantes diferentes en dominios diferentes, es decir, tiene un salto finito a través de
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la interfaz entre las dos regiones. En este esquema, el término θ en la acción no es un

invariante topológico global puesto que está definido en una variedad con la interfaz

Σ. Dentro de cada región U1 y U2 tenemos las ecuaciones de Einstein estándar, pero la

discontinuidad en la superficie Σ introduce contribuciones distribucionales a las ecuaciones

de movimiento que vienen del campo gravitacional mismo.

Usando la Ec. (4.25) junto con la definición de la Ec. (4.7) encontramos que la coor-

denada de encajamiento y su primera derivada son

υµ = θ̃δ (Σ)nµ , υµν = θ̃ [nµ∂νδ (Σ) + δ (Σ)∇νnµ] , (4.26)

donde nµ es la normal unitaria a la superficie Σ, que elegimos como saliente respecto de

U1, y θ̃ = θ1 − θ2. De acuerdo a los resultados previos, el tensor de Cotton [Ec. (4.6)]

puede escribirse en coordendas adaptadas a la superficie como

Cµν = − θ̃

2
√
−g
{
δ (Σ)

[
εnµαβ∇αR

ν
β − Γnnσ

∗Rσµnν
]

+ δ′ (Σ) ∗Rnµnν + (µ↔ ν)
}
, (4.27)

donde la prima denota derivada respecto de la coordenada normal a Σ y el ı́ndice n se

refiere a la dirección normal a Σ. La derivada de la distribución delta es consecuencia de

las terceras derivadas del tensor métrico que aparecen en las ecuaciones de movimiento. La

presencia de la función delta de Dirac y su derivada en la Ec. (4.27) implican que el tensor

de Cotton está definido sólo en la superficie Σ y se anula en los cuerpos. Una consecuencia

inmediata es que la constricción de Pontryagin [Ec. (4.17)] se satisface en los cuerpos. Sin

embargo, debemos mirar cuidadosamente lo que sucede en la interfaz Σ para establecer la

consistencia de la teoŕıa. En realidad, las ecuaciones de campo de Einstein se valen en los

cuerpos (U1 y U2), pero la interfaz θ modifica el comportamiento del campo gravitacional

en Σ, actuando como una fuente de materia que depende del campo gravitacional mismo.

Esta situación lleva de forma inevitable a la presencia de discontinuidades distribucionales

en las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de campo modificadas [Ec. (4.16)], con el tensor de Cotton dado por la

Ec. (4.27) junto con el hecho de que el tensor de Einstein contiene a lo más derivadas de

segundo órden de la métrica, implican que (al menos algunas componentes) de la métrica

y su primera derivada son discontinuas en Σ. Por lo tanto, la novedad aqúı es que el

término adicional de Chern-Simons en la acción [Ec. (4.1)] proporciona un mecanismo

natural que lleva a discontinuidades métricas en relatividad general, donde las ecuaciones

de campo dictan las condiciones de juntura para la métrica en la superficie. Como primer

paso en esta dirección, en este trabajo analizamos la aproximación lineal de las ecuaciones

de movimiento, que se espera tenga un comportamiento similar al de la EDθ [97, 98].
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4.3. Ondas gravitacionales propagándose a través de

la interfaz θ

El problema de la generación de ondas gravitacionales (OGs) en la gravedad de Chern-

Simons con una coordenda de encajamiento no dinámica de tipo tiempo υµ se estudió

primero en la Ref. [81]. En un esquema más interesante, los autores en la Ref. [83] estudian

el problema de la generación de OGs en la gravedad CS dinámica. En esta sección nos

concentramos en analizar la propagación de OGs a través de la interfaz θ, pero no ponemos

atención en su generación.

4.3.1. Gravedad θ a orden lineal

El punto de partida de esta sección son las ecuaciones de movimiento [Ec. (4.16)] en

ausencia de materia

Gµν + Cµν = 0. (4.28)

Ahora consideramos la versión linealizada de la ecuación anterior que surge de la expansión

gµν = ηµν + εhµν de la métrica gµν alrededor de la métrica de Minkowsky ηµν a primer

orden en ε, que es un parámetro asociado con lo pequeño de la perturbación métrica hµν

relativo a la métrica de fondo.

Las ecuaciones de campo modificadas, a orden lineal en ε, se obtienen fácilmente y son

consistentes con las encontradas en la Ref. [81]. En coordenadas adaptadas a la superficie,

la Ec. (4.28) nos da

∂µ∂αhνα + ∂ν∂αhµα − ∂2hµν − ∂µ∂νhαα + ηµν
(
∂2hαα − ∂α∂βhαβ

)
=
θ̃

2
εnαβµ ×[

δ (Σ) ∂α
(
∂ν∂ρhρβ − ∂2hνβ

)
+ δ′ (Σ) ∂α

(
∂νhnβ − ∂nhνβ

) ]
+ (µ↔ ν) , (4.29)

donde ∂2 = ηµν∂µ∂ν = ∇2−∂2
t es el operador de D’Alambert. La condición de consistencia

que requiere que la Ec. (4.29) tenga divergencia cero se demuestra a continuación. El lado

izquierdo de la Ec. (4.29), siendo el tensor de Einstein linealizado, claramente satisface

dicha condición. Para proceder separamos la contribución Dµν del lado derecho de la Ec.

(4.29) como sigue

Dµν
1 =

θ̃

2

[
ε3αβµδ (z) ∂α

(
∂ν∂ρhρβ − ∂2hνβ

)
+ ε3αβνδ (z) ∂α

(
∂µ∂ρhρβ − ∂2hµβ

)]
, (4.30)

Dµν
2 =

θ̃

2
δ′ (z)

[
ε3αβµ∂α

(
∂νh3

β − ∂3hνβ
)

+ ε3αβν∂α
(
∂µh3

β − ∂3hµβ
)]
, (4.31)
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tal que Dµν = Dµν
1 +Dµν

2 . Aqúı tomamos δ (Σ) = δ (z) lo que implica que la dirección 3 es

la componente normal a la interfaz θ. Tomando la divergencia de la Ec. (4.30) obtenemos

∂µD
µν
1 =

θ̃

2

{
ε3αβµ∂µ

[
δ (z) ∂α

(
∂ν∂ρhρβ − ∂2hνβ

)]
+ ε3αβν∂µ

[
δ (z) ∂α

(
∂µ∂ρhρβ − ∂2hµβ

)]}
.

(4.32)

El primer término del lado derecho de la Ec. (4.32) es idénticamente cero porque la

derivada parcial ∂µ no puede ser ∂3, y como tal, pasa a través de δ (z), implicando una

contribución de la forma ε3αβµ∂µ∂α = 0. Nos quedamos con la contribución del segundo

término, donde aplicando la derivada ∂µ al producto indicado obtenemos

∂µD
µν
1 =

θ̃

2
ε3αβν

{
[∂µδ (z)] ∂α

(
∂µ∂ρhρβ − ∂2hµβ

)
+ δ (z) ∂α∂µ

(
∂µ∂ρhρβ − ∂2hµβ

)}
.

(4.33)

El último término del lado derecho de la Ec. (4.33) es idénticamente cero debido a la

acción de ∂µ, i.e.

∂µ
(
∂µ∂ρhρβ − ∂2hµβ

)
= ∂2∂ρhρβ − ∂2∂µh

µ
β = 0. (4.34)

Finalmente, usando la relación ∂µδ (z) = δ′ (z) δ3
µ obtenemos

∂µD
µν
1 =

θ̃

2
ε3αβνδ′ (z) ∂α

(
∂3∂ρhρβ − ∂2h3

β

)
. (4.35)

Ahora vamos a considerar la divergencia de la segunda contribución Dµν
2 , i.e.

∂µD
µν
2 =

∆θ

2
∂µ
{
δ′ (z)

[
ε3αβµ∂α

(
∂νh3

β − ∂3hνβ
)

+ ε3αβν∂α
(
∂µh3

β − ∂3hµβ
)]}

. (4.36)

En este caso, la contribución a la divergencia de µ = 3 es cero por simetŕıa, de tal manera

que ∂µ de nuevo pasa a través de δ′ (z), resultando

∂µD
µν
2 =

θ̃

2
δ′ (z)

[
ε3αβµ∂µ∂α

(
∂νh3

β − ∂3hνβ
)

+ ε3αβν∂µ∂α
(
∂µh3

β − ∂3hµβ
)]
. (4.37)

El primer término en el lado derecho de la Ec. (4.37) es cero, y el segundo término se

reduce a

∂µD
µν
2 =

θ̃

2
ε3αβνδ′ (z) ∂α

(
∂2h3

β − ∂3∂ρhρβ
)
. (4.38)

Recordando la expresión (4.35) para ∂µD
µν
1 y sumando las dos contribuciones completamos

la prueba de que la Ec. (4.29) tiene divergencia cero.
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Ahora simplificamos las ecuaciones de campo usando la libertad de norma de la apro-

ximación lineal. De aqúı en adelante trabajamos en la norma transversa-sin traza (TT),

definida por

∂µhµν = 0 , hµµ = 0 , Uµhµν = 0 , (4.39)

donde Uµ es cualquier cuadrivector constante tipo tiempo. Aqúı tomamos ventaja de

que las ecuaciones de Einstein estándar se satisfacen en los cuerpos U1 \ Σ y U2 \ Σ, en

donde podemos fijar la norma TT en estas regiones de acuerdo a los pasos estándares

[139]. Ocurre una simplificación importante si elegimos al vector tipo tiempo Uµ igual

para ambas regiones. Como demostraremos a continuación, podemos hacer h3µ = 0 con

la elección apropiada del cuadrivector Uµ. Sea nµ = (0, 0, 0, 1) la normal adaptada a la

superficie Σ y consideremos una onda plana monocromática que incide en la interfaz θ

desde la izquierda, a un ángulo α con respecto a la normal Σ, con cuadrimomento dado

por kµ = ω (1, sinα, 0, cosα) = ωk̂µ. Tomando Uµ = k̂µ− cosαnµ = (1, sinα, 0, 0), tal que

UµUµ = − cos2 α < 0, las condiciones de la norma TT implican que nµhµν = h3ν = 0, como

se anticipó. Bajo estas elecciones, las ecuaciones de campo modificadas (4.29) adoptan la

forma simple

∂2hµν =
θ̃

2
εnαβµ

[
δ (Σ) ∂2 + δ′ (Σ) ∂n

]
∂αh

ν
β + (µ↔ ν) . (4.40)

Claramente la traza y las componentes µn de la expresión tensorial anterior son cero.

También la condición de Lorentz ∂2∂µh
µν = 0 se satisface del lado derecho y se sigue

directamente de la condición de consistencia para la Ec. (4.40), que verificamos en el

Apéndice E.

4.3.2. Condiciones de frontera inducidas por la interfaz θ

Para estudiar los efectos de la interfaz θ, suponemos que la superficie Σ en z = 0 divide

al espacio U en dos regiones U1 y U2, como se muestra en la Fig. (4.1). Para empezar,

consideremos ondas planas monocromáticas θ, a un ángulo α con respecto a la normal a

Σ, con 4-momento dado por kµ = ω (1, sinα, 0, cosα) = ωk̂µ. En la norma TT, el tensor

métrico hµν tiene la forma

hµν (t, x, z) = ẽ(+)
µν h+ (t, x, z) + ẽ(×)

µν h× (t, x, z) . (4.41)
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Aqúı h+ y h× son las amplitudes de las dos componentes independientes de la onda y

ẽ(+)
µν =


sin2 α − sinα 0 0

− sinα 1 0 0

0 0 − cos2 α 0

0 0 0 0

 , ẽ(×)
µν =


0 0 − sinα 0

0 0 1 0

− sinα 1 0 0

0 0 0 0

 ,

(4.42)

son los tensores de polarización correspondientes. La norma elegida nos da una identidad

cuando proyectamos la Ec. (4.40) a lo largo de nµ. La Ec. (4.40) acopla los modos de

polarización + y ×, que pueden desacoplarse introduciendo los modos de polarización

circulares

hR/L = cosαh+ ± ih×, (4.43)

dándonos

∂2hR/L = ∓iθ̃ cosαO (∂t, ∂x, ∂z)hR/L, (4.44)

donde

O (∂t, ∂x, ∂z) = i
[
δ (z) ∂2 + δ′ (z) ∂z

]
∂t (4.45)

y ∂2 = ∂2
x + ∂2

z − ∂2
t . Por simplicidad se suprimió la dependencia en t, x, z de hR/L. El

operador O introduce discontinuidades en z = 0 a través de las interacciones puntuales δ

y δ′, que sugieren tomar el ansatz

hR/L = h
(1)
R/LH (−z) + h

(2)
R/LH (z) , (4.46)

donde las perturbaciones métricas en cada región son

h
(1)
R/L = eikµx

µ

+RR/Le
ik̃µxµ , h

(2)
R/L = TR/Leikµx

µ

, (4.47)

respectivamente. El vector k̃µ = ω(1, sinα, 0,− cosα) es el cuadrimomento de la onda

reflejada y RR/L y TR/L son las amplitudes de reflexión y transmisión correspondientes.

Nótese que las condiciones ẽ
(+,×)
3ν = 0 son cruciales para garantizar la condición de Lorentz

∂µhµν = 0 en la forma kµẽ
(+,×)
µν = 0 y k̃µẽ

(+,×)
µν = 0. La dependencia (x, t) de todas las ondas

es exp[iω(x sinα− t)], lo que permite hacer los reemplazos* ∂t → −iω y ∂x → +iω sinα.

De esta manera, la Ec. (4.44) se reduce a(
− d2

dz2
∓ ωθ̃ cosα

d

dz
δ (z)

d

dz
∓ ω3θ̃ cos3 αδ (z)− ω2 cos2 α

)
hR/L = 0. (4.48)
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Enfatizamos que en nuestra notación, d
dz
δ (z) d

dz
= δ (z) d2

dz2 +δ′ (z) d
dz

, en lugar de d
dz
δ (z) d

dz
=

δ′ (z) d
dz

, como se considera en la Ref. [143]. Nuestro siguiente problema consiste en es-

tablecer las condiciones de frontera correctas que se deriven de la Ec. (4.48) con el fin

de calcular las amplitudes de reflexión y transmisión. Esta situación se asemeja al ca-

so de las interacciones puntuales en mecánica cuántica no relativista, que usalmente se

describen por los llamados pseudo-potenciales de Fermi. Las interacciones puntuales se

modelan por una interacción localizada de rango cero definida en un punto del espacio.

Una de estas interacciones es el pseudo-potencial familiar δ (z), que está bien entendido

y que tiene soluciones bien conocidas. Este tipo de interacciones pueden describise de

forma alternativa por el sistema libre en los reales quitando el punto singular, i.e. de-

finida en la región R \ {0}, en donde la interacción queda codificada en las condiciones

de frontera en el punto singular. Para el caso especial de la interacción δ, la ecuación

de Schrödinger puede integrarse dos veces para obtener las condiciones de frontera en

z = 0, que demandan la: (i) continuidad de la función de onda y (ii) discontinuidad de su

primera derivada, consistentemente determinada por la integración correspondiente. Sin

embargo, hay intentos por considerar interacciones más generales, todos ellos plagados

con dificultades asociadas a la definición del término de interacción. Por ejemplo, hay

controversia en cuanto al significado del pseudo-potencial δ′ (z), en vista de que diferentes

modelos de δ(z) producen diferentes coeficientes de reflexión y transmisión [144–148]. El

origen de estas dificultales radica en el hecho de que las interacciones puntuales no son

descritas por funciones ordinarias sino por distribuciones. Un enfoque matemáticamente

riguroso para lidiar con interacciones puntuales generalizadas en mecánica cuántica no

relativista, se debe a Kurasov y colaboradores en las Refs. [149, 150]. En este enfoque,

las interacciones y las funciones de onda discontinuas se consideran como distribuciones,

evitando la definición del término de interacción como el producto usual entre la función

de onda y la enerǵıa potencial, puesto que este producto en general no esta bien definido.

Kurasov también aborda el problema de las interacciones puntuales desde la perspectiva

de que éstas se definen como una extensión autoadjunta del operador −d2/dz2, que es un

problema ampliamente estudiado en la literatura. Este punto de vista tiene la ventaja de

que la definición del pseudo-potencial singular, depende sólo de las condiciones de fron-

tera en el punto de singularidad y no de la elección de un modelo para la función delta y

sus derivadas. Siguiendo el enfoque de Kurasov, los autores en la Ref. [151] estudian los

estados ligados y los coeficientes de dispersión del pseudo potencial −aδ (z) + bδ′ (z).

En el problema que consideramos, tenemos que trabajar con una ecuación diferencial

de segundo órden para la métrica, sujeta a la interacción puntual O (∂t, ∂x, ∂z) definida

en la Ec. (4.45). El objetivo del resto de esta subsección es analizar la ecuación diferencial
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unidimensional (4.48) siguiendo la prescripción de Kurasov, que se discute ampliamente

en el Apéndice E en términos de pseudo-potenciales y funciones discontinuas. De esta

manera, siguiendo las Refs. [143, 151], somos capaces de determinar las condiciones de

frontera para la Ec. (4.48) mediante la manipulación estándar de ecuaciones diferenciales

lineales de segundo órden.

Para comenzar recordamos las expresiones (E.16) y (E.17), que surgen del enfoque de

la Ref. [149], para el producto de una función ψ(z) que es discontinua en z = 0 por δ(z)

y δ′(z)

ψ (z) δ (z) = ψ (0)δ (z) , (4.49)

ψ (z) δ′ (z) = ψ (0)δ′ (z)− ψ′ (0)δ (z) (4.50)

con

χ (0) =
1

2

[
χ
(
0+
)

+ χ
(
0−
)]
. (4.51)

Aqúı χ denota ya sea a ψ o ψ′, y χ (0+) y χ (0−) son los ĺımites de χ (z) cuando z

se aproxima a 0 por los lados positivo y negativo, respectivamente. Ahora estamos en

posición de obtener el primer conjunto de relaciones para las condiciones de frontera en

nuestro problema. Introduciendo las relaciones (4.49)-(4.50) en la ecuación de ondas con

la interacción puntual (4.48) tenemos(
− d2

dz2
− ω2 cos2 α

)
hR/L ∓ ωθ̃ cosα

[
δ′ (z)h′R/L(0) + ω2 cos2 αδ (z)hR/L(0)

]
= 0.

(4.52)

La primera condición de borde para la métrica en la interfaz θ puede obtenerse inte-

grando la Ec. (4.52) en el intervalo [−ε,+ε] y tomando el ĺımite ε → 0+. El resultado

es

h′R/L
(
0+
)
− h′R/L

(
0−
)

= ∓θ̃ω3 cos3 αhR/L (0), (4.53)

donde se usaron las relaciones
∫ +ε

−ε δ (z) dz = 1 y
∫ +ε

−ε δ
′ (z) dz = 0. Mientras tanto, inte-

grando la Ec. (4.52) de −L (con L positivo) a z obtenemos

h′R/L (z)− h′R/L (−L) + ω2 cos2 α

∫ z

−L
hR/L (z′) dz′ = ∓θ̃ω cosα×[

δ (z)h′R/L(0) + ω2 cos2 αH (z)hR/L(0)
]
, (4.54)

donde H (z) es la función de Heaviside. Aqúı se usaron las relaciones
∫ z
−L δ (y) dy = H (z)

y
∫ z
−L δ

′ (y) dy = δ (z). Integrando la Ec. (4.54) con respecto a z de −ε a +ε, y tomando
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el ĺımite ε→ 0+, encontramos

hR/L
(
0+
)
− hR/L

(
0−
)

= ∓θ̃ω cosαh′R/L(0), (4.55)

que es la segunda condición de borde para la perturbación métrica en Σ. Las condiciones

de frontera (E.9) y (E.10) pueden escribirse como sigue[
hR/L (0+)

h′R/L (0+)

]
=

1

1− (ξ/2)2

[
1 + (ξ/2)2 ∓ξ/(ω cosα)

∓ξω cosα 1 + (ξ/2)2

][
hR/L (0−)

h′R/L (0−)

]
, (4.56)

con ξ ≡ θ̃ω2 cos2 α. Como se demuestra en el Apéndice E, este resultado corresponde a la

elección

X1 = ∓ξω cosα , X4 = ±ξ/(ω cosα) , X2 = X3 = 0, (4.57)

en el enfoque general de la Ref. [149]. Esto corrobora que el operador (4.45) pertenece a

una de las familias que define una extensión autoadjunta del operador −d2/dz2. En otras

palabras, elegimos las condiciones de frontera (4.56) para la ecuación (4.45) pidiendo que

el operador

− d2

dz2
∓ θ̃O (ω, α, ∂z) = − d2

dz2
∓ ωθ̃ cosα

[
d

dz
δ (z)

d

dz
+ ω2 cos2 αδ (z)

]
(4.58)

sea autoadjunto. Ahora tenemos las herramientas para estudiar la propagación de OGs a

través de la interfaz θ.

4.3.3. Dispersión de OGs por la interfaz θ

Es bien sabido que las ecuaciones de Einstein linealizadas en el vaćıo (T µν = 0), en

regiones lejanas de las fuentes, tienen soluciones de la forma

hµν = Aµνeikαx
α

, (4.59)

que describen ondas gravitacionales planas, donde Aµν son las componentes constantes de

algún tensor independiente y kµ = ω(1, sinα, 0, cosα) es el cuadrivector (nulo) de onda

[139]. En esta sección usaremos esta solución simple para ilustrar los efectos de la interfaz

θ en la propagación de OGs.

Suponiendo que la fuente que genera la onda está en el medio con θ = θ1, la pertur-

bación métrica propagándose en la dirección z y que incide en la superficie Σ está dada
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ξ0
ξ

1

Figura 4.2: Coeficientes de transmisión (ĺınea cont́ınua) y reflexión (ĺınea discontinua), |TR/L|2
y |RR/L|2, respectivamente, como función del parámetro ξ.

por las Ecs. (4.46) y (4.47). Imponiendo las condiciones de borde para hR/L obtenemos

TR/L (ξ) =
4− ξ2

4 + ξ2
, RR/L (ξ) = ±i 4ξ

4 + ξ2
, (4.60)

donde ξ = θ̃ω2 cos2 α. Podemos verificar fácilmente que |TR/L|2 + |RR/L|2 = 1, que es

consistente con la conservación de la enerǵıa.

Volviendo a la analoǵıa con la mecánica cuántica, recordemos en la dispersión uni-

dimensional, la fracción de part́ıculas que es transmitida (para un potencial arbitrario

dado) en general se anula en el umbral, i.e. cuando la enerǵıa cinética de las part́ıculas

incidentes se aproxima a cero. Intuitivamente, esto ocurre porque el potencial es grande

comparado con la enerǵıa (pequeña) de las particulas incidentes. Sin embargo, se ha de-

mostrado que para un potencial que consiste de dos funciones delta de Dirac de intensidad

arbitraria, una porción finita de las part́ıculas se transmite en el umbral para una cierta

elección de los parámetros que definen el potencial [152, 153]. En el problema que estamos

estudiando, el único parámetro asociado con la interacción puntual en la Ec. (4.48) es θ̃, y

claramente nuestro resultado (4.60) sugiere una anomaĺıa umbral para un valor arbitrario

de θ̃. En ausencia de la interfaz θ, nuestro resultado lleva a transmisión total y conse-

cuentemente a la no reflexión, como es de esperarse. Sin embargo, este resultado también

puede obtenerse en el ĺımite ω → ∞, i.e. cuando la enerǵıa de las ondas incidentes es

muy grande comparada con la intensidad del potencial θ̃. La figura 4.2 muestra que el

efecto de la interfaz θ se vuelve importante cuando θ̃ω2 cos2 α ' 2. Es notable que para

ω2 = 2/(θ̃ cos2 α) = ω2
0, la onda incidente es completamente reflejada, i.e. la interfaz θ

juega el papel de espejo de ondas gravitacionales.
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4.4. Propagación de OGs a través de una interfaz θ

en Gravedad de Euler

Otro ejercicio interesante es estudiar el problema análogo con otro invariante topológi-

co. En cuatro dimensiones, hay otro invariante escalar de segundo orden del tensor de

Riemann, el invariante de Euler E = εαβµν
∗RµνλσRαβ

λσ, que podemos agregar a la acción

de Einstein-Hilbert de la misma manera en que lo hicimos con el invariante de Pontryagin.

En esta sección discutiremos brevemente esta extensión, a la que llamaremos gravedad de

Euler, y sus efectos en la propagación de ondas gravitacionales. La variación de la acción

de Euler

SE =
1

2κ

∫
V
d4x

(√
−gR +

θ

4
E
)

+ Smat (gµν , ψ) (4.61)

produce

δS = − 1

2κ

∫
V
d4x
√
−g (Gµν + Eµν − κT µν) δgµν + δSBT . (4.62)

Aqúı Eµν es un tensor manifiestamente simétrico y sin traza, dado por

Eµν =
1

2
√
−g

υαβ
(∗∗Rµανβ + ∗∗Rναµβ

)
, (4.63)

al que llamaremos tensor de Euler. En esta expresión se definió el tensor dual doble de

Riemann como
∗∗Rαβµν = εαβγξ

∗Rµνγξ. (4.64)

A partir de la Ec. (4.62) leemos las ecuaciones de campo como

Gµν + Eµν = κT µν . (4.65)

Aqúı no tomaremos en cuenta los términos de borde que aparecen en la Ec. (4.62). Como

en el caso de la gravedad de Chern-Simons, la anulación de ∇µE
µν es una condición de

consistencia de las ecuaciones modificadas. Sin embargo, Eµν no está covariantemente

conservado, sino que tenemos

∇µE
µν =

∂νθ

2
√
−g
E . (4.66)

En completa analoǵıa con el caso de Chern-Simons, soluciones de la gravedad de Euler

exigen E = 0. En regiones con interfaz θ (como se describió en la subsección 4.2), las

ecuaciones de campo en ausencia de materia son

Gµν = − θ̃

2
√
−g
∇β [δ (Σ)nα]

(∗∗Rµανβ + ∗∗Rναµβ
)
. (4.67)
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Para estudiar la propagación de OGs, consideraremos la gravedad de Euler linealizada. El

tensor de Euler esta definido sólo en la interfaz θ, de manera que es cero en los cuerpos.

En analoǵıa con el caso de Chern-Simons, la consistencia de la Ec. (4.67) que indica que el

lado derecho debe tener divergencia cero en la interfaz θ puede verificarse expĺıcitamente

en la aproximación lineal. Por lo tanto, las OGs son soluciones de la gravedad de Euler.

Como lo hicimos en la subsección 4.3 consideremos una OG propagándose perpendicular

al plano z = 0, que divide al espacio en dos regiones (ver la Fig. 1.1). Las ecuaciones de

campo en la norma TT, definida en la Ec. (4.39), son

∂2hµν = 2θ̃δ′ (z) ∂2
t hµν , (4.68)

donde ∂2 = ∂2
z − ∂2

t . Aqúı hacemos notar que, a diferencia del caso de la gravedad θ, las

ecuaciones de movimiento no mezclan las amplitudes + y ×, y también que sólo aparece la

derivada de la función delta. Las condiciones de frontera para este caso pueden obtenerse

fácilmente de la misma manera en que se hizo en la subsección 4.3.2. El resultado es

h′µν
(
0+
)
− h′µν

(
0−
)

= −2θ̃∂2
t h
′
µν (0), (4.69)

hµν
(
0+
)
− hµν

(
0−
)

= +2θ̃∂2
t hµν (0), (4.70)

donde la ĺınea arriba denota el promedio en el punto de discontinuidad, como se definió

en la Ec. (4.51).

Usando el mismo ansatz que en las Ecs. (4.46) y (4.47), junto con las condiciones

de frontera de las Ecs. (4.69) y (4.70), la solución para las amplitudes de transmisión

y reflexión en la gravedad de Euler, puede escribirse en términos de las soluciones en

gravedad θ (4.60) como

T Euler
µν (ξ) = TR/L (2ξ) , REuler

µν = ∓iRR/L (2ξ) , (4.71)

respectivamente, con ξ = θ̃ω2.

En la notación de la Ec. (E.11), el pseudo-potencial H que corresponde al caso de la

gravedad de Euler está dado por la siguiente elección de los parámetros

X1 = X3 = X4 = 0 , X2 = −2ξ, (4.72)

lo que lleva a las condiciones de frontera[
ψ(0+)

ψ′(0+)

]
=

[
1−ξ
1+ξ

0

0 1+ξ
1−ξ

][
ψ(0−)

ψ′(0−)

]
, (4.73)
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Figura 4.3: Caso de una onda que se propa-

ga en la dirección +z y que incide normal-

mente. Las ĺıneas paralelas u = cte corres-

ponden a la fase Φ = z − t = cte. El eje que

sale de la página desde el origen representa

al plano x− y. La hipersuperficie tipo espa-

cio Σ es z = 0, con normal nµ = (0, 0, 0, 1).

Las hipersuperficies nulasN están dadas por

u = cte, con normal Nµ = (−1, 0, 0, 1). Las

superficies 2-dimensionales, donde se miden

las áreas a un tiempo t, corresponden a la in-

tersección Σ∩N y se muestran como puntos

en el eje t.

que reproduce las obtenidas en las Ecs. (4.69) y (4.70).

4.5. Condición de coincidencia de áreas

En esta sección vamos a demostrar que la métrica discontinua en z = 0, que encontra-

mos en la sección 4.3.3, satisface la condición de coincidencia de áreas sobre la superficie

tipo espacio 2-dimensional que resulta de la intersección de la hipersuperficie nula N que

describe la onda incidente y la hipersuperficie Σ que describe la interfaz θ. En la figura

4.3 ilustramos este proceso para el caso de incidencia normal (α = 0), pero a continuación

vamos a considerar el caso general. Recordemos que, en un sistema de coordenadas dado

(η2, η3), el área A de una 2-superficie tipo espacio se calcula como

A =

∫ √
σdη2dη3. (4.74)

En nuestro caso σ es el determinante de la 2-métrica inducida correspondiente σAB en

N ∩ Σ, y A,B = 2, 3. De esta manera, necesitamos demostrar que σ es continuo ah́ı,

aún si la métrica σAB es discontinua. Como veremos en lo siguiente, la expresión para la

4-métrica discontinua gµν = g
(1)
µνH(−z) + g

(2)
µνH(z) es irrelevante para nuestros propósitos,

de manera que la demostración que presentamos es válida para las entensiones topológicas

de Chern-Simons y Euler de la relatividad general.

Recordemos que la hipersuperficie nula N , determinada por la OG incidente, está

definida por las fases constantes Φ = k̂µx
µ, i.e.

Φ = −t+ x sinα + z cosα = C. (4.75)
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El vector normal a N es Nµ = ∂Φ/∂xµ = (−1, sinα, 0, cosα). Siguiendo la Ref. [154],

introducimos en la hipersuperficie N un sistema de coordendas ya = (λ, η2, η3), a = 1, 2, 3,

de tal manera que su reparametrización xµ = (t, x, y, z) = xµ(λ, η2, η3) satisface

∂xµ

∂λ
= kµ = eµ1 ,

∂xµ

∂ηA
= eµA , A = 2, 3 , (4.76)

con eµA generando cualquier subespacio 2-dimensional ortogonal a kµ. Las siguientes rela-

ciones

t = λ− C , x = λ sinα + η2 cosα,

y = η3 , z = λ cosα− η2 sinα, (4.77)

son una parametrización de Φ y nos conduce a

∂xµ

∂λ
= (1, sinα, 0, cosα) = kµ,

eµ2 = (0, cosα, 0,− sinα) , eµ3 = (0, 0, 1, 0). (4.78)

Para el caso de incidencia normal tenemos kµ = (1, 0, 0, 1) junto con eµ2 = (0, 1, 0, 0) y

eµ2 = (0, 0, 1, 0), siendo estos últimos los dos vectores bases para el plano x− y localizado

en la hipersuperficie Σ para t constante. El siguiente paso consiste en obtener la 2-métrica

inducida σAB = gµνe
µ
Ae

ν
B, en N . Recordando la expresión general

g(1,2)
µν = ηµν + εẽ(+)

µν h
(1,2)
+ + εẽ(×)

µν h
(1,2)
× , (4.79)

donde los tensores de polarización están dados por la Ec. (4.42), un cálculo directo nos

muestra que [
σ

(1,2)
AB

]
=

[
1 + εh

(1,2)
+ cos2 α εh

(1,2)
× cosα

εh
(1,2)
× cosα 1− εh(1,2)

+ cos2 α

]
. (4.80)

Dado que estamos considerando sólo la aproximación lineal en nuestros cálculos, ignora-

remos los términos proporcionales a ε2. Esto nos lleva a

σ(1,2) = det[σ
(1,2)
AB ] = 1 +O(ε2). (4.81)

Es decir, el determinante de la 2-métrica inducida es continuo en N , en particular en

N ∩Σ, haciendo que la discontinuidad de la métrica no contribuya al cálculo de áreas de

2-superficies tipo espacio en N .
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4.6. Discusión

Se estudió, a orden lineal, el acoplamiento de la gravedad de Einstein-Hilbert con los

invariantes topológicos gravitacionales de Chern-Simons y Euler por medio del campo no

dinámico θ que es constante a trozos en diferentes regiones del espacio, como se ilustra en la

figura 4.1. Estas regiones están separadas por la interfaz común Σ, a la que denominamos

interfaz θ. Las ecuaciones de movimiento para la métrica que describen cómo se propagan

las OGs incluye contribuciones distribucionales del tipo δ(Σ) y δ′(Σ). De esta manera, la

interfaz θ actúa como una fuente de materia en forma de cáscara delgada que está dada por

las componentes del campo gravitacional mismo, de manera análoga a la conductividad

de Hall en la superficie de aislantes topológicos [155]. Esto produce una métrica espacio-

tiempo que es discontinua en Σ, con primeras derivadas discontinuas, que sin embargo

satisface la condición de coincidencia de áreas propuesta en la Ref. [125], en N∩Σ. Aqúı N

denota la hipersuperficie nula definida por la OG incidente. La aparición de la condición

de coincidencia de áreas fue prevista en la Ref. [125].

Después de demostrar la consistencia de la Ec. (4.29), que describe la propagación de

OG en Gθ, lidiamos con el problema de determinar las condiciones de frontera apropiadas

que debemos imponer a la métrica y su derivada en la interfaz Σ, que tomamos como

el plano z = 0. Para este fin demostramos que las ecuaciones que describen cómo se

propagan las OGs se reduce a la Ec. (E.24), donde surgen contribuciones distribucionales

del tipo δ(z) y δ′(z). La ecuación que resulta se identifica como una de las extensiones

autoadjuntas del operador −d2/dz2, para el que se conocen las condiciones de borde en

el punto de singularidad z = 0 [149].

Las condiciones de borde que obtenemos para la perturbación métrica las presentamos

en la Ec. (4.56). Además, demostramos que el operador diferencial que aparece en la Ec.

(4.48) corresponde a una configuración particular de los pseudo-potenciales de la Ec. (E.1).

En otras palabras, demostramos que las interacciones puntuales que surgen del término de

Chern-Simons corresponden a una extensión autoadjunta del operador −d2/dz2. Hacemos

esto recuperando las condiciones de juntura correspondientes en cada caso después de

manipular la Ec. (E.11) de la manera estándar. Fue necesario introducir las relaciones

(4.49) y (4.50) para el producto de funciones discontinuas por δ y δ′, que surgen del

enfoque distribucional en la Ref. [149].

Después se consideró la configuración estándar de ondas que inciden en la interfaz

z = 0 desde la izquierda, es decir, consideramos amplitudes de reflexión para z < 0

y transmisión para z > 0, de acuerdo a las Ecs. (4.46) y (4.47). Demostramos que la

ecuación de ondas (4.40) se desacopla para las polarizaciones circulares, dándonos la Ec.
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(4.44) y finalmente aplicamos las condiciones de borde determinadas para calcular las

amplitudes hR y hL. Las amplitudes de reflexión y transmisión están dadas en la Ec.

(4.60), y sus gráficas se presentan en la figura 4.2 como función de la frecuencia de la

onda.

Obtuvimos resultados similares cuando estudiamos la propagación de OGs en la gra-

vedad de Euler, que consiste en extender la acción de Einstein-Hilbert con el invariante

topológico de Euler por medio de un campo escalar, que es constante a trozos en dife-

rentes regiones del espacio. Las contribuciones adicionales a las ecuaciones que describen

la propagación de OGs en este caso también pueden interpretarse como otra extensión

autoadjunta del operador −d2/dz2, con las condiciones de juntura dadas en la Ec. (4.73).

Las amplitudes + y × no se mezclan en este caso y aunque las condiciones de frontera en

el caso de Euler son muy diferentes de las obtenidas para el caso de Chern-Simons en la

Ec. (4.56), un cálculo detallado nos muestra que las amplitudes de reflexión y transmisión

están relacionadas de forma simple de acuerdo a las Ecs. (4.71).

En la sección 4.5 verificamos detalladamente que la métrica discontinua para las OGs

que encontramos en Gθ y la gravedad de Euler satisfacen la condición de coincidencia

de áreas. La demostración depende fuertemente de las caracteŕısticas generales de N , aśı

como de la aproximación lineal que estamos considerando para estudiar la perturbación

métrica. Las OGs que encontramos, junto con las interfaz θ que las produce, tienen mu-

chas propiedades interesantes que no poseen los espacio-tiempos estándar de OGs: (i) En

general, tenemos ondas reflejada y transmitida que son consecuencia de la discontinuidad

de la métrica en z = 0. (ii) Para el valor ω0 =
√

2/(θ̃ cos2 α) de la frecuencia de la onda

incidente, la interfaz θ actúa como un reflector perfecto, i.e. TR/L = 0. La existencia de

espejos gravitacionales ya se hab́ıa previsto en la Ref. [156]. (iii) Estas OGs de anomaĺıa

umbral, lo que significa que la amplitud de transmisión no se anula cuando la frecuencia de

las ondas tiende a cero. Este comportamiento está presente en algunos casos de dispersión

en mecánica cuántica unidimensional [153]. Un fenómeno similar se ha medido en algunos

procesos de dispersión núcleo-núcleo en f́ısica nuclear [157]. (iv) Algunas componentes del

tensor de Riemann linealizado son singulares en la interfaz Σ, e.g.

R0xzx = R
(1)
0xzx +R

(2)
0xzx − iω

ξ2

4 + ξ2
δ(z)h

(1)
+ ,

Rzxzx =
ξ2

4 + ξ2
δ′(z)h

(1)
+ . (4.82)

Una extensión del análisis presentado en este trabajo para el caso no lineal, podŕıa ser de

interés, sobre todo debido a la posible relevancia de la condición de coincidencia de áreas

en el problema de la gravedad cuántica [125, 136, 137].



Apéndice A

GF para una interfaz θ plana

Aqúı derivamos las Ecs. (1.58)-(1.60) calculando expĺıcitamente la transformada de

Fourier de la GF reducida, cuya fórmula tomamos de (1.56). En el caso estándar (θ̃ = 0),

la GF reducida en el vaćıo es [99]

g (z, z′) =
1

2p
e−p|z−z

′|. (A.1)

En la representación de coordenadas, la GF correspondiente se obtiene calculando la

transformada de Fourier de la Ec. (A.1) como se definió en la Ec. (2.7),

G (x,x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖ 1

2p
e−p|z−z

′|. (A.2)

Esta integral doble se puede realizar de forma más simple si expresamos el elemento de

área en coordenadas polares, d2p = pdpdϕ (en lugar de las coordenadas Cartesianas), y

elegimos el eje px en la dirección del vector R = (x− x′)‖, como se muestra en la figura

A.1. Notando que p ·R = pR cosϕ, podemos escribir

G (x,x′) =

∫ ∞
0

dpe−p|z−z
′|
{

1

2π

∫ 2π

0

eipR cosϕdϕ

}
. (A.3)

donde R = | (x− x′)‖ |. Las llaves encierran una representación integral de la función de

Bessel J0 (pR). La integral resultante,

G (x,x′) =

∫ ∞
0

J0 (pR) e−p|z−z
′|dp, (A.4)

118
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Figura A.1: Plano p.

se ha estudiado extensamente, ver por ejemplo la Ref. [105]. El resultado final es

G (x,x′) =
1√

R2 + |z − z′|2
=

1

|x− x′|
, (A.5)

que es la GF de vaćıo en la representación de coordenadas [99]. A continuación usaremos

un procedimiento similar para calcular las integrales que requerimos para establecer las

Ecs. (1.58)-(1.59). Primero consideramos la componente G0
0. De la Ec. (1.56) encontramos

g0
0 (z, z′) = g (z, z′) + A (z, z′) p2θ̃g (a, a) , (A.6)

donde la función A (z, z′) es

A (z, z′) = − θ̃

4 + θ̃2
p−2e−pZ , (A.7)

con la notación Z = |z − a|+ |z′ − a|. De esta manera, la componente G0
0 está dada por

G0
0 (x,x′) = G (x,x′)− θ̃2

4 + θ̃2

∫ ∞
0

J0 (pR) e−pZdp, (A.8)

en la representación de coordenadas. Como antes, usamos la representación integral de la

función de Bessel J0 (pR) para realizar la integración angular. La integral resultante es la

misma que en la Ec. (A.4), obteniendo aśı

G0
0 (x,x′) =

1

|x− x′|
− θ̃2

4 + θ̃2

1√
R2 + Z2

. (A.9)
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Ahora evaluamos las componentes G0
i. La GF reducida correspondiente es

g0
i (z, z

′) = −iε0ij3pjA (z, z′) , (A.10)

con A (z, z′) dado por la Ec. (A.7). Convenientemente, definimos el vector

I (x,x′) = (I1, I2) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖pp−2e−pZ , (A.11)

con p = (px, py), en términos del que tenemos

G0
i (x,x

′) = i
θ̃

4 + θ̃2
ε0ij3I

j (x,x′) . (A.12)

Calculamos la integral (A.11) en el mismo sistema de coordenadas de la figura A.1, y

luego escribimos el resultado en forma vectorial. La integral puede escribirse como

Ip (x,x′) = 2

∫ ∞
0

dpe−pZ

{
1

2π

∫ 2π

0

[
cosϕ

sinϕ

]
eipR cosϕdϕ

}
, (A.13)

donde el sub́ındice p indica que el vector p está escrito en el sistema de coordenadas

particular de la figura A.1. Las integrales angular y radial requeridas son bien conocidas,

y el resultado final es

Ip (x,x′) = 2iR̂

∫ ∞
0

J1 (pR) e−pZdp =
2i

R

(
1− Z√

R2 + Z2

)
R̂. (A.14)

Como consecuencia del sistema de coordenadas elegido encontramos que I2 = 0, de tal

manera que el vector Ip resulta paralelo a R̂. Este resultado puede generalizarse a un

sistema de coordenadas arbitrario mediante una rotación,

I (x,x′) = 2i
R

R2

(
1− Z√

R2 + Z2

)
. (A.15)

Aśı encontramos

G0
i (x,x

′) = − 2θ̃

4 + θ̃2

ε0ij3R
j

R2

(
1− Z√

R2 + Z2

)
. (A.16)

Para evaluar las componentes Gi
j primero observamos que la GF reducida correspondiente
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puede escribirse como

gij (z, z′) = ηijg
0
0 (z, z′) + θ̃g(a, a)A (z, z′) pipj, (A.17)

donde g0
0 esta dada en la Ec. (A.6). Ahora necesitamos calcular la transformada de Fourier

de la Ec. (A.17) como se definió en (2.7). Sin embargo, el primer término ya se estudió

antes y el resultado está dado por la Ec. (A.9), dejándonos a estudiar sólo el último

término. Para ello introducimos el vector

K (x,x′) = (K1, K2) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖p

p
p−2e−pZ , (A.18)

de donde pueden obtenerse las integrales requeridas tomando derivadas espaciales. La

integral (A.18) puede evaluarse de nuevo en el sistema de coordenadas particular de la

figura A.1. En las coordenadas polares definidas en el plano p la integral se lee como

Kp (x,x′) = 2

∫ ∞
0

dp

p
e−pZ

{
1

2π

∫ 2π

0

[
cosϕ

sinϕ

]
eipR cosϕdϕ

}
. (A.19)

Notamos que el término entre llaves, es una representación integral de la función de Bessel

J1 (pR). La integral resultante es conocida y el resultado final es

Kp (x,x′) = 2i

∫ ∞
0

dp

p
J1 (pR) e−pZR̂ = 2i

√
R2 + Z2 − Z

R
R̂, (A.20)

donde R̂ es el vector unitario que se muestra en la figura A.1. La generalización a un

sistema de coordenadas arbitrario es entonces

K (x,x′) = 2i

√
R2 + Z2 − Z

R2
R. (A.21)

Las integrales requeridas contienen el término pipj, que puede generarse a partir de (A.18)

como sigue

i∂jK
i (x,x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2 e
ip·(x−x′)‖ p

ipj
p
p−2e−pZ . (A.22)

Usando la forma final de K (x,x′), dada por la Ec. (A.21), se verifica la condición de

consistenca ∂1K
2 (x,x′) = ∂2K

1 (x,x′) requerida por los términos cruzados que involucran

p1p2 = p2p1 = −pxpy. De los resultados anteriores, las componentes Gi
j de la matriz de
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GF pueden escribirse, en la representación de coordenadas, como

Gi
j (x,x′) = ηijG

0
0 (x,x′)− i

2

θ̃2

4 + θ̃2
∂jK

i (x,x′) . (A.23)

Estos resultados establecen las Ecs. (1.60).



Apéndice B

GF para una interfaz θ esférica

En esta sección, construimos la GF en coordenadas esféricas para la configuración que

se muestra que la figura 1.5, donde la interfaz θ es la superficie de una esfera de radio

a con centro en el oŕıgen. Aqúı las coordenadas adaptadas son las coordenadas esféricas.

Las componentes de la matŕız de GF son solución de la ecuación diferencial[
−ηµα∇2 − i θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
L̂k

]
Gα

ν (x,x′) = 4πηµνδ (x− x′) , (B.1)

con k = 1, 2, 3. Aqúı L̂k son las componentes del operador de momento angular. Dado

que la relación de completéz de los armónicos esféricos es

δ (cosϑ− cosϑ′) δ (ϕ− ϕ′) =
∞∑
l=0

+l∑
m=−l

Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm (ϑ′, ϕ′) , (B.2)

buscaremos una solución de la forma

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∞∑
l=0

∞∑
l′=0

+l∑
m=−l

+l′∑
m′=−l′

gµll′mm′,ν (r, r′)Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗l′m′ (ϑ
′, ϕ′) , (B.3)

donde gµll′mm′,ν (r, r′) es la GF reducida, análoga a gµν(z, z
′) en el caso de simetŕıa plana.

El operador en el lado izquierdo de la Ec. (B.1) conmuta con L̂2, de tal manera que

gµll′mm′,ν (r, r′) = δll′g
µ
lmm′,ν (r, r′) . (B.4)

En el caso ĺımite θ̃ → 0 los elementos de matriz adquieren la forma simple gµlm,ν (r, r′) =

123
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ηµνgl (r, r
′), where gl (r, r

′) es solución de la ecuación diferencial

Ôrgl (r, r′) =
δ (r − r′)

r2
, (B.5)

donde el operador radial es

Ôr =
l (l + 1)

r2
− 1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
. (B.6)

La solución de la Ec. (B.5) para diferentes configuraciones es conocida (ver por ejemplo

la Ref. [99]). En el vaćıo, con la condición de borde al infinito, la solución es

gl (r, r
′) =

rl<
rl+1
>

1

2l + 1
, (B.7)

donde r> (r<) es el mayor (menor) entre r y r′. La sustitución de la Ec. (B.7) en la Ec.

(B.3) reproduce correctamente el resultado bien conocido |x− x′|−1.

Ahora nos enfocamos en determinar las componentes de la matriz de GF en la Ec.

(B.1) . El método que emplearemos es similar al que se usó para resolver el caso con

simetŕıa plana, aunque las técnicas matemáticas requeridas son más sutiles debido a que

la ecuación diferencial contiene las componentes del operador de momento angular.

Sustituyendo la Ec. (B.3) en la Ec. (B.1) y usando −∇2 → Ôr obtenemos

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

[
ηµαÔr − i

θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
L̂k

]
gαlmm′,ν (r, r′)Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm′ (ϑ

′, ϕ′)

= ηµν

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

Ylm (ϑ, ϕ)Y ∗lm′ (ϑ
′, ϕ′)

δ(r − r′)
r2

δmm′ . (B.8)

La independencia lineal de los armónicos esféricos Y ∗lm′ (ϑ
′, ϕ′) implica

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

[
ηµαÔr − i

θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
L̂k

]
gαlmm′,ν (r, r′)Ylm (ϑ, ϕ)

= ηµν

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

Ylm (ϑ, ϕ)
δ(r − r′)

r2
δmm′ . (B.9)

Ahora multiplicamos la Ec. (B.9) por Y ∗l′′m′′(ϑ, ϕ) a la izquierda, e integramos sobre el

ángulo sólido dΩ(ϑ, ϕ). Usando las propiedades de los armónicos esféricos

〈l′′m′′|lm〉 = δl′′lδm′′m , 〈l′′m′′|L̂k|lm〉 = δl′′l〈l′′m′′|L̂k|l′′m〉, (B.10)
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donde

〈lm| L̂k |lm′′〉 =

∫
Ω

Y ∗lm (ϑ, ϕ) L̂kYlm′′ (ϑ, ϕ) dΩ, (B.11)

obtenemos

Ôrgµlmm′,ν (r, r′)− ηµν
δ(r − r′)

r2
δmm′ = i

θ̃

a
δ (r − a)

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
×

+l∑
m′′=−l

〈lm|L̂k|lm′′〉gαlm′′m′,ν (r, r′) , (B.12)

donde se renombraron los ı́ndices l′′ → l y m′′ ↔ m.

La ecuación resultante puede integrarse usando la GF reducida gl (r, r
′) que satisface

la Ec. (B.5), resultando

gµlmm′,ν (r, r′) = ηµνgl (r, r
′) δmm′ + iaθ̃

(
ηµ0η

k
α − ηµkη0

α

)
gl (r, a)×

+l∑
m′′=−l

gαlm′′m′,ν (a, r′) 〈lm| L̂k |lm′′〉 . (B.13)

Esta es una ecuación algebraica que debemos resolver para las diferentes componentes.

Con este fin, separamos la Ec. (B.13) en sus componentes con µ = 0 Y µ = k;

g0
lmm′,ν (r, r′) = η0

νgl (r, r
′) δmm′ + iaθ̃gl (r, a)

3∑
k=1

+l∑
m′′=−l

gklm′′m′,ν (a, r′) 〈lm| L̂k |lm′′〉 ,

(B.14)

gklmm′,ν (r, r′) = ηkνgl (r, r
′) δmm′ + iaθ̃gl (r, a)

+l∑
m′′=−l

g0
lm′′m′,ν (a, r′) 〈lm| L̂k |lm′′〉 , (B.15)

donde el segundo término del lado derecho produce un acoplamiento entre dos tipos de

componentes. Ahora evaluamos en r = a la Ec. (B.15) y luego sustitúımos el resultado en

la Ec. (B.14) para obtener

g0
lmm′,ν (r, r′) = η0

νgl (r, r
′) δmm′ + iaθ̃gl (r, a) gl (a, r

′) 〈lm| ηkνL̂k |lm′〉

− a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a) gl (r, a) g0
lmm′,ν (a, r′) (B.16)

donde se uso el resultado

3∑
k=1

+l∑
m′=−l

〈lm| L̂k |lm′〉 〈lm′| L̂k |lm′′〉 =
3∑

k=1

〈lm| L̂2
k |lm′′〉 = l (l + 1) δmm′′ . (B.17)
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Ahora evaluamos la Ec. (B.16) en r = a y la resolvemos para g0
lmm′,ν (a, r′), obteniendo

g0
lmm′,ν (a, r′) =

η0
νδmm′ + iaθ̃gl (a, a)

∑3
k=1 〈lm| ηkνL̂k |lm′〉

1 + a2θ̃2l (l + 1) g2
l (a, a)

gl (a, r
′) , (B.18)

que reinsertamos nuevamente en la Ec. (B.16) para obtener el resultado final

g0
lmm′,ν (r, r′) = η0

νδmm′
[
gl (r, r

′)− a2θ̃2l (l + 1)Sl (r, r
′)
]

+ iaθ̃Sl (r, r
′) 〈lm| ηkνL̂k |lm′〉 .

(B.19)

donde la función Sl (r, r
′) se definió en la Ec. (1.66).

Las componentes restantes pueden calcularse directamente. La sustitución de la Ec.

(B.18) en la Ec. (B.15) produce

gklmm′,ν (r, r′) = ηkνgl (r, r
′) δmm′ + iaθ̃Sl (r, r

′) η0
ν 〈lm| L̂k |lm′〉 −

a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a)Sl (r, r
′) 〈lm| ηrνL̂kL̂r |lm′〉 . (B.20)

Se puede verificar que g0
lmm′,k (r, r′) = gklmm′,0 (r, r′). De esta forma la solución general

puede escribise de forma compacta como

gµlmm′,ν (r, r′) = ηµνgl (r, r
′) δmm′ − a2θ̃2l (l + 1) gl (a, a)Sl (r, r

′) 〈lm| L̂µL̂ν |lm′〉+

iaθ̃Sl (r, r
′)
(
ηµ0Γαν + Γµαη0

ν

)
〈lm| L̂α |lm′〉 (B.21)

donde L̂0 es el operador identidad y Γµν = ηµν − ηµ0η
ν
0.



Apéndice C

GF para una interfaz θ ciĺındrica

Ahora nos concentramos en construir la GF en coordenadas ciĺındricas para la confi-

guración que se muestra en la figura 1.6, donde la interfaz θ es la superficie de un cilindro

de radio a con eje de simetŕıa a lo largo de la dirección z. Las componentes de la GF son

solución de [
−ηµν∇2 − θ̃δ (ρ− a)nαε

αµβ
ν∂β

]
Gν

σ (x,x′) = 4πηµσδ (x− x′) , (C.1)

donde nα = (0, cosϕ, sinϕ, 0) es la normal a la interfaz θ. Dada la relación de completez

δ (ϕ− ϕ′) δ (z − z′) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
eik(z−z′) 1

2π

+∞∑
m=−∞

+∞∑
m′=−∞

δmm′e
i(mϕ−m′ϕ′), (C.2)

buscaremos una solución de la forma

Gµ
ν (x,x′) = 4π

∫ +∞

−∞

dk

2π
eik(z−z′) 1

2π

+∞∑
m=−∞

+∞∑
m′=−∞

gµmm′,ν (ρ, ρ′; k) ei(mϕ−m
′ϕ′), (C.3)

donde gµmm′,ν (ρ, ρ′; k) es la GF reducida, análoga a gµν (z, z′) en el caso con simetŕıa plana.

En el caso ĺımite θ̃ → 0 los elementos de matriz toman la forma simple gµmm′,ν (ρ, ρ′; k) =

ηµνδmm′gm (ρ, ρ′; k), donde gm (ρ, ρ′; k) es solución de

Ô(m)
ρ gm (ρ, ρ′; k) =

δ (ρ− ρ′)
ρ

, (C.4)

con el operador radial definido por

Ô(m)
ρ = −1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+
m2

ρ2
+ k2. (C.5)
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La solución a la Ec. (C.4) en el vaćıo, con la condición de borde estándar al infinito, es

gm (ρ, ρ′; k) = Im (kρ<) Km (kρ>) , (C.6)

donde ρ> (ρ<) es el mayor (menor) entre ρ y ρ′. Aqúı Im y Km son las funciones de Bessel

modificacas de primero y segundo tipo, respectivamente. La sustitución de la Ec. (C.6)

en la Ec. (C.3) reproduce correctamente el resultado ya conocido |x − x′|−1 para la GF

en el vaćıo.

Ahora nos enfocamos en resolver la Ec. (C.1) para las componentes de la matriz de

GF. Para ello, primero observamos que el operador adicional en la Ec. (C.1) no contine-

ne derivadas radiales, sino sólo derivadas respecto a las coordenadas z y ϕ. Esto se ve

claramente a partir del siguiente resultado

nαε
αµβ

ν∂β =
(
cosϕε1µ3

ν + sinϕε2µ3
ν

)
∂z + ε1µ2

ν

1

ρ
∂ϕ. (C.7)

Sustituyendo la Ec. (C.3) en la Ec. (C.1) y usando ∂z → ik, ∂ϕ → im, −∇2 → Ô(m)
ρ

obtenemos∫ +∞

−∞

dk

2π
eik(z−z′) 1

2π

+∞∑
m,m′=−∞

ei(mϕ−m
′ϕ′)

{
ηµνÔ(m)

ρ − iθ̃δ (ρ− a)

[
k
(
cosϕ ε1µ3

ν + sinϕ ε2µ3
ν

)
+ε1µ2

ν

m

ρ

]}
gνmm′,σ = ηµσ

δ (ρ− ρ′)
ρ

∫ +∞

−∞

dk

2π
eik(z−z′) 1

2π

+∞∑
m,m′=−∞

δmm′e
i(mϕ−m′ϕ′)

(C.8)

Usando la independencia lineal de e−im
′ϕ′ y e−ikz

′
nos quedamos con la ecuación

+∞∑
m=−∞

eimϕ
{
ηµνÔ(m)

ρ − iθ̃δ (ρ− a)

[
k
(
cosϕε1µ3

ν + sinϕε2µ3
ν

)
+ ε1µ2

ν

m

ρ

]}
gνmm′,σ

= ηµσ
δ (ρ− ρ′)

ρ

+∞∑
m=−∞

δmm′e
imϕ (C.9)

En analoǵıa con el caso esférico, multiplicamos la Ec. (C.9) por e−im
′′ϕ a la izquierda e

integramos respecto a ϕ. Después de usar las relaciones

δmm′ =
1

2π

∫ 2π

0

ei(m−m
′)ϕdϕ, (C.10)
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Aµmm′′,ν =
1

2π

∫ 2π

0

dϕeimϕ
(
cosϕε1µ3

ν + sinϕε2µ3
ν

)
e−im

′′ϕ

=
1

2

[
δm,m′′−1ε̃

µ
ν
∗ + δm,m′′+1ε̃

µ
ν

]
, (C.11)

donde ε̃µν = ε1µ3
ν + iε2µ3

ν , la Ec. (C.9) se simplifica a

Ô(m)
ρ gµmm′,σ−iθ̃δ (ρ− a)

[
k

+∞∑
m′′=−∞

Aµm′′m,νg
ν
m′′m′,σ + ε1µ2

ν

m

ρ
δmm′g

ν
mm′,σ

]
= ηµσ

δ (ρ− ρ′)
ρ

δmm′ ,

(C.12)

donde hemos renombrado los ı́ndices m′′ ↔ m.

La ecuación resultante puede integrarse usando la GF en el vaćıo gm (ρ, ρ′; k), que

satisface la Ec. (C.4), con el resultado

gµmm′,σ (ρ, ρ′) = ηµσδmm′gm (ρ, ρ′) + iθ̃mε1µ2
νgm (ρ, a) gνmm′,σ (a, ρ′)

+ iθ̃kagm (ρ, a)
+∞∑

m′′=−∞

Aµm′′m,νg
ν
m′′m′,σ (a, ρ′) . (C.13)

Por simplicidad en la notación suprimimos la dependencia en k de la GF. Ahora debemos

resolver para las componentes. Para ello observamos que las componentes no cero de

Aµmm′′,ν son

A1
mm′′,0 = A0

mm′′,1 = +
i

2
(δm,m′′+1 − δm,m′′−1) , (C.14)

A2
mm′′,0 = A0

mm′′,2 = −1

2
(δm,m′′+1 + δm,m′′−1) . (C.15)

Este resultado nos permite separar la Ec. (C.13) en sus componentes con µ = 0, µ = 3 y

µ = j = 1, 2, obteniendo

g0
mm′,σ (ρ, ρ′) = η0

σδmm′gm (ρ, ρ′) + iθ̃mgm (ρ, a) g3
mm′,σ (a, ρ′)

+ iθ̃kagm (ρ, a)
+∞∑

m′′=−∞

A0
m′′m,ig

i
m′′m′,σ (a, ρ′) , (C.16)

g3
mm′,σ (ρ, ρ′) = η3

σδmm′gm (ρ, ρ′) + iθ̃mgm (ρ, a) g0
mm′,σ (a, ρ′) , (C.17)

gjmm′,σ (ρ, ρ′) = ηjσδmm′gm (ρ, ρ′) + iθ̃kagm (ρ, a)
+∞∑

m′′=−∞

Ajm′′m,0g
0
m′′m′,σ (a, ρ′) . (C.18)

donde i = 1, 2.

Evaluamos las Ecs. (C.17) y (C.18) en ρ = a, y sustitúımos el resultado en la Ec.
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(C.16) para obtener

g0
mm′,σ (ρ, ρ′) = η0

σδmm′gm (ρ, ρ′) + iθ̃
[
mδmm′η

3
σ + kaA0

m′m,σ

]
gm (ρ, a) gm′ (a, ρ

′)

− θ̃2gm (ρ, a) fm (k) g0
mm′,σ (a, ρ′) , (C.19)

donde se definió

fm (k) = m2gm (a, a) +
k2a2

2
[gm+1 (a, a) + gm−1 (a, a)] (C.20)

Para derivar la Ec. (C.19) se usó el resultado

2∑
i=1

A0
mm′′,iA

i
m′m,0 =

1

2
(δm,m′′+1δm′,m−1 + δm,m′′−1δm′,m+1) , (C.21)

que puede verificarse directamente de las Ecs. (C.14)-(C.15).

Resolviendo para g0
mm′,σ (a, ρ′) evaluando la Ec. (C.19) en ρ = a e insertando el resul-

tado de nuevo en esta ecuación obtenemos

g0
mm′,σ (ρ, ρ′) = η0

σδmm′
[
gm (ρ, ρ′)− θ̃2fm (k)Cmm (ρ, ρ′)

]
+ iθ̃

(
mδmm′η

3
σ + kaA0

m′m,σ

)
Cmm′ (ρ, ρ

′) , (C.22)

donde la función Cmm′ (ρ, ρ
′) se definió en la Ec. (1.75).

Las componentes restantes pueden calcularse de la misma manera. La sustitución de

g0
mm′,σ (a, ρ′) en las Ecs. (C.17) y (C.18) nos da

g3
mm′,σ (ρ, ρ′) = η3

σδmm′
[
gm (ρ, ρ′)−m2θ̃2gm (a, a)Cmm (ρ, ρ′)

]
+ imθ̃

(
η0
σ + ikaθ̃A0

mm′,σ

)
Cmm′ (ρ, ρ

′) , (C.23)

gimm′,σ (ρ, ρ′) = ηiσδmm′gm (ρ, ρ′) + ikaθ̃
[
η0
σ + iη3

σm
′gm′ (a, a)

]
Aim′m,0Cm′m (ρ′, ρ)

− θ̃2k2a2gm (ρ, a)
+∞∑

m′′=−∞

Ajm′m,0A
0
m′m′′,σCm′′m′ (a, ρ

′) . (C.24)

Estos resultados establecen las Ecs. (1.71)-(1.73).



Apéndice D

Técnica de Schwinger

Partimos de la ecuación diferencial que satisface el potencial escalar para una distri-

bución de cargas arbitraria en un medio dieléctrico,

−ε∇2φ−∇ε · ∇φ = 4πρ. (D.1)

Para obtener esta ecuación se combinan las expresiones ∇·D = 4πρ, D = εE y E = −∇φ.

En un medio dieléctrico homogeneo (e.g. el vaćıo, ε = 1), la Ec. (D.1) se reduce a la

ecuación de Poisson, −∇2φ = 4πρ, cuya solución general es

φ(r) =

∫
G0(r, r′)ρ(r′)d3r′, (D.2)

donde G0(r, r′) es la función de Green, que satisface la ecuación de Poisson para una carga

puntual unitaria, i.e. −∇2G0(r, r′) = 4πδ(r− r′).

Nuestra tarea, es calcular la función de Green G(r, r′) para la situación más simple

que involucra un medio dieléctrico inhomogeneo, que es la de un material dieléctrico

homogeneo ocupando la región z < 0, mientras que en la región z > 0 tenemos el vaćıo.

Es decir, la inhomogeneidad en ε(r) está limitada a una discontinuidad finita a través de

la superficie z = 0. La función dieléctrica para este caso puede escribirse como

ε(r) = εH(−z) +H(z), (D.3)

donde H(x) es la función de Heaviside. La función de Green completa satisface la ecuación

diferencial

− ε(r)∇2G(r, r′)−∇ε(r) · ∇G(r, r′) = 4πδ(r− r′). (D.4)

La configuración f́ısica que estamos considerando, tiene invariancia traslacional en el plano

paralelo a la interfaz dieléctrico-vaćıo, es decir en las direcciones x y y. Por lo tanto,
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podemos introducir la función de Green reducida g(z, z′) a través de la transformada de

Fourier en el plano, i.e.

G(x,x′) = 4π

∫
d2p

(2π)2
eip·(x−x

′)g(z, z′), (D.5)

que satisface

ε(z)∂2g(z, z′)− ∂ε(z)

∂z

∂g(z, z′)

∂z
= δ(z − z′). (D.6)

donde ahora ∂2 = p2 − ∂2
z . Para integrar esta ecuación, usaremos la función de Green

reducida libre

g(z, z′) =
1

2p
e−p|z−z

′|, (D.7)

que es solución de ∂2g(z, z′) = δ(z − z′) con la condición de frontera usual al infinito, y

cuya transformada de Fourier de acuerdo a la definición de la Ec. (D.5) produce la función

de Green en el vaćıo G0(r, r′) = |r − r′|−1. De esta forma, el primer paso para resolver

la Ec. (D.6) consiste en dividirla por ε(z), que es una función discontinua en z = 0. De

acuerdo a la técnica de Schwinger [99], se usa el resultado

1

ε(z)

∂ε(z)

∂z
= −ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z). (D.8)

Para deducir esta fórmula, primero derivamos 1 = ε(z)/ε(z) respecto de z,

0 =
1

ε(z)

∂ε(z)

∂z
+ ε(z)

∂

∂z

[
1

ε(z)

]
. (D.9)

Ahora usamos la función ε(z) de la Ec. (D.3) para obtener

∂

∂z

[
1

ε(z)

]
=

(
1− 1

ε

)
δ(z). (D.10)

Sustituyendo (D.10) en (D.9) establecemos la fórmula (D.8). De esta forma, usando la Ec.

(D.8) para dividir la Ec. (D.6) por ε(z) obtenemos

∂2g(z, z′) + ε(z)

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂g(z, z′)

∂z
=
δ(z − z′)
ε(z′)

, (D.11)

que corresponde a la Ec. (14.49) del libro de Schwinger. La solución general de la Ec.

(D.11) es

g(z, z′) =
g(z, z′)

ε(z′)
− ε− 1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|, (D.12)
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como demostraremos a continuación. Para hacerlo, resolvemos la Ec. (D.11) en cada región

por separado, z > 0 y z < 0, para z′ arbitraria. En los cálculos siguientes consideramos

que z′ permanece fijo.

• z > 0

En esta región ε(z) = 1, de manera que la Ec. (D.11) puede escribirse como sigue

∂2g(z, z′) +

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂g(z, z′)

∂z
=
δ(z − z′)
ε(z′)

. (D.13)

Integramos usando la función de Green reducida libre de la Ec. (D.7). El resultado es

g(z, z′) =
g(z, z′)

ε(z′)
−
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0+

. (D.14)

El siguiente paso, es calcular la derivada de la expresión anterior respecto a z y evaluarla

en la región de vaćıo de la interfaz dieléctrico-vaćıo, i.e. en z = 0+,

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
1

ε(z′)

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

−
(

1− 1

ε

)
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0+

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

. (D.15)

Usando la función de Green reducida libre (D.7), podemos calcular las derivadas involu-

cradas en la Ec. (D.15). El resultado es

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
sgn(z′)

2
e−p|z

′| ,
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0+

= −1

2
. (D.16)

Sustituyendo estos resultados en la Ec. (D.15) obtenemos

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
sgn(z′)

2ε(z′)
e−p|z

′| +
1

2

(
1− 1

ε

)
∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

, (D.17)

de donde se aprende que

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0+

=
ε

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
e−p|z

′|. (D.18)

El resultado final se obtiene sustituyendo la Ec. (D.18) en la Ec. (D.14),

g(z > 0, z′) =
g(z, z′)

ε(z′)
− ε− 1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|, (D.19)

que corresponde a las ecuaciones (14.56) y (14.62) del libro de Schwinger.

• z′ < 0
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Este caso corresponde a una carga puntual inmersa en el medio dieléctrico. En esta

región ε(z) = ε, de manera que la ecuación a resolver es

∂2g(z, z′) + ε

(
1− 1

ε

)
δ(z)

∂g(z, z′)

∂z
=
δ(z − z′)
ε(z′)

. (D.20)

Seguimos los mismos pasos que en el caso anterior. Integrando obtenemos

g(z, z′) =
g(z, z′)

ε(z′)
− ε
(

1− 1

ε

)
g(z, 0)

∂g(z′′, z′)

∂z′′

∣∣∣
z′′=0−

. (D.21)

Tomamos la derivada de la Ec. (D.21) respecto a z y la evaluamos en la región de dieléctrico

de la interfaz dieléctrico-vaćıo, i.e. en z = 0−,

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

ε(z′)

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

− ε
(

1− 1

ε

)
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0−

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

. (D.22)

Usando la función de Green libre reducida calculamos las derivadas requeridas, estas son

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
sgn(z′)

2
e−p|z

′| ,
∂g(z, 0)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

2
. (D.23)

Sustituyedo este resultado en la Ec. (D.22), obtenemos

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
sgn(z′)

2ε(z′)
e−p|z

′| − ε

2

(
1− 1

ε

)
∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

. (D.24)

de donde aprendemos que

∂g(z, z′)

∂z

∣∣∣
z=0−

=
1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
e−p|z

′|. (D.25)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (D.21) obtenemos la expresión final para la función

de Green reducida, i.e.

g(z < 0, z′) =
g(z, z′)

ε(z′)
− ε− 1

ε+ 1

sgn(z′)

ε(z′)
g(z, 0)e−p|z

′|, (D.26)

que corresponde a las ecuaciones (14.57) y (14.61) del libro de Schwinger.

Nótese que los resultados para las regiones z > 0 y z < 0, (D.19) y (D.26) respectiva-

mente, tienen la misma estructura matemática. De esta forma establecemos el resultado

de la Ec. (D.12).



Apéndice E

Interacciones puntuales

unidimensionales como una

extensión autoadjunta del operador

−d2/dx2

Las interacciones puntuales, también conocidas como potenciales singulares o interac-

ciones de rango cero, se pueden entender como potenciales fuertemente localizados que

forman parte de algún Hamiltoniano. Como discutiremos en esta sección, éstas pueden

ser descritas como un sistema libre sin el punto de singularidad, es decir, la interacción

se modela exclusivamente por las condiciones de frontera en dicho punto, y no por un

Hamiltoniano singular. En mecánica cuántica no-relativista, las interacciones puntuales

(también conocidas como pseudo-potenciales de Fermi) están asociadas con la ecuación de

Schrödinger y corresponden a potenciales VFP (x) que no son cero sólo en algunos puntos

espećıficos, donde son singulares. La ecuación diferencial que consideramos aqúı es de la

forma [
− ~2

2m

d2

dx2
+ VFP (x)

]
ψ(x) = Eψ(x), (E.1)

cuya versión f́ısica más simple corresponde al ejemplo clásico del pseudo-potencial δ en

mecánica cuántica no-relativista. En el plano formal, podemos asociar a éste sistema el

operador de Schrödinger

H = − ~2

2m

d2

dz2
+ λδ (z) , (E.2)

donde λ es una constante de acoplamiento real y z ∈ R. La ecuación de eigenvalores resul-

tante, Hψ = Eψ, adquiere un significado preciso cuando la convertimos en un problema

de condiciones de frontera. Heuŕısticamente, esta ecuación se puede interpretar como la

135
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ecuación de Schrödinger libre, − ~2

2m
ψ′′ = Eψ para z ∈ R\{0}, junto con las condiciones de

frontera ψ (0+) = ψ (0−) y ψ′ (0+)− ψ′ (0−) = 2mλ
~2 ψ (0) en z = 0. El argumento anterior

se puede expresar en términos rigurosos usando la teoŕıa de distribuciones. Para hacerlo,

debemos considerar que las observables en mecánica cuántica deben ser operadores auto-

adjuntos. En nuestro caso la observable es la enerǵıa, que se representa formalmente por

el operador H0 = − ~2

2m
d2

dz2 . Cada función ψ en el dominio de H0, debe vivir en el espacio

de Hilbert H = L2 (R) de funciones de cuadrado integrable sobre R, y debe ser tal que ψ′

es absolutamente continua en todos los puntos z 6= 0, satisfaciendo también que ψ′′ ∈ H.

Para decir que el operador H0 es autoadjunto, se requieren las siguientes dos condi-

ciones. (i) Para empezar, H0 debe ser hemitiano (o simétrico en el lenguaje matemático),

lo que significa que para todo ψ y ϕ en el dominio de H0,∫
R\{0}

[(
H†0ψ (z)

)∗
ϕ (z)− ψ∗ (z)H0ϕ (z)

]
dz = 0 ←→ H†0 = H0. (E.3)

Por integración parcial, esta relación se traduce en la condición de borde

[ψ∗ϕ′ − ψ∗′ϕ]z=0+ = [ψ∗ϕ′ − ψ∗′ϕ]z=0− . (E.4)

Nótese que este resultado no requiere que la función y/o su primera derivada sean con-

tinuas en z = 0. Tampoco requiere que las condiciones de borde para la función ψ al

lado derecho, sean exactamente las mismas que las condiciones de borde para la función

ϕ en el lado izquierdo. De hecho, las funciones ψ(x), definidas en R \ {0}, que están en el

dominio del adjunto H†0 se requiere que sean cont́ınuas con primeras derivadas cont́ınuas

excepto en el origen, donde pueden tener discontinuidades finitas en ψ y ψ′. Ésta última

propiedad significa que los ĺımites correspondientes en 0+ y en 0− son finitos y están bien

definidos.

En general, las condiciones de borde que involucran a la función ψ y su primera

derivada ψ′ son de la forma[
ψ (0+)

ψ′ (0+)

]
=

[
u11 u12

u21 u22

][
ψ (0−)

ψ′ (0−)

]
= U

[
ψ (0−)

ψ′ (0−)

]
, (E.5)

parametrizada por la matriz compleja de 2 × 2, U = [uij]. (ii) La segunda condición

para que un operador sea autoadjunto es que ambos, el dominio y la acción del operador

actuando a la derecha, sean iguales al dominio y la acción del operador actuando a la

izquierda. En este caso sólo tenemos una matriz U para ambos tipos de funciones ψ y ϕ,
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y la condición (E.4) se traduce en [143]

U+JU = J , J =

[
0 1

−1 0

]
. (E.6)

La condición de arriba implica que el det(U) es una fase y también reduce la parametri-

zación de U , de ocho a cuatro números reales independientes. Las condiciones de frontera

para el pseudo-potencial δ corresponden a la elección simple u11 = u22 = 1, u12 = 0 y

u21 = 2mλ/~2. De esta manera, ahora podemos interpretar la interacción δ como una

extensión autoadjunta del operador H0.

Para resumir, cuando estudiamos interacciones puntuales, el problema de fondo con-

siste en determinar las condiciones de frontera que las soluciones ψ(x) de la ecuación

diferencial asociada debe satisfacer en el punto donde el pseudo-potencial es singular. En

la mayoŕıa de los casos discutidos en la literatura, éste punto ha suscitado muchas contro-

versias que están lejos de resolverse [144]. Como se mencionó antes, en mecánica cuántica

el operador del lado izquierdo de la Ec. (E.1) es usualmente el Hamiltoniano del sistema.

Esto sugiere que la manera natural de definir las condiciones de borde es pidiendo que

dicho operador sea autoadjunto. Aunque no estamos tratando con un problema mecano-

cuántico, adoptamos el mismo enfoque para definir las condiciones de juntura que debe

satisfacer una onda gravitacional cuando se propaga a través de la interfaz θ.

Las extensiones autoadjuntas del operador −d2/dz2 se han estudiado ampliamente,

ver por ejemplo las Refs. [143, 149, 150, 152], entre otros, obteniendose interacciones

puntuales generalizadas que dependen de las distribuciones δ y δ′. Este método para

definir las condiciones de frontera requeridas tiene la ventaja de que sus resultados son

independientes del modelo usado para la distribución delta y sus derivadas.

Es bien sabido, que la extensión autoadjunta más general del operador −d2/dz2 está

parametrizada por cuatro números reales independientes que denotamos por Xi, con

i = 1, 2, 3, 4. La aplicación del método distribucional de la Ref. [149] al problema de

la extensión autoadjunta del operador H0 lleva al siguiente resultado para la matriz U

U =
1

|D|
e−i arg(D)

[
(2 +X2)2 −X1X4 +X2

3 −4X4

4X1 (2−X2)2 −X1X4 +X2
3

]
, (E.7)

donde

D = 4 +X1X4 −X2
2 −X2

3 − 4iX3 (E.8)

es en general un número complejo. La ecuación anterior (E.7) corresponde a la Ec. (4.45)

de la Ref. [149] y muestra la forma general de la matriz U , que el producto de una fase
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por una matriz con determinante 1. La forma expĺıcita de las condiciones de borde es

−X1ψ(0+) + [2 + (X2 − iX3)]ψ′(0+) = X1ψ(0−) + [2− (X2 − iX3)]ψ′(0−), (E.9)

[2− (X2 + iX3)]ψ(0+) +X4ψ
′(0+) = [2 + (X2 + iX3)]ψ(0−)−X4ψ

′(0−). (E.10)

Nuestro problema ahora es obtener la matriz U de la Ec. (E.7) partiendo de la formulación

del problema en términos de pseudo-potenciales, esto con el fin de identificar el operador

que surge de la modificación topológica a la ecuación de ondas con una de las extensiones

autoadjuntas de H0, lo que nos llevará a las condiciones de frontera apropiadas para la

métrica. Basado en los resultados de Kurasov [149], proponemos la siguiente interpretación

de su operador distribucional en términos de pseudo-potenciales de Fermi, definiendo aśı

una ecuación diferencial de segundo órden para las funciones ψ(z) definidas anteriormente

Hψ ≡ − d2

dz2
ψ −X4

d

dz
δ(z)

d

dz
ψ + iX3

(
δ′(z) + 2δ(z)

d

dz

)
ψ +X1δ(z)ψ +X2δ

′(z)ψ = Eψ

(E.11)

Enfatizamos que en nuestra notación

d

dz
δ (z)

d

dz
= δ (z)

d2

dz2
+ δ′ (z)

d

dz
(E.12)

en lugar de d
dz
δ (z) d

dz
= δ′ (z) d

dz
como se considera en la Ref. [143]. Ahora necesitamos

que los productos del tipo ψ(z)δ(z) y ψ(z)δ′(z) tengan sentido. Para funciones continuas

ϕ(z), con derivadas continuas, en z = 0, las siguientes propiedades son bien conocidas

[151]

ϕ (z) δ (z) = ϕ (0) δ (z) , (E.13)

ϕ (z) δ′ (z) = ϕ (0) δ′ (z)− ϕ′ (0) δ (z) . (E.14)

La generalización de las ecuaciones anteriores para el caso de funciones ψ(z), definidas en

R\{0}, que surgen de la construcción distribucional de la Ref. [149], consiste en remplazar

el valor de ϕ (0) (y de ϕ′ (0)) por su valor promedio en el origen

ψ (0) =
1

2

[
ψ
(
0+
)

+ ψ
(
0−
)]
, (E.15)

donde ψ (0+) y ψ (0−) son los ĺımites de ψ (z) cuando z se acerca a 0 por la derecha y por

la izquierda, respectivamente. Por lo tanto, las definiciones (E.13)-(E.14) debemos leerlas
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como

ψ (z) δ (z) = ψ (0)δ (z) , (E.16)

ψ (z) δ′ (z) = ψ (0)δ′ (z)− ψ′ (0)δ (z) . (E.17)

Sustituyendo las expresiones (E.16) y (E.17) en la Ec. (E.11) obtenemos

Hψ = −d
2ψ

dz2
+
[
X1ψ (0)− (X2 − iX3)ψ′ (0)

]
δ(z)

+
[
(X2 + iX3)ψ (0)−X4ψ′ (0)

]
δ′(z) = Eψ (E.18)

Nótese que la dependencia en ψ′′ (0+) y ψ′′ (0−) se cancela entre las contribuciones que

vienen de (E.12) y la sustitución de (E.17) cuando ψ (z) → ψ′ (z). Siguiendo la Ref.

[149], recuperamos las condiciones de borde determinadas por U en la Ec. (E.7) cuando

se trabaja con la Ec. (E.18) de la manera estándar. Primero integramos la ecuación de

−ε a +ε usindo ∫ +ε

−ε
dzδ(z) = 1 ,

∫ +ε

−ε
dzδ′(z) = 0. (E.19)

El resultado es

−
[
ψ′(0+)− ψ′(0−)

]
+X1ψ (0)− (X2 − iX3)ψ′ (0) = 0 (E.20)

que podemos reescribir como

[−2 + iX3 −X2]ψ′(0+) +X1ψ(0+) + [2 + iX3 −X2]ψ′(0−) +X1ψ(0−) = 0, (E.21)

que es precisamente la condición de frontera de la Ec. (E.9). La condición de frontera

restante se obtiene integrando la Ec. (E.18) de −L a z positivo, y luego de −ε a +ε. De

esta manera obtenemos

E

∫ z

−L
ψ(z′)dz′ = − [ψ′(z)− ψ′(L)] +

[
(X2 + iX3)ψ (0)−X4ψ′ (0)

]
δ(z)

+
[
X1ψ (0)− (X2 − iX3)ψ′ (0)

]
H(z) (E.22)

donde H(z) es la función de Heaviside. Haciendo la segunda integración en z de −ε a +ε

obtenemos

[2− (X2 + iX3)]ψ(0+) +X4ψ
′(0+) = [2 + (X2 + iX3)]ψ(0−)−X4ψ

′(0−) (E.23)
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en el ĺımite, dado que las discontinuidades producidas por H(z) son finitas. La ecuación

(E.23) reproduce la condición de frontera de la Ec. (E.10).

Para resumir, hemos recuperado las condiciones (E.9) y (E.10) que definen la ex-

tensión autoadjunta del operador −d2/dz2 de una manera rigurosa, proporcionando una

interpretación en términos de pseudo-potenciales (dados por la Ec. (E.11)) del operador

distribucional de la Ref. [149], junto con el uso de las relaciones (E.16) y (E.17).

Ahora aplicaremos estos resultados a nuestro problema. Claramente, hay una analoǵıa

cercana entre el caso mecano-cuántico y las ecuaciones de ondas con interacciones puntua-

les en Gθ y la gravedad de Euler, que obtuvimos en las secciones 4.2 y 4.4, respectivamente.

En ambos casos, el operador hermitiano básico es el mismo que en la mecánica cuántica,

con H0 = − d2

dz2 y E = ω2. De la Ec. (4.48) leemos la ecuación de ondas modificada[
− d2

dz2
∓ θ̃ω cosα

d

dz
δ (z)

d

dz
∓ θ̃ω3 cos3 αδ (z)

]
h = ω2 cos2 α h (E.24)

Es fácil verificar que la interacción puntual de Chern-Simons que surge en la Ec. (E.24)

corresponde a una extensión autoadjunta del operador H0. De hecho, comparando la Ec.

(E.24) con la Ec. (E.11), identificamos

X1 = ∓θ̃ω3 cos3 α , X4 = ±θ̃ω cosα , X2 = X3 = 0, (E.25)

de tal manera que la matriz U que determina las condiciones de frontera es

U =
1

1− (ξ/2)2

[
1 + (ξ/2)2 ∓ξ/(ω cosα)

∓ξω cosα 1 + (ξ/2)2

]
, ξ = θ̃ω2 cos2 α , (E.26)

donde podemos verificar que U+JU = J . Por lo tanto, hemos demostrado que a orden

lineal, la contribución a la ecuación de ondas que surge de la discontinuidad del campo θ

en z = 0, puede describirse como una extensión autoadjunta del operador unidimensional

−d2/dz2, con condiciones de frontera determinadas por la matriz U de la Ec. (E.26), de

acuerdo a las relaciones (E.5). Una situación similar ocurre en la gravedad de Euler con

la elección apropiada de los parámetros Xi junto con las condiciones de borde en z = 0

que hemos escrito en la Ec. (4.72) y la Ec. (4.73), respectivamente.
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