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Prodlogo

Esta tesis fue disenana para estudiar los aspectos fundamentales de la teoria
de cépulas y una aplicacién préctica referente al cdlculo de medidas de riesgo en
finanzas. Para su lectura requiere solamente conocimientos bésicos en probabilidad
y posiblemente, para una mayor comprensién, un previo conocimiento de algunos

conceptos utilizados en administracion de riesgos.

Se divide en siete cdpitulos y un apéndice. Los primeros capitulos se enfocan en
la teorfa matemaética necesaria para el estudio, desarrollo, y aplicacion de la teoria de
cépulas. En los capitulos finales se muestra una breve descripcién de la administracion

de riesgos y las aplicaciones practicas.

El Cépitulo 1 muestra una breve introduccién y los aspectos fundamentales de la
teoria de cépulas, asi como la mencién del teorema de Sklar, fundamento tedrico que
sustenta nuestro estudio. El Capitulo 2 muestra las principales cépulas y los métodos
existentes para la obtencién de las mismas. El Capitulo 3 se enfoca en la mencién
de las principales medidas de dependencia y su intrinseca relacién con las cépulas. El
Capitulo 4 muestra los métodos de estimacién, seleccién y simulacién de las cépulas.
Los capitulos 5 y 6, posiblemente los més relevantes, muestran aspectos generales de la
administracién de riesgos, las cépulas como herramienta en la gestion de riesgo y las
aplicaciones précticas. Por iltimo en el cdpitulo 7, el mds pequeno de todos, se dan las
conclusiones obtenidas. En el Apéndice, se muestran en mayor medida los cédigos de

programacion utilizados para la obtencién de los resultados niimericos.

Si el lector desea un anélisis mas profundo del tema, en la bibliografia al final de la
tesis, se muestran los principales libros y autores utilizados para el desarrollo de esta

investigacion.
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Introduccion

Muchos fenémenos aleatorios como por ejemplo el lanzamiento de un dado, la
temperatura del ambiente o hasta experimentos cientificos pueden ser estudiados por
medio de las herramientas que ofrece la probabilidad. Debido a que muchos de estos
fenémenos guardan una relacién entre ellos es que resulta importante estudiar su
dependencia. Esto nos permite tener una mejor comprension, descripcién y prediccion

de los mismos.

Estudiar la naturaleza y dependencia de los factores que afectan al mundo financiero
es de gran relevancia para muchas instituciones. Estos factores no son predecibles de
manera determinista a fechas futuras, pero un estudio de los mismos puede ayudar a

mitigar eventos desfavorables, que afectan el rumbo econémico de una empresa.

Las empresas utilizan diferentes métricas para controlar los riesgos inherentes al
negocio, causados por la aleatoridad de las variables financieras y por los distintos
sucesos impredecibles dentro del entorno ecénomico. Todo este conjunto de actividades,
metodologias y procedimientos es conocido como Administracion de riesgos y las
variables aleatorias que se enecuentran en el mundo financiero son conocidas como
factores de riesgo. Es en este contexto que se introduce un concepto importante para la
Administracién de Riesgos (en especial para la administracién del Riesgo de mercado),

como lo son las medidas de riesgo.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar modelos de dependencia que nos
permitan simular el comportamiento probabilistico de factores financieros. En particular
aplicaremos estos modelos a la estimacién de medidas de riesgo. Iniciaremos nuestro
andlisis con teoria matemadtica desarrollada para las cépulas, para medir la dependencia
de variables aleatorias y hacer simulaciones nimericas. Se mostrard una aplicacién
practica utilizando una medida de riesgo conocida como VaR (Value at risk), pero
los métodos desarrollados son aplicables a cualquier medida de riesgo que requiera
simulaciones. Existen distintos métodos para calcular el VaR, cada uno con ventajas

y desventajas, y fundamentados en diferentes teorfas matemaéticas.
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Capitulo 1

Teoria de cépulas

1.1. Preliminares y definiciones

Considere el ejemplo en el cual se tienen dos nimeros, X; y X5, que son resultado
de algin experimento, los cuales se encuentran entre {1,2,...,6}. La pregunta es, jqué
tan relacionados estdn X; y X7 Si se tratara del lanzamiento de dos dados justos los
nimeros no presentarian dependencia, o lo que es igual, serfan independientes puesto
que el resultado del primer lanzamiento X; no nos brindarfa ninguna informacién acerca
del segundo lanzamiento X,. En cambio, si los dos nimeros son idénticos (X; = X5)
el conocer X; nos daria informaciéon completa acerca del valor de X5, de aqui podemos
observar que existe una "dependencia absoluta". Supongamos ahora que X; y Xs son
el minimo y méximo valor obtenidos respectivamente al realizar el experimento. De tal
manera que X1, Xs € {1,2,...,6} y ademas X; < Xs, entonces el conocer X; nos brindaria
cierta informacién de X5. Por ejemplo, si sabemos que X; = 5, entonces X5 sélo podria
ser 5 6 6, aqui podemos notar otro tipo de dependencia. En conclusién, conocer el tipo
de dependencia entre niimeros que son resultado de un experimento aleatorio, como en

el ejemplo anterior, nos brindarfa mas informacién acerca de la interaccién entre ellos.

Una herramienta para estudiar la dependencia entre fenémenos aleatorios es el uso de
la teorfa de cépulas. Pero antes de entrar de lleno al tema se discutirdn otros conceptos
necesarios para nuestro propésito. Recordemos el concepto formal de variable aleatoria

e independencia. Se denotard al conjunto de los niimeros reales con el smbolo R.

Definicién 1 Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion real definida en el espacio

muestral €, asociado a un experimento aleatorio

X:Q—=R.
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Definicion 2 Dos sucesos A y B, que son resultado de algin experimento aleatorio,
son independientes si la probabilidad de que ocurran ambos simultdneamente es igual al

producto de las probabilidades de que ocurra cada uno de ellos, es decir, si
P(ANB)= P(A)P(B)
0, si se tiene nocion de probabilidad condicional, si
P(A|B) = P(A)

de lo contrario se dice que los sucesos son dependientes.

Podemos describir la naturaleza de una variable aleatoria estudiando su funcién
de distribucién de probabilidades Fx(z) = P(X < z), también llamada distribucién
univariada o marginal en el contexto de variables aleatorias multivariadas. Fx(z)
representa la probabilidad de que una variable aleatoria X, asociada a un fenémeno
aleatorio, sea menor o igual a un valor fijo x. Este tipo de funciones, llamadas funciones

de distribucién, cumplen las siguientes caracteristicas que nos serdn de utilidad:

1) Fx € I, (siempre caen en el intervalo I = [0, 1])

2) si x < y por lo tanto Fx(x) < Fx(y) (son funciones no decrecientes)
3) lim Fy(z) =0

1) lim Fy(z) = 1

— 00

Dado que queremos describir la naturaleza y dependencia de varias variables
aleatorias que participan en un fenémeno o experimento, es légico pensar que no
basta estudiar sélo las funciones de distribucién univariadas, nesesitamos trabajar
también con funciones de distribuciéon que incluyan a todas las variables de nuestro
fenémeno. Por ejemplo, para el caso de dos dimensiones, necesitamos una funcién de
distribucién Fy, x,(z1,22) = P(X; < 21, Xy < 23), la cual nos indica la probabilidad
de que la variable aleatoria X; sea menor o igual a un valor fijo z; y al mismo
tiempo la variable aleatoria X5 sea menor o igual a un valor fijo x,. Tales funciones
son llamadas funciones multivariadas o de distribucién conjunta y contienen toda la
estructura probabilistica de X; y Xs. Esto nos ayudaré a estudiar la estructura aleatoria
de un experimento que presenta varias variables, ademds, son tales que heredan las
propiedades antes mencionadas pero estructuradas para dimensiones mayores. Dicho
todo lo anterior y tomando en cuenta el caso de dos variables, X; y X5, podemos obtener

tres funciones de probabiliad, primero la funcién de distribucién conjunta Fx, x, y
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también las correspondientes dos distribuciones Fx, y F'x,. Para el caso de tres variables

obtendriamos cuatro funciones de probabilidad, y asf sucesivamente.

Por el momento supongamos dos variables X; y Xs. La distibucion de X; puede ser

obtenida de la distribucién conjunta de X; y X, de la siguiente manera

Fx,(v1) = P(Xy < 1)
= P(X; <21, X3 < 00)

=P ( Iim {X; <21,X, < 562})

To—00

= lim P(Xl S Il,XQ S 172)

To—00

= h'm FX17X2 (IL’l, 372)
xro—00

= Fx, x,(1,00).

Similarmete la distribucién de X5 puede ser obtenida por

FX2 (5(]2) - FXl,X2<OO7 x2)'

A las funciones de distribucién conjuntas se les denotard como Fl, x, o simplemente
F, y a las distibuciones univariadas como Fx,, Fy, o también F,, F,. Dependiendo
del contexto quedara claro cuando se hable de funciones de distribucién para variables

aleatorias o simplemente de funciones reales.

Como veremos adelante, las copulas pueden ser vistas como funciones de distribucién
pero ajustadas para varias variables, por lo tanto son definidas de tal manera que
sus propiedades hereden las caracteristicas mencionadas en los parrafos anteriores, por
ejemplo, ser no decrecientes. Pero, jcémo podemos introducir el concepto de funcién
no decreciente, mencionado en la propiedad 2), al caso en donde se trabajan muchas

variables?

Para empezar a definir la naturaleza no decreciente en varias variables necesitamos
notar que en dimensiones mayores a uno es dificil precisar un concepto de orden, por
lo tanto, al hablar de funciones no decrecientes haremos referenicia sélo a cada uno de
los argumentos por separado. Por ejemplo, para la funcién F(x,y) : B> — R, que es
una funcién de dos variables, diremos que es no decreciente en el argumento z si dados
x1 < T3 se cumple que F(x1,y) < F(x2,y) Yy € R, de la misma forma diremos que F
es no decreciente en el argumento y si dados y; < y2 se cumple que F(x,y;) < F(z,ys)
Vo € R.
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El concepto de no decrecimiento para una funcién F' en una variable es bastante
intuitivo, pero necesitamos saber que propiedades tienen que cumplir las funciones
multivariadas para ser no decrecientes en cada uno de sus argumentos. Para ello
introduciremos las siguientes definiciones, dadas para el caso en dos dimensiones, pero

el concepto puede ser extendido a méas dimensiones.

Definicién 3 Sea F' una funcion de dos variables. Sea S y Se dos conjuntos no vacios
y cerrados de R, tal que DomF = S; X Sy (donde DomF' es el domino de F'). Sea
B = [z129] X [y1,y2] un rectdngulo cuyos vertices pertenecen al DomF, entonces el

volumen de B bajo F' esta dado por

Vp(B) = F(12,y2) — F(z2,91) — F(z1,92) + F(21,91)- (1.1)

Definicién 4 Una funcion real F de dos variables es 2 — creciente si Vip(B) > 0 para

todo rectingulo B € DomF'.

Uno podria pensar que una funcién 2 — creciente es la definicién que necesitamos
para hablar de la naturaleza no decreciente de las funciones en varias variables (en este
caso en dos dimensiones), pero esto no es del todo cierto. Existen muchos ejemplos de
funciones que son 2 — creciente y no son no-decrecientes en cada uno de sus argumentos,

véase ejemplos en Nelsen (2006). Para este fin necesitamos agregar otra definicién.

Definicién 5 Decimos que una funcion F de Sy x Sy en R es anclada (grounded, en
inglés) si existen a1 € Sy y az € Sy tales que ay y as son los elementos mds pequerios de

S1 y Sy respectivamente y ademds F(z,a3) = F(a1,y) =0, para todo (x,y) € S; X Sa.

Dadas las tres definiciones de arriba podemos presentar las caracteristicas que tienen
que cumplir algunas funciones multivariadas para ser no decrecientes en cada uno de

sus argumentos (en este caso R?).

Teorema 6 Sea S, y Sy dos subconjuntos no wvacios y cerrados de R, y sea F' una
funcion de dos variables 2 — creciente y ademds anclada con dominio Sy x Ss, entonces

la funcion F' es no decreciente en cada uno de sus argumentos.
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Demostremos esta afrimacién usando sélo el primer argumento de la funcién (el caso

para el segundo argumento es analogo).

Demostracién. Dado que la funcién es anclada existe ay € Ss tal que as < y para toda
y € Se y F(x,ay) = 0 para toda z € S7, tomemos una y € S, arbitraria y fija, ahora
tomemos x; < 25 € S1. Como F' es 2 — creciente tenemos que si B = [z1, 23] X [az, y]

entonces:

Vr(B)
F(x2,y) — F(x2,a2) — F(x1,y) + F(z1,a2) > 0

Y
o

y dado que F(x,ay) = 0 para toda z € S

F(xe,y) — F(1,y) 0
F(za,y) > F(21,v)

v

de aqui concluimos que si z1 < x9 = F(z1,y) < F(23,y), lo que indica que F' es no

decreciente en su primer argumento. m

Entonces serfa l6gico pensar que una cépula debe cumplir estas dos propiedades
(2 — creciente y anclada) para ser no decreciente en cada uno de sus argumentos.
Ademds su rango, RanC, debe pertenecer a I = [0, 1]. Esto para mantaner la propiedad

1) mencionada para funciones de distribucién en el caso de una variable.

Es importante notar que las funciones de distribucién conjuntas para variables
aleatorias cumplen las dos propiedades antes mencionadas. Sea Fly, y, una funcién de

distribucién conjunta de dos variables, entonces

FXl,X2 (xh OO) = lein—loo FX1,X2($lax2) =0
Fx,xy(00,22) = lMm  Fx, x, (21, 22) =0

para todo (z1,72) € R? = R X R, por ello Fx, x, es anclada. Ademéds, Fx, x, es
2 — creciente ya que para todo B = [1173] X [y1,y2] se tiene Vp,  (B) > 0 debido a

que las probabilidades sobre una regién de R? siempre son no negativas.

Ahora daremos una definicién y un lema que implican a funciones 2 — crecientes y

ancladas, y que serdn de gran importancia en la siguiente seccion.
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Definicién 7 Supongamos ahora que by es el elemento mas grande del conjunto Si, y
by es el elemento mds grande del conjunto Sy. Entonces decimos que una funcion F de
S1 % Sy hacia R tiene marginales, y tales marginales de F' estan dadas por las funciones

Fy y F5 denotadas como:
DomF, = Sy, y Fi(z) = F(x,by) para toda x en S;.
DomFy = Sy, y Fy(y) = F(by,y) para toda y en Ss.

Notemos que para el caso de funciones de distribucion conjuntas bivariadas Fx, x, las

correspondientes marginales son Fx, y Fx,

Lema 8 Sean S; = [ay,a3] y So = [b1,bs] dos conjuntos no vacios de R, y sea F una
funcion 2 — creciente y anclada con DomF = 51 X Sy y con marginales Fy y Fs. Sea

(x1,91) ¥ (x2,y2) dos puntos arbitrarios de Sy x Ss. Entonces
|F (22,52) = F(z1,y1)] < |[F1 (22) = Fi (1) ] + [F2 (y2) — F2 (1)
Demostraciéon. De la desigualdad del triangulo tenemos
|F (22,y2) = Fo1,y1)| < [F (22, 92) — F (21, 92)| + [F (21, 92) — F (21, 51)]

Ahora asumamos que 1 < xg, tomemos B = [z, x5] X [ya, by]. Como F es 2 — creciente

y anclada, y tiene marginales, se cumple que
0 < Vp(B) = F(x2,b2) — F(x1,b2) — F(12,92) + F(21,2),

por lo tanto
F(x2,y2) — F(x1,y2) < F(x2,b2) — F (21, ba),

y como F(xg,by) = Fy (x2) v F(x1,be) = Fy (21)
0 < F(22,92) — F(71,92) < Fi (v2) — Fi (1) .
Una igualdad andloga se mantiene cuando z; < zo, por lo que se sigue que
|F (22, y2) — F (21,92)| < [F1 (22) — Fi (21)]
Similarmente para ¥, Y2 se sigue que
|F (21, 52) = F (z1,510)] < [F2 (y2) — F2 (1))

lo cual completa la prueba. m

Estamos en posicién de dar definiciénes formales sobre cépulas. Comencemos dando

la definicién formal de subcépula.
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Definicién 9 Una subcdpula en dos dimensiones (o 2-subcopula) es una funcion C' que
cumple las siguientes propiedades:

1. DomC" = S x Sy, donde Sy y Se son subconjuntos de I = [0, 1] que contienen al
Oyall.

2. C" es 2 — creciente y anclada (esta propiedad asequra que la subcdpula sea no
decreciente en cada uno de sus argumentos, cosa que deben cumplir las funciones de
distribucion).

3. Para cada u € S; yv € Sy se tiene que
C'(u,1) =uy C'(1,v) =0

La propiedad 1 y 8 se verdn evidentes en el capitulo siguiente. al menionar el teorema

de Sklar.

Se definié primero una subcépula ya que son el caso més general de cépulas, por ello

las copulas heredardn las propiedades de las subcopulas.

Definicién 10 Una cépula en dos dimensiones es simplemente una subcépula en dos
dimensiones cuyo domino es I? = [0,1] x [0, 1]. Equivalentemente podemos decir (y como
aparece en la mayoria de la literatura) que una cépula es una funcion C : [0, 1)*> — [0, 1],
tal que:

1. Para cada u, v en I,

C(u,0) =0=C(0,v)

2.Para cada u, v en I,

Clu,1)=u y C(1,v) =0

3. Para cada uy,us,v1,v9 € I tal que up < ug y v1 < vy

Ve([ur, ug] X [v1,v9]) = C(ug, v2) — C(ug,v1) — C(ug,vz) + C(ug,v1) >0

Notemos de la definicién que existen similitudes entre las cépulas y las funciones
de distribucién conjunta con marginales uniformes. Ambas poseen un dominio en el
cuadrado I? = [0, 1]? y su rango cae en el intervalo I = [0, 1]. Concluiremos esta seccién

con el siguiente lema.



1.2 TEOREMA DE SKLAR 8

Lema 11 Sea C! una subcdpula, entonces existe una copula C' tal que C(u,v) = C'(u,v)
para todo u,v € DomC'. En otras palabras, toda subcépula se puede extender (mo

necesariamente de manera unica) a una copula.

Se omitira la demostracién en este caso, pero puede consultarse Nelsen (2006).

1.2. Teorema de Sklar

Comentamos anteriormente que si queremos estudiar variables aleatorias podriamos
hacerlo por medio de funciones de distribucién conjuntas que inherentemente contienen
la dependencia. Una herramienta poderosa para este fin es la teoria de cépulas. Esto es
corroborado por el siguiente teorema, el cual es la columna vertebral de toda nuestra
fundamentacién tedrica, ya que muestra como podemos introducir a las cépulas en

nuestro estudio de variables aleatorias.

Teorema 12 Sea F : R? — [0, 1] una funcién de distribucion conjunta bivariada para
X1 y X, con sus correspondientes marginales Fy y Fy. Entonces existe una copula C

tal que para cualesquiera x, y en R
F(ﬂ?l, .’L’Q) = C(F1<LC1), FQ(QZQ)) (12)

St Fy y F5 son continuas, entonces C' es unica; en cualquier otro caso, C' estd
determinada de forma tnica sobre el conjunto RanFy X RanF,. También, si C' es una
copula conocida y Fy y Fy funciones de distribucion dadas, entonces la funcion ' definida
arriba es una funcion de distribucion conjunta bivariada con marginales Fy y Fs.
Demostracion. La distribucion F entra en las hipdtesis lema 8, donde S; = Ss = R,

por lo tanto

|F (22, y2) — F (z1,y1)| < |F1(22) — Fy (21)| + [F2 (y2) — Fa (1)

si se cumple que Iy (z2) = F1 (21) y Fa (y2) = Fa (y1) se tiene que F' (22, y2) = F (z1, 1)
Entonces los pares
(1 (2), Ex (y) F(2,y)) |2,y € R} (1.3)

inducen una funcion bivariada C' cuyo dominio es RankFy x RanFs. Ademdas, por las

propiedades mencionadas al inicio del capitulo 1, se tiene Fi(—o0) = Fy(—o0) = 0 y
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Fi(00) = Fy(00) =1, por lo que {0,1} C DomC". Por otro lado, siu € RanF entonces

existe © € R tal que Fi(x) = u por tanto
Cl(u,0) = CI1(Fi(x), Fy(—)) = F(x,—o00) = 0,

andlogamente C1(v,0) = 0 de donde se concluye que C' es anclada. Ademdas, como F

es 2 — creciente, C'! hereda esta propiedad. Por tltimo, st u es como antes, se tiene que
Clu,1) = F(x,00) = Fi(z) = u,

andlogamente C1(1,v) = v. De aqui concluimos que la funcion inducida en (1.3) es una
subcopula. Cuando F, y Fy son continuas, entonces RankFy, x RanFy = I?, por tanto C'
es ademds una cépula. De no ser asi podemos extender a C' a una cépula, por el lema

11 de la seccion anterior. m

Definicién 13 Sean X, y X, dos wvariables aleatorias. Diremos que C' es la cdpula

asoctada o correpondiente a X1 y X st

F,x, (21, 02) = C(Fx, (1), Fx, (72))

y por conveniencia, en ocasiones serd denotada por Cx, x,.

Poniendo especial atencién en la férmula (1.2), notamos que cualquier funcién de
distribucién conjunta puede relacionarse con sus marginales por medio de una funcién
C llamada cépula, la cual siempre existe. Ademas, una funcién de distribucién conjunta
F' puede ser estudiada analizando dos componentes esenciales, las marginales I} y Fb
por un lado, y la funcién C' por otro. Como podemos observar C' contiene en si la
estructura que conecta a las marginales. La importancia de este teorema radica en
que podemos estudiar a cualquier conjunto de variables aleatorias simplemente usando
la teorfa desarrollada para copulas. Es por ello que gran parte de nuestro estudio se

fundamenta en el trabajo desarrollado por Sklar y el teorema mencionado anteriormente.

Ahora notemos que F; y F5 son funciones de distribucién con rango perteneciente
a I = [0,1], por lo que se hace evidente el hecho de limitar el dominio de las cépulas
al intervalo I, propiedad menionada en la definicién de cépulas. Por otro lado, veamos
algunos resultados que son consecuencias directas de la definicién de cépulas, pero vistos
desde la perspectiva de variables aleatorias y que hacen evidente el por qué la definicién

de cépulas tiene tal estructura. Véase Patton (2002).
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C(l,FQ(iL’g)) = lim C(Fl(IL‘l),FQ(fL’Q))

T1—00

= lim F(Il,xg)

T1—00
= lim P(Xl S Il,XQ S IQ)
= P(X; <00,Xs < 9)

= P(Xg S 372)

= Fy(72)
analogamente,

C(Fi(x1),1) = Fi(z1)

también podemos notar que,

C(O,FQ(I‘Q}) = lim C(Fl(flfl),Fg(l’g))

T]——00

= lim F(Il,ﬂﬁg)

T1——00
= lim P(Xl S [E17X2 S IL‘Q)
= P(X; < —00, Xy < 1)
=0

andlogamente,
C(Fl(I1>, O) =0

El siguiente teorema muestra que la cépula dada por
C(u,v) = (u,v) = uv (cdpula producto) (1.4)

caracteriza independencia de variables aleatorias cuando las funciones de distribucién
son continuas. Para ello hay que observar el teorema de Sklar y centrase en (1.2),
observando que X; y X; son independientes si sélo si F'(zy,x2) = Fy(x1)Fa(xe) para

toda x1, xo en R2.

Teorema 14 Sean X; y X wvariables aleatorias continuas. Entonces X, y Xo son

independientes si sdlo si su copuld correspondiente es Cx, x,(u,v) = II(u,v) = uv.
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Demostracién. Por el teorema de Sklar sabemos que existe C'y, x, tal que

Cx, %, (F1(71), Fa(w2)) = F(z1,72)

siendo F}, F» las funciones de distribucién marginales de X; y X5 respectivamente y
F' la funcién de distribucion conjunta. Si las variables son independientes entonces
F(x1,x9) = Fi(x1)F>(x2) por lo tanto

Cx, 5, (F1(21), Fa(2)) = Fi(21) Fa(22)

analégamente si la cépula correspondiente para X; y Xo es II(u,v) = uv, entonces,

por el teorema de Sklar concluimos que
F(x1,12) = Fi(21)Fa(z9)
de donde se concluye que X; y X, son independientes. m

Para mas detalles del resultado anterior véase Nelsen (2006). Ahora, para poder dar

otras aplicaciones del teorema de Sklar usaremos el siguiente teorema.

Teorema 15 Sea X una variable aleatoria y sea Fx su funcion de distribucion tal que
posee inversa Fy', entonces Fx(X) ~ U(0,1), donde U(0,1) denota a una variable
aleatoria uniforme en el intervalo [0,1].

Demostracion.
Fpeoo(u) = P(Fx(X) < u)
= P(X < Fy'(w)
= Fx(Fx'(u))

= Uu

por lo tanto, y dado que F' € I

Fx(X)~U(0,1)

De aqui concluimos que si tenemos cualquier funcién de distribucién que posee
inversa la variable F'x(X) tiene una distribucién igual a una variable aleatoria uniforme
en el itervalo [0,1]. Por lo tanto, la cépula de la férmula (1.2) es una funcién de
distribucién con marginales uniformes. Dado que muchas variables tienen una funcién

de distribucién que no posee inversa es necesario dar las siguiente definicién.
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Definicién 16 Sea Fx una funcion de distribucion de una variable aleatoria X. Una
cuasi-inversa de Fx es cualquier funcion F )({1) con dominio I = [0, 1] tal que
1. Sit € RanF, entonces

FUV(t) = mf{z|Fy(z) > t} = sup{z|Fx(z) < t}.

Si Fx es, en particular, estrictamente creciente, entonces tiene una unica cuasi-

. —1 _ _ .
wnversa, que de hecho es F)(( )= F L en donde FX1 es la inversa usual.

Corolario 17 Sea F una funcion de distribucion conjunta bivariada con marginales
continuas Fy y Fy , y sea C' la copula tal que se cumple el teorema de Sklar. Entonces

para cualquier (u,v) € T

C(u,v) = F(F (), BV (v)) (1.5)

Demostracién. Por el teorema de Sklar
F(xy,22) = C(Fi(x), Fa(x2))
y tomando en cuenta que Fi(z1) = u, Fy(z3) = v donde u, v € |0, 1], entonces

r = F V()
vy = F{V(u)

y por lo tanto
FFTY (), By (0) = C(u,v)

para cualquier (u,v) € [2. =

Este es otro camino para ver la relacién entre cépulas y funciones de distribucion
conjuntas. Por medio del cual podemos utilizar variables uniformes para estudiar la
dependencia dada por la cépula, sin mencionar que podemos usar cualquier funcién de
distribucién conjunta F'y también cualquier par de marginales F; y F5 y asi obtener un

coépula valida, sustentada por el teorema de Sklar; véase Sklar (1959).
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Ejemplo 18 Supongamos que tenemos dos variables aleatorias Xy, Xs tales que son

idénticas, por lo tanto, X1 = X3, o en otras palabras poseen una "dependencia positiva

perfecta”, y ademds supongamos que Fi, Fy poseen inversa. Sabemos por el teorema 15

que Fi(X) =U ~ U(0,1). Usando el teorema de Sklar para calcular la copula de estas

variables tenemos que

Cx, x,(F1(21), Fa(12)) = F

Por lo tanto

Cx, 3, (F1(21), Fa(r2)) = min(Fi(21), Fa(za))

En la version del corolario 17 tendriamos que

Cx, . x,(u,v) = min(u, v)

(1.6)

Ejemplo 19 supongamos que tenemos dos variables aleatorias X1, Xy tales que X, =

— X5, por lo que poseen una "dependencia negativa perfecta”, por lo tanto

Fl(lﬂl) =

y ademds por el teorem de Sklar

Cx, x, (F1(71), Fa(2))
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y como las copulas siempre son no negativas se tiene que
Cxy x5 (Fi(x1), Fa(x2)) = max(Fy(z1) + Fo(zz) — 1,0)
En la version del corolario 17 tendriamos que
Cx, . x, (U, v) = max(u+ v — 1,0) (1.7)

De los ejemplos anteriores podemos notar que al dar un tipo de dependencia podemos

obtener igualmente una cépula especifica.

1.3. Cotas para cépulas:

Hasta ahora hemos visto la definicién formal de cépulas, la relacién existente con
las funciones de distribucién, y otros aspectos de utilidad. Ahora nos centraremos en
los posibles valores méximos y minimos que pueden tomar las coépulas, los cuales son
conocidos como limites o cotas Fréchet-Hoeffding. Nos daremos cuenta que estas cotas
corresponden a ciertos casos de dependencia extrema, como la dependencia positiva y

negativa que se vieron como ejemplos en la seccién anterior.

Teorema 20 Sea C' una copula, entonces, para cada (u,v) € DomC.

max(u +v —1,0) < C(u,v) < min(u,v) (1.8)

ademds W (u,v) = méx(u+ v —1,0) y M(u,v) = min(u, v) son cépulas

Demostracién. Sea (u,v) un punto arbitrario en el DomC'. Como C' es no decreciente
en cada uno de sus argumentos C'(u,v) < C(u,1) =uy C(u,v) < C(1,v) = v de donde
C(u,v) < min(u,v). Ademds, por la propiedad tres de las cépulas Ve ([u, 1] X [v,1]) >0
lo que implica C'(u,v) > u+ v — 1, y combinado con el hecho de que C(u,v) > 0 para
todo (u,v) se afirma que C'(u,v) > max(u+v —1,0). =

El teorema antes expueto afirma que cualquier gréfica de un cépula cae dentro de
las dos gréficas descritas por maz(u + v —1,0) y min(u,v).

Como una consecuencia del teorema de Sklar, si X; y X, son variables aleatorias
con funcién de distribucién conjunta F'y marginales F} y F5, respectivamente,entonces

para toda x,y en R,
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Figura 1.1: Gréficas de las cotas para las cépulas. La grafica de W representa a la cota
inferior y la de M a la superior. La gréfica de cualquier cépula cae dentro de estas

graficas.

mé,X(Fl(l’l) + FQ(IQ) - 1,0) S F(ZL‘l,IQ) S Iﬂfﬂ(Fl(JTl), FQ(ZL‘Q)) (19)

Habiamos demostrado en secciones anteriores que la cépula para variables con
independencia era la cépula producto IT(u, v) = uv. También habiamos visto en ejemplos
anteriores que la cépula para variables con dependencia positiva perfecta era M (u,v) =
min(u,v) la cual es la cota maxima para las cépulas bivariadas. Del mismo modo, en caso
de dependencia negativa perfecta, la cépula resultante era W(u,v) = max(u+v —1,0),
la cual corresponde con la cota minima. De lo anterior, deducimos que podria existir
un orden en el espacio de las cépulas, y este orden estarfa dado practicamente por la

relacion de dependencia existente entre las variables.

1.4. Densidades y distribuciones condicionales

Es muy comun analizar las gréaficas de las funciones de distribucién para estudiar su
comportamiento, y en muchas ocasiones es necesario obtener la funcién de densidad de

la cépula para tal fin. Si la cépula es una funcién diferenciable en todos sus argumentos
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entonces podemos definir a la densidad de una cépula para el caso en general, como

sigue:

82C(U17 Ug)
8u18u2

Si la cépula esta dada como en el caso de (1.5), entonces la densidad estaria dada

(1.10)

c(uy, ug) =

por:

) — A 0). B ) w1

AFT (W) fo(Fy H (u2))
donde f(z1,x9) = % v fi(z:) = 813551’)'
Ahora, dado que las cépulas serdn una importante herramienta para medir la

dependencia, serfa interesante saber como inferir probabilidades dando por hecho cierta
informacién. Por ejemplo, supongamos que tenemos dos variables aleatorias uniformes
Uy y Us. Ademas supongamos que el valor de U; es conocido, entonces por medio de la

c6épula podemos notar que

P(Uy < ug, Uy € (ug — 6,u1 +9))
P(Uy € (uy — 6,u1 +6))

~ lim C(uy + 9, u2) — C(uy — 9, uz)

5—0 20

0C (u1, usg)
ouq

De aquf que la distribucién condicional pueda ser obtenida directamente de la cépula.
Existe también la llamada cépula condicional que no serd desarrollada en este apartado

pero para més detalles consultar Patton (2002).

1.5. Transformaciones mondtonas

Si tenemos variables aleatorias con una estructura de dependencia dada, es légico
pensar que si realizamos transformaciones mondétonas sobre estas variables, las nuevas
variables resultantes mantengan la misma estructura de dependencia, ya que lo tnico
que se hace con las transformaciones es un cambio de escala en la medicién de la variable
pero la dependencia seguirfa intacta. Este razonamiento tendria que ser consistente con

la naturaleza de las cépulas.
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Proposicién 21 Consideremos Xy, ..., X4 variables aleatorias continuas cuya estrutura
de dependencia esta dada por una copula C. Sea T; : R — R, i=1,...,d, funciones
estrictamente crecientes. Entonces la estructura de dependencia de las wvariables

aleatorias Ty(X1), ..., Th(X,), también esta dada por la copula C.

La prueba serd dada para el caso de dos dimensiones, ver Nelsen (2006).

Demostracién. Sea Fi, Fy, F| y Fj las funciones de distribucién de X; Xo,T31(X)
y T»(X3) respectivamente. Como T; y T, son funciones estrictamente crecientes,
Fi(r) = P(Ty(X,) < 2) = P(X; < TyY2)) = Fu(T7 (), y de la misma forma

Fj(x) = Fy(Ty (x)) de tal manera que para cualquier z, y en R,

Cry(x1)1o(x2) (F1(21), Fy(22)) = P(T1(X1) < 21, T5(X32) < 2)
= P(X; < Ty Nan), Xz < Ty Hx2))

= Cx, x, (Fi(T] Y(21)), Fa(Ty H(22)))
= Cx, x, (Fi(21), Fy(x2))

Como X; X, son continuas RanF] = Ranly = I, de aqui se sigue que O, (x,) 15 (x5) =

CX1,X2' | |

Teorema 22 Sea X, Y wariables aleatorias continuas con copula Cxy. Sea Th, T
estrictamente mondtonas sobre el rango RanX y RanY , respectivamente.

1. Si Ty es estrictamente creciente y Ty es estrictamente decreciente, entonces
Crx)ny)(u,v) =u—Cxy(u,1 —v) (1.13)
2. 81 T1 es estrictamente decreciente y Ty es estrictamente creciente, entonces
Cry(x) ) (w,v) =v — Cxy(1 —u,v) (1.14)
3. 8i Ty es estrictamente decreciente y Ty es estrictamente decreciente, entonces
Crx)ynw)(wv)=u+v—-1+Cxy(l—u,1—-v) (1.15)

Las demostraciones se omitirdn para estos casos, pero es buen ejercicio para el lector

demostrarlas ya que dardn més entendimiento del tema expuesto, para mayor referencia
véase Nelsen (2006).
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1.6. Copulas multivariadas

La extension de la teorfa de cépulas al caso multivariado es relativamente sencilla.
A continuacién se enunciard la definicién formal de cépula para el caso multivariado y
se enunciardn los principales resultados vistos anteriormente y que aplican para el caso

multivariado.

Definicién 23 Una cdpula en n dimensiones es simplemente una subcopula en n
dimensiones cuyo domino es I™ = [0,1]". Equivalentemente podemos decir que una
copula es una funcion C : [0,1]" — [0,1] tal que:

1.C(ug, ooy 51,0, Uiy 1, ...y up) = 0, la copula vale cero si uno de sus argumentos es
cero.

2.C(1,....,1,u,1,...,1) = u, la cdpula vale u si todos los demds argumentos valen 1y
alguno de ellos vale u.

3. La n — creciente: para B =[]} [a:, b;] C [0,1]" se cumple que
2 2

DD (=0T Clungy e tng,) 20,

donde uj1 = a; y u;j2 = b;.

El resultado sobre las cotas de las cépulas se extiende para el caso de n dimensiones

teniendo el siguiente teorema (véase Fréchet (1957)).

Teorema 24 (limites o cotas Fréchet-Hoeffding). Consideremos una cdpula C(u)

donde u = (uy, ..., u,), entonces

méx{Zui—l—l—n,O} < C(u) <min{ug,...,u,}. (1.16)

=1

Anédlogamente las densidades para las cépulas pueden ser extendidas de la siguiente
manera. Si la cépula es una funcién diferenciable en todos sus argumentos entonces

podemos definir a la densidad de una cépula para el caso en general, como sigue:

_0"C(ug, ug, ..., Up)

c(ug, ug, ooy tp) = D010y 00 (1.17)
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Si la cépula esta dada como en el caso de (1.5), pero para dimensién n > 2, entonces

la densidad estarfa dada por:

FOY (), oy Byt (un))

c(ug, Ugy vy Up) =

donde f(w1, .., p) = LEEzetn) g ) — OB

Fr(FT () fu (B (un))
)

(1.18)






Capitulo 2

Modelos paramétricos de copulas

2.1. Coépulas de supervivencia

En la vida real muchos estudios implican estudiar la probabilidad de supervivencia,
la cual es expresada como P(X > z). Por ejemplo, en las instituciones de seguros es
muy relevante analizar las probabilidades de supervivencia para el calculo de primas,

entonces ;cémo podriamos extender a las cépulas en terminos de la supervivencia?

Para el caso en dos variables X; y X5 con funcién de distribucién conjunta F', la
funcién conjunta de sobreviencia esta dada por F(x,y) = P[X; > x1, X, > ). Las
correspondientes marginales de F son las funciones F'(z;, —00) y F/(—00, 25) , las cuales

son las funciones de sobrevivencia univariadas F'; y F's, respectivamente.

Para responder a la pregunta sobre la supervivencia en las cépulas notemos que:

F(x1,25) = P[X1 > x1, X5 > x9]

— Fi(z1) — Fa(zg) + P[X1 < m1, X2 < 29

V(1) + Fa() — 14 F(x1, 29)

1(21) + Fa(w2) — 1+ C(Fi(21), Fa(as))

= Fi(z1) + Fao(ze) — 1+ C(1 — Fi(x1),1 — Fa(x))

—_

i
e

s (V) =u+v—-14+C(1—-u,1-0) (2.1)

=
E
&
|

21
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De tal manera que podemos escribir a la funcién de supervivencia conjunta F(x1, x)
en terminos de la coépula correspondiente a X; y X5 dada por el teorema de Sklar y
ademds, como se demuestra en Nelsen (2006), u+v —1+C(1 —u, 1 —v) también es una
copula, a la cual se le conoce como la cépula de sobrevivencia denotada por C (u,v).

-~

Clu,v)=u+v—1+C(1—u,1—v)
la igualdad queda de la siguiente manera

F(x1,35) = C(F1(x1), Fa(12)).

2.2. Cépulas fundamentales

En este apartado unicamente resumiremos resultados ya mencionados en secciones
pasadas acerca de la dependencia y las cépulas asociadas. Cuando las variables presentan
independencia habfamos demostrado que su cépula asociada es la llamada cépula

producto y esta definida como sigue.

(u) = Hu (2.2)

Esta definiciéon se obtiene directamente del teorema de Sklar y de la funcién de
distribucién conjunta, ya que al ser independientes, la distribuién conjunta es el producto
de las marginales, llegando a la conclusién: Un conjunto de wvariables aleatorias es

independiente si solo si su copula asociada es la copula producto.

Si tuvieramos variables aleatorias con una dependencia positiva perfecta, se estaria
hablando de variables que se mueven exactamente en la misma direcciéon, de tal
manera que si una de ellas aumenta su valor, las otras variables harfan lo mismo con
seguridad. Ademads, se obtendria la cépula siguiente, la cual es también la cota superior
de la desigualdad de Fréchet-Hoeffding (conocida en algunos textos como cdpula

comonotdnica),

M(u) = min(ug, ..., uy). (2.3)

y para el caso de dependencia perfecta negativa, el caso en el que las variables
se mueven en direccién opuesta, obtendriamos la cota inferior de la desigualdad de

Fréchet-Hoeffding (cdpula contracomonoténica),
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W(u,v) = méx(u+v —1,0) (2.4)

Note que para este 1ltimo caso sélo se puede hablar de dependencia perfecta negativa
en dos dimensiones ya que en espacios de mds dimensiones no es posible que todas las
variables se muevan en direccién opuesta al mismo tiempo. Por ejemplo, imaginemos tres
variables, X;, X, X3, con dependencia perfecta negativa. Entonces, si X; aumenta por
lo tanto X5 tendria que disminuir, y como X, dismuniye X3 tendria que aumentar por
la dependencia negativa perfecta, pero entonces X; y X3 tendrian dependencia positiva

perfecta lo que es una contradiccion.

Ejemplo 25 La cépula asociada al vector de variables continuas dado por (X, —X, X).

Primero tenemos que
F_X(ZL‘) =1- Fx(—ﬁ)

y por el teorema de Sklar
C(Fx (@), Fx(y), Fx(2) = Fx._xx(w,5,)

= PX<z,-X<y X<2)
= P(—X <y, X <min(z,2))
= P(—y < X <min(z,2))
= Fx(min(z, 2)) = Fx(-y)
= min(Fx(z), Fx(2)) = [1 = F-x(y)]
= min(Fx(z), Fx(2)) + F_x(y) — 1

y como las copulas son siempre no negativas, se tiene que

C(Fx(z), Fox(y), Fx(2)) = max(min(Fx (2), Fx(2)) + F-x(y) — 1,0)

o en otras palabras se obtiene la copula

Cx,—xx(u,v,w) = max(min(u, w) +v —1,0). (2.5)

2.3. Copulas elipticas

Existen muchas cépulas que pueden ser derivadas directamente de distribuciones

multivariadas conocidas. Ya que el teorema de Sklar muestra la relacién entre cépulas y
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distribuciones conjuntas, y las primeras intetan describir la dependencia entre variables,
entonces es l6gico pensar que las distribuciones conjuntas conocidas tienen inmersas en
si cierta estructura de dependencia. En este pequeno apartado mencionaremos dos en
especial, las que surgen de distribuciones normales multivariadas y las que surgen de

distribuciones t-student multivariadas.

Primero consideremos dos variables aleatorias X; y X5, las cuales son conjuntamente
normales con correlaciéon p dada por
Cov(X;q, X
p = Corr(Xy,Xs) = (X1, Xs) (2.6)
VVar(Xi1)y/Var(Xa)
cuyo valor describe la estructura de dependencia de estas variables por completo. Esta

afirmacién es cierta sélo para distribuciones que pertenecen a la familia de distribuciones

elipticas y no debe aplicarse para distribuciones fuera de esta familia.

Ahora la cépula gaussiana se obtiene de la siguiente manera. Recordando la férmula

(1.5) del teorema de Sklar sabemos que se cumple la siguiente igualdad
Clu,v) = F(F ) (w), Fy V()

por lo que, para obtener una cépula, podemos hacerlo mediante una distribucién
multivariada y marginales conocidas (las cuales no necesariamente tienen que tener la
misma naturaleza que la distribucién conjunta). Utilizando como argumentos variables
aleatorias uniformes. De tal manera, que la dependencia esta descirta por F' y la
naturaleza individual de cada variable esta descrita por Fy y F5. Asi podemos notar

que la cépula gaussiana se obtiene como,

CGQ<U1, ’LLQ) = @g(@fl(ul), q)il(UQ)) (27)

P
Donde Y es una mtriz de 2x 2 con las correlaciones p y 1 sobre la diagonal, ® denota la
funcién de distribucién de una normal estdndar y @y, es la distribucién normal bivariada

con media zero y matriz de covarianzas X.. Esta representacién es equivalente a:

&M (ur)  p27(u2) 1 52 — 205159 + 82
(Ga _ _ R 2.8
(i, 2) /oo /oo /- ( 2(1 - p?) fudes, (26)

Dada una matriz de covarianzas y su correspondiente matriz de correlaciones

2
Z 01 p0102

2
pPO109 o5
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>-|

p1

notemos que esta cépula es unica para estas matrices.

Formalmente, y de igual manera que en el caso de variables que se distribuyen

normalmente, afirmamos que la cépula t-Student esta dada por

Chs(w) =t 5(t, (), - 1, (un))- (2.9)

cofu)

Figura 2.1: Densidades de una cépula gaussiana (izquierda) y una cépula t-Student
(derecha). Ambas con coeficiente de correlacion igual a 0.3 y la cépula-t tiene 2 grados
de libertad.

Cabe senalar que el variar los grados de libertad cambiamos la naturaleza de las célas
en la distribucién t-Student, ¢,. Si v = 1 la distribucién ¢, coincide con la distribucién
Cauchy, que es una distribucion sin media ni varianza. Al hacer tender v hacia infinito

convergemos a la distribucién normal.

2.4. Copulas arquimedianas

Mientras la cépula gaussiana y la cépula t poseen una expresién un poco
complicada, existen otro tipo de cépulas que muestran formas més sencillas. El siguiente
teorema da una forma 1til para construir un sin nimero de cépulas partiendo de una

funcién ¢, llamada generador de la cépula.
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Definicién 26 (Pseudo-inversa). Suponga una funcion ¢ : [0,1] — [0, 00] continua
y estrictamente decreciente con ¢(1) = 0 y ¢(0) < oo. Entonces definimos la pseudo-

inversa de ¢ con dominio en [0,00] como

R R i (210

Teorema 27 (Cdpula arquimediana bivariada). Sea ¢ : [0, 1] — [0, 00| una funcion

continua vy extrictamente decreciente con ¢(1) =0 y ¢1(t) como en 2.10. Entonces

Cur, uz) = ¢ (d(ur) + p(uz)) (2.11)

es una copula si y sélo si ¢ es convera. Demostracion ver Nelsen (2006).

Por ejemplo, la cépula Gumbel para el caso bivariado tiene la forma:

1/6
C§" (uy, ug) = exp {— ((—lnul)e + (—lnu2)9> } , 1 <60 < o0, (2.12)

en donde ¢(t) = (—Int)?. Si § = 1, entonces obtenemos la cépula de independencia
o c6épula producto dada por 1.4, y el limite de la cépula C§* cuanto § — oo es la cépula
dada por 1.6, que es la cépula comonoténica, para dependencia positiva perfecta. De tal
manera que la cdpula de Gumbel interporla entre independencia y dependencia positiva
perfecta variando el parametro 6.

Otro ejemplo es la llamada cdpula Clayton:

C§ (g, uz) = (u® +uz® 1), 0 <6 < oo, (2.13)

en donde ¢(t) = % (t_e — 1). En este caso haciendo tender § — 0, podemos aproximarnos
a la cépula de independencia, y cuando § — o0, volvemos a obtener la cépula de

dependencia positivaperfecta.

Como las cépulas Gumbel y Clayton, podemos considerar otros dos ejemplos. La

copula Frank

CF" (uy, ) = —% In <1 , (exp (_0“12}{; (lz(ee)xf (1_9“2) - 1>) LOER,  (2.14)
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donde ¢(t) = —In (‘;__i,t__ll), y la cépula de dos pardmetros conocida como la copula

Clayton Generalizada:
5 5\ /8 /8
Chls (ur,uz) = {((ul—e_1) + (u3? = 1) ) +1} L 0>0,6>1, (2.15)

donde ¢(t) = 67° (t0—1)".

<l

T S T B N D

K

—E = m o tho@

Figura 2.2: Densidades de las cépulas Gumbel (superior izquierda, pardmetro=2),
Claytén (superior derecha, pardmetro=2), Frank (inferior izquierda, pardmetro=2) y
Claytén Generalizada (inferior derecha, theta=delta=2). Todas las cépulas han sido

cortadas hasta el nivel 7.

La cépula Gumbel (2.12), Clayton (2.13), Frank (2.14), y Clayton Generalizada
(2.15), caen dentro de una familia llamada cépulas arquimedianas, las cuales han sido

extensamente estudiadas y son muy utiles para modelar portafolios con riesgo de crédito,
McNeil, A.; R. Frey, and P. Embrechts (2005).

La siguiente tabla muestra los generadores y los valores permitibles para los

pardmetros. Asi como los casos o limites resultantes de mover tales pardmetros.
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Tabla 1. Cépulas Arquimedeanas con su generador correspondiente.

28

Cépula | Generador ¢(t) | Rango de parametros | Cépula inferior | Cépula superior
Ccgv (—Int)? 0>1 I M
Cg'! st —1) 0> —1 w M
cir | - (=571) 0cR W M
css | o0 (¢ —1)° 0>06>1 N/A N/A
2.4.1. Cébpulas arquimedianas n-dimensionales

Para extender el concepto de cépula arquimediana a dimensiones mayores seria
l6gico pensar en expresarlarlas en una forma andloga al caso bivariado, de tal forma

que tendriamos una funcién ¢ y la siguiente expresiéon

C’"(ul, Usa, ...

) = & (P(uy) + d(ug) + ... + d(uy)), n> 2, (2.16)

esta forma de pensar es intuitiva, pero no cierta hasta que asignamos las siguientes

propiedades para ¢ expuestas en Kimberling (1974).

Definicién 28 (Widder (1941)). Una funcion g(t) es completamente monoténica en un
intervalo J si es continua en él, y tiene derivadas de todos los ordenes que alternan en

signo, es decir, si satisface

dk
k
(1) T

para todo t en el interior de J y k= 01,2, ...

(t) >0 (2.17)

Teorema 29 Sea ¢ una funcion continua estrictamente decreciente de [0,1] a [0, 00|
tal que $(0) = 0o y ¢(1) = 0, y sea ¢+ la inversa de ¢. Si C™ es la funion de [0,1] a
[0,1]™ dada por 2.16, entonces C™ es una n-cépula para toda n > 2, si y sélo si ot es

completamente monoténica sobre [0, cc.

Todas las cépulas presentes en la tabla de la secciéon anterior poseen inversa
completamente monoténica por lo que pueden extenderse al caso n-dimensional,

obteniendose cépulas méds complejas pero a la vez més ttiles.
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2.5. Otras cépulas

En esta seccién presentaremos dos tipos de cépulas, obtenidas mediante procedimien-
tos especificos: copula de Plackett y c6pula Joe-Claytén simetrizada; véase Patton (2006)

y Parra H. and Koodi L. (2006) para un analisis mas profundo.

2.5.1. Coébpula de Plackett

Una de las medidas de asociacién o dependencia en las tablas de contingencia de
2 x 2 es el ratio . Supongamos una tabla con dos variables, X y Y, y fijemos un punto
(x,y). Si tenemos una muestra independiente {(z;, y;)}, de las variables podemos formar

una tabla de contingencia de la siguiente manera:

Tabla 2. Tabla de contingencia 2x2.

Variable Y
7 < y77 7 > y77 total X
Varable X —; = x” ? b ath
>z c d c+d
total Y | a + ¢ b+d n

donde a es el nimero de puntos (z;,y;) tales que x; < x y a la vez y; < y;
andlogamente con b, cy d. El ratio 6 o cross product ratio, como es denotado en inglés, es
el nimeo real positivo 6, ,) = (ad) / (bc). Como menciona Parra H. and Koodi L. (2006),
0 = 1 corresponde al caso en el que X y Y son independientes, implicando que cada
entrada, por ejemplo a, es igual a su valor esperado bajo independencia (que para a
serfa (a +0b) (a+c¢) /n), donde n = a+ b+ ¢+ d. Cuando 6 > 1, las observaciones se

7 7 77

concentran en 7 < 27,7 < y” yen” > 2”7 > y” indicando una posible dependencia

2 7 77

positiva; cuando 0 < 9 < 1, las observaciones se concentran en 7 < x”)” > y” y en

7 > " <y’ indicando una posible dependencia negativa.

Si tenemos una distribucién conjunta F', y marginales F; y F, continuas para X
y Y, podemos utilizar las probabilidades dadas por estas distribuciones en lugar de una

muestra, obteniendo asi:

p _ P(X<2,Y <yPX>u2Y >y)
) = PX <2,V > y)P(X > 2,Y <y)
( ) —

y)

(2.18)

F(z,y)[1 — Fi(z) — Fy(y) + F(z,y)]
[Fi(x) = F(z,y)][F2(y) — F(z,y)]
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notemos que 0, depende de (z,y), aunque existen distribuciones en las cuales esto

no sucede. Sea u = Fi(x) y v = F3(y). Usando el teorema de Sklar, tenemos que

Clu,v)[1 —u—v+ C(u,v)]

g — 2.19
u— ()] - C(u )] (249
y resolviendo para C' encontramos que
1
CP(u,v) = ST (0 —1) (u+v)— (14 (0= 1) (u+0)]* — 4w (0 — 1))
para 0 # 1, y Cp(u,v) = wv para § = 1. Se ha utilizado esta cépula para ver

si la dependencia lineal de ciertas series varfa con el tiempo, véase Rockinger and
Jondeau (2001).

2.5.2. Cobpula Joe-Claytén simetrizada

Patton (2006) usé una forma modificada de la cépula Joe-Clayton para modelar
los rendimientos de los tipos de cambio Yen-US Dolar y Mark-US Dolédr. La cépula
Joe-Clayton esta dada por

_ 1/k
G (wv) = 1= ({1 = (=) T+ 1= (1= 0) 7 = 1)) (2.20)
donde

k= 1/logy(2 —\,)

v = —1/logy ()
Ao, i € (0,1)

esta copula tiene dos pardmetros A\, y A;, que son los coeficientes de dependencia
extrema, los cuales se verdn en la seccién siguiente pero en esencia muestran la
probabilidad de que una variable rebase un valor extremo dado que otra ya lo hizo,
tanto para la cola superior (por ello el subindice u, up) como para la cola inferior (por
ello el subindice I, low). La cépula C’/{S/\l tiene una ligera asimetria cuando A\, = ;.
Tratando agregar simetria a la cépula anterior se usa una forma modificada, conocidad

como la cépula Joe-Clayton simétrica (SJC), denotada por
C’ff%(u, v) = 050;{5& (u,v) + 0.50;\],%[(1 —u,l—v)+ut+v—1 (2.21)

la cual es simétrica cuando A\, = ;.



Capitulo 3

Medidas de dependencia

En el mundo financiero es importante estudiar la dependencia de las variables
aleatorias, tales como el valor de los instrumentos financieros, las tasas de interés, activos
subyacentes, variables macroeconémicas, etc. Hemos visto que las cépulas brindan la
posibilidad de estudiar la estructura de dependencia de las variables. Pero necesitamos
algo mads, algin tipo de férmula que nos proporcione en una simple escala o nimero el
nivel de dependencia o correlacién que existe entre las variables de interés. Y que mejor si
este tipo de férmulas o medidas dependen o reciben como pardametro la cépula inherente
a las variables. Es aqui donde introduciremos las llamadas medidas de dependencia.
Nos concentraremos principalemente en tres medidas, la correlacién lineal o de Pearson
(Linear Correlation), la correlacién de rangos (Rank Correlation) y los coeficientes de
dependencia extrema (Coefficients of Tail Dependence), los cuales serédn vistos como

funciones de dos variables aleatorias.

Es deseable y muy importante que (3.1)
las medidas de dependencia dependan
tnicamente de la cépula y no de las

marginales utilizadas.

La importancia de la frase anterior se debe a que la cépula contienen de manera
inherente la estructura de dependencia entre las variables y las marginales solo explican
la naturaleza individual de cada variable. Si la afirmacién (3.1) fuese verdadera, al variar
la naturaleza marginal de cada variable las medidas de dependencia no cambiarfan,
puesto que la coépula correspondiente a las variables seguirfa siendo la misma. Las

medidas de dependencia se reducen a un simple valor. Si estas medidas dependen

31
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unicamente de la cépula este valor nos estarfa mostrando en un simple nimero la

estructura de dependencia de las variables.

Veremos, por medio de un ejemplo, que la afirmacién (3.1) anteriormente no ocurre
para la correlacién lineal. Existen parejas con la misma cépula pero con distinta
correlacion lineal, por lo tanto, aunque posean la misma estructura de dependenia dada
por la cépula su correlacion lineal es distinta. Esto se debe a que la correlacién lineal
es una medida de dependencia de segundo orden por lo que no caracteriza toda la
dependencia entre las variables. También mostraremos los malos usos que se le puede
dar a la correlacién lineal fuera de la familia de distribuciones elipticas. Sin embargo, para
el caso de las correlaciones de rangos y para los coeficientes de dependencia extrema,
la afirmacién (3.1) es totalmente veridica. Para estas dos ultimas medidas, la cépula
utilizada definird de manera tnica el valor que tomaran, por lo que las correlaciones de
rangos y los coeficientes de dependencia extrema sélo dependerédn de la cépula utilizada

y no de las marginales usadas; hecho que serd demostrado.

3.1. Correlacion lineal o de Pearson

La correlacion lineal o de Pearson es la medida de dependencia més usada y conocida
puesto que la facilidad de su calculo brinda muchos beneficios; esta correlacion esta

definida como sigue:

ey = Cov(X,Y)
oY \/Var(X) \/Var(Y)

de manera andloga podemos calcular este coeficiente sobre un estadistico muestral,

(3.2)

denotado como:

rx’y:inyi—m:—y: T T T
nS;S, \/nzxf — (Z%)Q\/HZ%? B (Z%)Q

La correlacion lineal es una medida que toma varoles en [—1,1]. Si las variables son

(3.3)

independientes, entonces pyy = 0, aunque el reciproco no siempre es cierto, ejemplos
son proporcionados por la clase de distribuciones de mezclas normales no correlacionadas
y la clase de distribuciones esféricas (con la tinica excepcion de la normal multivariada).

Si |pxy| = 1, entonces, estariamos diciendo que X = a + BY. En donde si 3 > 0,
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hablarfamos de dependencia lineal positiva entre las variables X y Y, y si f < 0,

estariamos hablando de dependencia lineal negativa.

Una de las propiedades relevantes de la correlacién lineal, y por la cual deriva su
nombre, es que es invariante ante transformaciones lineales; si X; y X, son dos variableas
aleatorias, entonces

p(X1, Xo) = play + 81 X1, s + 3,X5)

esto no ocurre siempre bajo transformaciones crecientes més generales. Si7T : R — R,

es una transformacién estrictamente creciente entonces en general

p(X1, Xa) # p(T(X41), T(Xz))

Es facil ver que existen pares de variables con la misma cépula pero distinta

correlacién, para ello analizemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 30 Sean X y X5 dos variables con distribucion normal de media 0 y varianza
o2 > 0. Utilicemos también las variables eX* y e*2, las cuales siguen una distribucion
Log-normal. Tomemos la copula C’f“ dada por (2.8) que es la copula gaussiana con

correlacion
COU(Xl,XQ) - COU(Xl,XQ)

N VVar(Xy)y/Var(Xz) o? '

Utilizando el corolario 17, es facil obtener una funcion multivariada vdlida para (X1, Xs)

p

Y (eXl,eXQ). Sea F\,Fy,F3 y Fy las distribuciones marginales de X1,X,,eXt y e*2

respectivamente. Entonces se obtienen dos funciones multivariadas dadas por

FX1X2($7y> = CpGa (Fl (ZL‘) , Fa (y)) )
Foaexs(2,y) = CF (Fy(2), Fa(y)),

para toda (x,y) € R2. La distribucion Fx,x, asequra que p es la correlacion lineal de
(X1, X3) porque Fy y Fy son marginales con distribucion normal. Notemos que ambos
pares, (X1, X2) y (eXl, eXQ), poseen la misma copula asociada. Se puede demostrar que

la correlacion lineal de (e*',e*?) esta dada por

2
e’ —1

peX eX -
et =) (e - 1)

7 p-

Por lo que queda visto que un par de vectores puede tener distinta correlacion a pesar

de poseer la misma copula asociada.
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Ahora discutiremos dos malos usos de la correlaciéon lineal, tomados como
afirmaciones por algunos usuarios y que para estadistas con buen nivel seria facil de

refutar.

1.-(Primer mal uso). Las distribuciones marginales y correlacion lineal de
un vector aleatorio determinan su distribucién conjunta.

Esta afirmacién no es cierta ya que es posible encontrar dos distribuciones conjuntas
distintas con las mismas marginales y la misma correlacién lineal, por lo tanto, no basta
tener sé6lo las marginales y la correlacion lineal para describir la naturaleza conjunta de

un vector aleatorio.

Ejemplo 31 (McNeil, A., R. Frey, and P. Embrechts (2005)). Consideremos dos
variables aleatorias (v. a.) tales que representan las pérdidas y ganancias de un
portafolio. Supongamos que tales variables tienen distribucion normal y ademas
correlacion lineal p igual a cero. Ahora construiremos dos distribuciones conjuntas que
son distintas pero consistentes con tener distribuciones normales y correlacion lineal p
tqual a cero.

Modelo 1.- es el usual modelo normal bivariado X ~ N2(0, I3). La cépula asociada a
este modelo es la copula gaussiana CS* dada por (2.8).

Modelo 2.- serd construido tomando V' una variable aleatoria tal que P(V = 1) =
P(V =—=1) = 0,5 y haiendo Y = (Y1,Ys) = (X1,V X3), siendo X; como en el modelo
1, este modelo tiene marginales normales y su correlacion es 0. Al calcular su cépula

asociada obtenemos que
C'(uy,ug) = 0,5méx(u; + ug — 1,0) + 0,5 min(uq, ug)

notemos que esto es una mezcla de las cotas para las copulas que representan casos
extremos de dependencia, lo que es logico puesto que por la cosntruccion del modelo
obtendremos en algunos casos dependencia positiva extrema ¢ comondtona y en otros
casos dependencia negativa extrema 6 contramondtona.

Ademds, tomando en cuenta el teorema de Sklar, los modelos presentan distintas
copulas por ende distinta distribucion conjunta. Ademds se puede calcular analiticamente
que el total de pérdidas X1 + Xo y Y1 + Yy son tales que

— 1—
P(X, + Xy > k) = ®(k/V2), P(Yi+Y, > k) = S®(k/2)
de donde se sigue que para o > 0,75

Fix, (@) = V207 (a), Fy iy, (@) =207 (20 — 1)
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por lo que el cuatil de Y1 + Yy domina al de X1 + X5 para valores mayores al 93 %, lo
que treria consigo diferencias en el calculo del Valor en Riesgo (VaR) del portafolio, por
lo que el VaR dependeria del modelo usado, a pesar de haber mencionado que poseen la

misma correlacion lineal y que ambos modelos tienen marginales normales.

2.-(Segundo mal uso). Para distribuciones marginales dadas F; y Fs y
cualquier valor de correlacién en [—1,1] siempre es posible construir una
distribucién F conjunta, con marginales F, y F5, y que las variables posean
tal correlacion.

Esta afirmacién también es incorrecta, resultado de un mal uso que alguien con

conocimiento elemental de probabilidad y estadistica no deberfa de tener

Ejemplo 32 Tomemos In X; ~ N(0,1) y In Xy ~ N(0,0?), 0 # 1. Puede demostrarse,
véase McNeil, A., R. Frey, and P. Embrechts (2005), que para variables con estas
caracteristicas la correlacion minima y mdrima que pueden llegar a tener estan dadas
por

e?—1 B e’ —1

o e e 1) o e e - D)

de donde si hacemos tender a la varianza a infinito obtendremos que p, Y Prmax tienden

a cero, por lo que para una varianza demasido grande seria imposible construir una
funcion conjunta con las marginales dadas anteriormente y una correlacion demasiado

alejada de cero.

3.2. Correlaciénes de rangos

Este tipo de medidas de dependencia centran su importancia en los rangos de los
datos, de ahi deriva su nombre, mostraremos mas adelante que la correlacién de rangos
depende solamente de la cépula utilizada y no de las marginales, contrario a la correlacion
lineal, la cual depende de ambas como se vié anteriormente. Ademds, nos centraremos

en dos medidas relevantes, la tau de Kendall y la rho de Sperman.
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Figura 3.1: Puntos concordantes (area sombreada) a un punto A perteneciente al plano

cartesiano.

3.2.1. Tau de Kendall

Decimos que dos puntos (1, x2) v (71, T2) son concordantes si (171 )(zy — T2) > 0,
por lo que, (1 > T1 y xg > T2) 6 (¥1 < T1 y T2 < T2). En la Figura 3.1 se muestra en
el area sombreada los puntos que son concordantes para un punto A en R2.

Podemos notar que al unir dos puntos concordantes con una linea recta, esta linea
tendrd pendiente positiva. Andlogamente decimos que dos puntos (z1,x2) y (71, Z2) son
discordantes si (z1-71)(z2 — T2) < 0, o si al unirlos mediante una linea recta, esta linea
posee pendiente negativa; en la Figura 3.2 se muestra en el drea sombreada los puntos

discordantes para un punto A en R?

Figura 3.2: Puntos discordantes (area sombreada) a un punto A perteneciente al plano

cartesiano.
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La tau de Kendall es una medida del nivel de concordancia. Tomemos un punto
(1, 22) y una copia (71,72) con la misma distribucién pero independiente del primero.
Notemos que si la variable X; tiene dependencia positiva con la variable X5, entonces
es mds probable que sean concordantes, puesto que valores grandes (pequenos) de X;
implican valores grandes (pequenios) de X,. Pero si la variable X; tiene dependencia
negativa con la variable X5, entonces es méds probable que sean discordantes, puesto que

valores grandes (pequenos) de X; implican valores pequetios (grandes) de Xo.

Figura 3.3: Pendientes formadas por la unién de puntos concordantes (derecha) y

discordantes (izquierda).

Definicién 33 Para dos variables X1 y X5 la tau de Kendall esta dada como

p.(X1,X5) = P((X1 — X1)(Xo — X2) > 0) — P((X1 — X1)(Xs — Xp) <0) (3.4)
= E(signo((X1 — X1)(X2 — X3)))

donde

1 stx>0
signo(x) = ,
-1 s1x<0

Yy ()?1,5(:2) es una copia en distribucion independiente de (X1, X5).

Notemos que la tau de kendall mide la probabilidad de concordancia menos la
probabilidad de discordancia y que este valor pertenece al intervalo [—1,1]. Con el
andlisis dado anteriormente deducimos que si p, > 0 la probabilidad de concordancia

es mayor a la probabilidad de discordancia lo que indicaria dependencia positiva,
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andlogamente si p, < 0 se hablarfa de dependencia negativa. Si tenemos una muestra
aleatoria de tamano n un estadistico muestral para calcular la tau de kendall es dado
como

(ntimero de pares concordantes)-(ntiimero de pares discordantes)

tn(n—1)

(3.5)

T =

3.2.2. Rho de Sperman

Esta medida también puede ser definida en terminos de concordancia y discordancia
para pares aleatorios (véase Krustal (1958), p. 284) pero la definicién mds intuitiva

envuelve a las cépulas

Definicién 34 Sea X, y X5 dos v.a. con distribuciones marginales Fy y Fy la rho de

Sperman esta dada por
ps(X1, Xz) = p(Fi(X1), F2(X2)) (3.6)
siendo p la correlacion lineal 3.2

Ambas medidas, la tau de Kendall y la rho de Sperman, tienen valor 0 si las variables
son independientes aunque el reciproco no siempre es cierto. Cabe mencionar que ambas
toman el valor de 1 (-1) si las variables poseen dependencia positiva perfecta 6 son
comonotonas (dependencia negativa perfecta o son cotramondétonas), cosa que no ocurre

siempre con la correlacién lineal.

3.2.3. Correlaciénes de rangos y cépulas

Como hemos visto, la correlacion lineal depende no solamente de la cépula asociada,
sino también de las marginales utilizadas, las cuales, dependiendo de su naturaleza,
pueden limitar el rango de valores que puede llegar a tener la correlaciéon. En cambio,
las correlaciones de rangos dependen tinicamente de la cépula utilizada, por lo que puede
decirse que estas medidas de dependencia pueden ser parametrizadas por la cépula a
utilizar y no influye en absoluto las marginales utilizadas en el valor que tomaran las
correlaciones de rangos. Lo mencionado anteriormente se demostrard en la siguiente

proposicién.
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Proposicién 35 Supongamos X1 y Xy v.a. continuas con su copula correspondiente C'.

Entonces las correlaciones de rangos estan dadas por

pT(X17X2) = 4//C(u1,u2)d0(u1,u2) -1 (37)
ps(X1, Xo) = 12//(C(u1,u2) — upug)duydug (3.8)

Demostracién. Se sigue de (3.4) que

p(X1,Xs) = P((X1 — X1)(X2 — X2) > 0) — P((X; — X1) (X5 — X,) < 0)
= 2P((X; — X)) (X — Xp) > 0) — 1

y €Omo ()N( 1, )N(Q) es una copia en distribucién independiente de (X7, X5), entonces

pT(Xl,XQ) = 4P(X1 < Xl,Xg < )/22) -1
= 4E<P(X1 < )’Zl,Xg < )’ZQ‘)’Zl,XQ)) —1

= 4//P<X1 <$1,X2<.T2)dF(I1,(L’2)—1

—00—00

y como X; y X, tienen marginales continuas, utilizando el teorema de Sklar tenemos

que

po(X1, Xy) = 4 / / O(Fy(21), Fo(2))AC(F (1), Fi(as)) — 1

haciendo u; = Fi(x1) y us = Fy(z3) obtenemos el resultado deseado. Para la rho de
sperman simplemente hay que observar que pg(X7, X2) = 12cov(Fi(z1), Fa(x2)), ya que

F;(x;) tiene una distribucién con varianza . m

Ejemplo 36 Las correlacines de rangos derivadas de la cdpula gaussiana bivariada
estan dados por

6
(X1, X2) = - arcsing (3.9)

2
ps(X1, X3) = — arcsin p (3.10)
T
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3.3. Coeficientes de dependencia extrema

Como las correlaciones de rangos, los coeficientes de dependencia extrema son
medidas de dependenia que dependen solamente de la cépula de un par de varibles
X, y Xs. Estas medidas de dependencia se centran en estudiar los grados extremos
de dependencia. Es una probabilidad que muestra la dependencia en las colas de las
distribuciones de interés y son definidas en terminos de limites, cuantiles y probabilidades
condicionales, mostrando la probabilidad de que una variable exceda un valor extremo

dado que otra ya lo hizo.

Definicién 37 Sea X; y Xs dos wvariables aleatorias con distribuciones Fy y Fy. FEl

coeficiente de dependencia de la cola superior de X1 y Xy es
A= A(Xp, Xo) = 11’1{17 P(Xy > F; ()| X1 > Fy (q)) (3.11)
q—)

siempre y cuando el limite exista. Si A, € (0,1], entonces decimos que X; y X
muestran dependencia extrema en la cola superior; si A\, = 0, entonces decimos que
son asintéticamente independientes en la cola superior. Analogidmente, el coeficiente de

dependencia de cola inferior es

q—0t

siempre y cuando el limite exista.

si F1 y F5 son continuas entonces podemos expresar a A\, y A; en terminos de la

c6pula asociada C'.

P(Xy < Fy (q), X1 < Fy (q))

)\ = lim 3.13
T st P(X, < F5 (q)) (3.13)
_ iy G99
q~>[]+ q
y también
C(l—q.1— C
A =l SEZ01Z0 g, Clad) (3.14)
g—1- 1—gq g—0+ q
= 2+ lim Cl-g¢l-qg-1
q—07t q

siendo C' la cépula de sobrevivencia vista en secciénes anteriores.
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Ejemplo 38 (Cépulas Gumbel y Clayton). Escribiendo 65“ para la copula de sobre-

vivencia de la Gumbel

S TN S S PR TN €/ (Y )

q—1— 1-— q q—1- q — 1
usando la regla de L "Hopital y el echo que C5"(q,q) = q21/0 inferimos que
Ay =221

donde notamos que cuando 6 — oo este coeficiente tiende a 1, ya que como habiamos
mencionado antes la copula Gumbel tiende a la copula comondtona. Usando un
procedimiento similar podemos encontrar que el coeficiente \; de la copula Clayton es
tal que Ny = 279 para 6 > 0.






Capitulo 4

Inferencia estadistica y simulacion

de copulas

En esta seccién estudiaremos los métodos utlizados para estimar y calibrar los
pardmetros de las copulas como también las técnicas utilizadas para seleccionar alguna

c6pula de un conjunto de cépulas previamente establecido.

4.1. Estimacion de parametros mediante maxima

verosimilitud

Supongamos que tenemos un vector (Xp, Xs,...,X,) de variables aleatorias con
funcién de distribucién conjunta F': R™ — [0, 1] y cépula correspondiente C' : [0, 1]" —
[0,1]. Sea F; : R — [0,1] la funcién de distribucién marginal para la variable X;.
Supongamos que la cépula C' depende de un vector de parametros llamado 6, y que cada
distribucién marginal F; depende de un vector de parametros llamado a;. Aplicando el

teorema de Sklar
F(Il, vy Ly a) = C(Fl(l'l, al), ceey Fn(xn, an), 0) (41)

derivando la funcién de distribucién conjunta F' respecto a todas sus variables se obtiene

la funcién de densidad siguiente

n

f@1, oy xn ) = c(Fi(z1;00), ooy BT @0y); 0) H filzs; o), (4.2)
i=1
donde o )
_0"C(ug, .y Uy
c(uy, .oy uy) = Jur.ou. (4.3)

43



4.2 METODO DE NEWTON RAPHSON MULTIVARIADO 44

Supongamos un muestra de 7" datos {x;}, .7, donde x; = (214, ..., T, ). Multiplicando

cada f(x;; a) y tomando logaritmos para obtener la log-verosimilitud tenemos

In (e, 0;x4,..X7) = Z (ln c(Fi(xy00), oy Fo(Tng o);0) + Zln fi(wig; al)> ,
t=1 1=1
(4.4)

por lo que los pardmetros a elegir son aquellos (a,0) que maximizen 4.4. Pueden
seguirse dos métodos; a) Estimar primero los pardmetros de las distribuciones marginales
para estimar luego los pardmetros de la cépula, lo que se conoce como Inferencia
marginal o b) Estimar todos los pardmetros de las distribuciones marginales y de
la distribucién de la cépula, simultdneamente, lo que se conoce como estimacién de
Mdazima Verosimilitud Candnica; para ambos caminos puede utilizarse el método de
Newtén Rapshon multivariado, mostrado a continuaién, para encontrar aproximaciones
a los pardmetros. En una disertacién de doctorado Xu (1996) usé simulaciénes para
comparar la estimaciéon por Mdxima Verosimilitud Candnica y la Inferencia marginal
encontrando un momio de errores cuadraticos medios aproximadamente igual a uno,
por lo que ambos métodos no difieren en gran medida. Ademds, bajo condiciones de
regularidad, Patton (2003b) mostré que los estimadores por Inferencia marginal son

consistentes y asintéticamente normales.

4.2. Meétodo de Newton Raphson multivariado

El método de Newton Raphson puede ser generalizado al caso multivariado para

resolver simultaneamente n ecuaciones algebraicas.

( )

fl(.’lfl, ,.an) = fl(X) =0

| A1) = ilx) =0 |

donde x =(z1,...,x,), es un vector de n dimensiones. Este sistema de ecuaciones se
puede representar de forma mas concisa en la forma f(x) = 0. La férmula iterativa para

encontrar la solucién en el caso multivariado es
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donde Jg(x) es el Jacobiano de la funcién f(x)

aft 9f
oxr1 7" Oxn
Je(x)= | .. ..
fn Ofn
L Or1 77 Oxn |

Para derivar esta iteracion considere la serie de Taylor

filx+0x) = fi(X)"’Z%él‘j“—O(éXQ) (i=1,..,n)

ignorando los terminos de §x? y haciendo f;(x+0x) = 0 (es decir, suponiendo que x+dx

es la solucién) obtenemos que

fi

ox;
j J

dr; = —fi(x) (1=1,...,n)

resolviendo este sistema de ecuaciones lineales para dx; obtenemos
ox = —J; H(x)f(x)
y por lo tanto la férmula queda

X = x+0x = x — J; ' (x)f(x)

4.3. Calibracién de cépulas

En el capitulo anterior se estudiaron distintas medidas de dependencia, como las
correlaciones de rangos y los coeficientes de dependencia extrema de las colas, llegando
a las férmulas (3.7), (3.8), (3.13) y (3.14), mostradas a continuacién

11

P (X1, Xy) = 4 / / (g, 13)dCur, 1) — 1 (4.5)

00

11
pS(Xl,XQ) = 12//(C(U1,U2) — Ul’l,LQ)duldUQ (46)
00



4.4 SELECCION DE LA COPULA 46

P(Xs < Fy(q), X1 < F5 (g))

N = lim 4.7
=TT RG < B () 47
— iy G224
q—07T q
y también
51— 01— ~
\, = lim Cl-g¢l-q) _ . Caq (4.8)
g—1- 1—g¢q q—0+ q
1—qg,1—¢q)—1
q—0+ q

se pueden utlizar estimadores muestrales de p., pg, \; y A, de modo que para cépulas
dependientes de un sélo pardmetro estas ecuaciones proporcionan un modo de calibrar

dicho pardmetro. Por ejemplo para la cépula gaussiana con parametro p

6 p
— ~ arcsin & 4.9
pr = —arcsing (4.9)
2 :
ps = —arcsinp (4.10)

donde p puede ser obtenida si se conoce un estimador de p, o pg. También se mencion6

que para la cépula Gumbel con pardmetro
A, =220

de donde también podemos obtener 6 si se conoce un estimador de \,.

4.4. Seleccion de la cépula

La distancia cuadréitica entre dos cépulas C; y Cs dado un conjunto finito de puntos

A ={ay,...,a,,} es definida como

d(Cy,Cy) =

Suponiendo que se tiene un conjunto de cépulas {C}} bajo consideracién , ya con los
pardmetros estimados o conocidos; un criterio es seleccionar la cépula Cy que minimice

la distancia cuadrética d con respecto a la cépula empirica definida por

T
~(tt 1
C (%, ?) == g 1(21s € a1(h) 1 < o1 (t))
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Se suelen usar puntos A en la region de interés. Por ejemplo, cuando se selecciona un

modelo de cépula para estimar el VaR, la regién de interés deberia ser la cola inferior.

Otro sugerencia es usar criterios como el de la informacién de Akaike (AIC) o el

citerio Bayesiano de informacién los cuales son definidos como

AIC = —2In L(&,0;%,, ..x7) + 2M
BIC = T <M1nT— 21nL(a,§;x1,...xT))

donde In L(a,a;xl, ..x7) es la logveosimilitud vista al inicio de este capitulo, pero
evaluada en los pardmetros ya estimados, 7" el tamano de la muestra, y M el nimero
total de pardametros estimados, siendo preferible la cépula que proporcione un valor

menor de dichos criterios.

4.5. Simulacion de cépulas

4.5.1. Generar escenarios por medio de simulacién Monte

Carlo

Recordemos que por simplicidad trabajaremos con cépulas bivariadas, pero el método
descrito a continuacion se aplica también para cépulas de dimensién n > 2. Supongamos
que ya han sido seleccionadas las marginales F y F5 y una cépula C, y que los pardmetros
han sido estimados de forma correcta. El siguiente paso serd generar muestras aleatorias
sobre las variables tales que mantengan la estructura de dependencia designada por la
cépula y que ademds mantenga su naturaleza marginal. Para este fin utilizaremos el

algoritmo de simulacién Monte Carlo.

Primero generaremos pares de vectores uniformes (u;, u2) que contengan la estructura
de dependencia dada por la cépula seleccionada. Recordemos que en el capitulo uno se

vieron las distribuciones condicionales de las cépulas, en el cual se concluyé que

GC(ul, UQ)

5 = P(Us < ug|Uy = uy) = ¢y, (ug) (4.11)
Uy

donde U; y U, son variables distribuidas U(0, 1), con distribucién conjunta C'(u, v) dada
por la cépula. Se puede demostrar que ¢, (ug) es creciente y que existe para casi todo

ug € [0,1]; véase Nelsen (2006).Suponga que ¢, (u2) existe para todo uy € [0, 1], de tal
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modo que podemos encontrar a la inversa de c,,, si no se satisfacen las condiciones

podemos utilizar a la cuasi-inversa definida en el capitulo uno.

El algoritmo para generar los pares (uj,us) de pseudo mimeros aleatorios es el

siguiente:
Algoritmo.

» Generamos dos numeros aleatorios e independientes u; w € [0, 1]

= Calculamos la inversa de c,, que dependerd de los pardmetros estimados para la

-1

! (w), para obtener el segundo pseudo niimero

copula y de uy. y hagamos us = ¢

aleatorio.

= Sila inversa no puede ser calculada analiticamente se tendra que recurrir a métodos

numéricos o algoritmos numéricos para determinar us.

» Por ltimo hacemos 7, = F~'(uy) y 29 = F~*(uy) obteniendo un par (z1,zs)
de variables aleatorias con la estructura de dependencia y naturaleza marginal
deseada. Realizando este procedimiento M veces podemos tener simulada una

muestra {X,, },,cy = {X1,.-.,X,,} de escenarios posibles, donde X, = (1,1, T2,m).

Para extender este método a dimensiones mayores se sigue el mismo proceso, sélo se
simulan n variables uniformes y se ocupan las inversas de las derivadas de la c6pula o

llamadas también cépulas condicionales por lo visto en capitulos anteriores.

4.5.2. Simulacién de la cépula gaussiana y t-student

Si la copula es derivada de una distribucién multivariada, como la cépula gaussiana
y la t-student, resulta facil simular variables aleatorias uniformes con dicha cépula. El
primer paso es simular variables aleatorias de acuerdo con la distribucién multivariada
subyacente y el segundo paso es transformar estos resultados a marginales uniformes

usando las distribuciones marginales.
Algoritmo 1. (Cépula gaussiana)

» Para una matriz arbitraria de covarianzas Y. se obtiene la matriz de correlaciones

correspondiente 3.
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Se realiza una descomposicién Cholesky 3 = A’A.

Se generan pseudo variables aleatorias i.i.d. con distribucién normal estdndar
X, .., Xy

Se calcula (X1, ..., X4) = X = AX donde X = (Xi, ..., X,).

Se obtiene (Uy,...,Uy) con U; = ®(X;), i = 1,...,d donde ® es la distribucién

normal estandar.

Algoritmo 2. (Cépula t)

= Se generan pseudo variables aleatorias X con distribucién normal multivariada y

matriz de correlaciones 3 como en el algoritmo anterior.

» Generar variables independientes { ~ X2 por ejemplo via £ = Y/ | ¥ donde V;
son i.i.d. N(0,1).

= Se obtiene (Ui, ...,Uy) regresando U; = t,( )Z/ ), i = 1,...,d donde t, es la

distribucién univariada de una distribucion ¢ con v grados de libertad.

4.5.3. Simulacién de cépulas arquimedianas

Las cépulas -Gumbel, Clayton y Frank- caen dentro de las llamadas cépulas
arquimedianas de transformada de Laplace. Para esta clase, la inversa del generador ¢
se puede representar como la transformada de Laplace de alguna funciéon GG. Recuerdese

que si se tiene una funcién de distribucién G se denota su transformada de Laplace por
e (e}
G(t) ::/ e " dG (z), t>0.
0

Se deja G(o0) := 0y note que G es una funcién continua y estrictamente decreciente, por
estas caracteristicas G sirve como un buen candidato para ¢ . En efecto, se genera una

pseudo variable aleatoria V' con distribucién G y pseudo variables aleatorias uniformes

estandar i.i.d. X1, ..., X4. Sea
~ In X;
Uz’ =G| — . y
()

entonces el vector U = (Uy, ..., Uy) tiene la estructura de dependencia dada por la cépula

arquimediana con generador ¢ = G~1. Una prueba de lo anterior es dada en McNeil,
A., R. Frey, and P. Embrechts (2005), proposicién 5.46.
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Algoritmo.
= Generar una pseudo variable aleatoria con funcién de distribucién G.

) Para la cépula Clayton, V es distribuida gamma Ga(1/6,1),y G = (1+1¢)7"/°.
b) Para la c6pula Gumbel, V' es distribuida de forma estable, St(1/6,1,~,0) con
7 = (cos (m/2/0))", y G = (1+1)""".

c) Para la cépula Frank, V' es distribuida de forma discreta .con P(V =k) =
(1— 6_0)k / (kf) para k =1, ...

a

= Generar i.i.d. pseudo variables uniformes X, ..., X,.

» Regresar U = (Uy,...,U,), donde U; = G (—%) yi=1,...d.

Note que para este algoritmo es necesario simular distribuciones gamma, estable y
discreta. Véase McNeil, A., R. Frey, and P. Embrechts (2005) para mas detalles.



Capitulo 5

Cépulas y administraciéon de riesgos

Hasta el momento se ha mencionado de forma extensa teorfa referente a las cépulas,
pero necesitamos situarnos en un contexto que nos permita dar paso a su aplicacién
préctica. Es aqui donde introduciremos nociones simples para entender el significado de
Administracion de Riesgos y en adelante ver la relevancia del Valor en Riesgo (VaR)
como una medida que nos permita divisar la situacion futura de una institucién con

respecto a posibles cambios en las variables financieras.

Existen diversas definiciones de Riesgo, algunas simples y otras demasiado complejas,
pero una de las que maés se ajusta a nuestros objetivos y que incluye una nocién financiera

es la siguiente.

Definicion 39 Riesgo.- Se entiende como la volatilidad o desviacion respecto de una

espectativa de negocio.

El Riesgo financiero estd relacionado con posibles pérdidas propias de las actividades
del mercado financiero. Por ejemplo, pérdidas que pueden ocurrir por movimientos en
las tasas de interés o por incumplimiento de obligaciones financieras por parte de una
contraparte. Dentro del Riesgo financiero existe una clasificacién que se da de acuerdo

a la fuente o el tipo de procedencia del riesgo:

1. Riesgo de crédito.-El riesgo de crédito es la incertidumbre asociada a la pérdida
potencial, causada por la incapacidad de la contraparte de cumplir con sus

obligaciones financieras en las condiciones definidas contractualmente.

51
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2. Riesgo de liquidez.-Es el riesgo de pérdidas asociadas a liquidar posiciones para

cubrir ciertas obligaciones.

3. Riesgo de mercado.-El riesgo de mercado es el riesgo de pérdidas debido a
movimientos en los mercados financieros, precios de acciones e indices, tipo de

cambio, derivados, volatilidad, tasas de interés, sobretasas, etc.

4. Riesgo operacional.-Es aquel que puede provocar pérdidas debido a errores
humanos, procesos internos inadecuados o defectuosos, fallos en los sistemas y
como consecuencia de acontecimientos externos. Esta definicién incluye el riesgo

legal y excluye el riesgo estratégico y/o de negocio y el riesgo reputacional.

De aqui en adelante s6lo harémos referencia al cdlculo del VaR para la gestion del
Riesgo financiero y esencialmemte daremos aplicaciones préacticas referentes al Riesgo

de mercado.

Al hablar de Administracién de Riesgos, se hace referencia a una correcta
planificacién y manejo de la incertidumbre para evitar pérdidas importantes. Esta
se hace por medio de distintos procesos que conllevan teorfa matemaética y que van
desde transferir el riesgo a otra parte (por medio de estrategias de cobertura o
de aseguramiento), evitar el riesgo, disminuir algunos efectos negativos del riesgo o
aceptarlo. Es importante entender que la Administraciéon de los Riesgos se refiere al
proceso de identificar, analizar y cuantificar las probabilidades de pérdidas y efectos
secundarios que se desprenden de los desastres, asi como de las acciones preventivas,
correctivas y reductivas correspondientes que deben emprenderse. Lo anterior implica
que su implementacién no incluye unicamente al Riesgo financiero, sino también a
cualquier tipo de riesgo, como por ejemplo, el ocasionado por las caracteristicas

inherentes a algin negocio o por desastres naturales.

5.1. Hechos estilizados de las series financieras

Para empezar esta seccién introduciremos la siguiente definicion.

Definicion 40 Un portafolio financiero es el conjunto de inversiones o activos

financieros en los que invierte una empresa o persona.
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Normalmente el valor monetario de un portafolio varia con el tiempo ya que depende
de distintas variables financieras como acciones, bonos, dinero en efectivo, tasas de
interés, etc. Estas variables normalmente son conocidas como factores de riesgo. En
el mundo laboral se cuenta con datos histéricos de las distintas variables financieras;
este conjunto de datos son conocidos como series financieras. El estudio de las series
financieras es de gran relevancia para las instituciones ya que la correcta gestién de las
mismas podria reducir el impacto causado por movimientos futuros de los factores de

riesgo.

Existen ciertas caracteristicas que normalmente se han observado en las series
financieras. Estas caracteristicas son conocidas como hechos estilizados (para més
referencias sobre hechos estilizados véase McNeil, A., R. Frey, and P. Embrechts (2005)).

= Comtdnmente se observan colas pesadas para los datos financieros. Esto significa
que las distribuciones de las series financieras presentan una kurtosis superior
a la de una distribucién normal. En palabras simples, las series financieras
normalmente presentan valores extremos con mayor probabilidad que otras

variables con una distribucién normal.

= Se observa asimetria en la distribuciéon de las series cargada hacia la izquierda,
lo que siginifica que grandes caidas de precios en las series financieras son mas

probables de aparecer que grades subidas en los precios.

= Se observa una dependencia positiva entre la volatilidad de las series y la magnitud

de las transacciones que se hacen de las mismas por parte de las instituciones.

= Las series cambian su dinamismo o naturaleza en periodos de inestabilidad

economica mostrando distinta volatilidad o dependencia con el tiempo.

= Frecuentemente existe dependencia serial para las series financieras. Esto significa
que las series financieras no son muestras independientes e idénticamente
distribuidas, por lo que existe cierta autcorrelacion entre las series, indicando que

los datos estan relacionados entre si.

Particularmente la autocorrelacién serial ha sido manejada exitosamente con
modelos ARMA-GARCH que sirven como filtro para obtener una nueva serie de datos

independientes e idénticamente distribuidos, Patton (2006).
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5.2. Valor en riesgo (VaR)

Hoy en dia muchos bancos, casas de bolsa, fondos de inversién y hasta instituciones
no financieras tienen métodos similares para la medicién y calibracién de sus riesgos
financieros. En el sistema financiero tanto bancos, reguladores del mercado de valores y
empresas del sector privado poseen fuertes herramientas estadisticas para el manejo de

sus riesgos tales como el cédlculo del VaR. Pero, ;qué se entiende por VaR?

Definicién 41 (Valor en Riesgo). Sea L la variable aleatoria que muestra las pérdidas
de forma positiva para un portafolio en un horizonte de tiempo A, y sea o € (0,1). El
VaR de un portafolio con variable de pérdidas L, a un nivel de confianza «, esta dado
por:

VaRo(L) :=inf{l eR: F.(l) > a} (5.1)

donde F, es la funcion de distribucion de la variable aleatoria L.

Por convencién, aunque el VaR muestre una cantidad negativa, suele expresarse de
manera positiva. Normalmente suele elegirse o =0.95 o a =0.99. Tipicamente se escoje
un horizonte de tiempo A para el célculo del VaR; en la gestién del riesgo de mercado
A es usualmente 1 a 10 dias, en la gestion del riesgo de crédito A es ususalmente un

ano.

Para empezar con el cdlculo del VaR y poder utilizarlo como medida de riesgo,
necesitamos escoger el portafolio de interés, pues el método para el cédlculo del VaR
dependera del tipo de variable con la que se este trabajando. Por ejemplo, en un
portafolio de acciones la variable aleatoria o el factor de riesgo de interés serd el precio
de las acciones, ya que éste es aleatorio, por lo que el valor del portafolio (y por lo tanto
la pérdida) quedard determinado por la naturaleza aleatoria del precio de las acciones.
Anslogamente, en un portafolio de derivados financieros los factores de riesgos de interés
seran el precio de los subyacentes, las tasas de interés y las volatilidades, dependiendo

del caso.

En conclusién, sea V; el valor de un portafolio al tiempo ¢, notemos que V; depende
del tiempo y del valor que tengan los factores de riesgo al tiempo ¢ por lo que V; = Vi (x,);

donde x; = (w14, ..., T+) suponiendo n factores de riesgo. Definiremos L(t + A) como la
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variable aleatoria de pérdida en el portafolio en un horizonte de tiempo A. Entonces,

L(t+A) = —AV, (5.2)
= —(Viga = Vi) (5.3)
=V, — Visa. (5.4)

Notemos que si estamos parados en el tiempo ¢ el termino V; es conocido por lo que el
tnico elemento aleatorio es V;; A que es el valor del portafolio al tiempo t + A; pero a

su vez al tiempo t este valor esta determinado por el cambio en los factores de riesgo.

Vita = Vipa(Xiga) (5.5)

= Viga(Xi+2i4n)

Donde z; A = (21,644, s Znt+A) = Xera — Xy, €s el cambio de los factores de riesgo
en el intervalo de tiempo [t, ¢+ A]. Por lo que la naturaleza aleatoria de V;, A en realidad
queda determinada por la naturaleza aleatoria de los cambios en factores de riesgo z;a.
De tal manera que la variable aleatoria de perdida L(t+A) puede ser estudiada solamente

analizando la naturaleza conjunta de los cambios en los factores de riesgo z;, a.

L(t + A) = Vt(Xt) — W.;.A(Xt—i-zt_;_A) (5.6)

5.3. Meétodos tradicionales para el calculo del VaR

Los métodos para el cédlculo del VaR son variados ya que las pérdidas potenciales
pueden ser analizadas desde distintos enfoques. Nosotros dividiremos las formas para
el célculo del VaR en dos grandes grupos, los modelos de wvaloracion local o analitica y
los modelos de waloracion global o de simulacion. Entre los métodos que describen la
valoracion local se encuentran modelos lineales y no lineales. Los métodos de valoracién
global son descritos mediante técnicas de simulacién de Monte Carlo y la creacién de

escenarios.

5.3.1. Delta-normal

Uno de los métodos mas sencillos y usados para el cdlculo del VaR es el método delta-

normal. Este consiste en analizar los cambios o rendimientos en los factores de riesgo
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Modelos de
Valor en Riesgo

|

Valoracién global o
de Simulacién

Otros modelos

Valoracion completa

o analitica

Simulacién
MonteCarlo

Delta-Normal Delta-Gama Simulacion Histoérica

Figura 5.1: Mapa conceptual que muestra la clasificacién de los métodos para el cdlculo

del Valor en Riesgo.

z;.A' suponiendo que tienen un distribucién normal multivariada, z;n ~ N(w,X2),
donde p = (py, ..., t,,) v 2 es la matriz de covarianzas del vector z;a; y que la relacién
entre la pérdida L y el cambio o rendimiento en los factores de riesgo es lineal. De tal
manera, que

L(t+A) =c+by * 21448 + ... + bp * Znsia

para alguna constante ¢ y vector B = (by,...,b,) conocidos al tiempo ¢, dados por

la naturaleza del portafolio. De aqui, concluimos que
L(t+A) ~ N(c+ Bu',BEB’)
de acuerdo con este modelo el VaR se calcula con la siguiente férmula
VaR, = pu; +® *a)oy, (5.7)

donde ®~!(«) es el cuantil o de probabilidad de una normal con media cero y varianza

unitarfa, y también

p, = c+ By

o = VBXLD

Aunque el método es simple y puede ser aplicado a portafolios de acciones, es poco

realista ya que normalmente, otro tipo de portafolios, como los de derivados, no se

'En la mayorfa de los casos se toman a los rendimientos en lugar de los cambios en los factores de

riesgo.
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comportan de forma lineal con respecto a cambios en los factores de riesgo y estos
muestran distribuciones conjuntas de colas méas pesadas; para méis detalles consultar
Jorion (1999) y Jorion (2003).

5.3.2. Delta-gamma

Cuando un portafolio incluye instrumentos de renta fija, titulos opcionales, derivados,
etc., el supuesto de linealidad ya no es razonable de tal manera que se necesita agregar
el efecto de segundo orden cuando existen variaciones en los factores de riesgo. En pocas

palabras, si la funcién de valor del portafolio V; es diferenciable, podemos utilizar las

v
ox;

factor de riesgo x;. Ademds, podemos tomar las derivadas de segundo orden

para ver como varia V; con respecto a cambios en cada

*Vi
8xiazj

ver el efecto cruzado sobre V; que surge de las variaciones en los factores de riesgo. Para

derivadas de primer orden

para

ello utlizamos una expansion de Taylor de segundo orden de donde

" IV, 1« 0%,
L(t+A)~ — ( x (zigra) + 5 Y 5 (Zira * Zj,t+A)) (5.8)
B, 2 2+ Jz;d,

1=

siendo z; 11 A €l cambio en el fator de riesgo z; en el intervalo [t, £+ A]. Por lo que bastaria
estimar una naturaleza aleatoria para z;yan = (2141A, ..., Znt+a), ya sea por medio de
una normal multivariada o t-student multivariada, para hacer simulaciones de z;, o. Asi
obtenemos distintos escenarios para L(t + A) y podemos calcular el VaR por medio de

un cuantil empirico a un nivel a de confianza.

5.3.3. Simulacién histoérica

Este método tiene gran popularidad en la industria privada puesto que su
implementacién nimerica es sencilla, computacionalmente hablando. Supongamos que

tenemos informacién histérica del valor de los factores de riesgo hasta el tiempo T

{Xt}teN = {X07 "7XT}

donde x; = (z14,...,n¢), t = 0,1,..,T; y por simplicidad supongamos que el intervalo
de medicién del tiempo es A ((t+ 1) —t = A), entonces proseguimos de la siguiente

manera
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1. Se calculan los rendimientos® de los factores de riesgo con la informacién histérica

ro__ r s
z; = (204 20y) (5.9)
X1t — L1t-1 Tnt — Tnit—1
_ ( F— 1,7
T1t—1 Tn,t—1

2. Se simulan nuevos escenarios x° para los factores de riesgo de la sigiente manera.
Utlizamos z; y el valor actual de dichos factores xp; de tal manera ge se obtienen

T nuevos escenarios.

S T s
X{ = (X1 % 20 45 ooy TnyT % 21 1) t=1,....T

3. Se valua el portafolio con cada uno de los nuevos escenarios para después obtener

T pérdidas simuladas.

Viea = Vrra(x))

Li(T+A) = Vp— Vi parat=1,..,T

4. Suponiendo igual peso para todos los escenarios. Se ordena la muestra
{L(T + A)}, de mayor a menor y se obtiene el cuantil empirico L, tal que
P(L(T + A) < L,) = a, este cuantil serd el VaR a un nivel a de confianza.

VaR, = L, (5.10)

5.3.4. Simulacién histérica con alisado (ponderacién exponen-

cial)

Este método es exactemente igual al de simulacion histérica excepto por la asignacién
de diferentes pesos a los escenarios simulados de las pérdidas, con la premisa de que la

informacion reciente aporta més peso al cdlculo del VaR.

Los pesos siguen una andlogia del método Exponentially Weighted Moving Average
(EWMA) para series de tiempo, en el cual se da més peso a los escenarios recientes y

menos pesos a los més viejos, utilizano la siguiente funcién:

Wi—1 = )\wt (511)

— AT_th,

2En la insdustria privada es comun utilizar log-rendimientos, por lo que se debe hacer un pequefio

ajuste al método para el célculo del VaR.
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donde A\, wr € (0,1). Siendo wr el peso que se le dara al escenario més reciente y
A el factor de decrecimiento, por lo que escenarios mas viejos reciben un decaimiento

. T ‘
exponencial. Todos los pesos w; son tales que ), , w, = 1; ademds
T

T
E Wy = E M g
t=1

t=1

T
= wr § AT_t
t=1

B 1— AT
B AT

finalmente tenemos que encontrar una wr y A que cumplan

1W(i:f>_1 (5.12)

Usualmente se varfan los pardmetros wy y A para obtener distintos cédlculos del VaR.

5.3.5. Remuestreo bootstrap y block-bootstrap

El bootstrap constituye un método de remuestreo sencillo y verséatil que se emplea en
estadistica cada vez con mas frecuencia gracias a la potencia de los ordenadores actuales.
Este método es comunmente utilizado para obtener estimaciones y distribuciones de

algin pardametro y sus respectivos intervalos de confianza.

La idea bdsica es tratar a una muestra como si fuera la poblacién y a partir de
ella extraer con reposicién un gran nimero de remuestras (regularmente del mismo

tamano que la original). Para ello se siguen los siguientes pasos:

1. En primer lugar extraemos una muestra a partir de la muestra original. Esta
muestra debe extraerse utilizando un muestreo con reposicién, de tal forma que

algunos elementos no serdan seleccionados y otros se repetiran.

2. Teniendo la remuestra con reemplazo proseguimos a calcular el estadistico deseado,

el cual es visto como un estimador de la poblacién.

3. Repetimos los dos paso anteriores un determinado ntimero de veces, obteniendo
asi una distribucién empirica del estimador o pardmetro de la poblacién, llamada

distribucién bootstrap.
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4. Por tltimo, con esta distribucién de bootstrap podemos calcular el valor central
(el estimador puntual) y sus intervalos de confianza de forma similar a como
hacfamos para calcular el intervalo de confianza de algin pardmetro a partir de la

distribucién de muestreo.

El block boostrap es el método més general para mejorar la precisiéon del método
boostrap para series de tiempo. Se dividen los datos histéricos en varios bloques, de
tal manera que se preserve la estructura original y la dependencia serial dentro de cada
bloque. Sin embargo, la pecisién del block bootstrap es sensible a la eleccion de la longitud
del bloque, véase Biithlmann (1999).

En nuestro estudio el pardmetro de interés es el VaR, y nuestra muestra principal es
constituida por la informacién histérica de los precios, ya sea de los factores de riesgo o

del portafolio.

{Xt}teN = {X07 "7XT}
donde x; = (214, ..., Tn ), son los precios de los factores de riesgo vistos el dia ¢. Primero

se calculan los rendimientos de los factores de riesgos y se toman como nuestra principal

{Zt}teN = {Zh 2 ZT}
donde z; = (214,...,2nt), son los rendimientos de los factores de riesgo al dia T'. Se
prosigue a calcular M remuestras boostrap de.{z:},.y Se obtienen los escenarios del
portafolio y se cédlcula el VaR con cada remuestra obteniendo M célculos del VaR y
una distribucién del mismo. El VaR es el valor central de tal distribucién. En ocasiones
se suele utilizar la ponderacién exponencial derivada del EWMA, para ponderar los

escenarios, como en el método de simulacién histérica con alisado.

5.3.6. Simulacién Monte Carlo

El método Monte Carlo es un nombre general que recibe cualquier aproximacion de
medida de riesgo que envuelva la simulaciéon de un modelo pardmetrico explicito para

los cambios en los factores de riesgo z; a.

El primer paso del método es escoger el modelo y calibrar los pardmetros de este
modelo dada la informacién histérica {x;},.y = {Xo,..,xr}. Obviamente este modelo

deberd ser apto para poder hacer simulaciones y generar varios escenarios posibles de
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Z: A, los cambios en los factores de riesgo. Se prosigue como en los métodos anteriores

para obtener un VaR empirico.

Desventajas del método. El método no siempre resuelve el problema de ajustar
un modelo multivariado para z;.a, por lo que en ocasiones se puede omitir la
interacion existente entre los factores de riesgo; aunque si se puede ajustar un modelo
multivariado, la calidad de esta estimacion dependera de que tipo de modelo se trate.
Para portafolios largos, los costos computacionales de la aproximacién Monte Carlo

pueden ser considerables ya que cada simulacién requiere una reevaluacién del portafolio.

En el contexto de riesgo de mercado los modelos dindmicos parecieran ser deseables
por lo que algin tipo de estructura GARCH con distribuciones condicionales de colas

pesadas, como la t-student multivariada, podria ser considerado.

5.4. Calculo del VaR usando cépulas

En esta seccién centraremos nuestra atencion en el cdlculo del VaR poniendo especial
énfasis en la estrucutura de dependencia de los factores de riesgo. Por lo que utilizaremos

copulas para simular escenarios con cierta estructura probabilistica.

5.4.1. Meétodo 1: cépulas ajustadas a los factores de riesgo

Supongamos un portafolio P, recordemos también que el valor de este portafolio al
tiempo t fue denotado por V;. Por simplicidad afirmaremos que V; depende solamente
del tiempo t y de dos factores de riesgo aleatorios X; y Xs, los cuales varian con el
tiempo. Por lo que V; = Vi(214+, z24), siendo x4 y xa; €l valor que toman los factores de

riesgo al tiempo t. Entonces la perdida para el periodo ¢t + 1 estard dada por:

L(t+1) =V, —Vig
= W(«%’l,t, 5U2,t) - Vt+1(9€1,t+1, l’z,t+1)

si nos encontramos parados en el tiempo ¢, entonces el inico elemento aleatorio de la
férmula es el vector (1441, 224+1). Si tenemos una base de datos sobre los precios de
los factores de riesgo a lo largo del tiempo podemos usarla para obtener rendimientos o
log-rendimientos histéricos por medio de las férmulas

Ty — Tt

. S 5.13
Tt s ( )
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o también,
Ty

ry = log(—) (5.14)

Tg—1

La eleccién de la férmula dependera de las caracteristicas de los datos, pero en series
financieras suele usarse la segunda ya que tiene mejores propiedades matemaéticas. Sea
T la cantidad de rendimientos histéricos obtenidos, aplicando alguna de las férmulas
anteriores a los precios; en este caso el dato 1 representa la fecha mds antigua registrada
y el dato T la més reciente. Claramente se obtendrédn dos series histéricas, una por cada

factor de riesgo. Denotemos a estas series por {71}, ,cr ¥ {724}, <icp

Nosotros ajustaremos las copulas utilizando el método de Inferencia Marginal.
Supongamos que los datos presentan poca dependencia serial, entonces el siguiente
paso serd ajustar una distribucién marginal a cada serie de rendimientos {ri;}, ;1
si se prefiere se puede utilizar una distribucién empirica. Para esto se tendrd que hacer
un analisis explorativo de las series, obteniendo histogramas e informacién nimerica
descriptiva de cada serie. Sea F}, F, las distribuciones marginales seleccionadas para la
primera y segunda serie respectivamente. Proseguimos graficando ambas series en un
diagrama de dispersion para analizar si existe posible dependencia o correlacién entre
las series, obteniendo una gréfica como la de la Figura 5.2.

De ser afirmativa la correlacién, pasamos los datos a una escala diferente. Para ello,
evaluaremos la primera serie de rendimientos {ri;}, <i<r €D SU funcién marginal Fj y la

segunda serie {r27t}1 <<p €0 Fy, de este modo obtendremos la muestra

{(Fy (rie) s Fo(re)) i cper

cuyos datos se encontrardn en el cubo I? = [0, 1] x [0, 1]. Como recordaremos, las c6pulas
pueden ser vistas como funciones de distribucién con marginales uniformes, por ello la
importancia de convertir los datos a la escala [0,1]. Graficando nuevamente los datos
obtenidos en la nueva escala en un diagrama de dispersién obtendremos un diagrama
como el de la Figura 5.3.

Proseguimos a seleccionar un conjunto de cépulas apropiadas para los datos; se
puede encontrar un extensa variedad de cépulas principalmente para el caso en dos
dimensiones, por ejemplo en la Tabla 4.1 de Nelsen (2006), ya que en la practica el
andlisis de dos factores de riesgo es de gran importancia, por ejemplo en los spreads de
trading. Es posible trabajar con cépulas de dimensiones mayores, aunque el ajuste es
un poco mds complicado. Se recomienda primeramente hacer un anélisis exploratorio de

los datos para seleccionar las cépulas mas adecuadas, y si el entorno computacional lo
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=

1

Figura 5.2: Diagrama de dispersién de variables con dependencia positiva. En los
laterales se muestra un histograma de la distribucién empirica de los datos. Se utilizarén
los residuales de los tipos de cambio USD/MXN y EUR/MXN resultantes de aplicar un
modelo ARMAxGARCH.

permite, probar el calculo del VaR con distintas c6pulas para seleccionar al final aquella

c6épula con mejores resultados.

Teniendo una lista de cépulas seleccionadas, digamos el conjunto {Cy},., siendo
K cualquier conjunto de indices para distinguir las cépulas, las utilizamos junto
con {(Fi(rit),Fo(rae))}i<;cr Para poder aplicar el método de maxima verosimilitud
(mencionado en el ca,pl’tulz) é_mterior) y asf calcular los pardmetros de cada cépula. Para

ello se resuelve el siguiente problema de maximizacion.

T 2
méx In L(6;ry,15) = mgmxtzl Ine(Fi(rie), Fa(rae); 0) + Zl In f; (ri¢) (5.15)

Como los pardmetros de las marginales Fi y F5 fuerén estimados anteriormente, se puede
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v=F:(r2)

Figura 5.3: Diagrama de dispersién de las variables con dependencia positiva mostradas
en la gréafica anterior, pero evaluadas en su correspondiente funcién de distribucién. Se

utilizo la distribucién empirica en ambos casos.

eliminar el segundo término del problema anterior, reduciendolo de la siguiente manera

T
méiXZhl c(Fi(r1), Fa(ray); 0) (5.16)
t=1

Obtenieno el vector 6 myv de pardmetros mdaximo verosimiles. Proseguimos con la
seleccion de las mejores cépulas utilizando los procedimientos también descritos en la
seccion anterior, ya sea minimizando la distancia cuadrética con respecto de la cépula
empirica, o seleccionando aquellas cépulas que tengan menor AIC o BIC, para después
empezar con las simulaciones de los rendimientos r; y 72, como se describié en la seccién
4.4.

Si se suponen M simulaciones de los rendimientos en los factores de riesgos
obtendriamos la siguiente muestra de simulaciones {71,,,72m},., ;- Recordando las

férmulas (5.13) y (5.14), y teniendo en cuenta que la fecha mds reciente es el dato 7', se
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tiene que

_(Tir+1 — Ty T2,r+1 — T2T
(Tl,ma r2,m) - )
AW ToT

_ (1 T1,7+1 1 T2 T+1
(Tl,ma r?,m) — n - , T
1,T 2,T

dependiendo de la férmula usada. Por lo que podemos despejar los precios a fecha futura

o también,

T + 1 de los factores de riesgo usando cada simulacién, obteniendo

(xTT+1= xg,LTH) = ((Tl,m +1) * T1,T, (7"2,m +1) * $2,T)

0, si se usaron los log-rendimientos,

(2 i1 28 41) = (w10 % exp(rim), To,r * exp(ra,)) param =1,.., M.

siendo 1 7 el precio mds reciente del factor de riesgo X; y x2 7 el precio més reciente del
factor de riesgo X5. Posteriormente se reevalua el portafolio con los escenarios simulados,
obteniendo V7', = Vpyy (270, 250,,) para m = 1,...M, para después calcular el

cambio o pérdida en el portafolio
Lp(T+1)=Vp =V param=1,.., M (5.17)

de tal manera que se obtendrén M escenarios de pérdidas posibles { L, (T + 1)}, << -
El VaR a un nivel o de confianza serd el a—cuantil muestral de tales cambios en el valor

del portafolio.

Al momento de ajustar la cépula directamente a los rendimiento de los factores
de riesgo, como en este método, muy seguramente cada {r;;} no cumplird con ser
una muestra i.i.d o en pocas palabras existird dependencia serial, lo que puede ser

contraproducente al momento de estimar los pardmetros de la cépula.

5.4.2. Meétodo 2: cépula condicional junto con modelo ARMA-
GARCH

Para lidiar con la dependencia serial, los rendimientos en los factores de riesgos han
sido exitosamente modelados por los modelos de series de tiempo ARMA-GARCH por
muchos autores entre ellos Patton (2006) y serdn usados en esta seccién. Por ejemplo,

un modelo AR(1)-GARCH(1,1) para un rendimiento marginal 7; es un modelo dado por

Tiv = M + OTi—1+ Qg (5.18)

)

Qiy = 01t
2 2 2
oip = i+ 0,07, 1+ 7,07, 4

)
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donde {¢;;} es un ruido blanco con media cero y varianza unitaria (WN ~ (0,1)),
a;, B;, v, siguen las restricciones de Nelson and Cao (1992) para modelos GARCH; y
Bi +7; <1

Supongamos de nuevo por simplicidad sélo dos factores de riesgo X; y X5. Como en
el método anterior, proseguimos a calcular los rendimientos o log-rendimientos histéricos
utilizando 5.13 0 5.14 para obtener {r1;}, ., ¥ {r2;t}, ;< El procedimiento consiste en
ajustar a cada serie de rendimientos un modelo ARMA-¢ G_ARCH, donde la distribucién de
las innovaciones estandarizadas ¢;; es modelada por la distribucién normal estdandar, t-
student estandar, u otra distibucién de error con media cero y varianza unitaria. Cuando
se ajusta el modelo ARMA-GARCH a cada serie de rendimientos se obtendran una serie
de innovaciones €; = (€14, €2¢), €l cual es calculado como indica 5.19;

e = U F (5.19)

Uz,t

siendo F; ; la informacién pasada hasta tiempo ¢. En pocas palabras a;; y ¢;; pueden ser
calculados utilizando el modelo ARMA-GARCH ajustado, junto con los datos histéricos
de los rendimientos hasta el tiempo t. Por ejemplo, supongamos que fue ajustado un
modelo AR(1)-GARCH(1,1), 5.18, a los rendimientos del primer factor de riesgo, por lo

tanto:

a1 Fipe = 1m0 — (g + O17r16-1) (5.20)
o1¢|Fip = \/041 + 6163, 4 + 710744
y entonces
a
€1t = ﬁ‘fl,t (5-21)
01

La cépula ahora serd ajustada a esta serie de innovaciones {(e14,€2:)} ¥y no a
los rendimientos directamente. De aqui el nombre copiila condicional, puesto que
condiciénamos las innovaciones estandarizadas €;; con la informacién pasada para
obtener una serie i.i.d, siempre y cuando el modelo ARMA-GARCH sea bien ajustado.
Después de este paso se sigue un procedimiento exactamente igual al explicado en el
método 1; se hacen las M simulaciones de e; = (€14, €2,) utilizando la cépula ajustada,
obteniendo una muestra {(7*,€%") }, ., <, de simulaciones. Se obtienen los rendimientos
a fecha T'+ 1 por medio de la férmul; dgmda por el modelo ARMA-GARCH. Por ejemplo,
si suponemos de nuevo un modelo AR(1)-GARCH(1,1) para el rendimiento en el factor

de riesgo X; y recordando (5.18), obtenemos
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J%,T—f—l = a1 + ﬁlaiT + ’710%,T (5.22)

m
a1 7+1 = 01,7+1€7
y posteriormente
m
r'r =My +Orir +air param=1,...,. M (5.23)

Siendo T la fecha m&s reciente; andlogamente para el factor de riesgo Xs. Asf

obtenemos una muestra de M simulaciones para los rendimientos a fecha T + 1,
m m : . , .

{(TLT LT +1)} \<me” Se prosigue con estimar la peor pérdida esperada, como en

el método 1, reevaluando el portafolio con cada uno de los rendimientos simulados.

La mayor ventaja de este método con respecto del primero es que el modelo
ARMA-GARCH trabaja como un filtro, de tal manera que se obtiene un proceso de
innovaciones ¢;; serialmente independiente, condicién necesaria para la estimacién por

maxima verosimilitud de los pardametros de la cépula.






Capitulo 6

Aplicacién nimerica: portafolio
Dolar-FEuro y DXY-Oro.

En esta seccién se mostrard de manera precisa el cdlculo de la peor pérdida esperada
para dos portafolios, P, y P». El portafolio uno estard compuesto por una cuenta con
$100,000 délares (USD) y otra con €100,000 euros (EUR); por cuestiones de liquidez el
usuario del portafolio liquidard ambas cuentas en los préximos dias, al tipo de cambio
USD/MXN y EUR/MXN actuales en ese momento. Como el mercado FX es muy
voldtil, desea conocer el VaR de su portafolio para asi poder hacer un respaldo de
sus obligaciones en caso de imprevistos. El portafolio dos estard compuesto por 150,000
unidades en el indice del délar (el indice del délar, DXY, es una medida del valor del
délar con respecto a una canasta de monedas extranjeras que cotiza como contrato
de futuro en el Intercontinental Exchange-ICE), y 10,000 oz de Oro. Debemos tener
presente que el oro cotiza en délares americanos, y al igual que con el petréleo, por lo
general se observa entre el oro y el délar americano una correlacién negativa, es decir
que cuando el precio del oro sube, el délar estadounidense cae en el mercado férex. Esto
es debido a que en periodos de incertidumbre los inversionistas prefieren cubrirse con

activos tangibles que puedan hacer frente a la volatilidad.

El Valor de P, a fecha ¢ se denotard como V P, (P, se cotiza en pesos), y el de P;

como V Py, (donde V P, esta en ddlares):

VP, = 100,000 % (TctUSD ) + 100, 000 (TCtEUR )

MXN MXN

VP, = 150,000 = (P},xy) + 10,000 * (Pfy,)

Siendo T'C'ysp el tipo de cambio Délar/Peso, TC" run el tipo de cambio Euro/Peso,

MXN MXN
P}y la cotizacién del indice del délar y P, la cotizacién del oro en délares, todos

69
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a fecha t. Estas cuatro variables conforman nuestros factores de riesgo puesto que su

precio futuro es incierto y afecta el valor de cada portafolio.

Se utilizard el método 2 propuesto en el capitulo anterior, ya que es mds general e
ilustrard de mejor manerd todo el proceso a seguir. Para realizar los calculos ntiimericos
nos apoyaremos en el sofware MATLAB. Entre sus caracteristicas bésicas se hallan: la
manipulacién de matrices, la representaciéon de datos y funciones, la implementacién de
algoritmos, la creacién de interfaces de usuario (GUI) y la comunicacién con programas

en otros lenguajes y con otros dispositivos hardware.

6.1. Analisis de los datos

Las bases de datos contienen 4, 445 precios de cierre, a partir del 3 de Enero de 2000
hasta el 22 de Enero de 2016. En la Figura 6.1 se muestran unas graficas de la evolucién

histérica para cada serie de precios, suponiendo 100 unidades de cada variable.
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Figura 6.1: Evolucién histérica de 100 unidades de los tipos de cambio Délar/Peso,
Euro/Peso, el indice DXY y el Oro, del 3 de Enero de 2000 hasta el 22 de Enero de
2016.

Como vemos, el USD y el EUR se mantienen a la alza con respecto al peso, y el Oro
se habfa mantenido en tendencia creciente, hasta el ano 2012, ano en el que aumentaron
las expectativas para el Dollar index DXY. Se trabajard con los log-rendimientos de
los precios, los cuales son graficados a continuacién en la Figura 6.2. Posteriormente se
muestran los histogramas de tales log-rendimientos, Figura 6.3, junto con una tabla de

estadfsticos descriptivos.
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Figura 6.2: Log-rendimientos histéricos de los tipos de cambio Délar/Peso, Euro/Peso,
el indice DXY y el Oro, del 4 de Enero de 2000 hasta el 22 de Enero de 2016.
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Figura 6.3: Histogramas de los Log-rendimientos de los tipos de cambio Délar/Peso,
Euro/Peso, el indice DXY y el Oro.

Tabla 3. Estadisticos describtivos de los log-rendimientos (Délar, Euro, DXY, Oro).

| Estadisticos | USD/MXN | EUR/MXN | DXY | ORO |
Media 0.00016 0.00018 0.000000025 | 0.00032
Media anualizada 4.322% 4.829 % 0.001 % 8.703%
Desviacién estandar 0.00624 0.00842 0.00462 0.01149
Minimo -0.05597 -0.05597 -0.04107 -0.09596
Mediana -0.00013 0 0 0.00015
Maximo 0.07332 0.07590 0.02155 0.06841
Exceso de Kurtosis 16.08262 7.67093 6.5822 8.41737
Asimetria 0.66164 0.23028 -0.22851 -0.26575
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En las gréficas de los log-rendimientos histéricos podemos apreciar clisters en la
volatilidad. Lo que significa que periodos con volatilidades altas suelen ser seguidos por
periodos de volatilidades altas y andlogamente con los periodos de menor volatilidad,
indicando efectos heteroceddsticos, por lo que podria ser conveniente ajustar un modelo
GARCH para explicar la volatilidad de las series. Ademds, vemos que no existe una
tendencia o pendiente positiva para las series, por lo que no es necesario eliminarla con
modelos ARIMA, bastarfa ajustar simplemente un modelo ARMA, siempre y cuando
exista dependencia serial. Los histogramas y la tabla muestran una media anualizada
positiva para todas las variables, excepto para el DXY, la cual es cercana a cero. Todas
las series son practicamente simétricas a excepcién del tipo de cambio USD/MXN
(Asimetria=0.66), y por lo visto todas tienen una kurtosis grande por lo que sus

distribuciones tienen colas méds pesadas que las de una Normal.

6.2. Ajuste del modelo ARMA-GARCH

Siguiendo los pasos del método 2, continuaremos con el ajuste de un modelo ARMA-

GARCH para cada una de las series conformadas por los log-rendimientos.

Comenzaremos estudiando los diagramas de Autocorrelacién (FAC) y Autocor-
relacién Parcial (FACP) para determinar si existe dependencia serial, y analizar los
posibles valores p y q de un modelo ARMA(p,q). Esto se logra en MATLAB con las

funciones autocorr! y parcorr?, Figura 6.4.

Se puede apreciar que tanto el FAC como el FACP muestran que todas las series
presentan muy poca dependencia serial, ya que las autocorrelaciones y autocorrelaciones
parciales no sobrepasan los limites dados por las lineas horizontales. Esto nos indica que
bastaria modelar solamente la volatilidad por medio de un modelo GARCH, sin utilizar
autoregresiones o medias mdéviles para las series. Realizemos la prueba Ljung-Box Q
hasta el Lag 5 para corroborar lo dicho anteriormente; esto se hace con la funcién

Ibgtest®. En los dos primeros casos se obtiene h=1 indicando que ain puede existir

lautocorr(y) : Grafica la funcién de autocorrelacién de la serie de tiempo univariada y con sus

limites de confianza.
2parcorr(y) : Grafica la funcién de autocorrelacién parial de la serie de tiempo univariada y con

sus limites de confianza.
3[h, p] = Ibqtest(y,/Lags/,n) : Esta funcién realiza un Test Ljung-Box para comprobar depen-

dencia serial. La hipé6tesis nula es que los primeros n Lags son cero. Si h =1, se afirma que existe

dependencia serial.
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Figura 6.4: Diagramas de Autocorrelacién (FAC) y Autocorrelacién Parcial (FACP) de
los log-rendimientos del Délar, Euro, DXY, y Oro.

dependencia serial en los primeros 5 lags para el USD y el EUR. En cambio para el
DXY y el ORO se obtiene h=0; por lo que se rechaza la hipétesis de dependencia serial,
indicando que el DXY y el ORO no podrian ser explicados por la informacién pasada
mediante un modelo ARMA, por lo que se utilizaran sélo modelos GARCH para estas

dos ultimas series.

Para comprobar si existen efectos de varianza heteroceddstica (varianza que varia
con el tiempo) se célcula la autocorrelacién (FAC) y autocorrelacién parcial (FACP) de
los residuales al cuadrado (Figura 6.5) y se realiza una prueba de Eagle para efectos

ARCH. Para ello utilizamos la funcién archtest®.

Los diagramas muestran efectos heteroceddsticos muy significativos, ademads para la
prueba Eagle la hipétesis nula es rechazada en todos los casos (h=1), en favor de la
hipotesis de ARCH(2) (autoregresiones condicionales heterocedasticas en los primeros 2
lags), indicando clusters en la volatilidad, por lo que es recomendable ajustar al menos
un modelo ARCH(2) o su equivalente GARH(1,1) para todas las series.

Se ajusté un modelo ARMA(i,7)-GARCH(1,1) para el Délar y el Euro, donde

‘[h,p,”, ] = archtest(y, /lags/,n) : Esta funién realiza una prueba para detectar efectos hetero-
ceddsticos en los primeros n.Lags. Si h = 1, entonces la prueba afirma que existen efectos heterocedds-

ticos.



6.2 AJUSTE DEL MODELO ARMA-GARCH 74

FAC residuales” USD FACP residuales® USD
. TP el P raiee T red . P Lo, e )
5 ¢ : % : 3
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
FAC residuales® EUR FACP residuales® EUR
" Tl S St T D 0 T ! § LA ] [
0 5 10 15 0 0 5 10 15 20
FAC residuales® DXY FACP residuales® DXY
naf : : : ] 02 : : :
D.TwrrTT»rTT.TvTTT-T Glaf e it Fuonty Bouenl
0z f ; : 1 02 : :
i 3 10 15 0 i 3 10 15 0
FAC residuales? ORD FACF residuales® ORO
nzf : : : ] 02 : : :
DT?TTTTT?»!!T!TiqTT‘ UT??T&.‘ g g et o by
0.2 : : : 1 0.2 : :
i 5 10 15 0 i 5 10 15 20

Figura 6.5: Diagramas de Autocorrelacién (FAC) y Autocorrelacién Parcial (FACP) de
los residuales al cuadrado del Délar, Euro, DXY, y Oro. Para obtener los residuales

simplemente se resta la media a cada serie de rendimientos.

0 <=1,j <= 2. Para el DXY y el ORO se concluy6 que no existia dependencia serial
significativa por lo que sélo se ajustard un modelo GARCH (i, j) donde 0 <=1, j <= 2.
Se eligié como criterio de seleccién la informaciéon de Akaike (AIC), para elegir los
mejores modelos para cada serie y se utilizarén las funciones arima®, garch®, estimate,
e infer, incluidas en MATLAB.

Para los rendimientos del tipo de cambio USD/MXN se escogi6 un MA(1)-
GARCH(1,1) con distribucién Normal(0,1) y un ARMA(1,1)-GARCH(1,1) con
una distribucién t-student. Para los rendimientos del tipo de cambio EUR/MXN se
escogié un ARMA(2,1)-GARCH(1,1) con distribucién Normal(0,1) y un MA(1)-
GARCH (1, 1) condistribucién t-student. Para el indice DXY se escogié en ambos casos
un GARCH (2, 1) tanto para la distribucién Normal como para la distribucién t-student.
Por dltimo para el ORO se eligié un modelo GARCH (1, 1) con distribucién Normal y
un GARCH (2, 2) con distribucién t-student.

Sarima(p, D, q) : Crea un modelo de series de tiempo usando p autoregresiones, D diferencias, y

q medias moviles.
Sgarch(p,q) : Se crea un modelo de varianza condicional con p varianzas condicionales pasadas con

el componente polinomial GARCH y ¢ inovaciones pasadas al cuadrado con el componente polinomial
ARCH.
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USD
Normal(e;) T-student(e;)
MA(1)-GARCH(1,1) ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
_ “3_
re = —2.34xe7540.07a;,_1 + a gtgga 01'(1126 02811+ - (6.1)
. . t— t
at2_ T -7 2 2 at = O&
o; =4.24xe”"4+0.8907_; + ,09a;_, 02 =3 8x ¢ T+0.902 ,+0.08a2
Grados de libertad: 8.73
EUR
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ARMA(2,1)-GARCH(1,1) MA(1)-GARCH(1,1)
ry =3.4xe 5+0.63r,_1 — ... ry = —7.57xe 54+0.003a;,—1 + ay (6.2)
0.037’},2—0.616%,1 + ay Ay = O¢&E¢ '
Ay = OE¢ O'? :7.47X€_7+0.93U§71 + ...
0? =8.45xe”"+0.930% ,40.04a?_, 0.05a?_,
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0.04a? 4 0.1707 ,+0.04a? ,
Grados de libertad: 8.29
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. Tt = Q¢
Ty = a4, = 048 (6.4)

Gy = Oty

2 _ —6
02 =2.19%¢ 540,930, 1 +0.05a,, Ot 2A9xe HOITo

0.720t,2+0.03at,1—|—0.04at,2
Grados de libertad: 4.45

Notemos que bajo los modelos con distribucién normal, los residuales o innovaciones
estandarizadas (¢;) de todas las series se comportan como un ruido blanco, Figura 6.6; 1o

que indica que los modelos fuerén bien ajustados. Andlogamente usando la distribucién
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Figura 6.6: Residuales estandarizados bajo los modelos ARMAxGARCH con distribu-
cién Normal del Délar, Euro, DXY y Oro.
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Figura 6.7: Residuales estandarizados bajo los modelos ARMAxGARCH con distribu-
cién t-Student del Délar, Euro, DXY y Oro.

t-student para los modelos, Figura 6.7, obtenemos que los residuales estandarizados (&;)

se comportan como un ruido blanco.

Se muestran ademds, Figuras 6.8 y 6.9, graficos de la dispersién de los residuales
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estandarizados (e;) tanto con la distribucién Normal, como con la distribucién t. Se
ve claramente una dependencia positiva entre el Délar y el Euro, y una dependencia
negativa entre el DXY y el ORO. Se prosigue con el ajuste de algunas cépulas bivariadas

para cada par de datos.

MNormales t-student

residuales estandarizados EUR

residuales estandarizados EUR

realdua\ea ealamdar\zadna USD res\dua\ea estandar\zadna USD

Figura 6.8: Diagramas de dispersién de los resiuales resultantes de ajustar un modelo
ARMAxGARCH a los log-rendimientos del Délar y el Euro, utilizando una distribucién

Normal (derecha) y una t-Student (izquierda) para los mismos.

MNormales t-student

residuales estandarizados ORO
= T S R N U

residuales estandarizados ORO

res\duales estandanzadns DXV realduales ealamdanzadns DXY

Figura 6.9: Diagramas de dispersién de los resiuales resultantes de ajustar un modelo
ARMAxGARCH a los log-rendimientos del indice DXY y el Oro, utilizando una

distribucién Normal (derecha) y una t-Student (izquierda) para los mismos.

6.3. Ajuste y simulacién de cépulas

En esta secciéon ajustaremos distintos tipos de copulas a los datos, utilizando

como se menciond, la distribucién Normal, t-student y la distribucién empirica para
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comparar resultados. El par de datos conformado por los residuales estandarizados del
Dolar y el Euro obtenidos con los modelos ARMA-GARCH con distribucién Normal
recibirdn el nombre de USD/EUR-NORMAL; el par de datos obtenidos por los
residuales estandarizados del Délar y el Euro obtenidos con los modelos ARMA-GARCH
con distribucién t-student recibirdn el nombre de USD/EUR-t; andlogamente con
DXY/ORO-NORMAL y DXY/ORO-t. La distribucién empirica se utilizara con los
residuales obtenidos por los modelos ARMA-GARCH Normales, estos datos recibirdn
el nombre de USD/EUR-EMPIRICO y DXY/ORO-EMPIRICO.

El primer paso serd cambiar la escala de los datos a la escala de las cépulas;
recordemos que los argumentos de las cépulas pertenecen al [0, 1]%. El ajuste lo haremos
evaluando los residuales estandarizados (¢;), mostrados anteriormente en las figuras 6.8
y 6.9, en la funcién de distribucién correspondiente. Para los GARCH que utilizarén
Distribucién Normal se utilizard una Normal(0,1), para los GARCH t-student se
utilizardn distribuciones t con los grados estimados en los modelos ARMA-GARCH

6.1, 6.2, 6.3 y 6.4. También se utilizarén las distribuciones empiricas calculadas con los
residuales (g;) obtenidos por el GARCH Normal.

Figura 6.10: Diagrama de los datos USD/EUR-NORMAL, USD/EUR-t y USD/EUR-
EMPRICO, después de haber sido evaluados en la distribucién Normal, t-Student y

Empirica, respectivamente.
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Mormales t-student empirico

Figura 6.11: Diagrama de los datos DXY/ORO-NORMAL, DXY/ORO-t y DXY/ORO-
EMPRICO, después de haber sido evaluados en la distribucién Normal, t-Student y

Empirica, respectivamente.

Se trabajaran tres cépulas para los residuales del Délar y el Euro: cépula t-Student,
copula Frank, y cépula Joe Clayton Simetrizada; y tres copulas para los residuales del
DXY y el ORO: cépula t-Student, cépula Frank, y cépula Plackett. Se estimaran las
cépulas para cada par de datos; para ello utilizaremos la funcin copulafit’ incluida
en MATLAB y maximizaremos la log verosimilitud para obtener los pardmetros de las
cépulas Joe Clayton Simetrizada y Plackett con la funcién fmincon® ya que no vienen

incluidas en la funcién copulafit.

"pardmetros = copulafit(’Nombre’,[u,v]): Esta funcién calcula los pardmetros de la cépula
con nombre "Nombre"dados los vectores de datos [u,v] de misma longitud. Todos los datos de [u,v] se

deben encontrar en el intervalo [0,1].
8La funcién fmincon resuelve un problema de optimizacién dada una funcién, Encuentra los valores

que minimizan una funcién dada. Se puede utilizar fmincon para maximizar funciones simplemente si

se multiplica la funcién deseada por -1.
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Tabla 4. Pardmetros estimados para las c6pulas t-Student, Frank y JCS; aplicadas a los residuales USD/EUR.

Cépula  Pardmetro USD/EUR-NORMAL USD/EUR-t USD/EUR-EMPIRICO

P12 0.5860 0.6490 .5793
t-Student
v 14.05 6.61 9.41
Frank 0 4.4833 4.8156 4.1636
A 0.0864 0.2672 0.1002
JCS
Al 0.5763 0.5992 0.5455

Tabla 5. Pardmetros estimados para las cépulas t-Student, Frank y Plackett; aplicadas a los residuales DXY/ORO.

Cépula  Pardmetro DXY/ORO-NORMAL DXY/ORO-t DXY/ORO-EMPIRICO

P12 -0.4369 -0.5310 -0.4255
t-Student
v 13.57 5.32 9.94
Frank 0 -3.1943 -3.6318 -2.7580

Plackett 0 0.2255 0.1915 0.2627
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COPULA t-USD/EUR-NORMAL COPULA FRANK-USD/EUR-MORMAL
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COPULA t-USD/EUR- COPULA FRANK-USD/ELIR-t

COPULA t-USD/EUR-EMPIRICO COPULA FRANK-USD/EUR-EMPIRICO
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COPULA JCS-USD/EUR-NORMAL

COPULA, JCS-USD/EUR-

COPULA JCS-USD/EUR-EMPIRICO

Figura 6.12: Graficas de las densidades para las cépulas estimadas tomando como datos

a los residuales del Délar y el Euro.
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COPULA +-D0Y/ORO-NORMAL COPULA FRANK-DXY/ORO-MORMAL COPULA PLACKETT-DXY/ORO-NORMAL

COPULA t-DXY/ORO-t COPULA, FRANK-DXY/ORO-t COPULA PLACKETT-DXY/ORO-t

COPULA t-DXY/ORO-EMPIRICO COPULA FRANK-DXY/ORO-EMPIRICO COPULA PLACKETT-DXY/ORO-EMPIRICO
8

Figura 6.13: Graficas de las densidades para las cépulas estimadas tomando como datos

a los residuales del indice DXY y el Oro.
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El siguiente paso serd simular 5000 datos con las cépulas estimadas para obtener
muestras (u,v) que serdn utilizadas como escenarios posibles para el cdlculo del VaR. Se
utilizard la funcién copularnd’ para simular las cépulas t-Student y las cépulas Frank.
Para las cépulas JCS (Joe Clayton Simetrizada) y las cépulas Plackett, las simulaciones
se hardn con el método mencionado en el cdpitulo 4. Para ello se programaron los

métodos en MATLAB, los cuales serdn mostrados en el Apéndice.

Después de obtener las simulaciones regresamos los datos a su escala natural. Regre-
samos las simulaciones, COPULA t-USD/EUR-NORMAL, COPULA FRANK-
USD/EUR-NORMAL y COPULA JCS-USD/EUR-NORMAL a la escala nor-
mal evaluando los datos en la funcién inversa de la distribucion Normal(0, 1); andloga-
mente COPULA t-USD/EUR-t, COPULA FRANK-USD/EUR-t y COPULA
JCS-USD/EUR-t evaluando las simulaciones en la inversa de la distribucién t-Student
con los grados de libertad estimados en los modelos ARMAXx GARCH 6.1 y 6.2; y por ul-
timo regresamos las simulaciones COPULA t-USD /EUR-EMPIRICO, COPULA
FRANK-USD/EUR-EMPIRICO y COPULA JCS-USD/EUR-EMPIRICO a
su escala natural evaluando los datos en la funcién inversa de la distribucién empiri-
ca de los residuales del Délar y el Euro. Las primeras simulaciones para los residuales
USD/EUR son graficadas en la Figura 6.14.

Yu=copularnd(family,alpha,n): retorna n vectores aleatorios generados por una cépula

Arquimedeana de tipo especificado por family y pardmetro escalar alpha.
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COPULA tUSD/EUR-NORMAL COPULA FRANK-USD/EUR-MORMAL COPULA JCS-USD/EUR-NORMAL

51 B -4 2 0 2 4 6

£ -4 -2 1] 2 4 6 £ -4 -2 ] 2 4 6 £ -4 -2 0 2 4 3]
COPULA JCS-USD/EUR-EMPIRICO

Figura 6.14: Simulaciones de los residuales del Délar y el Euro, utilizando las cépulas

t-Student, Frank y JCS, con marginales Normales, t-Student y Empiricas.

De igual manera, regresamos las simulaciones, COPULA t-DXY /ORO-NORMAL,
COPULA FRANK-DXY/ORO-NORMAL y COPULA PLACKETT-DXY/ORO-
NORMAL a la escala normal evaluando los datos en la funcién inversa de la
distribucion Normal(0,1); andlogamente COPULA t-DXY/ORO-t, COPULA
FRANK-DXY/ORO-t y COPULA PLACKETT-DXY/ORO-t evaluando los
datos en la inversa de la distribucién t-Student con los grados de libertad estimados
en los modelos GARCH 6.3 y 6.4; y por tltimo regresamos las simulaciones COPU-
LA t-DXY/ORO-EMPIRICO, COPULA FRANK-DXY/ORO-EMPIRICO
y COPULA PLACKETT-DXY/ORO-EMPIRICO a su escala natural evaluando
los datos en la funcién inversa de la distribucién empirica de los residuales del indice
DXY y el Oro. Las simulaciones para los residuales DXY/ORO son graficadas en la
Figura 6.15.
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COPULA t DY /ORO-NORMAL COPULA FRANK DX Y/ORO-MORMAL COPULA PLACKETT-DXY/ORC-MORMAL

COPULA PLACKETT-DXY/QRO-EMPIRICO

O OL0

Figura 6.15: Simulaciones de los residuales del fndice DXY y el Oro, utilizando las

cépulas t-Student, Frank y Plackett, con marginales Normales, t-Student y Empiricas.

6.4. Filtracion de los datos y calculo del VaR

En esta seccién se calculard el VaR para los dos portafolios descritos al inicio del
capitulo. El portafolio uno (P;) estd compuesto por 100,000 unidades del Ddlar y
100, 000 del Euro; el portafolio dos (P) estd compuesto por 150, 000 unidades del indice
del Délar DXY y por 10,000 Onzas del Oro. Se muestra la evolucién histérica del valor
de cada portafolio en la Figura 6.16.
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Figura 6.16: Evolucion histérica de los portafolios P1 y P2 del 3 de Enero de 2000 hasta
el 22 de Enero de 2016.

Calcularemos los escenarios futuros para los rendimientos de cada serie de datos
con las simulaciones de cada cépula. Recordemos que las cépulas fueron ajustadas a los
residuales estandarizados (¢;), por lo que las simulaciones corresponden a innovaciones
de un modelo ARMAXx GARCH mé&s no a los log-rendimientos. Por lo mismo es
necesario filtrar las simulaciones obtenidas por medio del modelo ARMAx GARCH
correspondiente, como se mencioné en el cépitulo anterior con las férmulas (5.22) y
(5.23) en el ejemplo del modelo AR(1)-GARCH(1,1). Para ello utilizaremos la funcién
filter!® incluida en MATLAB, obteniendo una muestras de simulaciones para los log-

rendimientos, {(TTT L TeT +1)} Basta actualizar el valor de cada portafolio;

1<m<5000"
recordemos que conocemos la informacién hasta el 22 de Enero del 2016, por lo tanto,

los rendimientos simulados seran para el dia 23 de Enero del 2016, Figura 6.17 y 6.18.

10[r]=filter(f,s) recibe como argumentos dos pardmetros, (f,s), siendo f el filtro o modelo de series
de tiempo y s las simulaciones que se filtrardn para obtener los rendimientos r dados por el modelo

ajustado.
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Figura 6.17: Simulaciones del Portafolio P1 para el 23 Enero de 2016. El dltimo valor
observado a fecha 22 Enero de 2016 es de 3,838,920.
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Figura 6.18: Simulaciones del Portafolio P2 para el 23 Enero de 2016. El iltimo valor
observado a fecha 22 Enero de 2016 es de 25,274,270.



6.4 FILTRACION DE LOS DATOS Y CALCULO DEL VAR 89

Como paso final, tomamos las simulaciones de los portafolios con cada cépula, y
calculamos las pérdidas de los portafolios. Para cada una de las pérdidas simuladas
obtenemos el cuantil al @ % de confianza. Este cuantil es tomado como el VaR. Para
comparar los resultados obtenidos se calcularéd el VaR utilizando igualmente el método
delta-normal (método paramétrico), y también, los métodos bootstrap y simulacién
histérica (ambos métodos no paramétricos); su cédigo en MATLAB se mostrard en
el apéndice; se utilizard también la ponderacién exponencial EWMA, explicada en la
seccién 5.2.4, variando el pardmetro A para darle mas peso a los escenarios recientes y

que los escenarios més viejos sean menos relevantes en el método de simulacién histérica

(simulacién histérica con alisado).

Tabla 6. Calculo del VaR para el portafolio P1 a distintos niveles de confianza, «=95%, 97,5% y 99 % (cantidades en Pesos).

Cépglipl\{[gl}éi}r{lales VaR a=95% a=975% a=99% Peor simulacién
COPULA t-NORMAL 65,911 75,597 87,966 152,900
COPULA t-t 59, 605 73,722 94,420 204, 386
COPULA t-EMPIRICO 63,435 74,675 92,587 192,759
COPULA FRANK-NORMAL 67,167 75,727 85,115 122,981
COPULA FRANK-t 59,767 72,477 86,490 211,955
COPULA FRANK-EMPIRICO 65, 265 75,974 90, 034 120,634
COPULA JCS-NORMAL 55, 832 64,347 74,626 133,202
COPULA JCS-t 57,707 72,760 95, 836 229, 534
COPULA JCS-EMPIRICO 64, 858 75, 889 94,627 173,381
*COPULA NORMAL-NORMAL 66,970 75,983 86, 962 123,050
*COPULA NORMAL-EMPIRICO 61,952 71,960 86,437 192,759
*DELTA NORMAL 56,212 66, 8344 79,207 —
REMUESTREO BOOTSTRAP 37,151 46,094 61,646 192,721
SIMULACION HISTORICA 37,087 46,147 62,074 214, 887
SIMULACION HISTORICA (A = 0,999) | 38,038 46, 146 57,822 214, 887
SIMULACION HISTORICA (A = 0,995) | 39,457 46, 596 54,006 214, 887
SIMULACION HISTORICA (A =0,991) | 38,641 43,581 48,147 214, 887
SIMULACION HISTORICA (A = 0,987) | 38,641 43,581 47,938 214, 887

Podemos notar, exclusivamente para el portafolio P, una diferencia remarcable entre

el VaR calculado por medio de las cépulas y el método delta-normal, con respecto del
VaR calculado con los métodos no paramétricos (bootstrap y simulacién histérica),
mostrando valores més bajos para estos tltimos. Analizando los datos y los modelos, se
encontré que la diferencia se debe al ajuste de los modelos ARMA-GARCH para los log-
rendimientos de los activos riesgosos, ya que estos modelos sobreestiman la varianza del
portafolio P1. Esta conclusién fue obtenida del siguiente hecho: los métodos que estan

en (*) en la tabla de arriba son similares en cierta medida, por ello fuerén agregados de
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manera premeditada, ya que en ellos se supone una naturaleza normal multivariada para
los datos. Para los primeros dos se ajusta un modelo ARMA-GARCH normal y después
se ajusta una COPULA NORMAL a los residuales estandarizados, ya sea con marginales
normales o empiricas, para después hacer las simulaciones y calcular el VaR. Para el
método delta-normal se ajusté un modelo ARMA-GARCH normal y con los residuales
estandarizados obtenidos se aplicé el método delta-normal explicado en el capitulo
anterior, en donde se supone que los residuales estandarizados siguen una distribucion
normal multivarida, para buscar el cuantil de la pérdida del portafolio a un nivel o % de
confanza y asf obtener el VaR. Notamos que los primeros dos métodos hacen uso de las
copulas y sus respectivas simulaciones, pero el tercero (delta-normal) no toma en cuenta
a las cépulas. Sin embargo, ambos métodos sobreestiman el VaR. Ademés, los métodos
no paramétricos mantienen un VaR menor, y la diferencia principal que mantienen
estos métodos con respecto a los demds es el uso de los modelos ARMA GARCH.
Para confirmar lo dicho anteriormente, se calculé nuevamente el VaR utilizando el
método (delta-normal) pero esta vez sin utilizar un ajuste ARMA-GARCH para los
rendimientos. Por lo que se supone diretamente que los rendimientos se distribuyen

normales multivariados, obteniendo los siguientes resultados:

Tabla 6.2. Célculo del VaR para el portafolio P1 a distintos niveles de confianza, a=95%, 97,5 % y 99 % (cantidades en Pesos).

o épglipl\{[g%glales Vak |\ _95% o =975% a=99% Peor simulacién

*DELTA NORMAL | 31,125 36,995 43,820 —

Asi queda comprobado que al no utilizar un ajuste ARMA-GARCH, no se eleva el
valor del VaR, mostrando que la diferencia vista anteriormente con el cédlculo de los
VaR’s no se debe a las cépulas y si a los modelos ARMA-GARCH. Lo anterior se debe
a que las medias y varianzas actualizadas de los modelos ARMA-GARCH difieren de la

media y varianza histéricas.

Para el portafolio P, al parecer no existe problema alguno, puesto que los VaR’s
estimados con cépulas no difieren en gran medida de lo calculados con los métodos no
paramétricos, hecho que es corroborado con el backtesting, el cual es realizado en la

siguiente seccién.
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Tabla 7. Célculo del VaR para el portafolio P2 a distintos niveles de confianza, a=95 %, 97,5% y 99 % (cantidades en D¢lares).

o ép%fé}l(\{[aorlgi(r)lales VaR a=95% a=975% a=99% Peor simulacion
COPULA t-NORMAL 150,365 183,126 223,137 418,169
COPULA t-t 175,385 224,990 280,765 894, 859
COPULA t-EMPIRICO 151,935 198,462 241,630 873, 849
COPULA FRANK-NORMAL 150,909 181,703 224,953 304, 238
COPULA FRANK-t 186,582 235,586 335,717 934,979
COPULA FRANK-EMPIRICO 148,411 200,007 260,159 973, 042
COPULA PLACKETT-NORMAL 143,732 179,827 218,294 383, 769
COPULA PLACKETT-t 189,822 243,450 326,794 926, 065
COPULA PLACKETT-EMPIRICO 142,807 186,512 245,334 969, 314
DELTA NORMAL 185.561 220728 261,261 i
REMUESTREO BOOTSTRAP 170,759 223.606 337,507 939, 720
SIMULACION HISTORICA 160,821 223,945 335,610 1,029,526
SIMULACION HISTORICA (A = 0,999) | 155,683 197,361 305,884 1,029,526
SIMULACION HISTORICA (A = 0,995) | 153,954 184,438 357,648 1,029,526
SIMULACION HISTORICA (A —0,991) | 163,849 200,064 357,648 1,029,526
SIMULACION HISTORICA (A = 0,987) | 180,572 239,101 357,648 1,029,526

6.5. Backtesting

Se realiz6é una prueba de backtesting para comparar la eficacia de cada una de las

cépulas. Primeramente se utilizaron los datos 1 al 700 y se ajusté el modelo 2, descrito
en la secciéon anterior, obteniendo 5000 simulaciones de las innovaciones estandarizadas
(1), por cada cépula utilizada. Posteriormente se filtraron la innovaciones estandarizadas
(¢¢) utilizando cada modelo ARMA-GARCH con datos hasta fecha 700 para obtener las
simulaciones de cada cépula a fecha 701. Se calculé el VaR a fecha 701 y se corrobord si el
dato 701 se mantuvo por debajo del VaR estimado o rebazé dicho valor, posteriormente
utilizando las mismas 5000 simulaciones y actualizando los valores de cada modelo
ARMA-GARCH hasta la fecha 701 se calcul6 el VaR a fecha 702 e igualmente se
corroboré si el dato 702 se mantuvo por debajo del VaR estimado o rebazé dicho valor.
Se prosigue de esta misma manera hasta el dato 750, por lo que obtendremos nuestras
primeras 50 pruebas de backtesting. Se prosigue tomando los datos 101 y 800 para volver
a estimar el modelo completo y realizar otras 5000 simulaciones y por consiguiente otras
50 pruebas de backtesting con los datos 801 a 850. Se sigue este proceso tomando
ventanas de 700 datos para estimar el modelo y obtener simulaciones, y los siguientes
50 datos para realizar las pruebas de backtesting. Recordando que se cuenta con 4045

datos se obtuvierén 1695 pruebas de backtesting, al 95% de confianza, tedricamente,
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se espera tener sé6lo 85 observaciones que rebasen el VaR (1695 x ,05 = 84,75), al 97,5 %
de confianza 42 (1695 x ,025 = 42,37), y al 99 % sélo 17 (1695 x ,01 = 16,95). Se realizé
de igual manera la prueba de backtesting para los métodos delta-normal, boostrap y
simulacion historica, los ttlimos dos métodos no paramétricos y que han sido utilizados

con gran éxito para el cédlculo del VaR.

Tabla 8. Backtesting portafolio P1 a distintos niveles de confianza, «=95%, 97,5% y 99 %.

USD/EUR Observaciones que rebasarén el VaR
Nivel de confianza a=95%% a=975% a=99%

Observaciones esperadas 85 42 17
COPULA t-NORMAL 115 69 41
COPULA t-t 62 34 11
COPULA t-EMPIRICO 133 76 37
COPULA FRANK-NORMAL 121 79 51
COPULA FRANK-t 64 40 16
COPULA FRANK-EMPIRICO 132 82 47
COPULA PLACKETT-NORMAL 178 123 66
COPULA PLACKETT-t 62 30 6
COPULA PLACKETT-EMPIRICO 133 76 41
DELTA NORMAL 75 50 31
REMUESTREO BOOTSTRAP 94 39 23
SIMULACION HISTORICA | 92 | 40 23
SIMULACION HISTORICA (A = 0,999) 93 45 24
SIMULACION HISTORICA (A = 0,995) 100 56 31
SIMULACION HISTORICA (A = 0,991) 105 67 38
SIMULACION HISTORICA (A = 0,987) 109 74 44

Noétese que a un nivel de confianza del 95 % el método de simulacién histérica refleja
mejores resultados para el backtesting del portafolio P;, obteniendose 92 observaciones
que sobrepasan el VaR de las 85 esperadas. A un nivel de confianza del 97,5 % los mejores
resultados son obtenidos por la cépula Frank con marginales t-Student y nuevamente
por el método de simulacién histérica y por tltimo al 99 % de confianza notamos que
la cépula Frank con marginales t-Student vuelve a tener mejores resultados. Cabe
recalcar, que cualquier cépula con marginales t-Student sobreestima el VaR, derivado
de la naturaleza de colas pesadas para la distribucién t-Student, mientras que utilizando
la distribucién Normal y Empirica se subestima el calculo del VaR ya que a un nivel del

95 % se observa que los datos sobrepasan el VaR més veces de lo esperado.
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Tabla 9. Backtesting portafolio P2 a distintos niveles de confianza, a=95%, 97,5% y 99 %.

DXY/ORO Observaciones que rebasarén el VaR
Nivel de confianza a=9%% a=975% a=99%

Observaciones esperadas 85 42 17
COPULA t-NORMAL 96 57 26
COPULA t-t 68 29 13
COPULA t-EMPIRICO 81 40
COPULA FRANK-NORMAL 91 50 27
COPULA FRANK-t 57 27 10
COPULA FRANK-EMPIRICO 74 32 16
COPULA PLACKETT-NORMAL 90 50 25
COPULA PLACKETT-t 61 24 10
COPULA PLACKETT-EMPIRICO 77 34 16
DELTA NORMAL 55 33
REMUESTREO BOOTSTRAP 90 35
SIMULACION HISTORICA 89 35 18
SIMULACION HISTORICA (A = 0,999) 91 35 18
SIMULACION HISTORICA (X = 0,995) 94 20
SIMULACION HISTORICA (A = 0,991) 99 52 25
SIMULACION HISTORICA (A = 0,987) 97 66 25

Para el portafolio P2 a un nivel del 95 % se obtienen mejores resultados utilizando el
método Delta Normal. A un nivel del 97,5 % se obtienen mejores resultados utilizando
simulacién histérica ponderando los escenarios con A = 0,995, y finalmente al 99 % de
confianza se preferiria el calculo del VaR utilizando la cépula-t con marginales empiricas

y/o el método de remuestreo bootstrap.






Capitulo 7

Conclusiones

Este trabajo mostré como la teorfa de cépulas puede ser una herramienta poderosa
para la solucién de diferentes problemas. Por ejemplo, para el cdlculo del VaR utilizando

una técnica poco convencional.

Se logré observar, mediante la aplicacién mimerica, un panorama mas general acerca
de la utilidad y funcionamiento de las coépulas, sin mencionar que hay afinidad entre
la teorfa estudiada y los resultados obtenidos nimericamente, lo que hace confiable su

utilizacién.

Esta claro que el estudio de las cépulas puede utilizarse en otras dreas como por
ejemplo al andlisis de valores extremos, y ademés queda clara también su versatilidad
para poder combinarse con distintos tipos de teorias; en este caso se mostré su

implementaciéon con la teoria desarrollada para series de tiempo, en especial de los

modelos ARMA-GARCH.

Queda claro que las series histéricas utilizadas presentan ciertas caracteristicas
empiricas, llamadas hechos estilizados, entre ellas se encuentra la autocorrolacién
histérica, y se vio como los modelos ARMA-GARCH pueden funcionar como un buen
filtro para obtener nuevas series sin autocorrelacién. Sin embargo, se observé mediante
los resultados numéricos que la estimaciéon del VaR por medio de las cépulas depende
mucho del ARMA-GARCH ajustado. Por ejemplo, para el portafolio P; se encontré un
notable cambio entre los métodos de cépulas y los métodos no pardametricos utilizados
para el célculo del VaR. Este cambio fue debido a la diferencia de medias y varianzas
actualizadas por medio de los modelos ARMA-GARCH con respecto de las medias y
varianzas histéricas, por lo que se debe tomar en cuenta este hecho para referencias

futuras. Ademds, es evidente que las copulas que utilizan marginales t sobrestiman el
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VaR, esto es por que las densidades con distribucién t presentan colas més pesadas.
Para el portafolio P, el célculo del VaR fue muy similar con los método de cépulas
y los otros métodos, pero al revisar el backtesting se pudo notar que los métodos no
pardmetricos y las cépulas que utilizan marginales normales subestiman el VaR. Lo
antrior se concluyé ya que hubo maés observaciones de las esperadas que rebasarén el

VaR para estos métodos.

Dicho todo lo anterior y como se vio a lo largo de esta tesis, la teorfa de cépulas puede
tener variadas aplicaciones. Se muestra como un método que puede ofrecer ventajas
competitivas, entre las que se encuentra el estudio de la dependencia entre variables
aleatorias. Como se mencioné al inicio, uno de los objetivos del trabajo era mencionar
una herramienta alternativa para estudiar desde un aspecto diferente la dependencia
de las variables aleatorias, ya no como un valor numérico, sino como una estructura

completa incluida en una funcién (la cépula).

Aunque queda claro el notable potencial de las cépulas, es necesario un mayor
avance para la estimacién de las mismas en dimensiones mayores a dos. Sin embargo, su
utilizacién para casos bivariados es de gran importancia y puede resolver problemas que
se presenten en situaciones cotidianas, especialmente para la industria privada y en dreas

que requieran del estudio y simulacién de determinadas estructuras de dependencia.

Para finalizar, es necesario mencionar que con el creciente desarrollo tecnolégico,
es viable seguir avanzando en el estudio de este tipo de técnicas, que posiblemente
enriquecerdn y en muchos casos mejorardn la cantidad de caminos posibles que serviran

de guia para el desarrollo de mas matemadtica y por lo tanto més ciencia y progreso.

”las matematicas son el alfabeto con el cual dios escribio el universo”. Galileo Galiles.
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Aplicacién nimerica cédigo MATLAB
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En este apartado se mostrard una aplicacién nimerica de las copulas, ayudado con la teoria desarrollada para series
de tiempo, en especia la que se refiere amodelos ARMA-GARCH.

1.-IMPORTACION DE DATOS

Esta seccion se encarga de importar 1os datos.

Paso 1.1

Script que importa los datos de precios desde una hoja de Excel.

[~, ~ raw, dateNums] = ...

x|l sread(' C:\ Users\rior\Docunent s\ Rodri go\ copul as\ DATCS. xI sx', . ..
' DATOS', ' A2: E4046',' ', @onvert Spr eadsheet Dat es) ;

R = ~cel | fun( @ sequal wi t hequal nans, dat eNunms, raw) & ...
cellfun('isclass',raw, 'char'); % Find spreadsheet dates

raw( R) = dateNuns(R);

data = reshape([raw:}],size(raw));

Paso 1.2

Definimos los nombres de nuestros datos. Se trata de las fechas, |os tipos de cambio USD/MXN y EUR/
MXN, el indice del dolar DXY, y los precios del Oro.
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Fecha = data(:,1);

USDMXN = data(:, 2);

EURMXN = data(:, 3);

DXY=dat a(:, 4);

ORO=dat a(:,5);

clearvars data raw dateNuns R,

Paso 1.3

Se crean también los log-rendimientos de | as series.

rendUSD=di f f (| og( USDMXN) ) ;
rendEUR=di ff (1 og( EURMXN) ) ;
rendDXY=di f f (| og( DXY));
rendORO=di ff (1 0g(ORO) ) ;

2.-AJUSTE DEL MODELO ARMA-GARCH

En esta seccion ajustaremos un modelo ARMA-GARCH alas series de tiempo conformadas por los log-
rendimientos de |os tipos de cambio USD/MXN, EUR/MXN, el indice DXY y e ORO.

Paso 2.1

Graficamos cada serie de datos de ENERO-2000 a ENERO-2016.

T=I engt h(rendUSD) ;

FigHandl e = figure(' Position', [150,90,1100,600]); % amafio de |a inagen
subplot(2,2,1),plot(rendUsD); xlinm([1,T]);

title('Log-rendimentos USD );

subpl ot (2,2,2),plot(rendEUR); xlim([1,T]);

title('Log-rendimentos EUR);

subpl ot (2, 2, 3), pl ot (rendDXY); xlim([1,T]);

title(' Log-rendi m entos DXY');

subpl ot (2, 2,4), pl ot (rendORO); xIim([1,T]);

title('Log-rendimentos ORO);
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Log-rendimientos USD Log rendimientos EUR
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Observamos que las volatilidades varian con el tiempo.

Paso 2.2

Calculamos los diagramas de autocorrelacion (FAC) y autocorrelacion parcial (FACP) para ver si existe
dependencia serial.

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);

subpl ot (4, 2,1); autocorr(rendUSD); yl abel (' '); xl abel (" ");
title(' FAC USD );axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 2) ; parcorr(rendUsSD); yl abel (' "); xl abel (" ");
title(' FACP USD );axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 3); autocorr (rendEUR); yl abel (' ') ; xl abel (" ");
title(' FAC EUR );axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 4); parcorr(rendEUR); yl abel (""); xl abel (' ");
title(' FACP EUR );axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 5) ; aut ocorr (rendDXY); yl abel (" "); xl abel (" ");
title(' FAC DXY');axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 6); parcorr (rendDXY); yl abel (' "); xl abel (" ");
title(' FACP DXY');axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 7); autocorr (rendORO) ; yl abel (" "); xl abel (' ");
title(' FAC ORO );axis([0,20,-0.2,0.2]);

subpl ot (4, 2, 8); parcorr(rendORO ; yl abel (""); xl abel ('");
title(' FACP ORO );axis([0,20,-0.2,0.2]);
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FAC USD FACP USD
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Notamos que no existe dependencia seria significativa paralas dos series, si acaso sdlo en el Lag 1 para
¢l tipo de cambio USD/MXN y 3 parael EUR/MXN. Esto nos indica que bastaria modelar solamente la
volatilidad por medio de un modelo Garch, sin utilizar auoregresiones o medias méviles para las series.
Realizemos la prueba Ljung-Box Q-test hasta el Lag 5 para comparar lo dicho anteriormente.

[h,p] = Ibgtest(rendUSD, ' Lags',65)%tsta funcion realiza un Test Ljung-Box
%par a conprobar dependenci a serial.

[h,p] = Ibgtest(rendEUR, ' Lags', 5)
[h,p] = Ibqgtest(rendDXY,' Lags',5)
[h,p] = Ibgtest(rendORQO, ' Lags', 5)
h =
1
p =
9. 6359e- 04
h =
1
p =
0. 0025
h =
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0
p:
0. 4844
h =
0
p:
0. 7869

En los dos primeros casos se obtiene h=1, indicando que alin puede existir dependencia serial en los
primeros 5 lags parael USD y el EUR. En cambio parael DXY y el ORO se obtiene h=0; por lo que se
rechazala hipétesis de dependencia serial, indicando que el DXY y el ORO no podrian ser explicados por
lainformacién pasada mediante un modelo ARMA o ARIMA.

Paso 2.3

Paracomprobar si existen efectos de varianzaheterocedastica (varianzaque variacon el tiempo), secalcula
laautocorrelacion (FAC) y autocorrelacion parcial (FACP) de los residuaes a cuadrado y se redizauna
prueba de Eagle para efectos ARCH.

resUSD = rendUSD - mean(rendUSD);
resEUR = rendEUR - nean(rendEUR);
resDXY = rendDXY - mean(rendDXY);
resORO = rendORO - mean(rendORO);

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);
subpl ot (4, 2, 1) ; aut ocorr (resUSD. ~2); yl abel (" "); xl abel (" ");
title(' FAC residual es”2 USD );axis([0,20,-0.3,0.3]);

subpl ot (4, 2, 2); parcorr(resUSD. ~2);ylabel ("");xl abel ("");
title(' FACP residual es”2 USD );axis([0,20,-0.3,0.3]);
subpl ot (4, 2, 3); aut ocorr (resEUR ~2);yl abel (" ");xlabel ('");
title(' FAC residual es”2 EUR );axis([0,20,-0.3,0.3]);

subpl ot (4, 2, 4); parcorr (rendEUR ~2); yl abel (" ");xlabel ('");
title(' FACP residual es”2 EUR );axis([0,20,-0.3,0.3]);
subpl ot (4, 2, 5); aut ocorr (rendDXY."2);yl abel (' ");xlabel ("");
title(' FAC residual es”2 DXY');axis([0,20,-0.3,0.3]);

subpl ot (4, 2, 6) ; parcorr (rendDXY.~2);yl abel (" ");xlabel ('");
title(' FACP residual es”2 DXY');axis([0,20,-0.3,0.3]);
subpl ot (4, 2,7); autocorr (rendORO. "2);ylabel (""); xlabel ("");
title(' FAC residual es”2 ORO);axis([0,20,-0.3,0.3]);

subpl ot (4, 2, 8); parcorr (rendORO. "2); yl abel (" "); xlabel ("");
title(' FACP residual es®"2 ORO );axis([0,20,-0.3,0.3]);
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FAC residuales? USD

FACP tesiduales? USD
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archtest (resUsD, ' | ags', 2)%Esta funi on realiza una prueba
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02 :
o 5 10 15 il
FAC residuales? ORQ
UsT1TTir?vvvavrva?-
0.2
0 5 10 15 it}
[h,p,~~] =
Y%ar a detectar efectos heterocedasticos
[h,p,~ ~] = archtest(resEUR 'l ags', 2)
[h,p,~ ~] = archtest(resDXY,'lags', 2)
[h,p,~ ~] = archtest(resORQ 'l ags', 2)
h =
1
p:
0
h =
1
p:
0
h =
1
p:
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1.1184e-11
h =
1
p =
0

Los diagramas muestran efectos heterocedasticos muy significativos, ademas, para la prueba Eagle, la
hip6tesis nula es rechazada en todos | os casos (h=1), en favor de lahip6tesis de ARCH(2) (autoregresiones
condicionales heterocedasticas en |os primeros 2 lags), indicando clUsters en la volatilidad, por lo que es
recomendable gjustar un modelo ARCH(2) o su equivalente GARH(1,1) paratodas las series.

Paso 2.4

Segjustaraun modelo ARMA(i,j)-GARCH(1,1) parael Délary el Euro, donde0<=i,j<=2. Parael DXY y el
ORO no existe dependenciaserial por 1o que solo se gjustaraun modelo GARCH(i,j) donde 0<=i,j<=2. Se
eligié como criterio de seleccion lainformacion de Akaike (Al C) paraelegir los mejores model os paracada
series. Paralos rendimientos del tipo de cambio USD/MXN se escogié un MA(1)-GARCH(1,1) con dis-
tribucion Normal (0,1) y un ARMA(1,1)-GARCH(1,1) con unadistribucién t-student. Paralos rendimien-
tos del tipo de cambio EUR/MXN se escogié un ARMA(2,1)-GARCH(1,1) con distribucién Normal (0,1)
y un MA(1)-GARCH(1,1) con distribucién t-student. Para el indice DXY se escogio en ambos casos un
GARCH(2,1) tanto paraladistribucién Normal como paraladistribuién t-student. Por Ultimo parael ORO
se eligié un modelo GARCH(1,2) con distribucion Normal y un GARCH(2,2) con distribucion t-student.

MA(1)-GARCH(1,1) con distribucién Normal para €l tipo de cambio USD/MXN

nmodel o1 = arima(' MALags', 1,"' Variance',garch(1,1)); %e escribe el nodelo
% aj ustar.

estimaci onl = estimate(nodel 01, rendUSD); %e estinman | os paranetros

%lel nodel o.

[resUSD, var USD, LogUSD] = infer(estimacionl, rendUSD); %e obtienen

% os residuales, las varianza y la Logversimlitud del nodelo.

ARIMAO, 0, 1) Model :

Condi tional Probability Distribution: Gaussian

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant -2.34008e-05 7.87225e-05 -0. 297256
MA{ 1} 0. 0778422 0. 0168855 4.61001

GARCH( 1, 1) Conditional Variance Model:
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Condi tional Probability Distribution: Gaussian

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 4.24132e-07 2.1821e-07 1. 94369
GARCH{ 1} 0. 899291 0. 0058477 153. 785
ARCH{ 1} 0. 0914415 0. 00584644 15. 6405

ARMA(1,1)-GARCH(1,1) con distribucién t-student para el tipo de cambio USD/M XN

nodel 02 = arima(' ARLags', 1,' MALags', 1, Variance',garch(1,1));

model 02. Distribution = "t'; %anbi anos |a disttribucion del nodel o.
estinaci on2 = estimate(nodel 02, rendUSD, ' Vari ance0', {' Constant0', 0.001});
[ resUSDT, var USDT, LogUSDT] = infer(estimaci on2, rendUSD);

AR MA(1,0,1) Model :

Conditional Probability Distribution: t

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant -0.000108132 9. 66176e- 05 -1.11917
AR{ 1} -0.289019 0. 183264 -1.57706
MA( 1} 0. 362261 0.178994 2.02387
DoF 8. 73603 0. 978208 8. 93065

GARCH( 1, 1) Condi tional Variance Model :

Condi tional Probability Distribution: t

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 3. 80963e- 07 2.29816e- 07 1.65769
GARCH{ 1} 0. 909848 0.00781258 116. 459
ARCH{ 1} 0. 0803527 0.00841128 9. 55296
DoF 8. 73603 0. 978208 8. 93065

ARMA(2,1)-GARCH(1,1) con distribucién Normal para el tipo de cambio EUR/MXN

nodel 03 = arima(' ARLags',[1,2],' MALags', 1,' Variance',garch(1,1));
estimaci on3 = estimate(nodel 03, rendEUR) ;
[resEUR, var EUR, LogEUR] = infer(estimaci on3, rendEUR);

AR MA(2, 0, 1) Mbdel :

Condi tional Probability Distribution: Gaussian

St andar d t
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Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 3.4067e-05  4.47152e-05 0. 761866
AR{ 1} 0. 63629 0. 0642521 9. 90301
AR{ 2} -0.0378709 0. 0158345 -2.39167
MA{ 1} -0.616139 0. 0646722 -9.5271
GARCH( 1, 1) Condi tional Variance Model:
Condi tional Probability Distribution: Gaussian
St andar d t

Par amet er Val ue Error Statistic
Const ant 8. 45375e- 07 3.20308e- 07 2.63926
GARCH{ 1} 0.937831 0. 00421381 222.561
ARCH{ 1} 0. 0490548 0. 00348735 14. 0665

MA(1)-GARCH(1,1) con distribucién t-student para el tipo de cambio EUR/MXN

nodel 04 = ari ma(' MALags', 1,' Variance',garch(1,1));
nodel 04. Di stribution = "t";

estimaci on4 = estimate(nodel 04, rendEUR, ' Vari ance0', {' Constant0', 0.001});

[ r esEURT, var EURT, LogEURT] =

AR MACO, 0, 1) Mbdel :

Condi tional Probability Distribution: t
St andar d

Par anet er Val ue Error
Const ant -7.57293e- 05 0. 000109991
MA( 1} 0. 00359477 0. 015698
DoF 8. 35641 1.03017

GARCH( 1, 1) Conditional Variance Model:

Conditional Probability Distribution: t
St andar d

Par anet er Val ue Error
Const ant 7.47142e-07  3.68068e- 07
GARCH{ 1} 0. 936561 0. 0069786
ARCH{ 1} 0. 0530432 0. 006526
DoF 8.35641 1. 03017

GARCH(2,1) con distribucién Normal para el indice DXY

nodel 05 = garch(2,1);

i nfer(estimacion4, rendEUR);

t
Statistic
-0. 688507

0. 228995
8.11172

t
Statistic

8.11172
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estimaci on5 = estimat e(nodel 05, resDXY) ; %Se estinma el nodel o para |os
% esiduales y no para | os rendi m entos, por ser un nodel o puranente GARCH;
[ var DXY, LogDXY] = infer(estimacion5,resDXY);

Warni ng: Lower bound constraints are active; standard errors may be inaccu
GARCH( 2, 1) Conditional Variance Model :

Condi tional Probability Distribution: Gaussian

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 2e-07 1. 30551e-07 1.53197
GARCH{ 1} 0.667214 0. 206271 3. 23464
GARCH{ 2} 0. 27542 0.199431 1.38102
ARCH{ 1} 0. 0477445 0. 00817669 5.8391

GARCH(2,1) con distribucién t-student para el indice DXY

nodel 06 = garch(2,1);

nmodel 06. Di stribution = "t';
estimaci on6 = esti mat e( nodel 06, r esDXY) ;
[ var DXYT, LogDXYT] = infer(estinacion6, resDXY);

Varning: Lower bound constraints are active; standard errors nay be inaccu

GARCH( 2, 1) Conditional Variance Model:

Condi tional Probability Distribution: t

St andar d t
Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 2e-07 1. 44686e- 07 1.3823
GARCH{ 1} 0. 766772 0. 324017 2. 36645
GARCH{ 2} 0.178526 0. 31481 0. 567092
ARCH{ 1} 0. 0455901 0.011198 4.07127
DoF 8. 29504 1. 15296 7.19458

GARCH(1,2) con distribucién Normal para ORO

nodel o7 = garch(1, 2);

estimaci on7 = estimate(nodel 07, resORO) ; %5e estima el nodelo para |os
% esiduales y no para | os rendi m entos, por un npdel o puranmente GARCH;
[ var ORO LogORQ = infer(estinacion7,resORO;

Warni ng: Lower bound constraints are active; standard errors nmay be inaccu
GARCH( 1, 1) Conditional Variance Model:

Condi tional Probability Distribution: Gaussian

St andar d t

10
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Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 2.19013e- 06 4. 27583e-07 5.12212
GARCH{ 1} 0.931127 0. 00468951 198. 555
ARCH{ 1} 0. 0520208 0. 00543722 9.56753

GARCH(2,2) con distribucién t-student para el ORO

nodel 08 = garch(2, 2);

model 08. Distribution = "t';

estimaci on8 = estimate(nodel 08, resORO) ;

[ var OROT, LogOROT] = infer(estinacion8, resORO);

GARCH( 2, 2) Conditional Variance Model:

Conditional Probability Distribution: t

St andar d t

Par anet er Val ue Error Statistic
Const ant 2.49703e- 06 1. 09266e- 06 2.28527
GARCH{ 1} 0.170167 0. 396975 0. 428659
GARCH{ 2} 0.729754 0.377785 1.93166
ARCH{ 1} 0. 0363709 0.0133631 2.72174
ARCH{ 2} 0. 0484997 0.0162175 2.99058
DoF 4. 45634 0. 343825 12. 9611

Notemos que bajo los modelos con distribucion normal, los residuales estandarizados de todas las series
se comportan como un ruido blanco, lo que indica que los model os fuerén bien ajustados.

est USDN=r esUSD. / sqrt (var USD) ; %se obtiene | os residual es estandari zados
%ara ser graficados.

est EURN=r esEUR. / sqrt (var EUR) ;

est DXYN=r esDXY. / sqrt (var DXY) ;

est ORON=r esORO. / sqgrt (var ORO) ;

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);
subpl ot (2,2,1); plot(estUSDN); xlim[1,T]);

title(' Residual es estandarizados USD/ MXN (Nornal es)');
subpl ot (2,2,2);plot(estEURN); xlim([1,T]);

title(' Residual es estandarizados EUR MXN (Nornales)');
subpl ot (2, 2,3);plot(estDXYN); xlim([1,T]);

title(' Residual es estandari zados DXY (Normales)');
subplot(2,2,4);plot(estORON); xlin([1,T]);

title(' Residual es estandari zados ORO (Normales)');
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Residuales estandarizados USD/MVXN (Mormales) Residuales estandarizados EUR/MXN (Mormales)
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Andlogamente usando ladistribucin t-student paralos model os obtenemos que | os residual es estandari za-
dos se comportan como un ruido blanco.

est USDT=r esUSDT. / sqrt (var USDT) ;
est EURT=r esEURT. / sqrt (var EURT) ;
est DXYT=r esDXY. / sqrt (var DXYT);
est OROT=r esORO. / sqrt (var OROT) ;

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);
subpl ot (2,2,1);plot(estUSDT); xlim[1,T]);

title(' Residual es estandarizados USD/ MXN (t-student)');
subpl ot (2, 2,2);plot(estEURT); xlim([1,T]);

title(' Residual es estandari zados EUR/ MXN (t-student)');
subpl ot (2, 2, 3); pl ot (est DXYT); xlin([1,T]);

title(' Residual es estandari zados DXY (t-student)');
subpl ot (2,2,4); plot(estOROT); xlim[1,T]);

title(' Residual es estandarizados ORO (t-student)');
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Residuales estandarizados USD/WXN (t-student) Residuales estandarizados EURMAXN (t-student)
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Ademés parece que |os modelo gjustan de manera correctala volatilidad alas series.

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);
subpl ot (3,2,1);plot(varuUsD); xlim([1,T]);
title('Varianza condicional USD/ MXN (Normal)"');
subpl ot (3, 2, 3); pl ot (varUSDT) ; xI'i m([1,T]);
title('Varianza condicional USD/ MXN (t-student)');
subpl ot (3, 2,5), plot(rendUsD); xlin([1, T]);

title(' Rendimentos USD/ MXN );

subpl ot (3, 2,2);plot(varEUR); xlim([1,T]);
title('Varianza condicional EUR/ MXN (Nornal)');
subpl ot (3, 2,4);plot(varEURT); xlim([1,T]);
title('Varianza condicional EUR/ MXN (t-student)');
subpl ot (3, 2,6), plot(rendEUR); xlin([1,T]);
title(' Rendi m entos EUR/ MXN );

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);
subpl ot (3, 2,1); plot(varDXY); xlim([1,T]);
title('Varianza condicional DXY (Normal)');
subpl ot (3, 2, 3); pl ot (var DXYT); xli m([1,T]);
title('Varianza condicional DXY (t-student)');
subpl ot (3, 2,5), pl ot (rendDXY); xlin([1,T]);
title(' Rendimentos DXY');

subpl ot (3, 2,2);plot(varORO; xlim[1,T]);
title('Varianza condicional ORO (Nornal)');
subpl ot (3, 2,4);plot(varOROT); xlim[1,T]);
title('Varianza condicional ORO (t-student)');
subpl ot (3, 2,6), plot(rendORO; xlinm([1,T]);
title(' Rendimentos ORO);

13



A.1 APLICACION NUMERICA CODIGO MATLAB 111

COPULASAPLI-
CACION NUMERICA

«10°  Warianza condicional USDIMXAN (Normal) w10*  Varianza condicional EURMXN (Normal)
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Paso 2.5

Se muestran ademas, gréficos de la dispersion de |os residual es estandarizados tanto con la distribucion
Normal como con ladistribucién t. Se ve claramente una dependencia positiva entre el Délar y €l Euro, y
una dependencia negativa entre el DXY y el ORO. Se proseguira con el gjuste de algunas copulas bivari-
adas para cada par de datos.

figure

scatterhist(estUSDN, est EURN, ' Direction', out");title(' Nornales');
x| abel (' resi dual es estandari zados USD );

yl abel (' resi dual es estandari zados EUR );

figure

scatterhist(estDXYN, est ORON, ' Direction', out");title(' Norneles');
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x| abel (' resi dual es estandari zados DXY');

yl abel (' resi dual es estandari zados ORO );

figure

scatterhist(estUSDT, est EURT, ' Direction',"out');title('t-student');
x| abel (' resi dual es estandari zados USD );

yl abel (' resi dual es estandari zados EUR );

figure

scatterhist(estDXYT,estOROT, ' Direction',"out');title('t-student');
x| abel (' resi dual es estandari zados DXY');

yl abel (' resi dual es estandari zados ORO );
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3.-AJUSTE Y SIMULACION DE COPULAS

En esta seccién aj ustaremos distinto tipo de copulas alos datos utilizando como ya se menciond ladistribu-
cién Normal y t-student para las marginales, ademas utilizaremos la distibucion empirica para comparar
resultados. El par de datos conformado por |os residuales estandarizados del Délar y el Euro obtenidos
conlosmodel os ARMA-GARCH con distribucién Normal recibirén el nombre de USD/EUR-NORMALL ;
¢l par de datos obtenidos por los residuales estandarizados del Délar y el Euro obtenidos con los mode-
los ARMA-GARCH con distribucién t-student recibiran el nombre de USD/EUR-t; and ogamente DXY/
ORO-NORMAL y DXY/ORO-t. La distribucion empirica se utilizara con los datos obtenidos por los
modelos ARMA-GARCH Normales, estos datos recibirén el nombre de USD/EUR-EMPIRICO y DXY/
ORO-EMPIRICO.

Paso 3.1

El primer paso sera gjustar la escaa de los datos a la escala de las copulas evaluando los datos en la
funcion de distribucion correspondiente. Parael Garch Normal se utilizaraunaNormal(0,1), parael Garch
t-student se utilizard una t con los grados estimados en el modelo y también se utilizara la distribucién
empirica de los datos aplicada alos datos obtenidos por el Garch Normal.

Primero cambiemos |a escala de USD/EUR-NORMAL , USD/EUR-t y USD/EUR-EM PiRICO

USD_EUR N(:, 1) =cdf (' Normal ', est USDN, 0, 1) ;

USD_EUR. N(:, 2) =cdf (' Nornal ', est EURN, 0, 1) ; USD_EUR. N(USD_EUR. N<le- 15) =le- 15;
%-unci 6n que calcula la distribucién de una Normal (0,1)

%en | os puntos sefial ados.
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USD EUR t(:, 1)=cdf ('t', est USDT, esti maci on2. Di stri buti on. DoF);

USD EUR t(:,2)=cdf ('t', est EURT, esti maci on4. Di stri buti on. DoF); %-unci 6n que
%al cula la distribuci6n de una t-student en | os puntos sefial ados

%on | os grados marcados.

[f1 x1] =ecdf (est USDN);

USD EUR. E(:, 1) =ecdf n(f 1, x1, est USDN, esti maci on2. Di stri buti on. DoF);

[f2 x2] =ecdf (estEURN); %Se céalcula |a distribucién enpirica de |os datos
%obt eni endo | a funci én f eval uada en | 0os puntos x.

USD EUR. E(:, 2) =ecdf n(f 2, x2, est EURN, esti naci on4. Di stri buti on. DoF) ; ¥%Dada
% a funci6n enpirica f evaluada en |os puntos x, se célcula f(x) en

% os puntos dados por el tercer argumento (en este caso est USDN),

%esta funcion "ecdf ' fue programada en un Script y se nostrara

%en el Apéndice.

Graficamos para ver que los datos se encuentran en el cuadrado [0,1]x[0,1].

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 900, 400]);
subpl ot (1, 3,1);scatter(USD EUR N(:,1),USD EUR N(:, 2));

x| abel ("u');ylabel (*v');axis( square');title(' Normales");

subplot(1,3,2);scatter(USD EUR t(:,1),USD EUR t(:,2));
x| abel ("u');ylabel (*v');axis( square');title('t-student");

subpl ot (1, 3, 3); scatter(USD_EUR E(:,1),USD EUR E(:, 2));
x| abel ("u');ylabel ("v');axis( square');title("enpirico');

Mormales t-student empirico

Proseguimos a cambiar la escalade DXY/ORO-NORMAL, DXY/ORO-t y DXY/ORO-EMPIRICO
DXY_ORO. N(:, 1) =cdf (' Nornmal ', est DXYN, 0, 1) ;

DXY_ORO. N(: , 2) =cdf (* Nor mal ', est ORON, 0, 1) ; DXY_ORO. N( DXY_ORO. N<1e- 15) =le- 15;
DXY_ORO. t(:,1)=cdf ("t', est DXYT, esti maci on6. Di stri buti on. DoF);

DXY_ORO. t (:,2)=cdf ('t', est OROT, esti maci on8. Di stri buti on. DoF);

[f3 x3] =ecdf (est DXYN);
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DXY_ORO. E(:, 1) =ecdf n( f 3, x3, est DXYN, esti maci on6. Di stri buti on. DoF);
[f4 x4] =ecdf (est ORON) ;
DXY_ORO E(:, 2) =ecdf n{ f 4, x4, est ORON, est i naci on8. Di stri buti on. DoF);

Graficamos para ver que los datos se encuentran en el cuadrado [0,1]x[0,1].

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 900, 400]);
subpl ot (1,3,1);scatter(DXY_ORO N(:, 1), DXY_ORO N(:,2));

x|l abel ("u");ylabel ('v');axis(' square');title(' Normales');

subpl ot (1, 3,2);scatter(DXY_ORO t(:,1),DXY_ORO.t(:,2));
x|l abel ("u");ylabel ('v');axis(' square');title('t-student");

subpl ot (1, 3, 3);scatter(DXY_ORO E(:, 1), DXY_ORO E(:,2));
xl abel ("u");ylabel ('v');axis(' square');title(' enpirico);

Mormales t-student ermpitico

Paso 3.2

Setrabajaran trescopulasparalosresidualesdel Délar y el Euro: t-student, Frank, Joe Clayton Simetrizada.
Y tres para los residuales del DXY y el ORO: t-student, Frank, Plackett. Se estimaran las copulas para
cada par de datos (ui,vi), i=1,2,3; para €ello utilizaremos la funcién "copul &fit" incluidaen MATLAB y
maximizaremos la log verosimilitud para obtener los parametros de las copulas Joe Clayton Simetrizada
y Plackett con lafuncién "fmincon”, ya que no vienen incluidas en la funcién "copul afit”.

[ X Y] =neshgrid(0:.02:1,0:.02:1); % Se crea una naya de datos
%n [0,1]72 para usarlos conp donminio de las cépulas al graficar.

Primero &justaremos |as cépulas alos datos USD/EUR-NORMAL , USD/EUR-t y USD/EUR-EMPIRI -
cO

USD/EUR-NORMAL

[correlacionl , gradosl] = copulafit('t',...

[USD EUR N(:,1) USD EUR N(:,2)]1);

%A uste y obtenci 6n de paranetro6s de la copula t

paranetroFl = copulafit (' Frank',[USD EUR N(:,1) USD EUR N(:,2)]);
%\ uste y obtenci 6n de paréanetros de |la copul a Frank

19



A.1 APLICACION NUMERICA CODIGO MATLAB 117

COPULASAPLI-
CACION NUMERICA

par amet r osJCS1=. . .

fm ncon( @ x) -1*sun( | og(denj oecl aysi n{ USD_EUR N(:,1),USD EUR N(:,2)...
,x(1),x(2)))),[-5 .51,[].[1.,[1.,[1,[0 0], [1 1]);¥Se maxim za |a

% ogverosimlitud de |a cépula joe-claytén Sinetrizada para obtener
% os paranetros. Esta densidad "denjoecl aysini' se progrand en un
%cript separado, el cual se npbstrara en el Apéndice.

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subpl ot (1, 3,1);

surface(X, Y, reshape(copul apdf ("t",[X(:) Y(:)],correlacionl,gradosl),...
[51 51]));

view([-13,25]); col ormap(’ autum');title(’ COPULA t-USD/ EUR- NORVAL' ) ;

axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)], paranetroF1),[51 51]));
vi ew([-13,25]); col ormap(' autum');title(' COPULA FRANK- USDY EUR- NORVAL' ) ;
axis('square');zlinm([O0,8]);

subpl ot (1, 3, 3);

surface(X, Y, denj oecl aysi n( X, Y, par anet rosJCS1(1), paranetrosJCS1(2)));
view([-13,25]); col ormap(' autumm'); title(' COPULA JCS- USD/ EUR- NORVAL' ) ;
axi s('square');zlim[O,8]);

Local m ni num possible. Constraints satisfied.

fm ncon stopped because the size of the current step is |less than
the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA 1 USOEUR: NORMAL COPULA FRANK USIVEUR-NORMAL COPULA JCE-USOEUR-NORMAL

USD/EUR-t

[correlacion2 , grados2] = copulafit('t',[USD EUR t(:,1) USD EUR t(:,2)]);
paranetroF2 = copulafit('Frank',[USD EUR t(:,1) USD EUR t(:,2)]);

par amet r osJCS2=. . .

fm ncon( @ x) -1*sun( | og(denj oecl aysi n{ USD EUR t(:,1),USD EUR t(:,2)...

. x(1),%(2)))).[.5 -5].[1.[1.[1.[].[0 0], [11]);
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Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subpl ot (1, 3,1);

surface(X, Y, reshape(copul apdf ("t',[X(:) Y(:)],correlacion2, grados2), ...
[51 51]));

view([-13,25]); col ormap(' autum');title(' COPULA t-USD/EUR-t");

axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)],paranetroF2),[51 51]));
view([-13,25]); col ormap(' autumm');title(' COPULA FRANK- USD/ EUR-t');

axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1, 3, 3);

surface(X, Y, denj oecl aysi n( X, Y, par anet rosJCS2( 1), paranetrosJCS2(2)));
view([-13,25]); col ormap(' autumm'); title(' COPULA JCS-USD/ EUR-t');

axi s('square');zlim[O,8]);

Local m ni num possible. Constraints satisfied.
fm ncon stopped because the size of the current step is |less than

the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA 1-USDVEUR- COPULA FRANIK-USIVEUR COPULA JCS-USDVEUR

USD/EUR-EMPIRICO

[correlacion3 , grados3] = copulafit('t',[USD EUR E(:,1) USD EUR E(:,2)]);
paranmetroF3 = copul afit(' Frank',[USD_EUR E(:,1) USD EUR E(:,2)]);

par anet rosJCS3=. . .

fm ncon( @ x) - 1*sun( | og(denj oecl aysi n{ USD_EUR. E(:, 1), USD EUR E(:,2)...
»x(1),x(2)))).[.5 .51, [1.[1.[1.[1.[0 O], [1 1]);

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subplot(1,3,1);

surface(X, Y, reshape(copul apdf ("t',[X(:) Y(:)],correlacion3, grados3), ...
[51 51]));

view([-13,25]); col ormap(’ autum');title(’ COPULA t-USD/ EUR- EMPI RI CO );
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axi s('square');zlinm[0,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)],paranetroF3),[51 51]));
view([-13,25]); col ormap(’ autumm');title(’ COPULA FRANK- USD/ EUR- EVPI RI CO ) ;
axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1,3, 3);

surface(X, Y, denj oecl aysi n( X, Y, paranet rosJCS3(1), paranetrosJCS3(2)));

vi ew([-13,25]); col ormap(' autumm'); title(' COPULA JCS- USD/ EUR- EMPI RI CO ) ;
axis('square');zlin([O0,8]);

Local m ni num possible. Constraints satisfied.

fmncon stopped because the size of the current step is less than
the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA LUSIVEUR-EMPIRICO COPULA FRANK-USDEUR-EMPIRICO COPULA JCE-USIVEUR-EMPIRICO

Proseguimos a gjustar y encontrar |os parametros para las copulas de los datos DXY/ORO-NORMAL,
DXY/ORO-t y DXY/ORO-EMPIRICO

DXY/ORO-NORMAL

[correlacion4 , grados4] = copulafit('t',[DXY_ORO N(:,1) DXY_ORO.N(:,2)]);
paranetroF4 = copul afit (' Frank',[DXY_ORO. N(:,1) DXY_ORO. N(:,2)]);
paranetroPl=. ..

fm ncon( @ x) - 1*sun( | og(denpl ackett (DXY_ORO. N(:,1),DXY_ORO N(:,2),x))), ...
(.51, [1.01.[1.[1.[0],[50]);

%e maximza la log-verosimlitud de la copul a Plackett para obtener

% os paranetros. Esta densidad "denjoecl aysint se progrand en un script
Y%separado, el cual se nostraré en el Apéndice.

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subplot (1, 3,1);

surface(X, Y, reshape(copul apdf ("t",[X(:) Y(:)],correl aci on4, grados4), ...
[51 51]));

view([-13,25]); col ormap(' autumm');title(' COPULA t-DXY/ ORO- NORVAL');

22



A.1 APLICACION NUMERICA CODIGO MATLAB 120

COPULASAPLI-
CACION NUMERICA

axi s('square');zlinm[0,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)],paranetroF4),[51 51]));
view([-13,25]); col ormap(’ autum');title(’ COPULA FRANK- DXY/ ORO- NORVAL' ) ;

axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1,3, 3);

surface(X, Y, denpl ackett (X, Y, paranmetroPl));

vi ew([-13, 25]); col ormap(' autum');title(' COPULA PLACKETT- DXY/ ORO- NORVAL' ) ;
axis('square');zlin([O0,8]);

Local m ni num possible. Constraints satisfied.

fmncon stopped because the size of the current step is less than
the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA 1 DOV AORO. NORMAL COPULA FRANK DY ORD-NORMAL COPULA FLACKETT- DY ORO-NORMAL

8, 8

DXY/ORO-t

[correlacion5 , grados5] = copulafit('t',[DXY_ORO. t(:,1) DXY_ORO. t(:,2)]);
paranmetroF5 = copul afit(' Frank' ,[DXY_ORO. t(:,1) DXY_OROt(:,2)]);

par ametroP2=. ..

fm ncon( @ x) -1*sun( | og(denpl ackett (DXY_ORO. t(:,1),DXY_ORO. t(:,2),Xx))),...
[-51.01.01.001.01,001,[50]);

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subpl ot (1, 3,1);

surface(X, Y, reshape(copulapdf ("t',[X(:) Y(:)],correl aci on5, grados5), ...
[51 51]));

view([-13,25]); col ormap(' autum');title(' COPULA t-DXY/ ORO-t');

axi s('square');zlinm[0,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)],paranetroF5),[51 51]));
view([-13,25]); col ormap(’ autum');title(’ COPULA FRANK- DXY/ ORO-t');

axi s('square');zlim[O0,8]);

subpl ot (1,3, 3);
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surface(X, Y, denpl ackett (X Y, paranetroP2));
view([-13,25]); col ormap(' autum'); title(' COPULA PLACKETT-DXY/ ORO-t");
axis('square');zlim[O0,8]);

Local m ni num possible. Constraints satisfied.

fmncon stopped because the size of the current step is less than
the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA 1D IORG COPULA FRARNK- BXYOR0A COPULA PLACKETT-DOYOR0L

DXY/ORO-EMPIRICO

[correlacion6 , grados6] = copulafit('t',[DXY_ORO E(:,1) DXY_ORO E(:,2)]);
paranetroF6 = copul afit (' Frank',[DXY_ORO E(:,1) DXY_ORO E(:,2)]);

par anmetroP3=. ..

fm ncon( @ x) - 1*sun( | og(denpl ackett (DXY_ORO E(:, 1), DXY_ORO E(:,2),x))), ...
(.51.01.01.[1.[1.[0],[50]);

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1000, 400]);

subpl ot (1,3,1);

surface(X, Y, reshape(copul apdf ("t",[X(:) Y(:)],correl aci on6, grados6), ...
[51 51]));

view([-13, 25]); col ormap(' autumm' );title(’ COPULA t-DXY/ ORO-EMPI RI CO );

axi s('square');zlim[O,8]);

subpl ot (1, 3, 2);

surface(X, Y, reshape(copul apdf (' Frank',[X(:) Y(:)], paranetroF6),[51 51]));
view([-13,25]); col ormap(' autum');title(' COPULA FRANK- DXY/ ORO- EMPI Rl CO ) ;
axis('square');zlin([0,8]);

subpl ot (1, 3, 3);

surface(X, Y, denpl ackett (X, Y, paranetroP3));

view([-13,25]); col ormap(' autum');

title(' COPULA PLACKETT- DXY/ ORO-EMPI RI CO );

axi s('square');zlim[O0,8]);
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Local m ni mum possible. Constraints satisfied.

fm ncon stopped because the size of the current step is less than
the default value of the step size tolerance and constraints are
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

COPULA 1 DXYORD-EMPIRICO COPULA FRANK-DXY/ORO-EMPIRICO COPULA PLACKETT-DY ORC-EMPIRICD

Paso 3.3

El siguiente paso serd simular 5000 datos con las copul as obtenidas para obtener muestras (u,v) que seran
utilizadas como escenarios posibles parael cllculo del VaR. Se utilizaralafuncién "copularnd” parasim-
ular las copulast y Frank; parala copula JCS (Joe Clayton Simetrizada) y la copula Plackett las simula-
ciones se haran de forma diferente con el método mencionado en latesis.

m=5000;

simtl = copularnd('t',correlacionl, gradosl, m;

sim Frankl = copul arnd(' Frank', paranetroF1, m;

sim JCS1=si nul aci onesJCS( par anet rosJCS1( 1), paranmetrosJCS1(2),m;

%.a funcion "sinmul aci onesJCS" fue progranmada en un Script aparte el cual
% s nostrado en el Apéndice.

simt2 = copularnd('t',correl aci on2, grados2, m;
sim Frank2 = copul arnd(' Frank', paranetroF2, m;
si m JCS2=si nul aci onesJCS( par anet r o0sJCS2( 1), paranmetrosJCS2(2), m;

simt3 = copularnd('t',correl aci on3, grados3, m;
sim Frank3 = copul arnd(' Frank', paranetroF3, m;
si m JCS3=si mul aci onesJCS( par anetrosJCS3( 1), paranmetrosJCS3(2),n;

simt4 = copularnd('t',correl aci on4, grados4, m;

sim Frank4 = copul arnd(' Frank', paranetroF4, m;

sim P1=si mul aci onesPl ackett (paranetroPl, n);

%.a funci 6n "simul aci onesPl ackett" fue programada en un Script aparte el
%ual es nostrado en el Apéndice.

simt5 = copularnd('t', correl aci on5, grados5, n);

25



A.1 APLICACION NUMERICA CODIGO MATLAB 123

COPULASAPLI-
CACION NUMERICA

si m Frank5 = copul arnd(' Frank', paranetroF5,m;
sim P2=si mul aci onesPl ackett (paranetroP2, n);

simt6 = copularnd('t', correl aci on6, grados6, nj;
sim Frank6é = copul arnd(' Frank', paranetroF6, m;
si m P3=si mul aci onesPl acket t (paranetroP3, n);

Paso 3.4

Por dltimo regresamos los datos a su escala natural y |os graficamos.

Regresamos las simulaciones sim.t1, sim.Frank1,sim.JCS1, sim.t4, sim.Frank4 ,y ssm.P1 ala escala nor-
mal, puesto que fueron obtenidas de las cdpulas gjustadas a los datos USD/EUR-NORMAL y DXY/
ORO-NORMAL.

USD/EUR-NORMAL

simtl=icdf (' Normal',simt1,0,1);
si m Frankl=i cdf (' Normal ', si m Frank1, 0, 1) ;
si m JCS1=i cdf (' Nornmal ', simJCS1, 0, 1) ;

DXY/ORO-NORMAL

simt4=icdf('Normal',simt4,0,1);
sim Frank4=i cdf (' Nornal ', si m Frank4, 0, 1) ;
si m P1=i cdf (' Normal ', simP1,0, 1);

Regresamos las simulaciones sim.t2, sim.Frank2,sim.JCS2, sim.t5, sim.Frank5, y sm.P2 a la escala t,
puesto que fueron obtenidas de las copulas gjustadas a los datos USD/EUR-t y DXY/ORO-t.

USD/EUR-t

simt2(:,1)=icdf (" T ,simt2(:,1), estimacion2.Distribution.DoF);
simt2(:,2)=icdf (" T ,simt2(:,2),estinmaciond. D stribution.DoF);

sim Frank2(:,1)=icdf (' T ,simFrank2(:, 1), estinmacion2.Distribution. DoF);
sim Frank2(:,2)=icdf (' T',si mFrank2(:, 2), estimacion4. Di stribution. DoF);
simJCS2(:,1)=icdf (' T',simJCS2(:, 1), estinacion2.Distribution. DoF);
simJCS2(:,2)=icdf (' T',simJCS2(:,2),estimciond.Distribution. DoF);

DXY/ORO-t

simt5(:,1)=icdf (' T',simt5(:,1), estinmaci on6. D stribution. DoF);
simt5(:,2)=icdf (" T ,simt5(:,2),estinmacion8.Di stribution.DoF);
sim Frank5(:,1)=icdf (' T',simFrank5(:, 1), estinmaci on6. Di stri buti on. DoF);
sim Frank5(:, 2)=icdf (' T', sim Frank5(:, 2), esti maci on8. Di stri buti on. DoF);
simP2(:,1)=icdf (' T',simP2(:, 1), estinmaci on6. Di stribution. DoF);
simP2(:,2)=icdf (' T',simP2(:,2),estinacion8. D stribution. DoF);

Regresamos |as simulaciones sim.t3, sim.Frank3,sim.JCS3, sim.t6, sim.Frank6, sim.P3 ala escala empiri-
ca, puesto que fueron obtenidas de las copulas gustadas a los datos USD/EUR-EMPIRICO y DXY/
ORO-EMPIRICO.

USD/EUR-EMPIRICO
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%e hace uso de la funcién "iecdf" la cual fue programada en un Script, se
%rostraréd en el Apéndice; en esencia recibe conb paréametros una distribucién
%enpirica f evaluada en los puntos x, y te regresa |la inversa de esa

%li stribuci 6n enpirica pero evaluada en | os puntos que sean dados cono

% ercer argunento.
simt3(:,1)=iecdf(f1,x1,simt3(:,1),estimacion2.Distribution. DoF);
simt3(:,2)=iecdf (f2,x2,simt3(:,2),estimaci ond.Distribution.DoF);

sim Frank3(:, 1) =i ecdf (f1, x1, simFrank3(:, 1), esti maci on2. Di stributi on. DoF);
sim Frank3(:, 2) =i ecdf (f2,x2, si m Frank3(:, 2), esti maci on4. Di stri buti on. DoF);
simJCS3(:, 1) =i ecdf(f1,x1,simJCS3(:,1),estinmacion2.Distribution.DoF);

sim JCS3(:, 2) =i ecdf (f2,x2,simJCS3(:,2),estinmaci on4.Distribution.DoF);

DXY/ORO-EMPIRICO

simt6(:,1)=iecdf(f3,x3,simt6(:,1),estimacion2.Distribution.DoF);
simt6(:,2)=iecdf (f4,x4,simt6(:,2),estimacion2.Distribution.DoF);
si m Frank6(:, 1) =i ecdf (f3, x3, si m Frank6(:, 1), esti maci on2. Di stri buti on. DoF);
sim Frank6(:, 2) =i ecdf (f4, x4, si m Frank6é(:, 2), esti maci on2. Di stri buti on. DoF);
simP3(:,1)=iecdf (f3,x3,simP3(:,1),estimaci on2.Di stribution. DoF);
simP3(:,2)=iecdf (f4,x4,simP3(:,2),estinmcion2.Distribution. DoF);

Por ultimo graficamos las simul aciones obtenidas.
USD-EUR
Fi gHandl e = figure(' Position', [10, 50, 1200, 640]);

subplot(3,3,1);scatter(simti(:,1),simt1(:,2));

title(' COPULA t-USD/ EUR-NORMAL' ); xIim([-6,6]);ylinm([-7,7]);
subpl ot (3, 3, 2);scatter(si mFrankl(:,1),si mFrankl(:,2));
title(' COPULA FRANK- USD/ EUR- NORMAL' ) ; xlim([-6,6]);ylim([-7,7]);
subpl ot (3, 3, 3);scatter(simJCS1(:,1),simJCS1(:,2));

title(' COPULA JCS-USD/ EUR-NORVAL' ) ; xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);

subpl ot (3, 3,4);scatter(simt2(:,1),simt2(:,2));

title(' COPULA t-USD/EUR-t"'); xlin([-6,6]);ylim([-7,7]);
subpl ot (3, 3,5); scatter(simFrank2(:,1),simFrank2(:,2));
title(' COPULA FRANK-USD/ EUR-t"); xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);
subpl ot (3, 3,6);scatter(simJCS2(:,1),simJCS2(:,2));
title(' COPULA JCS-USD/EUR-t');xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);

subplot(3,3,7);scatter(simt3(:,1),simt3(:,2));

title(' COPULA t-USD/ EUR-EMPIRICO ); xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);
subpl ot (3, 3, 8);scatter(si mFrank3(:,1),simFrank3(:,2));

title(' COPULA FRANK- USD/ EUR-EMPIRICO );xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);
subpl ot (3, 3,9);scatter(simJCS3(:,1),simJCS3(:,2));

title(' COPULA JCS-USD/ EUR-EMPIRICO );xlim([-6,6]);ylim([-7,7]);
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COPULA USD/EUR-NORMAL COPULA FRANK-USD/EUR-NORMAL COPULA JCS-USD/EUR-NORMAL

6 4 2 0 2 4 B 6

COPULA FRANK-USD/EURY

6 4 2 0 2 4 6

DXY-ORO
FigHandl e = figure(' Position', [10, 50, 1200, 640]);

subpl ot (3,3,1);scatter(simt4(:,1),simt4(:,2));

title(' COPULA t-DXY/ ORO-NORMAL' );xlim([-6,6]);ylim([-7,7]);

subpl ot (3, 3, 2);scatter(simFrank4(:,1),simFrank4(:,2));

title(' COPULA FRANK- DXY/ ORO-NORVAL' ); xli m([-6,6]);ylim([-7,7]);
subpl ot (3,3, 3);scatter(simP1(:,1),simP1(:,2));

title(' COPULA PLACKETT- DXY/ ORO- NORMAL' );xlim([-6,6]);ylim[-7,7]);

subpl ot (3, 3,4);scatter(simt5(:,1),simt5(:,2));

title(' COPULA t-DXY/ ORO-t');xlim([-6,6]);ylim([-7,7]);

subpl ot (3, 3,5);scatter(si mFrank5(:, 1), si mFrank5(:,2));
title(' COPULA FRANK-DXY/ ORO-t');xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);
subpl ot (3, 3,6);scatter(simP2(:,1),simP2(:,2));

title(' COPULA PLACKETT-DXY/ ORO-t");xlim([-6,6]);ylinm([-7,7]);

subpl ot (3,3,7);scatter(simt6(:,1),simt6(:,2));

title(' COPULA t-DXY/ ORO-EMPIRI CO );xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);

subpl ot (3, 3,8); scatter(simFrank6(:,1),simFrank6(:,2));

title(' COPULA FRANK- DXY/ ORO-EMPIRI CO );xlin([-6,6]);ylim[-7,7]);
subpl ot (3,3,9);scatter(simP3(:,1),simP3(:,2));

title(' COPULA PLACKETT- DXY/ ORO-EMPI RICO ); xlim([-6,6]);ylim([-7,7]);
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COPULA t-DXY/ORO-NORMAL COPULA FRANK-DXY/ORO-NORMAL COPULA PLACKETT-DXY/ORO-NORMAL

6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 B 6 4 2 0 2 4 B

COPULA +-DXY/ORO4 COPULA FRANK.DXY/ORO4 COPULA PLACKETT-DXY/ORO4

0 o o @

)

oo
6 4 2 10 2 4 8 6 4 =2 0 2 4 & & 4 =2 0 2 4 &

COPULA FRANK-DXY/ORO-EMPIRICO COPULA PLACKETT-DXY/ORO-EMPIRICO

4.-FILTRACION DE LOS DATOS

En esta seccidn calcularemos |os escenarios para los rendimientos de cada serie, dadas las simulaciones
de cada copula (recordemos que las copulas fuerdn gjustadas a las innovaciones estandarizadas mas no a
los rendimientos directamente). Para ello utilizaremos la funcion filter incluida en matlab, la cual recibe
como argumentos dos parametros, (f,s), siendo f €l filtro o model o de series detiempo y slas simulaciones
que se filtrarén para obtener |os rendimientos dados por el modelo gjustado.

Paso 4.1

Se filtran las simulaciones obtenidas anteriormente para obtener |os |og-rendimientos simulados.

%e concatenan ciertos vectores que se aplicaran a la funcion filtro
% ostrada abaj o.

r endUSDEUR=[ r endUSD, r endEUR] ;

r endDXYORO=[ r endDXY, r endORQ ;

var USDEUR=[ var USD, var EUR] ;
var USDEUR_T=[ var USDT, var EURT] ;
var DXYORO=[ var DXY, var ORQ ;
var DXYORO_T=[ var DXYT, var OROT] ;

r esUSDEUR=[ r esUSD, r esEUR] ;
r esUSDEUR _T=[ r esUSDT, r esEURT] ;
r esDXYORO=[ r esDXY, resORQ ;

La funcion filtro fue programada en otro Script, €l cua serd mostrado en el apéndice, en esencia hace
uso de la funcién filter incluida en matlab. Recibe como pardmetros las simulaciones (un vector de nx2)
que se filtraran, junto con dos filtros 0 modelos que serviran como filtros, uno para cada columna de las
simulaciones. Ademés, recibe informacion preliminar acerca de los rendimientos, varianzas y residuales
gue yahan sido vistos anteriormente por €l modelo de series de tiempo ajustado. El dltimo pardmetro sélo
indicasi losmodelosson ARIMAS (i=1) o GARCH (i=0). Paraidentificar alas simulaciones utilizamosla
siguiente nomenclatura: VariablelVariable2_Copulautilizada_Distribuciones marginales utilizadas.
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Por ejemplo si se utilizé al Ddlar y al Euro y se obtuvieron simulaciones de sus log-rendimientos futur-
os utilizando la cépulat, junto con un modelo ARMA-GARCH Normal, estas simulaciones seran identi-
ficadas como USDEUR_COPT_N.; si se ocup6 un modelo ARMA-GARCH Normal, pero las distribu-
ciones marginales en vez de ser gjustadas por una normal se gjustarén con la funcién empirica entonces
las simulaciones se identificaran como USDEUR_COPT _E.

USDEUR_COPT_N=filtro(simt1, estinacionl, esti maci on3, rendUSDEUR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

USDEUR_COPT_T=filtro(simt2, estimaci on2, esti maci on4, rendUSDELUR, . . .
var USDEUR T, resUSDEUR T, 1) ;

USDEUR_COPT_E=filtro(simt3, estimacionl, esti maci on3, rendUSDELR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

USDEUR_COPF_N=filtro(si m Frankl, esti maci onl, esti naci on3, r endUSDEUR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

USDEUR_COPF_T=filtro(si m Frank2, esti maci on2, esti maci on4, r endUSDEUR, . . .
var USDEUR T, r esUSDEUR T, 1) ;

USDEUR_COPF_E=filtro(si m Frank3, esti maci onl, esti naci on3, rendUSDEUR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

USDEUR_COPJCS_N=filtro(simJCSL, esti maci onl, esti maci on3, r endUSDEUR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

USDEUR_COPJCS_T=filtro(si mJCS2, esti maci on2, esti maci on4, rendUSDEUR, . . .
var USDEUR T, resUSDEUR T, 1) ;

USDEUR_COPJCS_E=filtro(si m JCS3, esti maci onl, esti naci on3, r endUSDEUR, . . .
var USDEUR, r esUSDEUR, 1) ;

DXYORO _COPT_N=filtro(simt4,estimaci on5, esti maci on7, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO, r esDXYCORQ, 0) ;

DXYORO COPT_T=filtro(simt5, estinaci on6, esti maci on8, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO_T, r esDXYORO, 0) ;

DXYORO _COPT_E=filtro(simt6, estinaci on5, esti maci on7, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO, r esDXYCRQ, 0) ;

DXYORO_COPF_N=filtro(si m Frank4, esti maci on5, esti maci on7, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO, r esDXYORQ, 0) ;

DXYORO_COPF_T=fil tro(si m Frank5, esti maci on6, esti maci on8, r endDXYORQ, . . .
var DXYORO_T, r esDXYORQ, 0) ;

DXYORO_COPF_E=fil tro(si m Frank6, esti maci on5, esti maci on7, r endDXYORO, . . .
var DXYORO, r esDXYCORQ, 0) ;

DXYORO_COPP_N=fil tro(si m P1, esti maci on5, esti maci on7, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO, r esDXYCORQ, 0) ;

DXYORO _COPP_T=filtro(si m P2, esti maci on6, esti maci on8, rendDXYORQ, . . .
var DXYORO_T, r esDXYORO, 0) ;

DXYORO _COPP_E=filtro(si m P3, estinaci on5, esti maci on7, rendDXYCRQ, . . .
var DXYORO, r esDXYORQ, 0) ;

5.-CALCULO DEL VAR

En esta seccion se calculard e VaR paralos dos portafolios descritos en latesis. El portafolio uno (P1)
estd compuesto por 100,000 unidades del Ddlar y 100,000 del Euro; el portafolio dos (P2) esta compuesto
por 150,000 unidades del indice del Délar DXY 'y por 10,000 Onzas del Oro.
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Paso 5.1

Primero graficaremos laevolucién delos dos portafolios alo largo del tiempo paraver su comportamiento.

T=I engt h( USDMXN) ; % ongi t ud de | os dat os
VP1=100000. * USDMXN+100000. * EURMXN; %por t af ol i 0 P1
VP2=150000* DXY+10000. * ORO, ¥%portafolio P2

Fi gHandl e = figure(' Position', [150, 90, 1100, 600]);

subpl ot (2,1, 1), pl ot (Fecha, VP1, ' r');datetick(' x',1);
x| i m([ Fecha(1), Fecha(end)]);

set(gca, 'YTickLabel', nunRstr(get(gca, 'YTick')"));
title(' VALOR PORTAFOLIO 1 - USD y EUR);

subpl ot (2,1, 2), pl ot (Fecha, VP2, ' r');datetick(' x',1);
xli m([ Fecha(1), Fecha(end)]);

set(gca, 'YTickLabel', nun2str(get(gca, 'YTick')"));
title(' VALOR PORTAFOLIO 2 - DXY y ORO);

VALOR PORTAFOLIO 1 - USD y EUR
4000000 T
3500000
3000000

2500000

2000000

1500000

I I I
01-Jan-2005 01-Jan-2010 01-Jan-2015

WALOR PORTAFOLIO 2 - DY y ORO
30000000

26000000
26000000
24000000
22000000
20000000

18000000

16000000

I
01-Jan-2006 01-Jan2010 01-Jan-2015

Paso 5.2

Proseguimos a calcular los nuevos escenarios para cada portafolio dadas las simulaciones sobre los Log-
rendimientos, y el Ultimo valor observado del portafolio.

USD EUR y COPULA T. Calculamos los valores que tomar4 el Ddlar y el Euro con base en las
simulaciones hechas para los Log-rendimientos, utilizando la copulat junto con marginales Normales,
t-student y empiricas. Se utilizara el Ultimo valor observado de cada variable y se multiplicara por
exp(logrendimientos).

i =0; %muanero de fechas que se quieren graficar antes de |as sinulaciones.
Nuevo_USD1=USDMXN( end) *exp( USDEUR_COPT_N(:, 1)); %se obtiene el nuevo
%al or del Dol ar
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Nuevo_EURL=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPT_N(:, 2)); %e obtiene el nuevo
%al or del Euro

Nuevo_USD2=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPT_T(:, 1));

Nuevo_EUR2=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPT_T(:, 2));

Nuevo_USD3=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPT_E(:,1));
Nuevo_EUR3=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPT_E(:, 2))

1

i

VP1_1s=Nuevo_USD1. * 100000+Nuevo_EURL. *100000; %Se obtiene el nuevo
%al or del portafolio

VP1_2s=Nuevo_USD2. *100000+Nuevo_EUR2. * 100000;

VP1_3s=Nuevo_USD3. *100000+Nuevo_EURS3. *100000;

graficoS(VP1, VP1_1s, VP1_2s, VP1_3s, Fecha,i,' Pl ," T ,['N,'T ,"E1]);
%> af i canps para observar | os posibles valores del portafolio dadas
% i mul aci ones, en el eje x se nuestra el dia y nmes del afio 2016.
%Recordenps que la ultina fehca es 22/01/2016.
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USD EUR y COPULA FRANK. Calculamos los valores que tomara € Délar y el Euro con base en
las simulaciones hechas para|os L og-rendimientos, utilizando la copula Frank junto con marginales Nor-
males, t-student y empiricas. Se utiliza el Ultimo valor observado de cada variable y se multiplicara por
exp(logrendimientos).

Nuevo_USDA=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_N(:, 1)); %se obtiene el nuevo
%al or del Dol ar

Nuevo_EUR4A=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_N(:, 2)); %e obtiene el nuevo
%al or del Euro

Nuevo_USD5=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_T(:,1));

Nuevo_EURS=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_T(:, 2));

Nuevo_USD6=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_E(:, 1));

Nuevo_EUR6=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPF_E(:, 2));

VP1_4s=Nuevo_USD4. * 100000+Nuevo_EUR4. *100000; %Se obtiene el nuevo
%al or del portafolio

VP1_5s=Nuevo_USD5. *100000+Nuevo_EUR5. * 100000;

VP1_6s=Nuevo_USD6. * 100000+Nuevo_EUR6. *100000;
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graficoS(VP1, VP1_4s, VP1_5s, VP1_6s, Fecha, i, ' P1',' FRANK' ,['N ,"' T
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I Copta PRANS Marginaies

USD EUR y COPULA JOE CLAYTON SIMETRIZADA. Calculamos los valores que tomarael Délar
y €l Euro con base en las simulaciones hechas para los Log-rendimientos, utilizando la copula JCS junto
con marginales Normales, t-student y empiricas. Se utilizara el Ultimo valor observado de cada variable

s

oo}

y se multiplicaré por exp(logrendimientos).

iter e Partalolo P

wooom

£

e

A0,

Nuevo_USD7=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS_N(:, 1)); %se obtiene el

%val or del

Dol ar

Nuevo_EUR7=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS_N(:, 2)); %se obtiene el

%val or del

Eur o

Nuevo_USD8=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS_T(:, 1));
Nuevo_EUR8B=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS_T(:, 2));

Nuevo_USDI=USDMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS E(:,1));

Nuevo_EUR9=EURMXN( end) * exp( USDEUR_COPJCS_E(:, 2));

VP1_7s=Nuevo_USD7. * 100000+Nuevo_EUR9. * 100000; %Se obtiene el

%al or del

VP1_8s=Nuevo_USD8. * 100000+Nuevo_EURS. * 100000;
VP1_9s=Nuevo_USD9. *100000+Nuevo_EUR9. * 100000;

graficoS(VP1, VP1_7s, VP1_8s, VP1_9s, Fecha,i,' P1',"’

portafolio

Jcs'

"E1)

nuevo

nuevo

nuevo
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DXY ORO y COPULA T. Calculamos los vaores que tomara el DXY y el ORO con base en las
simulaciones hechas para los Log-rendimientos, utilizando la cépula T junto con marginales Normales,
t-student y empiricas. Se utilizard €l Ultimo valor observado de cada variable y se multiplicard por
exp(logrendimientos).

Nuevo_DXY1=DXY( end) *exp( DXYORO COPT_N(:, 1)); %se obtiene el

%al or del

Nuevo_OROL=0RQ( end) *exp( DXYORO_COPT_N(:, 2)); %se obtiene el

%val or del

Nuevo_DXY2=DXY( end) * exp( DXYORO_COPT_T(:, 1)
Nuevo_ORO2=CRQ( end) * exp( DXYORO_COPT_T(:, 2)
Nuevo_DXY3=DXY( end) * exp( DXYORO_COPT_E(:, 1)
Nuevo_ORO3=CRO( end) * exp( DXYORO_COPT_E(:, 2)

VP2_1s=Nuevo_DXY1. *150000+Nuevo_OROL. *10000; %5e obtiene el

%val or del

DXY

ORO

)-
);
)
)

portafolio
VP2_2s=Nuevo_DXY2. * 150000+Nuevo_ORC2. *10000;
VP2_3s=Nuevo_DXY3. * 150000+Nuevo_ORGC3. *10000;

nuevo

nuevo

nuevo

grafi coS(VP2, VP2_1s, VP2_2s, VP2_3s, Fecha,i, P2',' T ,['N,' T ,'E']);
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DXY ORO y COPULA FRANK. Calculamos los valores que tomara el DXY y e ORO con base en
las simulaciones hechas para los Log-rendimientos, utilizando la cépula FRANK junto con marginales
Normales, t-student y empiricas. Se utilizara el Gltimo valor observado de cada variable y se multiplicara

por exp(logrendimientos).

Nuevo_DXY4=DXY( end) *exp( DXYORO COPF_N(:, 1)); %se

%al or del DXY

Nuevo_ORO4=0RQ( end) *exp( DXYORO_COPF_N(:, 2)); %se

%al or del ORO

Nuevo_DXY5=DXY( end) * exp( DXYORO_COPF_T(:, 1

Nuevo_ORCE=CRQ( end) * exp( DXYORO_COPF_T(:, 2
1
2

) .

)
Nuevo_DXY6=DXY( end) * exp( DXYORO_COPF_E(:, 1));
Nuevo_ORO6=0RQ( end) * exp( DXYORO_COPF_E(:, 2));
VP2_4s=Nuevo_DXY4. * 150000+Nuevo_ORO4. *10000; %se
%al or del portafolio
VP2_5s=Nuevo_DXY5. *150000+Nuevo_CRC5. *10000;
VP2_6s=Nuevo_DXY6. * 150000+Nuevo_ORGC6. * 10000;

grafi coS(VP2, VP2_4s, VP2_5s, VP2_6s, Fecha, i, ' P2',

obti ene el nuevo

obti ene el nuevo

obti ene el nuevo

FRANK' ,['N ,"'T","E'1);
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DXY OROy COPULA PLACKETT. Calculamoslosvalores quetomarael DXY y el ORO con base en
las simulaciones hechas paralos L og-rendimientos, utilizando lacépulaPLACKEET junto con marginales
Normales, t-student y empiricas. Se utilizara el Gltimo valor observado de cada variable y se multiplicara

por exp(logrendimientos).

Nuevo_DXY7=DXY( end) *exp( DXYORO COPP_N(:, 1)); %se
%al or del DXY

Nuevo_ORO7=0RQ( end) *exp( DXYORO_COPP_N(:, 2)); %e
%al or del ORO

Nuevo_DXY8=DXY( end) * exp( DXYORO_COPP_T(:, 1
Nuevo_ORCB=CRQ( end) * exp( DXYORO_COPP_T(:, 2
Nuevo_DXY9=DXY( end) * exp( DXYORO_COPP_E(:, 1
Nuevo_ORM=0R(( end) * exp( DXYORO_COPP_E(: , 2

VP2_7s=Nuevo_DXY7. * 150000+Nuevo_ORO7. * 10000; %Se
%al or del portafolio

VP2_8s=Nuevo_DXY8. *150000+Nuevo_ORGCB. * 10000;
VP2_9s=Nuevo_DXY9. * 150000+Nuevo_ORC9. * 10000;

grafi coS(VP2, VP2_7s, VP2_8s, VP2_9s, Fecha, i, ' P2',

obti ene el nuevo

obti ene el nuevo

obti ene el nuevo

PLACKETT ,['N,'T' ,"E']);
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Paso 5.3

Como Ultimo paso simplemente calculamos |as Pérdidas y Ganancias (PyG) del portafolio dadas las sim-
ulaciones de su valor afecha futura, restando el valor actual del portafolio menos el que se obtendra en
base a cada simulacién, y se obtiene la peor pérdidaaun nivel alfade confianza. Este nivel puede variar ,
pero cominmente se utiliza alfa=95% o0 99%.

i=[.95,.975,.99,1];
Prime calculamos el VaR para el portafolio 1.

P1_VAR(1,:)=quantile(VP1(end)-VP1l_1s,i);
P1 VAR(2,:)=quantile(VP1(end)-VP1l 2s,i);
P1_VAR(3,:)=quantile(VPl(end)-VP1_3s,i);
P1_VAR(4,:)=quantile(VP1(end)-VP1l _4s,i);
P1_VAR(5, :)=quantil e(VP1l(end)-VP1_5s,i);
P1_VAR(6, :)=quantil e(VP1(end)-VP1l_6s,i);
P1_VAR(7,:)=quantile(VP1(end)-VP1l_7s,i);
P1_VAR(8,:)=quantile(VP1l(end)-VP1_8s,i);
P1_VAR(9, :)=quantile(VP1(end)-VP1_9s,i);

Proseguimos con el VaR parael portafolio 2.

P2_VAR(1,:)=quantil e(VP2(end)-VP2_1s,i);
P2_VAR(2,:)=quantil e(VP2(end)-VP2_2s,i);
P2_VAR(3,:)=quantil e(VP2(end)-VP2_3s,i);
P2_VAR(4,:)=quantil e(VP2(end)-VP2_4s,i);
P2_VAR(5, :)=quantil e(VP2(end)-VP2_5s,i);
P2_VAR(6, :)=quantil e(VP2(end)-VP2_6s,i);
P2_VAR(7,:)=quantil e(VP2(end)-VP2_7s,i);
P2_VAR(8, :)=quantil e(VP2(end)-VP2_8s,i);
P2_VAR(9, :)=quantil e(VP2(end)-VP2_9s,i);

Published with MATLAB® R2014a
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A.2. Funcién empirica cédigo

Funcién que regresa el valor o probabilidad de la distriucion en xi, dados los puntos x y su valor en f(x).
Se da un pardmetro extra llamado g, €l cual son los grados de libertad de una distribucién t, utilizada en
caso de error en las colas de la distribucion empirica

function p = ecdfn(f,x, xi, Q)
f(1)=f(2)/2
f(end)=f(end-1)+(1-f(end-1))/2;
p=zeros(length(xi),1);
for n=1:1ength(xi)
if xi(n)<=x(1)
if xi(n)==x(1)
p(n)=f(1);
el se
p(n)=cdf (" t',xi(n),Q);
end
el sei f xi(n)>=x(end)
if xi(n)==x(end)
p(n)=f (end);
el se
p(n)=cdf (" t',xi(n),q);
end
el se
i=1;
while xi(n)>x(i)
i=i+1;
end
if xi(n)==x(i)
p(n)=f(i);
el se
p(n)=f(i-1);
end
end
end
end
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A.3.

Densidad Joe Clayton simetrizada cédigo

Funcién de densidad de la copula Joe Clayton Simetrizada. Es evaluada en el punto (u,v) y recibe como
parédmetrostu y tl.

function C=denjoeclaysimu,v,tl,tu)

end

C=0. 5*(denj oecl ay(u, v, tl,tu)+denjoeclay(1-u, 1-v,tl,tu));

Funcién de densidad de la copula Joe Clayton. Es evaluada en €l punto (u,v)y recibe como pardmetros
tuytl.

function d=denjoeclay(u,v,tl,tu)

end

k=1/10g2(2-tu);
g=-1/10g2(tl);
d= (g.*k.*(1 -

1/(1./(1 - (1 - u).”k).~g + 1./(1 - ...
)

(1-v)."k).”g - 1).~(1./9)).~(1./k - 1).*(1./g + 1).*(1 - u).". ..
(k- 1).*(1 - v). (k- 1))./((2 - (1- u.”k)."(g + 1).*...
(1-(1-v)."k).~(g +1).*(1./(1 - (1 - u).~k).~"g +1./...
(1-(1-v)."k)."g - 1).~2./g +2)) - (k.*(2 - 1./...

(1./(1 - (1 - u).?k).~g +2./(12 - (1- v)."k).~g - 1).7(21./9)...

). M1./k - 2).*(1./k - 1).*(1 - u).Mk - 1).*(1 - v).~k - 1)...
Y./ ((1 - (1 - u.?k).Mg +1).*(1 - (1- v)."k)."(g + 1).*...
(2./(2 - (1 - u.”k).*g+1./(1- (2- v)."k).~g - 1).72.1g + 2));

Published with MATLAB® R2014a
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A.4. Densidad Plackett cédigo

Funcién de densidad de la copula plackett. Es evaluada en el punto (u,v)y recibe como parametrost

function C=denpl ackett (u,v,t)

C=- ((2.%(t - 1).72 - 4. *t.*(t - 1)) /(2.%(((u + v).*(t - 1) + ...

1).72 - A Ft ru v r(t - 1)).A(1.12)) - ((2.%(t - 1).*. ..
((U + V). *(t - 1) + 1) - 4 *t.*u*(t - 1)).%(2.%(t - 1).*...

((u + V). *(t - 1) +1) - 4%t *v.*(t - 1)))./(4*(((u + v).*. ..
(- 1) + 1).72 - 4%t *u *v.*(t - 1)).78(3./2)))./1(2.%t - 2);

end

Published with MATLAB® R2014a
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A.5.

Simulaciones JCS cédigo

Funcién que redliza las simulaciones de la copula Joe Clayton Simetrizada dados los parémetros de la
copulay el nimero de simulaciones.

function u=si mul aci onesJCS(tl,tu,n)
u=rand(n, 2);
i=1;
while i <=n
myfun = @v) derivadaJCS(u(i,1),v,tl,tu)-u(i,2);%a funcion
%leri vadaJCS fue programada en un nuevo Scri pt
u(i,2) = real (new ap(nyfun,u(i, 1),.00000000001, .00000000001, 20));
%Se encuentra la inversa de |la derivada eval uada en
Qu(i,2)utillizando la funci 6n new ap programada en otro Scri pt.
while u(i,2)>1 || u(i,2)<0
%En caso de error se resuelve utilizando la funcidén fsolve
% ncl ui da en MATLAB.
u(i, 2)=fsol ve(nyfun,u(i,1));
end
i=i+1;
end
end
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A.6 SIMULACIONES PLACKETT CODIGO 139

A.6. Simulaciones Plackett cédigo

Funcién que realiza las simulacidnes de la copula Plackett dados |os parémetros de la cépulay el nimero
de simulaciones.

function u=si mul aci onesPl ackett(t,n)
u=rand(n, 2);
i=1;
while i <=n
myfun = @v) derivadaPl ackett (u(i,1),v,t)-u(i,2);%a funcion
%ler i vadaPl ackett fue programada en un nuevo Scri pt
u(i,2) = real (new ap(myfun, 1-u(i,1),.000000000000001, .0000001, 20));
%Se encuentra la inversa de |la derivada eval uada en
Qu(i,2)utillizando la funci 6n new ap programada en otro Scri pt.
while u(i,2)>1 || u(i,2)<0
%En caso de error se resuelve utilizando la funcidén fsolve
% ncl ui da en MATLAB.
u(i, 2)=fsol ve(nyfun,u(i,1));
end
i=i+1;
end
end
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A.7. Funcién empirica inversa cédigo

Funcién queregresael valor deladistriucion en xi, dadoslos puntosx y suvalor enf(x). Sedaun parametro
extra g, que son los grados de libertad de una distribucion t-student, usada en caso de errores con ladis-
tribucion empirica

function xi = iecdf(f,x,p,Qq)
xi =zeros(l ength(p), 1); %5e crea una nmatriz de ceros.
for n=1:1ength(p)
if p(n)<f(1)
xi (n)=icdf (' T ,p(n),Qg);
el sei f p(n)>f(end)
xi (n)=icdf('T,p(n),g);
el se

i=1;
while p(n)>f(i)
i=i+1;
end
if p(n)==f(i)
xi (n)=x(i);
el se
xi (n)=x(i-1);
end
end
end
end
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A.8. Filtraciéon de los residuales estandarizados

cédigo

Funcién que recibe un vector de modelos (mdls); ecenarios o perturbaciones(sim); varianzas(var),
rendimientos(rend) y residuales(res) anteriores; y un indicador (i) para corroborar si el modelo es arima
(i=1) o Garch puro (i=0) y devuelve un vector conteniendo las perturbaciones filtradas con los modelos

dados.
function [Y,V,E]=filtro(simndl 1, mdl 2,rend, var,res,i)
if i==1
[Y1, E1, V1] =filter(mdl 1,sin(:,1)"," VO ,var(:,1),"YO' ,rend(:,1)," 20",
res(:,1));

%ilter, es una funcion que filtra |as pertubaci ones simcon |la
% 6rmul a dada por un nodel o ARI MA o GARCH.
[Y2,E2, V2] =filter(mdl 2,sim:,2)","VO',var(:,2)," YO',rend(:,2)," 20",
res(:,2));

el seif i==0
[vi y1] = filter(mdl1,sim:,1)","' 20" ,res(:,1)," VO',var(:,1));
Yl=Yl+nean(rend(:,1));
[V2,Y2] = filter(mdl 2,sim(:,2)","20",res(:,2),'VO',var(:,2));
Y2=Y2+nean(rend(:, 2));
El=zeros(1, | ength(V1l)); E2=zeros(1, | ength(V1));

el se
Y1=0; Y2=0;
E1=0; E2=0;
V1=0; V2=0;

end

Y=[Y1',Y2'];

E=[El',E2'];

V=[V1',V2'];

end
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A.9. Bootstrap cédigo

% Script que inporta | os datos de precios desde una hoja de Excel.

[~, ~ raw, dateNums] = xlsread(' C:\Users\rior\Docunents\Rodrigo\copul as\ DATCS. x| s
R = ~cel | fun( @ sequal wi t hequal nans, dat eNurs, raw) & cellfun('isclass',raw 'char');
ram( R) = dateNuns(R);

data = reshape([raw:}], size(raw));

Célculo del VaR con el método Bootstrap

preci os=data(:, 2:5); %reci os Historicos del Dolar, Euro, DXY y Oo.
clearvars data raw dateNuns R %Se |inpian variabl es
p=[.95,.975,.99, 1] ; %\ vel es de confianza para el calculo del VaR
r=100; %Unero de renuestras Bootstrap deseadas

rendi m ent osl=price2ret(precios); %e cal cul an | os

% endi mi entos de | os precios

[~, bootsanll] = bootstrp(r, @ean, rendi m entosl(:,1)); %e cal cul an

% as renuestras bootstrap (so6lo |los indices de tales renuestras)
VP1=100000. * pr eci os(end, 1) +100000. *pr eci os(end, 2); %W/al or actual Pl
VP2=150000* pr eci os( end, 3) +10000. * pr eci os(end, 4) ; %W/al or actual P2

P1_VARs=zeros(r,length(p));
P2_VARs=zeros(r,length(p)); %Be crean |as matrices que guardaran todos
% os VaR s obtenidos con | as renuestras

for mrl:r %ste for calcula el Var con cada una de |as renuestras
rendi m ent os=r endi m ent os1(bootsaml(:,m, 1:4); %Se obtienen
% os rendimentos de |la renuestra
escenari os=zeros(size(rendimentos)); %e crea |la matriz que
%guar dara | os escenari os
escenarios(:,1)=(rendi m entos(:,1)+1).*precios(end, 1); %Cal cul o de escenari os
escenarios(:,2)=(rendi mentos(:,2)+1).*precios(end, 2);
escenarios(:,3)=(rendi m entos(:, 3)+1).*precios(end, 3);
escenarios(:,4)=(rendi mentos(:,4)+1).*precios(end, 4);

VP=zeros(l ength(escenarios(:,1)),2);%atriz que guardara |as
%i mul aci ones del val or del portafolio

VP(:, 1) =100000. *escenari os(:, 1) +100000. *escenari os(:, 2); %5 nul aci ones P1
VP(:, 2) =150000*escenari os(:, 3) +10000. *escenari os(:, 4); ¥5i mul aci ones P2

PyG=zeros(l ength(escenarios(:,1)),2);%atriz que guardara
% as pérdidas y gananci as

PyQ(:, 1) =VP1-VP(:, 1); %érdi das y ganancias Pl

PyQ(:, 2)=VP2-VP(:, 2); %¢érdi das y ganancias P2

P1_VARs(m :)=quantile(PyQ&:, 1), p); %al cul o del VaR P1 (cuantil p)
P2_VARs(m :)=quantile(Pyd:,2),p); %al culo del VaR P2 (cuantil p)
end
P1_VAR=nean( P1_VARs);
P2_VAR=nean(P2_VARs); %l VaR es |a nedia de todos |os VaR s cal cul ados
%on |as renuestras
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A.10. Simulacién histérica cédigo

Script que importa los datos de precios desde una hoja de Excel.

[~, ~ raw, dateNums] = xlsread(' C:\Users\rior\Docunents\Rodrigo\copul as\ DATCS. x| s
R = ~cel | fun( @ sequal wi t hequal nans, dat eNurs, raw) & cellfun('isclass',raw 'char');
ram( R) = dateNuns(R);

data = reshape([raw:}], size(raw));
Se calculan |os escenarios simulados

preci os=data(:, 2:5); %°reci os Hi storicos del Dolar, Euro, DXY y Oro.
clearvars data raw dateNuns R, %Se |inpian vari abl es
p=[.95,.975,.99, 1] ; %N vel es de confianza para el calcul o del VaR

rendi m ent os=price2ret(precios); %e cal cul an | os

% endi m entos de | os precios

escenari os=zeros(si ze(rendi mentos)); %e crea una nmatriz donde se
%guar dar an | os escenarios sinmul ados

Se simulan |os escenarios con &l Ultimo precio observado y |os rendimientos histéricos.

escenarios(:, 1) =(rendi mentos(:,1)+1).*precios(end, 1);
escenarios(:,2)=(rendimentos(:,2)+1).*precios(end, 2);
escenarios(:,3)=(rendimentos(:, 3)+1).*precios(end, 3);
escenarios(:,4)=(rendi m entos(:,4)+1).*precios(end, 4);

Secaculael VaR.

VP=zeros(| ength(escenarios(:,1)),2); % e crea una natriz donde se guardaran
% as sinul aci ones del valor de los portafolios P1 Y P2.

VP(:, 1) =100000*escenari os(:, 1) +100000*escenari os(:, 2); %5i mul aci ones P1
VP(:, 2) =150000*escenari os(:, 3) +10000*escenari os(:, 4); ¥5i nul acci ones P2
VP1=100000* pr eci os(end, 1) +100000* pr eci os(end, 2); %/al or portafolio Pl
VP2=150000* pr eci os( end, 3) +10000* pr eci os(end, 4) ; %/al or portafolio P2

PyG=zeros(l engt h(escenarios(:,1)),2);%e crea a matriz que guardara
% as pérdi das y gananci as sinul aas

PyQ(:, 1) =VP1-VP(:, 1); %érdi das y gananci as de P1

PyQ(:, 2) =VP2-VP(:, 2); %€érdi das y ganancias de P2

P1_VAR(1,:)=quantile(PyQ:,1),p); WaR del portafolio P1 (cuantil p)
P2_VAR(1,:)=quantile(PyQq:, 2),p); WaR del portafolio P2 (cuantil p)

Simulacién Histérica con alisado

t=length(escenarios(:,1)); %anti dad de escenari os sinul ados
| ambda=[ . 999: -.002:.98]; %W/al or de | anbda para ponderar con
%l decrecimento exponenci al

for i=1:1ength(l anbda)%en este for se encuentra el peso que
%e |le dara al priner escenario
fun=@x) x*((1-1anbda(i)~t)/(1-1anbda(i)))-1;
wr(i) = fzero(fun, 0.001);
end
Wezeros(t, |l ength(l anbda)); %e crea natriz que guardara | os pesos




A.10 SIMULACION HISTORICA CODIGO

%gue se le daréan a
for i=1:t%ste for

| os demas escenari os
Ilena la Matriz de pesos W

Wi, :)=wT. *| anbda. ~(i-1);
end

[ PyGor denadas, |ndices]=sort(PyQ;%se ordenan |as pérdidas y ganancias y
%e obtienen | os indices de ordenaci én

B=zeros(t, |l ength(lanbda)); %5Se crea |a natriz que guardara
% as pesos de | os escenarios ordenados de acuerdo a | os indices

%le ordenaci 6n de | as pérdidas y gananci as para el

portafolio P1

C=zeros(t,length(lanbda)); %Se crea |la matriz que guardara
% as pesos de | os escenarios ordenados de acuerdo a | os indices

%le ordenaci 6n de | as pérdidas y gananci as para el

portafolio P2

for i=1:1ength(lanbda)%ste for Ilena la matriz By C

%le | os pesos ordenados
B(:,i)=WIndices(:,1),i);
C(:,i)=WIndices(:,2),i);

end

for i=1:1ength(p)%Este For Calcula el
%ero tomando en cuenta | os pesos asi gnados con el

%exponenci al .
for j=1:1ength(l anbda)

suma=0;

k=0;

while suma<p(i) & k<t
k=k+1;
suma=suma+B(Kk,j);

end

P1_VAR(j +1, i) =PyCor denadas(k, 1) ;

suma=0;

k=0;

whil e suma<p(i) & k<t
k=k+1;

suma=suma+C(k, j);
end

P2_VAR(j +1, i ) =PyGor denadas(Kk, 2);

end
end

de | as pérdidas y gananci as
decreci m ento

P1_VAR%Wtriz final que contiene |los VaR s cal cul ados de P1
P2_VARYtriz final que contiene |os VaR s cal cul ados de P2
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