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Nomenclatura

Vectores y Tensores
0
D

[v]
v
g

Operadores Matematicos

<

Variables dimensionales

a

—

Fractal

A

Tensor de esfuerzos viscoso [Pa]
Tensor rapidez de deformacion [1/s]
Tensor gradiente de velocidad [1/s]

Tensor gradiente de velocidad transpuesto [1/s]

Vector de velocidad [m/s]

Vector de aceleracion de la gravedad [1/s]

Operador Nabla [1/m]

Derivada parcial de la coordenada xi[1/m]

Derivada material o sustancial [1/s]

Operador divergencia [1/m]

Longitud caracteristica radio del tubo[m]
Longitud del capilar [m]

Coordenada radial [m]

Velocidad promedio [m]

Componente axial del vector velocidad [m/s]

Flujo volumétrico [m?/s]

Area total m?
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Letras Griegas

il
Y-
¢o
2

Dimension del Fractal

Tortuosidad del Fractal
Permeabilidad Promedio
Longitud [m]

Longitud Capilar [m]
Longitud representativa [m]

Area o Volumen o Masa o
Longitud de un objeto [m?, m*, kg ,m]

Numero de poro o capilares
Presion [pa]

Flux [m®/s]

Flujo volumétrico Total [m®/s]
Radio del poro [m]

Velocidad de flujo promedio [m/s]

Exponente del modelo de Ellis [1]

Rapidez de deformacion rz [1/s]
Fluidez a baja rapidez de deformacioén [1/Pa s]

Fluidez a moderada rapidez de deformacion
[1/Pa s"]

Densidad [rad/s]

Viscosidad [pa s]
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It Tamaiio del poro [m]

0 Esfuerzo cortante [pa]

Variables Adimensionales
Q* Flujo volumétrico [1]
Vz* Velocidad Axial [1]

T Viscosidad [1]
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Glosario

Deformacioén:

Rapidez de deformacion:

Esfuerzo en la pared:

Esfuerzo:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Estado estacionario:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Fluido adelgazante al corte:

Fluido engrozante al corte:

Flujo volumétrico:

Modelo de Ellis:

Es el cambio de la posicion de una coordenada
de un sistema con respecto a otra coordenada.

Es la derivada temporal de la deformacion.

Es el gradiente de presion evaluado en la
frontera del sistema (pared).

Es el esfuerzo evaluado en la pared
Ecuacién que relaciona las variables dinamicas
en un sistema (Rapidez de deformacion,

Esfuerzo, Deformacion)

Ecuacion diferencial parcial que representa la
conservacion de materia en un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del
sistema depende del tiempo.

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido con viscosidad constante e independiente
de la rapidez de deformacion.

La viscosidad es una funcion de la rapidez de
deformacion.

Fluido que decrece su viscosidad por efecto de
un aumento en la rapidez de deformacion.

Fluido que aumenta su viscosidad por efecto de
un aumento en la rapidez de deformacion.

Volumen por unidad de tiempo.

Ecuacion constitutiva no newtoniana que
contiene como caso particular el modelo
newtoniano y el modelo de ley de potencia.

Xl
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Fluido:

Viscosidad:

Densidad:

Modelo de ley de potencia:

Medio Poroso:

Ley Darcy:

Perfil de velocidad:

Permeabilidad estéatica:

Porosidad:

Tensor de Esfuerzos:

Tensor rapidez deformacion:

Teoria del poro promedio:

Teoria del poro fractal:

Velocidad promedio:

Es aquel sistema fisico que al aplicarsele un
esfuerzo cortante este se deforma continua e
irreversiblemente.

Es una medida de la resistencia a fluir de un
sistema Fisico.

En una propiedad intensiva que relaciona la
masa y el volumen en un sistema.

Es un ecuacion constitutiva reologica no lineal la
cual describe la zona de transicion en el
reograma esfuerzo rapidez de deformacién y que
generaliza al newtoniano.

Un solido o arreglo de ellos con suficiente
espacio abierto dentro o alrededor de las
particulas para permitir el paso del fluido

Es la ecuacion que relaciona la velocidad
volumétrica superficial en funcién de gradiente de
presion , la cual depende de la permeabilidad
estatica.

La distribucion de las velocidades dentro de un
sistema en funcién de la coordenada radial.

Es una medida de la resistencia a fluir en un
medio poroso.

Medida de espacios vacios en un material, y es
una fraccion del volumen de huecos sobre el
volumen total.

Es una matriz simétrica de nueve elementos
(8x3) en la cual se describe el estado de fuerzas
en un elemento de control.

Es una matriz de 3x3 simétrica que nos describe
el cambio temporal del vector desplazamiento.

Teoria que se basa en suponer que todos los
poros tiene una geometria regular.

Teoria que se basa en suponer que todos los
poros tiene una geometria irregular.

Es la velocidad axial promediada a través del
area de flujo.
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Flujo homogéneo: Es el flujo en el cual las propiedades del sistema
no dependen de la posicion.

Flujo cortante: Es el flujo que se origina al aplicar una fuerza
tangencial al sistema (fluido) deformando
continua e irreversiblemente al fluido.

Fractal: Objetos geométrico generados por la iteracion
infinita de un algoritmo especificado.

Tortuosidad: Medida de la complejidad geométrica de un
medio poroso

Xl
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Resumen

En este trabajo, se estudia y analiza las caracteristicas de un fluido no newtoniano
en un medio poroso. Para caracterizar la transferencia de momento y reologia en
el sistema, se emplea el modelo constitutivo de Ellis el cual, acopla el modelo
newtoniano y el modelo de Ostwald de Waele. Este modelo contiene tres
propiedades materiales asociadas a las fluideces a bajo y moderados esfuerzos
de deformacién y un exponente relacionado a los mecanismos adelgazantes y

engrozantes al corte.

En flujo cortante, el modelo de Ellis describe una primera zona constante de
viscosidad, seguido de una zona adelgazante al corte. En flujo cortante en
tuberias o capilares admite soluciones analiticas para el perfil de velocidades y
flujo volumétrico. Por otra parte, el medio poroso el cual se puede visualizar como
un conjunto agrupado de planos geométricos, asi mismo tiene una distribucion de
poro con diferentes radio y tortuosidad esto incrementa la complejidad para la

descripcion fisica del flujo.

Para modelar se utiliza el formalismo de los fractales para describir la distribucion
del medio poroso. La propuesta del modelo fractal no contiene ninguna constante
empirica, y todos los parametros en el modelo tiene claro significado fisico tales
como ; Df area de poros dimension fractal, Dt la tortuosidad del fractal, (rmin ,fmax Y
Lo ) parametros de estructura del fractal , asi como el gradiente de presion y las

constantes de materiales.

Tomando en cuenta todos los parametros antes mencionados el modelo de Fractal
se determind el perfil de velocidades, flujo volumétrico, viscosidad aparente,
esfuerzo cortante y permeabilidad para un de fluido Ellis en un medio poroso,
basados en los supuestos de que los medios porosos consisten en un conjunto de
capilares tortuosos, cuya distribucion de tamafios y tortuosidad siguen la ley

escala fractal.
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Finalmente para verificar la validez del modelo, a partir de datos reométricos
experimentales de un fluido de Ellis proveniente de la literatura se compar6 con

nuestro modelo Ellis fractal, obteniendo una buena concordancia entre ellos.

Palabras Clave: Fractal ,Ellis Fractal, Medio Poroso , Permeabilidad ,Reologia ,

Fluido no-newtoniano.

Abstract

In this work , there are studied and analyze the characteristics of a no Newtonian
fluid in a porous media. To characterize the transfer at the moment and rheology in
the system, there uses the constitutive model of Ellis , connects the Newtonian
model and the model of Ostwald de Waele. This model contains three material
properties associated with the fluencies to low and moderate efforts of deformation

and an exponent related to the shear thinning and thickening mechanisms.

In cutting flow, the model of Ellis describes the first constant zone of viscosity,
followed by a zone shear thinning to the cut. In cutting flow into pipelines or
capillaries admits analytical solutions for the profile of speeds and volumetric flow.
On the other hand, the porous way which can be visualized as a set grouped of
geometric planes, likewise has a distribution of pore with different radius and

tortuosity this increases the complexity for the physical description of the flow.

To model the formalism of fractals is in use in order to describe the distribution of
the porous media. The offer of the fractal model does not contain any empirical
constant, and all the parameters in the model it has clear physical meaning such
like; Ds area of pores fractal dimension, Dt the tortuosity of fractal, (rmin ,fmax ¥ Lo)
parameters of structure of fractal, like that as the gradient of pressure and the

constants of materials.

Bearing in mind all the parameters before mentioned the model of Fractal | decide
for the velocity profile, volumetric flow, apparent viscosity , shear force and

permeability for one of fluid Ellis in porous media, based on the suppositions of
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which the porous media consist of a set of tortuous capillaries, which distribution of
sizes and tortuosity they follow the law fractal scale.

Finally to check the validity of the model, from information rheometrics
experimental of a fluid of Ellis from the literature it was compared by our model

fractal Ellis, obtaining a good agreement among them.

Key words: Fractal, Ellis Fractal, Porous Media, Permeability, Rheology, non-

Newtonian Fluid.
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1.1 Fluidos no newtonianos en medios porosos

El movimiento de fluidos puede tener tres variedades de formas (laminar,
transicion y turbulento), como puede ser el flujo de fluido a través de unas tuberias
en régimen laminar o bien para los flujos mas complejos, tales como sistemas
biolégicos, alimentarios y flujos turbulentos, entre otros. De igual forma, el flujo de
un fluido en un medio poroso es un fendmeno comun en la naturaleza, y en
ambitos del quehacer humano. El interés que encierra el estudio de flujo en un
medio poroso estriba en la relacion directa que mantiene con los procesos
industriales, tales como las explotaciones petroliferas(desplazamiento del petroleo,
deficiencia de la recuperacion , modificacion de la porosidad , desplazamiento y
equilibrio de la interface, etc.), recuperacioén de aceite, ciencia de los materiales ,
el secado industrial , el filtrado quimico , estudio de movimiento de contaminantes
en el suelo , hidraulica de captaciones de agua, etc.!"” Para poder describir estos

flujos deberemos primero definir lo que es un medio poroso.

1.2 Medio poroso

Es un material que consiste en una estructura o matriz soélida que contiene
espacios o huecos interconectados, considerando que la fase solida es rigida o
presenta una deformacion despreciable, en la Fig. 1 se muestra el esquema de un

medio poroso.

La interconexion de los huecos o poros permite que exista el flujo de uno o mas
fluidos a través del material. Para este caso, se presentan dos situaciones que

son:

Flujo en fase simple. Consiste de un fluido simple, el cual llena o satura los

huecos.

Flujo bifasico. El cual consiste de la presencia de un gas y un fluido compartiendo
el espacio vacio del medio poroso. Un sdélido que contiene huecos o vacios,

conectados o no conectados entre si, dispersos entre ellos de una manera regular
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o aleatoria pude ser clasificado como material poroso, aunque existen otros tipos

de casos.

Escala microscopica.

Escala macroscopica.

Figura 1 Esquema de un medio poroso

A las entidades huecas se les ha denominado, en forma artificial, como: poros,
huecos, antros, cavidades, u oquedades. La International Union of Pure and
Applied Chemistry (IUPAC) ha recomendado la siguiente clasificacion de poros de
acuerdo a la amplitud del hueco en cuestion: microporos (d < 2nm), mesoporos
(2nm < d < 50nm) y macroporos (d > 50nm). Los microporos, a su vez, presentan
dos subgrupos llamados ultramicroporos (d < 0.7nm) y supermicroporos (0.7 <d <

2nm).

Es importante distinguir entre dos tipos de poros o espacios vacios, uno que forma
una fase continua dentro del medio poroso, llamado “interconectado” o espacio del
poro “efectivo”, y el otro que consiste de poros o vacios “aislados” o “no
interconectados” dispersos sobre el medio, los huecos del espacio del poro son

llamados espacios del poro total. Por otra parte, los espacios o poros no

3
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interconectados no pueden contribuir al transporte de materia a través del medio
poroso. Solamente contribuira el espacio del poro efectivo o interconectado.
Algunos parametros asociados con la mecanica de fluidos a través de lechos

porosos son la porosidad y la permeabilidad.

Los medios porosos se clasifican en naturales y sintéticos. En los primeros, la
distribucion y forma de los poros es generalmente irregular, mientras que en los
sintéticos, la distribucion y forma son uniformes. Ejemplos de los medios porosos
naturales son: arena de playa; madera; granos y cereales en almacenamiento a
granel; subsuelo (en estudios geotérmicos, edafolégicos y de difusion de
contaminantes); masa para panificacién, paredes celulares, etc., mientras que
entre los medios porosos sintéticos se tienen los lechos empacados de reactores

cataliticos; materiales de aislamiento y empaque; materiales de construccion, etc.

1.3 Porosidad

La porosidad ¢ es definida como la fraccién de espacio vacio con respecto al
volumen total, en nuestro caso sera el espacio interconectado. Es comun que en
la literatura use el término diametro promedio de poro, pero esto solo tendria
sentido estrictamente si los huecos tuvieran forma cilindrica o esférica. Sin
embargo, el concepto diametro promedio sera de mucha utilidad en este

trabajo."?

El simbolo empleado usualmente para este parametro es €. La ecuacion, expresa

lo dicho anteriormente.

82& _ Volumen de huecos (1)
Vi Volumen total .

Debido a que la porcién de volumen total no ocupada por poros, es ocupada por

los granos sélidos o matriz del material, se tiene que

Vi _ Volumen de solidos
l-e=—= (1.2)
Vg Volumen total
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Normalmente se definen dos clases de porosidad, absoluta o total y porosidad
efectiva. La primera, corresponde a la fraccién de espacios vacios con respecto al
volumen de bulto sin importar la conexién de poros. La segunda, es aquella
fraccion del volumen de bulto constituida por poros interconectados. Ocurre en
muchas rocas naturales, tal como en la lava volcanica, la cual presenta una alta

porosidad total pero esencialmente no presenta porosidad efectiva.

1.4 Permeabilidad intrinseca

Es el término asociado a la conductividad del medio poroso con respecto al fluido
y nos indica que tan facilmente fluye un fluido a través de un medio poroso.
Existen muchas formas de modelar un medio poroso, por ejemplo considérese un
solido al que se le barrena en multiples lugares conservando los ejes de los
barrenos paralelos, esto seria un manojo de tubos. Otra forma de modelar seria
considerar un sistema compuesto por un conglomerado de esferas solidas fijas
azarosamente distribuidas, esta aproximacién es la mas simple de todas y se
conoce como la teoria del poro promedio. Se ha encontrado que algunos medios
porosos muestran caracteristicas de autosimiliridad y por ello también se ha

tratado de modelar a los medios porosos como fractales.?!

Puede ser definida, como una medida cuantitativa de la facilidad con la cual un
fluido se transporta a través de un medio poroso. Cuando solo depende de la
naturaleza intrinseca del sdlido, se trata de un medio isétropo y esta propiedad es
un escalar. Por otro lado, cuando también depende de la naturaleza geométrica
del solido (propiedades direccionales de los poros), se trata de un medio
anisotropo y la permeabilidad se convierte en un tensor simétrico de segundo

orden.!

La base de la teoria del flujo de fluidos a través de un medio poroso esta
fundamentada en una experiencia muy simple que desarrollé6 Darcy en 1856, en la
ciudad francesa de Dijén. El ingeniero Henry Darcy fue encargado del estudio de

la red de abastecimiento de agua a la ciudad. Debia disefar filtros de arena para
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purificar el agua, asi que se interes6 por los factores que influian en el flujo del

agua a través de los materiales arenosos.

Henry Darcy publico una expresion obtenida a partir de sus experimentos, la cual
describe la velocidad media de flujo de un fluido homogéneo en régimen laminar,

que pasa a través de un lecho poroso isotropico.!'"!

K(d
F-—[—p-pgj (1.3)
p\ dx

en donde K es la permeabilidad del medio poroso, la cual tiene dimensiones de L.

Aunque la naturaleza de la ley de Darcy es empirica, describe que dicha ley es
equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes, por lo que se emplea como
ecuacion de movimiento de un fluido a través de medios porosos y una de sus
aplicaciones practicas es el estudio de operaciones de filtracion.*® En forma

tridimensional, la ecuacion de Darcy toma la forma siguiente:

—

Vz-%(vﬁ-pg) (1.4)

La ley de Darcy evita la dificultad de representar el perfil de velocidad puntual por
la introduccion de una velocidad promedio definida como el cociente del flujo
volumétrico a través de una seccién dada del medio poroso.”! En la postulacién de
la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones tales como: los efectos
inerciales se han ignorado y las pérdidas por friccibn se han balanceado
solamente con la caida de presién y las fuerzas volumétricas, flujo saturado, fluido
homogéneo, isétropo e incompresible. Por lo tanto, esta ley es s6lo valida para
pequefas velocidades de flujo . Una desventaja original de la ley de Darcy, es que
no requiere de la condicion de la velocidad en las fronteras del medio poroso
(paredes que lo contienen), lo cual hace que dicha ley sea unicamente valida lejos
de estas fronteras. Con base en lo anterior se han publicado una serie de
modificaciones a la ley de Darcy, algunas de las cuales se comentan a

continuacion.
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1.5 Teoria fractal

Todos los sistemas naturales presenta un complejo arreglo estructural a partir de
diversas unidades elementales, cuyo origen depende de la naturaleza del
sistema.["® Los rasgos principales que caracterizan el funcionamiento espacio-
temporal de estos sistemas son la variabilidad y heterogeneidad.[glAmbos rasgos
determinan la rugosidad de los patrones espaciales y temporales de las medidas
utiles para describir la estructura de un sistema cuya caracterizacion precisa y
exacta es basica para conocer el mundo real?"Identificar y descubrir
cuantitativamente la rugosidad de estos patrones , es el objetivo de la Geometria

fractal.

Numerosos patrones estructurales de sistemas y fendmenos naturales, presentan
un comportamiento similar dentro de cierto intervalo de escalas de observacion ,
independientemente de su origen.! Los casos que evidencian este
comportamiento son: la rugosidad de las fronteras de objetos irregulares,
interfaces solido-poro de medios fracturados®®" sistemas de poros o fracturas que
se forman en materiales naturales o artificiales®”), estructura de los compuestos
fisicos complejos como geles o polimeros ,heterogeneidad de las aleaciones
metalicas?,, sistemas de cavernas , estructuras geogréaficas y sistemas ecoldgicos

con organizacion jerarquica y estructuras bioldgicas irregulares, entre otros.

Autores consideran que la descripcidon del comportamiento espacio-temporal de
sistemas complejos, tienen que dirigirse a la predicciéon y prevencién de las
posibles fallas de estructuras ingenieriles, control de incendios forestales e
incremento de la produccion de petrdleo en yacimientos naturalmente fracturados.
Este tipo de estudios es igualmente importante para el analisis de la degradacién

de los recursos naturales.®

El punto central para modelar los objetos naturales es definir su geometria con la
mayor precision posible.['®En cada campo de la ciencia se desarrollan y adoptan
conceptos geométricos similares entre si, que son empleados de manera intuitiva.

A través del tiempo, las formas irregulares se han tratado de describir
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simplificandolas y empleando la geometria de Euclides.? Sin embargo , la
naturaleza tiende a ser accidentada , no diferenciable y no rectificable, por lo que
empleando solamente lineas o circulos no puede describirse con la precision y
exactitud necesarias. Aunque la simetria sigue siendo el fenédmeno integrador de
todos los procesos y sistemas, esta lejos de ser regular. La teoria fractal ofrece un

nuevo enfoque para el estudio de los sistemas complejos.

Por ultimo, en la tesis abordamos la descripcion del flujo un fluido no newtoniano
para el modelo Ellis a través de un medio poroso, utilizando la teoria del poro
promedio y la teoria fractal .En el capitulo Il retomaremos los antecedentes mas
importantes del flujo en medios porosos, ecuaciones empiricas mas importantes
en la descripcion del medio poroso y ecuaciones reoldgicas mas utilizadas en la

caracterizacion reolégica de los fluidos que intervienen en estos sistemas.
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2.1 Ley de Darcy para un fluido newtoniano

2.1.1 Velocidad superficial en un medio poroso

El estudio de la mecanica de fluidos (newtonianos y no newtonianos) en medios
porosos, es uno de los temas mas fascinantes y atractivos para la gente que hace
investigacion en fendmenos de transporte y reologia de todo el mundo. La
descripcion del transporte de cantidad de movimiento en el medio poroso es
bastante complejo, debido a la distribucién azarosa de los poros en el medio, la

d.["#1213 (Debido a esto, se han

irregularidad del diametro del poro y la tortuosida
implementado diferentes aproximaciones de tipo analitico, con el fin de describir la
dinamica en estos sistemas. Uno de los primeros intentos en la descripcion del
flujo en medios porosos, es el modelo de Darcy.[®121332 Esta ecuacion empirica
se basa en la suposicion del poro promedio, i.e. supone que todos los poros tienen
el mismo diametro y que el sistema puede ser descrito por un manojo de capilares.

La ecuacién de Darcy se representa como:

k
V():_ -VZ 21
M( p) (2.1)

La Ec. (2.1) describe la velocidad superficial V( en funcién de la permeabilidad k la
cual, es una medida de la resistencia que presenta el medio poroso al paso de un

fluido, la viscosidad |I que representa la resistencia del fluido a ser deformado

mediante un esfuerzo cortante y el gradiente de presion V. p que en este caso, es

la fuerza motriz que genera la deformacién en el fluido. La Ec. (2.1) representa el
primer intento de describir el flujo en un medio poroso y en particular, para un

fluido newtoniano, la permeabilidad k toma la siguiente forma analitica:

k(s,a)=— (2.2)

10
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La permeabilidad intrinseca k solo depende de la porosidad y del cuadrado del
radio del tubo y de un factor numérico que resulta de la integral de superficie en e |
flujo volumétrico. Evidentemente, se ha tratado de obtener ecuaciones empiricas
que describan la permeabilidad intrinseca que es una medida de la capacidad que
tiene el sistema (fluido), de ser deformado en un medio poroso /81213 En |a tabla
1 se presenta un resumen de los modelos mas utilizados en la investigacion de
fluido en medios porosos. Los modelos mas empleados en la literatura son los de:

(i) Darcy, (ii) Blake-Kozeny- Carman vy (iii) Ergun.

Tabla 1. Modelos mas representativos en la descripcion del medio poroso.

Modelo Ecuacién
Darcy Ap Vo
- = u_
L K
Blake-Kozenzy-Carman Ap 72CpV (1_8)2
_ 0
L D¢’
Ergun Ap _ 150pV, (1-8)2 L L75pV, (1-)
L D € D, &

Modelo de Darcy

El modelo de Darcy , es un modelo que puede ser deducido suponiendo la teoria
promedio del capilar, es decir que todos los poros son aproximados por medio de
un capilar de radio constante. Este puede ser deducido a partir de las ecuaciones
Navier-Stokes de la mecanica de fluidos, despreciando la inercia del material y
suponiendo estado estacionario.”®'21332 Es importante, comentar que el modelo
de Darcy solo es valido para flujo isotérmico, estado estacionario y solo toma en
cuenta los mecanismos viscosos. El modelo de Darcy ha sido extendido para
tomar en cuenta efectos complejos como los observados en fluidos no
newtonianos en situaciones de varias fases termodinamicas. Varias
generalizaciones del modelo de Darcy han sido deducidas incluyendo efectos no

lineales como la inercia y la elasticidad respectivamente %3334

11
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Modelo Blake-Kozeny-Carman (BKC)

El modelo empirico de Blake-Kozeny-Carman es uno de los mas Importantes y
populares en la dinamica del medio continuo, para describir el flujo a través de los
medios porosos. Este modelo empirico incorpora la porosidad del medio e, el
diametro del poro D, y la tortuosidad del medio poroso, i.e. el camino libre que
siguen los elementos materiales en el medio poroso. Por ultimo, el modelo de BKC
ha sido aplicado en flujo laminar a través de columnas empacadas a numeros de
Reynolds pequefios, en donde los efectos cinéticos debido a la tortuosidad del
fluido en la cama empacada son despreciables. Extensiones empiricas de este
modelo para describir la transicion de flujo laminar a turbulento ha sido reportado

en la literatura especializada concerniente al tema.

Modelo de Ergun

El modelo de Ergun contiene dos contribuciones principales. La primera de ellas
asociada a los mecanismos viscosos y diametro del poro, el segundo toma en
cuenta los mecanismos inerciales a través de la densidad del medio. Es
importante comentar que estos modelos son empiricos y la gran mayoria de estos
sistemas relacionan la fuerza motriz con las propiedades materiales del medio
como son: (i) La viscosidad, (ii) la inercia, (iii) EL tamafo de particula y (iv) La
tortuosidad del medio. Otra hipotesis importante, en estas propuestas es la de flujo
laminar, i.e., que el numero de Reynolds es menor a 200, i.e. Re < 2100. Por otra
parte si, el numero de Reynolds aumenta se tendria que modificar las
aproximaciones de flujo debido a que los mecanismos inerciales juegan un papel

preponderante en la descripcion del flujo turbulento.l’#32

12
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2.2 Modelos no-newtonianos para la descripcion del flujo en el
medio poroso

Los fluidos newtonianos muestran un relacion lineal entre el tensor rapidez de
deformacion y tensor de esfuerzos. Cuando los sistemas complejos de estudio
presentan una relacién no lineal, se necesita introducir ecuaciones empiricas o
fenomenoldgicas que describan con un grado mayor de exactitud el flujo y la
reologia de estos sistemas. Cuando la viscosidad del fluido presenta una
dependencia con la rapidez de deformacion, puede ser representada por medio de
una funcién llamada funcion viscosidad. Si el fluido presenta componentes
viscosas Y elasticas, este puede ser estudiado incorporando la dinamica de Hook
en las ecuaciones constitutivas. Los modelos viscoelasticos pueden ser
estudiados en el régimen de viscoelasticidad lineal (bajas deformaciones) y en el
régimen de viscoelasticidad no lineal (altas deformaciones). En la tabla 2 se
muestran alguno de los modelos no newtonianos mas empleados en la literatura

especializada en fendmenos de transporte y reologia.

Tabla 2.Modelos mas representativos en la descripcién del medio poroso.

Modelos Modelo Reoldgico Funcién Viscosidad
Ley de potencia Gzzn(HD)D n(11, )=m(n.—1/2(D:D))
Ili —
Ellis O 2n(IID)D n(IIG)Z T]O —
1+(MJ
O1n
Reinner Phillipoff — 1
o=2n(11,)D n(IL, )= e
g+

Carreau Gzzn(HD)D

Hershel-Burlkley o=2n(11,)D

13
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Maxwell 0 i
oth,—0o=2n,D n=—4
ot 1+X0 -
ot
Jeffreys 0 0 0
othy —0=2| I4+A,— In,D 1+h, —
ot ! ot _ ot
T] - TIO 6
144 —
ot
Convectiva Superior de S+, ('; — 2n,D En. corte es .Ia misma que el
Maxwell fluido newtoniano
Oldroyd-B v % En corte es la misma que el
oty 6=21, (D—i_}\‘] DJ fluido newtoniano

2.3 Ley de Darcy para un fluido no newtoniano (Ley de Potencia)

El modelo de Darcy ha sido modificado para tomar en cuenta los efectos
adelgazantes y engrozantes al corte debido a las caracteristicas no newtonianos
de sistemas complejos."81213321 | 3 diferencia del modelo de Darcy de un fluido
newtoniano y uno no newtoniano radica en la viscosidad aparente p. Por ejemplo,
para un fluido no-newtoniano tipo ley de potencia el modelo de Darcy toma la

forma general:

V,=e(V)=¢== L(—vzp) (2.3)

M

En donde la viscosidad aparente toma la forma para un fluido tipo ley de potencia

tiene la siguiente representacion:

papp=m[ﬂj (2.4)

D

En la Ec. (2.4) V es la velocidad promedio del sistema y D es la longitud
caracteristica del sistema asociado al diametro del capilar , m y n son los

parametros del modelo de ley de potencia. Es importante, notar que el cociente
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(V) /D es la rapidez de deformacion caracteristica del modelo de ley de potencia.

La velocidad superficial para el modelo de ley de potencia:

a+l o
v, =2 (-vapj (2.5)

at3\ 2m

Cuando n = 1 se obtiene el modelo de Darcy para el fluido newtoniano.
2.4 Estado del arte del flujo de fluidos en medios porosos

En 2014 Meijuan Yun Presentdé en sistema fractal y calculd el flux, flujo
volumétrico, viscosidad efectiva, viscosidad aparente, y la permeabilidad efectiva
para el fluido de ley de potencia basado en las propiedades fractales de medios
porosos. Las expresiones propuestas dan cuenta de la descripcion cuantitativa de
la relacion entre las propiedades del fluido de ley de potencia y los parametros de
la microestructura del medio poroso. Las predicciones del modelo se compararon
con los datos correspondientes y se hallé6 una buena concordancia entre ellos. Las
expresiones analiticas contribuiran a la manifestacion de los principios fisicos para

el flujo de fluidos de ley de potencia en medios porosos.

En 2008 Yonghua et al. Presentaron en su articulo las caracteristicas de flujo de
fluido de Ellis en medios porosos saturados. Un modelo fractal es desarrollado
para la permeabilidad efectiva de Ellis flujo de fluidos en medios porosos basados
en los supuestos de que los medios porosos consisten en un conjunto de capilares
tortuosos, cuya distribucién y tamafio de tortuosidad seguir las leyes de escala
fractal. La velocidad de flujo media y la permeabilidad efectiva para Ellis flujo de
fluido en medios porosos son obtenidas. El modelo fractal propuesta no contiene
ninguna constante empirica, y cada parametro en el modelo tiene significado fisico
claro. Las predicciones del modelo se compararon con los datos medidos, y se

obtiene una buena concordancia entre ellos.
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En 2013 M. Turcio et al. Presentaron un articulo, en el cual se estudia un modelo
fractal que es desarrollado para la permeabilidad efectiva utilizando el modelo
Bautista-Manero-Puig (BMP) en medios porosos. Las principales hipotesis de este
analisis implican un conjunto de capilares tortuosos cuyo tamano distribucion y
tortuosidad seguir las leyes de escala fractal. La velocidad de flujo media y la
permeabilidad efectiva para el flujo de fluildo BMP en medios porosos son
obtenidas. El modelo BMP no contiene parametros de ajuste y cada constante del
material en el modelo puede ser estimado a partir de mediciones reoldgicas
independientes. Las predicciones del modelo fractal propuesto se compararon con

los de otros modelos y con los datos experimentales disponibles.

2.6 Objetivos

2.6.1 Objetivo general

Analizar el comportamiento de un fluido no newtoniano en un medio poroso a

partir de las teorias de poro promedio y fractal .

2.6.2 Objetivo particular

a) Describir la transferencia de momento y reologia de un fluido no newtoniano.
Para caracterizar el estado reoldgico del sistema se utiliza el modelo
constitutivo de Ellis.

El medio poroso es caracterizado con dos teorias:
i) teoria del poro promedio
ii) teoria fractal

b) Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales acopladas se propone un

conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener los grupos

adimensionales que describen la fisica del sistema.
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c) A partir de datos reométricos experimentales de un fluido de Ellis , calcular la
velocidad superficial del sistema, y contrastar el resultado obtenido con nuestro

modelo (Ellis Fractal).

2.7 Hipotesis

Si la distribucidn de los poros se puede modelar mediante capilares de distinto
radio y longitud entonces la trasferencia de momentum y su reologia puede ser
descrita a través de la teoria fractal que involucra diferentes radios vy

tortuosidades.

2.8 Justificacion

Estudios realizados por la Agencia Internacional de Energia (AIE) revelan

gue la necesidad energética a nivel mundial, sequird estando en funcidn

principalmente de la produccién de hidrocarburos .Muchos de los procesos

de la recuperacion mejorada de hidrocarburos, especialmente en polimeros

y espumas, implican el manejo de fluidos no-newtonianos, un ejemplo de esto

es la inyeccion de tensoactivos viscoleasticos en arenas que contienen fluidos
pesados y ligeros. El fluido no newtoniano que se inyecta tiene la funcion de
reducir la tension interfacial hasta un valor en el cual pueda desplazar el aceite
residual y asi generar un banco de aceite, donde el agua y el aceite fluyan como
fases continuas. Este tipo de sistema presenta propiedades reoldgicas en estado
estacionario y no estacionarios muy complejos por lo que el estudio de estos, con
ecuaciones constitutivas sencillas permite cuantificar los efectos fisicos que se
presentan por efecto del flujo a través de medios porosos. Precisamente, este
trabajo va en la direccion de estudiar fluidos no newtonianos a través de medios
porosos con teorias que permitan entender la transferencia de momento
considerando la naturaleza intrinseca de estos planos geométricos contenidos en
el sistema de estudio (medio poroso). El modelo de Ellis en un geometria fractal es

un alternativa que se propone con el de elucidar la fisica inmersa en estos
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sistemas. El trabajo de esta tesis se analizé un fluido no-newtoniano a través de
un medio poroso caracterizado por un fluido de Ellis, a partir de la ecuacion
constitutiva de Ellis se modelo la teoria del poro promedio y la teoria fractal
respectivamente,la cual contiene tres propiedades materiales las cuales describen
una primera zona newtoniana a bajas rapideces de deformacion, y una zona
intermedia relacionada con el modelo de ley potencia a moderadas rapideces de

deformacion.

Para alcanzar los objetivos e hipotesis antes planteadas el material de este trabajo

de investigacion se distribuye conforme con Figura 2
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3.1 Fendémenos de transporte

Los Fendmenos de Transporte, se define como la rama de la Ingenieria
Quimica que estudia los mecanismos de transporte en momento, energia y masa.
Los fendbmenos de transporte pueden ser estudiados a nivel macroscopico,

microscopico y molecular.”® La ecuacién diferencial basica de transporte puede

ser descrita en término de la derivada material D/Dt.["*®!
%:(ﬁw.vjx:—vyu (3.1)
Dt \ot
Mecanismo de X Y f
Transporte
Momento Newton pV p=pvv+T=pvv-pl+oc pg
Energia U=pC,T q=-kVT o:.D
Termodinamica
Irreversible
Masa Conservacién C, N, =D, VX, X, (NA +NB) R,
de los moles en un
sistema
Continuidad p pV 0
Conservacion de la
masa

Tabla 3.llustra las variables dinamicas involucradas en las ecuaciones basicas de
transporte de cantidad de movimiento, energia y masa respectivamente.

El primer término de la Ec. (3.1), representa la derivada material de la propiedad
X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través de la divergencia del

flux Y y por Gltimo la fuente.l”®!
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3.1.1 Laecuacién de transporte de cantidad de movimiento

La ecuacion de momento, se basa principalmente en la segunda ley de
newton del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la

siguiente manera !"®!;
DV 0
p_:p(—+V-V)V:—Vp+V'6+pg (3.2)

En la Ec. (3.2) p es la densidad del liquido, V es el vector de velocidad, p es el
gradiente de presion, O es el tensor de esfuerzos viscoso, y g es el vector
aceleracion de la gravedad, que en el campo terrestre es constante. Si el fluido
que describe la relacion del tensor de esfuerzos con la rapidez de deformacion es
lineal, la Ec. (3.2) se transforma en la Ec. de Navier-Stokes para los fluidos

newtonianos "8

DV 0
pﬁzp(§+V-VjV:—Vp +uV>V+pg (3.3)

La Ec. (3.3) es base para el calculo de la porosidad y del flujo en un medio poroso.

3.1.2 La ecuacidén de transporte de energia

La ecuacion de energia U=pC,T+const., se puede interpretar como una

extension de la primera ley de la termodinamica a un sistema irreversible, en
donde el tiempo si es una variable importante, ya que desde el punto de vista

clasico, no es tomada en cuenta. Se tiene lo siguiente "%

D DT 0

—U=pCp—=pCp| —+V-V |T=-V.q+6:D=kV’T+6:D (3.4

o0 TP =P p( p j q (3.4)
La Ec. (3.4) describe la evolucién temporal y espacial de la temperatura como
funcidon como una consecuencia del flux de energia, y del trabajo irreversible

realizado por un agente externo sobre los mecanismos viscosos.”® La Ec. (3.4) es
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punto de partida en los calculos del perfil de temperatura asociado a los procesos

moleculares y los disipativos respectivamente.

3.1.3 Ecuacién de transporte de masa

La Ecuacién que describe los cambios espaciales y temporales del flujo

molar puede ser descrita a través de la siguiente expresion:

DC,
Dt

:(§+V'VJCA =CDABV2XA -Vx, -(NA +NB)—XAV-(NA+NB)-|-RA (3.5)

La Ec. (3.5) describe los cambios temporales y espaciales de la
concentracion de la especie A por efecto de los mecanismos difusivos y de las
contribuciones de los cambios espaciales a través del movimiento global del fluido.
Cuando el movimiento global del fluido se desprecia es decir, los cambios
espaciales en el movimiento global del fluido son despreciables y solamente los
mecanismos difusivos y el término de generacién es determinado, se tiene lo

siguiente!”®!;

DC, _
Dt

(§+ V'v]CA = DAsz (CXA)' k;Cg = DAszcA_ k;CZ (3.6)

La Ec. (3.6) describe los cambios espaciales y temporales de la
concentracion como funcién de los mecanismos difusivos y de reaccién quimica

respectivamente.

3.2 Reologia

La reologia, es decir la ciencia del flujo y la deformacion, estudia las
propiedades mecanicas de los gases, liquidos, plasticos, substancias asfalticas,
materiales cristalinos y otros. Por lo tanto, el campo de la reologia se extiende,

desde la mecanica de fluidos newtonianos por una parte, hasta la elasticidad de
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Hooke por otra parte. La reologia es la disciplina cientifica que se dedica al estudio
de la deformacién y flujo de la material”®l. Su objetivo esta restringido a la
observacion del comportamiento de materiales sometidos a deformaciones muy
sencillas, desarrollando posteriormente un modelo matematico que permita
obtener las propiedades reolégicas del material. Un sistema es capaz de fluir
debido a las fuerzas de cohesion en sus moléculas y suele deformarse
continuamente cuando se somete a un esfuerzo cortante. En su forma mas simple,
la viscosidad p es una propiedad de transporte, que se puede interpretar como la
resistencia que ofrecen los fluidos a ser deformados cuando son sometidos a un

esfuerzo.l"®l

3.2.1 Tensor de deformacion

El tensor de deformaciéon es un tensor de segundo orden, el cual nos

describe la deformacion relativa de un medio continuo con respecto a una variable.

El tensor de deformacion, es adimensional debido a que [u]=L;[x;]=L.

Matematicamente, se puede representar de la siguiente manera!”®:

aux auy auz
ox Ox Ox
vuz aux 611)’ 8uz (37)
dy Oy
aux 6uy 81'12
0z 0z Oz

Nétese, que el tensor de deformacion carece de unidades por ser el cociente de
dos longitudes caracteristicas.
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3.2.2 Tensor gradiente de velocidad y su traspuesta

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacion, obtenemos el

tensor gradiente de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera
[7.8].

aux 811}' auz
ox O0Xx OX
v Svuy | B B A, (3.8)
dt oy oy oy
81']’x auy auz
0z 0z 0Oz

A diferencia del tensor de deformacion, el tensor gradiente tiene unidades de

inverso del tiempo.

3.2.3 El tensor rapidez de deformacion

El tensor gradiente de velocidad fisicamente, nos da informacion acerca de
la evolucion de la deformacion en el medio continuo, y sus unidades son de

inverso de tiempo. El tensor gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto
en una parte simétrica D=(VV)  y anti simétrica W=(VV) llamados tensor

rapidez de deformacién y tensor de vorticidad I"®!:

1 1
VV=§(VV+VVT)+E(VV—VVT)=D+W (3.9)

En coordenadas cartesianas (x, y, z), el tensor rapidez de deformacion

puede ser descrito matematicamente en la siguiente forma matricial ["®:
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Do L0y ) L0V o)
ox 2 0x Oy 2\ ox 0z
D:l(VV+(VV)T): 1 W_X+W_y 8\7_y 1 %4_8\/_}] (3.10)
2 2 oy Ox oy 2\ oy oz
1 (anJraij 1(avy  ovz vz
2\ 0z 0O 2\ 0z oy 0z

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformacién es un tensor de
segundo orden simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e.
D=D'. Fisicamente, esta matriz simétrica nos da informacion acerca de la rapidez

con la que es deformado el sistema .["*®!

3.2.4 El tensor de vorticidad

El tensor de Vorticidad nos da informacioén acerca de las rotaciones de los

elementos materiales en el sistema ["8):

W

orden simeétrico, es decir,

1

: (VW-(vVv)')=

1
2
1
2

|
(

20 ox

oy
ovx_avy
oy ox

) 1

2

oVx B oVz
oz Ox

oVy 0Vz
0z 0Oy

|

1[%6&]

|

(3.11)

Es importante notar, que el tensor de Vorticidad, es un tensor de segundo

las rotaciones de los elementos materiales en el medio continuo.”®

W =—-W"'. Fisicamente nos da informacion acerca de
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3.2.5 Tensor de esfuerzos

El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede
describir como una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a
fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los
elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales./”® Nétese,
que los esfuerzos cortantes deforman continua e irreversiblemente el material, por
lo que el sistema fluye. Mientras que los elementos en la diagonal principal
modifican la forma geométrica del elemento de control, pero no su volumen. La

representacion del tensor de esfuerzos se puede expresar como:

XX ny ze

6=|06, G, © (3.12)

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico,

es decir los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales.

3.3 Tipos de fluido

En esta seccion, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas mas
utilizadas en Fendmenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos. En
Mecanica del medio continuo, una ecuacion constitutiva describe la relacién entre

las variables dinamicas en el sistema, en particular el esfuerzo y la deformacidn,

i.e. 6=f(g).

3.3.1 Fluido newtoniano

Los newtonianos son fluidos en los que el deslizamiento relativo de los
elementos de fluido al circular uno sobre otro es proporcional al esfuerzo cortante
sobre el fluido. Todos los gases, agua liquida y liquidos de moléculas sencillas

(amoniaco, alcohol, benceno, petréleo, cloroformo, butano, etc.) son newtonianos.
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Las pastas, emulsiones, fluidos biolégicos, polimeros, suspensiones de solidos y
otras mezclas son probablemente no newtonianos. Un fluido newtoniano se
caracteriza por cumplir la Ley de Newton de viscosidad, es decir, que existe una
relacion lineal entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion. La
viscosidad de un fluido newtoniano no depende del tiempo de aplicacion de
esfuerzo, aunque si puede depender tanto de la temperatura como de la presion a
la que se encuentre. En esta ecuacion tan simple, el esfuerzo cortante y la
rapidez de deformacion, siguen una relacion lineal, y la ecuacion basica de este

sistema, se define como:

o =2uD=p(VV+(VV)") (3.13)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana p y se mide
en Pas (en Sl). Enla Ec. (3.13), el tensor de esfuerzo cortante, ¢ tiene unidades
de Pa vy el tensor rapidez de deformacion D tiene inverso de segundo
respectivamente (1/s). Por definicion, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec.

(3.13) son newtonianos.

3.3.2 Fluidos no newtonianos

Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polimeros de
cadena larga, fluidos biolégicos, alimentos liquidos, pinturas, suspensiones de
arcillas y mezclas de hormigon son, en general, no-newtonianos. La relacion entre
esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion para fluidos no newtonianos no es
lineal. Estos fluidos a su vez se diferencian en dependientes e independientes del

tiempo.

Desde el punto de vista tecnolégico e industrial, los fluidos no-newtonianos,
son aquellos que presentan propiedades aplicaciones tecnoldgicas y cientificas
mas interesantes. La definicion mas simple de un fluido newtoniano, es aquella en
donde la rapidez de deformacion, no muestra una relacién lineal entre el esfuerzo

y la rapidez de deformacién. En este punto, la viscosidad no es constante y
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depende de la rapidez con la que se deforme, temperatura, presion, composicion,

pH y la rapidez con la que se deforma.l”®

o = 2n(Il, ) D =n (1L, ) (VV +(VV)") (3.14)

En la Ec. (3.14) n(HD) es la funcion viscosidad generalizada, la cual depende del

segundo invariante del tensor de rapidez de deformacion, de la siguiente forma:

11, = 2(D:D) (3.15)

3.4 Teoria fractal

Geométricamente existen objetos mas complicados que un circulo, un cono
0 una esfera; sin embargo, podemos servirnos de ellos para simplificar nuestros
intentos de reproducir la realidad. Basta hacer a un lado la dificultad de la figura y
buscar la facilidad en el método de representaciéon; quiza asi descubramos que
detras de la formacién de un cuerpo complejo no necesariamente se esconde un

mecanismo muy elaborado.

A este tipo de formas geométricas que, entre otras propiedades, contienen
una imagen de si mismas en cada una de sus partes, se le llama ahora fractales, y
hace ya mas de una década que inundaron el mundo cientifico con un conjunto de
nuevas reglas para enfrentarse con el reto de conocer y describir la naturaleza. Su
lenguaje se amplié a campos increiblemente diversos de las ciencias naturales y

sociales, y ha hecho de las matematicas un instrumento novedoso para las artes.

Las herramientas de la geometria fractal son, hoy dia, elementos
insustituibles en el trabajo de muchos fisicos, quimicos, bidlogos, fisidlogos,
economistas, etc., pues les han permitido reformular viejos problemas en términos
novedosos, y tratar problemas complejos de forma muy simplificada. Las formas
fractales, que durante mucho tiempo se consideraron meras "monstruosidades”
geométricas e inaplicables matematicamente, subyacen en fendmenos vy

estructuras tan variadas como la distribucidon de las estrellas del Universo, la
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ramificacion en los pulmones, la frontera difusa de una nube, las fluctuaciones de

precios en un mercado, etc.

Hay fractales en los depdsitos y agregados electroquimicos, y en la
trayectoria de las particulas de polvo suspendidas en el aire. Fractales escondidos
en la dinamica de crecimiento poblacional de colonias de bacterias, y detras de

todo flujo turbulento. Fractales en todas partes.

Un grupo de matematicos comenz6 a darse cuenta que en la naturaleza se
daban muy frecuentemente este tipo de irregularidades y que no eran excepciones
como se suponia. Los primeros que comenzaron a demostrar tedricamente esta
problematica fueron Cantor (con su famoso conjunto de Cantor) y Peano. Los
fractales fueron concebidos aproximadamente en 1890 por el francés Henri
Poincaré. Sus ideas fueron extendidas mas tarde por dos matematicos también
franceses, Gaston Julia y Pierre Fatuo, hacia 1918. Los trabajos realizados en
este campo quedaron detenidos en los afos 20. El estudio de los fractales fue
renovado a partir de 1974 en IBM y fue fuertemente impulsado por el desarrollo de
la computadora digital. El doctor Mandelbrot de la Universidad de Yale, que es
considerado el padre de la Geometria Fractal, realizé incontables experimentos
con computadoras. En su honor uno de los conjuntos que él investigd lleva su
nombre. En 1980, la publicacion de su libro La Geometria Fractal de la Naturaleza

popularizé la geometria fractal a nivel mundial.

3.4.1 Definicion de fractal

Segun Mandelbrot Benoit los fractales: son curiosos objetos geométricos
generados por la iteracion infinita de un algoritmo bien especificado. La dimensién
de un fractal, es matematicamente una figura geométrica que es compleja y
detallada en estructura a cualquier nivel de magnificacion.

Un fractal es un cuerpo irregular, pero lo mas importante es que si lo
ampliamos arbitrariamente, seguira siendo irregular ya que es una figura que

mantiene su forma original aunque se le cambie la escala, es decir, por mas veces
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que se le modifique la dimension seguiremos obteniendo una figura similar a la
anterior. En general los fractales son figuras geométricas que se caracterizan por
sSu semejanza, son estructuras infinitas que podras dividir y dividir, fraccionar y
fraccionar cuantas veces desees y seguiran teniendo la misma estructura sin

cambiar, a pesar de que siempre se encontraran en una superficie finita.

Para representar graficamente un fractal basta por tanto encontrar la
relacion o la ley de recursividad entre las formas que se repiten, es decir,
encontrar el objeto elemental y la ley de formacion y establecer el algoritmo

grafico.

Las dos caracteristicas fundamentales que poseen los objetos fractales son:

-Autosimilitud: es la caracteristica que presentan determinados objetos, en los
cuales los detalles mas pequefios que lo componen tienen alguna relacion
estadistica con sus propiedades globales, repitiéndose tales detalles de una

manera infinita.

-Dimension Fractal o dimensiéon de Hausdorff: es considerado el concepto principal
de la Geometria Fractal, ya que los objetos fractales se caracterizan por poseer

dimension fraccionaria.
3.4.2 Dimension fractal

Los fractales deben de poseer una dimension que debe ser no entera y
cuya dimension fractal debe de superar a su dimension topoldgica. Las

dimensiones topoldgicas son las siguientes:

Dimensidn -1 (conjunto vacio)
Dimensién 0 (un punto)
Dimensién 1 (una linea recta)

Dimensién 2 (un plano)

(
(
(
Dimension 3 (el espacio)
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Como los fractales estan compuestos por elementos cada vez mas
pequefios de si, el concepto de longitud pasa a ser algo complejo por lo que

mediremos los fractales por su dimension.

El céalculo de la dimension de un objeto nos permitira conocer si ese objeto
es o no un fractal. La dimension fractal que sugirio Felix Hausdorff en 1919 es una
propiedad que nos indica su capacidad para rellenar el espacio que lo contiene, y

puede tomar valores continuos en el espacio de los numeros, entre 0 y 3.

3.4.3 Tipos de fractales
Podemos clasificar los fractales por las siguientes caracteristicas:

Los fractales lineales son aquellos que se construyen con un cambio en la

variacion de sus escalas. Algunos ejemplos son los mostrados en la figura.

Figura 3.Tipos de Fractales Lineales

En cambio, los fractales no lineales son aquellos que se generan a partir de
distorsiones complejas o justamente como lo dice su nombre, y usando un término

proveniente de la matematica cadtica, distorsiones no lineales.

La mayoria de los objetos fractales puramente matematicos y naturales son

no lineales. Algunos ejemplos se pueden observar en la Figura
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Conjunto Mandelbrot

Figura 4.Tipos de Fractales no Lineales

3.4.4 Caracteristicas de un fractal en un medio poroso

La medida de un objeto fractal, M (L) esta relacionado con la escala de longitud L,

a través de la Ley de Escala en la forma del'®?':

M(L)~ L™ (3.16)

Dr es la dimension del fractal, y M puede ser la longitud de una linea, una

superficie, el volumen de un cubo o la masa de un objeto.

El numero acumulado (N) de unos objetos fractales (el numero de poros en un

medio poroso) y el tamafio (radio r) de objetos fractales siguen la ley de Escala

Fractal .[5®

N(sz)z(’“ﬂjm (3.17)
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A es el poro /tamano capilar y Amax €S el maximo poro/tamano capilar para un

medio poroso. Si el poro es circular con un radio r, Ec. (3.17) se convierte en

D¢

N(LZr)z(r‘ﬂj (3.18)
T

rmax €S €l maximo poro/radio capilar. Derivando la Ec. (3.18) con respecto a r,

resulta en el numero de poros /capilares cuyos tamafios dentro del intervalo infinito

de rar+dr:
-dN=D,r_ "r®dr (3.19)

Donde dr > 0. El signo negativo en la Ec. (3.19) implica que el numero de poros
disminuye con el aumento del tamafio de los poros y dN > 0. El numero de poros
se convierte infinito como r— 0, que es una de las propiedades de un fractal. La
Ec. (3.19) describe la relacion de escala del numero de poro acumulativo .EI
numero total de poros, del r,in mas pequefio hasta el mas grande radio rmax, puede

ser obtenida como:

I

min

N (L> ):[_J (3.20)

Dr es la dimension fractal para espacios porosos, 1 < D < 3, y en dos dimensiones
1 < D¢ < 2.Los capilares tortuosos también pueden ser descritos por la Ley escala

Fractal °!;
L=L, > (3.21)
L =L (2r) ™" =2"Pr et (3.22)

Dt es la tortuosidad de un fractal, 1< Dt < 2 en dos dimensiones, que representa
la convolucion de capilares para un fluido a través de un medio poroso. En la Ec.

(3.22) Lo representa la longitud, Lt (r) es la tortuosidad en la longitud a lo largo de

la direccion del flujo. Debido a la tortuosidad natural del capilar L, (r)>L,.
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Derivando la Ec. (3.22) con respecto a Lo
dL,=Lo”'2"”¢'"*D dL, (3.23)

La Dimensién Fractal (D) esta dada por :

D =2.| "¢ (3.24)
)
ln(m‘“j
rmax
En donde 4 es la porosidad en el medio poroso.

La Tortuosidad Fractal (D,) se expresa como:

D =1+ (3.25)

T
h{Lo]
2r,,
T es la tortuosidad promedio de capilares tortuosos y ra, es el radio medio de los
capilares. El propdsito de introducir la tortuosidad de los capilares tortuosos es
para incluir el efecto de la complejidad de la forma geométrica de la permeabilidad

del fluido. Para trayectos de flujo en medios porosos, la relacion entre la

tortuosidad promedio y la porosidad se puede obtener como:

1- 4
1 (H% g /1-¢] 1_¢1_¢ (3.26)

El radio medio de los capilares r,, puede ser encontrada:

. Dy -1
max D . .
r,= J' rf (1 )dr= forrj‘ [1-(?‘“" j J (3.27)

Y Por ultimo Los parametros estructurales para medios porosos fractal son:
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2n
Ly=R = 3.28
_R |29
e (3.29)
I.min — 2(1-¢)
- - (3.30)

En donde R es el radio medio de particulas en medios porosos Una vez que el

valor de la media R radio de la particula y la 4 porosidad se encuentran, los

parametros de la estructura y las dimensiones fractales de medios porosos se
pueden determinar. Las Ecs. (3. 24 - 3.30) forman la base tedrica del presente

trabajo.
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4.1 Descripcion del problema fisico del flujo de Poiseuille en el
medio poroso

00 o0O0O0 DODODO Q% 9
OO0 00O DODDOC’ o _ o QY
00 Ooo0 ® olnge vﬂg

© 0000 |g70% 0o >0 (o O

0 |
L0

0

a)Teoria del b)Teoria fractal c)Otros modelos
poro promedio

Figura 5.llustra la geometria que se utiliza en la descripcidn de un sistema poroso.
En la figura a) se ilustra el sistema fisico mediante la teoria del poro promedio, b)
los capilares son de diferente diametro teoria fractal) los capilares tienen
geometrias irregulares.

En esta seccion se modela el medio poroso caracterizado por la ecuacion
constitutiva de Ellis en sus dos modalidades sin fractal y con fractal. Esta ecuacién
acopla el esfuerzo cortante del solvente, con el del polimero por lo que contiene
tres parametros materiales. La Fig. (5) ilustra el sistema de estudio en la presente
tesis .Se tienen un capilar de radio r = a y longitud z = L en donde un fluido

complejo fluye por efecto de un gradiente de presion constante.
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Figura 6.llustra el tubo capilar donde pasara el fluido no newtoniano

Las condiciones de proceso son mencionadas a continuacion

a)

b)

d)

f)

Proceso en estado estacionario: Ningun atributo o variable dinamica del

sistema depende del tiempo, matematicamente significa que la derivada

con respecto al tiempo es cero, i.e. d{ }/ot=0.

Proceso Isotérmico: El sistema mantiene su temperatura constante, i.e. no
es necesario incluir el balance de energia térmica en los calculos. Los
cambios temporales y espaciales de la temperatura son cero vy

matematicamente se expresa como:dT/di=0;i={tx}, en donde Xx es

cualquier coordenada generalizada.
Fluido Incompresible: El fluido mantiene su densidad constante, i.e. la
densidad no depende de la posicion ni del tiempo. Matematicamente se

tiene un campo solenoidal en donde la divergencia del vector velocidad es
cero: V-V=0
Flujo unidireccional, i.e. el campo de velocidades solo tiene una

componente en la direccion del eje coordenado z
V =(Vr,V6,Vz)=(0,0,Vz(1,,2))

Efectos gravitacionales no se toman en cuenta, i.e. el campo gravitacional
no es la fuerza motriz que deforma el fluido, por lo que se desprecia en las
simulaciones pertinentes.

El sistema de coordenadas se coloca en el centro del tubo en direccion del

flujo, como se observa en la Fig. 6. EL eje z corresponde a la velocidad del
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sistema, el eje r al del gradiente de velocidad y el eje 0 representa al de la
Vorticidad.
g) Existe simetria cilindrica en el sistema, i.e. ninguna variable, atributo o

caracteristica del sistema depende de la coordenada angular 6.

4.2 Dindmica de flujo

4.2.1 Vector de velocidad

El vector de velocidad en este sistema de flujo esta dado por el siguiente

vector renglén:

V =(Vr,V0,Vz) =(0,0,Vz(r,0,z1)) (4.1)

4.2.2 Tensores cinematicos

a) Tensor gradiente de velocidad

Utilizando el tensor gradiente de velocidad definido en el Cap. lll en coordenadas

cilindricas, y el vector de velocidad en la Ec. (4.1), se tiene la siguiente matriz

cuadrada
@ dvo dvz dVz
dr dr dr 0 0 a4
gy_| 1dvr 1dve vr 1dvz| | “2)
r d r do r r do 0 0 0
@ dvo dvz
dz dz dz

Fisicamente el tensor gradiente de velocidad, da informacion acerca de los

cambios de la velocidad en direccion espacial.
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b) Transpuesta del tensor gradiente de velocidad

dVr dvo dvz

dr dr dr

(vv)T: 1dvr l%.,.& 1dvz
r dd r do r r do

dVr dve dVz
dz dz dz

Tensores dinamicos

T

0

=10

0

dvz\'

0

0
0

0 0 0
0 0 0

dvz 0 0
dr

(4.3)

Fisicamente, este tensor nos da informacion acerca de la rapidez con la que es

deformado el sistema, en este caso, la transferencia de momento se da en la

direccion del eje coordenado z y se transmite en la direccion ortogonal a z en este

casor.

c) Tensor rapidez de deformacion

A partir de las definiciones del capitulo lll, el tensor rapidez de deformaciéon D se

construye a partir

del

respectivamente, i.e. D = (VV + (VV))/2

D:l(VV+VVT):l
2 2

dVr
dr
1dVr
rdo
dvr
dz

tensor gradiente de velocidad y su transpuesta

dve dvz dVr dveo dvz
dr dr dr dr dr
14V Vr 1dvz| |1dVe 1d4ve Vr 1dvz
r do r r do r d r do r r do
dvo dvz dVr dve dvz
dz dz dz dz dz
dvz
00 =110 oo 00 1
= 1 00 O (4] 0 0 O0|]|= 1dvz 0 0O
2 2 dr
0 0 O dvz 0 0 0 0
dr
(4.4)

Fisicamente, este tensor nos da informacion acerca de la rapidez con la que es

deformado el sistema, en este caso, la transferencia de momento se da en la

direccion del eje coordenado x y se transmite en la direccion y.
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d) Tensor de Vorticidad
A partir de las definiciones del capitulo Il, el tensor rapidez de Vorticidad W se
construye a partir del tensor gradiente de velocidad y su transpuesta
respectivamente, i.e. W = (VV - (VV)")/2

dvr dve dvz dvr dvo dvz
dr dr dr dr dr dr
1/|1ve 1dVe Ve 1dVz| |1dVe 1dV0 Ve 1dVe
2{|r d6 r do r r do rdo r do r r do

1
W=5(VV—VVT)=

% dve dvz dvr dve dvz
dz dz dz dz dz dz
dvz
00 0 00 0 0 1
= l 00 O |-] 0 0 0]f= l% 0 0 O
200 o | |av 2dr] g o
avz 0 0 a
dr
(4.5)

Este tensor nos da informacidon acerca de las rotaciones materiales en el sistema.
Por lo tanto, en un fluido cortante existen elementos cortantes que se deforman

continua e irreversiblemente y que rotan por efecto del flujo
e) Tensor de esfuerzos

Matematicamente el tensor de esfuerzos es una matriz simétrica que describe la
transferencia de cantidad movimiento y fisicamente nos da la distribucion de las

fuerzas en cada area de los elementos de control que son cortados debido al flujo.

Gn_ GrG Grz cSrr 0 cyrz
G6=[GC, Oy Gy || O oy O (4.6)
cszr 629 cszz cszr 0 cszz

La Ec. (4.6) contiene informacion acerca de los elementos cortantes y
extensionales respectivamente. Por ejemplo, los elementos cortantes son los

responsables de deformar continua e irreversiblemente el fluido, y cumplen la

condicion 6,=c; debido a la simetria del tensor de esfuerzo. Los elementos en la
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diagonal principal {o,, 6,,,0,,}, estan asociados con la elasticidad del material en

flujo cortante en estado estacionario. A partir de estos, se define la primera y

segunda diferencia de esfuerzos normales:

# 0; No-Newtoniano viscoelastico
N, =0, -0y = .
= (0; Newtoniano
) . ) (4.7)
# 0; No-Newtoniano viscoelastico
N2 = 699 - Gzz = .
= (0; Newtoniano

El calculo de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales puede ser
aplicado para explicar la formacion de vortices en contracciones y expansiones de

flujo.

4.3 Ecuaciones de continuidad y momento

En esta seccidn se presentan las ecuaciones generales para el estudio del flujo

electro-osmatico.

a) Ecuacion de continuidad
Suponiendo que el fluido es incompresible y que el flujo es unidireccional,

es decir que el vector velocidad solo tiene componente en y, entonces:

Fluido-Incompresible

neor
P L OVx  OVy  0Vz PPN oVx —0: Vx % f(x) (4.8)
ot ox oy | oz ox

Flujo-Unidireccional

b) Ecuacion de momento modificada por el campo eléctrico
La ecuacion de momento es la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo. Aplicando un balance de fuerza a un elemento de control, se tiene la

siguiente ecuacién de caracter vectorial desacoplada toma la forma:

Componente x de la ecuacion de movimiento modificada
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=0 =0 =0 =0 =0
0 6 ——
oVr oVr ovVr oVr op 0c c c
—  +Vr—+Vo—+Vz =——+ e N
ot or 00 0z or or 00 0z
—_——— ———__Ffectos
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Transferencia de Transferencia de Gravitacionales
Continuidad momento solo en momento solo en
la direccion r la direccion z
+ Fe,
(4.9)
Componente 6 de la ecuacion de movimiento modificada
- =0 =0 = =0 =0
0 0 —
ove oVe oVe oVe 0o 0c
— +Vr—+Vo—+Vz =— P + — 4+
ot or 00 0z 00 or 00
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferencia de Transferencia de
Continuidad solo en la direccion®  momento soloen  momento solo en
la direccion r la direccion 0
=0
- =0 =0
G —_— —_—
70
—Z + pg, + Fe,
—_— —_—
——_ZEfectos No hay campo Electrico
Transferencia de Gravitacionales  en la direccion 0
momento solo en
la direccion z
(4.10)
Componente z de la ecuacion de movimiento modificada
= =0 =0 = = =
0 0 0 a 0
0Vz oVz oVz oVz oo o]
—  +4Vr + Vo +Vz =— P» + == 4+
ot or 00 0z 0z or 00
. . — . . - R - R
Estado-Estacionario Flujo-Unidireccional Ecuacion de Gradiente de Presion Transferencia de Transferencia de
Continuidad solo en la direccionz  momento solo en  momento solo en
la direccion r la direccion 0
=0
— =0 =0
0o, — F'—‘ —
+ o + pg, + €,
—_— —_—
& _Ffectos No hay campo electrico
Transferencia de Gravitacionales  en la direccion z
momento solo en
la direccion z
(4.11)

Aplicando las hipétesis anteriores (estado estacionario, fluido incompresible, solo
hay transferencia de momento en la componente yx del tensor de esfuerzos, se

llega a la siguiente expresion simplificada.

pVz_ (1) 10 (4.12)
ot oz r or
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4.4 Ecuaciones constitutivas

a) Modelo Newtoniano
El modelo Newtoniano es el mas simple de todos, este relaciona el tensor de
esfuerzos con el tensor rapidez de deformacion y solamente contiene una

propiedad material conocida como viscosidad cortante

Grz:no"er (413)
b) Modelo de Ostwaeld (Ley de potencia)

El modelo de ley de potencia es una generalidad del modelo Newtoniano, este
relaciona dos variables {0,4, } en el cual,  es el exponente asociado a la parte no

newtoniana que describe los procesos adelgazantes o engrozantes al corte. Un
valor de (. mayor a 1, i.e. I >> 1 significa que el flujo es adelgazante al corte por
lo que la funcién viscosidad decrece en funcion de la rapidez de deformacion
dVz/dr. Por otra parte, cuando 0 << 1 el fluido es engrozante al corte, i.e.,
aumenta su viscosidad conforme la rapidez de deformacion aumenta dVz/dr.

Notese que cuando el valor del exponente (I =1, se recupera el modelo
Newtoniano. El valor de ¢, puede interpretarse como una fluidez generalizada la

cual, describe la zona intermedia en un Reograma viscosidad vs rapidez de

deformacion.

7.=¢(c,)" o, (4.14)

c) Modelo Ellis
El modelo de Ellis, contiene tres propiedades materiales las cuales describen una
primera zona newtoniana a bajas rapideces de deformacion, y una zona
intermedia relacionada con el modelo de ley potencia .I"! Este modelo puede ser
deducido mediante una combinacion del modelo newtoniano y el de ley de

potencia respectivamente, suponiendo que la rapidez de deformaciéon es aditiva,
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es decir que la rapidez de deformacion total es la suma de la contribucion

newtoniana y la contribucién del modelo no-newtoniano (Ostwaeld) . La ecuacion

constitutiva de Ellis, contiene tres parametros ajustables denotados por:{¢0,¢1,a}

,los cuales estan relacionados con la fluideces a cortes bajos y moderados, y al
inverso del indice del modelo de ley de potencia. Este modelo admite soluciones
analiticas en flujo cortante simple en diferentes situaciones de flujo para el perfil de
velocidades, flujo volumétrico, funcién viscosidad, rapidez de deformacion, etc. La

ecuacién constitutiva para un fluido de Ellis es descrita por '

"er:¢00rz+¢l (Grz ! Grz (4 1 5)

En el siguiente capitulo se calculara el esfuerzo en la pared, viscosidad aparente,
perfil de velocidades, flujo volumétrico, velocidad promedio y la permeabilidad
intrinseca para el modelo de Ellis utilizando la teoria del poro promedio

anteriormente mencionado.
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En este capitulo se presenta el modelado en el medio poroso con la ecuacion
constitutiva de Ellis utilizando la teoria del poro promedio para describir la

geometria del sistema.

5.1 Modelo de Ellis

El modelo de Ellis, es un modelo empirico que contiene como casos particulares al
modelo de Newton y el de ley de Potencia. El modelo se puede expresar como

una superposicion del modelo newtoniano y ley de potencia, es decir:

,i,rz = ’er + F.er (5 1 )

Newtoniano  Ley de Potencia

La rapidez de deformacion rz del modelo de Ellis toma la forma:

'yrz: dd\/Z :¢06rz+¢1 (Grz )Ot (52)

r

a) Esfuerzo Cortante

A partir de las ecuaciones generales de momento y suponiendo que los

efectos inerciales son despreciables, la ecuacidon de momento modificada es:

avz_dp 1d (5.3)

Despreciando los efectos inerciales de la Ec. (5.3), i.e.se obtiene un balance entre

el gradiente de presion y las fuerzas viscosas, p%=0 dado que esta en régimen
t

estacionario:

d _dp 5.4
dr (to,,) dZr (54)

Integrando la Ec. (5.4)
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6, =——r1"+—L
2dz r

Aplicando la condicion de frontera de que la componente rz del esfuerzo debe ser

finito igual r=0 la constante C4 debo ser cero por consistencia fisica:

r (5.6)

]
N | =
&e

Noétese que la componente rz del tensor de esfuerzo Ec.(5.6) es una funcion lineal
de la coordenada radial y la pendiente esta determinada por la mitad del negativo
de gradiente de presion. Es Importante resaltar que la Ec.(5.6) es completamente

general y se aplica a cualquier tipo de fluido.

5.1.1 Perfil de velocidades

Sustituyendo el esfuerzo rz (Ec. 5.7) en el modelo de Ellis :

dvz 1dp 1dp Y
Cop | |4 | 222 5.7
dr ¢0(2dzrj ¢1[2 dzrj (5.7)

Integrando Ec.(5.9) se tiene lo siguiente:

¢0(1dp zj (ldpja e
Ay . ey FUPY R 2 LAY 5.8
- 2\2dz rte 2dz) o+l (5-8)

Aplicando la condicion de no deslizamiento en la pared en la Ec.(5.8)

@ g+l
Cz_ﬁ(ldﬁazj_ﬂ (l@j a (5.9)
2\2dz 2dz ) a+l

Combinando la Ec. (5.8 ) en la (5.9 ) el perfil de velocidades puede ser expresado

como:
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_ a(ldp ga (1dp [
ot sl o

Reduciendo la Ec.(5.10)

¢a t 2 ¢a r at+l1
Vz(r)=-"~c |1-| — | [-2=0"|1-| — 5.11
R s I I
La ecuacion (5.11) representa el perfil de velocidades de un fluido no newtoniano
caracterizado por el modelo reolégico de Ellis. Ademas es importante hacer
énfasis, que es la suma de la contribucion newtoniana mas la no newtoniana

asociada con la Ley de Potencia y esta es modificada debido a las propiedades

del sistema.

5.1.2 Flujo volumétrico

El calculo del Flujo volumétrico, es el producto del perfil de velocidades por el area

de la seccion transversal, el cual se calcula con la doble integral:

21 a

Q=[ vds=| [ Vz(r)rdrde (5.12)

Como la velocidad axial no depende de la coordenada angular es evidente la

siguiente expresion:

Q=2na’ ij(r)( ] (a] (5.13)

0/a

haciendo el siguiente cambio de variable de integracion u="_ ; du=9" |5 Ec.(5.13)
a a

toma la forma:

_da’ (1dp), ga” (1dp\ £} an
n b [ e N (R o
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Sustituyendo la ecuacion de perfil de velocidades del modelo de Ellis Ec.(5.11) y
haciendo la integracion con respecto a la variable u , se tiene la expresidn analitica

para el flujo volumeétrico de la ecuacion constitutiva de Ellis :

Q=2ma’ U.Vz(u)udu] = %:13 G+ BHa®? 5o (5.15)

Integrando la Ec.(5.15) y simplificando se obtiene la siguiente ecuacion para el

flujo volumétrico modelo Ellis:

Qoy) =2 5 4277 - (5.16)

4 Ow at3 7

5.1.3 Velocidad promedio

La velocidad promedio es el cociente entre el flujo volumétrico y el area

caracteristica de flujo o de seccion transversal. La ecuacién esta dada por:

(V)= o™

ma

(5.17)

Dividiendo el Flujo Volumétrico Ec.(5.16) entre el area de seccion transversal(area

caracteristica) :

—2{%%! uu )du+m+1 o, [ (uu®?) } (5.18)

0

Integrando la Ec.(5.18)

B u_z_u_41 w2 us !
(V)=¢yas, L } +@ac L a+3} (5.19)

Aplicando el teorema fundamental del célculo, se tiene lo siguiente:
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#ac,,  Hac.
V)y="—""+—"—"2= 5.20
< > 4 o+3 ( )

O en forma alternativa :
¢ a-1

4 o
V) =820 - 5.21
W= +3(W] 5.21)

Finalmente la velocidad promedio del modelo de Ellis, se puede definir en término

de un esfuerzo reducido

a-1
(V)=20 {H 4 ["w J } (5.22)
4n, at3\o,

La velocidad promedio es la suma de dos contribuciones, la newtoniana y la no

newtoniana asociada con el modelo de Ley de Potencia.

5.1.4 Viscosidad aparente

A partir de la velocidad promedio se puede deducir una expresion analitica para la

viscosidad aparente en el sistema, por lo que la Ec. (5.22) toma la forma:

(Vy=2Zwiq = Mo (5.23)

- ’na - a-1
T 4, 4 (o
o+3{o,

5.1.5 Permeabilidad intrinseca

En esta primera parte del trabajo la permeabilidad esta determinada por la teoria
del poro promedio es decir, i.e se considera la celda del medio poroso un haz de
capilares cuyas longitudes caracteristicas asociadas a la coordenada radial y axial
son las mismas r=a y z=L. En esta teoria, la permeabilidad K depende de la
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estructura del medio poroso, a pesar de innumerables investigaciones, no hay una
expresion universalmente aceptada para k. En particular, para la teoria del poro
promedio la permeabilidad se expresa como el producto de la porosidad

multiplicada por cuadrado del radio del poro entre 8:

2

L (5.24)
8

En el siguiente capitulo se calculara el esfuerzo en la pared ,viscosidad aparente,
perfil de velocidades, flujo volumétrico, velocidad promedio y la permeabilidad
aparente para el modelo de Ellis en un sistema fractal; dado que este modelo
puede ser deducido como la combinacion del modelo newtoniano y la Ley de
potencia, se calculara respectivamente cada uno de ellos en un sistema fractal y

finalizando con Ellis fractal.
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En este capitulo se presenta el modelado en el medio poroso con la ecuacion
constitutiva de Ellis utilizando la Teoria Fractal para describir la geometria del
sistema, la cual consiste en suponer diferentes diametros y longitudes de los

capilares en el medio poroso.

6.1 Newtoniano con fractal

A partir del balance de momento y de la componente rz de la ecuacion constitutiva
de Ellis en caso particular al modelo de Newton (Ec. 5.2) se tiene la siguiente

ecuacion teodrica:

dV? :¢06rz (6 1 )
dr

En donde la variable " de la Ec. (6.1) esta acotado desde 0 hasta r. Al sustituir
la componente rz del tensor de esfuerzos, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

vV, 4oL dp 6.2
dr W[z dL, rjr 6-2)

6.1.1 Perfil de velocidades

Tomando en cuenta la teoria fractal, se sustituye la derivada de la Longitud del
capilar (Ec 3.23, Capitulo 3) en la Ec (6.2) obteniendo:

dv dp
L=@r r|r 6.3
dr’ % (ZLODT'IZI'DTr“'DT)DTdLO ) ©63)

Por linealidad de la integral la Ec.(6.3) toma la forma de:

dv, _ 1 dp | .. 6.4
dr’ ¢OT[LODT-122-DTI,(—DT)DT j(dLo Jr ( . )

Integrando la Ec. (6.4)
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1 dp |r?
V (1')=¢r —+C
Z( ) ¢0 [LODlezDTr(DT)DTJ[dLOJ 2 1 (65)

Al aplicar la condicion de no deslizamiento en la pared, i.e. Vz(r) =0, se obtiene el

valor de la constante C, y el perfil de velocidades toma la siguiente forma:

A 1 _dp [, (T ?
VZ(I’) ¢0r(LODT-122-DTr(-DT)DT][ dLoj[l (er (6.6)

La Ec. (6.6) denota que el perfil de velocidades para un fluido newtoniano en un

sistema fractal , es funcion de la tortuosidad del fractal (Dt), y parametros de

estructura (r, ry Lo) asi como el gradiente de presién y la constante de material (
@, ) la cual se puede interpretar fisicamente como una fluidez a bajo corte (inverso

de la viscosidad). En particular, si Dt = 1, la Ec. (6.6) se reduce al perfil de

velocidades para un fluido newtoniano.

Vz(r')=¢°ff(—dd—li]£1—(r;ﬂ (6.7)

La Ec. (6.7) se reduce a la expresién del perfil de velocidades parabdlico de un
fluido con viscosidad constante y que se deforma continua e irreversiblemente

debido a un gradiente de presién constante, sin medio fractal.

6.1.2 Flujo volumétrico

El flujo en un capilar q que depende de r, i.e. q (r') de un fluido newtoniano esta

dado por:

q(r’)z'! .!VZ(r')r'dr'dB (6.8)

Al sustituir el perfil de velocidades fractal en la expresion de flujo volumétrico (Ec.
6.8), se tiene lo siguiente:
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A 1 dp Vil (1) )
el st 2]

Proponiendo el siguiente cambio de variable u = r’/r la Ec. (6.9) toma la forma:

(6.9)

. 1 dp ] 2
q(r)=2n¢ r{ — J(— j 1—u’)udu
() O\ Lo™ 22D ) dL, i( ) (6.10)

Evaluando los limites de la integral y factorizando la Ec. (6.10) es modificada

como:

_ 3l op Dy 2 dp
= 20Dr| P2 F
q(r)=nr Lr [ L‘ST"DTdLoﬂ (6.11)

La Ec.(6.11) describe la flux en un solo capilar tortuoso. Supongamos que
tomamos un elemento del sistema que consta de haz de tubos capilares tortuosos
cuyos tamanos siguen la ecuacion de la ley de escala fractal, y la tasa total de flujo
volumétrico, Q, a través del elemento es la suma de las velocidades de flujo a
través de todos los capilares individuales. De esta manera, obtenemos el total de

caudal volumétrico Q de la siguiente manera.

Q= [ q(r)-dN= [ q(r)(dN) (6.12)

Sustituyendo en la Ec.(6.12) , el flujo de un capilar Ec.(6.11) y la derivada del

numero de poros o capilares Ec.(3.19,Capitulo 3) se tiene lo siguiente:

fin L]3T_lDTdLo

_ " 3 % Dy | HDp2 L D, _-(D;+1)
Q J. 1o {4 r [ 2 H[Dfrmaxr dr} (6.13)
Por linealidad de la integral la Ec (6.13) es modificada como:

Q=nD, 1} ﬁ(-ZDT'Z —_— _]dp ] I rPr 2 Prdr (6.14)
4 oD, dL,

Tmin

Integrando la Ec.(6.14) :
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Timax

B[ Ap2 dp (D1 3D
ErD | 2 6.15
Fmax )y Ly 'D,dL, )(D,+3-D;) . (6.15)
Aplicando el teorema fundamental del calculo, la Ec.(6.15) toma la forma de:
Q=nD r % 2DT_2LI(;DT [- dp ]TDTH-Df Tinax (6.16)
f "max .
4 DT (DT+3_Df) dLO Tmin

Evaluando los limites de la integral y factorizando:

Dy +3-D,
T f

min
max

. Dy-D;+3
I

max Dp-De+3 ) _ Dy-De+3) _ Dy -Dg+3 _| Zmin

. (rmax ) (rmin ) (rmax ) 1 (r j

La ultima expresion, puede ser rescrita en la forma:

Dy Dy +3 D; Dy +3-2D;
Dy D, +3 Lin _ Dy-Dy +3 Lnin Linin
(rmaX ) 1 - [ J (rmax 1 -
rmax I‘lnax rmax

Por lo que:

D127 1-Dy Dy Dy +3-2D;
Q=D %2 Lo [ D Joan |y || T (6.17)
4 D, (D;+3-D; )\ dL, T T

Dando como resultado la expresiéon del flujo volumétrico de un fluido newtoniano

en un sistema fractal, cuando este es deformado continua y irreversiblemente con

un gradiente de presion.

Sin embargo Desde 1< Dy < 2 y 1< Df < 2 en dos dimensiones, el exponente Dt
+3-2DF>0, en general Tmin/fmax~102 , por tanto (fmin/fmagy”=0 , asi que,

0< (T /Toue )" " <1 .De esta manera la Ec. (6.17) se puede reducir a:

Dy 271 1-Dy
Q=nD,1,,, b 27k, e It (6.18)
4 D, (D,#3-D;)\ dL,
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La Ec. (6.18) denota que el caudal volumétrico total es una funcién del area del
poro dimension fractal (Dy), la tortuosidad del fractal (D7), y parametros de

estructura (rmax ¥ Lo) asi como la gradiente de presion y las constantes de

materiales (¢, )

6.1.3 Velocidad promedio

Para calcular la velocidad promedio, es necesario el desarrollo de las siguientes

variables en el sistema de estudio como son :
a) Volumen de particula

La expresion para el volumen de particula esta dada como:

Tnax Tmax

Vp=-j nrth-dN=j mr’L, (dN) (6.19)

Tmin Tinin

Sustituyendo en la Ec(6.19) la derivada del numero de poros o capilares

Ec.(3.19,Capitulo 3) se tiene lo siguiente:

Tnax

V.= J. r’ [21'DTLODT1r1'DT ][Dfrn?;xr'(Dfﬂ)dr} (6.20)

Tiin

Por linealidad de la integral la Ec.(6.20) toma la forma de :

Tiax

V, =2 L, Dl [ dr (6.21)

Imin

Integrando la Ec.(6.21) se tiene como resultado:

Tinax

3-D;-D;
1-D. D D
V =2'"rL "D,

— 6.22
f "max 3'DT _])f ( )

Tmin

Aplicando el teorema fundamental del célculo:
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1-D;1 D .
pZZ#anrE;X Tt (6.23)
3_DT _Df Tinin

Evaluando los limites de la integral y factorizando se tiene la siguiente expresion

analitica:

D

min

3-D;-D;
Tmax 3-D;-D; 3-Dp-Dp \ _ 3-D;-D; T i
. _(rmax )-(rmin )_(rmax ) 1_ r

Puede ser rescrita como:
91Dry Dr ' 3-Dr-Dy
Vp="—"2—nD,r,.” {1[%—} (6.24)

Obteniendo asi la expresion del Volumen de Particula para un fluido newtoniano
en un sistema fractal, la Ec. (6.24) implica que todos los poros estan conectados

para formar capilares tortuosos.

b) Volumen total

El volumen total de un volumen elemento representativo (REV) viene dado por:

V.=AL, (6.25)

c) Porosidad

Dividiendo el Volumen de Particula (Ec. 6.23) entre el Volumen Total (Ec. 6.24) se

tiene lo siguiente:

\Y 1-Dyy Dyl ' 3-Dr-Dy
p=r=2 Lo' . oo 1(1“—} (6.26)
A(3-D,;-D;) T

max

Donde ¢ es la porosidad aparente de un medio poroso
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d) Area Total

Despejando A de la Ec.(6.26 ) , toma la forma de :

21—DTL Dy-1 r 3-Dy-Dy
A=——=0 gD 1[-} (6.27)
¢(3-D;-D;) r

max

Por lo que la Ec.(6.27) dada es el area total de la seccion transversal

perpendicular a la direccion del flujo.
e) Velocidad promedio

La velocidad de flujo promedio es entonces obtenida mediante la division del Flujo
Volumétrico Total (Ec. 6.18) entre el Area Total (Ec. 6.27) obteniendo lo

siguiente:

V:g:¢(3_DT_Df)2DT—lLOI—DT {¢O 2DT—2L10—DT ( dp ] 2D,
A

Rl - ! 6.28
R
rmax

La Ec. (6.28) indica la velocidad de flujo media para un fluido newtoniano en un
sistema fractal, la cual esta en funcion del area del poro dimensién fractal (Dy) ,

tortuosidad dimension fractal (Dt ) , y los parametros estructurales (rmin,fmax, ¢ Y

Lo), pero también es una funcion del gradiente de presion y la constante de

material( ¢, ).

6.1.4 Permeabilidad aparente

Para calcular la permeabilidad aparente, es primordial la expresidén analitica de la

viscosidad aparente en el sistema de estudio:

a) Viscosidad Aparente
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La viscosidad aparente para un fluido newtoniano se puede encontrar como:

[T L = constante (6.29)
0

n, = f (G) (6.30)

La Ec. (6.29) representa la viscosidad aparente de un fluido newtoniano en un

sistema fractal. La viscosidad aparente y la permeabilidad aparente son

incorporadas en la ley general de Darcy ['%:

V=-—t E (6.31)

b) Permeabilidad Aparente

Despejando k de la Ec (6.31) e incorporando la velocidad promedio Ec (6.28) y la

viscosidad aparente Ec.(6.29) la permeabilidad aparente puede expresarse como:

[¢0 22y [ dp jrzﬂ
N =¢(3-DT-Df)2DT'1L01'DT 4 D (D;+3-D;){ dL, )™ (6.32)
a {1-(%1}3-1), -D,~:| ¢0

rmax

La Ec. (6.32) describe la permeabilidad aparente para un fluido newtoniano en un

sistema fractal. Esta ecuacion es expresada como funcion del area del poro

dimension del fractal (Dy) y tortuosidad fractal (Dy) , los parametros estructurales

(rmax ,fmin,¢Y Lo ) y el gradiente de presion y y la constante de material( @, ).

6.2 No newtoniano Ley de potencia (Ostwald de Waele) con fractal

A partir del balance de momento y de la componente rz de la ecuacion constitutiva
de Ellis en caso particular al modelo de Ley de potencia (Ostwald de Waele) (Ec.

5.2) se tiene la siguiente ecuacion tedrica:
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dv,
z o 6.33
e (c.,) (6.33)

En donde la variable r” de la Ec. (6.33) esta acotada desde 0 hasta r. Al sustituir
la componente rz del tensor de esfuerzos, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

av, (1dp ) ..

6.2.1 Perfil de velocidades

Tomando en cuenta la teoria fractal, se sustituye la derivada de la Longitud del
capilar (Ec 3.23,Capitulo 3) en la Ec (6.34) obteniendo:

v, =¢r & r ar’ 6.35
dr "\ 2Lo™ 2P P DLdL, (6.35)
Por linealidad de la integral la Ec.(6.35) toma la forma de:
dv 1 ’ dp " A\ O
L=gr r 6.36
dr’ ¢1 (LODT -1 22—DT r('DT)DT j (dLO j ( ) ( )

Integrando la Ec.(6.36)

o o o+l
, ! dp | ()
V (1) =dr +C 637
z( ) ¢ LLODT-lzz-DTr(-DT)DTJ (dL(]] otl 1 ( )

Al aplicar la condicion de no deslizamiento en la pared, se obtiene el valor de la

constante C,y el perfil de velocidades toma la siguiente forma:

or 1 ’ dp ’ !
V (r)=-Z2 I-|— )
z (r ) a+1 (LODT_IZZ_DTI'(-DT)DT } [dLO\) [ [ r j ] (6 38)

La Ec. (6.38) denota que el perfil de velocidades para un fluido no newtoniano (Ley

de Potencia), es una funcion de la tortuosidad del fractal (Dt), y parametros de
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estructura (r, r’, y Lo) asi como la gradiente de presion y las constantes de

materiales (¢, y a)

6.2.2 Flujo volumétrico

El flujo en un capilar q que depende de r, i.e. q (r) de un fluido no newtoniano (Ley

de potencia) esta dado por:

q(r’)zj IVZ(r’)r’dr'dﬁ (6.39)

Al sustituir el perfil de velocidades fractal en la expresion de flujo volumétrico (Ec.
6.39), se tiene lo siguiente:

’ ¢11‘3 1 o dp oy (r,jaﬂ
r')=2=n r 1-| — 6.40
a(r) a1 Lo” ' 2*Pr'PrD, ) | dL, -([ r (6.40)

Proponiendo el siguiente cambio de variable u = r’/r la Ec. (6.40) toma la forma:

"\ = ¢r3 1 ' dp " ot
q(r )_nal-l-3(LoDT"l22'DTr‘DTDT] (dLoj '([(l—u )udu (6.41)

Evaluando los limites de la integral y factorizando la Ec. (6.41) es modificada

como:

(6.42)

q(r):m,3 ﬂraDT D12 . 1dp
o+3 Ly D.dL,

La Ec. (6.42) describe el flux en un solo capilar tortuoso, Q describe a través del
elemento la suma de las velocidades de flujo a través de todos los capilares
individuales. De esta manera, obtenemos el total de caudal volumétrico Q de la

siguiente manera.

Tinax Tnax

Q=-[ q(r)-dN=[ q(r)dN (6.43)

Tiin Tmin
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Considerando el flujo de un capilar Ec.(6.42) y la derivada del numero de poros o
capilares Ec.(3.19 ,Capitulo 3) se sustituyen en la Ec.(6.43) y puede expresarse

como:

Q= ' [%Y“DT (-21’” —LDT.](]E) i J ][Dfrﬁg;r“’f“)dr] (6.44)
Toin 0 T 0

Por linealidad de la integral la Ec (6.44) por lo que :

o+3 Ly 'D,dL,

Timin

Q=nD,r>" {ﬂ[-fﬂ b j I r“DT+2Dfdr} (6.45)
Integrando la Ec.(6.45) :

@ Dy +3-D;
Q=nD, ™ ﬂ[-ZDTQ dp ] ( !

Tmax

max - 6.46
T o3 Ly "'DydL, ) (oD, +3-Dy)| (6.46)
Aplicando el teorema fundamental del calculo, la Ec.(6.46) toma la forma de:
9Dr2] 1Dy ¢ o ]
Q:TEDfI}E;X & ( 0 ) ) dp LoDy #3-Dy [ (6.47)
a+3 D} (aD,+3-D;)\ dL,

Evaluando los limites de la integral y factorizando:

D1 3D;

aDy-Dg +3
Tmax ¢ oDr D3 [ @Dr D3 (L aDr-De#3 )| Lnin
e max “\"min max -
min

I

max

La ultima expresion, puede ser rescrita en la forma:

Dy -D; 43 D, Dy +3-2D;
r. T T.
oDy -D;+3 min — oDy -D;+3 min_ _min
(r ™) 1(—} (r ™) 1-( j ( ]
rmax rmax rmax

Se tiene lo siguiente:
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HDr-2] 1Dy a a D; aDy+3-2D;
anDfrl;);x ¢l ( 0 ) _ dp rrz]a)XT +3-Dy 1- rmi rmA (648)
at3 D (D, +3-D; )| dL, r r

max max

Por lo que se tiene la siguiente expresion analitica para el flujo volumétrico total de
un fluido no newtoniano (Ley de Potencia) en un sistema fractal, cuando este es

deformado continua y irreversiblemente con un gradiente de presion.

Sin embargo 1< Dr <2y 1< Df < 2 en dos dimensiones, el exponente aDy +3-

2D¢>0, en general fmin/fmax~102 , por tanto (Fmin/fmay =0 , asi que,
0<(t, /10 )" " <1 .De esta manera la Ec. (6.48) se puede reducir a:
HDr2 I-D;y o a
gy, | A L) (o (6.49)
at3 D} (aD,+3-D; )| dL,

La Ec. (6.49) denota que el caudal volumétrico total es una funcion del area del
poro dimensién fractal (Dy), la tortuosidad del fractal (D7), y parametros de

estructura (rmax ¥ Lo) asi como la gradiente de presion y las constantes de

materiales (¢, y a)

6.2.3 Velocidad promedio

Considerando las variables calculadas anteriormente para la velocidad promedio
para un fluido newtoniano en un sistema fractal (Volumen particular, Volumen total
, Porosidad y Area Total) se emplean de tal forma que, el flujo volumétrico total
(Ec. 6.49) se divide con el Area Total (Ec. 6.27) y obteniendo asi la siguiente

expresion analitica :

_ _ Dy-27 1-D; \* a
V:g: ¢(3‘DT -Df)2DT 1L01 Dy ¢1 (2 LO ) _ dp r(q+1)DT (650)
A {1 [rmm TDT D} a+3 D} (aD;+3-D;){ dL, ) ™
T

max
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La Ec. (6.50) indica que la velocidad de flujo media para un fluido no newtoniano
(Ley de Potencia) es funcion del area del poro dimensién fractal (Ds) , tortuosidad

dimension fractal (Dt ) , los parametros estructurales (rmin,fmax, ¢ Y Lo), ademas es

una funcion del gradiente de presion y las constantes de materiales(¢ | y a).

6.2.4 Permeabilidad aparente

Para calcular permeabilidad efectiva, es necesario calcular las siguientes variables

en el sistema de estudio:

a) Esfuerzo Cortante

Los capilares en medios porosos son usualmente tortuosos, considerando la
Teoria Fractal, y sustituyendo la derivada de la Longitud de capilar (Ec.3.23,

Capitulo 3) el esfuerzo cortante es modificado como:

s rdp_ 1 dp (6.51)

Yo2dL, 2L,”'D,(2r) 7 dL,

El esfuerzo cortante total para todas las paredes se puede encontrar a partir de la

siguiente integral:

Tinax

G:-I o ,-dN=c= IGWdN (6.52)

Tmin Tmin

Tinax

Sustituyendo en la Ec. (6.52) , el esfuerzo en la pared Ec.(6.51) y la derivada del

numero de poros o capilares Ec.(3.19,Capitulo 3) se tiene lo siguiente:

2L,”'D, (2r) 7 dL,

Tnin

e YT [_£ dp J(Dfrmaxnfr(Dtﬂ)dr) (6.53)

67



“‘PERMEABILIDAD EN MEDIOS POROSOS: MODELO DE ELLIS EN UN SISTEMA FRACTAL”

Por linealidad de la integral la Ec (6.53)es modificada como:

dpDfr® T
2L,”"'DydL, 2 (2r) ™"

Py (6.54)

Considerando el teorema fundamental del calculo, la Ec.(6.54) puede ser rescrita

como:

dp Df I-Df Tinax Do ..l
- o dr 6.55
2L,"'D,dL, 2" I (6.55)

min

Integrando la Ec.(6.55)

2D DDy
o (e
T 0 T Hf -

Aplicando el teorema fundamental del calculo, la Ec.(6.56) toma la forma de:

(6.56)

2D dp | > -
c= 2(DT 2) _fU(;DT (__p] max [rDT'Df:| (657)
D; dL, )D;-D; T
Evaluando los limites de la integral y factorizando:
D;-D;
Por lo que:
D dp ) > o
Gzz(DT-Z)_fL}(;DT _ p Lnax 1- Lnin (658)
D, dL, ) D;-D; Lnax

Se obtiene la expresiéon de esfuerzo cortante total para un fluido no newtoniano
(Ley de Potencia) en un sistema fractal, cuando este es deformado continua y

irreversiblemente con un gradiente de presion.La ecuacion (6.58) revela que el
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esfuerzo cortante en todas las paredes capilares se relaciona con las dimensiones

fractales Dr y Dr, parametros estructurales, y gradiente de presion.

b) Viscosidad Aparente

La viscosidad aparente para un fluido no newtoniano (Ley de Potencia) se puede
encontrar como:
8

1
po"

H= (6.59)

Sustituyendo el esfuerzo cortante total Ec. (6.58) en la Ec. (6.59) se tiene la

siguiente expresion analitica:

_ 1 (6.60)

l’ta D.-D a-1
Dy TPt
¢l {2(]3?2) Bf Ll(;DT (_ d(;l? JDrma]x) l:l_[rmin j :H
T 0 T ¢ Lax

La Ec. (6.60) representa la viscosidad aparente de un fluido no newtoniano (Ley

de Potencia) en un sistema fractal. La viscosidad aparente y la permeabilidad

aparente son incorporadas en la ley general de Darcy !"%:

V=t E (6.61)

c) Permeabilidad Aparente.

Despejando k de la Ec (6.61) e incorporando la velocidad promedio Ec. (6.50) y la

viscosidad aparente Ec.(6.60) la permeabilidad aparente puede expresarse como:
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) )

. _ ¢(3-D;-D, )2 'L, ot+3 Df (aD;+3-D, )\ dL, ) ™

a 3-D;-Dy b Dy -D; a-1
1_(rminJ P 5(Pr2) &LI-DT _ dp Cax 1-| Tmin
I.max ' DT 0 dLo DT _Df I‘max

La Ec. (6.62) describe la permeabilidad aparente para un Fluido no newtoniano

(6.62)

(Ley de Potencia ) en un sistema fractal. Esta ecuacion es expresada como
funcién del area del poro dimension del fractal (Ds) y la tortuosidad (Dt) , los

parametros estructurales (rmax, 'min, ¢ ¥ Lo) , @si como el gradiente de presion y las

constantes de los materiales (¢, y o ).

Sin embargo se observa de la Ec. (6.62) que los parametros estructurales y las
constantes de los materiales puede tener una influencia significativa en la
permeabilidad, la determinacion de estos parametros es crucial y puede requerir

mediciones experimentales y algunas correlaciones empiricas.

6.3 Modelo de Ellis con fractal

Tomando en consideracidon que la ecuacion constitutiva de Ellis puede ser
deducida mediante la combinacién del modelo Newtoniano y el de la Ley de
Potencia respectivamente. Se puede retomar y utilizar las ecuaciones deducidas

anteriormente para un sistema fractal.

6.3.1 Perfil de velocidades

Sumando el perfil de velocidades de un fluido newtoniano con fractal Ec (6.6) y de
un fluido no newtoniano con fractal Ec.(6.38) se tiene la siguiente expresion

analitica :
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, 1 dp Y or 1 ’ dp ‘ ( !
V. (r)=¢r - - L -2 - 1-
()= (LODT_I 22'DTr('DT)DTJ[ dLOJ[ [rj J at+1{ LoPr22PrpPrp dL,

(6.63)

La Ec. (6.63) denota que el perfil de velocidades para un fluido de Ellis en un
sistema fractal, es una funcion la tortuosidad del fractal (Dt), y parametros de

estructura (r, r' y Lo) asi como el gradiente de presion y las constantes de

materiales (¢,, ¢, Y o)

6.3.2 Flujo volumétrico

Combinando el flujo volumétrico newtoniano con fractal Ec (6.18) y el no

newtoniano con fractal Ec.(6.49) toma la forma de :

D27 1-Dy 9 Dr 2] 1-Dy ¢ a
Q= B2 L [ & ]rﬁiﬁ g (L) ( dp} €2 (6.64)
4 D, (D;+3-D;){ dL, o+3 D2 (oD, +3-D, ) dL,

La Ec. (6.64) denota que el flujo volumétrico total para un fluido de Ellis en un
sistema fractal, es una funcion del area de poros dimensiéon fractal (D), la

tortuosidad del fractal (D), y parametros de estructura (rmax ¥ Lo) asi como la

gradiente de presion y las constantes de materiales (¢ ,, ¢,y o )

6.3.3 Velocidad promedio

Sumando la velocidad promedio newtoniano con fractal Ec (6.28) y el no

newtoniano con fractal Ec.(6.50) se tiene como resultado:
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¢(3-D;-D; ) 2" 'L,

3-D;-D¢
1 _( I'min J
I'max

J(¢09¢19DT’Df’LO’a’rmin’rmax) (665)

& 2DT _ZLI(;DT ] dp rZDT
4 D;(D;+3-D;){ dL, )™
J(¢05¢1’DT9Df’LO3a”rmin’rmax): D;-27 1-D; o o (666)
n ¢ (2 Lo ) ) dp (D
a+3 D} (oD;+3-D; ) dL, ) ™

Las Ecs. (6.65 y 6.66) denotan que la velocidad media para un fluido de Ellis en un
sistema fractal, es una funcion del area de poros dimension fractal (Ds), la

tortuosidad del fractal (D), y parametros de estructura (rmax, rmin, ¢ Yy Lo) asi como

la gradiente de presion y las constantes de materiales (¢,, ¢, Y o)

6.3.4 Permeabilidad aparente

Combinando la permeabilidad aparente de un fluido newtoniano con fractal Ec

(6.32) y de un fluido no newtoniano con fractal Ec.(6.62) toma la forma de :

_ ¢(3-Dy-D; ) 2”7 L, ™
a 3-D;-D;
1-| Tmin_
[ [rmaxj ]

G(¢,.4.D;,D;, Ly, a1, .1 )=

> “min ® “max

& 2DT»2L}(;DT ] dp oo ¢1 (2DT-2L1(;DT) - dp ar(u+1)DT
4 D;(D;+3-D;){ dL, )™ a+3 D} (aD;+3-D,){ dL, ) ™ (6.68)

a-1
D, D;-D;
¢0+¢1 |:2(DT2) II))fI‘l(;DT [_ d(if) J Drmai() !1_[ Lnin ] ]]
T 0 T Hf rmax

G(¢O’¢19DT’Df’LO’a’rmin’rmax) (667)
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Las Ecs. (6.67 y 6.68) denotan que la permeabilidad efectiva para un fluido de Ellis
en un sistema fractal, es una funcién del area de poros dimension fractal (Dy), la

tortuosidad del fractal (D), y parametros de estructura (rmax, rmin, ¢ Yy Lo) asi como

el gradiente de presion y las constantes de materiales (¢,, ¢, ¥ o)

Las Ecs. (6.67 y 6.68) también indican que la permeabilidad para un fluido no
newtoniano es significativamente diferente de un fluido newtoniano en un medio
poroso , porque la permeabilidad para un fluido newtoniano en un medio poroso se
relaciona unicamente con los parametros estructurales de medios porosos y es

independiente a las propiedades de los fluidos.
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7.1 Variables adimensionales

En este capitulo se presentan las principales simulaciones y analisis de resultados
del capitulo 5. Para facilitarlas se introducen un conjunto de variables
adimensionales las cuales solo se utilizaron en el modelo de Ellis, estas permiten
acotar el espacio de soluciones introducir grupos adimensionales que describan la
competencia entre los principales mecanismos presentes en la dinamica de flujo
de medio fractal. Para esto son escaladas las siguientes variables dinamicas,

geométricas y de medio:

Variable Variable Variable Caracteristica
Dimensional Adimensional

\' \A \%A

Q Q Q.

f w K,

Tabla 4.Variables adimensionales modelo de Ellis

Ecuaciones adimensionales

A partir de las dos tablas anteriores, a continuacion se presenta un resumen de las

principales ecuaciones adimensionales deducidas en el presente trabajo.

a) Perfil de Velocidad

R S | N A
V()30 (1) (o) (1)

b) Flujo Volumétrico

* 1 * 1 % \O
=30 o)

75




“‘PERMEABILIDAD EN MEDIOS POROSOS: MODELO DE ELLIS EN UN SISTEMA FRACTAL”

c) Viscosidad Aparente

* _ 1
nap 4 « 0.—1
(o)
at3
En esta seccion, se transformaron las ecuaciones dimensionales en
adimensionales, con el fin de obtener las respectivas ecuaciones analiticas

adimensionales, las cuales son punto de partida en las simulaciones posteriores.

Simulacion Computacional

La programacion de las ecuaciones fue realizada en Mathematica 9.0 el cual se
basa en lenguaje C.. Los datos numéricos, fueron equi-espaciados es decir, a las
simulaciones se les dio el mismo tamafno de paso. Después de eso, fueron
visualizados para que posteriormente fueran exportados aun hoja de calculo, en

donde se realizaron las graficas correspondientes.
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7.2 Modelo de Ellis (Teoria del poro promedio)

7.2.1 Perfil de velocidades

1.6
14

1.2

0.8
0.6

0.4

VELOCIDAD AXIAL ADIMENSIONAL

0.2

oL 1 1 1 } 1 1 1 1 } 1 1 1 1 } 1 1 1 ——
-1 -0.5 0 0.5 1

COORDENADA RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 7. llustra el perfil de velocidades como funcion de la coordenada radial
adimensional para diferentes valores del parametro alfa

En la Fig. 7 se observa todos los perfiles muestran un comportamiento de
tipo parabdlico. Sin embargo, se nota que el efecto del parametro alfa, el cual esta
asociado a los mecanismos adelgazantes o engrozantes al corte, aumenta el
maximo en los perfiles parabdlicos, es decir, entre mas adelgazante sea nuestro
fluido mayor velocidad de los elementos materiales se pueden observar.
Fisicamente, en las paredes del capilar, se cumple la condicibn de no

deslizamiento y en el centro se presenta el maximo en la velocidad del sistema.
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40 — ——0=1 ——0=2

VELOCIDAD AXIAL ADIMENSIONAL

COORDENADA RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 8. llustra el perfil de velocidades en funcién de la coordenada radial
adimensional para diferentes valores del esfuerzo en pared. El parametro utilizado
a=2.

En la Fig.8 se simulan los perfiles de velocidad en funcién de la fuerza que
de forma continua e irreversiblemente esta asociada con el esfuerzo en la pared.
Como en la Fig.7, se observan los perfiles axi-simétricos del perfil de velocidades.
El efecto neto del esfuerzo en la pared, es desfasar las curvas a estado de mayor
a menor velocidad por efecto del flujo. Notese que en las paredes la velocidad es
cero, debido a que no hay efectos de deslizamiento en la pared. En el centro del
capilar r = 0, se observa el maximo valor en el perfil de velocidad. Finalmente, el

perfil de velocidades se ve afectado por

a) Los mecanismos adelgazantes o engrozantes al corte

b) La fuerza irreversible asociada al esfuerzo en la pared.

c) EL maximo en el perfil de velocidades se debe a un acoplamiento entre
las propiedades no newtonianas del sistema.
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Se observa todos los perfiles muestran un comportamiento de tipo parabdlico. Sin
embargo, se nota que el efecto del parametro alfa, el cual esta asociado a los
mecanismos adelgazantes o engrozantes al corte, aumenta el maximo en los
perfiles parabdlicos, es decir, entre mas adelgazante sea nuestro fluido mayor
velocidad de los elementos materiales se puede observar. Fisicamente, en las
paredes del capilar, se cumple la condicion de no deslizamiento y en el centro se

presenta el maximo en la velocidad del sistema.
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—o0=5 ——0=6
-
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COORDENADA RADIAL ADIMENSIONAL

Figura 9. llustra el perfil de velocidades en funcién de la coordenada radial
adimensional para diferentes valores del esfuerzo en pared. El parametro utilizado
a=4.

En la Fig. 9 se simulan los perfiles de velocidad en funcién de la fuerza que
de forma continua e irreversiblemente esta asociada con el esfuerzo en la pared.
Como en la Fig.7, se observan los perfiles axi-simétricos del perfil de velocidades.
El efecto neto del esfuerzo en la pared, es desfasar las curvas de estados de

menor a mayor velocidad por efecto del fuerza motriz asociado a la esfuerzo en la
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pared. A valores de esfuerzos de la pared cercanos a 1 se obtiene el menor perfil
de velocidades .Es importante resaltar , que existe una zona de -0.6 a 0.6 donde
se presenta un frente homogéneo debido a que no existe diferencia relativa, la
velocidad de los elementos materiales que se estan considerando . Finalmente, el

perfil de velocidades se ve afectado por

a) Los mecanismos adelgazantes o engrozantes al corte
b) La fuerza irreversible asociada al esfuerzo en la pared.
c) EL maximo en el perfil de velocidades se debe a un acoplamiento entre

las propiedades no newtonianas del sistema.

Se observa todos los perfiles muestran un comportamiento de tipo
parabdlico. Sin embargo, se nota que el efecto del parametro alfa, el cual esta
asociado a los mecanismos adelgazantes o engrozantes al corte, aumenta el
maximo en los perfiles parabdlicos, es decir, entre mas adelgazante sea nuestro
fluido mayor velocidad de los elementos materiales se puede observar.
Fisicamente, en las paredes del capilar, se cumple la condicion de no

deslizamiento y en el centro se presenta el maximo en la velocidad del sistema.
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7.2.2 Flujo volumétrico
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Figura 10. llustra el flujo volumétrico como funcion del esfuerzo en la pared
adimensional para diferentes valores del parametro alfa.

En la Fig.10 se observa la siguiente grafica que ilustra los mecanismos
adelgazantes en funcion del esfuerzo en la pared adimensional. A valores bajos
del esfuerzo en la pared el flujo volumétrico se comporta de forma constante sin
embargo, para un cierto esfuerzo critico el sistema presenta un comportamiento
monotono creciente y el valor de las pendientes asociadas a los mecanismos
adelgazantes esta determinado completamente por el parametro alfa. Nétese, que
los mecanismos adelgazantes incrementan notablemente el flujo volumétrico
debido a que la estructura se rompe por efecto del flujo y la fuerza motriz asociada

el gradiente de presion evaluado en la pared.
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7.2.3 Viscosidad aparente
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Figura 11.llustra la viscosidad como funcién del esfuerzo en la pared adimensional
para diferentes valores del parametro alfa.

En la Fig.11 se observa que a valores bajos del esfuerzo en la pared
cercanos a 1 la viscosidad se comporta de forma constante como un fluido
newtoniano. Sin embargo para un cierto esfuerzo en la pared mayor a 1 el sistema
presenta un comportamiento monoétono decreciente. Notese, que los mecanismos
adelgazantes decrecen notablemente la viscosidad y el valor de las pendientes
estan relacionadas con el adelgazamiento del liquido debido a Ila
desestructuracion del material por efecto del corte asociado a la fuerza que

deforma continua e irreversiblemente el fluido (esfuerzo en la pared)
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7.2.4 Esfuerzo cortante
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Figura 12.llustra el esfuerzo como funcién de la coordenada radial para diferentes
valores del parametro sigma

En la Fig.12 Se observa que el esfuerzo muestra un comportamiento lineal
en el intervalo [0, 1].N6tese que en la pendientes de cada recta esta determinada
por el valor del esfuerzo en la pared. Es importante resaltar que en estas curvas el
esfuerzo no depende del tipo de fluido que se analiza, por lo tanto es un resultado

general.
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7.2.5 Permeabilidad intrinseca
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RADIO DEL PORO

Figura 13.llustra la permeabilidad intrinseca como funcion del radio del poro con
diferentes valores de porosidad.

La Fig.13 notese el efecto de la permeabilidad como funcion de la porosidad

del medio la cual, es una funcién del numero de huecos en el sistema. Es claro

que para este modelo, la permeabilidad muestra un comportamiento monétono

creciente en todo el intervalo del radio del poro. Las lineas de la grafica se

desfasan de menor a mayor permeabilidad por efecto de la porosidad. Un material

que tiene un mismo radio de poro puede ser mas permeable que otro dependiendo

de la porosidad del material.
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7.3 Modelo Ellis(Teoria Fractal)
El algoritmo para la determinacion del perfil de velocidades, flujo volumétrico,

viscosidad aparente, esfuerzo cortante y permeabilidad aparente para el flujo de

fluidos de Ellis en un sistema Fractal en medios porosos se resumen como:
a) (¢) porosidad y (R) radio de la particula promedio ($= 0.52 , R = 0,03 cm). 1!

b) Obtener los parametros de estructura ( rmin , r'max » Lo) Y la dimension fractal
( Df, Dr ) a partir de las Ecs. (3.24 - 3.30) del Capitulo 3.

c) Los parametros de propiedades de fluido ( 612=0.719 Pa, up=4.35Pas)

pueden obtenerse por experimento B,
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7.3.1 Perfil de velocidades
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Figura 14.llustra el perfil de velocidades como funcién de la coordenada radial
para diferentes valores del parametro alfa. (D,=1.25, L, =0.0824)

En Fig.14 Se simula el perfil de velocidades del fluido Ellis utilizando la
teoria fractal aplicada a la descripcion del sistema heterogéneo de poros, se
observa lo siguiente: en las paredes la velocidad es cero, debido a que no hay
efectos de deslizamiento en la pared. En el centro del capilar r = 0, se desarrolla el
maximo valor en el perfil de velocidad .El efecto del parametro alfa, es desfasar las

curvas ha estado de mayor a menor velocidad por efecto del flujo.
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VELOCIDAD AXIAL
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Figura 15.llustra el perfil de velocidades en funcién de la coordenada radial para
diferentes valores del esfuerzo en pared. ElI parametro utilizado a = 2.

(D;=1.25 L, =0.0824)
En Fig. 15 Se simula el perfil de velocidades del fluido Ellis utilizando la

teoria fractal aplicada a la descripcion del sistema heterogéneo de poros.

El efecto neto del esfuerzo en la pared, es desfasar las curvas ha estado de mayor
a menor velocidad por efecto del flujo. Notese que en las paredes la velocidad es
cero, debido a que no hay efectos de deslizamiento en la pared. Sin embargo, se
nota que el efecto del parametro alfa, el cual esta asociado a los mecanismos
adelgazantes o engrozantes al corte, aumenta el maximo en los perfiles
parabdlicos, es decir, entre mas adelgazante sea nuestro fluido mayor velocidad

de los elementos materiales se puede observar.
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Figura 16.llustra el perfil de velocidades en funcion de la coordenada radial para
diferentes valores del esfuerzo en pared. El parametro utilizado a = 4.

(D,=1.25 L, =0.0824)
En Fig.16 Se simula el perfil de velocidades del fluido Ellis utilizando la

teoria fractal aplicada a la descripcién del sistema heterogéneo de poros.

El efecto del esfuerzo en la pared, es desfasar las curvas ha estado de mayor a
menor velocidad por efecto del flujo. . A valores de esfuerzos de la pared cercanos
a 1 se obtiene el menor perfil de velocidades Noétese que en las paredes la
velocidad es cero, debido a que no hay efectos de deslizamiento en la pared. Es
importante resaltar, que existe una zona de -0.6 a 0.6 donde se presenta un frente
homogéneo debido a que no existe diferencia relativa, la velo de los elementos

materiales que se estan considerando.
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7.3.2 Flujo volumétrico

FLUJO VOLUMETRICO
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5 10 15 20
ESFUERZO EN LA PARED

Figura 17.llustra el flujo volumétrico como funcion del esfuerzo en la pared para
diferentes valores del parametro alfa. (D,=1.25, D;=1.79 ,.L, =0.0824)

En Fig.17 Se simula el flujo volumétrico del fluido Ellis utilizando la teoria

fractal aplicada a la descripcidn del sistema heterogéneo de poros.

A valores bajos del esfuerzo en la pared el flujo volumétrico se comporta de forma

constante sin embargo, en particular para un esfuerzo critico el sistema presenta

un comportamiento mondétono creciente y el valor de las pendientes asociadas a

los mecanismos adelgazantes esta determinado completamente por el parametro

alfa.

89



“‘PERMEABILIDAD EN MEDIOS POROSOS: MODELO DE ELLIS EN UN SISTEMA FRACTAL”

7.3.3 Viscosidad aparente
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Figura 18. llustra la viscosidad como funcién del esfuerzo en la pared para
diferentes valores del pardmetro alfa. (D;=1.25,D,=1.79 L, = 0.0824)

En Fig.18 Se simula la viscosidad del fluido Ellis utilizando la teoria fractal

aplicada a la descripcion del sistema heterogéneo de poros, se observan los

siguientes puntos importantes:

a) Se observa que a valores bajos del esfuerzo en la pared cercanos a 0.1

la viscosidad se comporta de forma constante como un fluido

newtoniano. Sin embargo para un cierto esfuerzo en la pared mayor a

0.1 el sistema presenta un comportamiento monoétono decreciente.

b) Los mecanismos adelgazantes decrecen notablemente la viscosidad y el

valor de las pendientes estan relacionadas con el adelgazamiento del

liquido debido a la desestructuracién del material por efecto del corte
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asociado a la fuerza que deforma continua e irreversiblemente el fluido

(esfuerzo en la pared).

7.3.4 Esfuerzo cortante

ESFUERZO CORTANTE

0.4 0.5 0.6
COORDENADA RADIAL

Figura 19.llustra el esfuerzo cortante como funcién de la coordenada radial para
diferentes valores del pardmetro sigma.(D,=1.25, L, = 0.0824)

En Fig .19 Se simula la esfuerzo cortante del fluido Ellis utilizando la teoria

fractal aplicada a la descripcion del sistema heterogéneo de poros .Se observa

que el esfuerzo muestra un comportamiento lineal en el intervalo [0.1,1].Nétese

que en la pendiente de cada recta esta determinada por el valor del esfuerzo en la

pared .
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7.3.5 Esfuerzo cortante total
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Figura 20.llustra el esfuerzo cortante total en el haz de capilares como funcion de
la coordenada radial para diferentes valores del parametro sigma.

(D;=1.25,D,;=1.79, L, =0.0824)

En Fig. 20 Se simula la esfuerzo cortante total del fluido Ellis utilizando la

teoria fractal aplicada a la descripcién del sistema heterogéneo de poros, tomando

en cuenta el conjunto de los capilares del medio poroso, se observa que el

esfuerzo muestra un comportamiento lineal en el intervalo [0, 1].N6tese que en la

pendiente de cada recta esta determinada por el valor del esfuerzo en la pared.
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7.3.6 Permeabilidad aparente
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Figura 21.llustra la permeabilidad aparente para el modelo de Ellis en un Sistema
Fractal , con diferentes valores para el parametro alfa.

(D;=1.25,D;=1.79, L, =0.0824)

En la Fig. 21 En los diferentes casos considerados, se observa que el
comportamiento es monotono decreciente para valores bajos de gradiente de
presion. Sin embargo, para un valor a=1 es constante debido al comportamiento
newtoniano del fluido. Para los demas casos de alfa los valores criticos en el
gradiente de presion, su comportamiento en la permeabilidad es asintético en
donde, este es independiente al gradiente de presién., asi que se concluye que el
efecto importantes es a bajos valores en el gradiente de presion. Es importante
resaltar, que en estos calculos no se toma en cuenta la naturaleza elastica del
material debido a los alcances del trabajo el cual, sera mencionado en el trabajo

futuro al final de este trabajo.
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7.4 Resultados comparativos entre velocidad superficial y
gradiente de presion , tedérico-experimental

Se investigaron dos colecciones completas de los datos experimentales
encontrados en la literatura sobre un fluido de Ellis:
e Park obtuvo datos experimentales para un fluido adelgazante en lechos
empacados que puede ser caracterizado como un fluido de Ellis.?”
e Balhoff y Thompson estudiaron la reologia de un fluido de Ellis en lechos

empacados.?¥

La relacion entre la velocidad promedio y el gradiente de presién esta dada por :

kAP ( k APY
V=—— | —— (7.1)
b, L M L
o-1
o[ 3+a)\( keo,, |2
M =My (TJ[—?;ZWJ (7.2)
__dg (7.3)
72C(1-¢)’ '

Donde k es permeabilidad del medio poroso, B es un constante empirica del
modelo macroscépico para fluidos adelgazantes en un medio poroso, C es una
constante (C puede encontrarse experimentalmente y es reportada como 25/12),

Dp es diametro de particula y pes €s la viscosidad para el fluido de Ellis.

A partir de los datos experimentales se grafico la velocidad superficial para el

modelo macroscopico de Ellis Ec.(7.1) y el modelo de Ellis fractal Ec (7.4)

ﬂ 2DT-2I_}(;DT (- dp jrzDT
$(3-D,-D, ) 2" 'L, 4 D;(D;+3-D;)\ dL, )™

3-Dp-Dy D;-27 1-D; \* a
1- Lonin. + ¢ (2 Lo ) ) dp @ )Pr
L at3 Dj (aD,+3-D; )\ dL, ) ™

(7.4)
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Figura 22.Comparacién entre Modelo Ellis fractal y datos experimentales de Park
0.5% poliacrilamida

El fluido es descrito por los parametros de Ellis a=2.47 ,01,2=0.719 Pa, uo=4.35 Pa
s .El lecho tiene un diametro de diametro de particula promedio de 0.1621 cm ,
porosidad 42.3 % y la permeabilidad estimada de 3.76x10°cm?.

Parametros fractal (D;=1.72,D,=0.63,L,=0.075)

En la Fig. (22) se ilustra la velocidad de Darcy (Superficial) en funcién del
gradiente de presion. El fluido es caracterizado mediante la ecuacion constitutiva
de Ellis, es decir el fluido a bajos esfuerzos en la pared presenta una zona
constante en la viscosidad y para un esfuerzo critico adelgazamiento al corte
respectivamente. Este sistema describe al medio poroso mediante la teoria la
fractal respectivamente. Los datos experimentales fueron obtenidos de un homo-
polimero conocido como Poliacrilamida al 5 % el cual, puede ser sintetizado en
forma de cadena lineal o entrecruzado, e incluso se emplea junto con otros

mondmeros como el acrilato de sodio para formar distintos copolimeros. Este
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absorbe agua, por lo que en la practica es un hidrogel, y uno de los geles mas
utilizados para realizar electroforesis. En la Fig. (22) se observa que la velocidad
de Darcy en funcion del gradiente de presion muestra un comportamiento
monotono creciente en todo la ventana de observacion, contrastando con nuestro

modelo Ellis fractal se nota un buena concordancia entre los datos .

0.25 +
e Vlodelo Ellis Fractal

02 +
> .
&) Modelo Macroscopico
< Ellis(3=0.61)
g /
a 0.15 +
< 4
Q
O
9 4
>

0.05 +

0;7—‘! ———————————
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Figura 23.Comparacion entre Modelo Ellis fractal y datos experimentales de
Balhoff y Thompson 0.72 % goma guar.

El fluido es descrito por los parametros de Ellis 0=3.46 ,012= 9.01 Pa, up=2.672 Pa
s .El lecho tiene un diametro de diametro de particula promedio de 0.254 cm ,
porosidad 38 % y la permeabilidad estimada de 4.19x10°cm2.

Parametros fractal (D,=1.68,D,=0.56,L,=0.072)
En la Fig (23) se muestra el contraste entre la velocidad modelo de Ellis fractal y
los datos experimentales de Balhoff y Thompson 0.72% goma guar, que es

un polisacarido de reserva nutricional de las semillas de Cyamopsis tetragonoloba,

el cual es soluble en agua, que al mezclarse con esta genera,
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un gel viscoso e insipido. Esta propiedad espesante lo ha convertido en
ingrediente primordial para extraccidn de petrdleo y gas natural en yacimientos,
mediante fracturacién hidraulica de lutitas. Como en el caso anterior, se observa
un comportamiento monoétono creciente en toda la ventana de observacion y al
comparar con los datos experimentales se observa una concordancia entre estos y
las predicciones analiticas de este modelo. Finalmente, los datos experimentales
de los fluidos, pueden ser caracterizados mediante el modelo de Ellis utilizando
como herramienta los conceptos de la teoria fractal aplicada un medio poroso.
Siguiendo en este punto, en el capitulo posterior se presentaran la comparacién
con los objetivos y la hipdtesis, se daran las conclusiones del mismo, y se
presentaran las posibles lineas de investigacion con el fin de enriquecer esta

investigacion.
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En este trabajo, se analizé un liquido no newtoniano con la ecuacion constitutiva
de Ellis mediante la teoria del poro promedio y teoria fractal ,con estructura
transitoria que fluye a través de una tuberia de radio r=a y longitud z=L. Las
ecuaciones de momento se resolvieron y se dedujeron expresiones analiticas
para el perfil de velocidades axial, velocidad promedio, flujo volumétrico,
viscosidad aparente, esfuerzo cortante y permeabilidad respectivamente para
cada modelo. Finalmente, se analizaron los efectos que puede tener el cambio de
geometria en el sistema, utilizando datos reométricos experimentales
provenientes de la literatura de un fluido de Ellis y comparandolos con el modelo

Ellis fractal. ?43%

8.1 Perfil de velocidad

En el caso de la velocidad axial, el comportamiento de ambos sistemas, Ellis
(Teoria del Poro promedio) y Ellis Fractal (Teoria Fractal) , muestran el clasico
perfil parabdlico, los perfiles de velocidad decrecen conforme el fluido se hace mas
espesante al corte , a través de las propiedades materiales caracterizadas por un
fluido de Ellis.

8.2 Flujo volumétrico

En el flujo volumétrico se observan comportamientos similares en ambos
sistemas, Ellis (Teoria del Poro promedio) y Ellis Fractal (Teoria Fractal) ,a
valores bajos del esfuerzo en la pared el flujo volumétrico se comporta de forma
constante por efecto de la fuerza motriz asociada con el esfuerzo en la pared
debido a las propiedades adelgazantes al corte del fluido.Sin embargo, en
particular para un esfuerzo critico el sistema presenta un comportamiento

monoétono creciente lo que implica que en este régimen los mecanismos no-
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newtonianos asociados a las propiedades adelgazantes al corte dominan sobre las

viscosas.

8.3 Viscosidad aparente

En el caso de la viscosidad aparente se observan en ambas teorias que los
mecanismos adelgazantes decrecen notablemente la viscosidad y el valor de las
pendientes estan relacionadas con el adelgazamiento del liquido debido a la
desestructuracion del material por efecto del corte asociado a la fuerza que

deforma continua e irreversiblemente el fluido (esfuerzo en la pared).

8.4 Esfuerzo cortante

El esfuerzo cortante en el modelos de Ellis y Ellis Fractal tiene un comportamiento
lineal con la coordenada radial, las pendientes de cada recta esta determinada por
el valor del esfuerzo en la pared. Es importante resaltar que en estas curvas el
esfuerzo no depende del tipo de fluido que se analiza, por lo tanto es un resultado

general.

8.5 Permeabilidad Aparente

En este trabajo la permeabilidad aparente (medida de resistencia de flujo en un
medio) en un Sistema fractal para la ecuacion constitutiva de Ellis, los resultados
mostraron que la permeabilidad aparente decrece con el incremento del gradiente
de presion, y en un valor critico el comportamiento es asintético. En cuanto mayor
sean los valores de la constante material a , es mas baja la permeabilidad
aparente .En contraste con la permeabilidad intrinseca para el modelo de Ellis que
tiene un comportamiento monétono creciente en todo el intervalo por efecto de la

porosidad.

La precision del modelo propuesto puede depender en gran medida de la
determinacion de tamafios de poro minimo y maximo, lo que influyd

significativamente en la determinacion exacta desde las dimensiones fractales,
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tamafio medio, y la permeabilidad. Sin embargo, un modelo para determinar con
precision los tamafios maximo y minimo de los poros actualmente no se dispone, y

esto puede ser objeto de estudio a futuro.
8.6 Trabajo futuro

Una continuacion natural de esta investigacion versa en el estudio de diferentes
fendmenos fisicos utilizando distintas ecuaciones constitutivas. En este contexto,
esta tesis desarrollo un modelo inelastico descrito por el acoplamiento del fluido
newtoniano y el de ley de potencia a través del modelo de Ellis. Este modelo,
puede ser extendido tomando en cuentas las propiedades elasticas asociadas a la
recuperacion de distintos fluidos complejos. Ejemplos de estos son: (i) Maxwell, (ii)

Jefrreys, (ii) Giesekus, (iv) Oldroyd B, etc.

Por otra parte desde un punto matematico al extender este tipo de fluidos en el
régimen viscoelastico lineal y no lineal se necesitan métodos numéricos para

resolver las ecuaciones diferenciales como son:

a) Discretos
b
c

d

)
) Elemento finito

) Volumen Finito

) Métodos Hibridos

Por ejemplo, se pueden estudiar los sistemas proponiendo técnica analiticas
basadas en métodos perturbativos o utilizando diferentes transformadas
integrales. Por otra parte, se puede describir el medio poroso como un sistema
conformado por expansiones y contracciones de flujo, en este punto se tienen
diferentes tipos y relaciones geométricas de contraccién para describir este

fenémeno.

En este contexto, se puede extender este estudio tomando en cuenta los procesos
de flujo pulsatil modificando el gradiente des presion. Estos sistemas, son muy
utilizados en la estimulacion de yacimientos de petrdleo por medios de ondas

elasticas. Estos métodos son conocidos como recuperacion terciaria de petroleo.
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De la misma manera, la extensidn experimental con sistemas complejos
micelares que estan conformados con miles o decenas de miles de agentes
tensoactivos, los cuales forman estructura tipo gusano las cuales presentan
comportamiento reolégico complejo en el régimen lineal y no lineal

respectivamente.

Un aspecto importante de esta teoria puede ser la aplicacion a sistemas biologicos
como la sangre , la repuesta dinamica corazén-sistema vascular en la descripcion
de flujo sanguineo con diferentes trastornos alimenticios. Por otra parte, las
células ciliadas son motores que amplifican el sonido el oido interno por los que la
membrana puede ser descrita por una serie de tortuosidades en donde se

intercambian fluidos ricos en iones potasio, calcio, ect.
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