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Introduccion

La teoria de los grupos Fuchsianos es de gran importancia en diversas ramas de
la matemédtica moderna, de forma méds especifica, interactia con la teoria de las
superficies de Riemann, la teoria de niimeros, los sistemas dindmicos, la teoria
de mapeos quasi conformes y la teoria de Teichmiiler entre otras areas. Un caso
que es de particular importancia es el de la teoria de nudos y la topologia de
las 3-variedades, donde los trabajos de Thurston y Jgrgensen probaron que la
mayoria de éstas tienen estuctura hiperbdlica, es decir, son cocientes de la accién
de un grupo Kleniano en el espacio hiperbélico tridimensional (véase [7]). Al ser
los grupos fuchsianos un caso particular de los grupos Klenianos, resulta de gran
importancia estudiar los grupos fuchsianos dichos contextos.

En esta tesis exploraremos varios resultados sobre rigidez de los grupos Fuch-
sianos, es decir, encontraremos restricciones universales para estos grupos. En
particular las restricciones a ciclos de vértices accidentales y elipticos juegan un
papel protagoénico. En el capitulo 2 se exhiben cotas superiores para las par-
tes imaginarias de ciclos en los poligonos de Ford (teorema 2.0.4). Se muestran
también cotas inferiores de las distancias entre cicos al centro del poligono de
dirichlet (teorema 2.0.9), ademds se muestra que en el caso de ciclos de orden
tres no existen cotas inferiores. Todos estos teoremas vienen acompanados de
ejemplos que prueban que las cotas dadas son las mejores posibles.

En estos contextos los grupos de Hecke cobran una singular importancia.
Por lo tanto estos son el objeto de estudio en el capitulo 3, donde se prueba que
si un grupo fuchsiano tiene area menor a 7w, entonces se trata de un grupo de
Hecke o uno de tres grupos triangulares especificos (teorema 3.0.13). También
se prueba que si un grupo Fuchsiano contiene como subgrupo a un grupo de
Hecke, entonces también es de Hecke(teorema 3.0.15).

En el capitulo 4 se estudian cotas para las trazas de los generadores de
grupos Fuchsianos de rango 2. Un primer resultado muestra que si el grupo
se encuetra generado por dos parabdlicas, entonces su conmutador tiene traza
mayor a 18, salvo dos casos especificos que corresponden grupos triangulares
(teorema 4.0.17). Un segundo resultado establece cotas inferiores para la traza
del conmutador de los generadores de un grupo Fuchsiano generado por una
parbdlica y una transformacion cualquiera. Se prueba que si el grupo tiene
elementos elipticos, entonces dicha traza es menor a 18 y si la traza se encuentra
entre 3 y 6, entonces se trata de un grupo de Hecke(teorema 4.0.18). Finalmente,
se prueba un resultado andlogo a la desigualdad de Jgrgensen para un grupo
Fuchsiano de rango 2 generado por una eliptica y una transformacién cualquiera.
Se prueba que salvo ciertos grupos triangulares la traza del conmutador de
los generadores es mayor o igual a 3 y se exhibe una cota maés fuerte para la
desigualdad de Jgrgensen (teorema 4.0.19).






CapiTULO 1

Preliminares

1.0.1. Preliminares analiticos

En la presente tesis se utilizardan algunos conceptos de la teoria general de la
medida, comenzaremos con la definicién del concepto més fundamental en dicha
teoria: el de sigma algebra. Durante toda la siguiente exposicién denotaremos
por P(X) al conjunto potencia de un conjunto X.

Definicién 1 Sea X un conjunto, se dice que una familia ¥ C P(X) es una
o-dlgebra de subconjuntos de X si cumple las siguientes propiedades

1. XeX¥
2. Si A,BeX, entonces A\ B € X

3. Si {Ap}nen es una sucesion de elementos de 3, entonces |J A, € X.
neN

A los elementos de una o-dlgebra se les conocen como conjuntos medibles.
Si Y es una o-dlgebra de subconjuntos de X, entonces al par (X,X) se le llama
un espacio medible.

Noétese que para cualquier o-dlgebra ¥ se tiene que () € ¥ pues como X €
Y= 0 =X\X € X, ndtese también que para cualquier conjunto X P(X) es
una o-algebra.

Otra observacién que podemos hacer sobre las o-dlgebras es que si {X, }aca €s
una familia de o-algebras de subconjuntos de un conjunto X, entonces

N

acA

es tambien una o-dlgebra, la cual claramente es la o-dlgebra més grande (en el
sentido de contencién de conjuntos) que estd contenida en ¥, para cualquier
a € A. La demostracién es bastante sencilla y el lector puede consultarla en [5,
p. 12]. Gracias a este hecho obtenemos la siguiente definicién

Definicién 2 Sea X un conjunto y sea A una familia cualquiera de subcon-
juntos de X, defininmos la o-dlgebra generada por A de la siguiente manera;
sea
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F={SCPX)|ACXyX eso-dlgebra },

proseguimos a definir

S(4) ==,

SeF

a este conjunto le llamamos la o-dlgebra generada por A, es claro de la discusion
anterior que S(A) es una o-dlgebra y que A C S(A).

Un ejemplo muy importante se obtiene al considerar (X, 7) un espacio topoldgi-
co, entonces podemos generar una o-algebra a través de la topologia 7, la cual la
denotaremos como S(7) := B,. A esta o-dlgebra se le conoce como la o-dlgebra
de Borel de 7, de este tipo de o-dlgebras tiene particular importacia el caso
cuando X = R™ (n cualquier natural) y 7 son los abiertos usuales de R", a esta
o-algebra la denotaremos por Bgn.

Definicién 3 Sean (X,Y) y (Y,Y') espacios medibles, consideremos f : X =Y,
decimos que f es una funcion medible si para todo E € ¥’ ocurre que f~1(E) €

3.

Las funciones medibles las utilizaremos para definir integrales, pero primero
necesitamos definir el concepto principal de la teoria de la medida.

Definicién 4 Sea (X,X) un espacio medible. Una medida en (X,¥) es una
funcion p: X — RU{oo} que cumple las siguientes propiedades

1. p(@) =0
2. u(A)>0 VAeX

3. p es o-aditiva, es decir que si {Ap}nen €s una sucesion de subconjuntos
medibles disjuntos de X, entonces

p(J 4An) =D n(An)
n=1 n=1

Si u(X) < oo decimos que p es una medida finita.
A la terna (X, X, 1) se le llama un espacio de medida.

Un ejemplo de medida finita se obtiene al considerar X := {1,...,n}, donde
neN, X:=P(X)y u(A) =|A|, donde |A| denota la cardinalidad del conjunto
A, entonces es claro de la propiedades de la cardinalidad que p es medida y que
w(X) = n. Sin embargo el ejemplo més importante dentro de la teoria de la
medida es el de la medida de Lebesgue cuya construccién puede consultar en [5,
cap 2]

Definicién 5 Sea (X,X) un espacio medible. Una funcion S : X — R se llama
3-sitmple si S es medible y S sdlo toma un nimero finito de valores.
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Es facil observar que si S es 3-simple y {a;}7; son todos los valores que toma,
entonces

n
S = Z aiXEi
i=1

donde E; = s7!(a), el cual claramente es medible. Aqui x g, denota a la funcién
caracteristica, es decir

1 st x€E;
XEl(‘r):

0 st I%EZ

Gracias a este hecho podemos definir la integral para funciones Y-simples no
negativas.

Definicién 6 Sea (X,X, u) un espacio de medida y f : X — R una funcidn
Y-simple no negativa, entonces

n
f=> aixe,.
=1

Definimos la integral de f con respecto a p como

/fdu = Z%M(Ei).
i=1

Es interesante notar que si X es finito y ¥ = P(X), entonces toda funcién de
X en R es P(X)-simple. Por lo que si f: X — Ry p es cualquier medida, por
la aditividad de la medida se cumple que

/ fdu= 3" flaoulla})

donde suponemos que X = {z;} ;.

Definicién 7 Sea (X, X, u) un espacio de medida y f : X — R una funcidn
medible no negativa, llamaremos por

S(f):={s: X = R|ses T-simple y s < f}.

/fdu :zsup{/sdulseS(f)}

Si f toma valores negativos, definimos las funciones f¥(x) = max{f(z),0} y
fT(xz) = max{—f(z),0} las cuales son medibles no negativas y cumplen que
f=ft—f".8if estal que

/f+du<oo /f*du<oo

entonces decimos que f es integrable y definimos

[tan=[ran- [ an

Ast definimos
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La integral sobre una medida p nos permite (entre muchas cosas) definir
nuevas medidas a partir de la medida original, las cuales se encuentran definidas
sobre la misma o-dlgebra. Para definir una nueva medida, simplemente se toma
una funcién medible no negativa f y define la nueva medida v como

v(E) :=/Efdu :=/fxEdu-

Para el siguiente resultado haremos uso de las funciones convexas y propie-
dades sobre ellas, los cuales puede consultar en [6, pp. 302-313].

Definicién 8 Una funcion f : (a,b) — R es convexa si para cualesquiera t €
[0,1] xz,y € (a,b), se cumple

flz+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 -1)f(y) (1.1)

Teorema 1.0.1 Sea f : (a,b) — R diferenciable, si f' es creciente, entonces
[ es conveza, por lo tanto si f es de clase C*((a,b)) y f"(z) >0 Va € [a,b)],
quiere decir que f es conveza.

Para ilustrar esto estudiaremos a las funciones tangente y cotangente, las
cuales nos seran utiles mas adelante. Notamos que tanto tangente como cotan-
gente son infinitamente diferenciables en sus respectivos dominios. Por lo tanto
lo dnico que tenemos que hacer es fijarnos en sus segundas derivadas

/ 2senx / 2cosx
tan"x = — cot'xr = 3
coS°x sen’x

Las cuales son positivas en el intervalo (0,7/2). Por lo tanto tangente y cotan-
gente son convexas en el intervalo (0,7/2).

Como parte final de esta seccién enunciaremos la desigualdad de Jensen cuya
prueba se puede consultar en [5, Teo. 3.3].

Teorema 1.0.2 (Desigualdad de Jensen) Sea (X,X,u) un espacio de me-
dida tal que p(X) =1. Sip: R — R es convexa y [ es integrable, entonces

w(/fdu) S/chfd/L

1.0.2. Preliminares geométricos

En la presente tesis se usaran ampliamente las propiedades bésicas de las trans-
formaciones de Mobius, asi como definiciones y resultados elementales de la
geometria hiperbdlica, las pruebas a estos hechos se pueden encontrar en [1] y
3. )

Denotamos al plano complejo extendido como C = C U {oo}, a éste se le
puede identificar con el conjunto S? = {x € R3||z| = 1}. Mediante la proyeccién
estereografica
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¥ :S? - C, P(x, T2, 23) 1=

R { wllji;w; St ($1,x27$3) 7é (070’1) (12)

00 st (x1,29,23) = (0,0,1)

cuya inversa es

z+7Z z—Z [z] — 1
22 +170(1z7 + 1) 27 + 1

7:C—oS? 7(z) = ( >7 m(oc0) = (0,0,1).

(1.3)

Esta biyecciéon permite medir distancias en C por medio de la métrica cordal,
la cual estd dada por

2|z —wl st z,w # 0o
(1+[z[2)1/2(A+|w][?)1/2 ’

de(z,w) := . (1.4)

2 ; —
CEFDECEE

Definiciéon 9 Una tranformacion de Mobius en C es una funcion T : C — C
de la forma

az +b
T(Z) = m, {a,b, C, d} - (C, ad —dec=1
donde se define
T(o0) _— T(;d) =00, s c#0
K c k)

Adoptaremos la convencién de decir que algo es un “circulo” si es una recta o
un circulo. Es facil demostar que las transformaciones de Mobius son continuas
con la métrica cordal y mandan “circulos” en “circulos”. Para trabajar resul-
tard muy conveniente representar a las tranformaciones de Mobius por medio
de matrices invertibles mediante la siguiente asignacion

a b az+b
(c d) — T(z):= ot d

con la cual nos podemos dar cuenta que el grupo de transformaciones de Mobius
es isomorfo al grupo PSL(2,C) := SL(2,C)/{£Id>}, simplemente utilizando el
primer teorema de isomorfismo (cf. [4]).

Otra observacion que podemos hacer acerca de las transformaciones de Mébius
es que se pueden clasificar por sus puntos fijos, de los cuales existen por lo menos
uno y a lo mas dos. Esto se debe a que si

az+b

T(2) = cz+d

z, = ¢4+ (d—a)z—b=0. (1.5)

Por lo tanto el teorema fundamental del dlgebra (cf.[2]) implica lo afirmado.
Esto implica que si una transformacion tiene méas de dos puntos fijos, es trivial.
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Ahora si {«, 8} son los puntos fijos distintos de una transformacién T', entonces
consideramos la tranformacién

@(z)::%, o p(z)=z—aqa, sif=o0.

Asi, si conjugamos T con ¢, obtenemos que pT¢~1(2) = Az, con esto clasifica-
mos a las transformaciones de Mobius de la siguiente manera

Definicion 10 Sea T una tranfomacion de Mébius no trivial, entonces siguendo
la discusion anterior, decimos que

i) Si T tiene sdlo un punto fijo decimos que T' es parabdlica
ii) T es eliptica si es conjugada a S(z) := Az con |A\| =1
iii) T es hiperbdlica si es conjugada a S(z) :== Az con A € R
iv) Si T no es ninguna de las anteriores, decimos que es loxodrémica.

Definicién 11 Sea T una transformacion de Mébius, es decir T(z) := %ﬂ; tal
que ad — bc # 0, entonces definimos la traza de T como

a-+d
vad — be

Es sencillo demostrar que se pueden clasificar a las transformaciones de
Mbobius por su traza, la prueba a este hecho se puede encontrar en [3, p. 40].

tr(T) :=

Teorema 1.0.3 Sea T' € PSL(2,C), T # Ids, entonces se tiene la siguiente
clasificacion

i) T es parabdlica si y sélo si tr(T) = £2

it) T es eliptica si y sélo si tr(T) € (—2,2)
ii1) T es hiperbdlica si y sélo si tr(T) € (—oo, —2) U (2, 00)
iv) T es loxodrdmica si y sdlo si tr(T) ¢ R.

Definicién 12 Dada una tranformacién de Mébius f € PSL(2,C) tal que
f(00) # 00, se define el circulo isométrico de f como

I;:={zeC||f()| = 1}.
Claramente I¢ es un circulo, ya que

az+b

f@) =0 = If:{zem

= (=Dl =k

Es fécil probar que si z,w € Iy, entonces |f(z) — f(w)| = |z — w|. Otras propie-
dades de éstos circulos son las siguientes

D fIy) =1,
ii) f(Int(Iy)) = Ext(I;-1),
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i) f(Ewzt(ly)) = Int(I;-1),

donde Int(Iy) representa el disco delimitado por el circulo Iy y Ext(Iy) repre-
senta el exterior (complemento) del disco (cf. [3]).

Ahora, un concepto de importancia fundamental para la geometria en gene-
ral y en particular la geometria hiperbdlica es el de métrica o distancia. Nuestra
aproximacion al tema de la métrica hiperbdlica serd un poco distinto al trata-
miento usual, el cual utiliza el concepto de métricas riemannianas, en lugar de
esto, definiremos el concepto de densidad

Definicién 13 Una densidad es una funcién X : Q@ C R® — R continua,
donde Q) es una region.

Definicién 14 Sea Q2 una region y A una densidad en dicha region, conside-
remos v : [0,1] — Q una curva C' por tramos. Se define la \-longitud de ~y
como

() = / M) ()] d.

Con esto en mente podemos construir una métrica (distinta a la metrica
usual) en €2, simplemente dados dos puntos z,y € € definimos el conjunto

T2 = {7 €€/ ([0,1],9)[7(0) =z, 4(1) = y},

donde C} ([0, 1], Q) representa al conjunto de trayectorias C! por tramos. Asf de-
finimos la métrica en €2 asociada a la densidad A como sigue

pa(z,y) == min{lx(v) |y € T/}

A nosotros nos interesard el conjunto H? := {z € C|Im(z) > 0}, al cual
dotaremos de la métrica dada por la densidad \(z) := I'm(z)~1, a dicha métrica
la llamaremos la métrica hiperbélica y al conjunto H? lo llamaremos el modelo
hiperbdélico dado por el semiplano superior. Dada la métrica hiperbélica en H?2,
se puede demostrar que su conjunto de isometrias que preservan orientacion
esta dado por

az+b

PSL(2,R) := {T € PSL(2,C) | T(z) = T

{a,b,c,d} CR, ab—cd = 1}.

Otro modelo que nos interesard para la geometria hiperbdlica (o plano hi-
perbdlico), es el modelo del disco de Poincaré, el cual consiste del conjunto
A :={z € C||z| < 1} y la métrica inducida por la densidad

2
IR

Las isometrias que preservan orientacién en este espacio son el grupo

A(z)

az +c
M(8):={T € PSL(2,0)| T(2) = ——, laf? = |cf? = 1}.

Dada la métrica hiperbélica en H? o en A, uno puede demostrar que dados
dos puntos cualesquiera z, w, existe una tinica curva que une a dichos dos puntos
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cuya longitud es la distancia entre z y w, a ésta tinica curva la denotamos por el
segmento [z,w], también se puede demostrar que cualquier segmento se puede
prolongar en segmentos minimizantes con longitudes arbitrarias. Lo anterior
nos indica que la geometria hiperbdlica cumple con los primeros dos axiomas de
Euclides.

A dichas curvas minimizantes de longitud, las conocemos por geodésicas, y
se puede demostrar que éstas corresponden a circunferencias ortogonales al eje
real o al circulo unitario (dependiendo de en qué modelo se encuentre uno).
Tambien se puede demostrar que dada la métrica hiperbdlica, ésta induce la
misma topologia que la inducida por la métrica usual, esto se deduce del hecho
de que los circulos hiperbdlicos son también circulos euclideanos.

Otro hecho de la geometria hiperbdlica es que dados dos puntos z,w existe
una Unica geodésica perpendicular al segmento [z,w], que pasa por el punto
medio de dicho segmento (los dngulos entre curvas se miden de la forma usual en
R™). A esta tnica geodésica perpendicular se le llama el bisector perpendicular
de z y w. Una prueba a todas las afirmaciones anteriores se encuentran en |3,
cap 2].

Definicién 15 Definimos el drea hiperbdlica (o h-Area para resumir) como la
medida Ap, : Bgz — Rt 0 Ay : BA — RT dada por

o du L 4dp
AE) = [ e 4O [

respectivamente, donde ju es la medida de Lebesgue en R2.

Una forma en la que podemos cambiar de modelos de la geometria hi-
perbdlica es por medio de la transformacion de Cayley, la cual estd dada por
0 H? — A,

z—1
2+

p(z) =

La tranformacion de Cayley nos es bastante util ya que es una isometria en-
tre los modelos, lo cual significa que transforma de forma adecuada todo lo
anteriormente mecionado.

Si denotamos por p a la métrica hiperbdlica (sin importar en qué modelo),
podemos derivar una ecuacién para calcular dicha métrica, la cual es de fun-
damental importancia para la geometria hiperbdlica en general y en partcular
particular para esta tesis. Es posible ver que dados dos puntos z,w en el plano
hiperbdlico, se tiene que

|z — wl
2/Im(2)Im(w)’

Recordamos que SL(2,C) es un subconjunto de My(C), el cual se puede
identificar de forma canénica con R®, por lo tanto podemos otorgarle a SL(2,C)
la topologia relativa de subconjunto de R2. Por lo que decimos que un subrupo de
SL(2,C) es discreto si es un espacio topoldgico discreto con su topologia relativa.
Decimos que un subgrupo de PSL(2,C) es discreto si su grupo correspondiente
en SL(2,C) lo es.

1
senh§p(z, w) = (1.6)
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Definicién 16 Decimos que un subgrupo I' C PSL(2,C) es fuchsiano si es
conjugado a un subgrupo discreto de PSL(2,R).

Uno de los ejemplos primordiales de grupos fuchsianos es el de el grupo modular,
el cual se define como

az+b

PSL(2,Z) :={T € PSL(2,R)|T(z) := —

{a,b,¢,d} C Z, ad — bc = 1}.
Definicién 17 Dado un subgrupo I' de PSL(2,C), decimos que un punto o € C

es un punto limite de T' si existe z € C y una sucesion infinita {fn}nen tales
que

fulz) >, n— o0,

definimos el conjunto limite de T el cual denotamos por L(T"), como el conjunto
de puntos limite de T'.

Decimos que I' es elemental si |L(T")| < 2, diremos que I" es no elemental en
cualquier otro caso.

Definicién 18 Decimos que un conjunto H es h-convezro si para cualesquiera
{z,w} C H el segmento de geodésica [z, w|, cumple que [z,w] C H.

En esta tesis diferenciamos entre la cerradura en C y la cerradura en el plano
hiperbélico por medio de la siguiente notacién: A denota la cerradura usual de
Ay A denota a la cerradura hiperbdlica. Nétese que si H es h-convexo, entonces
A también lo es.

Definicién 19 Sea T' subgrupo de PSL(2,C). Decimos que un conjunto D C C
es una region fundamental de T' si se cumplen las siguientes propiedades

a) D es region
b) Cualesquiera dos puntos en D no estdn I'-relacionados

¢) C= U ¢(D)
gel’
d) p(0D) = 0, donde p es la medida de Lebesgue y O denota la frontera en
C.

Este concelpto se exiende de manera natural a acciones en H? o A

Los ejemplos mas notorios de regiones fundamentales son los poligonos de
Ford y de Dirichlet, los cuales se usaran en la mayor parte de los resultados de
esta tesis. La construcién de éstos poligonos se puede encontrar en [1].

Definicién 20 Sean S1 y So dos “circulos”, entonces definimos el producto
inversivo entre S y So como
2, 2 2
r°+s —la—>b
(81, 55) = | la — bl \7

2rs
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donde S1 ={z € Clla—z| =71} y Sa = {z € C|la — z| = s}. Si en vez de
dos circulos tenemos una recta, digamos So = {2z € C|b-z = t}, entonces el
producto inversivo se define como

B la-b—t
(51, 82) = 2r|b)|

Existe una definicion més general del producto inversivo, la cual puede con-
sultar en [1, cap 3]. El producto inversivo nos permite encontrar déngulos entre
“circulos” ya que si 6 es el dngulo entre Sy y Sa, entonces (51, S2) = |cosb)|.

Para finalizar con los preliminares, discutimos uno de los teoremas mas im-
portantes para esta tesis y para la geometria hiperbdlica en general, el teorema
de Poincaré, cuya prueba se encuentra en [1, cap 9]. Este teorema nos otorga
condiciones necesarias para saber si un poligono hiperbdlico convexo con un
numero finito de lados y apareamientos de dichos lados (dados por transforma-
ciones de Mobius) es una regién fundamental del grupo generado por dichos
apareamientos. Las condiciones se reducen a fijarse en la suma angular de ciclos
de vértices en la frontera del poligono. Esta suma tiene que ser 27/q ¢ € N,
de donde se distinguen los casos ¢ = 1y ¢ > 1. Si ¢ > 1, entonces el ciclo
tiene que ser eliptico, es decir éste se encuentra compuesto de puntos fijos de
tranformaciones elipticas. En dado caso se tiene que cumplir que ¢ es el orden
del estabilizador de un punto del ciclo (esto no es ambiguo ya que los estabiliza-
dores de un ciclo son conjugados). Si ¢ = 1, entonces los vértices no son puntos
fijos y les llamamos un ciclo accidental. Ademsds si el poligono tiene vértices en
la recta al infinito, entonces se tiene que cumplir que éstos son ciclos finitos de
puntos fijos de transformaciones parabdlicas. Bajo estas hipotesis se deduce que
el grupo generado por los apareamientos previamente mencionados, es fuchsiano
y el poligono P es una regién fundamental de dicho grupo.



CApPiTULO 2

Restricciones universales
para ciclos de vértices

Sea G un grupo fuchsiano actuando en H? de tal forma que su estabilizador en el
oo esté generado por la tranformacioén g(z) = z+ 1, entonces podemos construir
una regiéon fundamental (de Ford) R, la cual consiste en la interseccién de una
banda horizontal de longitud uno, digamos {z € C | 2o < Re(z) < xg + 1} para
algin zg € R y el exterior de todos los circulos isométricos.

Sea f € PSL(2,R), es decir

az+b
1(z) = cz+d

donde ad —bc =1, {a,b,c,d} C R, al derivar obtenemos

! o 1
1) = (cz+d)?

Por lo tanto si z € I(f), entonces f'(z) = 1, lo cual implica que cz+d =1y
como f € PSL(2,R), entonces

(cf. [3]). Por consiguiente, si tomamos un ciclo de vértices en la regién, di-
gamos {w; ;Lill, como los vertices se encuentran en los circulos isométricos y
los lados del poligono de Ford se aparean, se sigue de la discusién anterior que
Im(w;) = Im(w;) Vi,j € {1,...,n+ 1}. En consecuencia tomamos w; = u; + iv
los cuales ordenamos tal que g = u; < ... < upy1 =0 + 1.

Ahora construimos una familia de tridngulos {Tj ;’ill cuyos vértices sean
{00, wj, w41} para cada j € {1,...,n+ 1}. Como la altura de los vértices w;
es invariante, se sigue que en los tridngulos 7} los dngulos que no son cero son
iguales y, a este valor comiun lo denotamos por §;. Lo anterior nos muestra una
situacién similar a la figura 2.1.

Cada T} se encuetra incluido en la regién R pues las regiones de Ford son
h-convexas y los vértices de los tridngulos claramente se encuentran en la re-
gi6én, ademds cada dngulo 6; es menor o igual al 4ngulo que hacen los circulos
isométricos en el vértice w; Vj € {1,...,n+1}. Por lo cual si suponemos también

que dicho ciclo de vértices es de orden g tenemos la siguiente desigualdad

Im(z),

13
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Zo v/tanb;

Figura 2.1: Poligono de Dirichlet de G

n+1 o n+1 .
20, <" = S0, <’ (2.1)

Esto se sigue ya que al repetirse el &ngulo 6; dos veces en cada T; obtenemos
que la suma de los angulos de los tridngulos T} es dos veces la suma de los éngulos
6;, es un hecho que la suma de los dngulos de un ciclo de orden ¢ es 27/q [1,
p. 221].

Si proyectamos cada w; al eje real, obtenemos Re(w;) = u; con lo cual obser-
vamos que

(uj1 — uy)
2 )

ya que si nos fijamos en el tridngulo euclideano cuyos vértices sean el conjunto
{wjt1, 41,05 + (wjp1 —uj)/2}, al ser uj + (u;4+1 —u;)/2 el punto medio entre
Uj ¥ Ujy1, tenemos que u; + (uj41 — u;)/2 es el centro de la geodésica que une
a w;j con w;y1 (vista como arco de circunferencia), lo cual nos indica que el
dngulo de dicho tridngulo euclideano en el vértice u; + (u;j+1 — u;)/2 es 65, lo
que implica que

veotl; =

2v
(uj1 — uy)
Esto se sigue ya que la altura de el tridngulo euclideano es la misma que la
altura de los vértices w;. Notamos que esta 1iltima igualdad implica que

1
tanb; = = vcotl; = §(Uj+1 — uj).
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n+1 n+1 1
Z veoth; = i(ujﬂ —uj)
j=1 j=1
1
= i(unJrl —up)
1 1
= 5(250 +1 —.’Eo) = 5

Por tltimo si consideramos el conjunto 2 = {1,...,n + 1} y tomamos el
espacio de medida (2, P(Q), u), donde p(A) = |A|/n, es claro que p(Q2) = 1.
Por lo tanto si definimos la siguiente funcién 6 : @ — R tal que 6(j) = 6,,
claramente esta funcién tiene integral finita. Ahora como cot : R — R es
convexa, por la desigualded de Jensen 1.0.2 tenemos

cot(/ 9d,u) S/cowd,u.
Q Q

Lo cual al calcular las integrales implica que

n+l ntly 1
t( i) <N Zcoth; = —
co ; n _;nco J 2nv

También usando (2.1) y el hecho de que cotangente es decreciente en (0, ),
obtenemos la siguiente desigualdad:

n+1 1

() <en(350) < o1

En consecuencia obtenemos una cota para la altura de los vértices

; _ tan(Z;)

Con lo cual hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.0.4 Sea G un grupo fuchsiano actuando en H? de tal modo que
G = (T(2) := 2+ 1). Consideremos R el poigono de Ford de G y {w; ;L;rll un
ciclo de vértices de orden q en R, entonces

Im(w;) < %.

< (2.2)

Gracias a que tangente es creciente podemos obtener cotas universales (cons-
tantes) para ciclos de vértices accidentales

Corolario 2.0.5 Siguendo las hipdtesis del teorema anterior, si el ciclo es ac-
cidental tenemos que q =1 yn >3

Im(w;) < t‘még) - 27\1/3 (2.3)

o también
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1
tan(%)

=3 (2.4)

1
senh(ip(wj7 ij)) >

DEMOSTRACION. Como la primera desigualdad sale directa del teorema anterior,
sélo hay que probar que ésta implica la segunda desigualdad

|wj — Twj|
2v/Im(w;) Im(Twj)
w1
2¢/Im(w;)Im(w; + 1)

1 tan(%) _ 3

= >
21m(wj) - 3

senh(%p(wj, ij)) =

|

La primera igualdad que se usé en la prueba del corolario anterior se puede
consultar en [1, p. 130].

Resulta que la cota dada en el corolario 2.0.6 es la mejor posible, esto es
pues si consideramos el poligono D formado por la interseccién entre la re-
gién delimitada por {z € H?|0 < Re(z) < 1} y los exteriores de los circulos
S1=5(1/6,1/3), So = S(3/6,1/3) y S3 = S(5/6,1/3), y tomamos las transfor-
maciones f1, fo y f3, las cuales son rotaciones por 7 con centros en 1/6 + i/3,
3/6+i/3y 5/6+1i/3, respectivamente. Notemos que las intersecciones de dichos
circulos tienen parte imaginaria 1/2v/3. Ahora tomando el producto inversivo
entre {Re(z) = 0} y S, obtenemos

la-b—t] 1 v

" =5= cos( 3),
donde r =1/3,t =0, a = (1/6,0) y b = (1,0). As{mismo el producto inversivo
de Sy con {Re(z) =1/3}, Sz con {Re(z) = 1/3}, Sa con {Re(z) = 2/3}, S5 con
{Re(z) = 2/3} y S5 con {Re(z) = 1} nos otorga el mismo resultado (véase la
Figura 2.2). Por lo tanto la suma angular de los vértices en las intersecciones
anteriores es igual a 2. Observamos que estos vértices forman un ciclo accidental
apareado por las f;, ademas los punto fijos elipticos tienen orden 2 y dngulos
7. Por lo tanto por el Teorema de Poincaré D (c.f [1, cap 9]) es una regién
fundamental de G = (f1, fa, f3).

Por tltimo, notamos f; o fa o fs3 = T, donde T'(z) := z + 1, esto es ya que
claramente fo fyo f3 manda i/2v/3 ai/2v/3+1. Ademas fio f20 f3 es parabélica
que fija a oo, pues fr = o7k, donde oy es la reflexion en Sy y 71 es la reflexion
en {Re(z) = (2k—1)/6}, k € {1, 2,3}, de ésto tltimo es ficil ver que f1 o0 fa0 f3
fija co. Esto quiere decir que fi0 fyo f3(2) = az+ [y del hecho de que fio foo f3
manda 2/2\/§ a l/2\/§ + 1 se deduce facilmente que @ = 8 = 1. Por lo tanto la
cota dada por el corolario anterios es la mejor posible ya que

tan(%) 1
Im(w;) = 3. — |
(w;) 5 Wi
Corolario 2.0.6 De igual forma siguendo las hipdtesis del teorema anterior, si
el ciclo es eliptico, entonces

tan(7)

I )<
m(w;) < B

(2.5)
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Figura 2.2: Ejemplo de que la cota dada en 2.3 es la mejor posible.

o de forma equivalente

senh(%p(wj, ij)> > Wl(z)' (2.6)

La prueba de la segunda desigualdad es idéntica a la del corolario anterior.
Usaremos el siguiente resultado, cuya prueba puede consultar en [1, pp. 198,199].

Teorema 2.0.7 Sea G un grupo de isometrias del plano hiperbdlico sin elemen-
tos elipticos, entonces G es discreto o elemental. Mds aun si {f,g} C G y (f,g)
es no elemental, entonces Vz € A

senh(%p(z, fz))senh(%p(z,gz)) > 1. (2.7)

Usaremos este teorema para establecer cotas inferiores de ciclos accidentales
sobre poligonos de Dirichlet. Comenzaremos con el caso cuando nuetro grupo
no tiene elementos elipticos, el cual es el mas facil.

Teorema 2.0.8 Sea G un grupo fuchsiano no elemental sin elementos elipticos,
si {vj}7_; es un ciclo de vértices accidentales en la frontera del poligono de
Dirichlet con centro en w, entonces

coshp(w,v;) > V2 Vje€{l,...,n}. (2.8)

DEMOSTRACION. Se tiene que el ciclo {v; j=1 se encuentra contenido en una

circunferencia hiperbélica con centro en w (cf. [1, p. 229]), digamos

C={zcH?|p(z,w) =r}.
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Ademés, el ciclo debe tener por lo menos tres vértices (véase [1, p. 222]). Por lo
cual podemos tomar tres vértices del ciclo, digamos {vy,v2,v3} donde

ve=T(v1) y wv3=5(vy)

Ahora, sea Gy = (T, S). Si Gy es elemental, entonces G tiene que ser ciclico
hiperbdlico o ciclico parabdlico. En cualquier caso por la dindmica de los grupos
ciclicos parabdlicos o hiperbdlicos (i.e transformaciones hiperbdlicas y parabdli-
cas no preservan circulos) no podria ocurrir que {v1,v2,v3} C C. Por lo tanto
G no puede ser elemental, en consecuencia usando el teorema 2.0.7 se sigue que

1 1
senh(ip(vl,Tvl))senh(ip(vl,Sv1)> > 1. (2.9)
Asimismo por la desigualdad del tridngulo sabemos que
p(v1, Tvr) = p(v1,v2) < p(vr,w) + p(w, vz) = 2r,

p(v1, Sv1) = p(vr,v3) < p(vy,w) 4+ p(w,v3) = 2r,

Sustituyendo esto en (2.9), como el seno hiperbdlico es creciente obtenemos
9 1 1
senh®(r) > senh(ip(vl,Tvl))senh(ip(vl,SmD > 1.

Por lo tanto senh?(r) > 1. Utilizando que cosh?(r) — senh?(r) = 1 se tiene
cosh?(r) — 1> 1= cosh?(r) > 2,

Por tltimo si recordamos que p(w, v;) = r paracada j € {1,...,n} y sustituimos
en la desigualdad anterior obtenemos que

coshp(w,v;) > V2 Vje{l,...,n}.

|

Encontrar cotas universales de este estilo para grupos fuchsianos con ele-
mentos elipticos resulta ser una tarea mucho mas complicada, la cual requiere
de mas restricciones, como nos muestra el siguiente ejemplo. Este ejemplo surge
al considerar cotas universales para un grupo fuchsiano G y {v;}?_; un ciclo ac-
cidental en la frontera del poligono de Dirichlet con centro en w. El ejemplo nos
dice que si n = 3, entonces los vértices se encuentran tan cerca como queramos
del centro w.

Construimos un poligono P con cuatro pares de lados, los cuales se aparean
a través de las transformaciones f,g,h y hg, donde g y h son elipticas de orden
dos, f es parabdlica y hg es hiperbdlica (véase la Figura 2.3)).

Dicho poligono lo podemos construir de la siguiente forma: usando el modelo
del disco construimos un tridngulo hiperbdlico de tal forma que dos de sus
vértices se encuentren en el eje imaginario y el angulo en uno de dichos vértices
sea /3, el vértice que cumple esto le llamamos v;. Al vértice que no se encuentre
en el eje imaginario le llamamos p; y el tridangulo lo contruimos de tal forma
que el dngulo en dicho vértice sea w/2. Esto significa que el dngulo restante,
el cual llamaremos 6, tiene que ser menor a 7 /6. Este tridngulo claramente es
construible (cf. [1, p. 155]) y ademds por medio de traslaciones hiperbdlicas
podemos suponer que p; se encuentra en el eje real (véase la Figura 2.4).
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Figura 2.3: Un ciclo accidental de orden 3 se acerca tanto como se quiera al
centro del poligono de Dirichlet

Ahora podemos continuar el segmento de geodésica que une v; con p; de
tal forma que p; sea el punto medio del segmento y denotaremos por v al
punto final de dicho segmento (véase la Figura 2.5). Lo que prosigue es tomar
la geodésica que hace un dngulo de 27/3 con el segmento de geodésica [v1,ve] y
que cruze por vs. A esta geodésica le llamamos L1, es claro que L1 no corta al eje
imaginario, ya que de lo contrario obtendriamos un tridngulo hiperbdlico cuya
suma angular seria mayor a w. Luego nos fijamos en el punto al infinito de L;
(del lado donde se hace el dngulo de 27/3) y tomamos la geodésica que pasa por
dicho punto al infinito y el punto al infinito del eje imaginario (del mismo lado
con respecto al eje real), a esta geodésica la llamaremos A;. El siguiente paso
es reflejar esta figura sobre el eje imaginario con lo que obtenemos el poligono
deseado, el cual lo denotaremos por P. Nbtese que esta construccion es posible
si y sélo si el dngulo 6 es menor a /6. Por ultimo llamamos v, p2, Lo y Ag a
las reflexiones de vq, p1, L1 y A; respectivamente (véase figura 2.5).

Apareamos los lados de nuestro poligono por medio de las transformaciones
{f,g,h, hg}, las cuales actian de la siguiente forma: g y h son las rotaciones por
7 con centro en p; y po respectivamente y f es la composicion de la reflexién
sobre As con la reflexién sobre el eje imaginario. De la descripcién anterior es
claro que f aparea Ay con Ay, h y g aparean [vs,pa] con [pa,v1] v [v1,p1] con
[p1,v2], respectivamente. M&s ain gh aparea Ly con Ly pues h manda Lo al eje
imaginario, ya que tanto el eje imaginario como L; hacen un dngulo de 27/3 con
[v1,v3], y ¢ manda al eje imaginario en L; por una razén similar a la anterior.
También es claro que h y g son elipticas de orden 2 con puntos fijos ps v p1,
respectivamente y que f es parabdlica donde su punto fijo es la interseccion de
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U1

E]

wly

P1

Figura 2.4: Traslacién de un tridngulo

A; y el eje imaginario, ademds gh es hiperbdlica ya que es composiciéon de dos
elipticas de orden dos cuyos puntos fijos se encuentran en el intervalo (—1,1).

La descripcion anterior cumple las hipdtesis del teorema de Poincaré pues
la suma angular del ciclo accidental {v1,v2,v3} es 27, ademds la suma angular
en los ciclos elipticos es la adecuada ya que el orden de dichos ciclos es 2 y los
angulos en dichos ciclos suman m, también los puntos al infinito del poligono
son puntos fijos parabdlicos lo cual es facil de ver. Esto dltimo nos dice que P es
un dominio fundamental de un grupo fuchsiano no elemental el cual cumple que
G = {f,g,h), notamos que si llamamos 2t = p(vy,v2) y nos fijamos en nuestro
tridngulo original se cumple que

cosht sen(%) = cos6. (2.10)

(cf. [1, p. 229]) Como nuestra construccién del poligono siempre es posible mien-
tras 0 < 7/6, podemos preguntarnos qué sucede si § — 7/6. Como sen(w/3) =
cos(m/6), entonces al hacer 6 tender a 7/6, notamos que cosht tiende a 1 por la
igualdad (2.10). Por lo cual necesareamente sucede que ¢ — 0. Lo cual significa
que p(v1,vs2) la podemos hacer tan pequefia como queramos, y claramente por
simetria lo mismo aplica a p(v1,v3).

Ahora si nombramos por w al vértice restante de nuestro tridngulo original,
entonces observamos que cada v; estd a la misma distancia de w, ya que w
estd en el eje imaginario y también vy y v son reflejados, la otra igualdad se
obtiene utilizando pitdgoras hiperbdlico (cf. [1, Teo. 7.11.1]). Por lo tanto si
probamos que p(w,v1) la podemos hacer tan pequefia como queramos, entonces
eso es cierto con v y vs.

Si nos fijamos en nuestro triangulo original, por trigonometria hiperbélica
tenemos que

cosh(p(w, vl))tan(g)tam? =1.

(cf. [1, Teo. 7.11.3]) Por lo cual si acercamos 6 a /6, entonces cosh(p(w,v1))
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0 v2

Figura 2.5: Continuacion de la construccién del ejemplo en la figura 2.3

tiende a 1 pues tan(r/6) = tan(r/3) ™1, lo que quiere decir que p(w,v1) — 0, por
lo que las distancias de los vértices a w se hacen tan pequenas como queramos.
Solo falta probar que P es el poligono de Dirichlet de G con centro en w.
Para probar esto notamos que los lados apareados por f son los bisectores
ortogonales de los segmentos [w, f(w)] y [w, f~1(w)]. Esto se sigue ya que f es
la composicién de las reflexiénes en A, seguida la reflexion en el eje imaginario,
entonces de esto se sigue que f(w) coincide con la reflexién en A;. Esta tltima
afirmaciéon se debe a que si llamamos o3, 07 y 0g a las reflexiones en Ay, Aq
y el eje imaginario respectivamente, sabemos que f = ogo2, pero también se
cumple que oo = 0go10p. Esto ltimo es ya que ogo10p es una reflexién (al ser
una composicién impar de reflexiones) que fija a As. Por lo tanto

f —= 00092 — 00000100 — 01090.

Esto implica que f(w) = o100(w) = o1(w), lo cual implica que A; es orto-
gonal a [w, f(w)]. De forma totalmente andloga se prueba que As es ortogonal
a [w, f~H(w)].

De manera similar los pares L; y Lo son los bisectores de [w,gh(w)] y
[w, h~1g~1(w)] respectivamente ya que gh es la composicién de la reflexion sobre
L5 con la reflexion sobre el eje imaginario. Por lo que si llamamos 75, 7 y 79 a
las reflexiones en Lo, Ly y el eje imaginario respectivamente, entonces siguiendo
un argumento similar al anterior tenemos que 7 = 77 79. Por lo tanto

gh =Tym2 = 1170

y por lo mismo que en la prueba anterior, esto implica que gh(w) = 71 (w).
De forma totalmente andloga se prueba que Lo es bisector perpendicular de
[w, A= g~ (w)].



22 2.0. RESTRICCIONES UNIVERSALES PARA CICLOS DE VERTICES

Figura 2.6: Composicion de reflexiones

Por tltimo notamos que el lado [v1, v2] se encuentra contenido en el bisector
de [w, g(w)], esto es pues g es la rotacién por m en el punto medio de [vq, vs]
y como el segmento que une a dicho punto medio con w es ortogonal a [vy, vs]
por contrucién, entonces se sigue lo anteriormente dicho. Analogamente el lado
[v1,v3] cae en el bisector de [w, h(w)]. Por lo tanto al ser G = (f, g, h), tenemos
que P es el poligono de Dirichlet D(w) de G.

Afortunadamente para los casos donde n > 3, si existen cotas inferiores
para las distancias del centro de un poligono de Dirichlet a ciclos de vértices
accidentales que se encuentran en la frontera de dicho poligono.

Teorema 2.0.9 Sea G un grupo fuchsiano no elemental y sea {v; }?:1 un ciclo
accidental en la frontera del poligono de Dirichlet con centro en w, entonces si
n > 5, tenemos la siguinte cota

1
coshp(w,v;) > m vje{l,...,n}. (2.11)
DEMOSTRACION. Para simplificar la demostracién suponemos que G actiia en
Ay que w = 0, esto es posible ya que todos los términos mencionados son
invariantes bajo la conjugacién con la transformacién de Cayley.

Recordamos que un ciclo de vértices en la frontera del poligono de Dirichlet
con centro en w equidista de w, por ende {v;}7_; C C, donde

C={z€Alp(z,0) =r}.
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Ahora si nos fijamos en los arcos de geodésica [v;,v;4+1] (suponemos que
{v;}j—, se encuentran ordenados de forma ciclica), estos arcos de geodésica son
opuestos a los dangulos 2c; en el origen (véase la Figura 2.7), por lo tanto si
sumamos estos angulos obtenemos

Y20 =2r= > a;=m. (2.12)
j=1 j=1

Figura 2.7: Tridngulo T}

Ahora si nombramos como T} al tridngulo hiperbdlico cuyos vértices sean
{0,v;,vj41}, enonces por h-convexidad del poligono de Dirichlet, tenemos que
dichos tridngulos se encuentran contenidos dentro del poligono. Los tridngulos
T} son iséceles y por lo tanto dos de sus dngulos son iguales y de hecho estos son
los que se encuentran en los vértices v; y v;41, a estos dngulos los llamaremos
6;. Como tenemos mds de tres vértices, entonces existe a lo mas una j tal
que 2a; > m, ademds por el hecho de que la suma de los dngulos en un ciclo
accidental es 27, tenemos que

Y2, <2r =) 0, < (2.13)
j=1 j=1

Lo que prosigue es tomar la bisectriz del angulo 2c;, como T} es iséceles,
esta bisectriz resulta también ser altura de dicho tridngulo. Por lo cual si nos
fijamos en los tridngulos resultantes (los cuales son congruentes), se cumple que

1
hr=——++—— Vje{l,...,n}. 2.14
coshr tano; tand; jeilnd ( )
Esta tltima igualdad se sigue de la trigonometria hiperbdlica(cf [1, pp. 147]).

Siguiendo lo anterior tenemos los siguientes casos:
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1. Si cada o < /2, entonces por (2.12) y (2.13) tenemos que

Y 0; +o; <2m.
Za j

Jj=1

2. Si existe una ¢ tal que a; > 7/2, entonces el dngulo §; =0y

n n
T 37
0, P = 0, oy <2m— — = —.
Z]"‘O‘J Z]"‘O‘J Q = 2T B D)
Jj=1 Jj=1
J#i
En ambos casos se cumple que existe una k € {1,...,n} tal que
2
O + ay < -
n

Por lo que si usamos la siguiente desigualdad de la tangente

O + «
tanf tanay, < tan(%) < mn2(z).
n

Por tltimo recordando la ecuacién (2.14) y el hecho de que r = p(0, v,) para
toda j € {1,...,n} obtenemos

1
== >
tanoy tanfy, — tan?(Z)

coshp(0,v;) vje{l,...,n}.
]

El siguiente ejemplo nos dice que la cota del resultado anterior no se puede
mejorar.

Sea k € N k > 2, entonces vamos a construir un grupo fuchsiano G ac-
tuando en A cuyo dominio fundamental sea el 4k-dgono regular hiperbdlico.
Ademds queremos que todos sus vértices se encuentren en un ciclo accidental
de 4k elementos.

Utilizamos el teorema de la signatura para contruir un poligono P que sea
el 4k-agono regular hiperbdlico con centro en 0, tal que 4k = 27, donde 6 es el
dngulo que se forma en cada vértice de P (cf. [1, p. 271]). Sean {L;}#*, los lados
de P ordenados de forma ciclica, entonces podemos aparear sus lados de la si-
guiente forma: cada L;, se aparea con L;15 donde i € {1,2,5,6,...,4k — 2} = I.
Estos apareamientos se hacen a través de las funciones {h;};c; donde h; es la
composicién de la reflexiéon sobre L; con la reflexion sobre la recta que pasa por
0 y el punto medio de L;;1, entonces G = ({h;};c1) es el grupo deseado.

Ahora si nos remitimos a la prueba del teorema anterior, tenemos que

4k
> 205 = 4k0 = 2,

=1

Esto se debe a como estan distribuidos los vértices del poligono (los cuales for-
man un ciclo accidental) a los que llamaremos {v;}7%,. Ahora como el poligono
es regular se cumple que 2a; = 2a; para cualquier ¢ € {1,...,4k}. Lo anterior
nos indica que
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Figura 2.8: Apareamientos de un 4k-agono

0 T .
Por dltimo siguiendo el mismo procemiento del teorema anterior (es decir
bisectando los angulos 2¢;) obtenemos que

coshp(0,v;) = .

of w
tan (@)
Por lo tanto nuestra cota no se puede mejorar.

Teorema 2.0.10 Sea D un poligono fundamental de un grupo fuchsiano G, y
{w1,we} C D, donde {wy, w2} son puntos al infinito. Si L = [wy,ws] y v es un
punto fijo eliptico de orden n en la frontera de D, entonces

1
sen(%)'

DEMOSTRACION. Por h-convexidad el tridngulo hiperbdlico cuyos vértices son
{wy,wa, v} se encuentra contenido en D, ademés en dicho triangulo los dngulos
en wy y wp son cero y el dngulo en v, el cual llamaremos «, no puede ser mayor
a 27 /n, ya que la suma angular en un ciclo eliptico de orden n es 27 /n.

Si tomamos la perpendicular a £ que pase por v, esta cruza a £ en un punto,
digamos w. Como dicha perpendicular parte a o en dos angulos digamos 5y 7,
entonces ya sea o0 7y tiene que ser menor o igual a /2, entonces supongamos
que 8 < «/2 y supongamos también que § se encuentra del mismo lado que wy.

Ahora como el tridngulo cuyos vértices son {w, w1, v} es rectdngulo, tenemos
por trigonometria hiperbdlica que

coshp(v, E) >
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1 1 1

= > - N
coshp(v, w) senfs — sen(%) - sen(%) sen(%)

Ya que la funcién seno es en el rango [0, 7] (el cual claramente es nuestro
caso). Por dltimo recordamos que coshp(v,w) = coshp(v,ﬁ) y obtenemos el
resultado deseado.

|
En [1, Teo. 11.2.7] se menciona que coshp(v, E) > 2/\/37 esto no es correcto ya
que es posible que p(v, L) = 0, como es el caso de T'x(2), donde

az+b

Lo(2) ={T € PSL2.2) | T(z) = .

ab—bc=1, ¢=0 mébd 2}.

En este ejemplo L es la geodésica que pasa por 0y 1 (es decir euclideanamen-
te es el arco de circunferencia de radio 1/2 con centro en 1/2), y v = (1 +14)/2
es el punto fijo de

- z—1
22 —1

T(Z) € FO(Q)a
la cual claramente es eliptica de orden 2. Notamos que v € £ ya que su distancia
euclideana con 1/2 es 1/2. Como claramente £ se encuentra contenida en el
poligono fundamental que contiene a v (el cual es facil de encontrar), y T €
I'g(2), entonces p(v, L) = 0.

Un caso similar al teorema anterior es el siguiente teorema, el cual se aplica
cuando tenemos un ciclo accidental en vez de un punto fijo eliptico.

Teorema 2.0.11 Sea D un poligono fundamental convexo para un grupo fuch-
sitano G actuando en A y supongamos que D contiene una geodésica L, entonces
st {vi}, es un ciclo accidental en 0D, se cumple que

i~}

- n n
. > > — .
;:1 coshp(vl,ﬁ) > sen(%) z (2.15)

DEMOSTRACION. Usando que cscx es convexa en (0,7/2), se tiene por la de-
sigualdad de Jensen 1.0.2 que

%(icsc%) > csc(i 2%) = csc(%)7 (2.16)
i=1 1

1=

donde 6; es el angulo en el vértice v;. Esta desigualdad se obtiene de la misma
forma que la desigualdad en la demostracién del teorema 2.0.4. Como {v;}; es
un ciclo accidental y nuestro poligono es convexo, entonces n > 3 y se cumplen
las siguientes propiedades

i) 0<0;/2<7/2 Vie{l,...,n}

ii) ﬁ(é ei) = 7/n.
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Basta probar la siguiente desigualdad

coshp(ﬁ, ’Ui) > csc(%).

Para hacer esto seguimos el mismo procedimiento de la demostracion del
teorema 2.0.10. Para cada v;, consideramos el tridngulo 7; cuyos vértices sean los
puntos al infinito de £ y v;, por h-convexidad T; C D para toda i € {1,...,n}.

Figura 2.9: Construccién de los triangulos T;

Por lo cual, si llamamos «; al dngulo no cero del tridngulo T;, éste cumple
que «; < 6;. Ahora si tomamos la perpendicular a £ que pasa por v;, ésta divide
a a; en dos dngulos, uno de los cuales tiene que ser menor o igual a «;/2, a dicho
angulo lo denotamos por f3;. Por iltimo, usando paralelismo hiperbdlico (cf. [1,
teo. 7.9.1]) obtenemos que

coshp(ﬁ,vi) = cscf > csc(%) > csc(%).

Para las desigualdades anteriores usamos el hecho de que cscx es decreiente
en (0,7/2). Como esto se cumple para toda i € {1,...,n}, entonces usando
(2.16) obtenemos

;coshp(vi,/l) > n(;csc2) > % > %

Que es lo que queriamos demostrar

N

|

Vale la pena mencionar que en el caso de tener un ciclo eliptico podemos

derivar una desigualdad similar a la anterior siguiendo los mismos pasos. Si
tenemos un ciclo eliptico de orden ¢, obtenemos la siguiente desigualdad

n 2
Zcoshp(vi,ﬁ) > " > ﬂ.
i=1

sen(qln) B
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Teorema 2.0.12 Sea G un grupo fuchsiano no elemental y sea {Uj};‘l:l un
ciclo eliptico de orden q en la frontera del poligono de Dirichlet con centro en
w, entonces stn >4 0sin>3 yq>3, tenemos la siguiente cota
1 .
coshp(w,v;) > ) Vie{l,...,n}. (2.17)

tan2 ( (¢+D)7
2gn

DEMOSTRACION. Siguiendo la notacién y procedimiento del Teorema 2.0.9,

construimos una familia de tridngulos {7} }?:1, formados por el centro del poligono

de Dirichlet y los vértices del ciclo. Denotamos a sus dngulos por o y 0; para
cada j. Asi tenemos que

y también

~ ™
> o< 7 (2.18)

Esto es ya que la suma angular en un ciclo eliptico de orden ¢ es 27 /q. Como
en cualquier caso tenemos que n > 3, al igual que en el Teorema 2.0.9, tenemos
que existe a lo mds una j € {1,...,n} tal que a; > 7/2. De igual forma que en
el Teorema 2.0.9 bisectando el 4ngulo 2a; obtenemos que

coshrtan; tana; =1 Vie {1,...,n}, (2.19)

donde r € R™ es tal que el ciclo de vértices se encuentre contenido en la circun-
ferencia hiperbdlica

C={z€Alp(z,0)=r}

Ahora tenemos los siguientes dos casos:

1. Si cada o < /2, entonces por (2.12) y (2.18) tenemos que

= )
Zg —|—Ol] <7T+f M

~ q q

2. Si existe una i tal que «; > 7/2, entonces el dngulo §; =0y

n

n
1 2
S0+ ) = (65 + o) _%SM_%:M

= o q 2q

En cualquiera de los casos comon >4 0 q >3y n > 3, se cumple que

(¢g+ m

Jke{l,...,n} talque ai+0; <
qn
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Por lo tanto si usamos que tangente es creciente y convexa, usando (2.19) obte-
nemos

Qk—;ak) (q+1)7r>'

2gn

Por tltimo recordando que 7 = p(v;,0) obtenemos que

tanoy, tanby, < tanz( < tcmz(

1 1
= >
tanay tandy, — tan2<(q+1)”)

coshp(0, v;) vje{l,...,n}.

2gqn






CapiTULO 3

Grupos de Hecke

Dentro de la teoria de los grupos discretos son de peculiar importancia los grupos
triangulares, en particular los grupos de Hecke por su conexion con la teoria de
numeros. Para propositos de esta tesis los grupos de Hecke serdan importantes
en las discuciones siguientes y por lo tanto se le dedica un pequeno capitulo a
ellos.

Definicién 21 Se dice que un grupo fuchsiano es un Grupo de Hecke si tiene
una signatura (0 : 2,q,00) donde q es tal que 3 < q < oo.

Sea 3 < g < 00, si consideramos las siguientes transformaciones

g(z) = _71 y h(z):=z+ 2005(%),

entonces G, = (g, h) tiene signatura (0 : 2,¢,00) y por lo tanto es un grupo
triangular, més ain, como cualesquiera dos grupos triangulares con la misma
signatura son conjugados ([1, pp. 279-281]), esto quiere decir que cualquier grupo
de Hecke con signatura (0 : 2, ¢, c0) es conjugado a G,. Nétese que una matriz
que determina hg estd dada por

<2cosl(g) —01> |

lo que quiere decir que tr(hg) = 2005(%) < 2, por lo cual hg es eliptica, ademés
es facil ver que es de orden ¢, ya que tiene la misma traza que la rotacién e™/9.
Si nos fijamos en el circulo isométrico de hg, notamos que éste es el circulo
unitario.

A veces es conveniente conjugar a G de tal modo que h(z) = z+ 1, por lo
que

1

9(z) = W

)

la cual es eliptica de orden dos cuyo punto fijo es i/ 2005(%). Es de notarse que
con esta normalizacién, el punto fijo w de hg y g~ 'h~! cumple que
T

Im(w) = %tcm<f>,

q

31
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esto es, ya que I(g) tiene un radio de 1/2cos(Z) con centro en 0. Por lo cual si
nos fijamos en el poligono de Ford de G, obtenemos

(véase la Figura 3.1).

SIS

Figura 3.1: Regién fundamental de un Grupo de Hecke
Por lo tanto la cota que dimos en (2.2) es la mejor posible.

Teorema 3.0.13 Sea G un grupo fuchsiano con elementos parabdlicos. Si G
tiene un drea menor a 7, entonces G tiene signatura (0 : 2,q,00) donde 3 < g <
o0 0 (0:3,q,00), yqe€{3,4,5}.

DEMOSTRACION. Como el dominio fundamental tiene 4rea finita, entonces no
tenemos elemento hiperbdlicos de frontera, por lo cual G tiene una signatura
de la forma (g : my,...,my,t) (t > 0 pues por hipdtesis tenemos clases pa-
rabdlicas). Por lo tanto usando la férmula del drea (cf. [1, Teo. 10.4.4]) tenemos
que

2%{2g—2+§:(1—%)+t}<7ﬂ (3.1)

j=1 J

Ahora, como m; > 2 Vj € {1,...,n}, entonces —1/2 < —1/m,; para cual-
quier j € {1,...,n}. Lo que nos indica que
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esto quiere decir que al sustituirlo en la desigualdad (2.18) obtenemos

n
2[29—2+Z(1—i)+t}<1:>4g+n+2t<5. (3.2)
= M

Si g > 1, de la desigualdad anterior obtenemos que n + 2t < 1, lo cual
necesareamente quiere decir que t = 0, de esto tultimo se deduce que g = 0.
Ahora veamos que ¢ = 1, por hipétesis ¢ > 1, pero si sustituimos g = 0 en (3.2),
obtenemos que t < 2. Supongamos que ¢ = 2, entonces sustituyendo en (3.2)
obtenemos que n < 1 lo que implica que n = 0, esto quiere decir que

n
1
2[2 —2 (1——) t}zo.
g—2+ ; o)

Esto contradice el teorema de la signatura [1, Teo. 10.4.2]. Por lo tanto
t = 1, con esto deducimos utilizando una vez mas (3.2) que n < 3, lo que quiere
decir que n = 2, ya que si n € {0,1} no se cumple el teorema de la signatura.
Sustituyendo en (3.1), obtenemos que

1 1 1 1 1
2~ (ot )] <l s (33)
mq ma my mo 2
Como se cumple la siguiente desigualdad

, 1 1 1 1 1
s {1 Ls L, 11
mi Mo mq mo 2
se tiene méx{1/my,1/ms} > 1/4, lo que significa que min{m;, ms} < 3. Como
m; > 2 para cualquier i, tenemos dos posibilidades:

1. Si algin m;, digamos m; cumple que m; = 2, entonces tomamos ms = ¢
y asi se cumple que 3 < ¢ < 00, ya que si m; = mg = 2 no se cumple el
teorema de la signatura. Por lo tanto G es de Hecke

2. Si m; > 2 para cualquier 4, entonces digamos que my = 3, como 1/m; +
1/mg > 1/2, esto implica que mgo < 6. Por lo tanto tomando ¢ = ma,
tenemos que ¢ € {3,4,5} que era lo que querfamos probar.

|
En las discuciones posteriores serd util saber cudl es el area de un grupo de
Hecke con signatura (0;2, ¢, 00), un cdlculo serncillo nos muestra que ésta es

7r(1 - 2)' (3.4)

q

Para el siguiente teorema usaremos el siguiente resultado, el cual puede con-
sultar en [1, Teo. 9.6.1]

Teorema 3.0.14 Sea G un grupo fuschiano y H < G, entonces si k =[G : H],
se tiene que

kAL(H?/G) = A (H?/H).

Teorema 3.0.15 Sea Gg un grupo de Hecke y G un grupo fuchsiano que con-
tiene a Gy, entonces Go = G
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DEMOSTRACION. Suponemos que G actiia en H?, entonces por el teorema

kA, (H?/G) = A (H?/Gy), (3.5)

donde k = [G : Go]. Esto quiere decir que k es finito ya que Gy tiene area finita
por hipétesis. En virtud del teorema 3.0.13 y la ecuacién (3.5) tenemos que G
tiene signatura (0 : 2,¢,00) o (0 : 3,s,00), donde 3 < ¢ < oo en el primer
caso 0 s € {3,4,5} en el segundo. Usando el teorema 3.0.14 y la ecuacién (3.4),
obtenemos

An(E2/G) = 1 An(H2/Go) < 7.

Lo cual significa que G cumple con las hipdtesis del teorema anterior. Si
suponemos que k > 2, entonces Ay (HQ/G) < m/2, esto quiere decir que G
tiene signatura (0 : 2, ¢, 00). Esto se sigue pues si nos remitimos a la prueba del
teorema anterior, obtenemos una desigualdad similar a (3.3) pero en nuestro
caso es

1 1 1 1 3
2/ - (o4 )+l <52 —+—>1,
mq mo
Con esta desigualdad obtenemos que min{mi,ms} < 8/3 < 3 y por lo tanto
min{my, ma} < 2, lo que implica que G tiene signatura (0 : 2, ¢, 00).

Como Gy es de Hecke, tiene signatura (0 : 2,p,00), donde 3 < p < oo.
Ademas es G subgrupo de G y sabemos que la clase eliptica de p corresponde
a la clase eliptica de ¢, entonces por el teorema de Lagrange se cumple que
3t € Z™ tal que g = tp. Ahora usando la férmula del area de un grupo fuchsiano
[1, Teo. 10.4.3] y la ecuacién en (3.3) obtenemos

lm(l - %) - 77(1 - %)

Sin embargo, como tp > p significa que

2 2
1-=2>1-2

tp — P
entonces si k > 1 significa que kA, (]HIQ/G) > A, (HQ/GO) lo cual es imposible.
Por lo tanto k = 1, con lo cual G = Gy.

)



CAPITULO 4

Desigualdades de la traza

Durante esta seccién sera de mucha importancia la desigualdad del Jgrgensen, la
cual enunciaremos a continuacién, la prueba a se puede consultar en [1, Teo 5.4.1].

Teorema 4.0.16 (Desigualdad de Jorgensen) Sea G = (f,g), de tal forma
que G sea discreto y no elemental, entonces

[tr2(f) — 4| + [tr([f,9]) = 2| = 1
y ésta es la mejor cota posible

Teorema 4.0.17 Sea G = (g, h) fuchsiano no elemental, con g, h parabdlicas,
entonces se cumple alguna de las siguientes propiedades

i) tr[g,h] > 18
i) trlg,h] = 2+ 16cos*(Z) y G tiene signatura (0 : 2, r,00)
iti) trlg,h] = 2 + 16cos*(£) y G tiene signatura (0 : r,00,00)

DEMOSTRACION. Podemos suponer que G acttia en H? y que

M) =241 gla) =

donde ¢ > 0, pues si conjugamos a G con la transformacién que manda el punto
fijo de h a 0o y el punto fijo de g a 0, obtenemos las transformaciones deseadas.

Tenemos ¢ > 0 ya que si al conjugar se diera que ¢ < 0, simplemente se toma a

g~ en vez de g pues viendo a g y ¢~! de forma matricial se tiene que

() (Y

También si representamos matricialmente a h y h~?

(11 1 (1 -1
=0 1) =0 7)),
se tiene
[h]711101—11071+c+c2 —c
M=o 1)\¢ 1)J\o 1 )\=¢c 1)~ 2 —e+1)"

35
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Asi tenemos que tr[g, h] = ¢ + 2. Aplicando la desigualdad de Jgrgensen obte-
nemos que ¢ > 1. Es facil demostrar que si mostramos que se cumple alguna de
las siguientes opciones, obtenemos el resultado deseado:

i) c>4
ii) ¢ =2+ 2cos(2%)

iii) ¢ =2+ 2cos(Z).

Si suponemos que 1 < ¢ < 4, entonces consideramos el cuadrilatero formado
por los circulos isométricos de g y g~ ! y las lineas {Re(z) = 1/2} y {Re(z) =
—1/2} (véase la figura 4.1).

Como I(g) y I(g~?) tienen radio 1/c y centros en —1/cy 1/c respectivamen-
te, si ¢ < 4, entonces 1/c¢ > 1/4, lo que quiere decir que

1
1(9) N {Re(z) = —3 } #0,
de forma andloga I(g~!) y {Re(z) = 1/2} se intersecan. Por lo tanto sea
1
weI(g~ ") N{Re(z) = 5}

y sean o_1, 0o, 01, 01 y 02 las reflexiones en {Re(z) = —1/2}, {Re(z) = 0},
{Re(2) =1/2}, I(g) y I(g™").

g

Ol pmm—————————

N[

Figura 4.1: Cuadrilatero formado por los circulos isométricos de g y g~ ! v las
lineas {Re(z) = 1/2} y {Re(z) = —1/2}.

Ahora notamos que



4. DESIGUALDADES DE LA TRAZA 37

g=0001 Yy h=o100,
ya que en ambos casos las dos son parabdlicas, y se cumple que ogoq fijaOy o 100
fija 0co. Ademds que ogoy manda I(g) a I(g7!) y o100 manda {Re(z) = —1/2}
a {Re(z) = 1/2}. Asi tenemos que

gh™' = 0001(0%00)71 = (000100)0L.

Nétese que 0go10¢ = 02, ya que ambas son reflexiones que fijan a I(g~!). Por lo

tanto gh™! = 0201, Esto nos indica que gh~! es la rotacién por 20 en w, donde

6 es el angulo entre I(g~ ') v {Re(z) = 1/2}. Como G es fuchsiano, se tiene que
gh™1 es de orden finito (pues es eliptica), por lo cual

sz—ﬂ k.reZ, (k,r)=1.
r

Ahora aplicando el producto inversivo entre I(g~!) y {Re(z) = 1/2} obte-
nemos que

km c—2

(552

Sin importar si ¢ < 2 0 2 < ¢, la igualdad se da ya que si ¢ < 2, entonces

1/¢ > 1/2 y por lo tanto el dngulo es agudo y el coseno es positivo, y si ¢ > 2,

1/c < 1/2 y el coseno es negativo. Por lo tanto siempre coinciden en signo cosé

y ¢ — 2, lo que al final nos da que ¢ = 2 + 2005(%"). Notamos que si k = 1

podemos aplicar el teorema de Poincaré a nuestro cuadrildtero, lo cual nos dice

que éste es una region fundamental de G. Notamos que es este caso la signatura
de G es (0 : r,00,00), la cual corresponde con el caso 7).

Supongamos que k > 2, entonces la rotaciéon por 27/r en w, la cual llama-
remos f, se encuentra en G, esto es gracias a que (k,r) = 1, lo cual implica que
ord(gh~') =r y por lo tanto f € (hg~!) < G.

Proseguimos a construir un cuadrilatero a patir de f como en la Figura 4.2,
simplemente tomamos la geodésica £ que pasa por w y que hace un angulo
de 7/r con la recta {Re(z) = 1/2} y que interseca a la recta {Re(z) = 0}.
Esta geodésica hace un éngulo ¢ con la recta {Re(z) = 0}. Ahora si tomamos
la geodésica f(L), notamos que ésta corta a {Re(z) = 1} en un dngulo ¢ por
simetria, entonces obtenemos un cuadrildtero formado por £, f(L£), {Re(z) = 1}
y {Re(z) = 0}. Observamos que como k > 2y 0 = kn/r

0
27

™
- <
r

ESIESS

esto implica que

m
> —.
¢_2

Esto se verifica pues tanto I(g~1) como { Re(z) = 1/2} son tangentes a { Re(z) = 0},
ademds el hecho de que 7/r < 6/2 dice que el punto donde se hace el dngulo
¢ se encuentra por encima del punto en el cual corta la bisectriz del dngulo 6,
la cual corta en un dngulo recto a {Re(z) = 0}, esto se verifica notando que la
reflexién en esta geodésica, deja invariante a { Re(z) = 0}. Por lo tanto ¢ < 7 /2.
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1
1
1
1
1
1
!
1
2
Figura 4.2: Cuadrilatero formado rotando con f.

Por ultimo notamos que las imégenes de nuestro cuadrilatero bajo G cubren
a todo H2, esto es sencillo de ver, ya que la accién de f tesela alrededor de w.
Ahora para cualquier otro punto z € H?, tomamos una curva que una z con w
y notamos que podemos ir teselando vecindades con un radio fijo alrededor de
puntos en la curva, esto se debe a que gracias a las traslaciones, podemos teselar
alrededor de infinito, ademads gracias a las roaciones podemos teselar alrededor
de cualquier punto en los lados del cuadrilatero. Por lo tanto podemos teselar
localmente con nuestro cuadrilatero alrededor de la curva y concluimos que
podemos teselar alrededor de z y como z fue arbitrario, esto significa que las
im4genes de nuestro cuadrildtero cubren a todo HZ2. Por lo tanto existe una
regién fundamental dentro de nuestro cuadrilatero, la cual, tiene que contener
a w pues éste es un vértice eliptico.

Ahora el drea de dicha regién es menor al drea del cuadrildtero, es decir el
area dela regién es menor a

2 2
27T72¢—77T<27T722777r<7r.

Por lo tanto por el Teorema 3.0.13, G tiene signatura (0 : s,71,00), donde r1|r
y s € {2,3} (ya que la regién se encuentra contenida en nuestro cuadrildtero y
contiene a w). Por 1dltimo nos fijamos que como el area de nuestro cuadrildtero
es 2m — 2¢ — 27/, se tiene la siguiente desigualdad

1 1 2 2 2
27r(1———7>§27T—2¢——7T§7r——7r§7r—1
™ S T r ™

b

pues r;1 > 1y ¢ > 7/2. Por lo tanto de la desigualdades anteriores implican
que s = 2, lo que significa que r; = r y que ¢ = m/2, que esto a su vez nos
demuestra que 0 = 27 /7.

]
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Teorema 4.0.18 Sea h una tranformacion parabdlica y g una transfomacion
cualquiera tal que G = (g, h) sea fuchsiano no elemental, entonces se cumple
alguna de las siguientes propiedades

i) trlg,h] >3

ii) Si 3 <trlg,h] <6, entonces G tiene signatura (0:2,q,00) y

tr(g, h] = 4 + 2cos(2m/q)

iii) Sitr[g, h] < 18, entonces G tiene elementos elipticos.

DEMOSTRACION. Supongamos que G actia en H? y que h(z) = z + 1, también
suponemos que g es de la forma

az+b

Q(Z) = m7

donde {a,b,¢,d} C R, conc >0y ad—bec=1. Ahora calculando el conmutador,
obtenemos

1—ac *
[g,h]—( * 1+02+ac>'

Por lo tanto tr[g,h] = 2 + ¢* > 2. La desigualdad de Jgrgensen y el hecho de
que h es parabdlica implican que tr[g, h] > 3, de lo que se sigue 7).

Si suponemos que tr[g, h] < 6, entonces ¢ < 2, esto aunado a que I(g) tiene
un radio de 1/c¢ (el cual es mayor a 1/2) y centro en —d/¢, implica que

I(g) N{Re(z) = —=d/c £ 1/2} # @.

Por lo tanto tenemos una regién fundamental de Ford incluida en el tridngulo

—-d 1 —-d 1
T = Eat(I(9) 0 {z € B | =% — 2 < Re(z) < =%+ 0},

(véase la Figura 4.3). Notamos que el drea de T' es menor a m — 20 < m, donde 6
es el dngulo entre I(g) y {Re(z) = —d/c+1/2}, entonces por el Teorema 3.0.13,
G tiene signatura (0:2,¢,00),3<g¢g< o0 o0 (0:3,g,00), g € {3,4,5}.
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T
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Figura 4.3: Tridngulo formado por I(g) y {Re(z) = —d/c £ 1/2}.

Ahora, escribimos g = ogo1, donde og es la reflexién sobre I(g) y o1 es la
reflexién sobre alguna recta vertical £; (cf. [1, Sec 3.5]). Sean

S=L14+n/2 VneLZ,

llamaremos por o3 ,, a la reflexiéon sobre L3, entonces se tiene que h"™ = 09 071,
lo cual implica que

h"g = (02,n01)(0100) = 02,n00.

Denotaremos por L a la recta vertical ortogonal a I(g) y por Ly a la recta
LY. N € Z, que cumple que

ALY, L) <d(Ly, L) VYneZ.

Como el didmetro de I(g) es mayor a 1, entonces Lo N I(g) # @. Por lo tanto si
llamamos o a la reflexién sobre Lo, y w € L2 N I(g), se cumple que h'Vg es la
rotacién hiperbdlica en w con dngulo 2¢, donde ¢ es el dngulo entre Lo y I(g).

Sillamamos r = d(La, L), entonces r < 1/4, ya que si se diera que r > 1/4, se
tendria que la traslacién de L4 por £1/2 se encontraria a una distancia menor
que 1/4, pero Ly es la que minimiza la distancia. Usando esto y el producto
inversivo obtenemos que

1 1
= <2—=—.
cosp =rc 1 5
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L |Ls L1
o21. .
g0 ¢ w
I(g)
%

Figura 4.4: Traslacion de £;.

Por lo tanto ¢ € [r/2,7/3), ademés como G es fuchsiano y h'Vg € G, entonces
¢ = kr/p, (k,p) = 1, donde p es el orden de h'Vg. Por la discusién anterior
se cumple que 1/2 < k/p < 1/3. Ahora por el Corolario 2.0.6, tenemos que
2Im(w) < tan(w/p), sin embargo Im(w) = sing/c, (véase la Figura 4.4). Por
lo cual

tan(ﬁ) > 2Im(w) = gsemb > seng > sen(z) = @

P c 3 2

Por lo cual p € {2,3,4}, aunado esto al hecho de que 1/2 < k/p < 1/3, y que

(p, k) = 1, obtenemos que las tnicas soluciones son k = 1y p = 2. Lo que

significa que £ = Ly y que f = h'Vg € G es eliptica de orden 2 que fija a w.
Suponiendo que la signatura de G es (0 : 3,¢,00), ¢ € {3,4,5}, entonces

como ord(f) = 2, se tiene que 2|q, ya que la clase de w tiene que estar repre-

sentada en el grupo. Por lo que ¢ = 4, sin embargo, usando el Corolario 2.0.9,

obtenemos que 2Im(w) < tan(w/4) = 1. Pero sabemos que

2Im(w) = ¢/2seng > seng = sen(n/2) = 1,

lo cual es imposible y por lo tanto G tiene signatura (0 : 2, g, 00). Notamos que
g € (f, h), lo que significa que G = (f, h). Por dltimo, considerando las dreas de
T y nuestra region fundamental, tenemos que

Ap(H?/)G) =7 — 27” <m—20=Au(T).

Lo cual implica que 6 < m/q. Del hecho que Lo = L, se deduce que las rota-
ciones por 26 en los vértices del tridngulo T' (los cuales llamaremos z1 y 22), se
encuentran en el grupo ya que dichos vértices son puntos fijos elipticos gracias a
la accién de fy de h (véase la Figura 4.5). Como el dngulo minimo de rotacién
en los vértices de la regién fundamental es 27/q, entonces 26 > 27/q. Por lo
tanto 8 = 7/q y usando el producto inversivo, obtenemos que ¢ = 2cos(n/q), lo
cual prueba 7).
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21 ﬁ/dlmeq'z?

Figura 4.5: Accién de f en el tridngulo T'.

Para #ii) notamos que si G no tuviera elementos elipticos, entonces ¢ > 4 ya
que esto garantiza que al menos una de las rectas L} intersecten a I(g). Lo cual
implica que

trig,h] =2+ ¢* > 18

|
En el teorema anterior una forma alternativa de probar que G tiene elementos
elipticos es la siguiente. Sea

az+

1(z) = yz+ 6

tal que || sea el menor valor postitivo para toda g € G.

Ahora calculamos

= (’y(a*—l- 5) I) )

entonces como || es el menor positivo para cualquier transformacion en G, se
cumple alguna de las siguientes dos opciones:

i) [yllee+ 6] =[]
i) [7]lo+ 0] = 0.

Si ocurre i), entonces necesariamente ocurre que tr(f) = a+ 46 = 0, lo
que implica que f es eliptica de orden 2. Si en cambio sucede ), tenemos que
|a + 6] > 1, por lo tanto si consideramos a las transformaciones h™(z) = z +n
para toda n € Z, tenemos que
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ne (1 n\ [ fa B\ [(a+ny B+nd
1= - )

Asi tr(h"f) = a+ 8 +nv, por lo que existe una k € Z tal que tr(hk f) € (—1,1).
De esto se deduce inmediatamente que h* f es eliptica, ademds como G es fuch-
siano, se tiene que tr(h*f) = 2cos(n/m), donde m = ord(h™f). Puesto que
[tr(h™f)| < 1, entonces claramente |cos(m/m)| < 1/2, del cual al fijarnos en el
comportamiento de la funcién cosz, obtenemos que esto ocurre sélo si m = 2.

Notamos que si G es un grupo fuchsiano actuando en H?, que contiene a las
transformaciones

az+b

M) =241, g(z) =

c#0 ad—bc=1,
entonces se cumplen las siguientes propiedades

i) Ap(H?/G) > /3

ii) G tiene una regién fundamental incluida en

D= {z € H? | Re(z) € [%d - %, %d + %}}ﬁEmt(I(g))a

con lo cual se puede deducir que |¢| > 1.

La propriedad i) se debe a que si suponemos que Ay, (H?/G) < 7/3, entonces
por la Proposicién 21, tendriamos que G tiene signatura (0 : 2, ¢, 00), donde
3<g< o (0:3,q,00), dnde g € {3,4,5}. Por lo tanto, al considerar la
férmula del drea tenemos que

1 1 1 17 o«
27r[—2+7+<1—7)+1}:27r{7—7]<f7:>q<3,
2 q 2 q 3

en el primer caso, y en el segundo caso obtenemos

2 1 2 1 us
2#[—2—&—7—1—(1—7)—4—1} :277{7—7] <T o<
3 q 3 q 3
lo cual nos da una contradiccién en ambos casos. Por lo que se cumple ).
Ahora por definicién de la regién de Ford es claro que D contiene un dominio
fundamental. Sin embargo si |¢| < 1, tendriamos que el radio de I(g), el cual
llamaremos r, cumplirfa que r = 1/|c| > 1, por lo que

[Re(z)= 24 J)ni) £ 2,

entonces calculamos el angulo 6 entre estas dos geodésicas con el producto in-
versivo y obtenemos que cosf = 1/2r < 1/2. Por lo tanto § > 7/3, y con esto
obtenemos la siguiente cota para el area

2r 0w

lo que contradice el inciso 7). Lo que quiere decir que ii) se cumple.
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Como ultima observacién de este teorema, revisemos el ejemplo de los grupos
generados por

z
cz+1’

en el caso en que ¢ > 4. Primero notemos que un grupo generado por dichas
transformaciones es discreto ya que se puede aplicar el teorema de Poicaré al
poligono (véase la Figura 4.6)

Bz =241, g(z) =

53] N EetI(9) N B,

Ademads estos grupos contienen hipebdlicas de frontera (cf. [1, Cap 9]), lo que
implica que son de area infinita. Por lo tanto es facil ver que su signatura es
(0:2,1), donde la caracteristica de Euler la obtenemos del poligono previamente
mencionado. Las clases parabdlicas son 0 e co, también es facil notar que sélo
hay una hiperbdlica de frontera.

{z € HQ‘Re(z) € [

L1 Lo Lo
|
|
|
I h
|
|
01 100 02

[
(SIS

Figura 4.6: Reflexiones en poligono fundamental

Para acabar con el ejemplo probaremos de dos fromas distintas que gh™" es
hiperbdlica con longitud de traslacion

T= p(Re(z) = %,I(g)). (4.1)

Para la primera prueba nombraremos a las rectas Lo = {Re(z) = 0}, £; =
{Re(z) = —1/2} y L2 = {Re(z) = 1/2}. Ahora sea o; la reflexién sobre £; y
sea 7T la reflexién sobre I(g), entonces tenemos que

g =097, h=o0901,

por lo tanto gh™! = og7(0100) = 0¢(701)00 = 00f00, donde f = 707 es hi-
perbélica ya que {Re(z) = —1/2} e I(g) no se intersecan pues ¢ > 4. Por lo tanto
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gh~! es conjugada a una transformacién hiperbélica por medio de isometrias eu-
clideanas, esto significa que gh™! es hiperbélica, pero ademds por definicién de
la longitud de traslacion, la longitud de traslacién de f es p(Re(z) = 1/2,1(g)),
pero al conjugar por isometrias euclideanas, ésta no se modifica, lo cual prueba
lo que queriamos.

Para la segunda prueba representamos a gh~' de forma matricial

o= ()6 )=

Por lo tanto como ¢ > 4, tr(gh ™) =2 — ¢ < 2 —4 = —2, lo que implica que
gh™! es hiperbdlica. Por lo que si usamos la férmula en [1, p. 173], tenemos que

c 1 1 T
——1= §|tr(gh )| = cosh(i),

2
donde T es la longitud de traslacién de gh~!. Ahora si nombramos a los puntos
z1 = —1/2, z0 = 00, w1 = —2/c y we = 0. Notamos que estos puntos son los

puntos al infinito de £; e I(g) respectivamente, entonces usando la férmula [1,
7.23.1], tenemos que

1
1 = [21, w1, wy, 2o]tanh? (ip(ﬁl’ I(g)))
por otra parte calculando la razén cruzada obtenemos que

(1 —w2)  —1/2 c

[71, w1, w2, 2] = (z1 —wy) —1/24¢/2 Te—4

Por lo tanto tenemos que

tcmhz(%p(ﬂhl@))) = 608h2<%p(£171(9))) _ == 4»

cosh? %p(ﬁl,I(g))) ¢
lo que implica que
1 c
2005}7’2 (§p([’17 I(Q))) = 57

entonces usando esto y (4.1), obtenemos el resultado deseado.

Teorema 4.0.19 Sea g una rotacién hiperbdlica por 2w /n con n > 3. Suponga
que G = (f,g) es un grupo fuchsiano no elemental, entonces salvo algunos
ejemplos que se obtienen en la demostracion se cumple que

i) tr[f,g] > 2+ 4cos(m/n)? >3
ii) [tr(g)* — A+ [tr(f, g] — 2| = 4

DEMOSTRACION. Suponemos que G actia en A y que

o €i% O o a ¢ 2 2
=% ) v r=(20) o

Por lo tanto G tiene un dominio fundamental incluido en la regién delimitada
por el exterior del circulo isométrico de f~! y el dngulo por 27 /n simétrico con
respecto a I(f~1)(cf. [1, p. 239]).
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De forma maés precisa, denotaremos por

D=FExzt(I(f7H))N {z € Alarg(z) € [0 — 2w /n,0 + 27?/71]}.

donde 6 es el argumento del punto medio de I(f~1). Si suponemos que D es
acotada, entonces la signatura de G tiene que ser de la forma (k;mq,..., ms)
con m; > 2, esto es pues la region es acotada y por lo tanto no tiene elementos
parabdlicos ni hiperbdlicos de frontera. Notamos que 0 es un punto fijo eliptico,
entonces si llamamos R a nuestra region, se tiene que cumplir que 0 € R. Por
lo tanto para algin m;, digamos mg, se tiene que n|mg, ademés como R C D y
D es un tridangulo hiperbdlico, entonces tenemos la siguiente desigualdad

u 1 o o
2[2/@*2 (177”: R <A (D)<nm— 2" cn_ 2T
T +j; o An(R) < Ap(D) <7 — = < o
Lo que quiere decir que
s—1 1
Ak — 442 (1——) 1<0. 42
+ ; o) (4.2)

Por lo tanto, como m; > 2, si k > 1, tendriamos que (4.2) serfa estrictamente
positiva, lo que quiere decir que k = 0. Claramente 1 —1/m; > 1/2, por lo que
considerando esto en (4.2) tenemos que —4+s— 141 < 0, lo que implica s < 4,
esto quiere decir que s = 3 ya que no es posible que 3 < s por el teorema de la
signatura, pues [-2+4 (1 —1/my +1 — 1/ms)] < 0.

De aqui obtenemos los grupos excepcionales que no cumplen las propiedades
1) y i), estos resultan ser los grupos en los que la regién D es acotada, sin
embargo desde el punto de vista de la signatura, son los grupos triangulares que
cumplen que

m; =2 o (mi,ms)€{(3,3),(3,4),(3,5)}.

Esto es, ya que si sustituimos todo lo obtenido en (4.2), obtenemos la siguente
desigualdad
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—442(1-1/m;+1-1/mg)+1<0,

lo que implica que 1/m; + 1/m2 > 1/2, lo cual inmediatamente nos indica los
valores de los m;. Demostraremos al final que estos grupos no cumplen @) y 7).

Ahora supongamos que G no es uno de estos grupos excepcionales, es decir
supongamos que D no es acotada. Notamos que I(f~!) es el bisector perpen-
dicular del segmento de geodésica [0, f(0)], la demostacién de este hecho se en-
cuentra en [1, sec. 7.21]. Por lo tanto usando que el seno es creciente en (0, 7/2)
y el teorema del d4ngulo de paralelismo (cf. [1, Teo 7.9.1]) obtenemos que

1
coship(O,f(O))sen(ﬁ/n) > 1,
o de forma equivalente
1
senh2§p(0, £(0)) sen®(m/n) > cos®(m/n).

Como || = senh3p(0, f(0))(cf. [1, p. 138]), obteniendo la traza tenemos el
resultado deseado. Pues calculamos la traza del conmutador

[f,g] = ei/n 0 a ¢\ (e i/ 0 a —c
191 = 0 e—iﬂ'/n c a 0 eiﬂ'/n —c a
B |a|2 _ ei?ﬂ‘/n|c‘2 *
- % |a‘2 _ efi27r/n|c‘2 :

Por lo tanto tr[f, g] = 2|a|? — 2cos(2m/n)|c|*> = 2(|¢|> + 1) — 2cos(27/n) y
usando identidades trigonométricas obtenemos que
trlf, gl = 2 + 4|c|*sen? (7 /n)

y por lo tanto

trif, g] = 2 + 4|c|*sen? (7 /n) > 2 + 4cos* (7 /n).

Con lo cual hemos probado ). Ahora para probar i) usaremos la siguiente
igualdad |a| = coship(0, f(0)), cuya prueba se encuentra en [1, p. 108], entonces
calculamos

[tr(9)® — 4] + [tr[f, g] — 2| = 4(cos® (m/n) — 1) + 4|c|*sen® (n/n)
= 4(sen2(7r/n) + |c|256n2(ﬂ'/n))
= 4sen’(r/n)|al?

= 4sen®(m/n) cosh®1/2p(0, £(0)) > 4.

Ahora por ultimo notamos que en el caso en el que D es acotada tenemos
de la férmula del angulo de paralelismo que

cosh%p(O, f(0))sen(r/n) = cosa < 1,
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donde o € (0,7/2), entonces al calcular la traza obtenemos desigualdades en
el sentido opuesto, por lo tanto siguiendo el mismo procedimiento que antes
para probar i) y i), obtenemos que los grupos para los cuales D es acotada no
cumplen las conclusiones del teorema.

Para finalizar con la tesis notaremos que la desigualdad

[tr(9)* — 4] + [tr[f, 9] — 2| > 4, (4.3)

dénde f y g son como en el teorema anterior. Tiene un significado geométrico
importante, ya que |tr(g)? — 4| es menor o igual a tres, si ord(g) > 3, de hecho
[tr(g)? — 4| — 0, cuando ord(g) tiende a co. Esto se verifica pues como g es
eliptica, entonces

tr(g)? = 4cos? f)
r(g) cos (n ,
donde n = ord(g). Por lo tanto

Itr(g)? — 4] = 4‘0052 (%) - 1‘.

Asi si n tiende a oo, tenemos que claramente |tr(g)? — 4/ tiende a cero, ademas

por el comportamiento de cosz, la sucesion es decreciente. Asi si verificamos que

[tr(g)? — 4| < 3 para n = 3, entonces de inmediato se verifica para toda n > 3.
Sin = 3, entonces tr(g) = 2cos(w/3) = 2(1/2) = 1. Por lo tanto |tr(g)? — 4| = 3,

que demuestra que si n = 3, se cumple la desigualdad y de esto se sigue para

toda n > 3 (de hecho es ficil ver que si n > 3, la desigualdad es estricta). Por

lo cual si suponemos en (4.3) que ord(g) > 3, obtenemos que

3+ |trlf,g] =2 > [tr(g)* — 4] + [tr(f, 9] — 2| > 4.

Lo que implica que

[tr(f,g] — 2| > 1. (4.4)
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Esto es significativo desde el punto de vista geométrico, pues si utilizamos el
teorema [1, teo. 7.39.2] que dice:

Teorema 4.0.20 Sea g una transformacion eliptica con punto fijo v y dngulo
de rotacion 20, donde 0 < 0 < mw. Sea h cualquier otra transformacion que no
fije a v, entonces [g,h] es hiperbdlica con longitud de traslacion T que cumple
que

senh(%) = senh%p(v, h(v)).

Utilizamos también el hecho de que si ¢ es una transformacién hiperbdlica
con longitud de traslacién T, entonces

%|tr(gp)| = cosh(%).

Estos dos hechos aunados a la desigualdad (4.4), nos dicen que [f, g] es en
general hiperbdlica con una longitud de traslacion no muy chica. De forma més
especifica, sustituyendo en (4.4) obtenemos que

T T 1
) = > — ) =1 > —=.
’2cosh<2) 2’ >1 = ‘cosh(Q) 1‘ Z 3

Lo cual por continuidad nos dice que la longitud de traslaciéon no puede ser
arbitrariamente pequena.
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