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1

Caṕıtulo 1

Introducción

En este Caṕıtulo se presentan, en la Sección 1.1 la motivación detrás de esta Tesis de

Doctorado, en la Sección 1.2 el estado del arte, en la Sección 1.3 el problema a resolver,

los objetivos generales y particulares de la tesis y los conceptos básicos de la metodoloǵıa

utilizada, en la Sección 1.4 se enumeran las aportaciones de este trabajo y finalmente, en la

Sección 1.5 se incluye la organización general del documento.

1.1 El motor de Reluctancia Conmutada

El avance de la electrónica de potencia en las últimas décadas del siglo XX facilitó el

control de las máquinas eléctricas conmutadas, en particular, del Motor de Reluctancia

Conmutada (MRC), debido a que, este motor requiere de un conmutador electrónico para

excitar alternadamente las fases de estator y aśı generar movimiento continuo de la flecha del

rotor. El alto costo de los conmutadores electrónicos y la complejidad del control del MRC,

hab́ıan sido las principales causas de que se prefiriera utilizar este motor en aplicaciones de

control de posición, tales como mover cargas grandes en pequeñas distancias, véase [Miller,

2001]. Aunado al desarrollo de los convertidores electrónicos, el interés en el estudio y

aplicación del MRC ha aumentado en los últimos años debido a que:

• Es de construcción sencilla, ya que sólo tiene devanados en el estator, lo que implica

que es de menor tamaño que otros motores para una misma potencia, [Fitzgerald

et al., 2003].

• Los devanados de estator del MRC se construyen de tal forma que sean eléctrica y
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magnéticamente independientes, lo que implica que este motor es robusto ante la

pérdida de una fase, [Krishnan, 2001].

• Puede producir alto par a bajas velocidades, lo que elimina el uso de cajas reductoras.

Estas caracteŕısticas convierten al MRC en una opción económica, altamente confiable y

apta para aplicaciones de velocidad variable.

Asimismo, se ha mostrado que esta máquina eléctrica es una alternativa muy prometedora

en aplicaciones vinculadas a las enerǵıas alternas, como en la construcción de transmisiones

para veh́ıculos eléctricos, [Debal et al., 2009, Takano et al., 2010] y en sistemas de generación

eólicos, [Baker y Mueller, 2001, Nassereddine et al., 2008, Mueller, 2005, Darie et al., 2008].

En cuanto a los modelos matemáticos del MRC estos se pueden clasificar en dos tipos,

los modelos que incluyen los efectos de saturación magnética en los devanados de fase,

como los propuestos en Ilic’-Spong et al. [1987] y Vedagarbha et al. [1997], y el modelo de

señal pequeña (donde se describe el comportamiento del motor para corrientes menores a la

corriente de saturación y velocidades bajas), [Krishnan, 2001, Miller, 2001]. El modelo de

señal pequeña ha sido el más utilizado en el diseño de esquemas de contr.ol de velocidad y

diseño de observadores de estados para el MRC, ya que ofrece una buena relación entre la

representación fiel del comportamiento del motor y la complejidad del modelo matemático.

1.1.1 Control de velocidad

Con el objetivo de controlar la velocidad angular de la flecha del rotor del MRC, se han

empleado distintas técnicas de control. Entre los resultados clásicos (en este trabajo se hace

énfasis en los diseños basados en modelo matemático), se encuentran el control por linea-

lización exacta de Ilic’-Spong et al. [1987], el controlador de estructura variable de Buja

et al. [1993], el control basado en pasividad de Espinosa-Pérez et al. [2004], entre otros.

Sin embargo, estos trabajos no contemplan cambios drásticos de los parámetros o par de

carga desconocido. En este sentido, en los últimos años se han propuesto esquemas robustos

como el control por modos deslizantes de segundo orden de Rain et al. [2010], el control

Proporcional Integral (PI) de ganancias programadas de Hannoun et al. [2011] (donde se

compensa la variación del término de fuerza contraelectromotriz), el control Proporcional

doble–Integral Derivativo (PI2D) de Loria et al. [2014], el control basado en pasividad

presentado en Isfahani et al. [2011], los controladores difusos como los presentados en Tseng

2
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et al. [2012] y Wang y Liu [2011]. En cuanto al control en un intervalo amplio de velocidades

en Hannoun et al. [2010] se comparan dos esquemas de control de velocidad con distintos

enfoques de control de par.

1.1.2 Control de velocidad sensorless

Además del objetivo de control de velocidad un problema de interés para máquinas eléc-

tricas en general es prescindir del uso de sensores de posición/velocidad angular para la

implantación del controlador. Este tipo de control se conoce en la literatura como control

sensorless debido a que estos algoritmos de control sólo requieren la retroalimentación de

las variables eléctricas. En esta categoŕıa también se incluyen los controladores que usan

algún método de estimación para recuperar la posición angular de rotor.

Algunas de las razones para prescindir de los sensores de las variables mecánicas son:

• No pueden ser usados en aplicaciones donde el rotor se encuentra dentro de un carcasa

cerrada.

• Tampoco pueden usarse en aplicaciones donde el motor es operado en condiciones

ambientales extremas o en las cuáles el motor debe estar sumergido en algún ĺıquido

como es el caso de algunas bombas.

• Además, al eliminar este tipo de sensores se reduce el tamaño del sistema de control

y se requiere menos mantenimiento.

Adicionalmente, el diseño de estimadores también tiene justificación desde el punto de vista

del monitoreo de fallas, donde pueden utilizarse junto con las mediciones de los sensores

para obtener información redundante que pueda ayudar a registrar cambios en las variables

monitoreadas.

En este trabajo adoptaremos el término operación Sin Sensores Mecánicos (SSM), tomado

de Ibarra-Rojas [2005], para referirnos al modo de operación en el cuál se miden las variables

eléctricas (ya sean los enlaces de flujo o las corrientes de fase en el estator) y no se miden

ni la posición ni la velocidad angulares.

3
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1.2 Estado del arte

1.2.1 Métodos de estimación de las variables mecánicas

Las técnicas de estimación en operación SSM para el MRC se basan en la suposición funda-

mental de que la posición angular puede obtenerse a partir del conocimiento de las carac-

teŕısticas magnéticas del motor. La representación más común de ésta información para una

máquina eléctrica son las curvas de magnetización del estator, mostradas en la Figura 1.1,

donde cada curva está asociada a un valor de posición de rotor. Esta curvas cubren el inter-

valo de posición que comienza desde la posición relacionada con un polo de rotor totalmente

alineado con un polo de estator (valor mayor de flujo) hasta la posición donde el polo de

rotor está completamente desalineado (menor valor de flujo). Con base en esta información,

que se adquiere a partir de mediciones fuera de ĺınea, usando algún modelo de los enlaces

de flujo, se puede obtener la posición del rotor.

Figura 1.1: Curva de magnetización, c⃝ Matlab, The MathWorks Inc.

Las técnicas de estimación que se han propuesto, pueden clasificarse en dos tipos según

Ehsani y Fahimi [2002]:

No Invasivo Este tipo de métodos usan el voltaje y la corriente de fase y sus derivadas,

4
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para detectar la posición indirectamente. Entre estos métodos, se encuentran aque-

llos que estudian la forma de la señal de corriente para hacer un estimado de la

posición, [Gallegos-Lopez et al., 1998]. También, en esta clasificación se encuentran

aquellos métodos que reconstruyen los enlaces de flujo o la inductancia de fase cuando

se alcanza un umbral que representa una posición de rotor. Cabe mencionar que, medir

los enlaces de flujo es dif́ıcil y por eso en general son estimados. La reconstrucción de

los enlaces de flujo se basa en la siguiente expresión,

λj(t) =

∫ t1

t0

(uj(t)− rij(t)) dt , t1 > t0 ≥ 0 , (1.1)

donde j = 1, 2, 3, ...,m, m es el número de fases de estator, λj(t) son los enlaces de

flujo de fase, ij(t) es la corriente de fase de estator medida, uj(t) es el voltaje de fase

de estator medido, r es la resistencia del devanado de fase y se asume que λj(t0) = 0.

También existen métodos que se basan en tablas de mediciones de los enlaces de

flujo con las que se reconstruye la curva de flujo contra corriente de la Figura 1.1 para

algunas posiciones de interés y los valores intermedios de posición se obtienen mediante

interpolación.En esta clasificación también se incluyen los trabajos que utilizan redes

neuronales y observadores de estado para reconstruir las variables no medibles.

La principal desventaja de la mayor parte de estos métodos es que la reconstrucción

de los enlaces de flujo usando la expresión (1.1) se puede ver afectada por los errores

debidos a la incertidumbre en el valor de la resistencia de fase r y en la condición

inicial de los enlaces de flujo.

Invasivo En esta técnicas, distintos tipos de señales de prueba se inyectan en una fase de

estator inactiva, i.e., cuando no genera par. El principio de operación consiste en

detectar los cambios en los enlaces de flujo o en la inductancia de fase debidos la señal

inyectada. Las señales utilizadas deben ser de baja amplitud para

• minimizar la producción de par,

• evitar el efecto de saturación magnética,

• minimizar los efectos de la fuerza contraelectromotriz.

Los métodos que pertenecen a esta categoŕıa son: inyección de señales moduladas,

escaneo activo (active probing en inglés) y medición de la corriente de frenado, [Gao

5
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et al., 2004, Suresh et al., 1999, Geldhof et al., 2010, Yoshida et al., 2005]. Sus

principales desventajas son: a) a altas velocidades no se tiene suficiente tiempo para

medir y procesar la señal de prueba y b) son muy sensibles al ruido de medición.

1.2.2 Observadores

Las ventajas de utilizar un observador de estados son: a) puede garantizar la convergencia

del error de estimación a cero (o a un valor cercano a cero) y b) es una técnica confiable

dado que se basa en un modelo matemático del sistema y en las mediciones de las señales de

salida. Sin embargo, se pueden encontrar pocos ejemplos en la literatura de observadores

para el MRC en operación SSM. Entre éstos, se pueden mencionar los observadores tipo–

Luenberger de Lumsdaine y Lang [1990] y Elmas y Zelaya-De La Parra [1996]. Otro diseño

representativo son los observadores de modos deslizantes diseñados por primera vez por Mc-

Cann et al. [1997], McCann et al. [2001] y más recientemente retomados por Brandstetter

y Krna [2013]. Por último, cabe mencionar la implantación de Brosse y Henneberger [1998]

de un filtro de Kalman para estimar las variables mecánicas.

La caracteŕıstica principal de estos observadores es que la estimación de los enlaces de flujo,

y por consiguiente de la posición angular, se basa en la ecuación (1.1) y en la definición de

los enlaces de flujo dada por

λj (t) = Ljj (θ)ij (t) , (1.2)

donde θ es la posición angular y Ljj (θ) es la inductancia propia del devanado fase. Como

se mencionó anteriormente, las incertidumbres paramétricas pueden afectar la estimación

de los enlaces de flujo en la ecuación (1.1) 1, lo que a su vez puede afectar la reconstru-

cción de la posición a partir de la ecuación (1.2). Cabe mencionar que en estos trabajos no

suelen incluirse demostraciones de la convergencia del observador ni de la estabilidad del

lazo cerrado (controlador–observador).

1.2.3 Observabilidad

Cuando se desea diseñar un observador de estados para un sistema no lineal, es recomen-

dable que se realice un estudio de las propiedades de observabilidad de dicho sistema, a fin

de conocer las condiciones en que este método puede garantizar una buena estimación de

1Sin embargo, en McCann et al. [1997] se asegura que el observador basado en modos deslizantes es
robusto ante los errores en la estimación de los enlaces de flujo.

6
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las variables no medibles. En este sentido la literatura sobre las propiedades de observabi-

lidad de máquinas eléctricas se ha centrado en el estudio del Motor de Inducción (MI), y

del Motor de Imán Permanente (MIP), con dos enfoques principales: el uso de la condición

de rango de observabilidad [Hermann y Krener, 1977] y el análisis de la dinámica indistin-

guible, [Moreno et al., 2002]. Usando el primer método, en Zaltni et al. [2009] se concluye

que el Motor de Imán Permanente con imanes internos en el rotor (MIPS) es no observable

a velocidad cero, mientras que el Motor de Imán Permanente con imanes superficiales en

el rotor (MIPI) es local y débilmente observable para todo el intervalo de velocidades in-

cluyendo velocidad cero. Del mismo modo, en Canudas de Wit et al. [2000] se presenta un

análisis de observabilidad local, donde se muestra que una condición suficiente para perder

observabilidad en el MI, es que la entrada tenga frecuencia cero en la operación a veloci-

dad constante. Los últimos análisis de observabilidad del MI, veáse [Vaclavek et al., 2013,

Koteich et al., 2015], extienden los resultados de Canudas de Wit et al. [2000] incluyendo

la condición de que las corrientes deben ser distintas de cero para que el motor sea local y

débilmente observable.

Por otro lado, a partir del análisis de la dinámica indistinguible del MI en operación SSM,

en Ibarra-Rojas et al. [2004] se demuestra que este motor no es observable ni detectable,

sin embargo en operación a velocidad constante con par de carga constante el motor es

detectable, i.e., se puede diseñar un observador para esta condición de operación. Además,

en este trabajo se determinan todas las entradas que hacen que el MI sea no observable,

conocidas como bad inputs o singular inputs, de las que se hablará en detalle en los siguientes

Caṕıtulos.

1.2.4 Śıntesis del estado del arte

En resumen, las técnicas de estimación que se han desarrollado hasta el momento, basadas

o no en modelo, presentan las siguientes caracteŕısticas:

• No se ha diseñado un método de estimación de las variables mecánicas que asegure

convergencia en todo el intervalo de velocidades. Lo que ha motivado el diseño de

técnicas de estimación para distintos intervalos de velocidad: velocidad baja2 en Ko-

matsuzaki et al. [2006], velocidades altas en Suresh et al. [1999] y funcionamiento

en los cuatro cuadrantes en Fahimi et al. [2005], Hossain et al. [2003] y Uma y Jee-

vanandham [2013]. Estos últimos métodos usan distintos algoritmos para cada modo

7
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Figura 1.2: Curva Par/Velocidad

de operación que son activados y desactivados usando varios enfoques.

• En los métodos basados en el modelo de señal pequeña se ha reportado pérdida de

desempeño a bajas velocidades en los trabajos de Ehsani y Fahimi [2002], Fahimi et al.

[2005], Mese et al. [2002] y Hossain et al. [2003].

• Además, se requiere conocer la posición inicial del rotor para arrancar apropiadamente

el motor, [Miller, 2001, Krishnan, 2001]. Esto ha hecho necesario diseñar técnicas para

velocidad cero como las reportadas en Bamba et al. [2007], Komatsuzaki et al. [2008]

y Ahmed et al. [2009].

• En cuanto al análisis de observabilidad, se tiene el antecedente presentado en la Tesis

de Maestŕıa precedente, [De La Guerra, 2011], donde se analiza la observabilidad del

modelo de señal pequeña del MRC usando la condición de rango de observabilidad.

• No se ha presentado un esquema de control SSM donde se garantice la estabilidad del

lazo cerrado (de la conexión observador-controlador).

2Los términos baja, media y alta velocidad se definen como intervalos de velocidad de cero a 1/3 de la
velocidad base, de 1/3 de la velocidad base a velocidad base y más allá de la velocidad base respectivamente,
ver Figura 1.2.

8



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.3 Formulación del problema

El problema a resolver en esta Tesis esta relacionado con el problema de observabilidad

definido a continuación:

Problema de observabilidad, Besançon [2007]

Dado un sistema no lineal

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), x(0) = x0

y(t) = h(x(t)) .

donde x ∈ X ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rp y y ∈ Y ⊂ Rq, f y g son C∞. Se asume que el sistema es

completo.

Encontrar un estimado x̂(t) de x(t) a partir del conocimiento de u(τ), y(τ) en 0 ≤ τ ≤ t.

A fin de obtener un estimado x̂(t) se puede utilizar un sistema dinámico auxiliar conocido

como observador de la forma

x̂(t) = f(x̂(t),u(t)) + k(t, h(x̂(t))− y(t)) con k(t, 0) = 0 , (1.3)

donde h(x̂(t))− y(t) es el error de medida.

A partir del problema de observabilidad y el análisis de la literatura se pueden plantear las

siguientes:

1.3.1 Hipótesis

• El modelo de señal pequeña representa la operación a velocidades bajas del MRC.

• El modelo de señal pequeña del MRC tiene problemas de observabilidad a bajas

velocidades, incluyendo velocidad cero, en operación SSM.

• Las condiciones derivadas del análisis de observabilidad del modelo de señal pequeña

del MRC en operación SSM pueden ser de utilidad para definir las condiciones bajo

las cuales se puede encontrar un estimado de las variables mecánicas.

A partir de las hipótesis se plantea el problema a resolver en esta tesis:

9
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1.3.2 Problema

Dado el modelo de señal pequeña del MRC en operación SSM definir las condiciones bajo las

cuales es posible encontrar un estimado de la variables mecánicas a partir del conocimiento

de u(τ), y(τ) en 0 ≤ τ ≤ t.

1.3.3 Objetivos

Objetivos generales

1. Definir las condiciones bajo las cuales es posible encontrar un estimado de la variables

mecánicas del MRC en operación SSM a partir del conocimiento de las entradas y

salidas.

2. Diseñar, de ser posible, un esquema de control para el MRC basado en un observador

de estados a partir de los resultados de observabilidad obtenidos.

Para poder plantear los objetivos espećıficos se presenta la metodoloǵıa que se utilizará para

realizar el análisis de observabilidad del MRC en operación SSM.

Metodoloǵıa

En este trabajo se utilizan los métodos de investigación causal-comparativo/quasi experi-

mental y experimental, [Picciano, 2004]. En el método causal-comparativo, se establecen las

relaciones de causa-efecto entre las variables bajo estudio. A diferencia del método experi-

mental, la variable independiente es identificada, más no manipulada, mientras se registran

los efectos de ésta en la variable dependiente.

Para identificar las relaciones de causa-efecto, (en este caso se quiere saber si se pueden

reconstruir las variables mecánicas, usando el modelo de señal pequeña del MRC, a partir

de la medición de la entradas y salidas) se utilizará el método de análisis de observabilidad

presentado en Moreno et al. [2002]. Este método, se basa en el concepto de trayectorias in-

distinguibles i.e., trayectorias internas de un sistema que son diferentes bajo el mismo mapeo

entrada–salida. Una vez establecidas las condiciones bajo las cuáles se tienen trayectorias

indistinguibles en operación SSM, es posible definir la forma de observabilidad del modelo

del MRC bajo estudio.

10
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Objetivos espećıficos

• Obtener la Dinámica Indistinguible (DI) del modelo de señal pequeña del MRC en

operación SSM. Se definen dos tipos de operación SSM, a) cuando las salidas son los

enlaces de flujo, b) cuando las salidas son las corrientes de fase.

• Definir las condiciones, a partir del análisis de la DI, bajo las cuales se puede encontrar

un estimado de las variables mecánicas en los dos casos.

• Realizar un análisis de observabilidad basado en la condición de rango de observabi-

lidad del modelo de señal pequeña del MRC en operación SSM.

• Diseñar un observador de estados del MRC con base en las condiciones derivadas

del análisis de observabilidad. Validar el observador propuesto mediante simulaciones

numéricas y/o evaluaciones experimentales. Integrar el observador diseñado a un

esquema de control de velocidad y demostrar la estabilidad en lazo cerrado de la

conexión observador–controlador.

1.4 Productos del trabajo de tesis

1.4.1 Aportaciones

• Se presentan los resultados del primer análisis de las propiedades de observabilidad

del modelo de señal pequeña del MRC en operación SSM, usando la metodoloǵıa

presentada en Moreno et al. [2002].

• Además, se define la forma general que tienen las entradas singulares para los dos

tipos de operación SSM definidos.

• Se presentan también, los resultados del primer análisis de observabilidad del modelo

de señal pequeña del MRC usando el criterio de rango cuando se considera el efecto

de las entradas.

• Asimismo, se incluyen el diseño y la validación experimental de un esquema de control

sin medición de velocidad del MRC robusto ante cambios en el par de carga.

11
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1.4.2 Art́ıculos

Art́ıculo de Revista:

• A. De La Guerra, Marco A. Arteaga Pérez, Alejandro Gutiérrez-Giles, Paul Maya-

Ortiz, Speed-Sensorless Control of SR Motors based on GPI observers, Control Engi-

neering Practice, Volumen 46, Enero 2016, Páginas 115-128, ISSN 0967-0661.

Art́ıculos de Congreso

• A. De La Guerra, Paul Maya-Ortiz, Gerardo Espinosa-Pérez Global Observability ana-

lysis of the SR Motor under sensorless operation, 54th IEEE Conference on Decision

and Control, 15-18 de Diciembre 2015, Osaka, Japón.

• A. De La Guerra, Marco A. Arteaga Pérez, Alejandro Gutiérrez-Giles, Paul Maya-

Ortiz, Control basado en observadores GPI del Motor de Reluctancia Conmutada, XVI

Conferencia Latinoamericana de Control Automático, 14-17 Octubre 2014, Cancún,

México.

• A. De La Guerra, Alejandro Gutiérrez-Giles, Marco A. Arteaga Pérez, Paul Maya-

Ortiz, Control de velocidad para el motor de Reluctancia Conmutada con par de

carga desconocido, Congreso AMCA 2013, Octubre 2013, Ensenada, Baja California,

México.

• Paul Maya-Ortiz, A. De La Guerra, Control sin medición de velocidad del MRC,

Congreso AMCA 2013, Octubre 2013, Ensenada, Baja California, México.

• Paul Maya-Ortiz, I. Pacheco-Tejada, A. De La Guerra, Análisis de Observabilidad

y Diseño de Observador para el Motor de Reluctancia Conmutada, XV Conferencia

Latinoamericana de Control Automático, 23-26 Octubre 2012, Lima, Perú.

1.5 Organización de la tesis

En el Caṕıtulo 2 se introducen el modelo matemático del MRC y los conceptos de observ-

abilidad que fundamentan este trabajo de tesis. En el Caṕıtulo 3 se presenta el resultado

principal: el análisis de observabilidad del MRC en operación SSM. En seguida, en el

Caṕıtulo 4 se presenta un controlador sin medición de velocidad para el MRC junto con su

12
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validación experimental. Después, en el Caṕıtulo 5 se exponen las conclusiones del trabajo

de tesis. Por último, en el Apéndice A se introduce la definición de sistema algebraico-

diferencial que se utiliza en el Caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este Caṕıtulo se incluyen, en la Sección 2.1 la estructura del Motor de Reluctancia

Conmutada, en la Sección 2.2 la representación matemática del MRC que se utilizará a lo

largo de la tesis, en la Sección 2.3 el funcionamiento del motor, mientras, en las Secciones 2.4

y 2.5 se hace una compilación de los conceptos de observabilidad que serán empleados en el

Caṕıtulo 3.

2.1 Estructura del Motor de Reluctancia Conmutada

El MRC, como se muestra en la Figura 4.1, tiene polos salientes en el rotor y el estator, el

número de polos de estator es Ns y el número de polos de rotor es Nr. Es importante notar

que sólo hay devanados en el estator y que el rotor está hecho únicamente de laminaciones

de acero.

Las fases del estator se forman al conectar dos o más devanados en serie, por ejemplo, en la

Figura 2.1 la fase A está formada por la conexión en serie de cuatro devanados. Además, los

devanados son del tipo concentrado lo que disminuye la aparición de inductancias mutuas

entre las fases del estator.

La relación Ns/Nr, junto con el número de fases m, se usa comúnmente para identificar

al motor en cuestión. Adicionalmente, se asume que Ns − Nr = 2n con n = {1, 2, 3, ...},
alternativamente Nr −Ns = 2n, para evitar las posiciones de par–cero, i.e., dos o más fases

de estator se encuentran en la posición de máxima o mı́nima inductancia simultáneamente,

[Miller, 2001]. Tomando en consideración todo lo anterior, se tiene que existen combina-

ciones finitas para los números de polos de estator y rotor, entre las configuraciones más
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Figura 2.1: MRC de tres fases con 12/8 polos.

comunes se encuentran las recopiladas en la Tabla 2.1.

Número de fases (m) Ns Nr

3 6 4
3 6 8
3 12 8
4 8 6

Table 2.1: Combinaciones válidas más comunes de polos de rotor/estator.

2.2 Modelo matématico del MRC

Las suposiciones en las que se basa el modelo de señal pequeña del MRC son las siguientes,

véase [Krishnan, 2001]:

i) Las inductancias mutuas de los devanados se consideran despreciables i.e., las fases

están desacopladas eléctrica y magnéticamente.

ii) La inductancia propia de los devanados se define como

Ljj (θ) = l0 − l1 cos

(
Nr θ − (j − 1)

2π

m

)
, (2.1)
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donde j = 1, 2, 3, ...,m, con m el número de fases de estator, θ ∈ R es la posición

angular, l0 > l1 > 0 son los coeficientes estáticos de la inductancia.

iii) El encadenamiento de flujo λj por fase se define como

λj = Ljj (θ)ij , (2.2)

donde ij es la corriente de fase, que se asume menor que la corriente de saturación

magnética.

Comentario 1. Es importante hacer notar que la Suposición ii, no incluye el efecto de la

corriente de fase de estator en las inductancias de fase, mientras la Suposición iii implica

que el modelo no refleja los efectos de la saturación magnética mostrados en la Figuras 1.1

y 1.2.

2.2.1 Modelo del MRC en función de los enlaces de flujo

Por lo tanto, el modelo matemático de un MRC de m fases está dado por el sistema de

ecuaciones diferenciales,

λ̇ = u−RL−1(θ)λ (2.3a)

θ̇ = ω (2.3b)

ω̇ =
1

2J
λᵀH(θ)λ− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (2.3c)

donde λ ∈ Rm es el vector de enlaces de flujo, u ∈ Rm es el vector de voltajes de fase,

τL(t) ∈ R es el par de carga, θ ∈ R es la posición angular del eje del rotor, ω ∈ R es la

velocidad angular, R ∈ Rm×m
+ es la matriz de resistencias de los devanados de fase con

rij = 0 si i ̸= j ∀i , j ∈ 1, 2, 3, . . . ,m, J ∈ R+ es la inercia del rotor y d ∈ R+ es el coeficiente

de fricción viscosa. L(θ) ∈ Rm×m es una matriz diagonal que contiene las inductancias de

fase definidas en (2.1). De igual forma, H(θ) ∈ Rm×m es una matriz diagonal de la forma

Hjj(θ) =
Cjj(θ)

L2
jj(θ)

,

donde

Cjj (θ) = Nrl1 sin

(
Nr θ − (j − 1)

2π

m

)
. (2.4)
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2.2.2 Modelo del MRC en función de las corrientes

Si se obtiene la primera derivada con respecto del tiempo de los enlaces de flujo definidos

en (2.2), se obtiene el modelo de señal pequeña de corrientes

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri) (2.5a)

θ̇ = ω (2.5b)

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (2.5c)

donde i ∈ Rm es el vector de corrientes de fase y C(θ) ∈ Rm×m es una matriz diagonal

cuyos elementos están definidos por (2.4).

Propiedad 1. La matriz de inductancias es simétrica y positiva definida, L(θ) = L(θ)ᵀ > 0.

La matriz C(θ) pierde rango cuando las funciones Cjj (θ) = 0. Además, como no exis-

ten posiciones de par–cero, i.e., las columnas de la matriz C(θ) no pueden hacerse cero

simultáneamente. Por lo tanto se puede definir la siguiente:

Propiedad 2. La matriz C(θ) pierde rango cuando la posición es igual a θ = k π
Nr

(j−1)
m

j = 1, 2, 3, ...,m , k ∈ Z.

Comentario 2. Los modelos matemáticos del MRC, no pueden ser transformados a un

marco de referencia estacionario de dos ejes equivalente, es decir, no son Blondel-Park

transformables. Esto implica que no se puede eliminar la dependencia de las funciones de

inductancia, Ljj(θ), Cjj(θ),Hjj(θ), de la posición angular, θ, al contrario del caso de los

motores de inducción y de imán permanente, donde el análisis de observabilidad se hace

con modelos previamente transformados, lo que simplifica en gran manera las expresiones

de la dinámica indistinguible y/o del mapeo de observabilidad. △

2.3 Operacion del motor de Reluctancia Conmutada

En un MRC el par es producido por la tendencia del rotor a moverse a la posición donde

la inductancia del estator es máxima, es decir, la reluctancia es mı́nima. El movimiento

del rotor de un motor de reluctancia es producido por el mismo fenómeno que genera

movimiento en una pieza ferromagnética al acercarla a un imán. En el caso del MRC, los

polos del rotor son las piezas ferromagnéticas que son atráıdas por el campo magnético

generado por la corriente circulando en los devanados del estator.
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Figura 2.2: Formas de la inductancia, corriente y enlace de flujo de una fase, necesarias
para producir par positivo.

Por lo tanto, para producir movimiento constante del rotor se deben encender las fases del

estator alternadamente durante el intervalo creciente o decreciente de la inductancia de cada

fase. De igual forma para obtener par en un mismo sentido se debe excitar cada fase durante

un tiempo espećıfico, correspondiente a los valores de inductancia entre un mı́nimo y un

máximo, esto es, cuando la inductancia crece, intervalo JA, o cuando la inductancia decrece,

intervalo AK, ver Figura 2.2. Dicho de otra manera, las fases deben activarse cuando las

funciones Cjj (θ) = 0. Si se excita una fase en un intervalo de posiciones correspondiente al

periodo de operación de la fase siguiente, se producirá par en sentido contrario.

En consecuencia, para obtener par constante es necesario encender las fases en una secuen-

cia donde los pares producidos por cada fase se sumen, evitando generar par en sentido

contrario, pero maximizando el tiempo que una fase está encendida. Con respecto a la

geometŕıa de la máquina eléctrica, un parámetro que da una indicación de los intervalos de

18
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operación de una fase dada es la zona de par absoluto, τa, que se define como el intervalo

en el cual una fase puede producir par distinto de cero en una dirección. Para un MRC con

Nr polos de rotor la zona de par máximo es τmax = π
Nr

.

Para el modelo de señal pequeña del MRC, el par promedio producido, [Miller, 2001], se

obtiene al integrar el término

Te ,
1

2J
iᵀC(θ)i

a lo largo de un ciclo i.e., τr = 2π
Nr

, conocido como paso polar de rotor que define la

distancia mecánica o angular entre los polos de rotor. De manera que, la matriz C(θ)

agrupa los términos que determinan la constante de par del MRC dada en [Nm/A2]. Es

importante enfatizar que este término no es constante y que vaŕıa periódicamente en función

de la posición, lo que implica que no se puede definir un circuito eléctrico equivalente en

estado estacionario en el mismo sentido que por ejemplo, para un Motor de Corriente

Directa (MCD).

Como se verá más adelante, el paso polar de rotor y los valores de la posición para los

cuales las funciones Cjj (θ) se hacen cero, juegan un papel importante en la observabilidad

del modelo de señal pequeña del MRC.

2.4 Conceptos de Observabilidad

En esta Sección se presentan los conceptos que servirán como gúıa para el análisis de

observabilidad del siguiente Caṕıtulo.

Dado un sistema no lineal de la forma

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), x(0) = x0

y(t) = h(x(t)) . (2.6)

donde x ∈ X ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rp y y ∈ Y ⊂ Rq, f y g son C∞. Se asume que el sistema es

completo. El objetivo es resolver el problema de observabilidad definido como:

Encontrar un estimado x̂(t) de x(t) a partir del conocimiento de u(τ), y(τ) en 0 ≤ τ ≤ t.

A fin de resolver esta cuestión, se utilizarán los conceptos de indistinguibilidad y observabi-

lidad de sistema no lineales, cuyas definiciones, tomadas de Besançon [2007], se presentan

a continuación:
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Definición 1.

Indistinguibilidad Un par (x0 ,x1) ∈ Rn × Rn es indistinguible para un sistema (2.6) si:

∀u ∈ U,∀t ≥ 0, h(t,u(·),x0) = h(t,u(·),x1)

Un estado x es indistinguible de x0 si el par (x ,x0) es indistinguible.

Es decir, dos estados x0 y x1 son distinguibles para una entrada dada u(·) si las salidas

h(t,u(·),x0) y h(t,u(·),x1) son distintas para algún t ≥ 0.

Definición 2.

Observabilidad [con resp. a x0] Un sistema (2.6) es observable [con resp. a x0] si no

admite ningún par indistinguible [ningún estado indistinguible de x0] para ∀t ∈ [0, T ), T > 0.

Un sistema como el descrito por (2.6) será observable si todo par x0, x1 puede ser distinguido

por alguna entrada u(·) para ∀t ∈ [0, T ), T > 0. Lo que implica que la propiedad de

observabilidad en general depende de la entrada.

Ejemplo 1. Considerese el sistema

ẋ = u

y = sin(x) (2.7)

donde la salida y no puede distinguir entre x0 y x0 + 2kπ , k ∈ Z, por lo tanto el sistema es

no observable. Nótese, sin embargo, que es posible distinguir estados en el intervalo abierto

(−π
2 ,

π
2 ).

Para definir observabilidad entre estados vecinos se introducen las siguientes definiciones

Definición 3.

Observabilidad débil [con resp. a x0] Un sistema (2.6) es débilmente observable [con

resp. a x0] si existe una vecindad Ux para cualquier estado x [con resp. a x0] tal que no

existen estados indistinguibles de x [con resp. a x0] en Ux.

Ejemplo 2. Considerese de nuevo el sistema (2.7), si se restringe el estado al conjunto

Ux = {x ∈ R| − π
2 < x < π

2 }, entonces no existen estados indistinguibles de x en Ux. Por

lo tanto el sistema es débilmente observable.
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Definición 4.

Observabilidad local y débil [con resp. a x0] Un sistema (2.6) es local y débilmente

observable [con resp. a x0] si existe una vecindad Ux para cualquier estado x [con resp. a

x0] tal que para cualquier vecindad Vx de x [con resp. a x0] contenida en Ux, no existen

estados indistinguibles de x [con resp. a x0] en Vx cuando se consideran intervalos de

tiempo, ∀t ∈ [0, T ), T > 0, en los que las trayectorias permanecen en Vx.

Esta última definición está relacionada con la condición de rango de observabilidad que está

basada en los siguientes conceptos:

Definición 5.

Espacio de observación El espacio de observación, O(h), de un sistema no lineal (2.6), se

define como el espacio lineal más pequeño de funciones C∞ que contiene los componentes de

h y cerrada con respecto a la diferenciación de Lie a lo largo del campo vectorial fu , f(·, u)
para toda u ∈ Rp constante.

Definición 6.

Condición de rango de observabilidad [resp. a x0] Un sistema no lineal (2.6) satis-

face la condición de rango de observabilidad [resp. a x0] si:

∀x, dim(dO(h)|x) = n [resp. a dim(dO(h)|x0) = n]

donde dO(h)|x denota las diferenciales de O(h).

La relación de esta condición con las definiciones de observabilidad anteriores se define en

el siguiente:

Teorema 2.4.1. Si el sistema (2.6) satisface la condición de rango de observabilidad en

x0, entonces es local y débilmente observable en x0. Más aún, si el sistema (2.6) satisface

la condición de rango de observabilidad, entonces es local y débilmente observable. Inver-

samente, un sistema (2.6) local y débilmente observable satisface la condición de rango de

observabilidad en un conjunto abierto y denso de X.

Ejemplo 3. Considérese de nuevo el sistema (2.7), donde las diferenciales del espacio de

observación son

dO(h) = span[cos(x)dx, sin(x)dx] (2.8)
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por lo tanto dim(dO(h)) = 1, lo que implica que el sistema es local y débilmente observable

para todo x0. Es decir, se puede distinguir entre estados vecinos dentro de un conjunto

Ux ⊂ X ⊂ R para ∀t ∈ [0, T ), T > 0.

Como se mencionó en el Caṕıtulo anterior, el estimado del estado se puede reconstruir con

un observador, cuya definición presenta a continuación:

Definición 7.

Observador Un observador de (2.6) es un sistema auxiliar:

Ẋ(t) = f̂(X(t),u(t),y(t)), X(0) = X0

x̂(t) = ĥ(X(t)) , (2.9)

tal que

i) x̂(0) = x(0) ⇒ x̂(t) = x(t), ∀t ≥ 0;

ii) ∥e∥ = ∥x̂(t)− x(t)∥ → 0 mientras t→ ∞;

Si se cumple ii) para todo x̂(0),x(0), el observador es global.

Si se cumple ii) con convergencia exponencial, el observador es exponencial.

Si se cumple ii) y la convergencia puede sintonizarse, el observador es sintonizable.

El tipo de observador de estados que puede diseñarse para un sistema dado dependerá

no solo de las propiedades de observabilidad del sistema en cuestión, también de la forma

espećıfica del modelo e.g., si es un sistema af́ın en las entradas, si es un sistema variante o

invariante en el tiempo, entre otros.

Es interesante mencionar que se puede diseñar un observador no sintonizable si el sistema

no lineal es no observable, pero cumple con la propiedad de detectabilidad, definida a

continuación:

Definición 8.

Detectabilidad El sistema (2.6) es detectable si para todo par (x0 ,x1) y toda u(·) se

satisface que

lim
t−→∞

∥x(t,x0, u(·))− x(t,x1, u(·))∥ = 0.

donde x(t,x0, u(·)) denota la trayectoria debida a x0 y u(·)).
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2.5 Observabilidad uniforme

Además, pueden existir entradas que influyan en la observabilidad de los sistemas no lineales.

Por lo cual, se definen dos tipos de entradas, a) entradas universales, que son aquellas

que permiten distinguir entre trayectorias generadas por distintas condiciones iniciales y

b) entradas singulares, que no permiten distinguir entre estas trayectorias. La definición

formal de estas entradas, y la forma de observabilidad asociada, se presentan a continuación.

Definición 9.

Entradas universales Una entrada u(·) es universal para un sistema no lineal (2.6), si

∀x0 ̸= x1, se satisface que y(t, x0, u(·)) ̸= y(t, x1, u(·)) , t ∈ [0, T ) , T > 0. Una entrada

us(·) es singular si no es universal.

Definición 10.

Sistemas uniformemente observables El sistema no lineal (2.6) será uniformemente

observable si todas sus entradas son universales. Un sistema será uniformemente observable

de manera local, si todas sus entradas son universales en t ∈ [0, T ] , T > 0.

Ejemplo 4. Un sistema no lineal será no uniformemente observable, si tiene al menos una

entrada singular. Por ejemplo, para el sistema, [Besançon, 1999]

ẋ1 = ux2

ẋ2 = −x2

y = x1 (2.10)

la entrada u ≡ 0 i.e., u idénticamente cero, hace indistinguible todo par (x1 , x2)
ᵀ ̸=

(x1 , x̄2)
ᵀ. Por lo tanto, esta entrada es singular y el sistema es no uniformemente ob-

servable

En este caso, los observadores que se pueden diseñar para el sistema (2.10) serán, en general,

dependientes de la entrada.

Comentario 3. Si el sistema es uniformemente observable, quiere decir que se pueden

diseñar para él observadores que sean independientes de la entrada. Esto es una condición

necesaria para el diseño de observadores de alta ganancia, observadores caracterizados

porque la ganancia es independiente de la entrada, para sistemas no lineales. [Fossard y

Normand-Cyrot, 2012]. △
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Comentario 4. En particular, para los sistemas lineales invariantes en el tiempo las dis-

tintas formas de observabilidad son equivalentes y por lo tanto siempre se pueden diseñar

observadores independientes de la entrada, [Hermann y Krener, 1977]. △

En el siguiente Caṕıtulo se hace el análisis de observabilidad del modelo del Motor de

Reluctancia Conmutada presentado en la Sección 2.2, en los dos tipos de operación SSM, a)

cuando se miden los enlaces de flujo y b) cuando se miden las corrientes de fase, con base en

el análisis de la dinámica indistinguible y usando la condición de rango de observabilidad.
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Caṕıtulo 3

Análisis de observabilidad

En este Caṕıtulo se hace el análisis de observabilidad del modelo matemático del MRC

presentado en el Caṕıtulo 2. En todos los casos se asume que los parámetros del modelo

son conocidos y que sólo se miden las variables eléctricas.

En la Sección 3.1, se presenta el análisis de observabilidad de los dos modos de operación

SSM, basado en la metodoloǵıa de Moreno et al. [2002], cuyo primer paso es definir la

dinámica indistinguible, que es un Sistema de Ecuaciones Algebraico–Diferencial (SAD).

Posteriormente, se estudian las soluciones de este SAD para determinar la propiedades

de observabilidad del modelo matemático estudiado, usando los conceptos de observabili-

dad de la Sección 2.4. Ejemplos de algunas trayectorias indistinguibles se presentan en la

Sección 3.2.

En la Sección 3.3, se utiliza el criterio del rango de observabilidad para determinar las

propiedades de observabilidad del modelo del MRC en los dos tipos de operación SSM.

A continuación, en la Sección 3.4 se presenta el análisis de las propiedades de una entrada

senoidal dependiente del tiempo, para el modelo del MRC en términos de las corrientes.

Por último, en la Sección 3.5 se hace una breve discusión de los resultados del Caṕıtulo.
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3.1 Análisis de observabilidad basado en la Dinámica Indis-

tinguible

3.1.1 Modelo del MRC en función de los enlaces de flujo

La siguiente Proposición presenta el sistema de ecuaciones que describe la dinámica indis-

tinguible DI del modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo en operación SSM.

Dinámica indistinguible

Proposición 1. Dado el modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo (2.3) en

operación SSM (se miden los enlaces de flujo λ), supóngase que se conocen el vector de

entradas u, el par de carga, τL(t) y los parámetros del modelo. Considérese el siguiente

SAD

λ̇ = u−RL−1(θ)λ (3.1a)

θ̇ = ω (3.1b)

ω̇ =
1

2J
λᵀH(θ)λ− d

J
ω − 1

J
τL(t) (3.1c)

ėθ = eω (3.1d)

ėω =
1

2J
λᵀ (H(eθ, θ)−H(θ))λ− d

J
eω (3.1e)

0 = RN(eθ, θ)λ , (3.1f)

donde

eω = ωa − ωb

eθ = θa − θb

N(eθ, θ) = L−1(eθ + θ)− L−1(θ) ,

y θa, θb, ωa, ωb son condiciones iniciales arbitrarias de posición y velocidad. Las soluciones

(si existen) del sistema de ecuaciones algebraico diferenciales (3.1) corresponden con las

trayectorias indistinguibles (si existen) del modelo del MRC (2.3) en operación SSM para

∀t ∈ [0, T ), T > 0.
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Demostración 1. Considérense dos MRC idénticos, con las mismas entradas u = [u, τL]
ᵀ,

λ̇a = u−RL−1(θa)λa

θ̇a = ωa

ω̇a =
1

2J
λᵀ
aH(θa)λa −

d

J
ωa −

1

J
τL(t) , (3.2)

λ̇b = u−RL−1(θb)λb

θ̇b = ωb

ω̇b =
1

2J
λᵀ
bH(θb)λb −

d

J
ωb −

1

J
τL(t) , (3.3)

si se definen los errores de desviación

eω , ωa − ωb

eθ , θa − θb

eλ , λa − λb

la comparación entre los sistemas (3.2) y (3.3) se puede escribir como

ėθ = eω

ėω =
1

2J

(
λᵀ
aH(θa)λa − λᵀ

bH(θb)λb

)
− d

J
eω

ėλ = R
(
L−1(θa)λa − L−1(θb)λb

)
. (3.4)

Sustituyendo la condición de indistinguibilidad, i.e., eλ y todas sus derivadas son iguales a

cero para ∀t ∈ [0, T ), T > 0, en las ecuaciones (3.4) y usando las definiciones del error para

eliminar los sub–́ındices, se obtiene el sistema extendido

λ̇ = u−RL−1(θ)λ

θ̇ = ω

ω̇ =
1

2J
λᵀH(θ)λ− d

J
ω − 1

J
τL(t)

ėθ = eω (3.5)

ėω =
1

2J
λᵀ (H(eθ, θ)−H(θ))λ− d

J
eω

0 = RN(eθ, θ)λ ,

este sistema, idéntico al presentado en la Proposición 1, es la Dinámica Indistiguible del

modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo en operación SSM. △
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

3.1.2 Posición angular y paso polar de rotor

Figura 3.1: Paso polar de rotor.

La matriz

N(eθ, θ) = L−1(eθ + θ)− L−1(θ) ,

pierde rango en los puntos donde

eθ = k
2π

Nr
∀ k ∈ Z . (3.6)

Es decir, de la definición de eθ, θa = θb modulo 2π
Nr

. Este valor, ver Figura 3.1, está

relacionado con el paso polar de rotor τr = 2π
Nr

que, como se mencionó en la Sección 2.2.2,

define los ciclos de producción de par mecánico del MRC. De tal forma que la posición de

rotor puede dividirse en Nr cuadrantes para evitar las condiciones iniciales indistinguibles

repetidas. De ah́ı que el desplazamiento angular entre fases vecinas puede definirse como

θp =
2π

Nr

θj = θj−1 − θp . (3.7)

Para futuras referencias, en esta tesis, la posición de 0 [rad] corresponde a un mı́nimo de

la inductancia de fase (máximo valor de reluctancia, mı́nimo valor de enlace de flujo de
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fase, posición no alineada), mientras la posición 2π
Nr

[rad] corresponde con un máximo de la

inductancia de fase (mı́nimo valor de reluctancia, máximo valor de enlace de flujo, posición

alineada).

Por lo tanto, se pueden restringir los valores de la posición angular, de forma similar al

Ejemplo 1 de la Sección 2.4, al conjunto

Wθ =

{
(λ, θ, ω) ∈ Rm+2|θ =

[
0,

2π

Nr

)}
,

para disminuir el número de pares de estados indistinguibles del modelo (2.3) (y de los

sistemas (3.2) y (3.3)). Lo que implica que el error de posición también se restringe al

intervalo eθ =
[
0, 2π

Nr

)
y sólo se conserva una singularidad i.e., eθ = 0.

3.1.3 Dinámica indistinguible expĺıcita

Con el propósito de establecer la naturaleza de las soluciones de la DI, el sistema de ecua-

ciones (3.1) se estudia bajo las definiciones de Riaza et al. [2000] para obtener un sistemas

de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este sistema de ecuaciones, definido en la siguiente

proposición, es una representación expĺıcita de la DI del MRC.

Proposición 2 (Dinámica Indistinguible expĺıcita). Las soluciones del sistema SAD (3.1)

son equivalentes a las soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferencial Ordinario (SEDO)1

θ̇ = ω

ω̇ = −d

J
ω − 1

J
τL(t)

ėθ = eω

ėω = −d

J
eω (3.8)

en la variedad

Mλ =
{
(λ, θ, ω, eω, eθ) ∈ Rm+4|λ = 0

}
,

y en el conjunto singular

Sλ =
{
(λ, θ, ω, eω, eθ) ∈ Rm+4|eθ = 0

}
.

1En el Apéndice A se explica el procedimiento completo.
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para ∀t ∈ [0, T ), T > 0. Las trayectorias en el conjunto solución Mλ están dadas por las

condiciones iniciales que satisfacen eθ0 ̸= 0 y λ0 = 0 con u ≡ 0, simultáneamente. Mientras

los puntos definidos por el conjunto singular satisfacen eθ0 = 0.

Demostración 2. Con respecto a las soluciones en el conjunto Mλ, supóngase que eθ ̸= 0

entonces, de la Sección 3.1.2, N(eθ, θ) es no singular. En consecuencia, y de las propieda-

des del modelo (2.3), la matriz RN(eθ, θ) es no singular por lo tanto la única solución de

la restricción

RN(eθ, θ)λ = 0

es λ = 0. Para que los enlaces de flujo sean iguales a cero en el intervalo t ∈ [0, T ), T > 0,

es decir, forzar a las trayectorias a permanecer en el conjunto Mλ en el intervalo t ∈
[0, T ), T > 0, es necesario que la entrada sea igual a

u(t) = 0 , ∀ t ∈ [0, T ), T > 0.

Adicionalmente, debido a que en el sistema (3.8) la dinámica de las variables mecánicas

del MRC en términos de los enlaces de flujo, está desacoplada de la dinámica del error,

entonces, las soluciones de la dinámica del error se pueden estudiar de forma independiente.

Estas soluciones están dadas por las expresiones

eθ = eθ0 +
J

d
eω0(1− e−

d
J
t) ∀ t > t0

eω = eω0e
−d

J
t . (3.9)

Por otra parte, con respecto a los puntos en el conjunto singular, si eθ = 0 entonces N(eθ, θ)

es singular. Lo que implica que cualquier valor del vector de enlaces de flujos λ, satisface la

restricción algebraica (3.1f). Es decir, si la condición inicial del error de posición es cero,

sin importar el valor de la entrada y de los enlaces de flujos, de (3.9) las trayectorias del

error tienden al sub–espacio de equilibrio eω = 0.

Pero, si las condiciones iniciales de los errores son iguales a eθ0 = 0 y eω0 = 0 entonces la

solución (3.9) se queda en el punto (eθ, eω) = (0, 0), lo que quiere decir que estas condiciones

iniciales de la DI son distinguibles.

La obtención del sistema equivalente (3.8) con base en el análisis del SAD se puede encontrar

en la Sección A.1 del Apéndice A. △
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

3.1.4 Propiedades de observabilidad

Con base en las Proposiciones 1, 2 y las Definiciones 1, 2, 3 y 10 del Caṕıtulo anterior, se

presentan las propiedades de observabilidad del modelo del MRC en términos de los enlaces

de flujo.

Proposición 3 (Observabilidad Uniforme). El modelo del MRC en términos de los enlaces

de flujo (2.3), para cualquier par de carga, en operación SSM es no uniformemente obser-

vable.

Demostración 3. De forma similar a la demostración de la Proposición 2, para que los

enlaces de flujo sean iguales a cero en el intervalo t ∈ [0, T ), T > 0, es decir, forzar a las

trayectorias a permanecer en el conjunto Mλ en el intervalo t ∈ [0, T ), T > 0, es necesario

que la entrada sea igual a

u(t) = 0 , ∀ t ∈ [0, T ), T > 0.

Por lo tanto, u(t) = 0, es una entrada singular y de las Definiciones 9 y 10, el modelo del

MRC en términos de los enlaces de flujo en operación SSM es no uniformemente observable

Sin embargo, si se restringen las condiciones iniciales del modelo del MRC (2.3), tal que

no se cumpla la condición de indistinguibilidad, entonces el sistema puede ser débilmente

observable.

Proposición 4 (Observabilidad débil). El modelo del MRC en términos de los enlaces de

flujo (2.3) en operación SSM, para cualquier par de carga, será débilmente observable con

la entrada u(t) ̸= 0 ,∀t ∈ [0, T ) , T > 0 con

Wx =

{
(λ, θ, ω) ∈ Rm+2|θ =

[
0,

2π

Nr

)
,λ ̸= 0

}
para x ∈ Wx , ∀t ∈ [0, T ) , T > 0.

Demostración 4. Si las condiciones iniciales se restringen al conjunto Wx i.e., λ(0) ̸= 0,

u(t) ̸= 0 y 0 ≤ θ(0) < 2π
Nr

para ∀t ∈ [0, T ) , T > 0, entonces, de la Proposición 2, no se

satisface la restricción algebraica (3.1f). Si no se satisface la restricción (3.1f) entonces

no existen estados indistinguibles. Por lo tanto, de la Definición 3, el modelo del MRC en

términos de los enlaces de flujo es débilmente observable para toda x ∈ Wx ,u(t) ̸= 0 ,∀t ∈
[0, T ) , T > 0. △

31



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

Comentario 5. Usando el modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo en operación

SSM se puede encontrar un estimado de las variables mecánicas, siempre que se cumplan

las condiciones de la Proposición 4. No obstante, como se explicó en la Sección 1.2, no es

sencillo medir los enlaces de flujo directamente, por lo tanto éstos suelen ser estimados a

partir de las mediciones de voltaje y corriente de fase, donde, debido a las incertidumbres

mencionadas en esa misma Sección, se puede obtener una estimación errónea de los enlaces

de flujo. △

3.1.5 Modelo del MRC en función de las corrientes

Como en la Sección anterior, a continuación se define la dinámica indistinguible y las

propiedades de observabilidad del modelo del MRC en términos de las corrientes (2.5).

Dinámica indistinguible

Proposición 5. Dado el modelo del MRC en términos de las corriente en operación SSM

(se miden las corrientes i), supóngase que se conocen el vector de entradas u, el par de

carga, τL(t) y los parámetros del modelo. Considérese el siguiente SAD

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri) (3.10a)

θ̇ = ω (3.10b)

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (3.10c)

ε̇θ = εω (3.10d)

ε̇ω =
1

2J
iᵀ (C(εθ, θ)−C(θ)) i− d

J
εω (3.10e)

0 = ((εω + ω)M(εθ, θ)− ωM(θ)) i+N(εθ, θ)(u−Ri) , (3.10f)

donde

εω = ωa − ωb

εθ = θa − θb

M(·) = L−1(·)C(·)

y θa, θb, ωa, ωb son condiciones iniciales arbitrarias de posición y velocidad. Las soluciones

(si existen) del sistema de ecuaciones algebraico diferenciales (3.10) corresponden con las
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trayectorias indistinguibles (si existen) de modelo del MRC en términos de las corrientes

en operación SSM para ∀t ∈ [0, T ), T > 0.

Demostración 5. La demostración es similar a la presentada para la Proposición 1. Con-

sidérense dos MRC idénticos con entradas iguales u = [u, τL]
ᵀ,

dia
dt

= L−1(θa) (u− ωaC(θa)ia −Ria)

θ̇a = ωa

ω̇a =
1

2J
iᵀaC(θa)ia −

d

J
ωa −

1

J
τL(t) , (3.11)

dib
dt

= L−1(θb) (u− ωbC(θb)ib −Rib)

θ̇b = ωb

ω̇b =
1

2J
iᵀbC(θb)ib −

d

J
ωb −

1

J
τL(t) , (3.12)

si se definen los errores de desviación,

εω , ωa − ωb

εθ , θa − θb

εi , ia − ib ,

la comparación entre los sistemas (3.11) y (3.12) puede escribirse como

ε̇θ = εω

ε̇ω = −d

J
εω +

1

2J

(
iᵀaC(θa)ia − iᵀbC(θb)ib

)
ε̇i = −

(
ωaL

−1(θa)C(θa)ia − ωbL
−1(θb)C(θb)ib

)
+

(
L−1(θa)− L−1(θb)

)
u−R

(
L−1(θa)ia − L−1(θb)ib

)
. (3.13)

Al sustituir la condición de indistinguibilidad i.e., εi y todas sus derivadas son iguales a

cero para todo t ∈ [0, T ), T > 0, en (3.13) se obtiene el SAD
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dib
dt

= L−1(θb) (u− ωbC(θb)ib −Rib)

θ̇b = ωb

ω̇b =
1

2J
iᵀbC(θb)ib −

d

J
ωb −

1

J
τL(t)

ε̇θ = εω

ε̇ω = −d

J
εω +

1

2J
iᵀ (C(θa)−C(θb)) i

0 = − (ωaM(θa)− ωbM(θb)) i+N(θa, θb)(u−Ri) . (3.14)

A continuación, sustituyendo θa = θb + εθ y ωa = ωb + εω en el sistema (3.14), se obtiene

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri)

θ̇ = ω

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t)

ε̇θ = εω

ε̇ω =
1

2J
iᵀ (C(εθ, θ)−C(θ)) i− d

J
εω

0 = − ((εω + ω)M(εθ, θ)− ωM(θ)) i+N(εθ, θ)(u−Ri) , (3.15)

este sistema de ecuaciones, idéntico al presentado en la Proposición 5, es la Dinámica

Indistinguible del modelo del MRC en términos de las corrientes en operación SSM. △

Comentario 6. La matriz

N(εθ, θ) = L−1(εθ + θ)− L−1(θ) ,

pierde rango en los puntos donde

εθ = k
2π

Nr
∀ k ∈ Z . (3.16)

Por lo cual, se restringen los valores de la posición angular, de forma similar al caso ante-

rior, al conjunto

W ′
θ =

{
(i, θ, ω) ∈ Rm+2|θ =

[
0,

2π

Nr

)}
,

para disminuir el número de pares de estados indistinguibles del modelo(2.5) (y de los sis-

temas (3.11) y (3.12)). De tal forma que el error de posición también se restringe al

intervalo εθ =
[
0, 2π

Nr

)
y sólo se conserva una singularidad i.e., εθ = 0. △
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Dinámica Indistinguible expĺıcita

La siguiente proposición define la forma expĺıcita de la DI del modelo del MRC en términos

de las corrientes.

Proposición 6 (Dinámica Indistinguible expĺıcita). Las soluciones del SAD (3.10) son

equivalentes a las soluciones del SEDO

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri) (3.17a)

θ̇ = ω (3.17b)

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (3.17c)

ε̇θ = εω (3.17d)

ε̇ω =
1

2J
iᵀ (C(εθ, θ)−C(θ)) i− d

J
εω (3.17e)

u = N−1(εθ, θ) (εωM(εθ, θ) + ω(M(εθ, θ)−M(θ))) i

+ Ri , (3.17f)

en el conjunto solución

Mi =
{
(i, θ, ω, εω, εθ) ∈ Rm+4|εθ ̸= 0

}
,

y las soluciones en el conjunto singular

Si =
{
(i, θ, ω, εω, εθ) ∈ Rm+4|εθ = 0

}
.

para ∀t ∈ [0, T ), T > 0.

Demostración 6. Supóngase que εθ ̸= 0 entonces N(εθ, θ) es no singular. En consecuen-

cia, si N(εθ, θ) es no singular, entonces, de la restricción (3.10f) se puede obtener una

expresión de la entrada igual a

u = N−1(εθ, θ) (εωM(εθ, θ) + ω(M(εθ, θ)−M(θ))) i+Ri . (3.18)

De la Definición 5, la entrada (3.18) es singular, porque no permite distinguir entre las

condiciones iniciales con εθ ̸= 0, a partir de la comparación de las salidas.

Por otro lado, si εθ = 0, entonces, la restricción algebraica toma la forma

0 = ωM(θ)i ,
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donde, usando la definición de la matriz M(θ) y la Propiedad 1 de la Sección 2.2.2, se

obtiene

0 = ωC(θ)i . (3.19)

Si se asume que la velocidad es distinta de cero la DI (3.17) toma la forma

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri) (3.20a)

θ̇ = ω (3.20b)

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (3.20c)

ε̇θ = εω (3.20d)

ε̇ω = −d

J
εω (3.20e)

0 = ωC(θ)i , (3.20f)

donde la solución de la restricción algebraica (3.20f) depende del comportamiento de la

matriz C(θ). De la Propiedad 2 de la Sección 2.2.2, se tienen dos casos, a) Si θ = k π
Nr

(j−1)
m ,

entonces la matriz C(θ) es singular y cualquier valor de las corrientes de fase satisface la

restricción (3.20f) (en este caso de (3.20d) y (3.20e) se puede ver que el error de posición

no se puede mantener en cero y por lo tanto las trayectorias solo atraviesan el conjunto

singular Si) y b) Si θ ̸= k π
Nr

(j−1)
m , entonces la matriz C(θ) es no singular, de donde se

sigue que, la solución de (3.20f) es i = 0 y por lo tanto la DI toma la forma

θ̇ = ω (3.21a)

ω̇ = −d

J
ω − 1

J
τL(t) , (3.21b)

ε̇θ = εω (3.21c)

ε̇ω = −d

J
εω (3.21d)

(3.21e)

donde, para que las corrientes sean iguales a cero en un intervalo t ∈ [0, T ), T > 0, es

decir, forzar a las trayectorias a permanecer en el conjunto singular Si en el intervalo

t ∈ [0, T ), T > 0, es necesario que la entrada sea igual a

u(t) = 0 , ∀ t ∈ [0, T ), T > 0 ,

en este caso las trayectorias del error tienden al sub–espacio de equilibrio εω = 0.
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Por el contrario, si la entrada es distinta de cero, el error de posición no se puede mantener

en cero y por lo tanto las trayectorias solo atraviesan el conjunto singular Si.

La demostración en términos de las definiciones de Riaza et al. [2000], se puede encontrar

en la Sección A.2 del Apéndice A. △

Comentario 7. El análisis anterior es similar al problema de hacer cero la salida para un

sistema no lineal [Isidori, 2013], es decir, se identifican pares de estados iniciales, x0, y

entradas, u(·), tales que la salida, y, sea idénticamente cero. En otras palabras, para que

el error de corrientes, εi sea idénticamente cero, la entrada debe ser necesariamente igual

a (3.18). Por lo tanto, esta expresión representa a todas las entradas singulares del modelo

del MRC en términos de las corrientes en operación SSM (tómese en consideración que esta

expresión incluye el caso u ≡ 0 cuando las corrientes son i ≡ 0 para ∀ t ∈ [0, T ), T > 0). △

3.1.6 Propiedades de observabilidad

Proposición 7 (Observabilidad uniforme). El modelo del MRC en términos de las corrien-

tes en operación SSM, para cualquier par de carga, es no uniformemente observable.

Demostración 7. Si εθ ̸= 0 entonces, la matriz N(εθ, θ) es no singular y por lo tanto

se puede despejar la entrada (3.18) de la restricción algebraica (3.10f). Esto implica que,

existen entradas singulares para cada conjunto de condiciones iniciales con εθ ̸= 0 y en

consecuencia, de la Definición 10, el modelo del MRC en términos de las corrientes es

no uniformemente observable. Si εθ = 0 sólo se tienen trayectorias indistinguibles cuando

θ ̸= k π
Nr

(j−1)
m , i ≡ 0 y u(t) ≡ 0 ,∀ t ∈ [0, T ), T > 0 ,. En estas condiciones, también

existen entradas singulares para cada conjunto de condiciones iniciales con εθ = 0. En

consecuencia, de la Definición 10, el modelo del MRC en términos de las corrientes es no

uniformemente observable para cualquier valor de εθ.

Comentario 8. Existen múltiples trayectorias indistinguibles para el modelo del MRC en

términos de las corrientes, por lo tanto es imposible construir un observador global i.e., que

converja para toda condición inicial. △

Comentario 9. A partir de la ecuaciones dinámicas del error (3.4) se puede ver que si la

salida fueran las corrientes de estator y la posición angular, es decir, el único estado que
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no se mide es la velocidad angular, entonces la DI en estas condiciones se puede escribir

como

εθ = 0, ε̇θ = 0 (3.22)

εω = 0, ε̇ω = 0 (3.23)

εi = 0, ε̇i = 0 ∀t > t0 . (3.24)

Esto quiere decir que el modelo del MRC en términos de las corrientes (y también el modelo

del MRC en términos de los enlaces de flujo) cuando la salida son las corrientes de fase

y la posición angular es observable. Este modo de operación se conoce en la literatura

como speed-sensorless control, [Loria et al., 2012], [Loria et al., 2013],[Loria et al., 2014] y

[De La Guerra et al., 2016]. △

3.2 Ejemplos de trayectorias indistinguibles

En esta Sección se incluyen dos ejemplos de trayectorias indistinguibles del modelo del MRC

(2.3). No obstante, se puede mostrar que existen condiciones similares de operación para el

modelo del MRC en función de las corrientes.

3.2.1 Entrada cero

Es bien conocido que a rotor parado, el MRC es no observable [Ehsani y Fahimi, 2002].

Supóngase que la entrada para el modelo del MRC en función de los enlaces de flujo es

u ≡ 0 y que eθ ̸= 0, entonces las soluciones de la dinámica del error dadas por

eθ = eθ0 +
J

d
eω0(1− e−

d
J
t)

eω = eω0e
−d

J
t , (3.25)

donde, con base en la Definición 8, estas trayectorias son no detectables.

Con respecto al comportamiento de la máquina, si se aplica un par externo τL en el rotor

cuando el voltaje de estator es u ≡ 0 el sistema mecánico no podrá producir par debido a

que no existe flujo magnético en el entre–hierro (de la construcción de la máquina el rotor no

tiene imanes permanentes ni devanados como se mencionó en la sección 2.1 del Caṕıtulo 2).

Este caso es opuesto al de algunos motores de imán permanente, como el MIPI, que es local

y débilmente observable, véase Zaltni et al. [2009], en condiciones de operación similares.
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Figura 3.2: Inductancia L1(- - -) de una fase y su derivada K1 (—) en una revolución.

3.2.2 Periodicidad de las inductancias

En el MRC, la inductancia vaŕıa con la posición angular en forma periódica, por lo tanto, en

una revolución, una fase de estator puede alinearse (desalinearse) varias veces, dependiendo

del número de polos de rotor. Esto implica que a un valor de inductancia corresponden

diversas posiciones de rotor en una revolución. Por ejemplo, para el MRC de la Figura 3.1,

en una revolución existen tantos máximos (mı́nimos) de inductancia como polos de rotor,

en este caso Nr = 8, como se muestra en la Figura 3.2. Sin embargo, como se mencionó

en el Comentario 3.1.2, el intervalo de operación de cada fase se restringió a un paso polar

de rotor por lo tanto, se disminuyeron el número de posiciones para las cuales se tiene un

punto de inflexión y para los cuales eθ = 0, como se muestra en la Figura 3.3. Si además se
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Figura 3.3: Inductancia de una fase L1(- - -) y su derivada K1 (—) en un paso polar de
rotor, τ = 2π

Nr
.

asume que ėθ = 0 en un intervalo de tiempo, la dinámica del error se puede expresar como

ėθ = 0

ėω = −d

J
eω,

consecuentemente de la Definición 8 estas trayectorias son detectables, en otras palabras, las

posiciones angulares asociadas al mismo valor de inductancia generan la misma trayectoria.

Como en el caso anterior, se puede mostrar que esto se cumple también para el modelo del

MRC en función de las corrientes en operación SSM.
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3.3 Análisis de observabilidad del MRC basado en la

condición de rango

3.3.1 Modelo del MRC en función de las corrientes

En esta Sección se analiza la observabilidad del modelo del MRC en términos de las corrien-

tes usando la condición de rango de observabilidad definida en el Caṕıtulo 2. El siguiente

resultado indica que si se evitan los puntos en los que las salidas y las funciones Cjj(θ) son

iguales a cero, con entrada distinta de cero, el modelo de señal pequeña del MRC puede ser

local y débilmente observable.

Proposición 8 (Observabilidad local y débil). El modelo del MRC en términos de las

corrientes en operación SSM, para cualquier par de carga, es local y débilmente observable,

si los estados pertenecen al conjunto,

Wi =

{
(ij , θ, ω) ∈ Rm+2|ij ̸= 0 ,−kπ

Nr

(j − 1)

m
< θ <

kπ

Nr

(j − 1)

m

}
∀ k ∈ Z

con Nr el número de polos de rotor y m el número de fases de estator.

Demostración 8. Para mostrar que el modelo del MRC en términos de las corrientes

satisface la condición de rango, primero éste se escribe en su forma af́ın en las entradas

ẋ = f0(x) + f1(x)u

y = h0(x) , (3.26)

donde x = [i θ ω], las funciones hj son las corrientes de fase, hj = ij, y los campos

vectoriales libre y forzado, f0 y f1 respectivamente, son iguales a

f0 = [−ωC11(θ)
L11(θ)

i1 − ri1 −ωC22(θ)
L22(θ)

i2 − ri2 . . . −ωCmm(θ)
Lmm(θ) im − rim ω Te − d

Jω − 1
JτL(t)]

f1 = [ 1
L11(θ)

1
L22(θ)

. . . 1
Lmm(θ) 0 0] .

donde r representa la inductancia del devanado de estator. El espacio de observación, O,

que se forma con las derivadas de Lie de los campos vectoriales f0 y f1 para cada una de
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las fases es

O =



h1

h2
...

hm

Lf1h1

Lf0h1

Lf1h2

Lf0h2
...

Lf1hm

Lf0hm



. (3.27)

Para mostrar que se satisface la condición de rango de observabilidad en el punto x0 se debe

verificar que

dim(dO(h)|x0) = m+ 2. (3.28)

Para encontrar los puntos en lo que se satisface la expresión (3.28), se utilizará la derivada

de Lie de la primera fase de estator, h1 = i1, por lo tanto, la matriz dO(h) se puede escribir

como

dO =



∂ h1
∂ i1

0 . . . 0 0 0

0 ∂ h2
∂ i2

. . . 0 0 0
...

... . . .
...

...
...

0 0 . . . ∂ hm
∂ im

0 0

0 0 . . . 0
∂ Lf1

h1

∂ θ 0
∂ Lf0

h1

∂ i1
0 . . . 0

∂ Lf0
h1

∂ θ

∂ Lf0
h1

∂ ω


. (3.29)

Si la derivada de Lie de los campos libre y forzado para la fase j–ésima es

Lf0hj = −ωCjj(θ)

Ljj(θ)
ij − rij

Lf1hj =
1

Ljj(θ)
, (3.30)
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en consecuencia, la matriz dO se puede reescribir como

dO =



1 0 . . . 0 0 0

0 1 . . . 0 0 0
...

... . . .
...

...
...

0 0 . . . 1 0 0

0 0 . . . 0 C11(θ)
L2
11(θ)

0

−ωC11(θ)
L2
11(θ)

− r 0 . . . 0 −ϑ1i1 −C11(θ)i1
L2
11(θ)


(3.31)

con ϑ1 =
(
L̄11(θ)
L11(θ)

+
C2

11(θ)

L2
11(θ)

)
.

De tal manera que la condición de rango se cumple si el determinante de la matriz dO
satisface

det(dO) = −C
2
11(θ)i1
L4
11(θ)

̸= 0 . (3.32)

De la Propiedad 1 de la Sección 2.2.2, los elementos de la matriz L−1(θ) son distintos de

cero para todos los valores de la posición angular y de la Propiedad 2, de la misma Sección,

las funciones Cjj(θ) son iguales a cero si θ = k π
Nr

(j−1)
m . De manera que, si i1 ̸= 0 y θ ̸= k π

Nr

se cumplen simultáneamente, entonces la matriz dO tendrá rango completo, lo que implica

que se satisface la condición de rango de observabilidad para el modelo del MRC en función

de las corrientes. Se puede mostrar que se obtienen las mismas condiciones para cualquier

fase j i.e., ij ̸= 0 y θ ̸= k π
Nr

(j−1)
m , de donde se siguen las condiciones de la Proposición 8.

△

3.3.2 Modelo del MRC en función de los enlaces de flujo

A continuación, se muestra el resultado de aplicar la condición de rango para el modelo del

MRC en función de los enlaces de flujo en operación SSM.

Proposición 9. El modelo del MRC definido por el sistema de ecuaciones (2.3) cuando la

salida es el enlace de flujo, λ, es local y débilmente observable si se cumple que los estados

se encuentran en el sub–espacio,

Wλ =

{
(λj , θ, ω) ∈ Rm+2|λ ̸= 0 ,−kπ

Nr

(j − 1)

m
< θ <

kπ

Nr

(j − 1)

m
∀ k ∈ Z

}
con Nr el número de polos de rotor y m el número de fases de estator.
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Demostración 9. Esta demostración es similar a la presentada para la Proposición 8.

Primero, se escribe el modelo (2.3) en su forma af́ın en las entradas,

ẋ = f0(x) + f1(x)u

y = h0(x) , (3.33)

donde x = [λ θ ω], las funciones hj son los enlaces de flujo de fase, hj = λj y los campos

libre y forzado, f0 y f1 respectivamente, son iguales a

f0 = [−rL−1
11 (θ)λ1 −rL−1

22 (θ)λ2 . . . −rL−1
mm(θ)λm ω Te − d

Jω − 1
JτL(t)]

f1 = [ 1
L11(θ)

1
L22(θ)

. . . 1
Lmm(θ) 0 0] .

Después, se define el espacio de observación del modelo (2.3), tomando la primera derivada

de Lie de cada una de las fases,

Oλ =



λ1

λ2
...

λm

Lf1h1

Lf0h1

Lf1h2

Lf0h2
...

Lf1hm

Lf0hm



, (3.34)

En este caso, usando la derivada de Lie de la primera fase de estator, la matriz dOλ es
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igual a

dOλ =



∂ h1
∂ λ1

0 . . . 0 0 0

0 ∂ h2
∂ λ2

. . . 0 0 0
...

... . . .
...

...
...

0 0 . . . ∂ hm
∂ λm

0 0

0 0 . . . 0
∂ Lf1

h1

∂ θ 0
∂ Lf0

h1

∂ λ1
0 . . . 0

∂ Lf0
h1

∂ θ

∂ Lf1
h1

∂ ω


(3.35)

=



1 0 . . . 0 0 0

0 1 . . . 0 0 0
...

... . . .
...

...
...

0 0 . . . 1 0 0

0 0 . . . 0 −RC11(θ)
L2
11(θ)

λ1 0

R
L2
11(θ)

(R−Nrω C11(θ)) 0 . . . 0 ψ1
RNr C11(θ)

L2
11(θ)

λ1


, (3.36)

con ψ1 = −RC11(θ)
L2
11(θ)

u1 +
2R2 L11(θ)C11(θ)

L4
11(θ)

λ1 −
RNr C2

11(θ)L11(θ)

L4
11(θ)

λ1.

La matriz dOλ pierde rango si su determinante satisface la expresión,

det(dOλ) =
R2NrC

2
jj(θ)

L4
jj(θ)

λ2j = 0.

Con base en las Propiedades 1 y 2, para que el modelo del MRC en función de los enlaces

de flujo sea local y débilmente observable, se debe satisfacer simultáneamente que λj ̸= 0 y

θ ̸= π
Nr

(j−1)
m , como se indica en la Proposición 9. △

Comentario 10. Con la condición de rango de observabilidad se puede determinar bajo que

condiciones el modelo del MRC en términos de las corrientes (en términos de los enlaces

de flujo) es local y débilmente observable. En este caso se deben evitar los puntos en los

cuáles la derivada de la inductancias con respecto a la posición se hace cero. Esta condición

tiene una relación directa con la forma en que se conmutan las fases del MRC para generar

movimiento continuo de la flecha, debido a que son precisamente los cruces por cero de las

funciones Cjj(θ) los que determinan los instantes de conmutación de la fase j-ésima. Otra

forma de interpretar este resultado es, que las variables mecánicas se pueden reconstruir

con la suma de las aportaciones de cada fase en un ciclo de generación de enerǵıa, en un

cuadrante (véase la Sección 3.1.2). △

45



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD

La siguiente sección trata el tema de las condiciones necesarias para diseñar un observador

de alta ganancia para sistemas local y débilmente observables en x0.

3.4 Entradas Persistentes

Figura 3.4: Operación con la entrada vj(t) = v0 + v1 cos
(
Nrωr t− (j − 1)2πm

)
.

Para diseñar un observador como los presentados en Besançon y Ticlea [2007] y Torres et al.

[2012] por ejemplo, donde se asume que el sistema no lineal es local y débilmente observable,

antes se debe definir una entrada que cumpla ciertas condiciones de persistencia 2.

Definición 11. Entradas Persistentes [Besançon, 2007] Dado un sistema no lineal

ẋ(t) = f(x(t),u(t)), x(0) = x0

y(t) = h(x(t)) , (3.37)

donde x ∈ Rn son los estados, u ∈ Rp es la entrada, y ∈ Rq es la salida y los mapeos f y

h son suficientemente suaves.

2Como se mencionó en el Comentario 3 del Caṕıtulo 2 los observadores de alta ganancia requieren que
se garantice que el sistema es uniformemente observable
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Una entrada u del sistema (3.37) es persistente, si se cumple que

∃ t0, T : ∀ t ≥ t0, ∀x0 ̸= x1,∫ t+T

t
∥h(τ,x0, u)− h(τ,x1, u)∥2dτ ≥ 0 . (3.38)

Es decir, este tipo de entradas permiten detectar diferencias entre las trayectorias generadas

por condiciones iniciales distintas a partir de la comparación de la salidas en un intervalo

de tiempo.

Por otra parte, en las secciones 3.1.1 y 3.1.5, dos MRC idénticos son comparados usando la

condición de indistinguibilidad, i.e., las salidas son iguales lo que implica que las entradas en

ese caso son no persistentes en un intervalo de tiempo dado. Para mostrar que caracteŕısticas

deben tener las entradas del modelo del MRC, para poder distinguir las trayectorias de

condiciones iniciales indistinguibles, se propone el siguiente ejercicio:

Para una entrada dada v(t) y distintas condiciones iniciales de la posición angular, se com-

pararán las salidas para encontrar si se satisface la condición (3.38), i.e., mostrar que en

un intervalo de tiempo las salidas son distintas usando la entrada v(t).

Para desarrollar este ejercicio, se propone una entrada de tipo sinusoidal de la forma

vj(t) = v0 + v1 cos

(
Nrωr t− (j − 1)

2π

m

)
, (3.39)

donde, con la apropiada elección de los parámetros v0, v1 y ωr, el modelo del MRC en

términos de las corrientes puede alcanzar una velocidad constante ωr en estado estacionario.

El comportamiento de los estados del modelo del MRC (2.5) usando la entrada (3.39) se

muestra en la Figura 3.4, la entrada, la corriente de una fase (la salida en este caso) 3 y el

comportamiento de las variables mecánicas. Los parámetros usados para esta simulación son

Nr = 8, J = 0.001 [Kgm2], d = 0.001 [Kgm2/s], r = 1.7 [Ω] , l0 = 0.0121 [H] y l1 = 0.0115 [H].

Los parámetros de la entrada son v0 = 1.6, v1 = 1.888 y ωr = 5[rad/s].

La comparación entre las corrientes de una fase de estator para distintas posiciones iniciales

en un paso polar de rotor, 2π
Nr

= 45◦, se muestran en la Figura 3.5. La figura superior

muestra que las salidas son diferentes durante el transitorio. Mientras, en la figura inferior,

3Se analiza únicamente el modelo en función de las corrientes porque en este caso śı se pueden medir las
variables eléctricas en operación SSM.
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Figura 3.5: Arriba: comparación de las salidas. Abajo: comparación de las posiciones.

se muestra que las trayectorias de posición tienden a tres valores distintos. En la Figura. 3.6,

a cada trayectoria de posición se le ha restado la trayectoria para la condición inicial de 0◦,

por lo que se obtiene la relación entre las tres posiciones finales, que es de 0◦ ó ±45◦. Lo

que significa que estas trayectorias son equivalentes, es decir, son trayectorias detectables 4.

El ejemplo también muestra que la entrada (3.39) es persistente durante el transitorio.

En relación con la Definición 7, después de 0.8[s], la salidas relacionadas con posiciones

equivalentes tienden a ser iguales, lo que implica que las diferencias entra las trayectorias

de los estados también tienden a cero.

Aunque la entrada no es de utilidad para el control de velocidad del MRC, este ejemplo

muestra el tipo de propiedades que deben tener las entradas de interés del MRC para poder

distinguir entre condiciones iniciales indistinguibles: la entrada no depende de la condición

inicial de posición, la frecuencia de la entrada es función de la velocidad deseada y el número

4Estos valores de posición son equivalentes porque corresponden al mismo valor de inductancias, como
se mencionó en la Sección 3.2.2.
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Figura 3.6: Comparación de las posiciones.

de polos de rotor.

3.5 Discusión

Las Proposiciones 8 y 9 indican que se puede obtener un estimado de las variables mecánicas

a partir de las mediciones de las entradas y las salidas con el modelo de señal pequeña del

MRC si las salidas son distintas de cero y se consideran condiciones iniciales de posición

pertenecientes a un mismo cuadrante o paso polar de rotor. Además, es importante notar

que, para los dos casos de operación SSM, las entradas uj , deben ser distintas de cero.

Por otro lado, para el modelo del MRC en términos de las corrientes, se tiene de la

Proposición 7, que existe un conjunto de entradas singulares, que incluye a u ≡ 0, por

lo cual este modelo en operación SSM es no uniformemente observable.
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Sin embargo, existe la posibilidad de proponer una entrada, con las propiedades de per-

sistencia adecuadas, que pueda distinguir los estados indistinguibles. Con esta entrada,

posiblemente se pueda diseñar un observador dependiente de la entrada para el modelo del

MRC en términos de las corrientes en operación SSM, similar al diseño presentado en Be-

sançon y Ticlea [2007], donde se hace una transformación de coordenadas basada en el

mapeo de observabilidad del modelo del sistema no lineal.
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Caṕıtulo 4

Control robusto sin medición de

velocidad

En este Caṕıtulo se incluyen, en la Sección 4.1 la definición del control sin medición de ve-

locidad, en la Sección 4.2 se enuncia el resultado principal de este Caṕıtulo, en la Sección 4.3

se presenta la validación experimental del controlador propuesto y en la Sección 4.4 se hace

una breve discusión de los resultados.

4.1 Control sin medición de velocidad

En general, cuando se mide la posición angular del eje del rotor de una máquina eléctrica,

usando potenciómetros o codificadores rotatorios (conocidos como encoders), la velocidad

angular se obtiene a partir de la diferenciación numérica de la posición medida, lo cual

puede dar lugar a amplificación del ruido de medición. Para solucionar este inconveniente,

una alternativa confiable es el uso de un observador de estados. En este Caṕıtulo se presenta

un esquema de control sin medición de velocidad para el modelo MRC en función de las

corrientes de estator, que hace uso de un observador sintonizable que aprovecha la propiedad

de observabilidad descrita en el Comentario 9 del Caṕıtulo 3, es decir, se miden las corrientes

de fase y la posición angular.

En particular, se propone un Observador Proporcional Integral Generalizado (GPIO), pre-

sentado por primera vez en Sira-Ramı́rez et al. [2010]. El GPIO se define como un Ob-

servador de Espacio Extendido (ESO) [Radke y Gao, 2006]. Este tipo de esquemas de

estimación dependen de un modelo simplificado del sistema y un modelo aproximado, de-
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pendiente del tiempo, de la perturbación (en éste caso se usa una aproximación polinomial),

lo que resulta en un diseño simplificado del esquema de control. Este método ha sido uti-

lizado también para controlar la velocidad angular del MI con par de carga desconocido

en Sira-Ramı́rez et al. [2013].

4.1.1 Control de velocidad en cascada

En Espinosa-Pérez et al. [2004] se propone un control de velocidad en cascada donde, a

partir de la referencia de velocidad x3d, el lazo de control externo (lazo mecánico) calcula

el par deseado correspondiente τd, que a su vez define la forma de las corrientes deseadas

x1d a partir de una inversión del sistema. En el lazo de control interno (lazo eléctrico), un

controlador basado en las propiedades de pasividad de la maquina, calcula el voltaje de fase

u a partir de las corrientes deseadas.

En el controlador propuesto aqúı, se preserva la estructura en cascada de Espinosa-Pérez

et al. [2004], pero se reemplaza el controlador de lazo de control externo por un GPIO. El

GPIO permite reconstruir las dinámicas desconocidas i.e., el par de carga τL, la fricción,

entre otras perturbaciones, usando una aproximación de los términos desconocidos basada

en un polinomio dependiente del tiempo. Adicionalmente, se estima la velocidad que es

utilizada para calcular la entrada de control del lazo eléctrico, u.

4.1.2 Lazo de control mecánico

Si se define el vector de estados x tal que

x =


x1

x2

x3

 =


i

θ

ω

 , (4.1)

el modelo del MRC en términos de las corrientes, presentado en el Caṕıtulo anterior, puede

reescribirse como

L(x2)ẋ1 = u− x3C(x2)x1 −Rx1 (4.2a)

ẋ2 = x3 (4.2b)

ẋ3 =
1

J
τ − d

J
x3 −

1

J
τL(t) , (4.2c)

donde

τ =
1

2
x1

TC(x2)x1. (4.3)
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El objetivo del lazo de control mecánico es que la velocidad del motor siga una referencia

de velocidad, es decir, x3 → x3d, con este fin se definen los siguiente errores mecánicos

e2 , x2 − x2d (4.4)

e3 , x3 − x3d , (4.5)

donde

x2d ,
∫ t

0
x3d(ϑ)dϑ , x2d(0) = x2(0) . (4.6)

Sustituyendo estas definiciones en la dinámica mecánica (4.2b) y (4.2c) se obtiene

ė2 = e3 (4.7)

ė3 =
1

J
τ + z1(t) , (4.8)

donde z1(t) se define como

z1(t) ∼= −d

J
x3(t)−

1

J
τL(t)− ẋ3d(t) . (4.9)

Para usar esta aproximación como un modelo interno de la dinámica mecánica, se hacen

las siguientes suposiciones [Sira-Ramı́rez et al., 2010].

Suposición 1. La señal z1(t) puede escribirse como un polinomio de Taylor de grado fijo

z1(t) =

p−1∑
i=0

ait
i + r(t) , (4.10)

donde i = 1, . . . , p, y ai son coeficientes constantes. △

Suposición 2. Al menos las primeras p derivadas del termino residual r(t) existen, i.e.,

hasta r(p)(t). △

Comentario 11. La suposición 1 teóricamente reduce el tipo de referencias de velocidad

que pueden usarse (referencias con derivadas acotadas). Sin embargo, en la práctica, los

controladores basados en GPIO funcionan adecuadamente con referencias que tiene cambios

abruptos, tales como referencias escalonadas. Además, se ha mostrado en Arteaga-Pérez y

Gutiérrez-Giles [2014] que éstos observadores son capaces de compensar fenómenos tales

como la fricción de Coulomb. △
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A partir de la suposición 1, el modelo de zi(t), con i = 1, . . . , p, puede escribirse como

ż1 = z2 (4.11a)

ż2 = z3 (4.11b)
...

żp−1 = zp (4.11c)

żp = r(p)(t) . (4.11d)

Para estimar la velocidad y a zi(t), se propone el siguiente observador lineal:

˙̂e2 = ê3 + λp+1 ẽ2 (4.12a)

˙̂e3 =
1

J
τ + ẑ1 + λp ẽ2 (4.12b)

˙̂z1 = ẑ2 + λp−1 ẽ2 (4.12c)

˙̂z2 = ẑ3 + λp−2 ẽ2 (4.12d)
...

˙̂zp−1 = ẑp + λ1 ẽ2 (4.12e)

˙̂zp = λ0 ẽ2 , (4.12f)

donde ẽ2 , e2− ê2, ẽ3 , e3− ê3 y λ0, ..., λp+1 son los coeficientes del polinomio caracteŕıstico

sp+2 + λp+1s
p+1 + · · ·+ λ1s+ λ0 = 0 . (4.13)

Finalmente, usando los estimados del observador (4.12), se propone la siguiente ley de

control mecánica

τd = J (−Λm2 e2 − Λm3 ê3 − ẑ1) , (4.14)

donde Λm2 > 0 and Λm3 > 0 son ganancias constantes. Entonces, la dinámica del error

mecánico puede obtenerse al sustituir (4.14) en (4.8)

ė3 =
1

J
(τ − τd)− Λm2 e2 − Λm3 e3 + Λm3 ẽ3 + z̃1 . (4.15)

Para representar de una forma compacta estas expresiones, se define el vector

e23 =

e2
e3

 , (4.16)
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por lo tanto, la dinámica del error puede reescribirse como

ė23 = Am e23 +Bmr̄1 , (4.17a)

donde

Am =

 0 1

−Λm2 −Λm3

 (4.17b)

y

Bm =

0
1

 , R̄1 =
1

J
(τ − τd) + Λm3 ẽ3 + z̃1 . (4.17c)

De forma similar, el sistema mecánico (4.7)–(4.8) y (4.11) en lazo cerrado con el observador

(4.12) puede escribirse como

˙̃e2 = ẽ3 − λp+1ẽ2 (4.18a)

˙̃e3 = z̃1 − λpẽ2 (4.18b)

˙̃z1 = z̃2 − λp−1ẽ2 (4.18c)

˙̃z2 = z̃3 − λp−2ẽ2 (4.18d)
...

˙̃zp−1 = z̃p − λ1ẽ2 (4.18e)

˙̃zp = r(p) − λ0ẽ2 , (4.18f)

donde z̃i , zi − ẑi, i = 1, . . . , p. Al sustituir (4.18a) en (4.18b), se puede obtener

¨̃e2 + λp+1
˙̃e2 + λpẽ2 = z̃1 , (4.19)

siguiendo la misma lógica, de (4.18c) y (4.19) se tiene

˙̃z1 = z̃2 − λp−1ẽ2 (4.20)

= ẽ
(3)
2 + λp+1

¨̃e2 + λp ˙̃e2 . (4.21)

De la misma forma, usando (4.18a)-(4.18f) en un proceso iterativo se puede encontrar que

ẽ
(p+2)
2 + λp+1ẽ

(p+1)
2 + · · ·+ λ1 ˙̃e2 + λ0ẽ2 = r(p)(t) . (4.22)
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Como en el caso de lazo de control mecánico, si se define el vector

ẽo =


ẽ2

˙̃e2
...

ẽ
(p+1)
2

 , (4.23)

la ecuación (4.22) puede reescribirse como

˙̃eo = Ao ẽo +Bo r̄2 , (4.24a)

donde

Ao =


0 1 . . . 0

0 0 . . . 1
...

...
...

−λ0 −λ1 . . . −λp−1

 (4.24b)

Bo =
[
0 0 · · · 1

]T
, (4.24c)

con r̄2 = r(p), y Ao ∈ Rp×p, Bo ∈ Rp×1. Donde, {λ0, ..., λp+1} debe escogerse de tal forma

que el polinomio (4.13) de grado p + 2 sea Hurwitz.

4.1.3 Lazo de control eléctrico

Para alcanzar el objetivo de control del lazo eléctrico, es decir, x1 → x1d, se empleó la ley

de control propuesta en Espinosa-Pérez et al. [2004], donde en lugar de la velocidad medida,

se utilizó su estimado dado por x̂3,

u = L(x2) ˙̂x1d + x̂3C(x2)x1d +Rx1d −Kve1 (4.25)

donde

x̂3 , ê3 + x3d , (4.26)

Kv ∈ Rm×m es una matriz de ganancias, e1 , x1 − x1d es el error eléctrico.

Asimismo, las corrientes deseadas y sus derivadas con respecto al tiempo están dadas por

x1dj ,


√

2mj(x2) τd
Cj(x2)

if Cj(x2) ̸= 0

0 de otra forma
, (4.27)
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˙̂x1dj ,

 āj x̂3 + bj if Cj(x2) ̸= 0

0 de otra forma
, (4.28)

āj =
1

√
x1dj

τd

(
∂ mj(x2)

∂ x2
Cj(x2)−mj(x2)

∂ Cj(x2)
∂ x2

)
Cj

2(x2)

 , (4.29)

bj =
1

√
x1dj

(
mj(x2)Cj(x2) ˙̂τd

)
, (4.30)

˙̂τd = J
(
−Λm2 ê3 − Λm3

˙̂e3 − ˙̂z1

)
, (4.31)

donde Cj(x2) , ∂Dj(θ)
∂θ y mj(x2) son las funciones de par compartido [Taylor, 1992], que

definen la conmutación de las fases del estator, minimizando el rizo en el par/velocidad. Se

resalta que x1d es función del par deseado τd en (4.14). Además, nótese el ligero abuso de

notación en la definición de ˙̂x1dj en (4.28) y ˙̂τd en (4.31).

Usando la definición del error eléctrico, la expresión de la ley de control (4.25), y la dinámica

eléctrica (4.2a), se obtiene la dinámica del error de seguimiento de corrientes

ė1 = −L(x2)
−1(R+Kv + x3C(x2))e1

− ẽ3L(x2)
−1C(x2)x1d + ẽ3 aj , (4.32)

donde

aj = āj −
1

√
x1dj

mj Cj(x2)JΛm2 . (4.33)

La ecuación (4.32) puede reescribirse como

ė1 = Ae(t)e1 +Be(t). (4.34a)

donde

Ae(t) = −L(x2)
−1(R+Kv + x3C(x2)) (4.34b)

Be(t) = −ẽ3L(x2)−1C(x2)x1d + ẽ3 aj . (4.34c)

La dinámica en lazo cerrado de la conexión en cascada de los lazos de control está descrita

por las ecuaciones (4.17), (4.24) y (4.34), cuyo vector de estados es

y =


e1

e23

ẽo

 . (4.35)
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CAPÍTULO 4. CONTROL ROBUSTO SIN MEDICIÓN DE VELOCIDAD

De donde se sigue que

ẏ = A(t)y +B(t) , (4.36a)

con

A(t) =


Ae(t) O O

O Am O

O O Ao

 , B(t) =


Be

Bmr̄1

Bor̄2

 . (4.36b)

4.2 Resultado

Este resultado se resume en la siguiente

Proposición 10. Considérese el MRC dado por (4.2) en lazo cerrado con la ley de control

u = L(x2) ˙̂x1d + x̂3C(x2)x1d +Rx1d −Kve1 ,

con x̂3 , ê3 + x3d, donde el error ê3 es estimado usando observador (4.12) y la corriente

deseada por fase x1d se calcula usando

x1dj ,


√

2mj(x2) τd
Cj(x2)

if Cj(x2) ̸= 0

0 de otra forma
, (4.37)

con τd dado por (4.14). Se define una región D ∈ Rm × R2 × Rp+1 como

D =
{
y ∈ Rm × R2 × Rp+1| ∥y∥ ≤ ymax

}
(4.38)

donde ymax es una constante positiva arbitrariamente grande. Si la trayectoria deseada x3d

y el par de carga τL están acotados y tienen al menos p derivadas con respecto al tiempo aco-

tadas, entonces, siempre se puede encontrar una combinación de ráıces del polinomio (4.13)

tal que los errores de seguimiento (e1, e2, e3) y los errores de observación (ẽ2, ẽ3, z̃1, ..., z̃p),

estén acotados siempre y cuando la condición inicial y(t0) en el subconjunto D sea sufi-

cientemente pequeña para evitar que su trayectoria y(t) abandone D durante el transitorio.

Si además, los polos de (4.13) se escogen suficientemente alejados del eje imaginario en

el semi–plano izquierdo, entonces y(t) es finalmente acotada con cota final arbitrariamente

pequeña Adicionalmente, el estimado de ẑ1 tenderá a un valor arbitrariamente cercano al

valor real de z1. △
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Demostración 10. La demostración completa de la Proposición 10 puede consultarse en

[De La Guerra et al., 2016], por lo cual aqúı se incluye solo un esbozo.

Es importante mencionar que, se hace un análisis de estabilidad local, valido solamente en

la región D. La demostración consta de tres pasos: 1) Ya que no se puede garantizar a priori

que todas las señales de interés (incluyendo ẽ2, ẽ3, z̃1, ..., z̃p,e1, e2, e3) están acotadas para

toda trayectoria y ∈ D, el primer paso es mostrar que estas señales están acotadas. 2) Una

vez que se ha demostrado que las señales de interés están acotada en D, se debe mostrar

que el estado y está finalmente acotado, esto se hace proponiendo funciones candidatas de

Lyapunov para cada uno de los subsistemas: V1, para la dinámica del error de estimación,

V2, para la dinámica del error de seguimiento mecánico y Ve para la dinámica del seguimiento

del error eléctrico. 3) Sumando V1, V2 y Ve, se puede obtener una función candidata de

Lyapunov para el sistema (4.36) dada por

V (y) = V1 + V2 + Ve

= ẽTo P 1ẽo + e23
TP 2e23 +

1

2
eT1 L(x2)e1

= yT


P 1 O O

O P 2 O

O O L(x2)

y

, yTM(x2)y , (4.39)

donde, deben existir dos contantes positivas λm y λM tal que

λm∥y∥2 ≤ V (y) ≤ λM∥y∥2. (4.40)

La derivada de la función V (y) a lo largo de las trayectorias del sistema es

V̇ ≤ −λm1(Q1)∥ẽo∥
(
∥ẽo∥ − 2

λM1(P 1)

λm1(Q1)
∥Bo∥r2M

)
− λm2(Q2)∥e23∥

(
∥e23∥ − 2

λM2(P 2)

λm2(Q2)
∥Bm∥r1M

)
− kv

4
∥e1∥2 −

kv
4
∥e1∥ (∥e1∥ − (c1rfx1M + d1x1Mp)) . (4.41)

donde se demostró en el paso 1) que |ẽ3| ≤ rf y ∥x1d∥ ≤ x1M, ∥aj∥ ≤ x1Mp están acotadas

en D.

Al escoger los valores propios de Ao y de Am con parte real negativa y suficientemente

grande, y al definir kv suficientemente grande, los términos

2
λM1(P 1)

λm1(Q1)
, 2

λM2(P 2)

λm2(Q2)
,

1

kv
, (4.42)
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pueden hacerse arbitrariamente pequeños. En consecuencia, se cumple que

V (y) ≤ 0 si ∥y∥ ≥ µ , (4.43)

donde

µ = max

{
2λM1(P 1)∥Bo∥r2M

λm
,
2λM2(P 2)∥Bm∥rmax

λm
,
4(c1rfx1M + d1x1Mp)

λm

}
,

con

λm = min {λm1(Q1), λm2(Q2), kv} . (4.44)

Por lo tanto, µ puede hacerse arbitrariamente pequeña. A partir de (4.40), se tiene que y

debe estar finalmente acotada por

∥y∥ ≤
√
λM
λm

µ , b . (4.45)

Adicionalmente, es necesario tener ∥y∥ ≤ ymax para que el estado permanezca en D para

todo tiempo. Esto puede garantizarse si la condición inicial satisface

∥y(t0)∥ <
√
λm
λM

ymax. (4.46)

Finalmente, las trayectorias del sistema (4.36) están finalmente acotadas, con cota final

dada por (4.45). Lo que significa que, los elementos del vector y pueden hacerse arbitrari-

amente pequeños, lo que implica a su vez que, los errores de seguimiento y estimación son

cercanos a cero y de la primera parte de la demostración todas la señales de interés están

acotadas, lo que concluye la demostración. △

Comentario 12. Como en Arteaga-Pérez y Gutiérrez-Giles [2014] no se asume a priori el

acotamiento de r(p)(t). △

Comentario 13. A partir de la definición de τd en (4.14), el objetivo de control puede cam-

biarse de seguimiento de velocidad a seguimiento de posición con solo modificar la expresión

(4.6) tal que

x3d , ẋ2d . (4.47)

△
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4.3 Validación experimental

Plataforma experimental

Se realizó una validación experimental del esquema de control propuesto, en la plataforma

de la Figura 4.1. El controlador se implementó en Matlab Simulink Real–Time con un

periodo de muestreo de T = 0.5 [ms]. En el Procesador Digital de Señales (DSP) dSPACE

DS1104 R&D se hizo la adquisición de las señales de los sensores de posición y corrientes,

y se obtuvieron las señales de Modulación por Ancho de Pulso (PWM), con una frecuencia

de 20[kHz], que alimentaron al convertidor electrónico. El convertidor electrónico es un

puente asimétrico con un voltaje de bus de 45[V]. El sensor de posición tiene una resolución

de 1024[pulses/rev]. Un MCD con una relación par/corriente de Kτ = 1.5556 [Nm/A], es

usado para simular el par de carga para el MRC. Los parámetros del MRC se muestran en

la Tabla 4.1.

Figura 4.1: Diagrama del esquema de control

Resultados experimentales

El controlador GPI se comparó con el controlador PI2D de Loria et al. [2014] y con el

Control Basado en Pasividad (PBC) reportado en Espinosa-Pérez et al. [2004].

Para el controlador PBC se usaron las ganancias eléctricas Kv = diag{30, 30, 30} y las

ganancias mecánicas a = 36, b = 40. Para el controlador GPI, se usaron las ganancias
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Parámetros geométricos
Número de polos de rotor 8
Número de polos de estator 12
Número de fases 3

Parámetros eléctricos
Voltaje máximo Vmax = 120V
Corriente máxima imax = 4A
Resistencia del devanado r = 1.6Ω

Coeficientes de la inductancia de devanado
l0 = 0.05mH
l1 = 0.008mH

Parámetros mecánicos
Inercia del rotor J = 0.0016Kgm2

Table 4.1: Parámetros del MRC

eléctricas Kv = diag{30, 30, 30}, las ganancias mecánicas Λm2 = 40, Λm3 = 100 y para el

observador (4.12) se uso λ0 = 750, λ1 = 2.25×105, λ2 = 3.375×107, λ3 = 2.5313×109, λ4 =

7.5938 × 1010 (i.e., los polos se fijaron como p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = −150). Mientras

tanto, para el controlador PI2D, las ganancias del lazo mecánico fueron kd = 150, kp = 300,

ki = 0.1, a = 320, b = 661, y para el lazo eléctrico Kpx = diag{60, 60, 60}.

Figura 4.2: Experimento 1, Izq.: x3, Der.: e3 GPI(—), PBC(· · · ), PI2D(- - -)
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Se presentan dos experimentos, el primero sin par de carga y el segundo con un par de carga

constante.

Variación de la consigna

En este experimento se sigue una referencia de consigna variable, sin par de carga, i.e.,

τL = 0, en el intervalo 0 − 80 [rad/s], (para velocidades menores a la velocidad base

100 [rad/s] ). En la Figura 4.2 se muestran, el seguimiento de velocidad y el error de

seguimiento de velocidad para los tres controladores, donde el desempeño de los contro-

ladores GPI y PI2D es similar. Esto se puede apreciar mejor en los cambios de la consigna

de velocidad, de 40 a 60 [rad/s] y de 60 a 80 [rad/s] donde las diferencias en respuesta para

estos controladores son mı́nimas. Por el contrario, el controlador PBC presenta sobrepaso

y tiempos de levantamiento más grandes.

Par de carga constante

En el segundo experimento se sigue la referencia de velocidad dada por

x3d = 40 (1 + tanh(5(t− 0.8))) [rad/s] , (4.48)

con par de carga igual a τL = 0.85 [Nm] aplicado a partir del tiempo 0.8 [s]. Un par constante

simula el manejo de objetos de peso constante. El seguimiento de velocidad y el error de

seguimiento se muestran en la Figura 4.3, donde es claro que los controladores GPI y PI2D

pueden compensar el par de carga.

4.3.1 Sintonización

La sintonización del esquema GPI es sencilla si se siguen las siguientes recomendaciones:

• En el lazo de control eléctrico se tiene una ganancia proporcional, por lo tanto esta

ganancia se debe incrementar para reducir el error de seguimiento de corrientes.

• Para el lazo de control mecánico, las ganancias Λm2, Λm3, definen un controlador PI,

éstas deben sintonizarse para obtener un comportamiento estable.

• Mientras más alto sea el grado p del polinomio en (4.10) mejor será la aproximación de

las dinámicas desconocidas. Sin embargo, en la práctica, después de un cierto grado

no existe ventaja en aumentar el grado del polinomio, mientras la carga computacional
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Figura 4.3: Experimento 2, Izq.: x3, Der.: e3 GPI(—), PBC(· · · ), PI2D(- - -)

aumenta. En general, escoger p = 3 es una buena elección y por lo tanto es el valor

que se ha escogido en este trabajo.

• Finalmente, los polos del observador deben elegirse tan lejos en el semi–plano izquierdo

del plano complejo como lo permita el ancho de banda del sistema.

Controlador RMSE de e1 RMSE de e3
Variación de la consigna

GPI 0.7125 3.8159
PI2D 0.9959 17.7647
PBC 0.9531 14.4264

Par de carga constante

GPI 0.5946 13.6498
PI2D 1.4673 15.1473
PBC 0.9814 14.4434

Table 4.2: RMSE para los dos experimentos

4.4 Discusión

Para determinar que controlador tuvo un mejor desempeño en los experimentos presentados,

dado que los controladores GPI y PI2D tuvieron un comportamiento similar, se calculó el
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valor RMS de los errores de seguimiento, como en Arteaga-Pérez et al. [2015],

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

ei2 , (4.49)

donde i es la muestra actual, ei es el error correspondiente y n es el número total de

muestras. Los resultados de la Tabla 4.2 dejan claro que el controlador GPI es mejor en

los dos casos, sobretodo en el caso del cambio de consigna. Adicionalmente, vale la pena

mencionar que el método propuesto es mucho más fácil de sintonizar que el controlador

PI2D.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis se estudiaron las propiedades de observabilidad del modelo de señal pequeña

del motor de reluctancia conmutada, cuando se miden solamente las variables eléctricas en

dos modos de operación, a) cuando se miden los enlaces de flujo, b) cuando se miden las

corrientes de fase.

Método basado en la dinámica indistinguible

Para realizar el análisis de observabilidad del modelo de señal pequeña del MRC, se uti-

lizaron dos métodos, en cuanto a los resultados obtenidos con el análisis basado en el

concepto de trayectorias indistinguibles de Moreno et al. [2002], se pudo mostrar que: el

modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo en operación SSM es no uniformemente

observable porque existe una entrada singular, i.e. u ≡ 0. Además, se pudo demostrar que,

si la entrada es u ̸= 0, el modelo del MRC en términos de los enlaces de flujo en operación

SSM es débilmente observable si se cumplen las condiciones de la Proposición 4.

Este resultado explica porqué se ha utilizado este modelo para el diseño de observadores de

las variables mecánicas. Sin embargo, desde el punto de vista práctico, ésto no se considera

recomendable debido a que los enlaces de flujo no se miden directamente y la estimación

(usualmente basada en la integración de las corrientes y los voltajes de fase como se explica

en el Caṕıtulo 1, Sección 1.2) de éstos suele verse afectada por incertidumbre parámetrica.



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES

En cuanto al modelo del MRC en términos de las corrientes, utilizando el análisis de la DI

se pudo determinar que en operación SSM el MRC es no uniformemente observable. En este

caso la entrada singular esta definida por la expresión (3.18) cuando el error de posición es

distinto de cero y u ≡ 0.

Adicionalmente, el método de Moreno et al. [2002] fue de utilidad para identificar dos casos

de trayectorias indistinguibles del MRC: el primero relacionado con la entrada singular

u ≡ 0 y el segundo relacionado con la periodicidad de las funciones de la inductancia.

En resumen, los resultados obtenidos demuestran que el método basado en el análisis de la

dinámica indistinguible, es de gran utilidad para comprender las formas en que un sistema

no lineal pierde observabilidad. Aunque, en el caso del modelo del MRC en términos de

las corrientes la expresión de la restricción algebraica es bastante más compleja que en el

caso en el que se miden los enlaces de flujo, lo que hace mucho más dif́ıcil la obtención de

resultados similares a los de la Proposición 4.

Método basado en la condición de rango

Con respecto al método basado en la condición de rango de observabilidad, se replanteó el

análisis de observabilidad presentado en De La Guerra [2011], ya que se considero el papel

de la entrada, al incorporar el campo vectorial forzado en la formación del mapeo de ob-

servabilidad. Con base en este análisis se determinó que en ambos casos, cuando se miden

los enlaces de flujo y cuando se miden las corrientes de fase, el modelo es local y débilmente

observable si se cumplen las condiciones de las Proposiciones 9 y 8, respectivamente. La

condición sobre las entradas es que deben ser distintas de cero para todo tiempo.

En śıntesis, las condiciones de las Proposiciones 4, 8 y 9 indican que se puede obtener un

estimado de los estados usando el modelo de señal pequeña del MRC en operación SSM,

siempre que las salidas y las entradas sean distintas de cero y se consideren

condiciones iniciales pertenencientes a un cuadrante o paso polar de rotor.

Nótese que, la observabilidad débil (Proposición 4) y la observabilidad local y débil (Proposi-

ciones 8 y 9) son dos tipos de observabilidad que permiten distinguir estados vecinos, es
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decir, se define una vecindad del punto x0 en la cual no existen estados indistinguibles de

ese punto. Los intervalos de la posición definidos para cada método (para el método basado

en la DI el intervalo de posiciones este intervalo se define en la Sección 3.1.2 y el Comen-

tario 6 para los modelos en términos de los enlaces de flujo y en términos de las corrientes,

respectivamente) son equivalentes si se igualan las referencias con respecto al mı́nimo valor

de inductancia (valor máximo de reluctancia).

En cuanto a la comparación entre los dos métodos de análisis, el método basado en el estudio

de la dinámica indistinguible permite no solo definir la propiedades de observabilidad del

sistema, también es útil para identificar trayectorias indistinguibles y entradas singulares

de un sistema no lineal.

Finalmente, es posible que usando una entrada apropiada i.e., una entrada capaz de dis-

tinguir las trayectorias indistinguibles del MRC en operación SSM, se pueda diseñar un

observador de alta ganancia que tome en cuenta las condiciones de las Proposiciones 8 y 9.

Interpretación f́ısica de los resultados de observabilidad

Una forma de relacionar las condiciones de observabilidad obtenidas con el funcionamiento

de la máquina eléctrica es: las variables mecánicas se pueden reconstruir con la suma de las

aportaciones de cada fase en un ciclo de generación de enerǵıa, es decir, en un paso polar

de rotor, siempre que la corriente de fase de estator (alternativamente el enlace de flujo)

sea distinta de cero. Este resultado está en concordancia con el funcionamiento del MRC,

ya que para generar par mécanico, es necesario que se cumplan dos condiciones para una

fase dada, a) que la fase se encuentre en la región de inductancia creciente o decreciente,

es decir, en la región comprendida entre una mı́nimo(máximo) y un máximo(mı́nimo) de

inductancia (condición sobre θ) y b) que la corriente o el enlace de flujo sean distintos de

cero (condición sobre las salidas). Mientras, la interpretación f́ısica de los cuadrantes es:

si se divide la posición angular de rotor en Nr cuadrantes, es posible distinguir entre las

posiciones dentro de cada uno de éstos mientras las entradas, salidas y la velocidad sean

distintos de cero. Para distinguir entre cuadrantes se pueden utilizar una rutina de arranque

independiente de la posición angular, véase Ahmed et al. [2009], para definir una posición

de máxima inductancia para una fase de estator dada, que será la referencia de posición
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absoluta.

Control robusto sin medición de velocidad

En cuanto al diseño de observadores, debido a que, el modelo del MRC en términos de

las corrientes es (globalmente) uniformemente observable cuando se miden las corrientes de

estator y la posición angular, como se muestra en el Comentario 9 del Caṕıtulo 3, se puede

obtener un estimado de los estados, en part́ıcular de la velocidad angular. Aprovechando

ésta propiedad, aśı como el hecho de que el modelo se puede escribir en una forma conve-

niente para el diseño del observador, se propuso un esquema de control robusto basado en

un observador de espacio extendido de alta ganancia, que tiene un buen desempeño con par

de carga desconocido y variable. Este esquema de control es producto de la busqueda de un

controlador sin medición de velocidad que fuera robusto ante variaciones del par de carga.

De hecho, es el resultado del trabajo comenzado en la tesis precedente [De La Guerra, 2011],

donde se presentó un observador de velocidad de orden reducido. Buscando mejorar este

diseño, es decir, hacerlo menos dependiente de los parámetros, se propuso un observador de

espacio extendido y alta ganancia, cuya versión más reciente se incluye en este trabajo de

tesis. El controlador sin medición de velocidad propuesto fue evaluado experimentalmente,

junto con un esquema de control sin medición de velocidad similar [Loria et al., 2014], para

mostrar que: es fácil de implementar, sintonizar y que puede compensar par de carga varia-

ble en presencia de ruido de medición y sin conocer exactamente los parámetros.
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Apéndice A

Sistemas Diferenciales Algebraicos

La DI del MRC es un SAD, que se puede interpretar como un SEDO definido sobre una

variedad. La variedad solución, M, se puede obtener por medio de distintos procedimientos,

por ejemplo el método utilizado en [Ibarra-Rojas et al., 2004] tomado de Rheinboldt [1984].

En este trabajo de tesis, se utiliza la taxonomı́a tomada de Riaza et al. [2000], que se centra

en el estudio de SAD singulares semi–impĺıcitos de ı́ndice–1 de la forma

ẋ = f(x,u)

0 = g(x,u) (A.1)

donde x ∈ Rn, u ∈ Rm, f y g son mapeos suficientemente suaves.

El ı́ndice de un SAD, en este contexto, se define como el mı́nimo número de diferenciaciones

de la restricción algebraica g(x,u) = 0, necesarias para reducir el sistema (A.1) a un SEDO

explicito de la forma

ẋ = f(x,u)

gu(x,u)u̇ = gx(x,u)f(x,u) . (A.2)

donde gu(x,u) = ∂ g(x,u)
∂ u y gx(x,u) = ∂ g(x,u)

∂ x . El conjunto solución del sistema (A.2) se

define como el conjunto de puntos para los cuales ∂ g(x,u)
∂ x es invertible, mientras el conjunto

singular está definido por los puntos en los cuales se cumple que

S =

{
(x,u) ∈ Rn+m|det

(
∂ g(x,u)

∂ x

)
= 0

}
.

Los SAD impĺıcitos que pueden ser (localmente) reducidos a su forma de SEDO expĺıcito

mediante manipulaciones algebraicas tienen ı́ndice–0.
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Entonces, en el caso de los SAD estudiados en el Caṕıtulo 3, se tiene que la DI del modelo

del MRC en términos de los enlaces de flujos (3.1) es un SAD con ı́ndice–1, mientras la DI

del MRC en términos de las corrientes (3.10) es un SAD con ı́ndice–0.

A.1 DI del modelo del MRC en función de los enlaces de

flujo

De la Proposición 1 del Caṕıtulo 3, la DI del MRC en términos de los enlaces de flujos es

igual a

λ̇ = u−RL−1(θ)λ (A.3a)

θ̇ = ω (A.3b)

ω̇ =
1

2J
λᵀH(θ)λ− d

J
ω − 1

J
τL(t) (A.3c)

ėθ = eω (A.3d)

ėω =
1

2J
λᵀ (H(eθ, θ)−H(θ))λ− d

J
eω (A.3e)

0 = RN(eθ, θ)λ . (A.3f)

El sistema (A.3) puede escribirse en la forma (A.1) con x =
[
λ θ ω eθ eω

]
, u la

variable algebraica y g(x,u) = RN(eθ, θ)λ = 0. Como se menciona en el Comentario 3.1.2

del Caṕıtulo 3, la matriz N(eθ, θ) es no singular si eθ ̸= 0, por lo tanto, la única solución

de la restricción algebraica (A.3f) es λ = 0.

Por otra parte, si se diferencia la restricción algebraica (A.3f) una vez con respecto al tiempo,

se obtiene el SEDO subyacente

ẋ = f(x,u)

0 = −∂ g(x,u)
∂ x

f(x,u) (A.4)

donde

∂ g(x,u)

∂ u
= 0 (A.5)

−∂ g(x,u)
∂ x

f(x,u) = N(eθ, θ)(u−RL−1(θ)λ)− ((eω + ω)H(eθ, θ)− ωH(θ))λ = 0 . (A.6)

A partir de la expresión (A.6) se puede obtener una expresión para la entrada, si y sólo śı
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la matriz N(eθ, θ) es no singular, de la forma

u = RL−1(θ)λ+N(eθ, θ)
−1 ((eω + ω)H(eθ, θ)− ωH(θ))λ .

Por lo tanto, de la solución de la restricción algebraica (A.3f) se tiene

λ = 0 ⇒ u = 0.

De manera que, el SEDO equivalente (A.4) puede escribirse como

λ̇ = 0

θ̇ = ω

ω̇ = −d

J
ω − 1

J
τL(t)

ėθ = eω

ėω = −d

J
eω (A.7)

cuyas soluciones regulares viven en la variedad

Mλ =
{
(λ, θ, ω, eω, eθ) ∈ Rm+4|λ = 0

}
.

Al contrario, si N(eθ, θ) es singular, i.e., eθ = 0, de la restricción algebraica, cualquier valor

del vector de encadenamientos de flujos λ, satisface la restricción algebraica (A.3f), es decir,

estas soluciones pertenecen al conjunto singular

Sλ =
{
(λ, θ, ω, eω, eθ) ∈ Rm+4|eθ = 0

}
.

A.2 DI del modelo del MRC en función de las corrientes

De la Proposición 5 del Caṕıtulo 3, la DI del MRC en términos de las corrientes es igual a

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri) (A.8a)

θ̇ = ω (A.8b)

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) , (A.8c)

ε̇θ = εω (A.8d)

ε̇ω =
1

2J
iᵀ (C(εθ, θ)−C(θ)) i− d

J
εω (A.8e)

0 = − ((εω + ω)M(εθ, θ)− ωM(θ)) i+N(εθ, θ)(u−Ri) . (A.8f)
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Para este SAD, se puede obtener una expresión para la entrada a partir de la restricción

algebraica (A.8f), si y sólo śı la matriz N(εθ, θ) es no singular, de la forma

u = Ri+N−1(εθ, θ) (εωM(εθ, θ) + ω(M(εθ, θ)−M(θ))) i . (A.9)

Por otra parte, si se diferencia la restricción algebraica una vez con respecto a tiempo, se

puede obtener la siguiente expresión de la derivada de la entrada,

N(εθ, θ)u̇ = − (εω(C(εθ, θ)−M(εθ, θ)) + ω(K(εθ, θ)−M(εθ, θ)−M(θ))−RN(εθ, θ)) ū

+

((
τe(εθ, θ)−

d

J
(εω + ω)− τL

J

)
M(εθ, θ) + ε2ωP(εθ, θ)

)
i

+
(
ω2(P(εθ, θ)−P(θ))− ωM(θ)

)
i

− ωC(θ) (εωM(εθ, θ) + ω(M(εθ, θ)−M(θ))i+RN(εθ, θ)) i .

donde

ū = u−Ri

L̄(εθ, θ) =
∂C(εθ, θ)

∂εθ
P(εθ, θ) = L−1(εθ, θ)L̄(εθ, θ) +C2(εθ, θ)

K(εθ, θ) = C(εθ, θ)−C(θ)

τe(εθ, θ) =
1

2J
iᵀC(εθ, θ)i

(A.10)

Por lo tanto el SEDO equivalente de la DI del MRC en términos de las corrientes en

operación SSM es,

di

dt
= L−1(θ) (u− ωC(θ)i−Ri)

θ̇ = ω

ω̇ =
1

2J
iᵀC(θ)i− d

J
ω − 1

J
τL(t) ,

ε̇θ = εω (A.11)

ε̇ω =
1

2J
iᵀ (C(εθ, θ)−C(θ)) i− d

J
εω

N(εθ, θ)u̇ = − (εω(C(εθ, θ)−M(εθ, θ)) + ω(K(εθ, θ)−M(εθ, θ)−M(θ))−RN(εθ, θ)) ū

+

((
τe(εθ, θ)−

d

J
(εω + ω)− τL

J

)
M(εθ, θ) + ε2ωP(εθ, θ)

)
i

+
(
ω2(P(εθ, θ)−P(θ))− ωM(θ)

)
i

− ωC(θ) (εωM(εθ, θ) + ω(M(εθ, θ)−M(θ))i+RN(εθ, θ)) i .
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cuyas soluciones regulares viven en el conjunto solución

Mi =
{
(i, θ, ω, εω, εθ) ∈ Rm+4|εθ ̸= 0

}
y las soluciones singulares pertenecen al conjunto

Si =
{
(i, θ, ω, εω, εθ) ∈ Rm+4|εθ = 0

}
.
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SSM Sin Sensores Mecánicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3

MIP Motor de Imán Permanente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

MIPI Motor de Imán Permanente con imanes superficiales en el rotor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

MIPS Motor de Imán Permanente con imanes internos en el rotor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

MI Motor de Inducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

DI Dinámica Indistinguible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

MCD Motor de Corriente Directa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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