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Introduccién

El profesor de matematicas en bachillerato es generalmente un profesional egresado
de la carrera de Fisica, Matematicas o Ingenieria, que se inicia en esta profesion
usualmente sin experiencia, la cual va adquiriendo en el transcurso de su actividad. Su
método de ensefanza es el aprendido, casi siempre, por imitacion de sus profesores
que sigue dominada por la cultura pedagdgica tradicional.

Es necesario que los maestros trasciendan los propdsitos exclusivamente disciplinares
y apoyen de manera integral la formacion de los jovenes, y sobre todo intenten
desarrollar un pensamiento formal en los adolescentes, es decir, capacidad de
abstraccion, plantear problemas, resolver problemas, analizar situaciones, hacer
representaciones simbdlicas, deducciones logicas etc.

En esta tesis se presenta el disefio y aplicacion de una Unidad Didactica realizada
sobre la problematica a la que se enfrentan algunos estudiantes del Colegio de
Ciencias y Humanidades para exponer argumentos que validen sus procesos de
razonamiento y soluciones al resolver un problema matematico en temas de geometria
asociados con el calculo y medicidn de longitudes, areas y volumenes.

El trabajo se disefié considerando el programa de matematicas Il del CCH y se parti6
de una propuesta de disefio de Unidad Didactica elaborada por Sanchez y Valcarcel
(1993), por considerar que dicha propuesta contiene los elementos importantes que
debe incluir toda UD en ciencias, incluyendo matematicas. La UD esta dirigida a
estudiantes que presentan edades entre 15y 16 afios y que se sabe tienen dificultades
con las matematicas en sus aspectos centrales como son la abstraccion y la
formalizacién a partir de procesos de justificacion de la validez de las afirmaciones que
se hacen de contenido matematico.

El trabajo se dirigid concretamente a estudiar el discurso argumentativo que realizan
los alumnos para la justificacién de procedimientos y resultados al resolver con lapiz y
papel algunos problemas de geometria y a identificar algunas formas de argumentacion
detectadas. El analisis y discusidon de resultados se realizé a partir de la descripcion e
identificacion de algunas formas de prueba observados en las respuestas de los



estudiantes, apoyados para la exposicion de algunos casos significativos, haciendo
inferencias y formulando las conclusiones pertinentes.

El trabajo que aqui se presenta consta de una introduccion, cuatro capitulos y dos
anexos. En el primer capitulo se desarrollan algunos elementos que justifican la
necesidad de la realizacion de este trabajo de tesis asi como el propdsito central del
trabajo. En el segundo, se describe el marco teoérico del que se parte, para ello se
considera el pensamiento del adolescente en esta etapa de desarrollo, asi como los
procesos cognitivos del aprendizaje y las concepciones de la ensefianza de las
matematicas.

El capitulo tres corresponde al marco metodolégico que contiene un modelo para el
desarrollo de la Unidad Didactica y la metodologia para analizar los resultados de las
respuestas de los alumnos. La descripcion del modelo de disefio de Unidades
Didacticas de Sanchez y Valcarcel (1993) en la cual se describen cada una de las
etapas propuestas por estos autores: analisis de contenido o cientifico, analisis
didactico, seleccion de objetivos, seleccidn de estrategias didacticas y la seleccion de
estrategias de evaluacion. Asi como también las posibles dificultades de llevar a la
practica esta propuesta didactica de enfrentar al alumno a algunas argumentaciones o

justificaciones de afirmaciones matematicas.

El ultimo capitulo corresponde al analisis e interpretacién de algunos de los resultados
de la aplicacion de la Unidad con los alumnos en el aula asi como de un examen que

se les aplico.

Finalmente se presenta en el Anexo | la Unidad Didactica elaborada con el propdésito de
que pueda facilitarse la lectura para quien desee contar con una primera mirada hacia

el producto obtenido.



1.-Justificacion y propésito

A fin de contar con antecedentes relacionados con el propésito de esta tesis, se hizo la
revision de algunos trabajos en educacion matematica en los que se aborda la
problematica de la argumentacion y ensefianza de las matematicas y se encontro lo
siguiente:

Larios O. (2003), en su trabajo con alumnos de bachillerato, explora la concepcion de la
demostracion desde la Matematica misma para exponer razones por las que no es
conveniente eliminarla de la formacién matematica de los alumnos. Ademas, se
muestra que la funcién y el sentido de ésta no es unico, por lo que debe estar acorde al
desarrollo cognitivo de los alumnos y a consideraciones epistemologicas. Se exhibe el
hecho de que las conjeturas y las argumentaciones son una manera de aprender a
construir demostraciones, presentando como ejemplo el concepto de unidad cognitiva
de teoremas.

Ortiz (2006) aborda la discusién filosofica en torno al tema de la validez de la
demostracion, su importancia en la didactica de la matematica y su papel como
elemento transformador del pensamiento.

En otro trabajo, Larios, M. (2007) identifica y describe qué procesos de validacion
siguen alumnos de segundo y tercer grado de educacién secundaria en México para
legitimar proposiciones insertas en la resoluciéon de problemas; también indaga como
construyen el significado de lo que es comprobar, en los procesos de comunicacion, en
forma hablada y escrita, entre ellos y con el profesor.

Arellano (2013) describe un estudio de casos realizada en el periodo 2010-2012 sobre
la problematica a la que se enfrentan los estudiantes de bachillerato para exponer
argumentos que validen sus procesos de razonamiento y soluciones al resolver un
problema matematico. El trabajo se dirigid concretamente a cubrir dos objetivos:
Estudiar el discurso argumentativo que realizan los alumnos para la justificacion de
procedimientos y resultados al resolver con lapiz y papel algunos problemas de
geometria euclidiana y categorizar los tipos de argumentos detectados.

Después de hacer una revision de estos trabajos, vale la pena tomar en cuenta la

sugerencia de Arellano, (2013) en desarrollar una estrategia de intervencion didactica



orientada a favorecer o enfrentar al estudiante a pensar en formas de validacion

basadas en un razonamiento, argumentacién o demostracion.

Importancia del tema seleccionado para la elaboracién de la Unidad Didactica

Este tema de tesis es importante porque forma parte de uno de los tépicos a cubrir en
el programa de matematicas Il del Colegio de Ciencias y Humanidades vy
adicionalmente esta orientada de forma consistente con los propésitos que se marcan

en el mismo, a saber:

Aplicar conocimientos algebraicos y geométricos adquiridos en unidades
anteriores en la resolucion de problemas sobre figuras y cuerpos que involucren
exploraciones geométricas, deducciones y calculos numeéricos. Propiciar el

desarrollo de la imaginacion espacial.

Los cuatro cursos de matematicas abarcan los conocimientos basicos de cinco
importantes ejes de desarrollo tematico. Algebra, Geometria Euclidiana, Trigonometria,
Geometria Analitica y Funciones. A través de estos cursos, se brinda al alumno un
amplio conjunto de conocimientos matematicos. En los cuales se van recuperando
conocimientos previos ya sea profundizando en los mismos o permitiendo acceder

posteriormente a conocimientos mas especializados.

De acuerdo con el programa de matematicas Il, en Geometria Euclidiana y particular en
areas y volumenes se puede trabajar en “el analisis lI6gico de argumentos; construccion
de razonamientos, planteamiento de conjeturas a partir de descubrir patrones de
comportamiento”, (CCH, 2003); Nuestra Unidad Didactica esta adaptada en este

sentido.

No obstante que en los propdsitos y la orientacion de los programas se insiste que se

trabajen aspectos relacionados con el pensamiento matematico a nivel elemental y que



incluye la argumentacioén, validacion o demostracién, no existen materiales (libros,
cuadernos de trabajo, entre otros) que se orienten en esa direccién para apoyar el
trabajo de los profesores por ello se escogio esta tematica y la problematica asociada
con el como incidir en que los alumnos reconozcan la importancia de argumentar,
validar o demostrar las afirmaciones que se hacen en matematicas, en particular en

geometria, que le dé una vision de las matematicas menos operativa y memoristica.

A fin de orientar la planificacion de la Unidad y los aspectos relacionados con la
validacién y argumentacion de afirmaciones matematicas, que se quieren promover con
los alumnos se plantean las siguientes preguntas:

1. ¢Se puede lograr que el alumno entienda la importancia de una demostracion o
al menos de una argumentacion en matematicas basicas?

2. ¢Se puede crear un ambiente propicio en el aula para ayudar al alumno a hacer
demostraciones?

3. ¢Es posible elaborar una estrategia didactica que permita mostrar cambios en la
forma de justificar afirmaciones matematicas en los estudiantes?

4. ;Los alumnos estan en posibilidad de procesar o dar seguimiento a argumentos
relativamente elaborados como el calculo del area del circulo usando un proceso
de aproximacion exhaustiva que lo lleve a contar con un primer acercamiento al
concepto de limite?

Por todo lo anterior nos planteamos en este trabajo el siguiente:

PROPOSITO

Disenar una Unidad Didactica sobre los temas de medicién y calculo de perimetros,
areas y volumenes que incorpore elementos incipientes de argumentacion y validacion
de afirmaciones matematicas en el curso de Matematicas Il del Colegio de Ciencias y
Humanidades

A continuacion se exponen algunos elementos de caracter tedrico y conceptual
asociados con el aprendizaje de las matematicas asi como de las formas de pensar de
los alumnos asociados con las matematicas y con sus condiciones en la etapa de

desarrollo en la que se encuentran, entre otras consideraciones.



2.- Marco teérico

Esta Unidad Didactica se basoé en el aprendizaje por descubrimiento guiado, propuesta
por Ausubel, la estrategia didactica consiste en un acercamiento progresivo de las
ideas de los alumnos a los conceptos matematicos, que no solo tenga la intencidon
formativa en matematicas, sino también una formacion en el desarrollo habilidades del

pensamiento.

2.1 El pensamiento del adolescente

En este apartado mencionaremos una serie de elementos generales que estan
presentes en el periodo de la adolescencia, asi como el estado de evolucion cognitiva
en que se encuentra el pensamiento del adolescente basado en las teorias piagetianas.
Esto es un apoyo para el docente en la labor cotidiano de su actividad, para conocer
un poco como lograr un aprendizaje significativo y evaluar sus estrategias de
ensefanza aprendizaje y modificarlas en caso necesario.

La adolescencia es una etapa de desarrollo del ser humano que sigue del periodo de la
pubertad y aproximadamente hasta los 18 afos, en esta etapa ocurren una serie de
cambios fisicos psicologicos y también en una serie de avances en el desarrollo
cognitivo. Entre los 11 y 16 afios, los individuos experimentan una serie de cambios
fisicos; en esta etapa ocurre un crecimiento en el tejido adiposo en las mujeres y en los
hombres desciende, y se produce un aumento rapido en los aspectos generales y
reproductivos. En estas transformaciones, surge en el adolescente una necesidad de
asimilar y aceptar su nueva imagen corporal y capacidad motora y sexual.

Los adolescentes establecen una clara relacién entre lo fisico y la aceptacién social, a
una aprobacion general de sus compareros le atribuyen una buena dosis de atractivo
fisico. También se rigen por normas y preferencias del grupo de amigos al que
pertenecen.

En esta edad el adolescente cree que sus ideas y teoria pueden tener un efecto en la

modificacion de la realidad volviéndolos irrealistas, incluso teniendo algunas acciones
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de caracter extravagante. En esta etapa tienden a creer que sus experiencias positivas
y negativas son unicas, incomprensibles e incomunicables para otras personas, hasta
llegar a sentirse incomprendidos.

También comienzan una vida afectiva fuera de la familia al margen de lo que hasta
ahora habia estado en el marco de una relacion afectiva, se produce también un
comportamiento regresivo como la idealizacion de la figura materna y paterna.

También se presenta una aceptacion acritica de grupos y pandillas debido a la
incapacidad de reconocer e identificar posiciones contrarias a las suyas.

Lo que se refiere al desarrollo cognitivo, presenta implicaciones importantes en la
capacidad de razonamiento deductivo e inductivo, asi como de plantear hipotesis,
comprobarlas y formular teorias. Hasta la pubertad los alumnos realizan procesos
propios de las operaciones concretas, en las cuales presentan una confusiéon entre
hipétesis y hechos y poca capacidad en identificar la posicion de las acciones correctas

de otras personas y que son contrarias a las de ellos. (Henao 1995)

En relacion con aspectos cognitivos, Piaget describe principalmente cuatro estadios o
fases de desarrollo: el sensoriomotor, el pensamiento preoperativo, estadio de las
operaciones concretas y finalmente el pensamiento de operaciones formales. El
pensamiento de las operaciones formales del adolescente surge como una
consecuencia de un buen desarrollo desde que nace hasta que llega a considerarse
como adulto. Este estadio es el que denota la madurez cognitiva de un individuo y

algunas de sus caracteristicas son:

Lo real es concebido como un subconjunto de lo posible.

Las personas que se encuentran en un estadio anterior, operaciones concretas, solo es
capaz de pensar en los elementos de un problema tal y como se le presenta, puede
pensar en situaciones posibles pero después de tanteos empiricos. Lo posible esta
subordinado a lo real. Con el pensamiento formal enfoca la solucién de un problema
invocando todas las situaciones y relaciones causales posibles entre sus elementos. Lo

real esta subordinado a lo posible.
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Caracter hipotético deductivo

La persona somete a prueba varias hipotesis para ver si se confirman, y lo hace en
forma simultanea o sucesiva y esta verificacion puede ser eliminacion de hipotesis,
construccion de nuevas hipotesis y verificacion de las nuevas. Este procedimiento
implica realizar un razonamiento deductivo. Los adolescentes logran descartar
hipotesis particulares e incompletas para llegar a una hipotesis general que recoja
todos los aspectos del fendmeno. Cuando llegan a una hipétesis general ellos saben o
entienden que es verdadera en todos los términos y por tanto suficiente para explicar el
problema planteado, y al entender que es correcta, general y verificable entonces es
necesaria y se convierte en ley. Esto permite generalizar la ley a otros problemas
similares. En este analisis se cumple un papel fundamental del llamado control de

variables.

Caracter Proposicional

En el estadio anterior, las personas realizan las operaciones mentales sobre los datos
de la realidad en cambio en las operaciones formales realizan la conversién de
operaciones mentales en proposiciones y operan sobre ellas. Las operaciones formales

son operaciones de segundo orden y lo que permite realizar este proceso es la légica.

Consideramos que el profesor, para no ser solo un trasmisor de conocimientos
técnicos, debe conocer también areas como la inteligencia y el desarrollo cognitivo, ya
que con ello podria probablemente plantearse mas adecuadamente las estrategias y
los medios de ensefianza y aprendizaje acordes con su experiencia sobre el

conocimiento cientifico (Henao 1995).

El pensamiento del profesor

El trabajo del profesor de bachillerato juega un papel importante en el adolescente,

pues el intercambio simbdlico con su maestro, le permite realizar tareas y resolver

11



problemas que por si mismo seria incapaz de resolver, que mediante un proceso
paulatino pero constante le permite un desarrollo progresivo de competencias.

Estas ideas se incorporan en un contexto general que estd enmarcado en el proyecto
Institucional del Colegio de Ciencias y Humanidades. El docente pretende ofrecer en su
asignatura, sus ensefanzas y se incorpore el conocimiento al pensamiento del alumno
y les sirvan como instrumentos y herramientas en la resolucion de problemas y no

como memorizaciones que utilicen unicamente para aprobar examenes.

El profesor continuamente toma decisiones en el contenido y la forma de impartir su
clase en el aula, estas pueden tomar diferentes formas de acuerdo a la
conceptualizacion de las matematicas que comparta. Estos diferentes puntos de vista
son trasmitidos a los estudiantes y contribuyen a la formacion de sus propios conceptos

de la naturaleza de las matematicas.

Quiza muchos profesores no se cuestionan sobre la naturaleza de las matematicas. Su
trabajo diario no es controlado por la idea de validar cada paso con argumentos
formales, sino que éste imparte su clase guiado por la intuiciéon en la exploracion de
conceptos y sus interacciones, es decir, su proceder, en general, no es gobernado por

una escuela de pensamiento.

2.2 Aprendizaje de las matematicas

La teorias cognitivas del aprendizaje surgen como una respuesta a la interrogante de
¢,Coémo el alumno puede construir el conocimiento que el profesor propone a partir de
sus conocimientos espontaneos?, (Ortiz, F. 2001) algunos autores a los que haremos

referencia son a Jean Piaget y David Ausubel.

En su practica docente todo profesor parte, consciente o inconscientemente de una
serie de concepciones generales, sobre los temas que le competen en su actividad
cotidiana como son, los conceptos de aprendizaje, ensefianza, educacion, evaluacion

entre otros. No obstante, para un profesor de bachillerato, es muy importante contar
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con una vision general de los diferentes enfoques en un area en la que se desarrolla la
psicologia educativa. Dicha visién le permitirda ubicar los diferentes puntos de vista
desde los cuales se aborda la problematica del aprendizaje/ensefianza en general, asi
como situar de una forma mas clara la compleja problematica asociada con la actividad

docente.

Considerando lo anterior, a continuacion se resumen las ideas que aportan algunos
autores aun vigentes que han contribuido en lo que se ha dado en llamar corrientes
“constructivistas” de ensefanza-aprendizaje (Diaz y Hernandez, 2002). De acuerdo con
las condiciones en las que se desarrolla el trabajo de los profesores, puede ocurrir que
alguna de esas corrientes domine sobre otros, en la practica cotidiana de los

profesores.

2.2.1 David Ausubel y el aprendizaje significativo

Este enfoque, ha sido llamado también del Procesamiento Humano de la Informacion
(PHI). Dentro de las primeras aplicaciones debemos considerar a dos autores quienes,
sin duda, son los pilares de una serie de propuestas que se han prolongado hasta la
actualidad: J. Bruner' (1988), tedrico de la cognicion (ha tratado temas como
pensamiento, percepcion, lenguaje, etc.), y por otro lado, el no menos importante D. P.
Ausubel? (1972), quien introduce la importante nocién de aprendizaje significativo y la

orientacion de la investigacion en el estudio de las preconcepciones.

Bruner es uno de los psicélogos cognitivos de la educacion con mayor trayectoria, cuya
obra caus6 un fuerte impacto en los sesenta y parte de los setenta en Estados Unidos,
con sus propuestas del aprendizaje por descubrimiento. Ausubel por su parte, durante
la década de los sesenta, elaboroé la teoria del aprendizaje significativo y fue uno de los
tedricos que mayor inquietud ha demostrado por la psicologia educativa y por el estudio

de los problemas educativos en contextos escolares. Ademas de la obra de estos dos

1 Bruner J,(1988);.citado por Hernandez(1998)
2 Ausubel D.P. (1972) ;.Citado por Hernandez(1998)
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clasicos, aun vigentes, se desarrollé un gran caudal de investigaciones y experiencias
que han desembocado en la configuracién de la llamada psicologia instruccional.

Este paradigma, concibe como fundamental ensefiar a los alumnos habilidades de
aprender a aprender y a pensar en forma eficiente, independientemente del contexto
instruccional. Considera al alumno como un procesador activo de informacién y al
docente, como un guia interesado en ensefiarle de manera efectiva conocimientos
(aprendizaje significativo), habilidades cognitivas, metacognitivas® y autorregulatorias,
siempre a partir del conocimiento previo del alumno y sus intereses. Para ello, el
maestro puede utilizar distintos tipos de estrategias instruccionales, como por ejemplo:
los preinterrogantes y preguntas intercaladas, los organizadores anticipados, los mapas
conceptuales y redes semanticas, los resumenes y las analogias; con el fin de
contribuir eficazmente en el aprendizaje significativo de los alumnos (Diaz y
Hernandez, 2002).

David Ausubel estudia el aprendizaje que se da en un contexto educativo. Su teoria se
basa en los procesos de ensefianza aprendizaje del conocimiento cientifico a partir de
los conceptos formados en la vida cotidiana del alumno, y esto lo logra por medio de la
instruccion, es decir, acercando los conocimientos cotidianos con conocimiento
verdadero.

Ausubel considera que en el aula ocurren diferentes tipos de aprendizaje, y los ubica

en dos dimensiones:

a) La primera dimension se conforma en torno al tipo de aprendizaje realizado por
el alumno (forma en que incorpora la nueva informacién a su esquema cognitivo).
b) La segunda dimension es el tipo de estrategia o metodologia de la ensefianza

que se sigue.

3 Entendemos por Metacognicion la capacidad que tenemos de autorregular el propio aprendizaje, es decir de planificar qué
estrategias se han de utilizar en cada situacion, aplicarlas, controlar el proceso, evaluarlo para detectar posibles fallos, y como
consecuencia, transferir todo ello a una nueva actuacién. Entre los variados aspectos de la metacogniciéon, podemos destacar los
siguientes: 1. La metacognicion se refiere al conocimiento, concientizacion, control y naturaleza de los procesos de aprendizaje. 2.
El aprendizaje metacognitivo puede ser desarrollado mediante experiencias de aprendizaje adecuadas. 3. Cada persona tiene, de
alguna manera, puntos de vista metacognitivos, algunas veces en forma inconsciente.
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En la primera dimension se caracteriza por dos modalidades de aprendizaje: el
memoristico y el significativo; la segunda dimension con el aprendizaje por recepcion y

por descubrimiento.

El aprendizaje memoristico es al pie de la letra, como pueden ser las tablas de
multiplicar. El aprendizaje significativo, incorpora los nuevos conocimientos en forma
sustantiva en la estructura cognitiva del alumno. Esto se logra cuando el estudiante
relaciona los nuevos conocimientos con los anteriormente adquiridos; pero también es

necesario que el alumno se interese por aprender lo que se le esta mostrando.

El aprendizaje por recepcion es la adquisicion de la informacion ya dada, que el alumno
internaliza, este aprendizaje puede ser memoristico o significativo. El aprendizaje por
descubrimiento se caracteriza porque el contenido de la informacion que se va a
aprender no se presenta en su forma final, mas bien, debe ser descubierta por el

alumno para que después la aprenda. (Cuadro 1).
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Cuadro 1 Dimensiones del aprendizaje con algunas actividades humanas

A
Investigacion
Clasificacion Instruccién Cientifica. Misica
de relaciones Sudotisonel 0 arquitectura
Aprendizaje entre conceptos bien disefiada innovadoras
significativo
de la
Trabajo en el Mayoria
Conferendias o la Investigacion o la
mayoria de las laboratorio e
presentaciones escolar Intelectual rutinaria
En libros de texto
acién de
Aprendizaje Tablas de %B para Soluciones de
memoristico multiplicar Resolver mﬁsg:fo‘m
problemas Y
>
Aprendizaje Aprc.;ndizaje Aprendizaje por
receptivo Descu )rll;llento Descubrimiento
gulado auténomo

Fuente: Diaz y Hernandez, 2004.

2.2.2 Jean Piaget y la Teoria genética

Este paradigma se desarrolla a partir de las investigaciones de Jean Piaget (1896-
1980), aunque no sin presentar dificultades en su aplicacion al campo educativo, ya
que originalmente Piaget realiza sus investigaciones,

dirigidas a construir una teoria del conocimiento y son retomadas por algunos
investigadores al aplicarlas en diversas formas a la ensefianza. En la teoria de Piaget,
el desarrollo intelectual estd claramente relacionado con el desarrollo biologico. El
desarrollo intelectual es necesariamente lento y también esencialmente cualitativo: la
evolucién de la inteligencia, supone la aparicién progresiva de diferentes etapas* que

se diferencia entre si por la construccion de esquemas cualitativamente diferentes.

4 De acuerdo con Piaget, las etapas del desarrollo cognitivo son; etapa sensomotora (de los cero hasta los dos afios
aproximadamente), etapa de las operaciones concretas que se divide en dos subetapas; preoperatorio (de 2 a 8 afios) y la

consolidacion de las operaciones concretas (de 8 a 13 afios) y por ultimo las operaciones formales. Esta division en etapas no se
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La teoria de Piaget descubre los estadios de desarrollo cognitivo desde la infancia a la
adolescencia: cdmo las estructuras psicologicas se desarrollan a partir de los reflejos
innatos, se organizan durante la infancia en esquemas de conducta, se internalizan
durante el segundo afo de vida como modelos de pensamiento, y se desarrollan
durante la infancia y la adolescencia en complejas estructuras intelectuales que
caracterizan la vida adulta.
En este paradigma (que también se le conoce como “constructivista cognitivo”) se
propone que los alumnos son creadores y constructores de sus propios conocimientos
y destrezas. Esta consideracion supone, interrogarse acerca de como llegan a construir
esos conocimientos y destrezas. Al respecto sefialan, que son las actividades y los
recursos que se les presentan los que hacen que trabaje la mente del alumno, pero que
para que dicha mente trabaje es imprescindible que el alumno decida interpretar y
explicar sus experiencias. Pues bien, la consecuencia de esa accion interpretativa del
alumnado es la creacidn y construccion de sus conocimientos y destrezas y
precisamente esa reestructuracion cognitiva de sus concepciones es el aprendizaje.
En la actualidad la teoria de Piaget ha recibido importantes criticas y se han puesto en
tela de juicio desde sus métodos de investigacion, hasta la idea de universalidad de las
etapas, no obstante la obra de Piaget ha representado una guia importante para otras
propuestas de investigacion y ha tenido un fuerte impacto a nivel educativo. Entre sus
principales aportaciones a la educacion se encuentran las ideas de que:

¢ El nifio o adolescente debe construir activamente el conocimiento.

e Los educadores deben ayudarle a aprender a aprender.

e Las actividades de aprendizaje deben adecuarse al nivel de desarrollo

conceptual

e Lainteraccion con los compaferos contribuye al desarrollo cognoscitivo.

La teoria de Piaget, pone de relieve la funcion del profesor en el proceso de
aprendizaje como organizador, colaborador estimulador y guia. En este paradigma se

elaboran una serie de conceptos importantes que le dan cuerpo a la teoria como son:

conserva actualmente, en particular la de operaciones formales, que de acuerdo con Carretero, (1997), puede abarcar en su inicio

edades mayores.

17



inteligencia, conflicto cognitivo, esquema, acomodacién, asimilacion, equilibracién®,

entre otros.

Algunas ideas sobre el Constructivismo

A pesar de que los autores que participan del desarrollo de los paradigmas presentados
en el apartado anterior, se situan en encuadres tedricos distintos, comparten el principio
de la importancia de la actividad constructiva del alumno en la realizacion de los
aprendizajes escolares. Asi, de la convergencia de las diversas aportaciones de los
paradigmas mencionados, entre otros, surge lo que se ha dado en llamar la concepcion

constructivista del aprendizaje escolar y la intervencion educativa.

5La inteligencia. En el modelo Piagetiano, una de las ideas nucleares es el concepto de inteligencia como proceso de naturaleza
biologica. Para él el ser humano es un organismo vivo que llega al mundo con una herencia bioldgica, que afecta a la inteligencia.

Por una parte, las estructuras bioldgicas limitan aquello que podemos percibir, y por otra hacen posible el progreso intelectual.

Esquema. El concepto de esquema aparece en la obra de Piaget en relacién con el tipo de organizaciéon cognitiva que,
necesariamente implica la asimilacion: los objetos externos son siempre asimilados a algo, a un esquema mental, a una estructura
mental organizada. Para Piaget, un esquema es una estructura mental determinada que puede ser transferida y generalizada. Un
esquema puede producirse en muchos niveles distintos de abstraccién. Uno de los primeros esquemas es el del objeto
permanente, que permite al nifio responder a objetos que no estan presentes sensorialmente. Mas tarde el nifio consigue el
esquema de una clase de objetos, lo que le permite agruparlos en clases y ver la relacion que tienen los miembros de una clase

con los de ofras.

La asimilacion se refiere al modo en que un organismo se enfrenta a un estimulo del entorno en términos de organizacién actual,
mientras que la acomodaciéon implica una modificacién de la organizacién actual en respuesta a las demandas del medio.
Mediante la asimilacion y la acomodacién vamos reestructurando cognitivamente nuestro aprendizaje a lo largo del desarrollo
(reestructuracion cognitiva). Aunque asimilaciéon y acomodacion son funciones invariantes en el sentido de estar presentes a lo
largo de todo el proceso evolutivo, la relacion entre ellas es cambiante de modo que la evolucion intelectual es la evolucién de esta

relacién asimilacion / acomodacion.

Para Piaget el proceso de equilibracion entre asimilaciéon y acomodaciéon se establece en tres niveles sucesivamente mas
complejos: 1. El equilibrio se establece entre los esquemas del sujeto y los acontecimientos externos.2. El equilibrio se establece
entre los propios esquemas del sujeto 3. El equilibrio se traduce en una integracién jerarquica de esquemas diferenciados. Cuando

el equilibrio se rompe se genera lo que se llama conflicto cognitivo
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En relacion con lo que podemos entender por “constructivismo”, Carretero (1997) lo

plantea en los siguientes términos:

Bdsicamente puede decirse que es la idea que mantiene que el individuo, tanto en
los aspectos cognitivos y sociales del comportamiento como en los afectivos, no es
un mero producto del ambiente ni un simple resultado de sus disposiciones
internas, sino una construccion propia, que se va produciendo dia a dia, como
resultado de la interaccion entre esos dos factores. En consecuencia, segun la
posicion constructivista, el conocimiento no es una copia fiel de la realidad, sino
una construccion del ser humano. ¢ Con qué instrumentos realiza la persona dicha
construccion? Fundamentalmente con los esquemas que ya posee, es decir, con lo

que ya construyo en su relacion con el medio que le rodea.

La postura educativa que subyace a estos planteamientos indica que la institucion
educativa debe promover el doble proceso, de socializacion y de individualizacion,
permitiendo a los educandos construir una identidad personal en el marco de un
contexto social y cultural determinado. Lo anterior implica que "la finalidad ultima de la
intervencion pedagodgica, es desarrollar en el alumno la capacidad de realizar
aprendizajes significativos por si solo, en una amplia gama de situaciones vy

circunstancias (aprender a aprender)" (Coll, 1988)°.

En el enfoque constructivista, tratando de conjuntar el como y el qué de la ensenanza,

la idea central se resume en la siguiente frase:

“Ensefar a pensar y actuar sobre contenidos significativos y contextuados”

De acuerdo con Coll (1990) la concepcidn constructivista se organiza en torno a tres

ideas fundamentales:

GCoII,(1988) Citado por Diaz y Hernandez (2002)
7 Coll. (1990) Citado por Diaz y Hernandez(2002)
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1. El alumno es el responsable Ultimo de su propio proceso de aprendizaje. El es quien
construye (0 mas bien reconstruye) los saberes de su grupo cultural, y éste puede ser
un sujeto activo cuando manipula, explora, descubre o inventa, incluso cuando lee o

escucha la exposicion de los otros.

2. La actividad mental constructiva del alumno se aplica a contenidos que poseen ya un
grado considerable de elaboracion. Esto quiere decir que el alumno no tiene en todo
momento que descubrir o inventar, en un sentido literal todo el conocimiento escolar.
Debido a que el conocimiento que se ensefa en las instituciones escolares, es en
realidad el resultado de un proceso de construccidn a nivel social, los alumnos y
profesores encontraran ya elaborados y definidos una buena parte de los contenidos

curriculares.

En este sentido es que decimos, que el alumno mas bien reconstruye un conocimiento
preexistente en la sociedad, pero lo reconstruye en el plano personal desde el
momento que se acerca en forma progresiva y comprehensiva a lo que significan y

representan los contenidos curriculares como saberes culturales.

3. La funcién del docente es conectar los procesos de construccion del alumno con el
saber colectivo culturalmente organizado. Esto implica que la funcion del profesor, no
se limita a crear condiciones Optimas para que el alumno despliegue una actividad
mental constructiva, sino que deba orientar y guiar explicita y deliberadamente dicha

actividad.

El aprendizaje por descubrimiento

La educacion es un medio que ayuda al desarrollo de los individuos, no crea
habilidades en el educando, sino que favorece su desenvolvimiento. En el campo
educativo se consideran diferentes métodos para favorecer distintos tipos de
aprendizaje, segun la teoria que se considere como fundamento, la diferenciacion de

los tipos de aprendizaje, considera diferentes procesos: el aprendizaje repetitivo o
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memoristico, y el aprendizaje significativo, bien sea por recepcién (Ausubel, 1990) o
por descubrimiento (Bruner, 1972).

Bruner plantea el concepto de aprendizaje por descubrimiento para alcanzar un
aprendizaje significativo, sustentado en que a través del mismo los maestros pueden
ofrecer a los estudiantes mas oportunidades de aprender por si mismos. Asi pues, el
aprendizaje por descubrimiento, es el aprendizaje en el que los estudiantes construyen
por si mismos sus propios conocimientos, en contraste con la ensefianza tradicional o
transmisora del conocimiento, donde el docente pretende que la informacion sea
simplemente recibida por los estudiantes.

Segun Pozo y Gémez, (1998), el aprendizaje por descubrimiento es especialmente
efectivo en la enseflianza de las ciencias, segun resultados reportados en diversos
estudios, en los cuales los estudiantes, que emplean estrategias que favorecen el
aprendizaje por descubrimiento, obtienen mejores resultados que aquellos donde
ensefanza se basa en la transmision de informacion.

Una de las caracteristicas mas relevantes del aprendizaje por descubrimiento, es que
el contenido a ser aprendido, no se facilita en su forma final, sino que tiene que ser
descubierto por el sujeto, lo que requiere un rol activo de parte del estudiante, que le
permitira aplicar lo aprendido a situaciones nuevas. Existen distintas formas de
descubrimiento, desde wun descubrimiento “puro”, casi autébnomo, hasta un
descubrimiento guiado, orientado por el profesor. En el contexto de los procesos de
ensefianza y aprendizaje en las aulas, se utiliza mayoritariamente este ultimo.

Los procedimientos de la ensefanza por descubrimiento guiada, implica proporcionar a
los estudiantes oportunidades para manipular activamente objetos y transformarlos por
la accion directa, asi como actividades para buscar, explorar y analizar. Estas
oportunidades, no solo incrementan el conocimiento de los estudiantes acerca del
tema, sino que estimulan su curiosidad y los ayudan a desarrollar estrategias para
aprender a aprender, descubrir el conocimiento, en otras situaciones (Eleizalde, 2010).
Considerando que no hay una real comprension, hasta que el alumno aplique dicho
conocimiento en otras situaciones, el aprender implica describir e interpretar la

situacion, establecer relaciones entre los factores relevantes, seleccionar, aplicar
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reglas, métodos, y construir sus propias conclusiones, por supuesto siempre con la

ayuda y la guia del profesor.

2.3 Ensenanza de las Matematicas

La educacién matematica es una forma de aproximarse a la forma de proceder del
matematico; la logica, la induccion, la deduccion, la resolucion de problemas etc.

En los 80s hubo un reconocimiento general de que se habia exagerado
considerablemente en las tendencias hacia la matematica moderna en lo que respecta
al énfasis en la estructura abstracta de la matematica. Es necesario cuidar y cultivar la
intuiciéon en general, la manipulacion operativa del espacio y de los mismos simbolos.
Es preciso no abandonar la comprensién e inteligencia de lo que se hace, por
supuesto, pero no debemos permitir que este esfuerzo por entender deje pasar a
segundo plano los contenidos intuitivos de nuestra mente en su acercamiento a los

objetos matematicos.

Si la matematica es una ciencia que participa mucho mas de lo que hasta ahora se
pensaba del caracter de empirica, sobre todo en su invencion, que es mucho mas
interesante que su construccion formal, es necesario que la introduccién en ella se
realice teniendo en cuenta mucho mas intensamente la experiencia y la manipulacion
de los objetos de los que surge. La formalizacién rigurosa de las experiencias iniciales

corresponde a un estadio posterior (De Guzman).

A cada fase de desarrollo mental, como a cada etapa histérica o a cada nivel cientifico,
le corresponde su propio rigor. Para entender esta interaccién fecunda entre la realidad
y la matematica es necesario acudir, por una parte, a la propia historia de la
matematica, que nos desvela ese proceso de emergencia de nuestra matematica en el
tiempo, y por otra parte, a las aplicaciones de la matematica, que nos hacen patentes la

fecundidad y potencia de esta ciencia.
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Nuestra ensefianza ideal deberia tratar de reflejar este caracter profundamente
humano de la matematica, ganando con ello en comprension, dinamismo, interés vy

atractivo.

2.3.1 La ensenanza de las matematicas: centrada en el pensamiento matematico.

La matematica es, sobre todo, saber hacer, es una ciencia en la que el método
claramente predomina sobre el contenido. Una de las tendencias generales mas
difundidas hoy consiste en el hincapié en la transmision de los procesos de
pensamiento propios de la matematica mas bien que en la mera transferencia de
contenidos. Por ello se concede una gran importancia al estudio de las cuestiones, en

buena parte a los procesos mentales de resolucion de problemas.

Por otra parte, existe la conciencia, cada vez mas evidente, de la rapidez con la que,
por razones muy diversas, se va haciendo necesario traspasar la prioridad de la
ensefanza de unos contenidos a otros. En la situacién de continua transformacién de
la civilizaciéon en la que nos encontramos, es claro que lo mas valioso que podemos
proporcionar a nuestros jovenes es el conocimiento de procesos verdaderamente

eficaces de pensamiento, que no se vuelven obsoletos con rapidez.

En nuestro mundo cientifico e intelectual tan rapidamente cambiante vale mucho mas
hacer acopio de procesos de pensamiento utiles que de contenidos que rapidamente
se convierten ideas inertes que no son capaces de combinarse con otras para formar

cuerpos de conocimiento capaces de abordar los problemas del presente.

En esta direccion se encauzan los intensos esfuerzos por transmitir estrategias
heuristicas adecuadas para la resoluciéon de problemas en general, por estimular la
resolucion auténoma de verdaderos problemas, mas bien que la mera transmision de

recetas adecuadas en cada materia.
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2.3.2 La importancia de la motivacion.

La historia de la matematica nos proporciona una magnifica guia para enmarcar los
diferentes temas, los problemas de los que han surgido los conceptos importantes de la
materia, nos ayuda a entender la razon que ha conducido al hombre para ocuparse de
ellos con interés. En la ensefianza y aprendizaje de las matematicas puede ser util
conocer, a cualquier nivel, el camino que el hombre ha seguido en su creacion de las

ideas matematicas.

Consideramos que la busqueda de la soluciéon de problemas de matematicas con la
guia del profesor, es un objetivo alcanzable en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, asi como la deteccion de técnicas concretas, de estrategias utiles de

pensamiento en el campo en cuestion y de su transmision a los estudiantes.

No es posible esperar que nuestros alumnos descubran en un par de semanas lo que
la humanidad elaboré tal vez a lo largo de varios siglos de trabajo intenso de mentes
muy brillantes. La actividad intelectual es tan importante como la actividad fisica; asi el
aprender matematica orientada como un saber hacer autonomo bajo una guia

adecuada, es un ejercicio atrayente.

El gusto por el descubrimiento en matematicas es posible y fuertemente motivador para
superar otros aspectos rutinarios necesarios de su aprendizaje, la apreciacion de las
posibles aplicaciones del pensamiento matematico en las ciencias y en las tecnologias
actuales puede llenar de asombro y placer a muchas personas mas orientadas hacia la
practica o bien por los impactos que la matematica ha ejercido sobre la historia y

filosofia del hombre, o ante la biografia de tal o cual matematico famoso.

Al mismo tiempo, se busca cambiar la imagen de la matematica escolar como un saber
acabado, aburrido, de estructura rigida, sin contradicciones y secuencial, en donde un
concepto es prerrequisito del siguiente, en el que lo importante es establecer leyes o
algoritmos para aplicar y solucionar problemas similares, dejando poca opcion de crear,
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y donde las satisfacciones se presentan solo cuando se coincide en los resultados
(Malagon, 1988)8.

Desde el punto de vista didactico, es importante considerar que como la mayoria de los
adolescentes al comenzar al estadio de las operaciones formales se encuentra mas
interesado en su apariencia fisica y sus relaciones sociales que por cualquier otro
aspecto, se debe pensar en utilizar estrategias motivadoras que les permitan vivir y
sentir el aprendizaje, para lograr que ellos construyan sus propios conceptos, y los
apliguen en diferentes campos. Esto ultimo, basado siempre en la premisa que
aprender puede ser placentero y no algo que se nos dé como obligacion por cumplir en
un nivel escolar, como lo es en los primeros afios de nuestra vida, es decir que se dé la

posibilidad de descubrir nuevas cosas y nuevos mundos.

2.3.3 Recuperacion del pensamiento geométrico y de la intuicion espacial.

Es necesario desde un punto de vista didactico, cientifico, historico, recuperar el
contenido espacial e intuitivo en toda la matematica, no ya sélo en lo que se refiere a la
geometria sino a algo mucho mas basico y profundo que es el cultivo de aquellas
porciones de la matematica que provienen de y tratan de estimular la capacidad del
hombre para explorar racionalmente el espacio fisico en que vive, la figura, la forma
fisica.

La crisis de los fundamentos de principio de siglo XX orienté al matematico hacia el
formalismo, hacia un predominio del rigor por sobre la intuicién en la construccion de su
ciencia. Bajo esta Optica se considerd que lo mismo deberia ocurrir en el caso de la
transmision de conocimientos, desgraciadamente las consecuencias para la ensefianza
de las matematicas en general fueron malas, pero especialmente para el pensamiento
geomeétrico.

Parte de las dificultades al parecer se originan en una interpretacion no tan clara de los

trabajos de Piaget y por ello en alguna etapa se pretendia que los estudiantes

8 Malagén, 1988 Citado por Uribe Garzén 2014.
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trabajaran de forma tedrica la légica y los conjuntos como parte de aspectos formales y
de apoyo al desarrollo del pensamiento de los alumnos, lo cual no ocurria.

El pensamiento geométrico como un apoyo al desarrollo de la intuicion espacial es una
fuente importante de verdaderos problemas y resultados interesantes abordables con
un numero pequefo de herramientas y accesibles a los alumnos.

El siglo XIX fue el siglo de oro del desarrollo de la geometria elemental, que vivio ajena
al desarrollo de creaciones muy interesantes de la matematica superior tales como la
geometria descriptiva, geometria proyectiva, geometrias no euclideas, entre otras.
Como rasgos comunes a todos estos desarrollos se pueden sefialar: una fuerte
relacion con la intuicion espacial, una cierta componente de juego y algo de rechazo a

desarrollos analiticos excesivos.

De estas materias, cuya profundidad se va manifestando cada vez mas claramente, no
permitimos jugar a quien mas le gusta y a quien mas se beneficiaria con el juego

matematico.

La necesidad de una vuelta del espiritu geométrico a la ensefianza
matematica es algo en lo que ya todo el mundo parece estar de acuerdo.
Sin embargo, aun no es muy claro como se debe llevar a cabo. Es
necesario evitar llegar a los extremos en que se incurrio, por ejemplo, con
la geometria del triangulo, tan en boga a finales del siglo XIX. También hay
que evitar una introduccion rigurosamente sostenida de una geometria
axiomatica. Posiblemente una orientacion sana podria consistir en el
establecimiento de una base de operaciones a través de unos cuantos
principios intuitivamente obvios sobre los que se podrian levantar
desarrollos locales interesantes de la geometria métrica clasica, elegidos
por su belleza y profundidad (De Guzman).
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2.3.4 La resolucion de problemas en la enseianza de la matematica.

Existe un consenso en aceptar la idea de que el objetivo primario de la educacién
matematica deberia ser que los alumnos aprendan matematica a partir de la resolucion
de problemas. Sin embargo, dadas las multiples interpretaciones del término, este
objetivo dificilmente es claro. El término resolucién de problemas ha sido usado con
diversos significados, que van desde trabajar con ejercicios rutinarios hasta hacer
matematica profesionalmente; se ha convertido en un lema que acompané diferentes
concepciones sobre qué es la educacion, qué es la escuela, qué es la matematica y por
qué debemos ensenar matematica en general y resolucién de problemas en particular.

Se describe brevemente a continuacién algunas formas de enfocar la resolucion de

problemas de acuerdo con Vilanova (2015):

Resolver problemas como contexto.

Desde esta concepcion, los problemas son utilizados como vehiculos al servicio de
otros objetivos curriculares, jugando cinco roles principales:

« Como una justificacion para ensefiar matematica: al menos algunos problemas
relacionados con experiencias de la vida cotidiana son incluidos en la ensefianza para
mostrar el valor de la matematica.

» Para proveer especial motivacion a ciertos temas: los problemas son frecuentemente
usados para introducir temas, con el convencimiento implicito o explicito de que
favoreceran el aprendizaje de un determinado contenido.

» Como actividad recreativa: muestran que la matematica puede ser “divertida” y que
hay usos entretenidos para los conocimientos matematicos.

« Como medio para desarrollar nuevas habilidades: se cree que, cuidadosamente
secuenciados, los problemas pueden proporcionar a los estudiantes nuevas
habilidades y proveer el contexto para discusiones relacionadas con algun tema.

» Como practica: la mayoria de las tareas matematicas en la escuela caen en esta
categoria. Se muestra una técnica a los estudiantes y luego se presentan problemas de

practica hasta que se ha dominado la técnica.
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Sin embargo, en cualquiera de estas cinco formas, los problemas son usados como
medios para algunas de las metas sefialadas arriba. Esto es, la resolucion de
problemas no es vista como una meta en si misma, sino como facilitador del logro de
otros objetivos y tiene una interpretacion minima: resolver las tareas que han sido

propuestas.

Resolver problemas como habilidad.

La mayoria de los desarrollos curriculares que ha habido bajo el término resolucion de
problemas a partir de la década de los 80 son de este tipo. La resolucion de problemas
es frecuentemente vista como una de tantas habilidades a ser ensefiadas en el
curriculum. Esto es, resolver problemas no rutinarios es caracterizado como una
habilidad de nivel superior, a ser adquirida luego de haber resuelto problemas rutinarios
(habilidad que a su vez, es adquirida a partir del aprendizaje de conceptos y

habilidades matematicas basicas).

Resolver problemas es "hacer matematica".

Hay un punto de vista particularmente matematico acerca del rol que los problemas
juegan en la vida de aquellos que hacen matematica. Consiste en creer que el trabajo
de los matematicos es resolver problemas y que la matematica realmente consiste en

problemas y soluciones.

El matematico mas conocido que sostiene esta idea de la actividad matematica es
Polya. Nos hemos familiarizado con su trabajo a través del libro “Como plantear y
resolver problemas” (1996), en el cual introduce el término “heuristica” para describir el
arte de la resolucion de problemas, concepto que desarrolla luego en otras obras de la

misma orientacion.

Para Polya, la pedagogia y la epistemologia de la matematica estan estrechamente
relacionadas y considera que los estudiantes tienen que adquirir el sentido de la
matematica como una actividad; es decir, sus experiencias con la matematica deben

ser consistentes con la forma en que la matematica es hecha.
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La ensefianza por resolucién de problemas pone el énfasis en los procesos de
pensamiento, en los procesos de aprendizaje y toma los contenidos matematicos, cuyo
valor no se debe en absoluto dejar a un lado, como campo de operaciones privilegiado

para la tarea de hacerse con formas de pensamiento eficaces.

2.3.5 La enseianza de la argumentacion en matematicas.

Es un hecho que nuestros bachilleres no saben argumentar. Esto es un gran problema,
y no solo para los profesores, sino para toda la sociedad en general. Es necesario que
el bachiller aprenda a argumentar, de lo contrario estara condenado a aceptar lo que le
digan; es claro que la falta de una fundamentacion argumentativa tiene implicaciones
politicas, sociales y econdmicas, porque quien no sabe argumentar es, sencillamente,
objeto de dominacién. En este nivel escolar, se presenta una oportunidad importante en
la ensefianza de las matematicas para promover esta habilidad que puede

desarrollarse al abordar temas de geometria como pretexto y no como fin ultimo.

El papel de las demostraciones en el aprendizaje

Las demostraciones ayudan a relacionar la teoria y el mundo fisico real, desarrollan su
capacidad de observacién, aclaran su comprension de conceptos, los ayudan a
conocer el mundo fisico real, les afianzan lo aprendido en la clase tedrica, les estimula
su interés por los conceptos, aumentan su confianza en la teoria y ayudan a definir su

interés vocacional.

Larios (2003) plantea en relaciéon con la demostracion en matematicas, “Mas que nada,
la demostraciéon en la ciencia matematica cumple un papel fundamental y
epistemoldégicamente indispensable. En efecto, este método no es otra cosa que el
método de validacion del conocimiento cientifico producido en una ciencia en particular:

la Matematica.”
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Napoles (2004), afirma “la Matematica debe ser considerada como una clase de
actividad mental, una construccion social que encierra conjeturas, pruebas vy
refutaciones, cuyos resultados estan sometidos a cambios revolucionarios y cuya
validez, por tanto, puede ser juzgada con relacion a un enclave social y cultural,
contrario a la vision absolutista (platénica) del conocimiento matematico”. También
sefiala que “La llamada —no unanimemente ni mucho menos- «teoria» de la
argumentacion es hoy en realidad un campo de estudio no bien definido, donde se
entrecruzan motivos disimiles (desde logicos y metodolégicos hasta retdricos y
filosoficos) y programas varios (discursivos, cognitivos, expertos)...”

En relacidon con el aprendizaje de la demostracion matematica Martinez (1999)
Sexpresa: “la argumentacion y la demostracion matematica- como un tipo especial de
argumentacion- adquieren connotaciones particulares en distintos contextos
institucionales en donde se pone en juego. El estudiante de matematica debe aprender
en el seno de la clase de matematicas las caracteristicas notacionales, conceptuales y
fenomenoldgicas de la demostracion. Pero cada estudiante es miembro -y esta sujeto,
por tanto a las influencias- de distintos contextos institucionales: particularmente no
puede evitar participar como ciudadano en la vida cotidiana y emplear todos los
recursos caracteristicos del razonamiento informal; es también alumno de las clases
impartidas sobre ciencias experimentales, donde es inducido a pensar en términos
empiricos e inductivos; en las clases de matematicas recibe, por otra parte, diferentes
modelos de demostracion matematica”

La influencia de estos diferentes modos de razonar condiciona su comprension vy
dominio de la demostracion matematica. La manera particular de interactuar esos
distintos modos de argumentacion en las clases de matematicas precisaria disenar
investigaciones pormenorizadas en las que se debe considerar el ejemplo aislado, la
analogia y la metafora, entre otros procedimientos no deductivos, como herramientas
de validacion y como demostracién en la clase de matematicas.

Godino y Recio (2001), en el tratamiento dentro del contexto de la légica y fundamentos
de las matematicas citan a Poincaré (1902): “; Cual es la naturaleza del razonamiento

9 Recio M.(1999); citado por Godino D. (2001).
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matematico? ;Es realmente deductivo como ordinariamente se cree? Un analisis
profundo nos muestra que no es asi; que participa en una cierta medida de la
naturaleza del razonamiento inductivo, y que por eso es fecundo”. También citan mas
adelante, cuando abordan los significados personales de la prueba, a Polya (1944):
“Las matematicas presentadas con rigor, son una ciencia sistematica, deductiva, pero
las matematicas en gestacion son una ciencia experimental, inductiva”.

El concepto de una prueba no sélo como una verificaciéon formal de un resultado, sino
como un argumento convincente, como un medio de comunicacion, ha adquirido mayor
importancia ultimamente sobre todo vinculado a ciertos problemas de Educacion
Matematica. Asi, se prefieren en ocasiones pruebas que expliquen en vez de pruebas
que solo “prueben’. Tanto las pruebas que prueban como las pruebas que explican son
validas. Han adquirido relevancia en los ultimos tiempos incluso, las llamadas “pruebas
sin palabras”, donde las representaciones geométricas vendrian a jugar el papel de las

explicaciones necesarias, una pequefia muestra es de Flores (1993),
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3.- Marco metodolégico

En este capitulo se presenta el modelo que se siguié para el disefio de la Unidad
Didactica, y el tipo de investigacion que se llevo a cabo para describir el trabajo de los

alumnos.

3.1 Un modelo para el disefio de una unidad didactica

Para el disefio de la Unidad Didactica, se tomd como referencia basica la propuesta de
Sanchez y Valcarcel (1993). En esta propuesta, se tomaron en cuenta los siguientes
elementos: Analisis cientifico, Analisis didactico, Seleccidn de objetivos, Seleccion de

estrategias didacticas y Seleccidon de estrategias de evaluacion.

3.1.1 El analisis cientifico

El analisis cientifico considera importante la estructuracion de los contenidos de
ensefanza y la actualizacion cientifica del profesor. Por diversas consideraciones el
autor considera tres puntos centrales: a) la formacién del profesor de matematicas; b)
el profesor es el mediador del conocimiento, o el que va acercando el conocimiento del
alumno al conocimiento cientifico. Es el que toma la decision de cual conocimiento es
prioritario para compartir; c) los problemas relacionados al aprendizaje estan
condicionados en gran medida por el contenido de la ensefianza, parece l6gico que el
profesor conozca y reflexione sobre el significado y relaciones de los conceptos
implicados, y pueda dirigir ahi su atencidén en los aprendizajes de los alumnos.
Regresando al objetivo del analisis cientifico: la estructuracion de los contenidos y la
actualizacion cientifica del profesor.

La seleccion del contenido de la ensefanza ha de ser coherente con las concepciones
sobre la naturaleza de las matematicas, y esta ultima por su epistemologia, podria ser
algunas veces por intuicién, y a veces por formalismos légicos. Por otra parte la
diferenciacion de los contenidos de la ensefanza en conceptual, actitudinal vy

procedimental son por motivos pedagdgicos, no debe olvidarse que el conocimiento
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cientifico es unico y las estrategias de aprendizaje que adoptemos deben integrar los

tres contenidos.

La medicién de longitudes, areas y volimenes

El estudio del tema de las mediciones relacionada con las longitudes, areas y
volumenes, no requiere ser justificada ya que es una necesidad en la mayoria de las
actividades técnicas, cientificas e incluso cotidianas. No obstante es importante no sélo
contar con conocimientos sobre las caracteristicas de la medicién de longitudes areas y
volumenes, sino también tener la seguridad de la validez de dicho conocimiento. Para
ello podemos invocar una definicion de medir como: el proceso por el cual se asignan
numeros o simbolos a atributos de entidades del mundo real de tal forma que los
describa de acuerdo con reglas claramente definidas.

La validez de la medicidon en cualquier disciplina técnica o cientifica se basa en el
respeto a los principios o axiomas basicos y, a partir de ellos, se van estableciendo
nuevas conclusiones. Toda medicion debe asegurar una adecuada representacion del
atributo real medido mediante los simbolos o numeros asignados.

El concepto de medida tiene una historia de mas de 5000 afios, que surge del manejo
de longitudes, areas y volumenes fundamentalmente y de la necesidad de su calculo.
Estos tres ejemplos particulares de medidas son los que han servido como guia para
sacar a la luz el concepto que detras de ellos se escondia.

Sin embargo no es hasta el libro de Euclides (300 a.c.) Los Elementos, que aparecen
las primeras demostraciones satisfactorias de teoremas relativos a areas y volumenes.
Aunque, también es cierto, en este libro no hay definiciones de longitud, area ‘o
volumen; Euclides las considera caracteristicas que puede medir respectivamente en
las figuras que siI define, como son: Linea, superficie, y sélido; tampoco define qué es
medir, es una palabra que utiliza no sélo cuando habla de estas tres magnitudes
geométricas, sino también en el ambito de la aritmética.

Las longitudes las daba en comparacién con un segmento unidad, las areas con un
cuadrado unidad y los volumenes con un cubo unidad, de este modo dio los valores

correspondientes a figuras simples como poligonos y poliedros y demostré teoremas
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como el de Pitagoras. Otros autores griegos mas que dar la medida de una figura
daban resultados del tipo: A y B tienen igual area o volumen.

Arquimedes (287-212 a.c.) atribuye a Eudoxo (408-355 a.c.) la demostracion de que el
volumen de un cono es un tercio del volumen del cilindro de la misma base y altura.
Esto sin conocer este volumen, para el que hace falta conocer el area del circulo, que
descubrié casi 100 afos después el propio Arquimedes demostrando que es el de un
triangulo rectangulo con un cateto el radio y el otro la longitud de la circunferencia; suyo
también es que el volumen de la esfera es 2/3 el volumen del cilindro o que el area de
la esfera es la del manto del cilindro circunscrito.

Por ultimo suya es también la mejor acotacion de 11 de la época:

3+ (10/71) <1 <3+ (10/70).

Tuvieron que pasar aproximadamente 2000 afios, hasta que en 1883 G. Cantor

enuncia la primera definicion de medida m(A) de un conjunto arbitrario (acotado)

A c R™.

El primero en considerar que conjuntos A son medibles y dar una definicién de su
medida fue G. Peano en 1887, el cual considero la medida m[A] de sus predecesores
(que en el caso del plano definia mediante aproximaciones externas de A con
poligonos) y a la que llamo medida exterior y definié un conjunto medible como aquel

cuya medida interna coincide con la externa y demostré que la medida era aditiva.

Ademas explicé la relacion existente entre medida e integracion, demostrando que una
funcion acotada f: [a; b] = [0;1), era Riemann integrable si y solo si el conjunto E de R?

limitado por la grafica de f y las rectas x = a, x = b e y = 0 era medible, en cuyo caso

b
/ f(z)dz = m[E].
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Longitud de una curva

La longitud de una linea poligonal se obtiene sumando las longitudes de sus lados.

La linea es una curva (no poligonal) su longitud se puede estimar calculando la longitud
de una linea poligonal cuyos vértices estén sobre la curva. La aproximacion se puede ir

mejorando aumentando el numero de vértice (Figura 1).

(a) (b) (c)
Figura 1

Se trata de un objeto fisico con bordes curvilineos cuya longitud se desea medir poder

ajustar un hilo y después extenderlo longitudinalmente para su medicion con una regla.

Perimetro

La longitud de una curva cerrada plana se dice que es el perimetro de dicha curva.
Puesto que es una longitud se medira en unidades de longitud (centimetros, metros,
etc.). Es importante no confundir el perimetro con el area de una region limitada por
una curva cerrada simple. El area es una magnitud que expresa el tamafio de una

region y se mide en cm?, m?, etc.

Longitud de la circunferencia

Para hacerlo hay que acudir a enfoque de Arquimedes. Se procede a inscribir y
circunscribir en un circulo de diametro 1, poligonos regulares, los cuales en principio

seran hexagonos ya que de todos los poligonos regulares, el hexagono es el que se

puede inscribir mas facilmente (Figura 2).
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Figura 2

Asi, tales poligonos van aumentando progresivamente su cantidad de lados mediante
continuas bisecciones de arcos, llegando a tener 16 veces la cantidad de lados que los
hexagonos primigenios, esto es, 6 x 16 = 96. De esta manera los perimetros de los
poligonos, uno inscrito y otro circunscrito, que por abstraccion algebraica se consideran
de n lados, se aproximan en gran medida a la circunferencia, tienden a ella. Tendencia
que se considera equivalencia: las tres figuras tienen un valor comun, el de la
circunferencia, ya que los poligonos en cierto modo comprimen a la misma,

igualandose con ella.

Se hace casi inevitable la asociacién de este método con el del calculo infinitesimal y
su nocién de limite. Y es que el empleado por Arquimedes constituye un precedente,
un paso previo a lo cual vendria a ser el novedoso procedimiento infinitesimal de la
Edad Moderna.

Finalmente, se recurre a una reducciéon al absurdo, evidenciando las contradicciones
l6gicas de suponer las dos conclusiones posibles distintas a la igualacion, esto es, que
el area de la figura corresponde a la magnitud de la figura circunscrita o inscrita, mayor
0 menor a la que se pretende demostrar. Todo este proceso da lugar, como ya se dijo

en un parrafo anterior, al resultado:

“La circunferencia de un circulo excede tres veces su diametro, con una parte que es

menor que 10/71 pero mayor que 10/70 del diametro”.
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Como sabemos en la practica el numero pi se considera como aproximacion 3.14, o
3.1416, aunque en 1761 John Lambert demostré que 1T es un numero irracional, por

ello es imposible expresar su valor mediante un decimal exacto o periédico.

Superficie y Area

La medida de magnitudes es una tarea muy importante desde el punto de vista social y
cientifico. Desde el inicio de las matematicas hasta nuestros dias se viene haciendo
referencia a medidas de diversa indole. Cabe pensar que una de las justificaciones del
interés de las matematicas deriva de que satisfacen necesidades que los hombres
sienten, relacionadas con las medidas.

No es de extrafar por tanto que la medida de magnitudes haya estado presente en los
distintos planes de estudios y en las propuestas curriculares oficiales que se han
sucedido en el tiempo. De igual forma en los Estandares para la Educacién Matematica
del NCTM, también se considera la medicion como un tema separado de la aritmética y

de la geometria.

Consideramos que en la medicién se debe prestar atencidén a la comprension de los
atributos, unidades y sistemas de medidas, asi como la aplicacion de una variedad de
técnicas y herramientas para resolver problemas relativos a la medida de longitudes y

areas, entre las cuales aparecen las férmulas de calculo del area.

Sin embargo, es habitual en nuestras escuelas enfatizar el empleo de las férmulas del
area, su memorizacién y aplicacion ocupan una gran parte del trabajo matematico
dedicado a la medida y la geometria. Para combatir esta tendencia tratemos de
profundizar en las razones de estas recomendacion de los curriculos oficiales y de los
Estandares de que ademas de "memorizar y manipular formulas" se atienda
mayoritariamente a otras destrezas y conceptos. Las directrices actuales en la
ensefianza de las matematicas, especialmente las surgidas de la consideracion de la

matematica como actividad cultural (Bishop, 1999) © | pretenden formar

10 Bishop 1999, citado por S/A, S/f.
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matematicamente a los alumnos de la educacion obligatoria en aquellos aspectos que

van a necesitar para su vida como ciudadanos.

Comenzaremos por ver de manera resumida el concepto de magnitud y su medida.
Consideramos la magnitud como una cualidad de ciertos objetos, y la medida como
una comparaciéon entre un objeto y otro tomado como unidad. La medida de superficies
consistiria pues en la comparacion entre una unidad de medida fijada como unitaria y la
cantidad que se quiere medir.

Comencemos por diferenciar dos aspectos matematicos que hemos mencionado,
superficie y de medida de superficie (area), y trataremos de mostrar las relaciones y
diferencias entre ambos. ¢Son sindbnimos superficie y area o hay diferencias entre
ellos? En los diccionarios se define la superficie como una cualidad (extension) y el
area como medida, como un numero. La superficie es una cualidad que puede
compararse y sumarse. Por ejemplo, podemos comparar la superficie de un rectangulo
y un paralelogramo, o la de otras figuras con un rectangulo.

La superficie es una magnitud, lo que se caracteriza matematicamente como una
cantidad asociada a los poligonos (la superficie es una cualidad de los poligonos).

Asi un poligono delimita una cantidad de superficie, que sera la misma,
independientemente de la unidad de medida de superficie que adoptemos, y que es la
misma que la de cualquier poligono obtenido por descomposicidn y recomposicion de
este poligono (S/A, s.f.).

Esta caracterizaciéon matematica de la superficie nos permite buscar tareas escolares
que den cuenta de algunas de los elementos que definen formalmente a las
magnitudes. En concreto podemos abordar tareas para destacar los siguientes
aspectos: la cualidad superficie, la comparacion de cantidades de superficie (por
descomposicion y recomposicion), la suma, la multiplicacion por un numero. Para
afrontar y familiarizar al alumno con ellos tenemos que hacerlo trabajar con los
elementos que aparecen recogidos en sus definiciones, es decir, los poligonos, la
descomposicién de poligonos, la busqueda de descomposiciones y recomposiciones
adecuadas para poder comparar su superficie, y la obtencion de sumas vy

multiplicaciones de cantidades de superficie por nUmeros racionales.
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Una tarea para facilitar que los alumnos se ejerciten en la percepcion de la cualidad
superficie y en la comparacion de cantidades de superficie puede consistir en realizar
descomposiciones y recomposiciones de figuras hasta obtener la relacion que tiene su
superficie con la de un rectangulo que hay que describir (figura 3),

La tarea de la figura 3 puede ayudar al alumno a ejercitarse en la comparacion de
superficies. Una comparacion especialmente llamativa es la que demanda la busqueda
de todas las descomposiciones y recomposiciones posibles para identificar una figura

con otros poligonos.

Figura 3

Equivalencia de superficies de poligonos con el rectangulo:

N

Existe una variedad de descomposiciones que se pueden hacer de una figura, lo que
nos da ideas para proponer tareas en el aula que traten de que los alumnos obtengan
descomposiciones similares de poligonos, por medio de descomposiciones, busqueda
de lineas auxiliares, descripcidon de estas lineas y de los resultados obtenidos, division
de segmentos y de figuras, etc.

Recordemos que llamamos area a la medida de la cantidad de la superficie, por lo que

el area de un poligono es un numero, que esta relacionado con la unidad de medida
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buscada. Por ello medir la superficie de un poligono es buscar un procedimiento para
comparar su cantidad de superficie con la superficie unidad.

El método mas sencillo seria colocar el poligono unidad tantas veces como sea posible
para rellenar el poligono problema (Castro, Flores, & Segovia, 1997) . Para poder hacer
esto necesitamos que el poligono unidad tenga una forma que recubra el plano sin
solaparse. La figura que se toma habitualmente es el cuadrado, lo que genera el
nombre de las unidades de medida de superficie (metro cuadrado). Medir superficies
consistiria en ver cuantos cuadrados unidad caben en el poligono que se mide. Se dice
que la medida es directa si se hace materialmente la superposicion de unidades en el
poligono para ver cuantas caben. La comparacion entre la unidad y la figura que se
pretende medir no es siempre sencilla por lo que se recurre a métodos indirectos que
consisten en medir longitudes de los segmentos del poligono problema, y obtener el
numero de veces que contienen a la unidad por medio de una operacion entre esas

longitudes de segmentos bien elegidos del poligono.

Esta segunda forma nos lleva a determinar estrategias para determinar el area en

funcién de las longitudes, y a estas estrategias aritméticas se les llama formulas.

La repeticion en clase de estos procesos de conteo y relacion con las férmulas del area
con unidades cuadradas favorece que los alumnos perciban que las féormulas de
calculo del area son relativas a la forma de la figura, con lo que al decir la frase anterior
deberemos tener como referente siempre al numero de cuadrados. Tal como hemos
visto las formulas del area de las figuras dependen de la forma y el tamafio de la

unidad.
El area de un circulo
Como ya se ha mencionado, Arquimedes da por primera vez de manera rigurosa la

formula para calcular el area del circulo A = Tir2. Una manera de hacerlo sin mucha

formalidad pero aceptable es la que se muestra en la figura 4.
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Como puede verse la imagen se explica por si sola y la idea es transformar el area del
circulo en la de un rectangulo de altura r y de largo igual al perimetro del mismo y

aplicar la formula para calcular el area de un rectangulo (Wiscamb, 1976).

Figura 4

Por supuesto que detras se esconde un proceso de aproximacion y de limite que se

obvia en una primera aproximacion.

El Volumen

En nuestra opinidn en secundaria y bachillerato, la consideracion del volumen como
medida es el aspecto predominante, quedando en segundo plano las actividades
encaminadas a la adquisicion del concepto de volumen?!!. Ademas, de las distintas
posibilidades que tenemos para medir el volumen, la que nunca falta en los libros de
textos de educacion basica el uso de férmulas. Estas se presentan frecuentemente
como productos terminados, cuya justificaciéon se obvia, quizas por considerarla fuera

del alcance de la etapa en que se usan (Gonzalez Lopez & Flores, 2002).

Consideramos que los métodos de descomposicién de unos cuerpos geometricos en
otros cuerpos, o de la aplicacion del Principio de Cavalieri, basada en Ila
descomposicién de un cuerpo en capas, son los idéneos para trabajar el tema de
volumen ya que tienen reconocida utilidad en su ensefianza. Estan centrados en la

obtenciéon de relaciones entre los volumenes de distintos cuerpos y, como

1 Aunque el concepto de capacidad esta intimamente ligado al de volumen, tenemos en la capacidad cualidades que dependen de
aspectos no matematicos, como el tipo de sustancia u objeto con que llenar un recipiente, la posicién o el grosor fisico del mismo
etc., que escapan al analisis que pretendemos realizar en estas paginas, por lo que, en lo que sigue, nos ocuparemos

exclusivamente del concepto de volumen.
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consecuencia de dichas relaciones, permiten justificar las formulas, que se presentan

asi como el final de un proceso.

Podemos asi deducir el volumen de cuerpos diversos a partir del volumen, que se
supone conocido, del ortoedro, de la misma forma que en el caso de la superficie se
pueden deducir las férmulas del area de cualquier poligono a partir del area del
rectangulo o de descomposicion en triangulos para el caso de poligonos.

Dado que este proceso es habitual para la ensefianza del area, permiten seguir la
misma linea argumental para el caso del volumen. Sin embargo, el tratamiento del
volumen mediante métodos de descomposicion presenta algunas peculiaridades
respecto del area: en lo que sigue detallaremos los puntos criticos que encontramos,
desde el punto de vista de los contenidos matematicos, al usar estos métodos para
obtener las relaciones clasicas del volumen del ortoedro, el prisma, el cilindro, la
piramide y el cono. Nuestra intencién es recopilar informacién util para el profesor, que
le ayude a plantear la ensefianza del volumen evitando el uso irreflexivo, comodo y

habitual de las férmulas, al mismo tiempo que controla los obstaculos encontrados.

Métodos de Descomposicion de un Cuerpo en otros Cuerpos

En el caso de la superficie los métodos de descomposicién y de completado garantizan
relaciones de igualdad de area entre poligonos: el Teorema de Boliay-Gerwien afirma
(Boltianski, 1981):

En el plano euclideo, dos poligonos tienen la misma superficie
e siy sélo si son equicompuestos!?

e siy sdlo si son equiadicionales™

12 Dos figuras se llaman equicompuestas si descomponiendo una de ellas en un numero finito de partes y disponiendo dichas
partes de otra forma, se obtiene la otra.

8 Dos figuras se llaman equiadicionales si ambas pueden ser completadas por partes de igual area (volumen), de modo que
resulten figuras de igual area (volumen).
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Encontramos numerosas actividades que se pueden realizar con material, que
convencen de la veracidad de este resultado en el nivel de primaria. La obtencion del
area de cualquier superficie poligonal a partir del area del rectangulo es la

consecuencia didactica mas significativa que se puede extraer del mismo.

En el caso del volumen no tenemos un resultado equivalente, pero también la
descomposicién tiene su utilidad, como veremos a continuacion.

Cortando un paralelepipedo por planos perpendiculares a su base, obtenemos partes
que, dispuestas de otra forma, proporcionan un ortoedro de la misma altura y con el

mismo poligono en la base que el paralelepipedo dado (Figura 5).

Utilizando el resultado de Bolyai-Gerwien, podemos debilitar la condicion sobre las
bases: no es necesario que éstas sean el mismo poligono, basta que tengan la misma
cantidad de superficie (Saiz Roldan, s.f.).

Asi justificamos que:

Cualquier paralelepipedo es equicompuesto con el ortoedro de igual base y altura.

El método de descomposicion también es valido para comparar el prisma recto con el
ortoedro, pues basta extender al prisma la descomposicidon de su base. Pero no ocurre
lo mismo con el prisma oblicuo, donde la descomposicion de la base (que recompuesta
formaria un paralelogramo) extendida al prisma no garantiza, la recomposicién en un
paralelepipedo.

Pero el método de descomposicion permite relacionar el prisma recto y el oblicuo a
través de otras magnitudes distintas de la base y la altura del prisma. Se trata de la
arista lateral y la seccion perpendicular: realizando un corte por un plano perpendicular
a las aristas de un prisma oblicuo lo transformamos en uno recto que tiene la misma

arista (l), pero distintas base y altura (Figura 6).
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Prisma triangular
oblicuo

Prisma triangular
recto

Figura 6
El tipo de descomposicion mostrado en la Figura 6 tiene la ventaja de que también es

valido para el cilindro oblicuo, produciéndose, en este caso, secciones elipticas.

Algunas piramides particulares

Sobre cada una de las seis caras de un cubo podemos construir una piramide
cuadrangular de altura la mitad de la arista del cubo, obteniendo asi la relacién 1.6
entre el volumen de ambos cuerpos (Garcia A. 1998) (Figura 7). También es posible
justificar una relacion 1:3 entre el volumen del cubo de arista | y la piramide
cuadrangular recta de anchura, largura y altura iguales (I), ya que es posible
descomponer dicho cubo en tres de tales piramides (Figura 8). La generalizacion de
esta relacion al caso de una piramide (triangular) cualquiera no es evidente. Es uno de
los puntos clave que debemos tratar. Usar para ello los métodos de descomposicidn

conduce a la necesidad de justificar un proceso infinito, como veremos.

Figura 7 Figura 8
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Hemos justificado asi que el volumen de la piramide triangular es 1/3 del volumen del
prisma de su misma base y altura. Dado que cualquier piramide se puede
descomponer en piramides triangulares, hemos justificado:

El volumen de la piramide es la tercera parte del volumen del prisma de igual base y
altura.

En el camino hemos necesitado reiterar indefinidamente un proceso de
descomposicion cuya formalizacion (el limite) esta fuera de lugar en la parte basica del
bachillerato. Sin embargo, es posible a ese nivel intuir el final del proceso,
convenciéndose de la validez del resultado, a partir de un argumento manipulativo que

si esta a su alcance.

El Método de Exhaucién
Hay otro método, utilizado por Euclides, que permite justificar completamente dicha
propiedad. Se trata del método de exahucidon, propuesto por Eudoxo, que se

fundamenta en el llamado Axioma de Arquimedes?*.

Euclides consigue soslayar el proceso infinito mediante una prueba por reduccion al
absurdo, para la cual, necesita conocer de antemano una cantidad a la que
aproximarse. Utiliza la descomposicidon de la piramide indicada en la Figura 9 (en dos
piramides y dos prismas triangulares), para probar que dos piramides de la misma
altura son entre si como sus bases (Proposicion 5, Libro XIlI). El punto clave de esta
demostracion es observar que, dada una cantidad d tan pequefa como queramos,
podemos descomponer cada una de las piramides dadas y reiterar la descomposicion
sobre cada una de las piramides obtenidas, hasta llegar a tener, en un nimero finito de

pasos (n), piramides cuyo volumen (Rn) es menor que d.

14 Axioma de Arquimedes: Dadas dos magnitudes que tengan una razén, entonces se puede encontrar un multiplo de cualquiera
de ellas que exceda a la otra.
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Figura 9

Nuevamente observamos que este proceso es equivalente a probar que la sucesiéon de
volumenes de las piramides obtenidas en la descomposicion (Rn) converge hacia cero.
Ponemos asi de manifiesto que el proceso de exahucion involucra un paso al limite que
se puede resolver en un numero finito de pasos (en este caso, utilizando argumentos
geométricos), dado que conocemos de antemano el valor de dicho limite. El resultado
establecido en la (Proposicién 5, Libro Xll) es la base, junto con un argumento de
descomposicién mas, para reencontrar la relacion 1:3 entre la piramide y el prisma. En
efecto, se trata de la Proposicién 7, Libro XlI, donde se considera la descomposicion de
un prisma triangular en tres piramides triangulares (Saiz Roldan, s.f.), como indica la

Figura 10.

El volumen de la piramide es la tercera parte del volumen del prisma de igual base y

altura.

Figura 10
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Las tres piramides consideradas tienen base de igual superficie y la misma altura, por
lo que, ahora podemos concluir que tienen el mismo volumen. Ademas una de ellas
tiene la misma base y altura que el prisma de partida. En el caso del cilindro hemos
visto una forma de relacionar el cilindro oblicuo y el eliptico recto por descomposicion.
En el caso del cono no tenemos ninguna descomposicion que permita relacionarlo con
el cilindro, a fin de obtener las relaciones analogas a las obtenidas para la piramide y el
prisma. Euclides utiliza el método de exahucidn para justificar la relacion 1:3 entre el
cono y el cilindro, pero, a diferencia de lo visto para la piramide (donde se aplica la
exahucion a la descomposicion de la misma en otros cuerpos), en este caso la
exahucién sirve para probar que podemos aproximar el cilindro y el cono mediante

prismas y piramides, respectivamente, por dentro y por fuera, tanto como queramos.

Los Métodos de descomposicion en Cuerpos: Imposibilidad en el caso de los

Volumenes

El hecho que sea posible resolver algunos problemas de célculo de volumenes

mediante procesos bidimensionales no lo hace menos abstracto ni mas simple.

Pero en el caso del volumen esto no sucede. David Hilbert observa en 1900 que el
método de equidescomponibilidad para calcular volumenes no parecia aplicable
siempre en tres dimensiones. Desde Euclides, todos los que obtenian el volumen de un
tetraedro, lo hacian a través de un proceso de limite. Esto es ¢existen poliedros

equivalentes (con el mismo volumen) que no son equidescomponibles?
Hilbert lo plantea de esta manera: exhibir dos tetraedros con bases equivalentes y

alturas iguales que de ninguna manera puedan descomponerse y reacomodarse para

formar dos tetraedros congruentes. Este planteamiento es el tercer problema de Hilbert,
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Pero desde 1901 nuestra pregunta tiene una respuesta negativa, ya que el matematico

aleman Dehn probo:

Teorema de Dehn:

Un tetraedro regular y un cubo del mismo volumen no son equicompuestos.

La demostraciéon de este resultado puede consultarse en (Boltianski, 1981). Asi
podemos afirmar, a diferencia de lo que ocurre para el area, que los métodos de

descomposicién no permiten desarrollar una teoria del volumen a partir del ortoedro.

El enfoque de Cavalieri: Consideracion de las “Capas” de un Cuerpo

Hasta el momento hemos utilizado técnicas de descomposicion de cuerpos en otros
cuerpos con los que comparar su volumen. Esto nos ha mostrado la primera linea de
argumentacion que histéricamente ha sido utilizada para encontrar relaciones de
volumen entre cuerpos. Sin embargo, hay otra via, desarrollada también desde tiempos

remotos, que permite argumentar las relaciones obtenidas.

Se trata del desarrollo de la idea (en sus inicios filoséfica) de que una linea esta
compuesta por puntos, una superficie se compone de segmentos y un cuerpo esta
compuesto por capas. Los primeros antecedentes de esta idea son los argumentos
mecanicos de Arquimedes o de Demdcrito, basados en considerar un volumen como la
suma infinita de un numero de secciones planas paralelas unas a otras. Argumentos
que les permite asumir como validas las relaciones clasicas sobre el volumen de la
piramide o el cono, a pesar de que sus métodos son cuestionados en su época y, por
supuesto, no se reconocen como demostraciones formales hasta la formalizacién del
calculo infinitesimal; mas concretamente, hasta la justificacion de B. Cavalieri, en el
siglo XVII, de la propiedad que lleva su propio nombre: La utilizacion del Principio de
Cavalieri para justificar las relaciones de volumen anteriores empieza comparando

unos cuerpos con otros:
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El método de Cavalieri para obtener volumenes consistia en medir los sélidos que se
formaban al cortar el cuerpo con planos paralelos a su base (Saiz Roldan, s.f.). La idea
de Cavalieri era la de considerar todos (una infinidad) los planos paralelos a la base
que cortan al cuerpo, lo que da como consecuencia una serie de solidos infinitamente
delgados. La suma del volumen de estos “sélidos” seria el volumen del cuerpo original.

Cavalieri observo que si se tienen dos 0 mas cuerpos con la misma altura h y éstos son
intersecados por cualquier plano paralelo a sus bases (formandose las figuras A1y A2
como se muestra en la Figura 11 y si siempre las figuras formadas por la interseccion
de los cuerpos y el plano tienen la misma area, entonces los sélidos tienen el mismo

volumen.

Figura 11

Como se observa, Cavalieri transforma el problema y aprovecha conocer el volumen de
un cuerpo a partir de otro cuerpo cuyo volumen es conocido. Este procedimiento se fue
refinando con el tiempo hasta la etapa siguiente de formalizacion en el calculo de
volumenes que corresponde al calculo integral que no es tema de este trabajo, por ello

no se abordara.

Seleccion bibliografica del analisis cientifico respeto a la longitud area y volumen

En general una de las dificultades de cualquier profesor es que no domina con
profundidad todo el conocimiento de la disciplina, entonces una de las caracteristicas
de su trabajo diario es un continuo proceso de consulta y reflexion sobre el
conocimiento incluido en la UD. En este sentido la medida y el calculo de longitud area
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y volumen no es la excepcion. El profesor de bachillerato de la materia en cuestion
debe repasar estos conceptos basicos de medida, en libros como medida y realidad de
Juan Carlos Gate-Alonso (1989), entre otros. En la parte de longitudes areas y
volumenes de manera equivalente en el libro de Geometria y Experiencias de Jesus

Garcia Arenas y otros (1998).

En este sentido el conocimiento al que se pretende hacer llegar a los alumnos es que
describan los objetos y sus partes de acuerdo a sus formas, dimensiones y
propiedades; para que contribuye de manera significativa a favorecer un pensamiento
reflexivo cuando el estudiante en un primer momento, identifica propiedades y
relaciones que puede enunciar en proposiciones generales, construye y proporciona
argumentos que validen dichas proposiciones, y finalmente, establece relaciones
l6gicas entre ellas, aun sin llegar necesariamente a un rigor axiomatico propio de
estudios mas especializados. Asi, las unidades correspondientes al eje de geometria
euclidiana, contemplan las etapas de exploracion, deduccion y aplicacion, mismas que
permiten establecer un equilibrio entre formalizacion axiomatica y la presentacion
mecanicista de la ensefanza de la geometria a nivel bachillerato. En la unidad de
Congruencia y Semejanza, a partir del conocimiento basico de estos conceptos, se
introduce al alumno al aspecto deductivo y a la comprensién del porqué de las
demostraciones; finalmente se da paso a combinar diversos conceptos y resultados

geomeétricos en aplicaciones tedricas y practicas de la geometria.

Todo lo que se ha presentado en los parrafos anteriores puede considerarse como
informacion basica para el profesor de donde se seleccionaran los contenidos a
estudiar con los alumnos.

La unidad didactica disefiada considera los temas que marca el programa y retoma de
lo expuesto anteriormente el conocimiento basico que debera trabajarse con los
estudiantes dentro de estos el concepto de perimetro area y volumen en aquellos
casos que es posible acceder a la justificacion de las llamadas formulas de calculo a
través de procesos de validacion empirica y logica.
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3.1.2 Analisis Didactico

Una vez estructurados los contenidos de la UD, a partir del analisis cientifico, se
continua con el analisis didactico, con el fin de ubicar cuales son las dificultades que se
enfrentaran en el proceso de ensefianza aprendizaje relacionadas con la capacidad
cognitiva del alumno. Dos indicadores que segun Sanchez y Valcarcel (1993) conviene
considerar en ésta etapa son: A) sus conocimientos previos sobre el tema y B) el nivel
del desarrollo operatorio donde se encuentran los alumnos, en relacién con las
habilidades intelectuales necesarias para la comprension del tema.

Al planificar una UD debemos conocer lo que nuestros futuros alumnos saben, aunque
practicamente eso es imposible. No obstante, las aportaciones de la investigacion
educativa resuelven en parte éste problema, al conocer a partir de ellas, sus
caracteristicas generales y disponer de un amplio inventario de ideas relativas a
contenidos usuales en relaciéon de longitud areas y volumen. Para contrastar la
informacion bibliografica en nuestro contexto escolar, puede ser necesario realizar

exploraciones en nuestras aulas.

A) Conocimientos previos sobre el tema de areas y volumen

Como ya se ha mencionado, para promover el aprendizaje de los conceptos de area,
es necesario conocer, con qué ideas llegan los alumnos en relacion con el tema que se
va a estudiar, es decir, qué preconcepciones (ideas previas, ideas alternativas, ideas
erréneas, etc.) tienen, sin importar como hayan sido generadas. A continuacion se
describe brevemente, el resultado de lo que se sabe de algunas investigaciones
relacionadas con el aprendizaje de los conceptos del area y volumen (Ponce Huertas,
2009).

Errores y dificultades
El conocimiento de las dificultades y errores mas frecuentes constituye una faceta
preventiva de gran ayuda en la ensefianza. Vamos a distinguir entre errores relativos a

la medida en general y errores especificos referidos al calculo de areas.
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Errores atribuibles a la metodologia tradicional relativos a la medida

Uso erroneo de los sentidos: En la ensefianza tradicional, el uso de los sentidos
es considerado un lujo, una pérdida de tiempo; sélo en algunos casos se permite
el uso de la vista.

Uso de instrumentos inadecuados y mal manejo de los instrumentos: una mala
apreciacion sensorial hace elegir a veces un instrumento inadecuado. En otras
ocasiones, el reducir los instrumentos de medida a los convencionales hace que
la eleccion sea poco afortunada.

Errores cometidos en la medicion debidos a los malos procedimientos
empleados o la eleccion de una unidad inadecuada:

Confusion entre magnitudes.

Resolucién de problemas que contienen datos erréneos o no reales: Con
frecuencia se propone al alumnado enunciados como que una familia bebe al
dia 100 litros de agua, 5000 obreros cavan una zanja de 4 m?3 de capacidad,
esto puede dificultar la autocorreccion, ya que el alumnado se habitua a resolver
problemas cuyo resultado es irreal.

Abuso de la exactitud en las medidas. Encuadramientos. Se confunde muy a
menudo la medida entera con la medida exacta.

Carencia de estrategia para efectuar medidas de objetos comunes: lo habitual es
hallar superficie de terrenos de forma regular, de manera que cuando al
alumnado se le pide calcular la tela que se necesita para confeccionar un

vestido, es raro que éste disponga de los medios para resolver el problema.

Errores especificos en el calculo de areas

Confusion perimetro-area, este error es muy frecuente. Ademas el hecho de
que dos figuras tengan la misma area, induce a algunos estudiantes a creer que

tienen también el mismo perimetro.
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e Pensar que las medidas indirectas son las medidas reales y no valorar la
medida conceptual del area.

e No reducir a la misma unidad en los calculos.

e Tratamiento lineal de las medidas de superficie, lo cual induce a creer que al
duplicar el lado de una figura se duplicara también su area.

e Cambiar la unidad de referencia al medir distintas superficies.

Dificultades

Entre las dificultades para el alumnado a la hora del calculo de superficies, podemos
destacar:

e Que las figuras tengan una forma irregular.

e Que las figuras no aparezcan entramadas.

e La proporcionalidad inversa entre el tamafio de la unidad de medida y la

medida.

Si la unidad de medida pasa a ser el centimetro cuadrado a una pequefa baldosa de
0,5 cm x 0,5 cm, a pesar de ver las dos, algunos estudiantes doblan las respuestas que
obtuvieron al usar el centimetro cuadrado.

e EIl contar unidades no enteras, por ejemplo, al medir una figura dividida en

cuadrados y aparecen partes del cuadrado que no son mitades.

Algunas dificultades sobre el concepto de volumen.

En relacion con el concepto de volumen existe poca informacion y buena parte de ella
se refiere a dificultades encontradas en los niveles basicos, a continuacion se
presentan algunas de utilidad para este trabajo.

Mientras el area se refiere a la superficie, que es una abstraccion, en la nocién de
volumen se crea una confusion entre la cantidad de materia que es algo concreto y el

volumen fisico, es decir, el espacio ocupado que es algo abstracto (Castelnuovo,2004).
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Adicionalmente y de manera similar a la confusién perimetro area, se presenta la
confusién area volumen, por ejemplo cuando se les pregunta, si con una hoja de papel
tamano carta se forma un cilindro a lo largo del ancho y otro a lo largo del lado mayor

¢,Coémo son los volumenes encerrados en cada caso? La respuesta es que son iguales.

Aunque el concepto de capacidad esta intimamente ligado al de volumen, tenemos en
la capacidad cualidades que dependen de aspectos no matematicos, como el tipo de
sustancia u objeto con que llenar un recipiente, la posicion o el grosor fisico del mismo,

entre otros.

(Gonzalez Lopez & Flores, 2002), presentan algunos resultados vinculados con
dificultades en los procesos de deduccion y demostracion de las formulas, observando
que no solo tienen que hacer frente a procesos infinitos, tal como ocurre en la
superficie sino que ademas en este caso hay una imposibilidad de razonar por

equiparticion de figuras.

Nuestra intencion es recopilar informacion util para el profesor que le ayude a plantear
la ensefanza del volumen evitando el uso irreflexivo, comodo y habitual de las

férmulas, al mismo tiempo que toma en cuenta los obstaculos encontrados.

B) La capacidad cognitiva del alumno: el estadio de desarrollo operatorio.
En esta parte podemos considerar, solamente como referencia para ubicar mejor las
actividades que se plantean en el programa guia de actividades, las aportaciones de
Piaget, en donde nos describen, por ejemplo, como se desarrollan diferentes esquemas
de conocimiento necesarios para la comprension de la ciencia y como interacciona el

joven con el mundo que le rodea.
La informacion ayuda a disponer de explicaciones mas consistentes de muchas

dificultades de los alumnos, como consecuencia de nuestra experiencia docente.

Asimismo, nos permite valorar la conveniencia de abordar el tema con un nivel de
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diferenciacion conceptual determinado de manera que ayude a que sea posible su

comprension.

Tabla 1

Caracteristicas cognitivas de adolescentes en diferentes areas de acuerdo con (Shayer

& Adey, 1986)

RUBRO

Concreto avanzado

Formal inicial

Formal avanzado

interés y actitud
investigadora

Incluira seriacion y

clasificacion como
instrumento de percepcion
para descubrir lo que
sucede, pero necesita que
se le proporcione un
modelo concreto por medio
del cual podra estructurar
los resultados
experimentales. Encuentra
interés en hacer 'y
comprobar predicciones de

causa y efecto.

Encuentra gran interés en comenzar
a averiguar el porqué de las cosas y
en deducir consecuencias a partir de
formal.

un modelo Experimenta

confusion al tener que investigar
relaciones empiricas sin un modelo
interpretativo. Puede usar un modelo
formal, pero requiere que se lo
proporcionen otros. Puede generar
concretos interés.

modelos con

Puede ver la razon de formular

hipétesis y puede planear

experimentos sencillos, pero es
probable que necesite ayuda para
deducir relaciones de los resultados y
para organizar la informacién de
modo que se vayan eliminando las

variables irrelevantes en cada fase.

Encuentra interés en generary
comprobar posibles
explicaciones de por qué.
Tolerara la ausencia de un
modelo

interpretativo  para

investigar relaciones
empiricas. Considera obvio

que en un sistema con
debe

las demas

diferentes variables él
mantener todas
mientras va

cosas igual,

alternando una cada vez.
Puede planear este tipo de
investigaciones e interpretar
los resultados. Hara
comprobaciones cuantitativas
al ftratar de relaciones de

proporcionalidad.

Uso de modelos

Uso de

seriacion,

modelos  por

que puede
extenderse a cualquier

Escala lineal. EI modelo
tiene ahora una definicién
semejante a lo que da el
diccionario, es decir un
modelo simplificado de

correspondencia.

El modelo formal es la interpretacion

indirecta de la realidad por una
comparacion deductiva a partir de un
sistema de postulados con sus
propias reglas. En este nivel el
estudiante suele necesitar ayuda para
deducir el comportamiento de un
sistema con multiples variables. A no
ser que la relacion cuantitativa sea
sencilla, las deducciones es probable
que sean simplemente cualitativas. El
modelo se considera como algo

verdadero, no hipotético, por tanto, en

Puede buscar activamente un
modelo formal, ampliar uno
que le es dado, y comparar
modelos alternativos por la

forma en que explican los

mismos datos. Como el
esquema de la
proporcionalidad esta

adquirido (relaciones mutuas

entre dos variables
independientes) puede
formular deducciones
cuantitativas a partir del
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este nivel no suele darse la

comparaciéon critica de modelos

formales alternativos.

modelo y reflexionar sobre las
relaciones entre las distintas

variables.

Tipo de

categorizacion

Inclusiéon en una clase y
clasificaciones
jerarquicas.

La clasificacion es aun la
forma dominante de
categorizar la realidad,

pero ahora las clases

estan menos ligadas a una

Generalizacion.

Ahora la operacion de clasificacion
se usa para dar significado a una
amplia gama de fendmenos. Una
formula general como la del volumen
de un cuerpo V=alh se usara como

guia para calcular el volumen.

Abstraccion.

Por contrataste con el nivel
anterior, el proximo estadio de
Debido a la

naturaleza polivalente de la

categorizacion.

realidad, es mejor algunas
veces buscar entre las
muchas propiedades la

simple propiedad y pueden esencia de la asociacion
ser parcialmente subyacente.
ordenadas.

Proporcionalidad No ha llegado aun a las | Puede hacer deducciones siempre | Puede formular y calcular
proporciones métricas. | que se trate de una razon de | cuantitativamente relaciones

Puede hacer deducciones
a partir de datos en los que
interviene una razon
constante, pero solo si esa

razén es un simple numero

numeros enteros. Puede usar, como
relaciones funcionales, variables en

forma de razon.

entre conceptos expresados
como razones. Al pensar en
relaciones directas o inversas
entre variables expresadas en

forma de razoén.

entero.
Operaciones Puede trabajar con | Generalizacion  concreta.  Puede | Puede concebir
matematicas operaciones simples (suma | trabajar con la relacion V=pbh o | adecuadamente una variable y

resta, multiplicacion y
division) pero el sistema de
numeros tiene que ser
cerrado, es decir, la
operacion no puede ser
ambigua y el resultado de
la operacién debe quedar
limites de

dentro de los

ese conjunto de numeros.

W1H1=W2H2 pero sélo considerando
cada paso como una operacion con
numeros definidos. Comienza a
aceptar las series no definidas, por
ejemplo puede resolver ?-7=7-3 por
una serie de operaciones abiertas a

cada lado de la relacion.

comienza a trabajar con las
reglas explicitas de un sistema
para desarrollar estrategias de
comprobacién. En lugar de
necesitar una formula en la
que se relacionan distintas
variables, puede analizar el
conjunto de relaciones

requeridas por el modelo para

deducir correctamente una
serie de calculos simples
necesarios.

Con base en lo anterior y en la experiencia personal se puede decir que los estudiantes

se pueden ubicar en su mayoria de acuerdo con la tabla que se muestra a continuacién
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Tabla 2

Caracteristicas cognitivas de adolescentes en diferentes areas de acuerdo con Sahyer
y Adey (1986)

RUBRO Concreto avanzado Formal inicial Formal avanzado

interés y actitud X
investigadora

Uso de modelos

categorizacion

Proporcionalidad

X
Tipo de X
X

Operaciones X
matematicas

Es decir la mayoria se encuentra en la etapa concreto avanzado. La implicacion directa
es que es posible que se presenten dificultades de comprension en el desarrollo de
algunas actividades disefiadas en la Unidad Didactica y eso se vera en los resultados

de la aplicacion.
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3.1.3 Selecciéon de Objetivos

Realizados los analisis cientifico y didactico, la siguiente tarea es la seleccién de
objetivos, combinando simultaneamente los resultados de los analisis cientifico y
didactico, y que concrete en objetivos que ayuden a conseguir las intenciones
educativas vinculadas con el plan de estudios y sus programas.

Los objetivos propuestos para la unidad didactica que sera desarrollada, se desglosan
en los contenidos respectivos: conceptuales, procedimentales y actitudinales, y que se
corresponden con la tematica descrita en el analisis de contenido (ver Unidad
Didactica).

Aprendizajes:

1.- Razones entre perimetros y razones entre areas de triangulos semejantes

a) Reconoce y aplica la razén que existe entre los perimetros de triangulos semejantes.
b) Reconoce la razén que existe entre las areas de triangulos semejantes.

2 Medida en geometria

a) Comprender que la actividad de “medir” en geometria, una longitud, area o volumen,
involucra contar cuantas veces cabe una unidad de medida en el objeto que se quiere
medir.

b) Distingue la diferencia entre unidades de longitud, superficie y volumen.

c) Calculara el perimetro de triangulos, cuadrilateros y otros tipos de poligonos
regulares.

3.- Calculo de areas por descomposicion y recomposicion de figuras

a) Obtener alguna de las féormulas para calcular el area figuras por el método de
descomposicion.

4 .-Circunferencia

a) Establecer empiricamente la razén que existe entre la longitud de la circunferencia y

el diametro de ella.
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5.- Areas y volumenes de prisma, piramide, cilindro y cono, objetivos:

a) Que los alumnos conozcan algunos elementos de caracter histérico, que muestren
como se desarrolla el conocimiento matematico.

b) Que los alumnos puedan dar seguimiento a un ejercicio de argumentacion, para

demostrar un resultado matematico.

3.1.4 Seleccion de estrategias didacticas.

Para desarrollar una leccion, el profesor adopta formas de actuacion especificas, ante
las que espera que los alumnos respondan de una determinada manera y tienen por
objeto el que éstas, sean eficaces para el logro de los objetivos propuestos, Sanchez y
Valcarcel (1993), plantean que dentro de las consideraciones que hace un profesor, al
elaborar una estrategia didactica, se encuentran: Sus planteamientos metodoldgicos |,
la secuencia de ensefanza, las actividades de ensefanza-aprendizaje; estos
elementos nos permiten comprender cdmo se concreta la accion en el aula y nos

resultan utiles para la realizacion de ésta tarea.

3.1.5 Seleccion de estrategias de evaluacion.

Esta es la ultima tarea del modelo. Las valoraciones como las decisiones del profesor
estan condicionadas por la concepcion que él tenga sobre el proceso de ensefianza-
aprendizaje. La evaluacion debe ser formativa y no solo un proceso de control.

En relacion con el desarrollo de la UD en el aula son muchos los aspectos que
podemos valorar, pues es un proceso en donde intervienen multiples factores:
ambiente del aula, interaccion alumno-alumno, alumno-profesor, motivacion, actitud
ante la asignatura, etc. Sin embargo podemos poner nuestra atencion en las
actividades y materiales de aprendizaje utilizados: cuaderno de apuntes; las

actividades realizadas a lo largo del desarrollo de la unidad y reportadas por escrito en
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su cuaderno de apuntes, guia de actividades diarias, tareas, resolucion de problemas
de lapiz y papel, uso de internet, examenes etc.

Observacion en clase, por parte del profesor, de actividades puntuales intercaladas
entre los de aprendizaje, que serian realizados por los alumnos individualmente en el

aula o fuera de ella.

El cuaderno de apuntes.

La intencion del uso del cuaderno de apuntes, consistio en que el estudiante elaborara
una serie de textos, que le ayudarian a comprender algunos conceptos, apoyados por
la realizacion de las actividades que se desarrollaron en la clase.

No se obtuvo la respuesta esperada en éste rubro, o que en éste caso ocurrié en
general, es que los alumnos no contaba con sus notas organizadas, de lo que
estabamos elaborando en clase ni de lo que estaban aprendiendo. Lo anterior, no
significa que la idea sea mala sino que en éste caso, existieron factores que no
propiciaron el que los estudiantes le dieran el peso adecuado a la elaboracion de dicha
actividad.

De la revision de las notas elaboradas en sus cuadernos, se observd una enorme
dificultad en los alumnos para llevar un seguimiento puntual de todas las actividades en
tiempo y forma, por lo que existio flexibilidad para realizar las actividades de la unidad
didactica en dos tiempos especificos: a la mitad del tema y al final del mismo. No
obstante de ésta situacion, en la mayoria, se noté que si hubo comprension de los

conceptos abordados, aunque sélo de forma general

Uso de la Internet
Se uso para establecer comunicacion con los alumnos
En el caso de la comunicacion con los alumnos, ésta fue escasa y con pocos alumnos.

No obstante la insistencia en que enviaran tareas por Internet, sélo algunos lo hicieron.

60



Consideramos que ésta forma de establecer comunicacion es util y puede apoyar el
aspecto de la motivacion, aunque solo haya funcionado con algunos.

La segunda forma de uso del Internet, fue el trabajo realizado en una sesion de
exploracion de las paginas que contenian cuerpos geométricos, fue muy importante

como visualizar la piramide dentro del cubo.

Los examenes

Se realiz6 un examen al final de la Unidad, como evaluacion sumativa. Como parte de
las actividades a realizar en la secuencia planeada, el examen permitio detectar
algunas fallas en la comprension de algunos conceptos, asi como en el manejo de
algunos procedimientos, al aplicarlo a algunos problemas, los cuales mencionaremos
en los resultados. EI examen se encuentra en el anexo 2 y esta formado por 7

preguntas.

e Elementos considerados en el disefio del programa-guia de actividades.

La propuesta de ensefianza de la geometria como ciencia, organizar la ensefianza del
razonamiento de una manera incipiente, parece necesario abordar preguntas como
estas:

¢, Qué problemas estan en el origen de la geometria que queremos que pasen a formar
parte de la forma de pensar de nuestros alumnos?,

Como consecuencia, ¢,qué problema o problemas se pueden plantear, para originar la
estructura del tema? Y, suponiendo un ambiente que suministre oportunidades para la
apropiacion de una vision constructivista mas acorde con la considerada en la seccion.
Visto de ésta manera, entonces se debe organizar la ensefianza centrandose en la
manera de razonar en el origen de los conceptos que queremos que aprendan y no
so6lo en los conceptos fundamentales.

Plantear, en el inicio de la unidad, y a lo largo de los temas que la conformen,
situaciones problematicas que, inspirandose en las que desde el punto de vista

historico, esté en el origen de los conocimientos; desde el punto de vista historico

61



Organizar el indice, Integrar con sentido la realizacidon de ejercicios, trabajos practicos,
y la resolucion de problemas, junto a la introduccién de conceptos y sus relaciones,
dentro de la estructura de investigacion (Gil et al, 1993).

La realizacion de recapitulaciones periédicas sobre lo que se ha avanzado en la
solucién al problema. Dejar tiempo en el aula o fuera de ella para que los alumnos
piensen, analicen, argumenten y cuestionen.

A partir de lo anterior, se procede a elaborar la secuencia de actividades, que favorezca
el logro de los objetivos y contenidos planteados, ayude a responder las preguntas
propuestas y siga de cerca el desarrollo de la tematica considerada.

La guia de actividades, se ha disefiado para ser desarrollada en un tiempo de 15 horas,
aproximadamente, dependiendo de las condiciones del grupo que se vaya a atender.
La planeacion de las actividades, se realiz6 de modo tal que la Unidad se lleve a cabo
en sesiones de dos horas.

Aunque dicha propuesta se elabor6 tomando como referencia el enfoque de
aprendizaje por descubrimiento guiado, en ella también se consideran, en particular,
algunas estrategias de tipo cognitivo y metacognitivo, que buscan apoyar a los
estudiantes en la adquisicion de herramientas para desarrollar el aspecto del “aprender

a aprender”.

e Algunas posibles dificultades en la operacion de la propuesta.

El modelo de argumentacién, intenta generar un ambiente de aula, en el que el
aprendizaje y la ensefianza, se desarrollan en un contexto problematizado, hipotético-
deductivo, en el que los alumnos, trabajando en pequefos grupos, sobre la secuencia
de actividades propuesta por el profesor, tienen oportunidades para pensar, hacer,

debatir, argumentar y recapitular.

Esta forma de abordar la ensefanza de las matematicas, implica grandes dificultades
para el profesor y para los alumnos. Para los alumnos requiere una gran implicacion
personal, por lo que, solo si se presta una atencion explicita a generar y cultivar la

implicacion afectiva de los alumnos, sera posible el cambio conceptual y
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epistemoldgico. Para el profesor, implica dejar de ser el protagonista en el aula, asi
también el organizar el aprendizaje de los alumnos, como una construccion de

conocimientos, a partir del tratamiento y desarrollo de situaciones problematicas.

Esa situacion no siempre es adecuada para todos los estudiantes, por lo que es
necesario el apoyo y la orientacion del profesor, para involucrar a los estudiantes en la
tarea asi como infundirles seguridad en el desarrollo del trabajo, de modo que superen
los obstaculos con ayuda del resto de sus compafieros. Como ya se senal6 antes, es
necesario favorecer el nivel de participacion colectiva, en equipos y de forma grupal,
para promover el involucramiento en la solucion de los problemas planteados, a partir

de las tareas disehadas.

Adicionalmente, es necesario enfatizar la necesidad de favorecer la maxima interaccion
entre los grupos de trabajo, a través de la cual los alumnos pueden conocer en forma
incipiente una de las caracteristicas del razonamiento

En el anexo se muestra de forma completa la Unidad Didactica Disefiada y se describe

la secuencia global de la unidad asi como los temas que seran abordados en la misma.

3.2 La investigacién

3.2.1 Enfoque cualitativo

El enfoque de la investigacién corresponde a un estudio cualitativo, en cual el método
de recoleccion de datos es sin medicion numérica; las descripciones y observaciones
de en relacidon con los alumnos es tratando de entender los fendmenos desde la
perspectiva propia. Sandoval (2002), conceptualiza el estudio cualitativo
(fenomenoldgico) como la descripcidbn de experiencias sin aludir a explicaciones
causales. Para Hernandez R. (2008), “la investigacion cualitativa da profundidad a los
datos, la dispersion, la riqueza interpretativa, la contextualizacion del ambiente o

entorno, los detalles y experiencias unicas” (pag. 13).
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3.2.2 Tipo de estudio descriptivo

La modalidad de la investigacién descriptiva tiene como propdsito describir, interpretar,
entender y analizar el desempefo del estudiante en el aula; sus actividades,
aprendizajes y dificultades que se observaron en el tema en cuestion de la materia de

matematicas Il.

3.2.3 Preguntas de investigacion

Se plantean algunas preguntas de investigacion en el capitulo | y por medio de un
estudio de casos con base en las respuestas de los estudiantes se realizan algunas
inferencias. En este estudio de tipo cualitativo no se plantearan hipdtesis, nos
concretaremos a plantear preguntas y con el trabajo de los estudiantes dar respuestas

a ellas.

3.2.4 Poblacién y muestra

La Unidad didactica se aplico al grupo 206 A turno matutino el cual estaba formado por
25 alumnos del segundo semestre que corresponde a la materia de matematicas Il del

Colegio de Ciencias y Humanidades, plantel Naucalpan.

3.2.5 Técnicas de recoleccién de datos

La seleccién de las técnicas para la recoleccion de la informacion se hizo por medio de
estudio de casos, en el cual el profesor titular del grupo proporcioné informaciéon de dos
de sus mejores alumnos, dos de los alumnos regulares y dos menos aplicados en la
materia. Para la descripcidon de la informacion se utilizé la guia de actividades diarias,
tareas, la observacién de los alumnos en clase y su participacion y el examen. Con lo
anterior se logré: Identificar en qué contenidos se alcanzdé un logro satisfactorio,
cuales objetivos fueron tratados superficialmente o de manera insuficiente en el aula,
conocer la percepciéon del avance en el aprendizaje individual de los alumnos en
relacion con contenidos especificos, reconocer dificultades individuales de aprendizaje,

en algunos contenidos especificos de la Unidad.
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4.- Resultados

Empezaremos a describir algunos resultados generales como representativos de

aplicacion de la guia de actividades:

Se enfrentd al alumno a formas de razonamiento en geometria en particular en los
temas de perimetros, areas y volumenes.

Se dio una idea de como se construye el conocimiento matematico. Se mostrd una
manera de aproximarse intuitivamente al calculo integral, de forma incipiente, se motivo
al estudiante para se enfrenté al aprendizaje de las matematicas invitandolo a pensar.
El trabajo geométrico realizado en cursos previos se debe anclar para que pueda con

este curso formar parte del proceso del pensamiento geométrico en los alumnos.

Analizamos el trabajo de los estudiantes, con la intencion de responder las preguntas
basicas que nos interesan: ;Que hizo el estudiante?, ;Qué aprendié? Y ;Que

dificultades se les present6?

A continuacion se describen algunos resultados representativos de las respuestas de

los alumnos a las actividades.

4.1.- Razones entre perimetros y razones entre areas de triangulos semejantes

En la Actividad 3 en el inciso i que dice:

i) Considera ahora el caso general. Dibuja un triangulo y otro semejante de tal forma
que la razén de los lados triangulo grande A'B'C” a los lados del triangulo pequefio
ABC sea K. Observa que no es necesario dar medidas especificas solo supon que asi
es. Sillamamos a los lados AB=a; BC=by AC=cyA'B'=a’;B'C'=b"yA'C'=c’

Cuanto valen las razones: a'/a; b'/by c’/c

Lo que se pretende es que el alumno empiece a generalizar el concepto de razones

entre perimetros de triangulos semejantes. Se observa que son muy pocos los alumnos
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que pudieron establecer la razéon de semejanza en forma general. Los alumnos que
generalizaron, se observa que en las actividades anteriores, saben que la razon entre
dos triangulos semejantes se establece cuando la razon entre cada uno de los tres
lados con respecto al otro es constante, lo denotan en forma algebraica. Esta notacién
la utilizan para establecer la generalizacion de la razén entre perimetros de triangulos
semejantes.

Fotografia 1

La mayoria de los alumnos calculan la razén de perimetros entre triangulos semejantes
con ejemplos especificos, y en el mejor de los casos saben que la razén entre

perimetros es un numero y sin ningun problema lo igualan a una letra (K). Los alumnos
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muestran dificultad en observar la necesidad de justificar.

Fotografia 2
En la A4 se les pidié que resolvieran un problema en su casa, y es el siguiente: La
razén entre el radio del circulo pequefio y el circulo grande es de 1/3. La cuerda del
circulo grande vale 78, y el segmento que une al punto de la cuerda con el punto al
extremo del diametro es tangente al circulo pequeno. Encontrar el valor del radio R1 y
el de R2. ;Cuanto vale la razén de los perimetros del triangulo grande al triangulo

pequefo de la figura 1?

Figura 1

Este ejercicio tiene la intencion de profundizar y reafirmar los conceptos de razén y
proporcion de triangulos semejantes, algunos alumnos identificaron que la razén entre

el radio del circulo pequefo y el grande era de 1/3. Y también la razén del triangulo
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grande entre el pequeno, e inmediatamente identificaron las relaciones del triangulo
mayor y el menor y encontraron el valor de los 2 radios.

Algunos otros aplicaron un teoremas que dice que en un triangulo una recta que es
paralela a un lado y que pasa por la mitad de otro lado, y encontraron que el radio del
circulo menor era una recta paralela a un lado del triangulo y lo cortaba a la mitad. Por
lo tanto el radio del circulo menor era la mitad de la cuerda del circulo mayor (lado del

triangulo), aplicando la razon entre los radios encontraron el radio del circulo mayor.

Fotografia 3

A los alumnos se les pidié que lo intentaran resolver el problema ellos solos, pero quiza
algunos copiaron a sus compafieros y a otros se los resolvieron en asesoria. Pero se
observa que aun asi algunos alumnos presentan dificultades en asimilar el concepto de
razon entre cantidades. En el ejercicio A4 como informacion a la solucién del problema
dice “La razén entre el radio del circulo pequefio y el circulo grande es de 1/3”. Y
confunden la razén entre lados del triangulo y la razén entre radios de circulos.

Observa cdmo se confunden y escriben el radio R2 es el doble de R1.
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Fotografia 4

algunos otros estudiantes no identifican las razones entre los radios de los circulos
como datos del problema y los confunden al poner las razones de los lados homdlogos

igualados a la razon de los radios de los circulos.

Fotografia 5
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La actividad A5 se refiere a la razdn entre areas de triangulos semejantes

Los alumnos trabajan muy bien cuando encuentran numéricamente la razén entre
areas de triangulos semejantes. Cuando se les pide que llamen K" a |la constante de la
razon obtenida, y se les pregunta ¢;qué relacion hay entre K obtenida en la razén de
perimetros de triangulos semejantes y la nueva K'? , ;Podrias demostrar que en
general K'= (K)?? (inciso f de la A5). La mayoria no puede justificar algebraicamente la
constante de proporcionalidad del area, unicamente justifican verbalmente y con casos
especificos.

Los alumnos presentan dificultad en vincular una situacion concreta de dimensiones de
un triangulo y su expresidn algebraica general, es necesario que se dedique un tiempo
importante en este aprendizaje que permita que los estudiantes interioricen el sentido
simbdlico de las letras; como variables y, como base para el tratamiento algebraico de
otros contenidos, y asi identificar la necesidad de generalizar de una manera incipiente.
Es muy importante que los estudiantes sean conscientes que al realizar, estos
procedimientos, de igualar razones de proporcionalidad donde exista una incégnita,
estan aplicando el concepto de proporcionalidad. Para lograr esta conciencia es
necesario que se realicen actividades que pongan de manifiesto la proporcionalidad y
ésta se calcule por diversos métodos. La utilizacidén de videos, de temas relacionados y
programas informaticos va a permitir una visualizacion mas facil de la proporcionalidad

entre las formas, sobre todo en el espacio, y su empleo cotidiano en el aula de trabajo.

El analisis de las relaciones de proporcionalidad entre perimetros y volumenes resulta
complicado. La dificultad que representa el estudio y analisis de la semejanza entre
figuras se acrecienta al trabajar las areas.

El problema con el que nos encontramos frecuentemente es la disociacion entre dos
ejes tematicos el algebra y la Geometria que lleva aquellos estudiantes menos
capacitados en el razonamiento abstracto, a que se pierdan en un mundo de formulas y

ecuaciones.
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4.2.- Medida en geometria

Uno de los problemas mas generales en el aprendizaje de los contenidos de la medida
se encuentra en relacion con la utilizacidn de los numeros para medir. En todo estudio
de formas geométricas es fundamental el estudio de sus medidas: longitud, area y
volumen. En el estudio de la medida hay dos aspectos, fundamentales, comparar y

contar. Asi como comprender que no es lo mismo medir y calcular.

Es importantes y es basico ser conscientes que en cursos anteriores, se estudiaron
algunos contenidos de medida como: unidades de medida, Sistema métrico decimal,
instrumentos de medida como regla, compas y transportador, Asi como algunas

propiedades geomeétricas, que se utilizaron para realizar construcciones geométricas.

Estos temas y propiedades se utilizaran para profundizar en el tema de la medida. Para
establecer la medida directa de una forma geométrica es preciso establecer una
comparacion entre ella y un patron establecido, que tendra una cierta graduacién de tal
manera que nos permita establecer la medida del objeto con la precision que
necesitemos. Se debe hablar de contenidos sobre la medida, una vez que se haya
introducido al tema a los alumnos. Sin embargo, uno de los aspectos mas
problematicos se deriva del tipo de magnitud: lineales, cuadraticas o cubicas, del objeto
a medir. Un ejemplo claro esta en el problema que se les plantea a los alumnos y
alumnas en la distincion entre la variacion del perimetro y del area de una figura al
realizar una transformacion no isométrica en ella, por ejemplo, la variacién del area de
un rombo al modificar sus angulos sin modificar la medida de los lados. Este problema
se acentua en el caso del volumen. La dificultad de los conceptos de longitud, area y
volumen, debida en parte a su grado de abstraccion y a su habitual representacion es

la raiz de este problema.

En este tema se pretende que el alumno establezca una unidad de longitud, una unidad

de area y una unidad de volumen.
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Que justifigue verbalmente si podria medir con una unidad de medida arbitraria,
superficies y volumenes de algunos cuerpos como el cono, esfera, etc...

Se trata de lograr que los estudiantes identifiquen que hay una manera de obtener
longitudes, areas y volumenes en forma directa (empirica) o indirecta (uso de formulas)
En la A6 se modificé el material de trabajo, se les entregd a los alumnos palitos,
tablitas, listones etc., y se les pidié que respondieran individualmente y posteriormente
en equipo las preguntas sobre el concepto de medida, y en la siguiente actividad se les
pididé hacer conclusiones en grupo.

Se observo que trabajaron adecuadamente individual y en equipo y algunos fueron muy
cuidadosos en observar y analizar su unidad de medida. A los equipos que se les
asignoé una barra de madera como unidad de medida, describieron su unidad en
términos de largo ancho y altura de la tablita de madera. A los equipos que se les
asigno popotes y listones la mencionaron como una unidad lineal.

En esta actividad lo que hicieron los alumnos fue definir que es medir y medir
longitudes, areas y volumenes. Las diferentes definiciones sobre ;Qué es medir?
Fueron aceptables y las diferentes medidas que hicieron fueron también aceptables a
acepcion que en algunos casos confunden medir la longitud de una mesa con largo de

la mesa, concepto que posteriormente se corrigiéo cuando trabajaron en equipo.

Fotografia 6

En la A8 se les pidid que contestaran un cuestionario relacionado con la definicién de
poligonos y su medida del perimetro, asi como la longitud de la circunferencia,
establecer unidades de area y volumen. Medir areas de las paredes del salén (con su
unidad de medida que se les asignd en una actividad previa) y pensar cdmo medir
volumenes de conos y esferas.

Los alumnos trabajaron adecuadamente, pero algunos alumnos incluso el equipo

presento dificultades en realizar su actividad pues en lugar de medir calcularon con
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férmulas la longitud de la circunferencia y el volumen del cono y la esfera. Otros

equipos contestaron aceptablemente pues asimilaron el concepto de medir.
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Fotografia 7

En la A9 se pide a los estudiantes que calculen el perimetro de algunos cuadrilateros,
poligonos y circulo. En seguida se pide describir en su cuaderno, las formulas de las
areas y volumenes de los siguientes casos segun corresponda: cuadrado, rectangulo,
triangulo, trapecio, trapezoide y circulo, cilindro, cono, prisma rectangular, cubo, prisma
octagonal, pirdmide triangular, piramide cuadrangular, piramide pentagonal y esfera.
Trabajaron adecuadamente el calculo de perimetros, areas y volumenes de figuras vy
cuerpos geometricos.

En la A10 en equipo y en grupo verificaron las formulas y se les pregunto ;Como
puedes saber que son correctas? Y también ; Como lo puedes demostrar?

En esta actividad los alumnos piensan que es correcta porque se la aprendieron de
memoria o la copiaron de los libros y no ven la necesidad o interés de demostrar.

En la A11 se les pidid seleccionar una figura, para argumentar la férmula de area o
volumen, y la mayoria seleccioné el triangulo y su argumento fue verbal.

En la A12 Lo que realizaron los estudiantes fue una actividad dirigida para justificar la
fébrmula para calcular el area del rectangulo. Algunos alumnos siguieron
individualmente la actividad y mostraron asombro, algunos otros no podian realizar
individualmente la actividad incluso mostraron confusién con el lenguaje, por ejemplo,
en la pregunta 7 ;Qué relacion hay entre el area del cuadrado grande (AG) y el area
del cuadrado chico (AM) y los rectangulos de area (A)?.

El alumno al leer relacion asumié que se le estaba preguntando “quiza” razén de

. . g . 1
semejanza y contesto que existia una relacion de 5
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En este ejercicio de justificacion de la formula de area del rectangulo en la pregunta 10
que dice: ¢De qué supuestos estas partiendo? Solamente un estudiante contesto que

las areas se suman.

4.3.- Calculo de areas por descomposicion y recomposiciéon de figuras

En este tema lo que se busca es que el alumno desarrolle la capacidad de sumar areas
en forma visual y razonada y manipule areas componiendo y descomponiendo figuras
geométricas. En la A13 se justifica el area del triangulo, insertando un triangulo en un
rectangulo, por otro lado un triangulo congruente se descompone de tal manera que se
coloque en los espacios vacios del rectangulo, se observa que el area del triangulo es
la mitad del rectangulo. Al final de esta actividad se generaliza para cualquier triangulo
insertado en el rectangulo.

En la A14 se justifica de la misma manera el trapecio. En la A15 se pide que justifiquen
el area del rombo y del romboide y describan con sus propias palabras. En esta
actividad los estudiantes insertan facilmente el rombo dentro del rectangulo vy
encuentran facilmente la formula. En el caso del romboide la mayoria de los alumnos lo
identifican como un paralelogramo e incluso escriben que se llama asi porque sus
lados son paralelos y encuentran que su férmula es igual a la de un rectangulo.

En la A16 Se pide que justifiquen el area de un poligono regular, en este caso la de un
hexagono. La actividad se desarrollé sin ningun problema, hasta que se llegdé a la
ultima pregunta de la actividad en la que hace referencia a un poligono de n lados, asi
es la pregunta ;Como podrias justificar que el area de un poligono regular cualquiera
de N lados es A = Pa/2? ; En la que “P” es el perimetro del poligono de N lados vy, “a”
es la apotema del poligono.

Algunos de los estudiantes la contestaron, la intencidn de esta pregunta es que los
estudiantes se enfrenten de una manera intuitiva a los procesos del calculo integral,
que junto con la siguiente actividad se forme un tipo de razonamiento o pensamiento de
repeticion infinita. La siguiente actividad es: A17 ;Cémo se te ocurre que podrias
calcular el area del circulo a partir de poligonos regulares inscritos? ;Seria exacto el

calculo? Podrias justificar que el area del circulo es A = mr?.
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Los alumnos mencionaron que el area del poligono inscrito podria ser una primera
medida del area del circulo. Otros alumnos mencionaron que esta medida no seria
exacta, pero para dar un calculo bastante aproximado de su area entre mas lados
tenga el poligono mas cercano sera el resultado. Para justificar el area del circulo, se
les hizo una sugerencia de que la apotema la aproximaran al radio del circulo. Los
alumnos sustituyeron el perimetro del circulo y la apotema por el radio y obtuvieron el

area.

4.4.-Circunferencia

Con una serie de actividades en esta seccién se obtuvo la formula empirica y tedrica
del perimetro y area de la circunferencia. En la A18. Mediante un experimento se
aproximo el valor de Pi.

Consistia en medir la longitud de la circunferencia y del diametro del mismo, y hacer la
division, para que ellos observaran como se aproxima el valor de Pi.

Posteriormente para encontrar teéricamente el perimetro de la circunferencia, se hizo
una nota histdrica para ubicar al gran Arquimedes y su Método de Exhaucion, despues,
se pidid dibujar una serie de poligonos regulares inscritos y circunscritos en la
circunferencia para observar como se aproxima el perimetro del poligono al perimetro
de la circunferencia por defecto y por exceso. Entre las Actividades se hizo un pequefio
repaso de las principales razones trigopnométricas, que supuestamente se estudiaron
en nivel de ensefianza media. También se utilizan otros conceptos que se estudiaron
en temas anteriores, como son: obtener la medida de los angulos de un poligono,
identificar un Angulo central, relacionar o comparar numero de lados de un poligono
con perimetro de circunferencia, que en este caso particular el alumno esta analizando
y elaborando supuestos (concepto de limite) en que caso seria igual el perimetro del
poligono y el de la circunferencia. También se establecié una relacién esquematica
entre el radio de una circunferencia como un lado del poligono y el otro lado de un
poligono como la mitad del angulo central del poligono inscrito, como se muestra en la
actividad A22
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En el dibujo se muestra la relacién del radio del circulo y la mitad del angulo centra. Los
alumnos aprendieron a expresar el angulo y a calcularlo, y con las funciones
trigonométricas relacionaron uno de los lados con la funcién seno (72°). Otra
presentacion de calculo de este objeto de estudio, perimetro de la circunferencia,
podria ser desarrollada con el teorema de Pitagoras.

Esta actividad la pudieron seguir los estudiantes y obtener el lado del poligono en
términos de la funcion seno y obtener el perimetro del poligono inscrito a la
circunferencia. Posteriormente realizo el mismo procedimiento pero con poligonos
circunscritos Con estas dos actividades los alumnos pudieron establecer la desigualdad
de la aproximacién de m por defecto y por exceso como lo hizo Arquimedes para el
numero de lados del poligono: 6, 12, 24, 48,96, etc. (A24).
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Fotografia 8

En la actividad A25. Los alumnos calcularon el area del circulo mediante
aproximaciones sucesivas, es decir, sumando areas de triangulos de un poligono
regular de n lados.

Posteriormente los alumnos calcularon el area de la circunferencia por aproximaciones
de poligonos inscritos, como se procedid6 en el calculo del perimetro de Ila
circunferencia. En esta actividad era necesario encontrar dos lados de un triangulo del
poligono inscrito en términos de las funciones trigonométricas: el lado de la base y la
altura o apotema. Algunos de los alumnos presentaron problemas, pues esta actividad
implica un proceso de razonamiento mas largo, porque el alumno tiene que repetir dos
veces el procedimiento uno para encontrar la base y otro para encontrar la altura, antes
de aplicar la férmula para el area del triangulo. En la A26 trabajaron un poco mas

rapido pues realizaron el mismo procedimiento pero para poligonos circunscrito.
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4.5.- Areas y volumenes de prisma, piramide, cilindro y cono

Una vez que se analizaron los elementos del prisma, se hizo un ejercicio con el prisma
hexagonal, posteriormente se hizo lo mismo con la piramide para después estudiar los
cuerpos de revolucion. Esta parte no se incluira en posteriores unidades didacticas,
Pues estudiar estos conceptos para su uso en demostraciones se necesita mas tiempo.
A pesar de que los estudiantes se desenvuelven en un mundo tridimensional carecen,
en muchos casos, de intuiciones espaciales. Este problema, bastante generalizado, se

basa en la dificultad para representar las formas espaciales en el plano.

Un elemento metodologico muy importante para conseguir desarrollar la capacidad de
vision espacial es la utilizacion de las nuevas tecnologias, tanto de los medios
audiovisuales como de distintos juegos y programas informaticos tridimensionales, que
simulan y permiten la visualizacion de las formas espaciales mediante una
representacion en el plano, potenciando el desarrollo de la abstraccién espacial de las

propiedades geométricas de las formas.

Otro de los recursos que puede ser util, para el trabajo con formas espaciales, es la
utilizacion de materiales manipulables. A partir del manejo de cuerpos sélidos, sus
cortes y truncamientos, se pueden identificar y analizar propiedades importantes de las

formas espaciales.

4.6 Examen

Se realizé un examen al final de la Unidad, como evaluacion formativa

Como parte de las actividades a realizar en la secuencia didactica, se aplico un
examen sobre la unidad didactica, el examen esta formado por 7 preguntas cabe
mencionar que de los problemas del examen 5 son problemas tipo de Olimpiada, el
examen fue contestado por 21 alumnos en un tiempo de 2 horas. Este examen permitié
detectar algunas fallas en la elaboracion del examen, avance en el razonamiento de los

alumnos asi como la comprension de algunos conceptos y manejo de algunos
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procedimientos, asi como detectar algunos problemas y tratar de modificar futuras
planeaciones de unidades didacticas. Mencionaré que se esperaba que contestaran los

alumnos, ¢ Qué hicieron los alumnos? :

1.- Determine la “formula” el area del sector del aro que se muestra en la figura |. El

radio interior es “r’ y el exterior es “R”.

Figura |
La respuesta esperada a esta pregunta, es que fijen la atencion a que es lo que se les
pregunta, después que apliquen el concepto de area del circulo y realicen los calculos
correspondientes. A=TTR2-Trr.
Un alumno escribe solamente la formula del area mayor. El 50% de los alumnos dan la
respuesta correcta y escriben una ecuacion en forma funcional y la otra mitad no lo
hace, el 15% de los alumnos hacen una justificacion verbal del resultado.
En la pregunta: 2.-
¢, Cuantos litros de agua le caben a un tinaco cilindrico de diametro igual a 2 metros y
que tiene un metro de altura? (1 litro de agua ocupa 1 dm3).
En este problema se esperaria que manejaran las unidades de area que son metros
cuadrados, y realicen la conversion a litros.
La mayoria de los alumnos hacen el calculo y ponen como resultado unicamente Tr,
quiza porque los metros cubicos los asocien a un numero no tan particular como 1. Un
numero menor de alumnos muestran dificultad con las unidades que se estan
manejando y no pueden convertir las unidades de volumen a litros de agua, y esto tiene
que ver con el razonamiento del concepto de proporcionalidad, es decir, 1m3=1000litros

como 1m3=x litros.
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En la pregunta 3 que dice:

En el primero de los dibujos que aparecen abajo hay tres cuadrados sombreados, de
un total de nueve; por tanto la fraccion de la figura es % =§.

¢, Qué fraccion de figura esta sombreada en cada uno de estos casos?

A DX

Figura Il
Lo que se esperaria es que manejen la descomposicion o recomposicion de las figuras
como se hizo en la actividad en clase. La mayoria de los lumnos obtuvieron el
resultado, de ésta la mitad de los alumnos hicieron un trazado en las figuras 3, 4,5y 7
para observar o justificar las areas. A los alumnos que dieron respuesta correcta
puede interpretar que el problema es muy simple lo cual se puede descartar pues es un
problema de olimpiada, o bien, los alumnos procesaron bien la idea de componer o

descomponer areas de poligonos regulares lo cual es muy probable.

4.- Tenemos un cuadrado de lado 10 cm. Calcula el area de la figura sombreada,

donde A, B, C y D son las puntos medios de los lados del cuadrado.

D

Figura Il

B

Algunos alumnos presentan respuesta incompleta y no argumentan.

Otras muestran respuesta correcta con escritura de relaciones Unicamente.

79



Un 20% hacen argumentacién correcta, muestran un trazo, que con el teorema de
Tales, algunos observan que la hipotenusa del triangulo menor es %2 igual que el resto
de la hipotenusa del triangulo restante, doblan el triangulo menor sobre la hipotenusa
del triangulo mayor, de la misma forma con los 4 triangulos y visualmente se observa

una cruz formada por cinco cuadrados completos.

0s un cuadrado de lado 10 cm. Calcula el area de la

ada, donde A, B, C y D son los puntos medios de los

Irado.
N=20ci
| | wia )
5 El prisma. Las longitudes de los lados de un prisma recto de base

Fotografia 9
5.-El prisma. Las longitudes de los lados de un prisma recto de base rectangular son

proporcionales a los numeros 1, 2, y 3. La superficie total del prisma es de 550 cm2.

Calcula el volumen.

3x

,"'7
- X

Figura IV
En esta pregunta se espera que expresen correctamente el area lateral, y obtengan el
valor de la x, y expresen el valor de cada lado del prisma, y posteriormente encuentren

el valor del volumen.
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La mitad del grupo no respondid la pregunta, de estos algunos dejaron indicado la
férmula del volumen, algunos otros dejaron indicado la formula de la superficie pero no
la igualaban al dato que se proporcionaba de la superficie. La mitad del grupo si
contesto adecuadamente la pregunta incluso algunos alumnos dibujaron el prisma

desarrollado para demostrar la superficie.

En la pregunta 6 se les presentd una figura y se pregunto lo siguiente: ;todos estos

paralelogramos tienen la misma area? ;Por qué?

Figura V
La mitad del grupo respondié que si, pero solamente algunos respondieron que si
porque tenian la misma base y la misma altura, se esperaba que algunos alumnos
descompusieran el paralelogramo en dos triangulos y observaran que son dos
triangulos de igual base e igual altura. No pudieron justificar de la manera que se
esperaba. La otra mitad del grupo no identificé que eran de igual area aunque en clase
se les mostro la misma figura pero con triangulos y en ese caso si respondieron

verbalmente que era la misma area triangulo.

7.- Para imprimir las revistas de la Olimpiada se han utilizado bobinas de papel que
tienen un diametro de 10 cm, conteniendo en su interior un tubo de 4 cm de diametro.
Sabiendo que la altura de cada una de ellas es de 1.5 metros y que el grosor del papel
es de 0.1 mm. Calcular aproximadamente los metros cuadrados de papel que contiene

cada bobina.
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Figura 6
En este problema lo que se espera es que el alumno razone en un primer momento lo
que se esta pidiendo, que identifique que conceptos aprendi6 como areas, volumen,
unidades de medida entre otras, y como relacionarlos para resolver una situacion que
se le presenta en su vida cotidiana. Y no la vean como un problema de solucion en
clase.
Lo que se observo fue lo siguiente:
El 5% de los alumnos no hizo nada. El 25% de los alumnos no establece la forma
funcional del volumen, hace operaciones que no es la forma completa ni correcta del
volumen, no sabe en qué unidades esta trabajando y escribe un resultado que no es el
correcto. Casi un 40% Los alumnos empiezan a reconocer que en un primer paso se
calcula el volumen del rollo de papel.
Algunos escriben que el volumen es igual al cilindro grande menos el cilindro pequefo
pero unicamente lo dejan indicado (3). Otros escriben la formula correcta pero cometen
errores al elevar el radio al cuadrado; lo multiplican por dos, otros escriben el resultado
incorrecto y otros sin unidades de medida o unidades incorrectas. Un 20% de los
alumnos calculan unicamente el volumen pero presentan la forma funcional del
volumen con las unidades de medida llegan al resultado correcto con sus unidades (1)
presenta error al elevar al cuadrado; lo multiplica por dos. Y Otro escribe el resultado y
en lugar de unidades escribe volumen de hojas. Aproximadamente un 15% de los
alumnos saben que se les esta solicitando: metros de papel y llegan al resultado.
Adicionalmente, se realizdé la evaluacion de la actitud individual del alumno con
respecto a la asignatura y al grupo, es decir, si asistio regularmente a clase, si realizé
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las tareas propuestas en la misma o fuera de clase, si participd en las discusiones
grupales, si respetd la opinidn de sus companeros, asociada con los puntos anteriores,

se asigno una calificacion final.
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5.- Conclusiones:

En este trabajo se ha desarrollado una Unidad Didactica consistente con un modelo de
disefio y en un enfoque con el modelo de educacion en ciencias y humanidades. Ha
permitido identificar la necesidad de contar con una orientacion clara de como se
disefia una unidad didactica y qué elementos debe considerar, la cual representa un
aprendizaje importante en la formacién didactica de todo profesor, no importa el area
donde se desarrolle.

En la U.D. elaborada, se utilizé un tipo de ensefianza: aprendizaje por descubrimiento
guiado, propuesta por Ausubel, la estrategia didactica consiste en un acercamiento
progresivo de las ideas de los alumnos a los conceptos matematicos, que no solo tenga
la intencion formativa, sino también una formacién en el desarrollo de habilidades de
pensamiento, especificamente asociadas con la resolucion de problemas y la
argumentacion de las soluciones.

Enla U.D. Que se disefid, se planted6 como propdsito promover formas incipientes de
razonamiento y argumentacion en las Matematicas en un tema de geometria:
longitudes, areas y volumenes. Después de aplicar la unidad didactica y analizar los
resultados de las actividades realizadas y los productos elaborados por los alumnos se
puede afirmar que es posible a partir de un disefio adecuado de U.D., como la que aqui
se presenta con algunos ajustes, promover ese aspecto de la formaciéon en
matematicas de un estudiante de bachillerato, especificamente se pueden enunciar las
siguientes conclusiones:

e En términos generales los alumnos perciben los problemas como algo que
requiere una solucion y no precisamente para justificar o argumentar su
solucion.

e La actitud de la mayoria de estudiantes se asocia, como es de esperar, con la
aprobacion del docente ante cada procedimiento que hacen o realizan.

e Los esquemas de prueba que son mas frecuentemente usados son aquellos en
los cuales los problemas que contienen datos numéricos y que demandan

informacion del mismo tipo.
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No trabajan con generalidades, recurren a casos para validar su respuesta e
incluso uno solo puede bastarles como demostracion.

En particular los esquemas perceptuales y de manipulacion de objetos concretos
estan arraigados a su forma de pensamiento, por ello es importante valorar
todos los esfuerzos de los estudiantes en la resolucién de los problemas de
geometria. Ello permite ubicar que sus métodos corresponden en gran medida a
las etapas de desarrollo historico de la geometria y de sus formas de
demostracion.

Al parecer no tienen dificultades cuando se trata de justificar afirmaciones a
partir de manipulacion de objetos concretos y que se asocia con procesos de
medicion. Eso corresponde con el que aun se ubican muchos de ellos en la

etapa de operaciones concretas segun Piaget.

Adicionalmente se identificaron algunas problematicas que no apoyan el propésito que

se persiguid en este trabajo y que estaban relacionadas con el disefio de las

actividades a realizar dentro y fuera del aula:

Se identificaron algunas dificultades, relacionadas con la disposicion de los
alumnos para realizar actividades fuera del aula.

Aun cuando son tematicas trabajadas en la primaria y secundaria presentan
dificultades con el manejo de unidades asociadas con unidades de area y
volumen.

La predisposicion o vision de lo que representan las matematicas y su
aprendizaje como el solo aplicar férmulas para resolver problemas.

La formacién previa en matematicas de los estudiantes orientados solamente a
procesos de tipo algoritmico y memoristico.

La falta de claridad sobre la importancia de las matematicas en su formacién
como alumnos de bachillerato y en el desarrollo de habilidades de pensamiento

como la demostracion o la argumentacion.
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También se identificaron algunas dificultades relacionadas con el disefio de la unidad
como el contar con elementos mas elaborados para identificar hasta donde es posible y
de qué forma es posible que un alumno sea capaz de reconocer la necesidad de
demostrar o argumentar en matematicas como un elemento util de su desarrollo como
persona. También es necesario ajustar algunas actividades a las condiciones reales del
grupo en el que se esté trabajando.

En lo que se refiere a las forma de evaluacion falto incluir algun instrumento de
autoevaluacion sobre lo aprendido en la U.D. ya que puede servir como una buena
herramienta de evaluaciéon formativa, sumativa y de reflexion de tipo metacognitivo
que dé cuenta el punto de vista del estudiante sobre su aprendizaje, por ello resulté ser

una de las debilidades detectadas.
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Anexo |

UNIDAD DIDACTICA

Estudio de los temas de longitudes, areas y volumenes en el curso de Matematicas |l

del CCH (uso de la justificacion o argumentacion)

Introduccién

La unidad didactica pretende contar con un trabajo organizado que facilite la forma de
actuacion del profesor en el aula. El profesor debe tener una actitud de guia y apoyo
para que el alumno aprenda. A continuacién se describe la secuencia global de la
Unidad Didactica que aqui se presenta.

En el tema Razones entre perimetros y razones entre areas de triangulos semejantes,
se hace una revisién de los conceptos como razén, proporcion, razon de segmentos,
razon de escala en dibujo, conceptos sobre propiedades de semejanza de triangulos.
Posteriormente estos conceptos de desarrollan o especificamente en las siguientes
actividades en donde miden lados triangulos vy calculo de razones entre ellos,
tomando en cuenta o reforzando los conceptos donde haya mas problematica en el
conocimientos previos detectados en los alumnos. Posteriormente los perimetros de
triangulos semejantes y lo establecen como razén, al mismo tiempo se enfrenta a que
generalicen. También se trabaja con la razén de areas de triangulos semejantes.

En lo que se refiere al tema medida en geometria, se pretende que los alumnos
comprendan que en el proceso de medir longitudes areas y volumenes depende de la
unidad de medida que se tome en cuenta. Ademas que justifiquen y comprendan que
medir es un proceso en el que se compare la unidad de medida con la cualidad a medir
y asignar un numero a esa cantidad. También que aprendan y definan conceptos como
poligono, circunferencia, cuadrilatero y justifiquen o verbalicen como medirian su
perimetro y area, que es diferente a calcular con las formulas. Una vez que identifican
las formulas, que piensen como se les acurre demostrar alguna de ellas, o por qué, es
asi la formula. Posteriormente realizan una actividad guiada para justificar la formula

del area del rectangulo.
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En el tema Calculo de areas por descomposicion y recomposicion de figuras, se trabaja
con el triangulo como recomposicidon de un rectangulo para que los alumnos
encuentren relaciones y justifiquen las formulas del area del triangulo, de igual forma
para trapecio rombo y romboide, finalmente con el hexagono y llegando a la
justificacion de la formula del area del circulo (calculo indirecto).

En el tema de Circunferencia, se requiere que los alumnos realicen una medicion
aproximada del perimetro de la circunferencia, es decir una aproximacion directa con
instrumentos como reglas, listones etc., de objetos circulares.

En este tema también se incluye el tema de Arquimedes y el método de exhaucion en
donde se plantea como una forma de aproximarse a la justificacion de la férmula del
perimetro y area de la circunferencia como un concepto intuitivo del limite. En esta
parte se hace una revision de las principales razones trigonomeétricas, y mediante una
actividad guiada el alumno va siguiendo en procedimiento, como un ejercicio de
razonamiento guiado.

En el ultimo tema, areas y volumenes de prisma, piramide, cilindro y cono, se estudian
elementos de prismas y piramides, asi como el estudio de la generacion de los
llamados cuerpos de revolucion, se les pide que describan como obtendrian el area de
prismas y piramides. También como medirian el volumen de prismas y piramides y
también que trataran de demostrar como se obtiene las formulas del volumen de los

cuerpos.

La unidad didactica cuenta con la siguiente tematica

1.-Razones entre perimetros y razones entre areas de triangulos semejantes, A1-A5
2.- Medida en geometria, A6-A12

3.- Calculo de areas por descomposicion y recomposicion de figuras, A13-A17
4.-Circunferencia, A18-A26

5.- Areas y volumenes de prisma, piramide, cilindro y cono, A27- A41
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Contenidos

Contenidos conceptuales

Razon, proporcion, semejanza, perimetro, area, volumen, medicidon, unidades de

medida, descomposicidén, recomposicion, figuras geométricas, cuerpos geomeétricos

Contenidos procedimentales:

Resolucién de problemas

Comparacion de longitudes, areas y volumenes

Argumentacion de afirmaciones (saber hacer)

Representacion e interpretacion de figuras y métodos de calculo de longitud

areas y volumenes.

Contenidos actitudinales

Que los alumnos:

Asuman una actitud positiva hacia el aprendizaje de las matematicas.
Reconozcan la importancia de las matematicas en el desarrollo de la civilizacion
y resolucion de problemas practicos.

Asuman una actitud positiva ante los problemas que abordan a fin de superarlos
y resolverlos adecuadamente.

Establezcan comunicacion en forma respetuosa y argumentada, en la discusion
de los temas que se trabajan en el aula.

Reconozcan en las matematicas a la argumentacion y justificacion como formas

basicas de establecer el conocimiento matematico.

1.- Razones entre perimetros y razones entre areas de triangulos semejantes

A 1. Cuestionario

Contesta en tu cuaderno, lo que se te pide a continuacion:

1.- ¢, Qué entiendes por razén?

2.- ¢ Qué entiendes por proporcion?
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3.- Como interpretas las siguientes afirmaciones
Un segmento esta en razon 2 a 1 con otro segmento.

Un segmento esta en razon 1 a 2 con otro segmento.

4. Si se te pide que dibujes un terreno en una escala 1: 200. ;Cémo se interpreta o
qué quiere decir?

5. ¢ Cuando 2 triangulos son semejantes?

6. ¢ Qué debe cumplirse para que dos triangulos sean semejantes?

7. ¢ Todos los triangulos equilateros son semejantes? (justifica tu respuesta)

8. ¢ Todos los poligonos regulares son semejantes? (justifica tu respuesta)

A 2. Ejercicio de triangulos semejantes

Se tiene un triangulo rectangulo ABC con las medidas que se indican en la figura 1

A

Figura 1

Dibuje un triangulo semejante A'B'C’ que sea el “doble de tamano” del triangulo
ABC.

Al comparar los lados del triangulo A'B'C’ con el triangulo ABC se observa que

existe entre sus lados una relacion. ;Cual es?

Es decir, mientras que el

Ellado A'B" mide cm, el correspondiente lado AB mide cm.
El lado B'C" mide cm, el correspondiente lado BC mide cm
El lado C'A” mide cm, el correspondiente lado CA mide cm.
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Al calcular las siguientes razones entre los lados de los triangulos obtenemos:

A'B/AB = B'C’/BC= C'A/CA=

En consecuencia se puede establecer que:

A'B/AB=B'C/BC=C'ATCA=___

Esto confirma que existe una razén de proporcionalidad, entre los lados constantes

igual a

Es comun denominar esta razon con la letra K, por lo que podemos escribir
K=__
¢, Qué resultado esperas obtener si ahora calculas la razon entre el triangulo ABC, con

respecto al triangulo A'B'C'?

AB/A'B'=BC/B'C'=CA/C'A’=

Podrias decir 4 cual es la razon de proporcionalidad entre los lados? K’ =

A 3. Relacion de proporcionalidad entre Perimetros de triangulos.

a) Dado que los lados de triangulos semejantes son proporcionales, es decir la razon
del lado de uno de ellos es un multiplo del otro. ; Qué relacion crees que existe entre el
perimetro de un triangulo dado y el perimetro de un triangulo semejante a él? Justifica
tu respuesta.

b) ¢ Cémo podemos calcular la razén entre los perimetros de triangulos semejantes?

c) Vamos a partir de la figura 1 de la actividad 2:
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Figura 1

d) Calcula el perimetro del triangulo ABC
e) Calcula el perimetro del triangulo A'B'C’

f) Calcula la razén entre los perimetros de A'B'C" y ABC

perimetroA’B’C’

perimetro ABC

g) Calcula la razén entre los perimetros de ABCy A'B'C’

perimetro ABC

perimetro AB'C"

h) El perimetro del AA'B'C" es veces el perimetro del AABC o de otra

manera, el perimetro del AABC es del perimetro del. AA'B'C’

i) Considera ahora el caso general. Dibuja un triangulo y otro semejante de tal forma
que la razén de los lados triangulo grande A'B'C” a los lados del triangulo pequefio
ABC sea K. Observa que no es necesario dar medidas especificas solo supon que asi
es.

Si llamamos a los lados AB=a; BC=by AC=cyA'B'=a’; B’ C'=b"y A'C’=c’

Cuanto valen las razones:

a'la;b’/byc’lc

Calcula el perimetro del triangulo ABC

Calcula el perimetro del triangulo A'B'C’
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Calcula la razén entre los perimetros de A'B'C”" y ABC

perimetroA’B’C’

perimetro ABC

Considera que a’/a =K,

b/b=Kyclc=K

P p erimetroA'B’C’
:Como queda la razéon =00 = = ?

perimetro ABC

¢ Cual es la conclusidn general para la semejanza de perimetros de triangulos
semejantes?

PerimetroA’B'C" = Perimetro ABC

A 4. Resuelve el siguiente problema:

La razén entre el radio del circulo pequefio y el circulo grande es de 1/3. La cuerda del
circulo grande vale 78, y el segmento que une al punto de la cuerda con el punto al
extremo del diametro es tangente al circulo pequefio. Encontrar el valor del radio R1 y
el de R2?

¢, Cuanto vale la razon de los perimetros del triangulo grande al triangulo pequefio de la

figura 2?

2/

Figura 2
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A 5. Razén entre areas de triangulos semejantes

Considera el triangulo de la actividad A2 vy dibuja un triangulo semejante al que se

muestra.

Figura 1

a) ¢,Cuanto vale la constante de proporcionalidad que elegiste?
K=

b) Ahora vamos a comparar las areas de ambos triangulos.

Escribe la férmula del area de un triangulo

c) Calcula el area del triangulo A'B'C’

d) Calcula el area del triangulo ABC.

e) ¢, Cuantas veces cabe el area del triangulo ABC en la del triangulo A'B'C"?

El triangulo de ABC cabe en el triangulo A'B'C” en consecuencia el area
del AA'B'C’ esta con el area del AABC en una relaciéon de

(Escribe en palabras)

Areaodel o AA'B'C"
Area o del - AABC
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f) ¢ Como se relaciona la constante de proporcionalidad de los lados con esta constante
de las areas? Es decir si llamamos K" a la constante obtenida, qué relacion hay entre K

y K” ¢ Podrias demostrar que en general K'= (K)27?

Discute con tus companeros el razonamiento y escribelo a continuacion en forma
detallada. Una vez obtenido el resultado comparenlo con otros equipos en forma de

plenaria.

2.- Medida en geometria

¢ Qué es medir longitudes areas y volumenes?

A 6. Medir

Formar equipos de 3 o 4 estudiantes y entregar listones de diferente tamafo a cada
equipo. Consideren el trozo de liston, que usaran como unidad de longitud. Asignen en
Su equipo un nombre a esa unidad. Usando su unidad de medida, mida el largo y
ancho de una mesa. Indiqgue de qué manera pueden medir su area mediante el liston.

Respondan en su cuaderno, el siguiente cuestionario.

1.- ¢ Como se llama su unidad de medida?

2.- ¢ Cuanto mide la longitud de la mesa?

3.- ¢ Cuanto mide el area de la mesa?

4.- 4 Que es medir?

5.- 4 Que es una unidad de medida?

6.- ¢ Qué caracteristicas tiene una unidad de medida?

7.- ¢ Desventajas de usar su unidad de medida?

A 7. Discusion grupal de las respuestas obtenidas: elaboracion de conclusiones
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Perimetro de poligonos regulares y algunos volumenes de cuerpos regulares

A 8. Responde en tu cuaderno, las siguientes preguntas:

1.- ¢, Qué es un poligono?

2.- i Como se obtiene el perimetro de un poligono regular?

3.- ¢, Como se puede medir la longitud de la circunferencia?

4.- ; Como obtendrias la longitud del diametro de la circunferencia?

5.- 4 COmo establecerias una unidad de area y una unidad de volumen?

6.- ¢ Se podria medir con tu unidad de medida las areas de las paredes del salon?

7.- ¢,.Se podria medir con tu unidad de medida el volumen del sal6n?

8.- ¢Como medirias el volumen de un cono, de un cilindro y una esfera? Indica
detalladamente el procedimiento.

Discute tus respuestas con tus companeros de equipo y elabora las conclusiones a las

que llegaste. Entrega por escrito un reporte breve de ellas.

A 9. Discutir con tu equipo cémo se calcula el perimetro de figuras geométricas.

En el caso de tridngulos, cuadrilateros, poligonos, circulo. En seguida escribe en tu
cuaderno, las formulas de las areas y volumenes de los siguientes casos segun
corresponda: cuadrado, rectangulo, triangulo, trapecio, trapezoide y circulo, cilindro,
cono, prisma rectangular, cubo, prisma octagonal, piramide triangular, piramide

cuadrangular, piramide pentagonal y esfera.

99



Llena la tabla 1 que se muestra a continuacion

Tabla 1

Figura y Nombre

Parametros

Area

Volumen

TRIANGULO

CUADRADO

RECTANGULO

ROMBO

PARALELOGRAMO

POLIGONO REGULAR

CIRCULO

ELIPSE

CUBO O HEXAEDRO

TETRAEDRO

PRISMA RECTO

PARALELEPIPEDO
RECTANGULAR

PIRAMIDE REGULAR

CILINDRO

CONO

ESFERA

A 10. Considera la tabla que contiene las “formulas correctas” para el calculo en

cada caso solicitado en la actividad anterior. Se les entrego una hoja aparte con

las féormulas como la siguiente:
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Cuadro de Areas y volumenes de algunas figuras y cuerpos

NOMBRE AREA VOLUMEN
cuadrado I=lado -
A=L2
rectangulo a=altura
b=base A=axb
triangulo h=altura
b=base A=bxh/2
trapecio B=base mayor
b=base menor A=(b+B)xh/2
h=altura
cilindro rl]"=ra|tdio Aotal = 2nr(h+r) V = arl. h
=altura
cono r =radio A — a2 a2 h
_h =altura total g V= 3
g=generatriz
prisma axb=area de la
rectangular base A = 2(a+b)h + 2xaxb V = axb xh
h=altura
cubo I=lado
A=61 V=3
prisma a=apotema del
octagonal triangulo A = Ix8xh + Ix8xa/2 V = pxaxh/2
[=lado del
octagono
h=altura
piramide
triangular area base x h
perim.base x ap.lat V= 3
= > + area base
piramide A perim.base x ap.lat + area base _area base x h
cuadrangular 2 3
pira’mide A= perim. base x ap. lat + area base — M
pentagonal 2 3
esfera
A = 4nr? V= imj

Fuente: (Galdds 1995).
Identificar cuales escribieron correctamente.
¢, Como puedes saber que son correctas esas férmulas?

¢, Coémo lo puedes demostrar? Explica brevemente
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A 11. Asignara una figura para argumentar formula

Agrupados en equipos de 4 se les asignara una figura para que, a partir de la formula
conocida intenten, mediante argumentos matematicos, demostrar por qué es asi la

férmula. Rectangulo, Triangulo, Rombo, Trapecio, Circunferencia.

INTRODUCCION A LA DEMOSTRACION, ARGUMENTACION O JUSTIFICACION EN
MATEMATICAS

A 12. Justificacion de la féormula para calcular el area del rectangulo

Considera que conoces el area de un cuadrado de lado x y que esta es x2. Considera
un rectangulo de lados a y b donde a es el lado menor y b el lado mayor. Vamos a
justificar que el area de ese rectangulo, que llamaremos A, es a por b. Para hacerlo
considera 4 rectangulos iguales que vas a colocar uno junto con el otro de tal manera

que formen un cuadrado como se indica la figura 3.

x AM

b a Figura 3

Contesta en tu cuaderno las siguientes preguntas
1.- ¢ Qué figura se forma en el centro del cuadrado mayor?

2.- icomo sabes que es esa figura?
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3.- ¢, Cual es el area del cuadrado mayor que se ha formado?
4.- Si llamanos AG al area de ese cuadrado escribe la expresion algebraica para esa

area

5.- 4 Cuanto vale x de la figura en términos de a 'y b?
6.- Si llamamos AM al area del cuadrado pequefo en el interior del cuadrado grande

¢cuanto vale esa area? Escribe una expresion algebraica para ella

7.- Qué relacion hay entre el area del cuadrado grande (AG) y el area del cuadrado
chico (AM) y los rectangulos de area (A).

8.- Como puedes observar, no conocemos el valor de A, para hallarlo, sustituye en la
relacion que hallaste las expresiones algebraicas de cada una de las areas AG y AM,

simplifica y despeja el valor de A. ; Qué es lo que se obtiene?

9.- De esta forma estas justificando que el area de un rectangulo es:

10.- ¢ De qué supuestos estas partiendo?

11.- ¢ Que suposiciones hiciste sin haberlas escrito?

3.- Calculo de areas por descomposicion y recomposicion de figuras

A 13. Justificacion del calculo del area del Triangulo.

Se tienen dos triangulos dividido por una de sus alturas en dos mas pequefios. Si

recortas uno de ellos y lo acomodas junto con el otro como se indica en la figura 4.

¢ Qué figura se forma?

Figura 4
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Responder en tu cuaderno:

¢, Qué letra representa la base de ese rectangulo?

¢ Qué letra representa su altura?

¢ Qué parte del area total de rectangulo le corresponde al area del triangulo?
¢, Como se expresa la férmula para obtener el area de un triangulo?

¢, Qué suposiciones has considerado en este caso?

Considera la figura 5:

Figura 5
¢, Se puede obtener la misma conclusién si cambiamos la forma del triangulo que esta
dentro del rectangulo para todos los casos? 3, Cémo lo puedes justificar?

Auxiliate de la figura 6:

Figura 6
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A 14. Justificacion para area del trapecio.
Instrucciones. Considera dos trapecios iguales recorta la zona punteada del trapecio de

abajo pégalos como se indica en la figura 7, para que formes un rectangulo.

=

Figura 7

Responde en tu cuaderno:

¢, Cuanto vale el area de ese rectangulo?

¢ Qué fraccion del area total del rectangulo formado le corresponde a la del trapecio?

¢, Como se expresa la férmula para el area del trapecio?

¢, Qué suposiciones has considerado en este caso?

¢, Coémo se puede construir un argumento que incluya a todos los casos posibles de

trapecios?

A 15. Justificacion del area del rombo y el romboide.
Si procedes de la misma manera que en la actividad anterior realiza la justificacion de
las férmulas para calcular el area del rombo y el romboide, describelo con tus propias

palabras.

Figura 8 Figura 9
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A 16. Justificacion del area de un poligono regular.
Deducir la formula del area de un hexagono.
Considera un hexagono regular de lado L y apotema a (altura de un triangulo que

forma el hexagono)

Figura 10

Divide el hexagono en seis triangulos iguales como se indica en la figura 10. ¢ Cuanto

vale el area de un triangulo en funciéon de L y a?

Por lo tanto, ¢ Cuanto valdra el area del hexagono?

Si expresas la cantidad que corresponde con la suma de las longitudes de los lados
como el perimetro P, ;Cémo queda la férmula del area? ;Corresponde con la formula

que conoces?

¢, Coémo podrias justificar que el area de un poligono regular cualquiera de N lados es
A =Pa/2? ; En la que “P” es el perimetro del poligono de N lados y, “a” es la apotema

del poligono. (DESCRIBE COMO HARIAS EL RAZONAMIENTO)
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A17. Area del circulo
¢, Como se te ocurre que podrias calcular el area del circulo a partir de poligonos
regulares inscritos? ¢Seria exacto el calculo? Podrias justificar que el area del circulo

es A = mr?

4.-Circunferencia
Calculo aproximado del perimetro de la circunferencia. Obtencién empirica de la

formula

A 18. Vamos a obtener mediante un experimento el valor aproximado de Pi

Materiales: Tapas de frascos de diferentes tamafo, aros o bastidores circulares, un
metro de liston, regla o escuadra graduada.

Procedimiento:

Coloca el liston y marca con la mayor precision posible la longitud necesaria para medir
la circunferencia de uno de los objetos circulares.

Mide con la mayor precisidon posible el diametro de la circunferencia y anétalos en la
tabla 2.

Tabla 2
Objeto Longitud de la | Longitud del | Perimetro entre
circunferencia diametro longitud del diametro
Uno
Dos
Tres
Cuatro

Como puedes observar en todos los casos, se obtiene un valor aproximado a la

constante denominada pi ( & ).
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A 19. Lectura del calculo teérico del perimetro de la circunferencia

Arquimedes y el Método de Exhaucién

Se suele citar a Arquimedes como un gran matematico y uno de los primeros en
obtener el valor del perimetro y el area del circulo. Para aproximar el valor del
perimetro de un circulo lo hace a partir de considerarlo como un poligono regular que
tiene un numero de lados cada vez mayor y que cuando se aproxima a infinito se

obtiene el perimetro del circulo, es decir la longitud de su circunferencia.

El mismo método funciona para el calculo del area, el método que usa es por
aproximaciones sucesivas. En su libro Sobre La Cuadratura de la Parabola, nos
presenta el conocido Método de Exahucion (Agotamiento). De un modo sencillo puede
describirse asi: dada una region cuya area deseamos determinar, se inscribe en ella
una region poligonal que se aproxime a la dada, y cuya area sea conocida o de facil
calculo; ella sera una aproximacion por defecto. Luego se elige otra region poligonal
circunscrita que dé una aproximacion por exceso, continuandose el proceso tomando
cada vez poligonos de mayor numero de lados y que tiendan a llenar la regién dada

inicialmente, como se muestra en la figura 11.

Figura 11

A 20. Dibujo de poligonos en la circunferencia
Dibuja una serie de poligonos regulares inscritos y circunscritos en la circunferencia
para observar como se aproxima el perimetro del poligono al perimetro de la

circunferencia. Considera una circunferencia de radio unidad. (3, 6, 12, 24, 48, 96)
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A.21. EIl método de exhaucion de Arquimedes

Con este método se puede calcular aproximadamente el perimetro de la
circunferencia, mediante poligonos regulares de 6,12, 24, 48, 96,.... Inscritos y
circunscritos. A partir de ahi podemos obtener el valor de Pi cuando consideramos una
circunferencia de radio igual a 1 y tomamos la mitad de ella dado que su perimetro

seria 21(1)=21 , al comparar el perimetro de la circunferencia de radio unidad con los

perimetros inscritos y circunscritos de los poligonos regulares.
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Repaso de razones trigonométricas

Figura 12

El triangulo ABC es un tridngulo rectangulo en C; lo usaremos para definir las razones

seno, coseno Yy tangente, del angulo «¥, correspondiente al vértice A, situado en el
centro de la circunferencia.
El seno (abreviado como sen, o sin por llamarse "sinus" en latin) es la razén entre el

cateto opuesto sobre la hipotenusa.

.~ CB a
s o = E =z
El coseno (abreviado como cos) es la razéon entre el cateto adyacente sobre la
hipotenusa,
AT b
CosSoy = E =7

La tangente (abreviado como tan o tg) es la razén entre el cateto opuesto sobre el

cateto adyacente,

oy
I

tano = =

1

i1
b

0

k.
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A22. Perimetro de la circunferencia mediante aproximaciéon por poligonos
inscritos.

Consideremos una circunferencia de radio r. Un poligono inscrito queda perfectamente
definido por su numero de lados n, y el lado | del poligono. Para poder comparar su
perimetro que es nl con el de la circunferencia, debemos considerar el valor de | en
términos del radio de la circunferencia. Para ello consideremos la figura siguiente, en el
caso de un pentagono inscrito en la circunferencia de radio r.

Primeramente consideraremos que, para dibujar el pentagono necesitamos dividir 360
grados entre cinco, que nos da 72 grados que corresponde al angulo central de los
triangulos que forman el pentagono. En general si tuvieramos un poligono de n lados
dividiriamos 360/n para hallar el angulo central de cada triangulo.

En el caso del pentagono, para hallar el perimetro necesitamos establecer una relacion
entre el radio y el lado del pentagono que corresponde con la base del triangulo ACB
de la figura cuyo angulo a considerar es la mitad del angulo central (que es 360/5) es
decir 36 grados. En el caso general para un poligono de n lados seria 180/n. Para el

caso de la figura 13, usaremos la funcion seno de la cual se tendra:

l
180°. ()

sen(
r

Figura 13
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De la ecuacion anterior se obtiene que:

o

180
—)

[ = 2rsen(

Sabiendo que el perimetro del poligono inscrito P(i) es:
P(i) =nl

Y sustituyendo el valor del lado, tenemos:

(o]

180
—)

P(i) =nl =n2rsen(

Ordenando tenemos:

180°
n

P(i) = nl = 2nrsen(

)

El perimetro quedara en general para un poligono de lado n:
. 180° L
P(i) = 2nrsen(T) Ecuacién 1

Con esta expresion podemos calcular el perimetro del poligono inscrito, conociendo
solamente el numero de lados y su radio.
Obsérvese que si tomamos el radio igual a 1 y n=5, la relacién queda

180°
=)

P(i) = 2(5)(1)sen(

P (i) =5.87852522

Que es menor a 2(Pi)
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A 23. Perimetro de un poligono circunscrito en funciéon del numero de lados y el
radio del circulo.

De la misma manera que procedimos en el caso anterior, para un poligono circunscrito
de lado L queda perfectamente definido por su numero de lados n, y el radio r, por tanto
podemos determinar cual es su perimetro en funcion de esos parametros, a la vista de
la figura 14, tenemos que, si relacionamos el lado CB y el lado CA = r, la funcion

trigonométrica adecuada sera la tangente del angulo:

. (1800) (%)

n r

Figura 14

De la ecuacion anterior se obtiene que:

o

L = 2rtan(

)

n
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Sabiendo que el perimetro del poligono circunscrito P(c) es:
P(c) =nL

Y sustituyendo el valor del lado, tenemos:

P(c) = nL = n2rtan (15:)0)

Ordenando tenemos:

P(c) =nL = antan(%) ecuaciéon 2

Con esta expresibn podemos calcular el perimetro del poligono circunscrito,
conociendo solamente el numero de lados y su radio.

Nuevamente considera el caso del pentagonoconr=1yn=5

180°
P(¢) = 5L =2(5)(Dtan(——)

P (c) = 7.26542528
Que es mayor a 2(pi)

Ahora regresemos al problema original ;como calcular el perimetro del circulo de radio
r a partir de los poligonos inscrito y circunscrito?
De la ecuacion 1y 2, se puede observar que para el caso del pentagono se tiene

P (i) < Perimetro del circulo < P(c)

Recordemos que ya sabemos que el perimetro de la circunferencia es P= 2nr. Y que

sir=1 el perimetro sera P= 2.
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A24. Ahora consideremos las formulas halladas para P (i) y P(c) que

corresponde a la ecuacion 1y 2.

80°

—)

180°
n

1
P(i) = 2nrsen(

P(c) =nL = 2nrtan(

En ambos casos aparece el 2r pero no el valor de 1 Ademas, podemos afirmar que se
cumple que
180° ; . 180°
2rnsen(T)< Perimetro del circulo < Zrntan(T)
Tomando en cuenta que el perimetro del circulo es 2nr. Podemos concluir que:
180° 180°
Zrnsen(T)< 2nr < Zrntan(T)

Dividiendo entre 2r toda la desigualdad queda:
180° 180°
nsen(T)< < ntan(T)
Podemos aproximar como lo hizo Arquimedes el valor de Pi por defecto y por exceso
para n =6, 12, 24, 48, 96, 144, etcétera.

Por ejemplo para n=6

6sen(¥)< T < 6tan(%)
3.000000000000< m < 3.464101615137

. . 180° 180° .
Usa la desigualdad anterior nsen(T)< < ntan(T) para diferentes valores de ny

llena la tabla 3, que sigue realizando el calculo para n que se indica en ella
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n lados

12

24

48

96

192

384

768

Método de

Arquimedes

Tabla 3

valor de =

defecto)
3.000000000000

3.105828541230

doblando

(por |valor de =

el

exceso)
3.464101615137

3.215390309173

numero de lados

(Arquimedes, calculando a mano llegd hasta el caso n=48)

lados

12

24

48

96

192

384

Tabla 4

valor de 7 (por defecto)

3.0000000000000000

3.1058285412302492

3.1326286132812382

3.1393502030468671

3.1410319508905096

3.1414524722854620

3.1415576079118575

valor de 7 (por exceso)

3.4641016151377546

3.2153903091734725

3.1596599420975005

3.1460862151314350

3.1427145996453683

3.1418730499798238

3.1416627470568485

(por

k

veces
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768

1.536

3.072

6.144

12.288

24.576

49.152

98.304

196.608

393.216

786.432

1.572.864

3.145.728

6.291.456

3.1415838921483183

3.1415904632280500

3.1415921059992714

3.1415925166921574

3.1415926193653840

3.1415926450336908

3.1415926514507675

3.1415926530550367

3.1415926534561041

3.1415926535563710

3.1415926535814378

3.1415926535877044

3.1415926535892710

3.1415926535896625

A25. Calculo del area del circulo

¢, Cémo podemos calcular el area de un circulo?

Una primera aproximacion al calculo del area:

3.1416101766046894

3.1415970343215261

3.1415937487713519

3.1415929273850969

3.1415927220386137

3.1415926707019980

3.1415926578678444

3.1415926546593059

3.1415926538571713

3.1415926536566377

3.1415926536065044

3.1415926535939711

3.1415926535908377

3.1415926535900544

Si nosotros dibujamos un circulo, podemos dibujar un poligono regular de n lados

inscrito en él, como se muestra en la figura 15.
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Figura 15

Si hacemos que el numero de lados del poligono regular se haga muy grande, el area
del poligono se parecera cada vez mas al area del circulo. Ahora vamos a calcular el
area del poligono de n lados. Para eso, vamos a dividirlo en triangulos con base en los

lados del poligono como se muestra en la figura 16.

I?g

E)l n
Figura 16
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Ahora vamos a calcular el area de un triangulo. Dado que todos los triangulos que
hemos dibujado tienen la misma area, cuando multipliquemos el area de un triangulo
por n obtendremos el area del poligono regular inscrito al circulo. Observa que el
perimetro del poligono regular es muy parecido al de la circunferencia. Cuando n es
muy grande, la diferencia es muy pequefa que podemos considerarlas iguales.

Pero el perimetro del poligono es igual a la suma de las bases de los triangulos que
dibujamos a partir del poligono. La altura de un triangulo es practicamente igual al radio
del circulo. Entonces el area de cada triangulo es: At =bxr/2. Y la suma de las areas de

todos los triangulos es igual al area del poligono, y aproximadamente igual al area del

circulo:
by-r bo-r b,-r
A-~A =
coF 2 + 2 e 2
"

— 5 (b1+ bz +---+Dby)

La suma de todas las bases de los triangulos es igual al perimetro del poligono inscrito
al circulo. Pero se dijo que este perimetro es practicamente igual al perimetro de la
circunferencia, que es igual a 2T1r. Sustituyendo esto en la formula para calcular el area

obtenemos:

r r
Acr‘ﬁﬂp:E‘{b1+b2+”*—|—bn]:E*{Eﬂf']:ﬂ' 2

Cuando el numero n de lados del poligono es muy grande, el perimetro del poligono es
igual a la longitud de la circunferencia y la férmula para calcular el area del circulo es:

A = nr?
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Calculo del area por aproximaciones sucesivas a partir de poligonos inscritos y

circunscritos.

Area de un poligono regular

Figura 17

Existen diversas férmulas para calcular el area de un poligono regular, dependiendo de
los elementos conocidos.
En funcion del perimetro y la apotema

El area de un poligono regular inscrito Ap (i), conociendo el perimetro y la apotema es:

] Pa
Ap @)= 7

En funcion del numero de lados y la apotema

Figura 18
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Sabiendo que:

] nlLa
A==

En funcion del numero de lados y el radio
Un poligono queda perfectamente definido por su numero de lados n, y el radio r, por
tanto podemos determinar cual es su area, a la vista de la figura 18, tenemos que:

L
sen(8) = %

360° 180° . ,
-~ =—— Yaquees la mitad de un angulo central formado por los dos

Ademas, § =

segmentos del triangulo (esto es 3600 /n).

De la ecuacion anterior se obtiene que por una parte:
L = 2rsen(6)

Por otra parte se puede obtener el apotema (a) nuevamente de la figura como

a
cos(6) = "

a = rcos(6)
Sabiendo que el area de un poligono es:

] nlLa
AW ==

y sustituyendo el valor del lado y la apotema calculados antes, tenemos:

. 2nrsen(6)rcos(6)
Ap(L) = 2
Ordenando tenemos:
. 2nr2sen(8) cos(6)
Ap(l) = 2
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. 360° 180° . .
Sabiendo que: § = = el area quedara:

, 5 180° 180°
Ay (i) = nresen( - )cos( " )

Con esta expresion podemos calcular el area del poligono inscrito, conociendo

solamente el numero de lados y su radio.

Ahora retomando el problema del célculo del Area del circulo vamos a suponer que

tenemos un poligono inscrito en una circunferencia de radio igual a la unidad, es decir r

=1. Si suponemos conocida el area del circulo, esta sera A =nr?, como r= 1

entonces A = m. Si sustituimos ese valor en la formula para el caso de un poligono

inscrito de radio unidad se tendra: dado que r2 = 1 queda:

_ 180° 180°
A, (1) = n(1)*sen( )cos( " >

n
Ay (D) = nsen(1800) cos (1800)
n n
A26. Considera un poligono de ladon =5
Se tendra
Ap(5) = SSen(18OO) cos (1800)
5 5
n= 50
A4,(50) = 505en(asy cos (1800)
50 50
n= 500
4,(500) = 5005en (o cos (18()0)
500 500
n= 5000
Ap(5000) = SOOOSen(1 0) cos (1800)
5000 5000
n= 100000
A,(100000) = 100000sen( 807 )cos( 1807 >
100000 100000
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1.-Calcule cada uno de los casos anteriores e indique el valor que se obtiene. ;A qué
valor se aproxima la expresiéon anterior?

2.- ¢Esto puede darse como una justificacion correcta de que el area del circulo de
radiores A = nr??

3.- ¢Podrias hacer el razonamiento similar pero ahora para el poligono circunscrito

como el de la figura 19. ?

Figura 19

Para ello deberas calcular el area con la férmula del poligono circunscrito

M
Ap(e) ==~

En la cual ahora el lado del poligono circunscrito es M y la apotema (ver figura 19)

coincide con el radio es decir a = r. Para determinar M de la figura se observa que

M
-2
tan(8) = "
M = 2atan(6)
2na? tan(8)
Ap(e) = —————

Pero sabemos de la figura 19, que a= r por lo que tendremos: A, = nr? tan(6)

Considerando que § = li—oo; queda: A,(c) = nr? tan(li_oo)

Que es el area del poligono de n lados circunscrito al circulo de radio r.

4.-Tomer =1y calcule los valores deA,(c) para n=6, 12,24, 48, 96,...
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5.- Areas y volumenes de prisma, piramide, cilindro y cono

A27. Elementos de un prisma

Figura 20
"E\r En un prisma se pueden diferenciar los siguientes
< eV elementos:
Bases (B): puede ser un poligonos cualquiera. Cada prisma
C tiene dos bases, siendo ambas iguales y paralelas.

B aristas de las caras laterales coinciden.

Vértices (V): puntos donde confluyen las caras del prisma.

Aristas (A): cada uno de los lados de las caras.

Los prismas se nombran de acuerdo con el poligono que forma sus bases

i ) ;\-;;_\_-

|
T I
L [
| [
| |
| [
' |
! |
! I

S -

6 SNy \______,_,._'4
Prisma Prisma
triangular cuadrangular

-
|
I
|
|
|
|
|
|
|

A

Prisma
pentagonal

Figura 21

//f ey

Caras (C): siempre son paralelogramos.

Prisma

hexagonal

Altura (h): distancia entre las dos bases del prisma. En el

caso del prisma recto la longitud de la altura h y la de las
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A28. Prisma hexagonal
Indica cuales son sus elementos. Marca cada uno con una letra y nédmbralo segun

corresponda.
Clasificacion de los prismas

Los prismas pueden ser: regulares e irregulares; rectos u oblicuos y concavos o

convexos como se ilustra en la figura 22.

e, /"l
1 |
|

- - \1

Prisma regular Prisma irregular

|
|
|
L}
|
I
(= >

- - -
- - "\ "~
o ~

T —
|
1
|
|
|
|
|
|
|
A

~

\_’___,'_-. N
Prisma recto Prisma oblicuo Prisma convexo Prisma concavo

Figura 22

A29. Elementos de la piramide

Figura 23
Una piramide es un poliedro irregular cuya superficie esta formada
por una base que es un poligono cualquiera y caras laterales

triangulares que confluyen en un vértice que se denomina apice (o
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vértice de la piramide). Las piramides tienen tantos triangulos en las caras laterales

como aristas tiene la base.

Como ejemplo pondremos una piramide triangular en la cual se pueden diferenciar los

siguientes elementos:

Figura 24

Vv Base (B): triangulo cualquiera. Es la unica cara que no toca al
vértice de la piramide.
Caras (C): los triangulos de los laterales y la base.
Aristas (a): segmentos donde se encuentran dos caras de la
piramide. Podemos distinguir: aristas laterales, que son las que

llegan al vértice (o apice) y aristas basicas, que estan en la base.

Altura (h): distancia del plano de la base al vértice de la piramide.

Vértice de la piramide (V): punto donde confluyen las caras
laterales triangulares. También se llama apice.

Apotema de la piramide (ap): distancia del vértice a un lado de la base. Solo existe en

las piramides regulares. Puesto que en este caso las caras laterales son isésceles, la

apotema de la piramide es también la altura de las caras laterales.

Apotema de la base (apb): distancia de un lado de la base al centro de ésta. Solo existe

en las piramides requlares

A 30 Las siguientes son piramides regulares de 3,4, 5 y 6 lados en su base.

Selecciona una de la figura 25, e identifica sus elementos.

Figura 25
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A 31. Cuerpos de Revolucion
Un cuerpo de revolucién es aquel que se origina al girar una figura plana alrededor de

un eje. Las caras de un cuerpo de revolucion son curvas.

_ Eje

i

Generatriz

Figura 26
Podemos distinguir:
Eje: recta alrededor de la cual gira la figura plana para general el cuerpo de revolucion.
Generatriz: son los limites exteriores de la figura plana.
Entre los cuerpos de revolucion destacamos: la esfera, el cilindro y el cono.
a) Cilindro:
El cilindro tiene dos bases paralelas con forma de circulo y una cara lateral curva. Se

genera al girar un rectangulo alrededor de un eje.

Eje
1
1
1
1
i . — Generatriz
Altura 1 -4 1 -
i
1
E ~ {— Radio
=
______ o
" T-Base

Figura 27
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b) Cono:

El cono tiene una sola base en forma de circulo y una cara lateral curva que finaliza en
un punto llamado vértice o cuspide.

Esta figura se obtiene girando un triangulo rectangulo alrededor un eje.

La generatriz es el segmento que va desde cualquier punto de la circunferencia de la

base al vértice.

Figura 28
1 1
1 . 1 1
! _ Eje ! i
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1 1 1
1 1 1
1 1 1
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! T i 1 ‘.
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1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
c) Esfera:

La esfera se genera al girar una semicircunferencia alrededor de un eje

1 1
] . 1
H _. Ele !
[ 1
i ) i Centro de la
I . H esfera
i N i
I b 1
[ N 1
1 b 1
[ \ 1
[ | Lt
i | ]
1 |
Y A " Radio

s ’ Generatriz

Figura 29
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En la esfera todos los puntos estan a la misma distancia de su centro. El segmento que

une cada punto de la esfera con el centro se denomina radio.

A continuacion estudiaremos las areas y los volumenes del prisma recto, la piramide,

el cono y el cilindro asociados con prismas rectos solamente

A32. Areas de prismas, piramides, cono y cilindro.

A partir de lo estudiado en la seccién anterior intenta obtener una férmula, en cada
caso, para las areas laterales de las siguientes figuras. En cada caso asigna una letra a
cada valor de la figura que te permita calcular e area considerando las formulas
anteriores. Para poder hacerlo se presentan en forma “desarrollada” los cuerpos
geométricos siguientes:

CuBO

PIRAMIDE DE BASE TRIANGULAR (EQUILATERO)

PRISMA RECTANGULAR

PIRAMIDE DE BASE CUADRADA

PRISMA DE BASE CUADRADA

PRISMA DE BASE DODECAEDRO

A33. Aumento del numero de lados de la piramide
1 ¢ Qué puedes decir sobre el cuerpo que se va formando cuando se aumenta cada vez
mas el numero de lados del poligono de la base del prisma?

2. ¢ Cual es su area?
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3. ¢ Qué puedes decir sobre el cuerpo que se va formando cuando se aumenta cada

vez mas el numero de lados del poligono de la base de la piramide?

Figura 30

4.- ;Cual es su area?

A34. Volumenes de Prisma y Piramides regulares.
Contesta en tu cuaderno las siguientes preguntas.
1. ¢Qué es volumen de un cuerpo?
¢ Por qué es necesario conocer el volumen de un cuerpo, para qué sirve?
Si compras una caja de leche de 1 litro j,cual es su volumen?
¢ Qué unidad de medida se usa para medir la capacidad de un tinaco?
¢, Coémo se calcula el volumen de un cubo de un metro de arista?

¢, Cuantos centimetros cubicos contiene un metro cubico? ;Cuantos litros?

N o o kD

Considera un cuerpo como el de la figura 31:
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Figura 31

8.- ¢ Qué tipo de prisma es?

¥+ 9. Situ unidad de volumen es un cubito ;cudl es el volumen

1 del prisma?

10.- Si consideramos que el lado de un cubito mide “a”,

¢, Cuanto mide el volumen de un cubito?
11.- En términos de esa unidad ¢ cual es el volumen del prisma?
12.- ; Cuanto mide el area de la base del prisma? Ab=
13.- ¢ Cuanto mide la altura de prisma?

14.- Si multiplicamos el area de la base por la altura del prisma cuanto se obtiene:

15.-Se tiene un prisma representado por la figura 32, supdn que su base es cuadrada

20cm

-’
- -
- .
.

\/
Figura 32

¢, Cuanto vale su volumen?
16.-a partir de lo que has contestado en las preguntas anteriores, ;COmo expresarias

en una férmula el volumen de un prisma rectangular?

A35. Volumen de un prisma triangular

Tomando en cuenta que el area de un triangulo puede obtenerse de la de un
rectangulo que lo encierra, el prisma triangular se puede asociar con un prisma

rectangular observando que este ultimo se puede descomponer en dos prismas
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triangulares de tal forma que el volumen del prisma triangular es la mitad del prisma

rectangular o bien area de la base por altura sobre dos que es el area del triangulo por

la altura.
|
L}
I
Ih
|
|
I
ar~” > ~ E
7 R

Figura 33

A36. ;Coémo seria el volumen de un prisma cuya base es un poligono regular?

Considera el caso de un prisma: a) Hexagonal, b) Base de “n” lados

|

) U p—— -
N e e

=== === -

Figura 34

132



A37. Volumen de la piramide
Siempre que hablamos sobre piramides nos acordamos de los vestigios de las grandes
civilizaciones de la antiguedad como la egipcia, maya o teotihuacana y las posibles

motivaciones para construirlas. Asi también las dificultades matematicas, y

tecnologicas para llevar a cabo dichas construcciones.

Sin duda las obras son monumentales y el tiempo para realizarlas se calcula en varias
décadas en algunos casos. En nuestro caso nos interesa, mas que conocer cOmo se
calcula el volumen de la piramide, saber como es posible justificar que el volumen de la
piramide es un tercio del volumen del prisma recto que la contiene. Lo haremos solo en
el caso de la piramide regular de base cuadrada

Medicion del Volumen de la piramide.

En el dibujo vemos una piramide P que tiene la misma base que el prisma P'y la
misma altura, la piramide abierta por la base y el prisma abierto por la base superior.
Es necesario verter 3 veces la piramide llena de arena para llenar el prisma. Luego el

volumen de la piramide es 3 veces el volumen del prisma.

El volumen del prisma es area de la base por altura.
Figura 36

NN
/ N

El volumen de la piramide

sera: area de la base x altura dividido por 3.

@ E| volumen de una piramide cualquiera es igual a un

tercio del area de la base por su altura.
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A38. Verificar fisicamente la afirmacidn que se hace en el texto con el material
que te entrego tu maestro.

A39. Calculo del Volumen de piramide

Para iniciar la demostracion, consideremos un cubo de lados 2h dentro del cual
colocamos seis piramides como de muestra en la figura. Para calcular el volumen de

una piramide regular lo haremos a partir del volumen de un cubo de lados 2h.

2h 2h

Figura 37
Dentro del cubo que representamos podemos poner seis piramides cuadrangulares
regulares, cuya base es igual a cada una de las caras del cubo y de vértice el centro

del cubo. Observe que el area de la base de la piramide es Ap= (2h) (2h)= 4h2

En la ilustraciéon 37, se representan dos piramides; tendremos cuatro mas. Observa la

figura para comprobar que la arista del cubo es el doble de la altura de una de las

= —]

piramides.

2h
Figura 38
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Asi, podemos decir que el volumen del cubo de lado 2h es igual a:

V (cubo) = (2h) (2h) (2h)= 8h3

Pero podemos afirmar que el Volumen del cubo de lado 2h es seis veces el volumen de
una piramide de base cuadrada de lado 2h y altura h.

V (cubo) = 6 V (piramide) = 8h3

Por lo tanto V (piramide) = 8h3/6

V(piramide) = 4h3/3

V(piramide) = (4h2 )(h)/3

Pero Ap= 4h2

V(piramide) = (Ap)(h)/3

Es decir el volumen de la piramide es el area de su base por su altura sobre tres. Este

resultado es extensible para cualquier piramide regular, y podemos afirmar que:

Ayh

V(piramide) = 5

El area de la base dependera del tipo de poligono que sea (cuadrado, triangulo,
pentagono, etc.).

Piramide obtenida a partir de un prisma recto

El caso que sigue seria demostrar que, en el caso de una piramide que tenga la misma

altura y la misma base que un prisma recto, el volumen de la piramide de altura h y

area de base A es Ah/3

\

Figura 39
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Para ello se observa que la piramide que esta dentro del prisma, esta formada por
cuatro secciones piramidales de forma irregular (es decir sus caras no son triangulos
iguales). Cada una de ellas queda dentro de un prisma de base triangular y altura h. En

el dibujo se ve desplazada hacia la derecha y queda como se presenta en la figura

Figura 40

Si logramos demostrar que en el prisma cabe tres veces el trozo de piramide esto
significa que toda piramide cabra tres veces en todo el prisma

E

B

Figura 41
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Observe que en la figura se pueden ubicar tres piramides la piramide ABCD, la DEFC y
la DBCF. Las piramides ABCD y DEFC son piramides que tiene la misma base y la
misma altura por lo tanto deberan tener el mismo volumen.

Lo mismo se tendra para las piramides DBCF y FECD ambas tiene bases iguales y la

altura MD es la misma para ambas, por lo tanto:

E

Figura 42

Las tres piramides dentro del prisma triangular tienen el mismo volumen y en
consecuencia son un tercio del volumen del prisma. En conclusion el volumen de la
piramide que esta dentro de un prisma de misma base e igual altura es un tercio del

area de la base por su altura.

A40. Volumen del Cilindro

Observa tres prismas cuyas bases son poligonos de 6, 10 y 20 lados:
Figura 43
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Figura 44

T

|

r

N~

Notaras que a medida que aumentamos el numero
de lados de los poligonos de las bases, la figura que
obtenemos se parece a un cilindro. El prisma de los
20 lados se parece a un cilindro. Si tuviera 100 lados
lo confundiriamos con un cilindro. En la figura
siguiente tienes un prisma recto con 100 lados.
Podriamos  considerarlo como  cilindro. Si

aumentasemos a 1000 el numero de lados a la base

la podemos considerar como un circulo.

En conclusion el volumen de un cilindro lo calcularemos del mismo modo como si

fuésemos a calcular el de un prisma calculando el area de la base por la altura en este

caso sera:

V(cilindro) = nr?h

A41. Volumen del cono

Se puede razonar de la misma forma que en el caso del cilindro al pensar un cono

como una piramide de un numero muy grande de caras que coinciden con el numero

de lados del poligono de la base. Por ello dado que el volumen de la piramide es un

tercio del area de la base por la altura entonces, quedara:

nr?h
3

V(cono) =
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Anexo Il Examen

En cada una de los siguientes problemas, escribe la respuesta detalladamente y
justifica cuidadosamente tu respuesta.
1.- Determine la “formula” el area del sector del aro que se muestra en la figura |. El

radio interior es “r’ y el exterior es “R”.

Figura |
Respuesta:
1. Area del circulo grande = mR?
Area del circulo pequefio= mr?
Area del aro =mR2- mir?
Area del aro = m(R? - r?)

2.- ¢ Cuantos litros de agua le caben a un tinaco cilindrico de diametro igual a 2 metros

y que tiene un metro de altura? (1 litro de agua ocupa 1 dm3).

Respuesta:
1. Radio=1m
Altura=1m

Volumen del cilindro =Area de la base X altura
Area de la base = TR?

Area de la base = m(1m)?

Volumen del cilindro = mm? X1m = mm?3

Por otro lado tenemos la informacion

(1 litro de agua ocupa 1 dm3)

1m3=1000litros TmM3=11(1000) litros.
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3.- En el primero de los dibujos que aparecen abajo hay tres cuadrados sombreados,
de un total de nueve; por tanto la fraccién de la figura es Z=§

¢, Qué fraccion de figura esta sombreada en cada uno de estos casos?
AV

Figura Il
Respuesta:
H A B XK
1/3 3/4 1/2 4/8
1/2 1/3 1/2

4.- Tenemos un cuadrado de lado 10 cm. Calcula el area de la figura sombreada,
donde A, B, C y D son las puntos medios delas lados del cuadrado.
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Figura lll
Respuesta:

Los triangulos AEFC y AFHB son congruentes dado que tienen dos lados
iguales y un angulo igual. Por lo tanto los segmentos EC y BF son
perpendiculares. Por lo tanto Los triangulos AFPC y ABRH son congruentes y

lo mismo para los triangulos AAQG y AEOD

Por lo anterior es posible construir cinco cuadrados iguales como se indica en

la figura cuyas dreas sumadas corresponden con el area del cuadrado. Asi se
tendra que:

Area del cuadrado = 10cmx10cm = 100cm?.
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Posteriormente los alumnos deben tratar de recomponer cuadrados. Son 5

cuadros, por lo tanto un cuadro vale 20cm?

5.-El prisma. Las longitudes de los lados de un prisma recto de base rectangular son
proporcionales a los numeros 1, 2, y 3. La superficie total del prisma es de 550 cm2

Calcula el volumen.

Figura IV

Superficie=(x)(2x)(2)+(2x)(3x)(2)+(x)(3x)(2)
Superficie= 4x?+12x%+6x?
Superficie=22x?
550cm?=22x?
x? =25
x =25
X=5cm
Volumen= (x) (2x) (3x)
Volumen= (5) (10) (15)

Volumen= 750cm?

6.- ¢todos estos paralelogramos tienen la misma area? ;Por qué?
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Figura V
Respuesta:
Cada paralelogramo tiene que descomponerse en dos triangulos, después se
puede observar que cada par de triangulos tienen la misma base y la misma

altura, lo que implica que los paralelogramos tienen la misma area.

\

\

7.- Para imprimir las revistas de la Olimpiada se han utilizado bobinas de papel que
tienen un diametro de 10 cm, conteniendo en su interior un tubo de 4 cm de didmetro.
Sabiendo que la altura de cada una de ellas es de 1.5 metros y que el grosor del papel
es de 0.1 mm. Calcular aproximadamente los metros cuadrados de papel que contiene

cada bobina.

150 em

Figura VI
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Respuesta:
Vol= mR?h- mrr’h
Vol= (52 )(150)- (22) (150)
Vol= m(150)( 5%- 2?)
Vol= 471.24( 21)=9896.04cm?
Volumen= Area por espesor
Area = Volumen / espesor
Area = 9896.04 cm% .01cm
Area = 989604 cm?
Area = 98.9604 m2
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