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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Presentacion

Uno de los problemas mas importantes en el area de control automatico es el de
estimar los estados internos de un sistema dinamico. Esto se puede hacer mediante otro
sistema dindmico conocido como observador. En el presente trabajo se muestra un ob-
servador de estados internos para sistemas lineales variantes en el tiempo, con multiples
entradas y salidas. Dicho observador presenta la caracteristica que sus salidas convergen
a los estados a estimar en tiempo finito, el tiempo de convergencia estd acotado por
arriba y dicha cota es independiente del error de estimacion inicial. Estas condiciones
sobre el tipo de convergencia se conocen como convergencia en tiempo fijo [22].

1.2. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es diseiar un esquema de estimacién del estado
interno para sistemas lineales en el estado, capaz de reconstruir el estado actual de
manera exacta en tiempo fijo. Se consideraran sistemas lineales variantes en el tiempo,
completa y uniformemente observables con la siguiente estructura

(1.1)

donde A(t) : Ry — R™"™ B(t) : Ry — R™™ y C(t) : Ry — R"™™ son funciones
matriciales continuas conocidas, x(t) € R™ es el vector de estados internos, u(t) € R™
es el vector de sefiales de entrada y y(t) € R” es el vector sefiales de salida.
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1.3. Motivacion

Los modelos matematicos lineales son de extrema utilidad al momento de querer
aproximar sistemas no lineales. Debido a esto son ampliamente utilizados para el disefio
de algoritmos de control y observacién.

Dichos algoritmos son en su mayoria sistemas dindmicos lineales, lo cual limita su
desempenio. En el caso particular de los observadores, gracias a su estructura lineal,
estos no son capaces de converger a las trayectorias del modelo lineal a una velocidad
mayor a la exponencial. Esta velocidad de convergencia puede ser insuficiente para
aplicaciones de alto desempeno. Debido a esto es de gran interés el desarrollo de al-
goritmos de observacion con velocidad de convergencia mayor a la exponencial y en el
caso ideal convergencia en tiempo finito. Esto ultimo implicaria que en tiempo finito
las trayectorias del observador serian iguales a las trayectorias del modelo lineal. Es
importante destacar que la convergencia a la trayectoria del estado real de un sistema
no lineal, por parte de una trayectoria obtenida mediante una observador con estruc-
tura lineal, en general, es imposible. En vez de esto, la trayectorias del observador son
las del modelo lineal, pero se supone que el modelo lineal propuesto por el disenador
es una aproximacion suficientemente buena del sistema no lineal.

Otro desventaja importante por parte de los observadores con estructura lineal es que el
tiempo que le toma al observador generar una aproximacién del estado suficientemente
buena esta en funcién del error inicial. Esto puede ser una limitacién importante, por
ejemplo, al querer realizar seguimiento de una trayectoria por parte de un sistema
no lineal mediante la linealizacién de dicho sistema sobre un trayectoria deseada. En
este caso en particular, entre mayor sea el error de estimacién inicial, mayor tiempo le
tomard al observador generar un estimado del estado suficientemente bueno y por ende
mas tiempo el controlador utilizard informacién errénea. Lo anterior podria provocar
que el controlador, al tener informacién errénea por mucho tiempo, produzca una senal
de control que aleje al sistema de la trayectoria deseada. Bajo este razonamiento nace
la necesidad de un observador con convergencia en tiempo finito y cuyo tiempo de
convergencia sea independiente del error de estimacion inicial, lo cual se conoce como
convergencia en tiempo fijo.

1.4. Estado del arte

El problema de estimar los estados de un sistema dindmico existe desde antes de
los afios 60, pero fue Kalman quien propone, en [12], un algoritmo recursivo capaz de
estimar los estados de un sistema lineal discreto en presencia de ruido blanco aditivo.
Cabe destacar que dicho algoritmo busca minimizar el efecto del ruido en el error de
estimacién. Kalman y Bucy en [13] extienden esta idea y la aplican a sistemas continuos.
Otro trabajo muy importante en el area de estimacién de estados, fue desarrollado por
Luenberger para sus tesis doctoral y presentado en [18]. Luenberger demuestra que todo
sistema lineal invariante estable es capaz de reconstruir un funcional de los estados de
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cualquier otro sistema lineal. A partir de estas ideas Luenberger propone un observador
de estados internos. Es importante notar que, aunque el observador continuo de Kalman
es robusto ante ruido blanco aditivo, tanto en la entrada como en la medicién de la
salida, este observador para el caso invariante en el tiempo, es una forma particular
del observador de Luenberger. Esto puede verse al reconocer al observador de Kalman
como un observador de Luenberger identidad.

Es importante notar que tanto en el observador de Luenberger como en el filtro de Kal-
man se supone que el sistema a observar es completamente conocido. Debido a esto una
vez fue resuelto el problema de estimar los estados de un sistema lineal completamente
conocido, se atacd el problema de estimar los estados internos de un sistema lineal
desconocido. Esto dio paso a los observadores adaptables. Entre los primeros trabajos
se encuentra un controlador adaptable para sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo
(LIT) desarrollado por Narendra [21], en donde introduce nociones de optimizacién
para asi poder identificar los parametros necesarios para el correcto funcionamiento del
controlador. En anos posteriores se reportan algoritmos adaptables de estimacién para
sistemas SISO LIT tanto discretos como continuos [6], [17] , [26], [15] e inclusive dichos
algoritmos se extendieron para asi estimar tanto los parametros del sistema como los
estados internos [17].

En muchos casos los observador es son utilizados en conjunto con controladores. Esto
puede ocasionar que el desempeno del sistema con el observador y el controlador en
lazo cerrado dependa en parte de la velocidad de convergencia del observador . Debido
a esto, en anos posteriores trabajos dedicados a mejorar la velocidad de convergencia
fueron presentados. Entre los objetivos planteados estd lograr reconstruir el estado de
manera exacta en tiempo finito y tiempo fijo.

En el marco de estimacién de estados en tiempo finito para sistemas lineales de la
forma (1.1) existen resultados ya reportados, de los cuales vale la pena destacar el uso
de técnicas de modos deslizantes. Entre los observador es basados en dicha técnica, que
satisfacen el tipo de convergencia deseado, estd un observador propuesto por Levant,
el cual tiene el inconveniente de tener que ser disenado en un sistema de coordenadas
especifico [16]. Otros algoritmos de estimacién derivados de los modos deslizantes son
aquellos basados en el método del control equivalente [8][7][10]. Dicha técnica asegura
la convergencia a cero de la dindmica del error en tiempo finito, con el inconveniente
de tenerse que calcular el control equivalente. Lo cual en la practica puede ser muy
dificil o hasta imposible. También se pueden mencionar los observadores de horizonte
movil [20][25], los cuales estan basados en la obtencién en linea de la solucién de un
problema de optimizacién dindmica. Para dichos observadores, bajo la suposiciéon de
la existencia de la solucién del problema de optimizacion dindmica, es posible estimar
los estados en tiempo finito. El inconveniente con esta clase de observadores estd en
la complejidad del problema de optimizaciéon a resolver. Otro técnica reportada son
los observadores desfasados [9][19], los cuales permiten reconstruir los estados de un
sistema lineal mediante el uso de dos observadores identidad desfasados en el tiempo. El
estado es reconstruido a partir de la informacion de ambos observadores y estos pueden
ser utilizados tanto para sistemas Lineales Variantes en el Tiempo (LVT) como para
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sistemas LIT. Un problema que se puede dar al implementar estos ltimos esquemas de
observacién es la complejidad en encontrar el desfase y las matrices de retroalimentacién
que satisfagan las condiciones necesarias para poder asegurar convergencia en tiempo
finito.

1.5. Contribuciones
Como consecuencia del desarrollo presentado en esta tesis se obtiene:

e Un algoritmo de estimacién de estados internos para sistemas lineales multiva-
riables variantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado real en tiempo
finito y cuyo tiempo de convergencia estd acotado superiormente, independientemente
del error de estimacién inicial (es decir, convergencia en tiempo fijo).

e Un algoritmo de estimacién de estados internos para sistemas lineales multiva-
riables invariantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado real en tiempo
finito, que posee una estructura simplificada comparada con el caso general para siste-
mas LTV

e Un algoritmo de estimacién de estados internos, de orden reducido, para sistemas
lineales multivariables invariantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado
real en tiempo finito.

e Un algoritmos de estados internos y pardmetros desconocidos para sistemas li-
neales invariantes en el tiempo en forma candnica de observador, el cual converge a los
estados y parametros exactos en tiempo fijo.

1.6. Estructura de la tesis

El capitulo dos expone el marco tedrico, en donde se presentan los conceptos utili-
zados de estabilidad de sistemas dindmicos, teoria sobre sistemas lineales y sus propie-
dades, y por dltimo, dos algoritmos de estimacion, los cuales se consideran importantes
por su trascendencia histérica y relacién con el trabajo de tesis

El capitulo tres muestra el objetivo principal de la tesis, el algoritmo de estimacién
desarrollado y la prueba formal de su funcionamiento.

El capitulo cuatro contiene las ideas y el desarrollo que llevan al algoritmo de estima-
cion propuesto. El punto principal del capitulo es el diseno de una expresién de error,
la cual permite medir el error de estimacion, o que tan lejos estd el estado estimado del
estado real.
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El capitulo cinco presenta un algoritmo de estimacién para sistemas LIT, y se muestra
como el algoritmo propuesto en el capitulo tres puede ser utilizado como observador
para sistemas LIT con parametros desconocidos.

El capitulo seis presenta ejemplos numéricos. Dichos ejemplos buscan mostrar, mediante
simulaciones por computadora, el funcionamiento y desempeno de los algoritmos de
estimacién propuestos.







Capitulo 2

Marco Teorico

En el presente capitulo se presenta tanto la teoria que respalda el desarrollo hecho a
lo largo de la tesis como conceptos basicos para su entendimiento. El primer tema a tocar
es el de estabilidad en el sentido de Lyapunov, teoria de suma relevancia en el campo del
control automatico. Los conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov expuestos
cubren tanto sistemas auténomos como no auténomos. Dado que los sistemas de interés
son los lineales, su formulacién matemaética es presentada. Por tltimo se exponen los
observadores de estados de Luenberger y Kalman, los cuales representan las bases en
la teoria de estimacién de estados para sistemas lineales.

2.1. Estabilidad de sistemas

Entre las herramientas disponibles mas importantes utilizadas para analizar las
trayectorias de los sistemas dinamicos, disenar esquemas de control y disenar esquemas
estimacion, esta la teoria de estabilidad de Lyapunov.

2.1.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov para sistemas autonomos

Considere el sistema auténomo

@(t) = f(x(t)), (2.1)

en dénde f : D — R"™ es una funcién del domino D C R™ a R" y cuya solucién se
supone siempre existe y es unica. Un punto x = z* se dice que es de equilibrio si se
satisface que f(x*) = 0. Los puntos de equilibrio de un sistema dindmico pueden ser
clasificados de acuerdo a cémo se comportan las trayectorias que inician arbitrariamente
cerca del mismo. Dicha clasificacién se presenta en la siguiente definicién para puntos
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de equilibrio situados en el origen, pero ya que cualquier punto puede ser desplazado
al origen, las definiciones aplican a cualquier punto de equilibrio [14].

Definicién 1. El punto de equilibrio x =0 de (2.1) es:

estable, si para todo € > 0 existen un § = d(e) > 0 tal que

[z(0)] <é = llz@)]| <€ VE=0; (2.2)

inestable, st no es estable y

- asintoticamente estable, si es estable y existe § > 0 tal que

J2(0)l] < 6 = lim w(t) =0 ¥ > 0; (2.3)

exponencialmente estable, si es asintoticamente estable y existen «, 3,0 > 0 tal

que

lz(®)] < aflz(to)lle™?¢1), v ¢ > 0. (2.4)

2.1.1.1. Estabilidad en tiempo finito y tiempo fijo para sistemas auténomos

Como se vio anteriormente, un punto de equilibrio puede ser estable o asintética-
mente estable. Esta ultima propiedad asegura estabilidad y que las trayectorias son
atraidas al punto de equilibrio. En contraste con el concepto de estabilidad asintética,
hay sistemas cuyas trayectorias llegan al origen en tiempo finito. Esto significa que si
una trayectoria empieza suficientemente cerca del origen, dicha trayectoria tocard el
origen en tiempo finito.

Definicién 2 ([23]). Sea el sistema dindmico (2.1), donde f(0) = 0. Sea 2 un subcon-

junto abierto y conexo de R™ tal que 0 € Q). Se dice que el punto x =0, es




2.1 Estabilidad de sistemas

» estable en tiempo finito, si es estable y para todo xo € Q existe 0 < T'(xg) < +00
tal que x(t) = 0 para todo t > ty + T(xp), en donde T(xg) se conoce como la
funcion de tiempo de asentamiento. St 2 = R"™, entonces x = 0 se dice que es

globalmente estable en tiempo finito.

» estable en tiempo fijo, si es estable y existe 0 < T < +oo tal que z(t) = 0 para
todot >ty +1T. Si Q2 =R", entonces x = 0 se dice que es globalmente estable en

tiempo fijo.

2.1.2. Estabilidad de sistemas no auténomos

Se dice que un sistema dindmico es no auténomo si el campo vectorial depende
explicitamente del tiempo. Las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov
pueden ser extendidas a este tipo de sistemas. Considere el sistema dindmico variante
en el tiempo o no auténomo [14].

&(t) = f(z(t),t), t € [to, 00), (2.5)

cuyas soluciones se asume que siempre existen en el intervalo [0, 00) y donde f : [0, c0) X
D — R es una funcién continua a tramos en t. El vector z(t) representa los estados
internos y D C R contiene al origen. De manera similar al caso de sistemas auténomos,
los puntos de equilibrio de un sistema no auténomo pueden ser clasificados mediante
sus propiedades de estabilidad.

Definicién 3. El origen del sistema (2.5) es un punto de equilibrio si se satisface que

f(0,t) =0, ¥Vt >tg. (2.6)
Un punto de equilibrio puede ser:

- Estable, si para cada € > 0, existe un 6 = d(e,tg) > 0 tal que

lz(to)]| < 6 = [|z(t)] <e, ¥t>tg>0. (2.7)

- Uniformemente estable, si para cada € > 0, eziste una 6 = §(e) > 0, independiente

de to, tal que (2.7) se satisface.
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- Inestable, si no es estable.

- Asintdticamente estable, si es estable y existe un valor positivo ¢ = c(tg) tal que

x(t) — 0 mientras t — oo, para todo ||z (to)|| < c.

- Uniforme asintoticamente estable, si es uniformemente estable y existe una cons-
tante positiva c, independiente del tiempo, tal que para todo ||z (to)|| < ¢, z(t) — 0
mientras t — o0, uniformemente en to; esto es, para cada n > 0, existe un

T =T(n) >0 tal que

lz@)l <n, ViE=to+T(n), V |zl <c. (2.8)

- Global, uniforme y asintéticamente estable si es uniformemente estable y 0(¢)
puede ser escogida para satisfacer im0 0(€) = 00 y para cada par de niumeros

positivos n y ¢ ,existe una T = T(n,c) > 0 tal que

le@l <n, Vit=to+T(n,c), ¥zt <c. (2.9)

Asegurar la estabilidad de un punto de equilibrio a partir de la definicién puede ser
muy complicado o incluso imposible. Una alternativa es usar el método propuesto por
A. M. Lyapunov en [14], en donde se propone el uso de una funcién positiva definida
diferenciable y se dan condiciones sobre su derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema dindmico a analizar para garantizar la estabilidad del punto de equilibrio. Dicho
resultado es presentado mediante el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.5) y D C R™ un dominio conexo
que contiene ax = 0. SiV : [0,00) x D € R es una funcién continuamente diferenciable

tal que

10



2.1 Estabilidad de sistemas

Wi(z) < V(t,x) < Wa(x),

ov. oV
. < .
5 + 5 ft,x) <0, (2.10)

YVt >0 yVz € D, donde Wi (z) y Wa(zx) son funciones continuas positivas definidas en

D. Entonces x = 0 es uniformemente estable.

El resultado anterior puede ser utilizado para asegurar unicamente estabilidad de un
punto de equilibrio, pero dicho resultado puede ser extendido para asegurar estabilidad
asintotica.

Teorema 2. Asuma que las suposiciones del Teorema (1) se satisfacen y la desigualdad

(2.10) es cambiada por

ov. oV
SASNTLASY < —W 11
5 T g (7)< —Ws(a), (2.11)
donde Ws(z) es una funcion continua positiva definida en D. Entonces x = 0 es uni-

forme y asintdticamente estable.

2.1.2.1. Estabilidad en tiempo finito y tiempo fijo para sistemas no auténo-

mos

Dado que el objetivo es lograr convergencia del error de estimacion a cero en tiem-
po fijo y los sistemas a considerar pueden ser no auténomos es necesario contar con
definiciones para estabilidad en tiempo finito y fijo. Dichos conceptos se presentan en
la siguiente definicion.

Definicién 4 ([23]). Considere el sistema dindmico no auténomo (2.5), donde f(0,t) =

0. Sea Q un subconjunto abierto de R™ tal que 0 € Q. Se dice que el punto x =0, es

= Uniformemente estable en tiempo finito si es uniformemente estable y para todo
xo € Q existe 0 < T'(xg) < +oo tal que x(t, to, xo) = 0 para todo t > to+T(xo). Si
Q = R"™ entonces x = 0 se dice que es global y uniformemente estable en tiempo

finito.

11
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= Uniformemente estable en tiempo fijo si es global y uniformemente estable en

tiempo finito y existe T < +oo tal que T > T(xq) para todo xo € R™.

Teorema 3 ([4]). Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.5) y D C R"™ un dominio
conexo que contiene a x = 0. Si 'V : [0,00) x D € R es una funcion continuamente

diferenciable tal que

Wa(z) >V (t,z) > Wi(z) (2.12)

V(t,z) > — k() (V(t,2)* (2.13)

YVt >0 yVz € D, donde Wi (z) y Wa(z) son funciones continuas positivas definidas en

D, k(t) : [0,00) = R tal que ftHT k(t)dr > € >0 para un T € RT y X es un nidmero

real tal que X € (0,1). Entonces x = 0 es uniformemente estable en tiempo finito.

2.2. Sistemas lineales

Sean W y V espacios vectoriales y w € W, v € V. Considere el operador H : W —
V. Se dice que H es un operador lineal si satisface las propiedades de aditividad y
homogeneidad [27]. Entonces H define un sistema lineal de la forma

v = Huw, (2.14)

En el presente trabajo, los operadores de interés son los sistemas dindmicos lineales de
dimension finita, que definen un operador lineal de la forma

2(8) = B(t, to)a(to) + / (1, 5)B(s)u(s)ds, (2.15)

to

en donde ®(t,ty) € R™™ y B(s) € R™™ son funciones matriciales que se presentaran
més adelante. El operador (2.15) mapea el espacio de condiciones iniciales X (o) y
funciones U(s) al espacio de soluciones X (¢). Ya que la matriz ® y el operador integral
[ ds son operadores lineales, claramente (2.15) satisface las propiedades de aditividad
y homogeneidad,
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2.2 Sistemas lineales

D(t,t0)(axy(to)+L x2(to)) —|—/tq) s)(auy(s) + Bua(s))ds

= (I)(t tQ)Oé IL‘Q(tQ) + <I>(t to)ﬁ 1'2(250)

+/ O(t,s)B(s)aui(s) + D(t,s)B(s)Bua(s)ds

to

_— ((I)(t,to)xl(to) + / "ot s)B(s)ul(s)ds>

to

+8 <<I>(t,to)m(to) +/t<I>(t,s)B(s)u1(s)ds>

to

El operador (2.15) es comunmente representado mediante una ecuacién diferencial de
la forma

(t) =A(t)z(t) + B(t)u(t), (2.16)

donde z(t) € R™ son los estados internos, y(t) € R? es la salida, y u(t) € RP es la
entrada. A(t) : Ry — R™™ es la matriz caracteristica, B(t) : Ry — R™ "™ es la
matriz de entrada, C(t) : Ry — R"™ "™ es la matriz de salida y D(t) € R7*P es la
matriz de transmisién directa. En el presente trabajo se supondra que las matrices
A(t), B(t) y C(t) son funciones matriciales al menos continuas por tramos, y D(t) = 0.
La equivalencia entre (2.15) y (2.16) serd demostrada mds adelante.

2.2.1. Existencia y unicidad de la solucion de una ecuaciéon diferencial

Suponga que se tiene la ecuacién diferencial

z(t) = f(z(t),t), a <t <h. (2.17)

Una condicién suficiente para asegurar la existencia y unicidad de la solucién es que el
campo vectorial f(xz(t),t) sea Lipschitz [24], o concretamente

[ (z1(t),8) = f2(t), )| < k@)1 () = 22()]]; (2.18)

donde k(t) > p > 0 es por lo menos continua por partes. Para los sistemas dindmicos
de la forma (2.16), se tiene que
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[f(1(8),8) = fla2(t), D) = [A@)z1(t) + B)u(t) — A(t)z2(t) — B(t)u(t)]]
= [[A()x1(t) — A@)z2(1) |
[A@)[[[1(2) — z2(@)]]-

IN

Por lo que si cada elemento de la matriz A(t) es una funcién al menos continua por
partes entonces (2.16) tiene solucién y esta es dnica.

2.2.2. Matriz de transicion de estados

La matriz de transicién de estados ®(t2, 1) del sistema (2.16) estd definida como
una transformacion lineal que mapea el estado en el tiempo ¢t = ¢ en el estado en el
tiempo t = t2 [5]. Esto se puede expresar de la manera siguiente

z(t2) = (t2, 1)z (t1). (2.19)
Dicha matriz satisface el siguiente teorema

Teorema 4. Sea ®(p,s) la matriz de transicion de estados del sistema (2.16), la cual

se define como

$(t2) = q)(tz,tl)l‘(tl). (2.20)

Entonces, dicha matriz tiene las siguitentes propiedades
1) ®(to,t1)P(t1,t0) = P(t2,t0)
2) (I)fl(tl,tg) = ‘I’(tg,tl)

3) Lo(t,tg) = A(t)®(t, to).

La prueba del teorema anterior puede ser encontrada en la el Apéndice A.1 . De la
propiedad 3 se puede ver que, derivando (2.19), la igualdad

(al0) = L@ t0)a(to)
#(t) = A(D)D(t, to)z(to) (2.21)
— A(t)a()
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es obtenida

De (2.21), la expresién ®(t, o)z (to) representa la solucién general de (2.5) cuando
u(t) = 0. Como se vio en la seccién (2.2), una de las propiedades caracteristicas de los
sistemas lineales es que satisfacen la propiedad de aditividad. De donde se puede ver que
la solucién general para el caso u(t) # 0 es ®(t, tg)x(tp) mas una funcién g = g(u(t)).

2.2.3. Solucién general de los sistemas lineales

Para el caso cuando u(t) # 0, la solucién general de (2.5) estd dada por

x(t) = ®(t, to)x(to) + /t O (t,7)B(T)u(r)dr. (2.22)

to

Esto puede ser probado derivando (2.22) con respecto al tiempo y aplicando las pro-

piedades da la matriz de transicién de estados [5]

%J;(t) = % {@(t,to)x(to)—l-/to (¢, T)B(T)’U,(T)dT:|

= A(t)®(t,to)x(to) + B(t)u(t) + A(t) /t O(t, 7)B(T)u(r)dr

to

= A(t) [@(t,to)x(to) +/ (¢, T)B(T)U(T)dT] + B(t)u(t)

to

#(t) = A@)z(t) + Bt)u(t). (2.23)

De la expresién anterior se puede ver que la solucién es la suma de dos términos. El
primero corresponde al efecto de las condiciones iniciales, y el segundo debido al efecto
de la entrada u(t). Dichas soluciones se conocen como la respuesta natural y la respuesta
forzada del sistema.

2.2.4. Observabilidad y constructibilidad

El problema de determinar la condicion inicial de un sistema dindmico dado, a partir
del par de mediciones entrada-salida, se conoce como el problema de observabilidad.
De manera similar, el problema de construir el valor de las soluciones en cada instante
del tiempo, a partir del par de mediciones entrada-salida, se conoce como el problema
de constructibilidad. En un sistema lineal de tiempo continuo la solucién es dnica en
cualquier direccién del tiempo (ver (2.22)). Debido a esto, si el estado inicial es conocido
entonces el estado en cada instante de tiempo puede ser calculado, y viceversa. Por
esta razén los problemas de observabilidad y constructibilidad para sistemas lineales
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son equivalentes. Por la linealidad y que el sistema es de dimensién finita, verificar las
propiedades de observabilidad y constructibilidad se reduce a verificar la invertibilidad
de una matriz variante en el tiempo.

2.2.4.1. Observabilidad

Que un sistema sea observable significa que es posible reconstruir su condicién inicial
a partir de la informacién entrada salida [11]. Dada la equivalencia entre las propiedades
de constructibilidad y observabilidad, esta 1ltima propiedad es importante en el disefio
de observadores y presentada de manera precisa a continuacion.

Definicién 5 ([11]). Se dice que un sistema dindmico es observable en el intervalo
[to,t1] si y solo si, para toda entrada Ufto,t] Y toda salida correspondiente Yz 1,1, €l

estado xo estd univocamente determinado.

La propiedad de observabilidad para sistemas lineales es independiente de la entrada
al sistema. Esto significa que si un sistema es observable cuando u(t) = 0 entonces
serd observable para todo u(t) # 0. En el caso de sistemas lineales, la observabilidad
del sistema puede ser verificada directamente de la estructura del sistema. El siguiente
teorema enuncia éste resultado.

Teorema 5 ([11]). Sean las matrices A(t) y C(t), donde cada una de sus componentes
es una funcion al menos continua a tramos. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes

o El par (A(t),C(t)) es observable.
e La condicion inicial, xo, puede ser determinada univocamente por Ug 111 Y Yjto,t1]»
es decir el sistema es observable en el intervalo t € [to,t1].

q

e El operador lineal F : R™ — H[to L

definido como

C(t)q)(t,to), YVt € [to,tl],

es inyectivo.
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2.2 Sistemas lineales

e El determinante de la matriz M (tg,t1) es distinto de cero, dicha matriz se define

de la manera siguiente

M (to,t1) = /tl T (t,t9)CT (£)C(t)D(t, to)dt.

to

La matriz M (to,t1) es conocida como el gramiano de observabilidad y tiene las siguien-
tes propiedades

Teorema 6 ([11]). Sea M(to,t1) el gramiano de observabilidad del sistema (2.16),

entonces

o M(to,t1) es una matriz simétrica.

o M(to,t1) es positiva semidefinida para t1 > to, es decir, para todo n € R™ se

satisface que

n" M(to,t1)n > 0.

o M(to,t1) satisface la ecuacion diferencial matricial lineal

%M(t,tl) = —AT(O)M(t, 1) — M(t,t)A() + CT@)CO), M(t,t) = 0.

e M(to,t1) satisface la ecuacion funcional

M (to, t1) = M(to,t) + @' (t,t0) M (t,t1)D(t, to). (2.24)

en donde tg <t < ty.
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2.2.4.2. Observabilidad completa y uniforme

De (2.24) y de la definicién del gramiano de observabilidad se puede ver que si
un sistema es observable en el intervalo [t,, tp] entonces sera observable en el intervalo
[tastc], en donde t, < t, < t.. Es importante notar que la observabilidad en el intervalo
[ta, tp] no implica observabilidad en el intervalo [ty, t.], ya que es posible que el sistema
solo sea observable en intervalos que contengan a [t,,%;]. Esto ilustra que en general
la observabilidad de un sistema depende del tiempo en el que se inician las mediciones
y la duracién de éstas. Si por cualquier razén uno pierde la informacion del intervalo
[ta,ts], entonces no serd posible conocer la condicién inicial. Hay sistemas que pueden
ser observables independientemente del momento en el que se inicien las mediciones,
siempre que éstas se recaben el tiempo suficiente. Estos sistemas se dice que son comple-
ta y uniformemente observables. Dicho tipo de observabilidad se caracteriza mediante
la siguiente definicion.

Definicion 6. Considere el sistema lineal 2.16. Se dice que el sistema es completa y
uniformemente observable si y solo existen constantes T > 0, e > 0, y e > 0, todas

independientes de t, tal que

t+T
el > M(t+T,1) = / BT (5,0)C T (5)C()D(s, £)ds > el (2.25)

para todo t.

De la definicién anterior se puede ver que aquellos sistemas que satisfacen (2.25) son
observable si se toman mediciones por un tiempo mayor a T'.

2.2.4.3. Constructibilidad

De forma similar a la observabilidad, un sistema es construible si es posible recons-
truir el estado actual, a partir de la informacién contenida en la entrada y la salida de
sistema [11]. Es importante notar que la observabilidad usa mediciones futuras, con res-
pecto al estado inicial, de las senales de entrada y salida, mientras la constructibilidad
usa mediciones pasadas de las senales disponible. A continuacién se da la definicion de
constructibilidad en sistemas dindmicos.

Definicién 7 ([11]). Un sistema dindmico lineal se dice que es construible en el inter-
valo [to,t1] si y solo si para toda entrada Ugo,t] Y Su correspondiente salida yj, 411 €l

estado x(t1) estd univocamente determinado.
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2.2 Sistemas lineales

El siguiente teorema se satisface para sistemas lineales construibles

Teorema 7 ([11]). Sean las matrices A(t) y C(t), donde cada una de sus componentes
es una funcion al menos continua a tramos. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes
e EL par (A(t),C(t)) es construible.

e El valor del estado en ty, z(t1), puede ser univocamente determinado a partir de

Yito,ta] ¥ Ulto,ty » €5 decir, el sistema es construible en el intervalo t € [to,t1].

o FEl operador lineal F' : R" — H'[Jto ] definido como

C(t)<I>(t,t1),Vt S [to,tl] (2.26)

es inyectivo

e El determinante de N(tg,t1) es distinto de cero, dicha matriz se define de la

manera siguiente

N(to, 1) = / BT (4 4)CT (OB (1)t (2.27)

0

Como en el caso de la observabilidad, la matriz N (tg,?1) es el gramiano de constructi-
bilidad. El gramiano de constructibilidad tiene las siguientes propiedades

Teorema 8 ([11]). Sea N(to,t1) el gramiano de constructibilidad del sistema (2.16),

entonces

» N(tg,t1) es simétrica

» N(tg,t1) positiva semidefinida para t1 > to, es decir, para todo n € R™ se satisface

que
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n' N(tg,t1)n >0 (2.28)

» N(to,t) satisface la ecuacion diferencial matricial lineal

%N(to,t) = —AT(t)N(to,t) — N(to,t)A(t) — CT(t)C(t), N(to,to) =0 (2.29)

e N(to,t1) satisface la ecuacion funcional

N(to,t1) = N(t,t1) + @' (t,t)N(to, t)D(t, 1) (2.30)

en donde tg <t < t;

2.2.4.4. Constructibilidad completa y uniforme

Como se vio en la seccion anterior, la observabilidad de un sistema puede depender
del tiempo inicial. Este tipo de dependencia también se da en el caso de la construc-
tibilidad. Aquellos sistemas para los cuales el intervalo en el que son construibles es
independiente del tiempo inicial, se dice que son completa y uniformemente construibles.

Definicion 8. Considere el sistema lineal 2.16. Se dice que el sistema es Completa y
Uniformemente Construible si y solo si existen constantes T > 0, e > 0, y €2 > 0,

todas independientes de t, tal que

t+T
al> Nt t+T) = / T (5,6t +T)C T (5)C(5)®(s,t +T)ds > e, (2.31)
t

para todo t.

20



2.2 Sistemas lineales

2.2.4.5. Reconstruccién del estado actual como un problema lineal

El problema de construir el estado actual de un sistema lineal puede ser reducido a
resolver una ecuacién lineal de la forma

N(ta tO)x(t) = l/)(t; tO): (232)

en donde N(t,tg), con N (tg,tg) =0, es el gramiano de constructibilidad en el intervalo
[to,t]. Entonces, el estado puede ser reconstruido al multiplicar N~1(¢) por el vector
¥ (t), en cada instante de .

Para ver esto, tome en consideracién el sistema lineal (2.16) y considere su matriz de
transicién de estados ®(t,s). De la definicién de la solucién general de los sistemas
lineales (2.22), podemos ver que el estado z(t) puede ser computado usando el estado
en el tiempo s € I : [tg,t] y la entrada en el intervalo [s,t]. Esto es claro considerando
la siguiente expresion:

z(t) = ®(t, s)x(s) —i—/ O(t, 7)B(1)u(T)dr.

Dado que el historial de y esta disponible, y no el estado completo, es deseable poner
la expresién anterior en términos de esta. Con este fin se premultiplica la ecuacién
anterior por la inversa de ®(t,s), ®(s,t). Posteriormente, se premultiplica por C(s) y
la siguiente expresion surge

C(s)®(s,t)x(t) = y(s) + C(S)/ O(s,7)B(T)u(r)dr.

Para completar el procedimiento, premultiplique por ®(s,t)C T (s) e integre sobre el
intervalo I con respecto a s

/t DT (s5,6)C T (s)C(s)P(s,t)ds z(t) :/t " (5,6)C " (s)y(s)ds

0 0

+ /t BT (5,)C7 (5)C(s) / (s, 7) B(r)u(r)drds.

0

Definiendo asi
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N(to,1) 2 / BT (5.0 (5)C(5)B(s. £)ds, (2.33)
alte, t) = /tt " (5,6)C " (5)y(s)ds, (2.34)
Blto.t) 2 [ @7(:,C7(:)C(6) / (s, 7)B(r)u(r)drds, (2.35)
Y(to,t) = alt, o) + B(t, to), (2.36)

Entonces, si N(t,tp) es no singular, sélo existe un z(t) que satisfaga (2.32). Es impor-
tante mencionar que la invertibilidad de N (tp,t) puede depender de tg. Esto no ocurre
en sistemas que son completa y uniformemente construibles.

Con el fin de implementar un algoritmo capaz estimar el estado interno, aprovechando la
igualdad (2.32), las funciones N (t,to) y ¥ (t,to) deben de poder ser construidas en linea
con informacioén disponible, es decir, conociendo A(t), B(t), C(t), y mediciones de y(t)
y u(t). Es importante considerar que dada la estructura de N (tg,t), dicha sefial puede
crecer sin cota dependiendo de el comportamiento del inverso de la matriz de transicién
de estados ®~1(t, ). Esto significa que si A(t) impone un movimiento estable en (2.16),
el inverso de su matriz de transicion de estados estard compuesto por funciones que
crecen de forma exponencial. Dado que la igualdad (2.32) siempre se satisface, si los
estados son funciones acotadas entonces (g, t) también crecerd sin cota.

2.3. Observadores para sistemas lineales

Para el caso de los sistemas lineales existen en la literatura dos resultados impor-
tantes en el disefio de observadores. Dada la relevancia de dichos observadores, ambos
son expuesto en las siguientes subsecciones.

2.3.1. Observador de Luenberger

Uno de los primeros en plantear la idea de un sistema dindmico como un observador
de estados para sistemas lineales fue el Dr.Luenberger. Dicho trabajo fue desarrollado
para su tesis doctoral y posteriormente publicado en [18]. En dicho trabajo se presenta
el siguiente teorema, del cual se puede deducir el observador de estados que lleva su
nombre.

Teorema 9. Sea S7 un sistema dindamico de la forma
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Sy: @(t) = Ax(t),

el cual excita al sistema dindmico Sa definido como

Sy 2= Bz(t) + Cx(t)

Si las matrices A y B no tienen valores propios en comin, entonces existe una trans-

formacion lineal T, tal que si z(0) = Tx(0), entonces z(t) = Ty(t), o en general

2(t) = Ty(t) + "' (2(to) — Ty(to))

A partir del Teorema anterior Luenberger propone un observador identidad para siste-
mas LIT de la forma

La estructura de dicho observador se presenta continuacién

& = Fi(t) + Gu(t) + Hy(t), @(to) = Zo-

Definiendo el error de estimacién como e(t) = &(t) — z(t) es posible obtener la dindmica
del error

é(t) = Fe(t) + |G — Blu(t) + [Hy(t) — A+ Flx(t)

Haciendo F = A — HC, G = B, y escogiendo la matriz H de tal manera que el origen
del sistema dindmico
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2. MARCO TEORICO

e(t) = [A = HCle(t), e(to) = &(to) — z(to),

sea asintéticamente estable, se obtiene el observador de Luenberger. La estructura final
del observador queda entonces

2(t) = A&(t) + Bu(t) + H(t)[y(t) = §(t)], z(to) = o

2.3.2. Observador deterministico de minima energia

En el observador de Luenberger, presentado en la subseccion anterior, la matriz H
debe de ser disenada de tal manera que el origen de la dindmica del error sea asintéti-
camente estable. Para lograr esto, existen infinitas matrices H que satisfacen dicha
condicién. El observador de minima energia (EME) es un observador de estados inter-
nos para sistemas lineales, con la misma estructura que el observador de Luenberger,
donde eleccién de la matriz H(t) asegura la minimizacién de una funcién de costo J en
particular. Dicha funcion de costo es mostrada mas adelante.

Considere el sistema LVT

&(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + v(t) (2.37)
y(t) = C(t)x(t) +w(t) (2.38)

en donde los vectores v(t) y w(t) representan perturbaciones en los estados y en la salida.

Anderson presenta en [3] la deduccién del EME a partir del regulador cuadrético lineal
y muestra que el estado x(¢1) puede ser estimado mediante la integral

i) = [ Mt (2.39)

to

en donde M (t,t1) se define como

M(t,t1) = R-YCH)P(t)Z(t, t1).

Si la matriz P(t) es solucién de la ecuacién diferencial de Riccati
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2.3 Observadores para sistemas lineales

P(t) = P(t)AT(t) + A(t)P(t)
— PO)CT ()R )CH)P(t) +Q, P(te) =Py =Py >0 (2.40)

y la matriz Z(¢,t;) es solucién de la ecuacién diferencial

Z(t,t)) = —F " Z(t,t)) + CT () RICH)P()Z(t,t1), Z(t1,t1) =1, (2.41)

entonces el estimado se considera éptimo con respecto a la funciéon de costo.

J =tr{Z" (to)P(to) Z(to) + /t [MT(OR(r)M(7) + ZT(1)Q()Z()]dr}.

to

Es importante notar que a partir del desarrollo anterior no es posible obtener z(t1)
en linea. Para hacer esto es necesario obtener (t) a partir de (2.39) y evitar el tener
que calcular Z(t,t1), ya que esto implica resolver la ecuacién diferencial (2.41) hacia
atrés en el tiempo. Para solventar este problema es importante notar que Z(t,t1) es
una matriz de transicién de estados y por lo tanto

d d
—Z(t;t) = —Z Hty;t 2.42
dtl ( ) 1) dtl (la )7 ( )
de donde se puede concluir que
d
—Z(t;ty) = [F(t1) — P(t1)C T (t) R (1) C(t))Z T (t;t1). (2.43)

dt;

Derivando (2.39) con respecto al tiempo y substituyendo (2.43) se obtiene

2(t) = A(D)2(t) + B(t)u(t) — H(t)(C(1)2(t) — y(1)), z(to) =0 (2.44)

en donde
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2. MARCO TEORICO

y P(t) es solucién de la ecuacién diferencial de Riccati (2.40).

El observador (2.44) puede ser formulado en un contexto estocéstico, con el cual
se obtiene el Filtro de Kalman. En este tltimo algoritmo de estimacion, la funcién de
costo a minimizar estd dada en términos de la funcién del valor esperado E{-}, dicha
funcién de costo es de la forma

Jo = B{[2(t) - 2(t)] " [2(t) — 2=(1)]},

de donde se puede notar que el funcional a minimizar es la varianza del error de esti-
macién.
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Capitulo 3
Observador con convergencia en tiempo

fijo

En el presente capitulo se muestra el planteamiento del problema y el resultado
principal obtenido. Dicho resultado es un algoritmo de estimacién para sistemas li-
neales, capaz de estimar los estados en tiempo fijo. Se muestra también la prueba de
convergencia de dicho algoritmo, en donde se demuestra que el origen de la dindmi-
ca del error de estimacién es asintéticamente estable y que la derivada de la funcién
de Lyapunov satisface condiciones necesarias para asegurar convergencia uniforme con
respecto al error inicial y en tiempo finito.

3.1. Planteamiento del problema

El objetivo del presente trabajo es disenar un observador de estados para sistemas
lineales cuyo tiempo de convergencia sea finito y uniforme con respecto al error de
observacién inicial, es decir, que se pueda acotar superiormente para cualquier valor
inicial del error.

Los sistemas a tratar se describen mediante la ecuacién diferencial vectorial

(3.1)

donde las matrices A(t) : Ry — R™" B(t) : Ry — R™™ y C(¢) : Ry — R™™
tienen entradas integrables y acotadas. Se asume que, la entrada u(t), la salida y(t), y
las matrices A(t), B(t) y C(t), son conocidas para todo ¢, pero no asi el estado x(t).
Ademsds, se asume que el sistema es completa y uniformemente construible, concepto
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3. OBSERVADOR CON CONVERGENCIA EN TIEMPO F1JO

presentado en la Definicién 8

3.2. Esquema de estimacion

Una estructura comtinmente utilizada para el disefio de observadores es una copia
de la dindmica de la planta con la adiciéon de un término de inyeccién del error de
estimacién g(e(t)). Dicha estructura se vuelve conveniente al momento de analizar la
dindmica del error de estimacion. Por lo que el observador tendria la siguiente forma:

2(t) = A(t)2(t) + Bt)u(t) + g(e(t))- (3.2)

El término g(e(t)) puede ser lineal en el error, al igual que en el EME, asi como no
lineal, o incluso ser una combinacién de términos lineales y no lineales. A continuacién
se propone un algoritmo de estimacién de estados para sistemas de la forma (3.1), cuya
estructura general corresponde a (3.2) pero aqui se especifica el término g(e(t)) usado:

( t))
— k1 P()N () [N (t)2(t) — o (t)]™
— k2 P(H)N () [N (1)2(t) — 9 (2)]72, 3.3
CT(H)C(t) — 2¢(t)N(t), N(ty) =0, (3.4

=P, (3.6)

con p; € [0,1), p2 > 1, k1 >0, ks > 0, Q(t) = Q' (t) > 1 >0, Py = P > 0,
§ > 2||A(t)|], y c(t) es positivo y es tal que 5 (AT (¢) + A(t)) + c(t)I > el > 0.

La funcién P(t) es solucién de una ecuacién de Riccati por lo que su inversa P~1(t) es
también solucién de una ecuacién de Riccati

P7lt)= —AT®)P7Ht) = PH)A®R) + CT(1)C(t)
—§P7Ht) - P ()Q)PL(t), P~ (to) = Py L. (3.7)

La condicién impuesta sobre c(t) es para asegurar acotamiento en N () y ¢ (t), pero es
importante remarcar que dicha condicién es suficiente mas no necesaria , esto se debe a
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3.2 Esquema de estimaciéon

que dicha condicién fue obtenida haciendo uso del teorema de estabilidad de Lyapunov.
Dado que A(t) debe ser una funcién acotada del tiempo, siempre existe ¢(t) que satis-
faga la condicion dada. De la estructura del algoritmo propuesto se puede ver que el
término de inyeccién del error de estimacién g(e(t)) tiene 3 partes. El primer término,
Pt)CT(t)(C(t)z(t) — y(t)), es lineal, y como se vera mds adelante en el andlisis de
convergencia, dicho término estabiliza globalmente al error de estimacién. El término
k1 P(t)N(t)|N(t)Z(t) — (t)]P* es no lineal y Holder continuo (concepto presentado en
el Apéndice 9), cuando p; € (0, 1), y discontinuo cuando p; = 0. Este término es fuerte
en una vecindad de e = 0 y dada su naturaleza no lineal permite al observador con-
verger en tiempo finito. El tercer término ke P(t)N(t)| N (t)&(t) — 1 (t)]P2, con pg > 1,
es continuo pero no uniformemente continuo. Debido a la seleccién de po, este término
crece mas rapido que el termino lineal lejos de e = 0. Esto permite que el error inicial se
reduzca muy rapidamente, y permite estimar el tiempo de convergencia a un compacto,
con independencia del error inicial.

La convergencia del observador equivale a la estabilidad y atractividad del origen en la
dindmica del error. Para estudiar esta propiedad se analizara la dindmica del error por
medio de la teoria de Lyapunov. Definiendo el error de observacién como

e(t) = #(t) — z(t), (3.8)

y del desarrollo mostrado en la Seccién 2.2.4.5, es posible mostrar que N (t)Z(t) —1(t) =
N(t)e(t). Este resultado es importante en la obtencién de la dindmica del error y es
justificado en la Seccién 4.2. Derivando la ecuacién anterior, se obtiene la dindmica del
€rror.

Las propiedades de estabilidad de la dindmica del error estdn contenidas en el siguiente
teorema

Teorema 10. Sean A(t), B(t) y C(t) matrices conocidas y acotadas con elementos
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3. OBSERVADOR CON CONVERGENCIA EN TIEMPO F1JO

integrables, y sea el par (A(t),C(t)) uniforme y completamente observable. Entonces
el sistema dindmico (3.9), donde N(t) es solucion del la ecuacion diferencial (5.4),
P(t) es solucion de (3.6), p1 € [0,1), po > 1, k1 > 1, ko > 1 y c(t) > 0 tal que
F(A®)+AT(t))+c(t)] > €l > 0. Entonces el origen de (3.9) es global y uniformemente

estable en tiempo fijo.

3.2.1. Demostracion de convergencia en tiempo fijo

Considere la funcién de Lyapunov

V(e(t)) = %eT(t)P’l(t)e(t). (3.10)

Derivando la funcién de Lyapunov (3.10) a lo largo de las trayectorias de la dindmica
del error

substituyendo tanto la dindmica del error y la ecuacién diferencial (3.7), se obtiene

Vie(t)) = %(A(t)e(ﬂ — P()CT(1)C(t)e(t) — POIN(E) (k1 [N()e(t)]”* — ke [N(£)e(t)]7*)) " P~ (t)e(t)
+ %eT (P71 (#)(A(t)e(t) — P()CT ()C(8)e(t) — P(E)N () (ki [N (£)e(t)]™* — k2| N (D)e(1)]7))
+ %J(t)( —ATPTI () — PTI AR + CT()C(t) — 6P (t) — PTHH)Q) P (t))e(t)

La ecuacion anterior se manipula algebraicamente con el fin de obtener funciones para
las cuales sea trivial determinar si son o no positivas definidas
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3.2 Esquema de estimaciéon

Agrupando y cancelando términos semejantes se obtiene

Vie(t)) =— %eT(t)(CT (HC() + 6P () + PTH Q)P (1))e(t)

— k1 (N(£)e(t)) T[N (®)e(t)]” — ka (N(£)e(t)) " [N (£)e(t)]72.

De desigualdad de Jensen (presentada en el Apéndice A.3 ) es posible mostrar que dado
un vector z € R™, la siguiente desigualdad se satisface

1 1
2l |2]P > ﬁHmlli’* : (3.11)

De (3.2.1) y (3.11) se puede concluir que

V(e(t) < — =T (1) (6P~ (1) + P (0QP (1)) e(t)

2
kl — k2 _
— —LIN@e®IFT = SN @e) 7 (3.12)

En la ultima desigualdad, los términos 6 P~1(t), P~ (t)Q(t)P~1(t) y ||N(t)e(t)|1 son
siempre positivos para todo t. Debido a esto, se puede asegurar la estabilidad asintéti-
ca del origen. Una vez V(e(t)) = 0 y mientras el sistema sea observable el error de
estimacién seré cero.

Para probar convergencia uniforme y en tiempo finito una cota del tiempo de conver-
gencia es obtenida a partir de la aplicacién del del lema de comparacién (el cual se
presenta en el Apéndice A.2). El tiempo de convergencia es dividido en tres intervalos,
[to,to + T [to + T, t1] y [t1,t2], en donde ¢; es el tiempo que le toma a la funcién de
Lyapunov decrecer desde su valor en el tiempo tg + T, hasta el interior de un conjunto
de nivel definido como |V (e(t1))| < r, en donde r es finito. El tiempo t9 corresponde a la
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3. OBSERVADOR CON CONVERGENCIA EN TIEMPO F1JO

cota superior del tiempo que le toma a la funcién de Lyapunov ir desde |V (e(t1))| = r,
a cero. De la definicién de la funcién de Lyapunov en (3.10) y de la desigualdad (3.12)
es posible mostrar que la derivada de la funcién de Lyapunov alrededor de la dindmica
del error satisface la siguiente desigualdad diferencial:

pit+1

V() < —kwiV o2 (8), (3.13)
S
k1= ">
nPlp 2
&
K2 = — 1>
nPzp 2

donde

0= S sup g (PL(E)),

2 t>to
o= b ARTHN@)T
G nt NET (NP

Cuya solucion satisface

1-p;

bi— 2 (to + T). (3.14)

V() < ((t—to + Dk (P 1)) v

Para i = 1 se analiza el intervalo de tiempo [to+7, ¢1] y para i = 2 se analiza el intervalo
[t1,ty]. Tanto t; como ¢y pueden ser obtenidos a partir del lema de comparacién. Debido
a la estructura de V(e(t)), esta es una funcién radialmente no acotada. Para el intervalo
[to + T, 1] se tiene que

1—
P2 1

T e
t = clfot Fto+T (3.15)
SEE=Y

Calculando el limite de la funcién anterior cuando e(ty+T') tiende a infinito, es posible
notar que el tiempo de convergencia a una bola de radio finito, estd acotado supe-
riormente. Dicha cota no depende del error inicial. Esto es ilustrado en la siguiente
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3.2 Esquema de estimaciéon

t

P2

Figura 3.1: Comportamiento cualitativo de ¢; con respecto a po

expresion:
1-po
Vie(t1)) 2" — m 1
lim bl +t0—|-T: — +to+T.
Velto+7) o0 e (P250) V(e(t) ™ ks (2570
(3.16)

El comportamiento cualitativo de £; con respecto a p2 se muestra en la Figura 3.1, de
donde se aprecia porque ps tiene que ser estrictamente mayor a 1. Un resultado similar
es obtenido al calcular una cota superior para el tiempo que le toma a la funcién de
Lyapunov ir desde el conjunto de nivel |V (e(¢1))| = r al origen. Haciendo ¢ = 2 y
tomando en cuenta que p; € [0,1), es posible hallar una expresién cerrada para to.
Aplicando nuevamente el lema de comparacién a (3.13), se obtiene

1-py
t
ty = % s (3.17)
kara (=)

De la ecuacién anterior se puede ver que la cota superior del tiempo desde |V (e(t1))| = r
al origen es finito. El comportamiento cualitativo de o con respecto a p; se muestra en
la Figura 3.2, de donde se aprecia porque ps # 1.

A partir de este resultado se puede concluir que el tiempo de convergencia es finito
e independiente del error de estimacién inicial. Por lo que el origen de la dindamica del
error, bajo las condiciones dadas en el Teorema 10, es uniformemente estable en tiempo
fijo.
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ty

p1

Figura 3.2: Comportamiento cualitativo de t5 con respecto a p;
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Capitulo 4
Estructura y funcionamiento del

observador

El objetivo de este capitulo es presentar las ideas detrés del algoritmo de estimacién
propuesto en (3.3). Entre los resultados y conceptos principales a utilizar esta la relacién
que existe entre el gramiano de constructibilidad, el estado actual y un vector que
depende tanto de la entrada como de la salida del sistema. Relaciéon presentada en
2.2.4.5 y repetida a continuacion

N (to, () — (to, £, u(t), y(t)) = 0. (4.1)

A lo largo del capitulo se muestra como, a partir de la igualdad anterior se disefia
una medida del error de estimacién. El primer paso es notar que en (4.1) los términos
N(to,t) y ¥(to,t,u(t),y(t)) pueden, dependiendo de la matriz A(t), ser funciones no
acotadas. Una solucién a este problema es introducir de manera conveniente un factor de
olvido, denotado como ¢(t). Dicho factor es introducido en las ecuaciones diferenciales
cuyas soluciones son N (to,t) y ©¥(to,t,u(t),y(t)). De escoger c(t) de manera correcta,
las soluciones a dichas ecuaciones diferenciales son acotadas y se denotan como N (tg, t)
y ¥(to, t,u(t),y(t)). A partir de esto se demostrard que la igualdad

N (to, )z (t) — b(to, t,ult), y(t)) = 0, (4.2)

se mantiene y que si el sistema original es completa y uniformemente construible en-
tonces la matriz N (to,t) es simétrica positiva definida. Por ultimo se muestra como, a
partir de (4.2), se obtiene una medida del error de estimacién, con la cual es posible
disenar un término no lineal de inyeccién del error de estimacién.
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4.1. Factor de Olvido

La idea detras del observador propuesto es utilizar el observador de Kalman deter-
ministico y agregarle un término no lineal de inyeccién del error para asi obtener las
caracteristicas de convergencia uniforme con respecto al error inicial y en tiempo finito.
Dicho término es obtenido a partir de la relacién

N (to, t)x(t) — (o, ) =0, (4.3)

en donde N(t,tg) es el gramiano de constructibilidad y v (¢,%y) es un vector, el cual
contiene informacién sobre la entrada y la salida en el intervalo [tg,t]. Es importante
notar que en la ecuacién (4.3), dependiendo de la matriz caracteristica del sistema a
observar, tanto N(tg,t) como 1 (to,t) pueden tener elementos no acotados. Para solu-
cionar esto el enfoque a seguir es introducir un factor de olvido, definido como ¢(t) € R,
en las ecuaciones diferenciales cuyas soluciones son N (tg,t) v ©¥(to,t), y asi obtener via
andlisis de Lyapunov condiciones sobre ¢(t) que aseguren un movimiento estable en la
dindmica de N(to,t) y ¥(to,1t).

Como se vio en la Seccién 2.2.3, es posible obtener el estado actual z(t) a partir del
estado en el instante z(s), la matriz de transicién de estados del sistema ®(¢,s) y la
entrada u(s) en el intervalo [s, t], a partir de la ecuacién

x(t) = ®(t, s)x(s) +/ O(t, 7)B(T)u(T)dr. (4.4)

Dado que el estado completo z(s) no esté disponible para la medicién en ningiin subin-
tervalo de [s, ], en donde s < t, es preferible reescribir la ecuacién anterior en funcién
de la salida del sistema y(s). Para esto se premultiplica (4.4) por C(t)®(s,t), para
asi obtener

t
C(s)®(s,t)x(t) = y(s) + C(s)/ O(s, 7)B(T)u(r)dr, (4.5)

en donde el estado z(s) no aparece y en cambio y(s) si lo hace. El factor c(t) es

introducido en forma de la matriz ©(t, s) = e €(5)45T de manera en que la estructura de
(4.3) se mantenga. Para esto (4.5) es premultiplicada por © (s,1)® " (s,1)CT (5)O(s, 1),
e integrada en el intervalo [to, ], para asi obtener
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4.1 Factor de Olvido

t O (s,t)® " (s,t)CT (5)C(5)B(s,t)O(s,t)ds z(t)

to

- t@T(s,t)q)T(s,t)CT(S)Q(&t)y(s)ds

to

+ @T(s,t)@T(s,t)CT(s)C’(s)@(s,t)/ O(s,7)B(T)u(T)drds.  (4.6)

to

de donde se puede hacer las siguientes definiciones:

N(to,t) £ t@T(s,t)<I>T(s,t)CT(s)C(s)CI)(s,t)@(s,t)ds x(t), (4.7)
a(to,t) = tt O (s,t)® " (s,t)CT(5)O(s, t)y(s)ds, (4.8)
B(to,t) = t @T(s,t)@T(s,t)CT(s)C(s)G(s,t)/ O (s, 7)B(T)u(r)drds, (4.9)
P(to, t) = alto,t) + B(to, t). (4.10)

De (4.6), una nueva expresion surge, pero con la misma estructura que (4.3)

N(t, to)z(t) = ¥(t, to). (4.11)

Dado que para implementar el observador tanto la matriz N(tg,t) como el vector
(to,t) deben de poder ser construidos en linea, algoritmos recursivos para este fin son
deducidos al aplicar la regla de Leibniz a (4.7),(4.8) y (4.9).

Empezando con N(tg,t), después de derivar (4.7) con respecto al tiempo, la siguiente
expresién es obtenida

%N(to, t) = —(A(t) + c(t)I) "N (to, t) — N(to, t)(A(t) + c(t)I) + CT(H)C(t). (4.12)

De la definicién del gramiano de constructibilidad como una integral se deduce que
N(to,to) = 0. El mismo desarrollo puede ser aplicado a a(to,t) y B(to,t), con lo que se
obtiene
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

%d(tg, t) = CT(t)y(t) — AT (t)a(to, t) — 2¢(t)alto, t). (4.13)
y
4 B(to,t) = —AT()B(to, 1) + Nito, ) BO)u(t) — 2(0)3(to, 1) (414)

dt

Si se desea obtener una algoritmo recursivo para construir directamente el vector 1 (¢, to)
en linea, las ecuaciones (4.13) y (4.14) pueden ser substituidas en

b(to,t) = alto, t) + Blto, ), (4.15)

y asi obtener

b(to, ) = —(2c(WL+ A(t)) T P(to, 1) + CT (B)y(t) + N (£) B(t)u(t). (4.16)

Dado que N (tg,to)x(t) = 0, entonces (tg,to) = a(to,to) + B(to,t0) = 0.

4.1.1. Condiciones sobre el factor de olvido

Como se mencioné al principio del capitulo, un factor de olvido en la forma de una
funcién ¢(t) es introducido en la estructura del gramiano de constructibilidad. Esto se
hizo de tal manera que la igualdad (4.2) se mantenga, por lo que ahora resta encontrar
condiciones suficientes sobre c(t) para asegurar acotamiento en los elementos de N (tg, t)
y ¥(to, t). Para esto se analizar4 la ecuacién diferencial de Sylvester, la cual es una ge-
neralizacién de la ecuacion diferencial de Lyapunov, de la cual N (tp,t) es solucién.

La ecuacién diferencial de Sylvester estd definida como [1]
X(t) = MHX (1) + X(ON(t) + R(t), X(to) = Xo, (4.17)

y su solucion general se expresa de la forma

X(t) = @ar(t, o) Xo® yr (¢, to) + / t Py (t, 7)R(T)® o (8, T)dT. (4.18)

to
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4.1 Factor de Olvido

Para el caso particular de la ecuacién diferencial de Lyapunov se tiene M (t) = —AT(t)
y N(t) = —A(t), debido a esto, ®ps(t, tg) = (I)—AT(t) (t,to) y Pyt (t,to) = (D_AT(t)(t, to).
Reescribiendo ®p(t,%0) y ®n (¢ t0) en funcién de @ 54 (¢, %) se obtiene

D (t,t0) = —(B 3L (4,10)) T

QT (ta tO) ((I)A(lt) (t’to))—r

De las dos desigualdades anteriores la solucién de la ecuacién diferencial de Lyapunov
es

X (1) = (@5 (. 10)) T Xo®3) (t.10) + /t (@3 (t.7) TR()®3L, (t.7)dr.

Para que la funcién anterior sea acotada, la matriz ® A( 0 (t,to) debe inducir un movi-

miento estable y R(t) debe de tener elementos acotados. La matriz ®; At )(t to) satisface

dichas condiciones si corresponde a la matriz de transicion de estados de un sistema
lineal cuyo origen es exponencialmente estable. Suponga que ®7 A( 0 (t,tp) es la matriz de
transicion de estados del sistema

21(t) = —AT 2 (t) (4.19)

y el punto z(¢) = 0 es exponencialmente estable. Entonces @ 5 (,%0) es la matriz de
transicién de estados del sistema

22 = A(t)ZQ(t), (4.20)

cuyo origen debe de ser exponencialmente inestable. Si A(t) = A(t) + c(t)I, entonces
una condicién suficiente para esto es escoger c(t) de tal manera que 3 (A(t) + AT (t)) >
ol > 0.

4.1.2. N como gramiano de constructibilidad

El objetivo de esta seccién es probar que la matriz N(t,tq) es simétrica positiva de-
finida si el sistema (3.1) es completa y uniformemente construible. Para esto se muestra
que la matriz N (¢,to) es el gramiano de constructibilidad de un sistema lineal, el cual
es construible si el sistema a estimar es construible.

39



4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

Considere nuevamente las expresiones para N(t,ty) y N(t,to)

N(to,t) = /t D' (5,6)CT(s)C(5)D(s,t)ds, (4.21)
N(tg, t) = t@T(s,t)CI)T(s,t)CT(s)C(5)<1>(s,t)@(s,t)ds , (4.22)

se puede ver que en 4.22 la matriz O (s,t)® ' (s,t) juega el mismo papel que la matriz
®T(s,t) en (4.21). Por lo que se podria pensar que la matriz ®(s,)O(s,t) es la matriz
de transicion de estados de algun sistema lineal, cuya matriz caracteristica sera deno-
tada como A(t). La relacién entre la matriz A(t), el factor de olvido c(t) y la matriz
caracteristica del sistema a estimar A(t) se presenta mediante el siguiente teorema.

Proposicién 1. Sea ®(s,t) la matriz de transicion de estados del sistema dindmico

&1(t) = Ai1(t)z1 () (4.23)

y O(t,to) la matriz de transicion de estados del sistema

To(t) = Aa(t)z2(t), (4.24)

en donde Ay(t) = c(t)L.

Si ®(t,to) es la matriz de transicion de estados del sistema dindmico

z(t) = A(t)Z(t). (4.25)

en donde A(t) = A1(t) + Aa(t), entonces ®(t,tg) = ®(t,t9)O(t, to).
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4.1 Factor de Olvido

Demostracion. Multiplicando las matrices de transicién de estados ®(¢,to) v O(t,t0) y

derivando con respecto al tiempo se obtiene

%[(I)(t,tg)G(t,to)] = ®(t,0)O(t, to) + B(t, 10)O(L, to) (4.26)

De las propiedades de la matriz de transicion de estados, sabemos que

B(t, to) = A1 (£)D(t, to) (4.27)

O(t, to) = As(t)O(t, o). (4.28)

Substituyendo (4.27) y (4.28) en (4.26) se tiene que

10110001, 10)] = AL(DR(1, )01, 10) + (1, 10) As(1)O(1, 1)

= (Ay(t)®(t,t0) + D(t,t9) Aa(t))O(t, to).

Dado que Az(t) = ¢(t)I y ya que esta matriz puede conmutar con cualquier otra (su-

poniendo que las dimensiones lo permiten) la ecuacién anterior queda como

%[(I)(t,to)@(t,to)] = (A1 ()P (t, to) + Aa2(t)D(t,10))O(t, to)

= (Ay(t) + Aa(t)) (¢, 0)O(t, o).

Ya que Ci>(t, to) = A(t)®(t, tg) y A(t) = A1(t) + Aa(t) se puede concluir que
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

B(t,to) = D(t,0)O(t, o) (4.29)

O]

De la Proposicién 1 podemos concluir que en efecto N(tg,t) es el gramiano de
constructibilidad de un sistema lineal cuya matriz caracteristica puede ser expresada
como

A(t) = A1 (t) + c(t)L (4.30)

Mediante este resultado es posible probar que la invertibilidad del gramiano de construc-
tibilidad N (tg,t) implica la invertibilidad de N (¢o,t). Para esto se propone la siguiente
proposicion.

Proposicién 2. Sea Ai(t) la matriz caracteristica de un sistema lineal observable en

el intervalo [to,ts], de la forma

#(t) = A1 (D)), (4.31)

() = A(t)a(t), (4.32)

Si A(t) = A1 (t)+c(t)l y c(t) > 0 entonces el sistema (4.32) es observable en el intervalo

[t()vtf]'

Demostracion. La matriz de transicién de estados de (4.31) es definida como ®(¢,tg) y

su gramiano de observabilidad como M (ty,t¢). Premultiplicando y postmultiplicando
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4.1 Factor de Olvido

el gramiano de observabilidad por un vector x, # 0 se obtiene

tr
.ZU;FMl(t(),tf).Ta = / .ZU;(I)T(t,to)CT(t)C(t)q)(t,to)xadt, (433)

to

_ / YT, (4.34)

to

donde z(t) = C(t)®(t, to)r,. Dado que el integrando de la expresién anterior es la
norma dos al cuadrado de z(t) y debido a que el sistema (4.31) se supone observable se

puede concluir que

C(£)®1 (¢, to)xa 2 O, (4.35)

en al menos un subintervalo de [to,?f].

Ahora suponga que se tiene el sistema dindmico (4.32) del cual se asume que es
inobservable en el intervalo [tg,t¢]. El gramiano de observabilidad para este sistema
se define como I'(tp,t¢). Se premultiplica y postmultiplica el gramiano por un vector

xp # 0 que satisfaga la desigualdad

) T(to, ts)ay = 0. (4.36)

El vector xj, # 0 siempre existe ya que la matriz I'(to, tf) es singular (ya que el sistema

se supone inobservable). De la ultima ecuacién se tiene que

ty __ _
LEbTI‘(to,tf)xb:/ xg BT (t,t0)CT (£)C(t)D(t, to)xpdt (4.37)

to

Del Proposicién 1 se tiene que ®(t,tg) = ®(t,t0)O(t, o) por lo que la ecuacién anterior

puede ser reescrita como
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

xp D(to, ty)my, = /tfwa@T(t,to)CI>T(t,tO)CT(t)C(t)CP(t,t0)®(t,t0)xbdt (4.38)

to

= /tf 2T () 2*(t)dt = 0, (4.39)

to

donde z*(t) = C(t)®(t,t0)O(t,to)xp. Ya que el sistema es inobservable se puede concluir

que

C(t)q)(t, to)@(t, to){Bb =0, Vte [to, tf}. (4.40)
Pero la ultima ecuacién puede ser reescrita como

C(t)d(t, tg)azaef:of AT _ 0, vt € [to, t], (4.41)
lo que es una contradiccién ya que dadas las propiedades de la funcién exponen-
cial, efttof “MdT o5 siempre positivo y como el sistema original es observable la matriz
C(t)®1(t,to)xy es diferente de cero en al menos un subintervalo de [to, tf]. Por lo tanto
el sistema (4.32) debe de ser observable y el gramiano de observabilidad I'(tg,tf) es no
singular.

O]

A partir de las Proposiciones 1 y 2 se demuestra que si el gramiano de constructi-
bilidad N (t,t0) es invertible, entonces la matriz N(¢,ty) también lo sera.

4.2. FError de Estimacion

Dado que el objetivo es estimar el estado actual de un sistema dindmico lineal, es
necesario contar con una expresién del error entre el estado estimado #(t) y el estado
real z(t). Es importante remarcar que dicha expresiéon debe poder ser construida con
senales medibles. Lo primero es definir el error de estimacion como

e(t) = &(t) — z(t). (4.42)

La expresién (4.42) puede ser utilizada inicamente para fines de anélisis, esto se debe a
que el estado actual z(t) no estd disponible. En la seccién 2.2.4.5 se mostré la relacién
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4.2 Error de Estimacion

entre el gramiano de constructibilidad N (¢o, ), el estado actual y el vector ¥(tg, t),

Dicha relacién puede ser utilizada para disenar una medida del error de estimacion, la
cual puede ser construida con informacién disponible. Esto es porque 9 (t) depende de la
entrada y la salida del sistema. Las expresiones (4.42) y (4.43) pueden ser manipuladas
y asi obtener

N(to, )2(t) — ¥(to, t) = N(to, t)2(t) — N(to,t)z(t) = N(to, t)e(t). (4.44)

Dado que se asume que el sistema es construible, entonces el gramiano de constructi-
bilidad es una matriz de rango completo lo que implica que

N(to, t)e(t) = 0 = e(t) = 0. (4.45)

De la expresién anterior el vector N (to,t)e(t) es una medida conveniente del error de
estimacién que puede ser construida con informacién disponible.

Como se ha expuesto en las secciones anteriores tanto la matriz N (tg,t) como el vector
¥ (to,t) pueden tener elementos no acotados, lo que al momento de implementar el
observador en un sistema real puede ser un problema. En la seccion 4.1 se obtuvo
una expresiéon con la misma estructura que (4.1), pero con la caracteristica que sus
elementos se encuentran acotados,

N(to, t)x(t) = ¥(to,t). (4.46)

Como en (4.44) la expresién (4.46) y (4.42) pueden ser manipuladas para obtener una
medida del error cuyos elementos estdn acotados. Siguiendo el enfoque de (4.44) se
obtiene

N (to, t)2(t) — ¥(to, t) = N(to, t)2(t) — N(to,t)z(t) = N(to,t)e(t). (4.47)

De la definicién del gramiano de constructibilidad, si el sistema a estimar es observable
entonces la matriz N (¢) es no singular y por el resultado en la seccién 4.1.2, esto implica
que la matriz N es de rango completo por lo que

N(to,t)e(t) = 0= e(t) = 0. (4.48)
Este resultado muestra que la funcién T : R — R™ ! con regla de correspondencia

Y(to,t) = N(to,t)2(t) — ¥(to,t) (4.49)
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

es una término de medida del error conveniente, cuyos elementos elementos estan acota-
dos para todo t y puede ser construida con informacién disponible. La funcién anterior
aparece en la dindmica del observador en el argumento de dos términos no lineales,
cuyas caracteristicas dan al observador propiedades de convergencia en tiempo fijo.
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Capitulo 5
Observador para sistemas LIT y

observador adaptable

En el presente capitulo se muestra como el resultado obtenido en la secciéon anterior
puede ser aplicado a casos particulares. El primer caso que se presenta es una simpli-
ficacion del algoritmo para sistemas lineales invariantes en el tiempo. El segundo caso
de estudio es el de un observador adaptable para sistemas SISO lineales invariantes en
el tiempo.

5.1. Observador para sistemas LIT

En el observador propuesto en la Seccién 3.2, la matriz P(t) se disena para estabili-
zar el origen de la dindmica del error de estimacion, y dado que las matrices A(t) y C(t)
varian en el tiempo la matriz P(t) también varia el tiempo. Para el caso de sistemas
LIT la matriz P(t) puede ser constante y por lo tanto su disefio es mds sencillo. En
esta seccién se presenta el algoritmo de estimacién (3.3) en una forma simplificada para
sistemas LIT, en donde la matriz P es invariante en el tiempo, lo que evita tener que
calcular P(t) en linea a través de una ecuacién de Riccati.

Considere el sistema LIT de la forma

donde z(t) es el estado interno, u(t) es la entrada , y(¢) la salida y A, By C son
matrices constantes conocidas. Para dichos sistemas se propone el siguiente algoritmo
de estimacion.
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5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

(t) = A#(t) + Bu(t) — L(C&(t) — y(t)) (5.3)

— PN [[N@)E(t) — ()17 + [N (B)a(t) — $(6)]7] (5.4)
N(t)= — ATN(¢) (t)A+CTC —2eN(t), N(tg) =0 (5.5)
W(t) = — ATP(t) + CTy(t) + N(t) Bu(t) — 2ci(t), (to) = (5.6)

donde p; € [0,1), p2 > 1, c es tal que %(AT + A) 4+l > el > 0, P, es la solucién de la
ecuacién de Lyapunov

(A—LO)Y'PL+PLA-LC)=-Q, Q=Q" >0 (5.7)

y L es tal que la matriz (A — LC') es Hurwitz. La matriz de ganancias L puede ser
calculada mediante la férmula de Ackerman.

Para demostrar que el observador propuesto en (5.4)-(5.6) es capaz de estimar los esta-
dos del sistema (5.1) es necesario analizar la dindmica del error. El error de estimacién
es definido como e(t) = #(t) — x(t). Derivando la ecuacién de error y substituyendo
(5.1) y (5.4), la dindmica del error es obtenida

é(t) = (A— LO)e(t) — PL'N(1) [LV (£)e(t)]P* + [N (t)e(t)]72] - (5.8)

Teorema 11. Sean A, B y C matrices reales conocidas y el par (A,C) observable.

Considere el sistema dindmico

é(t) = (A= LC)e(t) — PL N (t) [N (D)e(t)] + [N(t)e(t)]] (5.9)

Si N(to,t) es solucion de la ecuacion diferencial (5.5), Py, es la solucion de la ecuacion
de Lyapunov (5.7) y L es tal que la matriz (A — LC) es Hurwitz, entonces el punto
e(t) =0 de (5.9) es estable en tiempo finito.

Demostracion. Se propone la funcion de Lyapunov
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5.1 Observador para sistemas LIT

V(e(t) = 5T (1)Pre(t), (5.10)

derivando (5.10) al rededor de la dindmica del error se obtiene

V(elt)) = 3é00Prelt) + 5T (0 PLé()
= 2[4 LOYe(t) — PN () [LN et + LN (1)e(t)]] ] Pre(t)
b5 (WP~ LC)elt) ~ PN [LN (et + [N (0)e(t)]*] |
= 5T (A ~ LO) Pre(t) — 5 [[N(He(” + [N (@e(t)]] T N(#)e()

+ e OPLA — LO)e(t) — 5T (ON (D) [[N(De(t)]” + [N (0)e(t)]”]

- %J( ) [(A= LC)T Py + PL(A - LO)| e(t) (5.11)
— (Ne(®) " [IN@®)e®)]™ + [N (t)e(t)]”]
< — 2T ORelt) ~ [N@e() 5 — [N (e(r) 2. (512)

Dado que Q = Q" > 0y [[N(t)e(t)|l1 > 0V e(t) # 0, el punto e(t) = 0 es asintética-
mente estable. Del desarrollo anterior es posible obtener la siguiente desigualdad

) N 41 i+1

V(e(t) < —lIN@®e®)| < —alle®)[5™, (5.13)

donde o = infisyy A9TH(N(£)) > 0 e i = 1,2. Se puede mostrar que la funcién de

Lyapunov (5.10) satisface la desigualdad

A (Pr)lle(®)]3-

De la expresién anterior se obtiene
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pit1
)

—[le) 5 < —kV 2 (5.14)

pitl
donde k = (ﬁ ® > 0. Combinando (5.13) y (5.14) se obtiene la siguiente

desigualdad

pit+1
)

V(e(t) < —alle(t) 5 < —akv™3

de la cual se concluye que

pi+1

Vie(t)) < —akV 2 . (5.15)

De manera similar a la prueba del Teorema 10 el tiempo de convergencia es dividido
en dos intervalos [to,t1] v [t1,t2]. En donde t; es el tiempo que le toma a la funcién de
Lyapunov decrecer desde su valor en el tiempo tg, hasta el interior de un conjunto de
nivel definido como |V (e(t1))] < r, en donde 7 es finito. El tiempo ta corresponde a la
cota superior del tiempo que le toma a la funcién de Lyapunov ir desde |V (e(t1))| =,
a cero. En la ecuacién (5.15), i = 2 corresponde al intervalo de tiempo [to + T, t1] y
dado que ak > 0y py > 1 dicho intervalo es finito e uniforme con respecto a V' (e(tp)).
De la misma forma i = 1 corresponde al intervalo [t1, t2] y debido a que p; € [0, 1) este

ultimo intervalo de tiempo también es finito.

5.1.1. Un observador de orden reducido

Para el caso en el que no se desea estimar todos los estado de un sistema es posible
disenar un observador de orden reducido para sistemas LIT a partir del observador
propuesto en la seccién anterior. Para esto tome en cuenta el siguiente sistema dindmico
particionado
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. xl(t)} |:A11 A12:| |:x1(t):| |:Bl:|
t) = = t), 5.16
:U( ) |:562(t) A21 A22 xg(t) + BQ U( ) ( )
donde la salida es y(t) = z1(t) y x2(t) es el vector de estados a estimar. Haciendo
=z

x1(t) = y(t) v z2(t) (t) el sistema (5.16) puede ser reescrito como

y(t) = A122(t) + A11y(t) + Bru(t),
Z(t) = Aggz(t) + Agly(t) + Bgu(t).

Dado que el sistema (5.16) es un sistema lineal, de la Seccién (2.2.4.5) sabemos que la
siguiente desigualdad debe de satisfacerse

N(t)z(t) = (1), (5.17)

en donde N(t) es el gramiano de constructibilidad y (¢) es un vector que depende
tanto de u(t) como de y(t). El sistema original fue particionado y lo mismo puede hacer
en 5.17, por lo que se obtiene

[Nn(t) Nm@)] [y(t)} _ [wmt)] ' (5.18)
Nai(t)  Naa(t) Ya(t)
Dado que el sistema y(t) es medido directamente y solo el estado z(t) necesita ser

estimado, el problema lineal a resolver para obtener el estado deseado debe ser de la
forma

N(t)za(t) = ¥(t). (5.19)

Las funciones N(t) y (t) pueden ser obtenidas a partir de (5.18), de donde se deduce
la igualdad

Noy (t)xl(t) + Ngg(t)l’Q(t) =y (t) (520)

De (5.20) es obvio que (5.19) se puede construir si N(t) = Noo(t), 2(t) = x2(t) y
Y(t) = a(t) — Noi(t)z1(t). Con esto en mente se propone el siguiente esquema de

51



5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

observacién

E(t) = An2(t) + Asry(t) + Bau(t)
+ K (y(t) — A122(t) — Any(t) — Buu(t)) + LP [N (£)2(t) — (1)1,

donde L > 1, p € [0,1), K es tal que la matriz Ay — K Ao es Hurwitz y Py, es la
solucién de la ecuacién de Lyapunov

(Agg — KA19) " Pp 4 Pr(Agy — KAp) = —Q, Q=Q" >0.

Dado que () no esta disponible para la medicién se propone el cambio de variables
w(t) = z(t) — Ky(t). Derivando la expresién anterior se obtiene un algoritmo de esti-
macion parcial de los estados.

Proposicién 3. Sea el sistema (5.16) observable, del estado x(t) = [z] (t) xg (t)]T
unicamente el vector x1(t) es medible y las matrices A, B y C' son conocidas. Entonces

el estado x5(t) puede ser estimado en tiempo finito a partir del sistema dindmico

W(t) = (Agz — KAp)w(t) + (B — K By)u(t)
+ (Ao — KAy + ApK — RA12I~()y(t)
+ LPY N () (w(t) + Ky(t)) — $()]P

Ba(t) = w(t) + Ky(t)

donde L > 1, p € [0,1), K es tal que la matriz Aoy — K Ao es Hurwitz y Pp, es la

solucion de la ecuacion de Lyapunov

(Agg — KA19) " Pp 4 Pp(Ags — KApp) = —Q, Q=Q" > 0.
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5.2. Observador adaptable para sistemas LIT

En la presente seccién un observador adaptable para sistemas SISO en la forma de
observador es presentado. El diseno de dicho observador estd basado en las ideas pre-
sentadas en la seccién (3.2). El enfoque a utilizar es volver el problema de estimar los
estados y los parametros desconocidos de un sistema, de una entrada y una salida en la
forma de observador, al problema de estimar los estados de un sistema lineal variante
en el tiempo [28].

Un sistema SISO en la forma de observador se escribe como

i(t) = Az(t) + Bu(t), (5.21)

donde z(t) € R™ son los estados, u(t) € R es la entrada y y(t) € R es la salida. Las
matrices A, B y C se definen como

ag 1 0 0
a9 0 1 0
A= . ,

an—1 0 O 1
L a, 0 0 |

by

by

B=] 1,
bn
y
C = [1 0 O}

Los pardmetros a estimar son aquellos en las matrices A y B. Como se indicé al principio
de esta seccidn, se busca reescribir el sistema (5.21) como un sistema LVT, pero en donde
los pardmetros a estimar son parte del vector de estados. Dicho sistema LVT es de la
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forma

(H)Z(t) (5.22)

en donde Z(t) = [z (t) "]" y 0 es el vector de parametros desconocidos, definido como

9:[a1 ag - anbl b2 bn]T.

La matriz A(t) del sistema (5.22) debe contener tinicamente sefiales disponibles para la
medicion, que en este caso son u(t) y y(t). Dado que dichas senales no son constantes el
sistema (5.22) es una forma particular de los sistemas LVT y por lo tanto un observador
para sistemas LVT es necesario. Una forma conveniente de construir la matriz A(t) es

o [Ae T(2)
At) = [O 0 ] , (5.23)
en donde
01 0
a |
0 0 1
0 0 0
y

T(t) = [yOI w(®)].

La salida del sistema (5.22) es la misma que la salida del sistema (5.21), debido a esto
la matriz C' se define como

c=|[C 0 (5.24)

Una vez que el sistema original es llevado a la forma (5.22), el algoritmo propuesto en
la seccién (3.2) puede ser utilizado para reconstruir el vector z(t), el cual contiene el
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estado y los pardmetros desconocidos del sistema original.

5.3. Observabilidad del sistema extendido

En el momento de querer aplicar cualquier esquema de observacién al sistema ex-
tendido (5.22) es necesario conocer las condiciones sobre el sistema y la entrada, para
las cuales que este es observable en los estados y en los parametros. Dichas condiciones
seran deducidas a continuacion.

En [28], Zhang muestra que la matriz de transicién de estados del sistema extendido
(5.22) puede ser representada mediante la matriz a bloques

P11(t,to) Pia(t, to)

en donde las matrices ®11(t, %) y P12(t,to) satsifacen las ecuaciones diferenciales

@11 (t, tg) =Ao®11(t, t0), P11(to,to) =1,

Dot to) =Ae®ia(t, to) + Y(t), P1a(to,to) = 0.

A partir de la matriz de transicién de estados, el gramiano de constructibilidad N (¢, t)
se define como

en donde
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5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

Nii(t,s) = @T(s,t)CT(s)C(s)CD(s,t),

t
Niy(t,s) = Noy(t,s) = — CIDT(s,t)CT(s)C(s)/ O(s, 7)Y (7)dr,
t ’ t
N3o(t,s) :/ TT(T)‘I)T(S,T)dT CT(S)C(S)/ O(s, 7)Y (7)dr.

De la seccién 2.2.4.4 sabemos que una forma de determinar si un sistema es uniforme-
mente construible es verificar que

N(to,t) > el > 0.

Para que esto ocurra es suficiente que las siguientes condiciones se satisfagan

t

Nii(to,t) = [ Nij(t,s)ds = al >0 (5.25)
to
t
Noso(to, 1) = | Niy(t,s)ds > BI >0 (5.26)
to
Noa(to, t) — Nib(to, )Ny ' (to, t) Nia(to, t) > 0 (5.27)

Al analizar ftt) N7,ds, se puede apreciar que dicha matriz es el gramiano de construc-
tibilidad del sistema (5.21), por lo que la observabilidad completa y uniforme del par
(A(t),C(t)) garantiza que la condicién (5.25) se satisfaga.

Para analizar la condicién 2) debemos de entender primero la estructura de Nogo(to, ).
De [28] sabemos que dicha matriz satisface la igualdad

Nao(to,t) = /t (IJE(T, t)CT(T)C(T)(Dlg(T, t)dr,

to

en donde ®12(7,t) es solucién de la ecuacion diferencial
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5.3 Observabilidad del sistema extendido

D1o(1,t) = Ag®1a(7,t) + Y(2).

Definiendo las funciones

Ci(t,to) = (1_11)' /to (t T)Zily(T)dT,
mto) = gy [ (4= Tt

y el vector

ﬁ(ta tO) - [_y<t)7 _Cl (ta tO)a e 7Cn—1(t7 tO)? —’U,(t), —771(t7 t0)7 o 777n—1(t7 tO)]a

el gramiano de constructibilidad Naa(to,t), puede ser reescrito como

Noo(to, t) = /t: </tsq9T(r, t())dT) (/:19(7, to)d7'> ds.

A partir de la expresién anterior se puede concluir que satisfacer la condicién (5.26) es
equivalente a satisfacer la siguiente igualdad

/t: </t 9T (r, t)dT) </:19(7', t)d7-> ds > BI > 0. (5.28)

Si u(t) es una funcién suave a tramos, los intervalos en donde es suave no se contraen
hasta ser cero, es uniformemente acotada y su derivada también es uniformemente
acotada, entonces la igualdad (5.28) equivale a la condicién de excitacién persistente
sobre (o, t) [2].

La condicién (5.27) nos habla del efecto que tienen las matrices en la antidiagonal de
N (to, t) sobre la invertibilidad de dicha matriz. Para satisfacer dicha condicién considere
los vectores
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5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

y las funciones

ya(s) = — C(s) / (s, 7)Y (r)dr 0.

En [28], Zhang muestra que la salida del sistema (5.22) puede escribirse como

y(s) = C(s)P(s,t)x(t) — C(s)/ O(s,7)Y(7)dT 0,

por lo que y(s) = y1(s) + y2(s). A partir del gramiano de constructibilidad N (to,t) y
el vector p es posible obtener la siguiente forma cuadratica

B Nui(to,t) Nia(to,t)] [a(t)
p'N(to,t)p=[z"(t) 0] [Ni(tg,t) N;z(tz,t)} [ 0 ]

= xT(t)NH(to, t)x(t) + QxT(t)ng(to, t)9 + HTNQQ(t(]7 t)@ (5.29)

Dada estructura de Ni1(to,t) y ya que los vectores x(t) y # no dependen de la variable
de integracion s, estos pueden entrar en la integral, por lo que la forma cuadratica
x T (t)N11(to, t)z(t) satisface la igualdad

" (t)N11(to, t)z(t) = /tt 2T ()@ (5,6)CT (s)C(s)D(s,t)x(t)ds.

Por como se define la funcién y;(t) y dado que la expresién ftto f(1)g(7)dr define un
producto interno, la ecuacién anterior queda como

2T () N (to, ) (1) = / uT (5)mn(s)ds = (41(5), 1 (5)). (5.30)

to
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5.3 Observabilidad del sistema extendido

De forma analoga, el mismo procedimiento puede ser aplicado a las formas cuadraticas
227 (t)N1a(to, )8 y 07 Noa(to, t)0

22T (£) Nua(to, )0 = — 2 / t

to

[mT(t)ch(s,t)cT(s)C(s) / t@(s,T)B(T)dfe] ds

— / oy (5)u(5)ds = 201 (5), 9a(5)), (5.31)

to

07 Noo(to, )0 = /t [QT /: BT (1)@ (s,7)dr CT(s)C(s) /:@(S,T)B(T)oh 9} ds

to

t
- / u3 (5)a(s)ds = (42(5), y(5)). (5.32)

to

A partir de (5.30), (5.31) y (5.32), la igualdad (5.29) puede ser reescrita como

p N(to,t)p = (y1(s),y1(s)) + 2(y1(s), y2(s)) + (2 (s), y2(s))
= (W1(s) + y2(s),1(s) + ya2(s)),

y de las propiedades del producto interno podemos concluir que la condicione 3) no se
satisface si
y(s) = y1(s) + y2(s) =0 Vs € [to, t]. (5.33)

A partir del desarrollo anterior se concluye que para poder estimar tanto el estado
x(t) como los pardmetros 6 el par (A,C) debe de ser construible y u(t) ser tal que la
condicién (5.28) se satisface y la condicién (5.33) no se satisface.
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Capitulo 6

Ejemplos Numéricos

Con el objetivo de mostrar el funcionamiento de los algoritmos propuestos, 6 ejem-
plos son presentados. Para cada ejemplo se muestra una comparacién con el EME y en
algunos casos el observador de Luenberger. En todas las simulaciones se supone que no
existe ruido en la medicién ni en la entrada del sistema, a menos que se especifique. En
los primeros dos ejemplos se muestra el funcionamiento del algoritmo de observacién
aplicado a sistemas LTV de segundo y tercer orden. En el tercer ejemplo se estima el
estados completo de un sistema LIT y en el cuarto ejemplo se estiman solo una par-
te del estado. El quinto ejemplo muestra el funcionamiento del observador propuesto
aplicado como observador adaptable y el ultimo ejemplo se muestra como el algoritmo
propuesto puede ser utilizado para hacer estimaciéon de pardmetros en una clase de
ecuaciones diferenciales de primer orden.

6.1. Estimacion de los estados de un sistema LVT

Como ejemplos numéricos para mostrar el funcionamiento del esquema de obser-
vacion propuesto en sistemas lineales variantes en el tiempo se presentan dos casos, el
primer caso es aplicado a un sistema de segundo orden y el segundo caso es para un
sistema de tercer orden.

6.1.1. Sistema LVT de segundo orden (Ejemplo 1)

En el primer ejemplo a mostrar se tiene un sistema LTV cuyas matrices A(t), B(t)
y C(t) estan definidas de la siguiente manera.
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6. EJEMPLOS NUMERICOS

A(t) = [Qsm(?)_l :ﬂ (6.1)
B(t) = [Coig’;g)”)} (6.2)
C(t) =[-3sin(2t) +4 0] (6.3)

Los pardmetros del observador se definieron como se muestra en la tabla 6.1

’ Pardmetro ‘ Valor ‘

u(t) 5cos(t) + 1
P1 0.1
P2 1.9
Ly 10
Lo 25
Q I
Tabla 6.1: Pardmetros del observador para un sistema LTV de segundo orden (Ejemplo

1)

En las figuras 6.1 y 6.2 se comparan los estados reales x1 y zo contra los estimados
obtenidos del observador propuesto y del EME. En dicha gréfica se puede apreciar
como los estimados obtenidos convergen de manera exacta en tiempo finito, mientras
que en los estimados obtenidos por el EME la convergencia es notoriamente mas lenta.
El mismo resultado puede ser apreciado en las figuras 6.3 y 6.4 en donde el error de
estimacién es mostrado. Por ultimo el comportamiento de la Funcién de Lyapunov
es mostrado en la figura 6.5. En dicha grafica se puede apreciar como la funciéon de
Lyapunov es monétonamente decreciente y toca el cero antes de los 0.5s.

Se realizaron simulaciones en donde se introdujo ruido en el termino de salida y(t) y
perturbaciones en los estados, en forma de un vector p = [p; pg]T, por lo que el sistema
a estimar adquiere la forma

y(t) =C()a(t) +r (6.5)

Esto se hizo con el objetivo de mostrar de manera experimental el desempeiio del
observador propuesto ante entradas desconocidas tanto en el sistema a observar como
en el observador de estados. En las figuras (6.6) y (6.7) se muestran los componentes pq
y p2. En la figura (6.8) se muestra la senal de salida antes y después de ser contaminada
con ruido. El desempeno del observador se muestra en la figura (6.9) en donde se puede
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6.1 Estimacién de los estados de un sistema LVT

2172([)

2k o(t) .
—3(1)

— — —iy(t) OME

4 I L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t [s]
Figura 6.2: Estimacién del estado x2 (Ejemplo 1)

apreciar que el error de estimacion estd acotado. El resultado puede ser comparado con
el EME, cuyo error de estimacion es mostrado en la Figura 6.10

6.1.2. Sistemas LVT de tercer orden (Ejemplo 2)

Como segundo ejemplo se presenta un sistema de tercer orden cuyas matrices se
definen como
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6. EJEMPLOS NUMERICOS

—_—c(t)

s s ()

0 0.2

0.4 0.6
t [s]

0.8 1

Figura 6.3: Error de estimacién con el algoritmo de estimacién propuesto (Ejemplo 1)

4

3L

2+ ~

1_ -

come(t)0
a1k

2"

-3 L

0 0.2

0.4 0.6
t [s]

Figura 6.4: Error de estimacién con el EME (Ejemplo 1)

1 0
A= |cos(t)sin(t) —1 (1 —cos(t)?) —cos(t) (6.6)
| 2cos(t) 0 -1
[0 0
B= |1 0 (6.7)
11
0 1
C= 0 0 (6.8)

Los pardmetros del observador se dan en la tabla 6.2
Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos en el ejemplo anterior. El com-

64



6.1 Estimacién de los estados de un sistema LVT

Figura 6.5: Comportamiento de la funcién de Lyapunov (Ejemplo 1)

15 T T

-15
-20 L i I I
0 1 2 3 4 5
t
Figura 6.6: Perturbacién p; (Ejemplo 1)
15 T

Figura 6.7: Perturbacién ps (Ejemplo 1)
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50

40

30

yr(t)

—y(t)

-30

-40

Figura 6.8: Senal de salida y(t) bajos los efectos de ruido (Ejemplo 1)

4

3+

T
0.02

0.01

-0.01

oIS Eigrmerei o

-0.02 L L L L
2 22 24 2.6 2.8

35

Figura 6.9: Error de estimacion con el algoritmo de estimacion propuesto bajo efectos de

ruido y perturbaciones (Ejemplo 1)

Parametro ‘ Valor ‘

ui(t) cos(t) sin(5t)

ua(t) 3sin(t) + 2 cos(2t)1
P1 0.3

D2 1.7

Ly 100

Lo 100

Tabla 6.2: Pardmetros del observador para un sistema LTV de tercer orden (Ejemplo 2)

portamiento del los estados estimados en comparacion a aquellos obtenidos en el EME
es mostrado en las figuras 6.11, 6.12 y 6.13. En las figuras 6.14 y 6.15 el error de es-
timacién para ambos observadores es mostrado. La diferencia entre estas ultimas dos
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6.1 Estimacién de los estados de un sistema LVT

\ T 22 24 26 28 3

-3 I I I I I I

Figura 6.10: Error de estimacién con el EME bajo efectos de ruido y perturbaciones
(Ejemplo 1)

graficas es notoria y se puede apreciar como, para el caso del observador propuesto,
el error de estimacién se hace exactamente cero al rededor del primer segundo. Dicho
comportamiento también se puede apreciar en la figura 6.16, en donde la grafica de
la evolucién de la funcién de Lyapunov contra el tiempo es mostrada. Esta funcion es
exactamente cero alrededor del primer segundo.

40

35
30
25
x1(t)
20

15

10

t[s]

Figura 6.11: Estimacién del estado x; (Ejemplo 2)
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(1)

t [s]

Figura 6.12: Estimacién del estado 25 (Ejemplo 2)

35

30 P = 4
25 . i
20 ’ B

15 - ’ i

0 ~ L x3(t) -
5(t)
- = .2(t) OME

.10 I I 1
0 0.5 1 15 2

t[s]

Figura 6.13: Estimacién del estado z3 (Ejemplo 2)

6.2. Estimacién de los estados de un sistema LIT (Ejem-
plo 3)

Para demostrar el funcionamiento del observador para sistemas LIT, un sistema de
la forma (5.1) cuyas matrices A, B y C se definen a continuacién.

A= [_01 _12] (6.9)
- m (6.10)
c=[0 1] (6.11)
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—_—)
................ ealt
_———— eyt

-30 1 I 1
0 0.5 1 15 2

t [s]

Figura 6.14: Error de estimacién con el algoritmo de estimacién propuesto (Ejemplo 2)

10 T

5k .

O,
51 i
-10 B

eomp(t)
15 L J

-20 5

-25 A1) 4

.30 L I I
0 0.5 1 1.5 2

t[s]

Figura 6.15: Error de estimacién con el EME (Ejemplo 2)

700

600 A

500 - 5

0 0.5 1 15 2
t [s]

Figura 6.16: Comportamiento de la funcién de Lyapunov (Ejemplo 2)
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Los pardmetros del observador se muestran en la tabla 6.3.

Parametro \ Valor ‘

ui(t) cos(t) sin(5t)

ua(t) 3sin(t) + 2 cos(2t)1
P1 0.3

D2 1.7

Ly 100

Ly 100

Tabla 6.3: Pardmetros del observador para un sistema LIT de segundo orden (Ejemplo 3)

La matriz de ganancias L para ambos observadores es

I_ B ﬂ (6.12)

En las figuras 6.17 y 6.18 se muestra una comparacion entre los estados estimados
por el observador propuesto y los estimados obtenidos utilizando un observador de
Luenberger. La ganancia L de ambos observadores es la misma. En las figuras 6.19
y 6.20 el error de estimacién para ambos observadores es mostrado. En estas ultimas
figuras se puede apreciar la diferencia en la velocidad es convergencia, y como, para el
observador propuesto, el error de estimacién se vuelve cero es en tiempo finito. Dicho
comportamiento también puede verse en la figura 6.21, en donde se muestra la gréfica
de la funcién de Lyapunov.

2 T

—a(t)
ir —a1(t) 1
0 - -ai(t) OME | |
1 4
z1(t)
2 H i
\
\
3| i
\
41 4
_5 L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Figura 6.17: Estimacién del estado x; (Ejemplo 3)
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za(t)
— () )l

— = dy(t) OME

Figura 6.19: Error de estimacion para el algoritmo de estimacién propuesto (Ejemplo 3)

6.2.1. Estimacién parcial de los estados de un sistema LIT (Ejemplo
4)

Para el caso cuando solo es necesario estimar una parte del estado, un observador
de orden reducido fue propuesto en la Seccién 5.1.1 y probado mediante un ejemplo
numérico en un sistema LIT cuyas matrices son definidas a continuacion.
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er(t) i

- () i

Figura 6.20: Error de estimacién para el EME (Ejemplo 3)

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

10 3 -5

A=|-3 6 9
2 -7 -9
0

B=|1
2

c=[1 0 0

Los pardmetros del observador se presentan el la tabla 6.4
La matriz de ganancias L para ambos observadores es

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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’ Parametro ‘ Valor ‘

u(t)

10 cos(t)

b1

0.5

D2

1.5

Ly

1

Lo

10

Tabla 6.4: Pardametros del observador para sistemas LIT de orden reducido (Ejemplo 4)

I— [; ﬂ (6.16)

Los resultandos de la simulaciéon numérica puede ser apreciado en las figuras 6.22 y
6.23. Dado que el observadores de orden reducido el estado x1 no es estimado. En
los figuras 6.24 y 6.24 el error de estimacion para ambos observadores es mostrado.
La diferencia entre los errores de estimacion es notable, en especial se puede apreciar
como las oscilaciones son significativamente mayores para el observador de Luenberger,
mientras que para el otro observador las oscilaciones se detiene por completo antes de
los bs y el error también se vuelve cero.

30 :
s (t)

—i(t)
- -iy(t) OME

20

10
l‘z(t)o
-10

-20 7

.30 I I I
0

Figura 6.22: Estimacién del estado x5 (Ejemplo 4)
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—3(t)

Figura 6.23: Estimacién del estado z3 (Ejemplo 4)

10 T

™

—_—)

= ==a)

i TR
i
1

-10 I I I
0 5 10 15 20
t[s]

Figura 6.24: Error de estimacién para el algoritmo de estimacién propuesto (Ejemplo 4)

6.3. Estimacion de los estados de un sistema LIT con
parametros desconocidos (Ejemplo 5)
Como ejemplo para demostrar el funcionamiento del observador propuesto como

observador adaptable, se pretende estimar los estados del sistema LIT cuyas matrices
son mostradas a continuacién. Los pardmetros a estimar son ai1, a1, b1 y bo.
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- =)

—c(t)

10 15 20
¢ [s]

Figura 6.25: Error de estimacién para el EME (Ejemplo 4)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Los parametros del observador se presentan en la tabla 6.5, en donde f;(¢) es un tren
de pulsos con amplitud unitaria, periodo 10[s] y ciclo de trabajo de 5%, y f2(t) es una

senal de diente de sierra de amplitud y frecuencia unitaria.

‘ Pardmetro ‘ Valor ‘

uy (t) sin(3¢) + sin(%t +5) + f1(t) + fa(2)
D1 0.25

D2 2

14 50

Lo 50

Tabla 6.5: Pardmetros del observador adaptable para sistemas SISO (Ejemplo 5)

6.4. Estimacién de parametros (Ejemplo 6)

A partir de los resultados presentados en la seccién (3.2), el algoritmo de estimacién
propuesto puede ser utilizado para estimar los parametros 6 que satisfacen la ecuacién
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l T T
h ] ay
L&Y
1 R
p ) —
0.5 { FR 3
N M- = = =3; OME
ay ot =
-0.2 =
-05 - A
1 1 L
0 5 10 15 20

t [s]

Figura 6.26: Estimacién del pardmetro a; (Ejemplo 5)

0.2 T T

—a
—_—

4 A = =iy, OME

-0.2

5]

-0.6 - A .

-0.8 - |

-1 1 1 L
0 5 10 15 20

t[s]

Figura 6.27: Estimacién del pardmetro as (Ejemplo 5)

1 T

0.5

Figura 6.28: Estimacién del pardmetro b; (Ejemplo 5)
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—

—hy

- = b, OME :

-1 L L 1
0 5 10 15 20

t [s]

Figura 6.29: Estimacién del pardmetro by (Ejemplo 5)

2 4

-3 —ei(t) b

-4 F - -¢1(t) OME *

-5 L L L

t [s]

Figura 6.30: Error de estimacién del estado 27 (Ejemplo 5)

—ex(t)

— —¢y(t) OME

0 5 10 15 20

Figura 6.31: Error de estimacién del estado 25 (Ejemplo 5)
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diferencial

i(t) = ¢ (1)6. (6.20)

Para esto basta con reordenar la ecuacién anterior llevandola a la forma de un sistema
LTV y aplicar el algoritmo de estimacién (3.3). Como ejemplo suponga que se desea
estimar los pardmetros 6 de la ecuacién diferencial (6.20) en donde el regreso c(t) es de
excitacion persistente y se define como

¢ (t) = [cos(2t) cos(t) +2]. (6.21)

Al llevar el sistema a la forma (3.1) las matrices del sistema ficticio obtenidas son

0 cos(2t) cos(t)+2

Aty = |0 0 0 : (6.22)
0 0 0
[0

B(t)= (0], (6.23)
0

C(t)y=[1 0 0]. (6.24)

Los pardmetros del observador son presentados tabla 6.6

’ Parametro ‘ Valor ‘

U 0

P1 0.3
P2 1.7
Ly 50
Lo 50

Tabla 6.6: Parametros del observador aplicado a un problema de estimacién paramétrica
(Ejemplo 6)

Es importante notar que en este caso el algoritmo propuesto también estimard el estado
ficticio x(t), el cual puede ser no acotado. Debido a esto es necesario detener el algoritmo
en el momento en el que la funcién de Lyapunov se vuelve cero. En las figuras 6.33 y
6.33 se puede ver como los pardametros estimados convergen a los reales, y para el caso
en el que el algoritmo no lineal es utilizado dicha convergencia es en tiempo finito.
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6.4 Estimacion de parametros (Ejemplo 6)

Este comportamiento se ve claramente en las figuras 6.35 y 6.36, en donde el error
de observacién para ambos algoritmos es mostrado. El error de estimacion para el
algoritmo propuesto es exactamente cero antes de los 2 segundos mientras que el error
al utilizar el EME sigue sin converger a cero.

30

25 B

20 - B
x1(t)

15 - B
10 !
% z1(t)

4
51 7 (1) U
Al - — iy(t) OME
O ’‘ L L L L
0 1 2 3 4 5
t[s]

Figura 6.32: Estimacién del estado ficticio x1(t) (Ejemplo 6)

25
2 -
-
- — —’/
15 e .
7’
6, ,
4
1+ Y4 4
4
,_-~_,’ —0
05+ —bi(t) .
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Figura 6.33: Estimacién del pardmetro 6, (Ejemplo 6)
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6. EJEMPLOS NUMERICOS
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Figura 6.34: Estimacién del pardmetro 6 (Ejemplo 6)
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Figura 6.36: Error de estimacién para el EME (Ejemplo 6)

(Ejemplo 6)
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6.4 Estimacion de parametros (Ejemplo 6)

Figura 6.37: Comportamiento de la funcién de Lyapunov (Ejemplo 6)
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Capitulo 7

Conclusiones

Se logré disenar un algoritmo de estimacién de los estados internos para sistemas

lineales multivariables, variantes en el tiempo. Dicho algoritmo es capaz de estimar de
manera exacta los estados del sistema a observar en tiempo fijo, es decir, el tiempo
de convergencia estd acotado por arriba y dicha cota es independiente del error de
estimacion inicial. Las ganancias y exponentes necesarios para asegurar convergencia
en tiempo fijo son sencillas de encontrar, ya que dichos pardmetros deben de satisfacer
unicamente desigualdades de primer grado independientes de la dindamica del sistema
a observar.
A partir del algoritmo propuesto se derivaron dos algoritmos aplicables a sistemas linea-
les particulares. El primero es una simplificacién del algoritmo original para sistemas
lineales variantes en el tiempo, que puede ser utilizado en sistemas lineales invariantes
en el tiempo. Este observador tiene la ventaja de ser computacionalmente mas simple
(ya no es necesario construir en linea la matriz P(t)). El segundo algoritmo permite
estimar los estados y pardmetros desconocidos de un sistema lineal, de una entrada y
una salida, invariante en el tiempo, en forma candnica de observador. La estimacién de
dichas variables se realiza en tiempo fijo.
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Apéndice A

A.1. Propiedades de la matriz de transicion de estados

Teorema 12. Sea ®(tq,ty) la matriz de transicion de estados del sistema (2.16), la

cual se define como

m(ta) = (I)(taatb)x<tb) (Al)
entonces, dicha matriz tiene las siguientes propiedades

1) (I)(tcvtb)q)(tb>ta) = (I)(tmta);
2) & (ty, ty) = Oty ta),

3) %(I)(tbvta) = A(t)q)(tb)ta)'

Demostracion. 1) Tomando el producto ®(t.,t,)P(tp,t,), postmultiplicandolo por

un vector diferente de cero z(t,) € R" y aplicando (A.1) se tiene que

D(te, ty)P(ty, ta)r(ta) = P(te, ty)x(ty) = z(te). (A.2)

De la definicién de transicién de estados (A.1), la siguiente igualdad se satisface
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D(te,te)x(te) = z(te)

A partir de (A.2) y (A.3) podemos concluir que

D (te, tp)P(ty, ta) = P(te, ta)-

2) A partir de la definicién de ®(¢,,1p) se tiene que

x(tq) = P(tq, ty)z(tp).

Premultiplicando la ecuacién anterior por ®~1(t,, 1), se obtiene

O Yty ty)x(te) = D Hta, tn)®(ta, ty)x(ty).

Dado que ® (¢4, t5)®(ta, tp) = I, de la ecuacién anterior se obtiene

Oty ty)z(ta) = z(tp),

de la definicién de la matriz de transicién de estado sabemos que

(IZ(tb) = (I)(tb, ta)af(ta).

86



A.1 Propiedades de la matriz de transicién de estados

Por transitividad se tiene que

Dty ta)x(te) = O L(ta, ty)x(ts) = Pty ty) = D Lty ty) (A.4)

3) Tome en cuenta el sistema dindmico

#(t) = A(t)a(t). (A.5)

De la definicién de ®(t,,t,) sabemos que

a(t) = B(t, t)z(ty). (A.6)

Derivando la ecuacion anterior

SL‘(t) = (I)(t)tb)x(tb)v (A7)

y substituyendo (A.6) en (A.5) se obtiene

D(t, ty)x(ty) = A)D(E, ty)x(tp)- (A.8)

A partir de la igualdad anterior se puede concluir que

D(t, ) = A(t)D(t, ty). (A.9)
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O
A.2. Tiempo de convergencia
Proposicion 4. Sea la ecuacion diferencial
x(t) = kaP(t), (A.10)
entonces, su solucion es
1 i
z(t)= (k(t—to—T)(1—q)+x' U to+T)) " ".
Demostracion. Tome en cuenta la ecuacién diferencial
x(t) = kaP(t), (A.11)

en donde p > 0. Integrado con respecto al tiempo en ambos lados de la ecuacién anterior

se obtiene

t 1 t
/ Ldat) 4, _ k/ at
to+T 1 dt to+T

x(t)
/ ™= k(t —to—T)

(to+T)
x(t)
q—1
v — k(t—to—T)
qg—1
x(t0)+T
r179(t) — 219 (tg + T)
=k(t—tyg—T
=) (t—to—T)

De la ultima ecuacién es posible despejar x(t)
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A.3 Aplicacién de la desigualdad de Jensen

1

z(t)= (k(t—to—T)(1—q) + 2"ty + T)) 2.

O
A.3. Aplicacion de la desigualdad de Jensen
Teorema 13. Considere el vector x € R™ | entonces se satisface que
oLl > el (A12)
- np 1 .

Demostracion. Para probar el teorema anterior la siguiente desigualdad es de utilidad

Desigualdad 1. Desigualdad de Jensen

Dada una funcion convexa ¢ y numeros reales xi, xa,..., Ty entonces

; (Z?zl w) < iz () (A.13)

n - n

El lado derecho de la desigualdad (A.12) puede ser reescrito como

(117
T Lxﬂp . (A.14)
Lz ]”)
Dado que |z;|P = |z;|Psign(z;), entonces cada uno de los elementos del lado derecho de

la ecuacién anterior se puede escribir como
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x| 2P = |g|sign(z;)|z; [Psign(z;) = |2 [P, (A.15)

por lo que el lado derecho de (A.14) satisface la igualdad

al[2]? = JaP (A.16)

i=1

Aplicando la desigualdad de Jensen se obtiene

+1
Sl (S fel)”

Al
e iy (A17)
de donde podemos concluir
2Tl > el (A18)
- np 1 . .
O
A.4. Lema de comparacion
Lema 1. Considere la ecuacion diferencial escalar
w(t) = f(t,u(t)), u(to) = up, (A.19)

donde f(t,u(t)) es lineal en t y localmente Lipschitz en u(t), para todo t > 0 y todo
u(t) € J C R. Sea [ty,T] el mdzimo intervalo de existencia de la solucion u(t), y

suponga que u(t) € J para todo t € [to,T). Sea v(t) una funcion continua cuya derivada
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A .5 Funciones Holder continuas

superior derecha DV v(t) satisface la desigualdad

D*o(t) < f(t,v(t), v(to) = o (A.20)

con v(t) € J para todo t € [tg,T). Entonces, v(t) < u(t) para todo t € [ty,T).

A.5. Funciones Holder continuas

Definicién 9. Sean (M, d;) y (Ma,ds) espacios métricos. Una funcion f : My — My
se dice que es Hélder continua si y solo si para todo para todo x,y € My existen

constantes L € R y o € R™ para las cuales la desiqualdad

da(f(x), f(y)) < L(di(z,y))", (A.21)

se satisface.
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