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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Presentación

Uno de los problemas mas importantes en el área de control automático es el de
estimar los estados internos de un sistema dinámico. Esto se puede hacer mediante otro
sistema dinámico conocido como observador. En el presente trabajo se muestra un ob-
servador de estados internos para sistemas lineales variantes en el tiempo, con múltiples
entradas y salidas. Dicho observador presenta la caracteŕıstica que sus salidas convergen
a los estados a estimar en tiempo finito, el tiempo de convergencia está acotado por
arriba y dicha cota es independiente del error de estimación inicial. Estas condiciones
sobre el tipo de convergencia se conocen como convergencia en tiempo fijo [22].

1.2. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es diseñar un esquema de estimación del estado
interno para sistemas lineales en el estado, capaz de reconstruir el estado actual de
manera exacta en tiempo fijo. Se considerarán sistemas lineales variantes en el tiempo,
completa y uniformemente observables con la siguiente estructura

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t),
(1.1)

donde A(t) : R+ → Rn×n, B(t) : R+ → Rn×m y C(t) : R+ → Rr×m son funciones
matriciales continuas conocidas, x(t) ∈ Rn es el vector de estados internos, u(t) ∈ Rm
es el vector de señales de entrada y y(t) ∈ Rr es el vector señales de salida.
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1. INTRODUCCIÓN

1.3. Motivación

Los modelos matemáticos lineales son de extrema utilidad al momento de querer
aproximar sistemas no lineales. Debido a esto son ampliamente utilizados para el diseño
de algoritmos de control y observación.
Dichos algoritmos son en su mayoŕıa sistemas dinámicos lineales, lo cual limita su
desempeño. En el caso particular de los observadores, gracias a su estructura lineal,
estos no son capaces de converger a las trayectorias del modelo lineal a una velocidad
mayor a la exponencial. Esta velocidad de convergencia puede ser insuficiente para
aplicaciones de alto desempeño. Debido a esto es de gran interés el desarrollo de al-
goritmos de observación con velocidad de convergencia mayor a la exponencial y en el
caso ideal convergencia en tiempo finito. Esto último implicaŕıa que en tiempo finito
las trayectorias del observador seŕıan iguales a las trayectorias del modelo lineal. Es
importante destacar que la convergencia a la trayectoria del estado real de un sistema
no lineal, por parte de una trayectoria obtenida mediante una observador con estruc-
tura lineal, en general, es imposible. En vez de esto, la trayectorias del observador son
las del modelo lineal, pero se supone que el modelo lineal propuesto por el diseñador
es una aproximación suficientemente buena del sistema no lineal.
Otro desventaja importante por parte de los observadores con estructura lineal es que el
tiempo que le toma al observador generar una aproximación del estado suficientemente
buena está en función del error inicial. Esto puede ser una limitación importante, por
ejemplo, al querer realizar seguimiento de una trayectoria por parte de un sistema
no lineal mediante la linealización de dicho sistema sobre un trayectoria deseada. En
este caso en particular, entre mayor sea el error de estimación inicial, mayor tiempo le
tomará al observador generar un estimado del estado suficientemente bueno y por ende
más tiempo el controlador utilizará información errónea. Lo anterior podŕıa provocar
que el controlador, al tener información errónea por mucho tiempo, produzca una señal
de control que aleje al sistema de la trayectoria deseada. Bajo este razonamiento nace
la necesidad de un observador con convergencia en tiempo finito y cuyo tiempo de
convergencia sea independiente del error de estimación inicial, lo cual se conoce como
convergencia en tiempo fijo.

1.4. Estado del arte

El problema de estimar los estados de un sistema dinámico existe desde antes de
los años 60, pero fue Kalman quien propone, en [12], un algoritmo recursivo capaz de
estimar los estados de un sistema lineal discreto en presencia de ruido blanco aditivo.
Cabe destacar que dicho algoritmo busca minimizar el efecto del ruido en el error de
estimación. Kalman y Bucy en [13] extienden esta idea y la aplican a sistemas continuos.
Otro trabajo muy importante en el área de estimación de estados, fue desarrollado por
Luenberger para sus tesis doctoral y presentado en [18]. Luenberger demuestra que todo
sistema lineal invariante estable es capaz de reconstruir un funcional de los estados de

2



1.4 Estado del arte

cualquier otro sistema lineal. A partir de estas ideas Luenberger propone un observador
de estados internos. Es importante notar que, aunque el observador continuo de Kalman
es robusto ante ruido blanco aditivo, tanto en la entrada como en la medición de la
salida, este observador para el caso invariante en el tiempo, es una forma particular
del observador de Luenberger. Esto puede verse al reconocer al observador de Kalman
como un observador de Luenberger identidad.
Es importante notar que tanto en el observador de Luenberger como en el filtro de Kal-
man se supone que el sistema a observar es completamente conocido. Debido a esto una
vez fue resuelto el problema de estimar los estados de un sistema lineal completamente
conocido, se atacó el problema de estimar los estados internos de un sistema lineal
desconocido. Esto dio paso a los observadores adaptables. Entre los primeros trabajos
se encuentra un controlador adaptable para sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo
(LIT) desarrollado por Narendra [21], en donde introduce nociones de optimización
para aśı poder identificar los parámetros necesarios para el correcto funcionamiento del
controlador. En años posteriores se reportan algoritmos adaptables de estimación para
sistemas SISO LIT tanto discretos como continuos [6], [17] , [26], [15] e inclusive dichos
algoritmos se extendieron para aśı estimar tanto los parámetros del sistema como los
estados internos [17].
En muchos casos los observador es son utilizados en conjunto con controladores. Esto
puede ocasionar que el desempeño del sistema con el observador y el controlador en
lazo cerrado dependa en parte de la velocidad de convergencia del observador . Debido
a esto, en años posteriores trabajos dedicados a mejorar la velocidad de convergencia
fueron presentados. Entre los objetivos planteados está lograr reconstruir el estado de
manera exacta en tiempo finito y tiempo fijo.
En el marco de estimación de estados en tiempo finito para sistemas lineales de la
forma (1.1) existen resultados ya reportados, de los cuales vale la pena destacar el uso
de técnicas de modos deslizantes. Entre los observador es basados en dicha técnica, que
satisfacen el tipo de convergencia deseado, está un observador propuesto por Levant,
el cual tiene el inconveniente de tener que ser diseñado en un sistema de coordenadas
especifico [16]. Otros algoritmos de estimación derivados de los modos deslizantes son
aquellos basados en el método del control equivalente [8][7][10]. Dicha técnica asegura
la convergencia a cero de la dinámica del error en tiempo finito, con el inconveniente
de tenerse que calcular el control equivalente. Lo cual en la práctica puede ser muy
dif́ıcil o hasta imposible. También se pueden mencionar los observadores de horizonte
móvil [20][25], los cuales están basados en la obtención en ĺınea de la solución de un
problema de optimización dinámica. Para dichos observadores, bajo la suposición de
la existencia de la solución del problema de optimización dinámica, es posible estimar
los estados en tiempo finito. El inconveniente con esta clase de observadores está en
la complejidad del problema de optimización a resolver. Otro técnica reportada son
los observadores desfasados [9][19], los cuales permiten reconstruir los estados de un
sistema lineal mediante el uso de dos observadores identidad desfasados en el tiempo. El
estado es reconstruido a partir de la información de ambos observadores y estos pueden
ser utilizados tanto para sistemas Lineales Variantes en el Tiempo (LVT) como para

3



1. INTRODUCCIÓN

sistemas LIT. Un problema que se puede dar al implementar estos últimos esquemas de
observación es la complejidad en encontrar el desfase y las matrices de retroalimentación
que satisfagan las condiciones necesarias para poder asegurar convergencia en tiempo
finito.

1.5. Contribuciones

Como consecuencia del desarrollo presentado en esta tesis se obtiene:

• Un algoritmo de estimación de estados internos para sistemas lineales multiva-
riables variantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado real en tiempo
finito y cuyo tiempo de convergencia está acotado superiormente, independientemente
del error de estimación inicial (es decir, convergencia en tiempo fijo).
• Un algoritmo de estimación de estados internos para sistemas lineales multiva-

riables invariantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado real en tiempo
finito, que posee una estructura simplificada comparada con el caso general para siste-
mas LTV
• Un algoritmo de estimación de estados internos, de orden reducido, para sistemas

lineales multivariables invariantes en el tiempo, el cual es capaz de converger al estado
real en tiempo finito.
• Un algoritmos de estados internos y parámetros desconocidos para sistemas li-

neales invariantes en el tiempo en forma canónica de observador, el cual converge a los
estados y parámetros exactos en tiempo fijo.

1.6. Estructura de la tesis

El caṕıtulo dos expone el marco teórico, en donde se presentan los conceptos utili-
zados de estabilidad de sistemas dinámicos, teoŕıa sobre sistemas lineales y sus propie-
dades, y por último, dos algoritmos de estimación, los cuales se consideran importantes
por su trascendencia histórica y relación con el trabajo de tesis

El caṕıtulo tres muestra el objetivo principal de la tesis, el algoritmo de estimación
desarrollado y la prueba formal de su funcionamiento.

El caṕıtulo cuatro contiene las ideas y el desarrollo que llevan al algoritmo de estima-
ción propuesto. El punto principal del caṕıtulo es el diseño de una expresión de error,
la cual permite medir el error de estimación, o que tan lejos está el estado estimado del
estado real.

4



1.6 Estructura de la tesis

El caṕıtulo cinco presenta un algoritmo de estimación para sistemas LIT, y se muestra
como el algoritmo propuesto en el caṕıtulo tres puede ser utilizado como observador
para sistemas LIT con parámetros desconocidos.

El caṕıtulo seis presenta ejemplos numéricos. Dichos ejemplos buscan mostrar, mediante
simulaciones por computadora, el funcionamiento y desempeño de los algoritmos de
estimación propuestos.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

En el presente caṕıtulo se presenta tanto la teoŕıa que respalda el desarrollo hecho a
lo largo de la tesis como conceptos básicos para su entendimiento. El primer tema a tocar
es el de estabilidad en el sentido de Lyapunov, teoŕıa de suma relevancia en el campo del
control automático. Los conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov expuestos
cubren tanto sistemas autónomos como no autónomos. Dado que los sistemas de interés
son los lineales, su formulación matemática es presentada. Por último se exponen los
observadores de estados de Luenberger y Kalman, los cuales representan las bases en
la teoŕıa de estimación de estados para sistemas lineales.

2.1. Estabilidad de sistemas

Entre las herramientas disponibles mas importantes utilizadas para analizar las
trayectorias de los sistemas dinámicos, diseñar esquemas de control y diseñar esquemas
estimación, esta la teoŕıa de estabilidad de Lyapunov.

2.1.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov para sistemas autónomos

Considere el sistema autónomo

ẋ(t) = f(x(t)), (2.1)

en dónde f : D → Rn es una función del domino D ⊂ Rn a Rn y cuya solución se
supone siempre existe y es única. Un punto x = x∗ se dice que es de equilibrio si se
satisface que f(x∗) = 0. Los puntos de equilibrio de un sistema dinámico pueden ser
clasificados de acuerdo a cómo se comportan las trayectorias que inician arbitrariamente
cerca del mismo. Dicha clasificación se presenta en la siguiente definición para puntos
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2. MARCO TEÓRICO

de equilibrio situados en el origen, pero ya que cualquier punto puede ser desplazado
al origen, las definiciones aplican a cualquier punto de equilibrio [14].

Definición 1. El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es:

- estable, si para todo ε > 0 existen un δ = δ(ε) > 0 tal que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε, ∀t ≥ 0; (2.2)

- inestable, si no es estable y

- asintóticamente estable, si es estable y existe δ > 0 tal que

‖x(0)‖ < δ ⇒ ĺım
t⇒∞

x(t) = 0 ∀ t ≥ 0; (2.3)

- exponencialmente estable, si es asintóticamente estable y existen α, β, δ > 0 tal

que

‖x(t)‖ ≤ α‖x(t0)‖e−β(t−t0), ∀ t ≥ 0. (2.4)

2.1.1.1. Estabilidad en tiempo finito y tiempo fijo para sistemas autónomos

Como se vio anteriormente, un punto de equilibrio puede ser estable o asintótica-
mente estable. Esta última propiedad asegura estabilidad y que las trayectorias son
atráıdas al punto de equilibrio. En contraste con el concepto de estabilidad asintótica,
hay sistemas cuyas trayectorias llegan al origen en tiempo finito. Esto significa que si
una trayectoria empieza suficientemente cerca del origen, dicha trayectoria tocará el
origen en tiempo finito.

Definición 2 ([23]). Sea el sistema dinámico (2.1), donde f(0) = 0. Sea Ω un subcon-

junto abierto y conexo de Rn tal que 0 ∈ Ω. Se dice que el punto x = 0, es
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2.1 Estabilidad de sistemas

estable en tiempo finito, si es estable y para todo x0 ∈ Ω existe 0 ≤ T (x0) < +∞

tal que x(t) = 0 para todo t ≥ t0 + T (x0), en donde T (x0) se conoce como la

función de tiempo de asentamiento. Si Ω = Rn, entonces x = 0 se dice que es

globalmente estable en tiempo finito.

estable en tiempo fijo, si es estable y existe 0 ≤ T < +∞ tal que x(t) = 0 para

todo t ≥ t0 + T . Si Ω = Rn, entonces x = 0 se dice que es globalmente estable en

tiempo fijo.

2.1.2. Estabilidad de sistemas no autónomos

Se dice que un sistema dinámico es no autónomo si el campo vectorial depende
expĺıcitamente del tiempo. Las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov
pueden ser extendidas a este tipo de sistemas. Considere el sistema dinámico variante
en el tiempo o no autónomo [14].

ẋ(t) = f(x(t), t), t ∈ [t0,∞), (2.5)

cuyas soluciones se asume que siempre existen en el intervalo [0,∞) y donde f : [0,∞)×
D → Rn es una función continua a tramos en t. El vector x(t) representa los estados
internos y D ⊂ Rn contiene al origen. De manera similar al caso de sistemas autónomos,
los puntos de equilibrio de un sistema no autónomo pueden ser clasificados mediante
sus propiedades de estabilidad.

Definición 3. El origen del sistema (2.5) es un punto de equilibrio si se satisface que

f(0, t) = 0, ∀ t ≥ t0. (2.6)

Un punto de equilibrio puede ser:

- Estable, si para cada ε > 0, existe un δ = δ(ε, t0) > 0 tal que

‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε, ∀ t ≥ t0 ≥ 0. (2.7)

- Uniformemente estable, si para cada ε > 0, existe una δ = δ(ε) > 0, independiente

de t0, tal que (2.7) se satisface.

9
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- Inestable, si no es estable.

- Asintóticamente estable, si es estable y existe un valor positivo c = c(t0) tal que

x(t)→ 0 mientras t→∞, para todo ‖x(t0)‖ < c.

- Uniforme asintóticamente estable, si es uniformemente estable y existe una cons-

tante positiva c, independiente del tiempo, tal que para todo ‖x(t0)‖ < c, x(t)→ 0

mientras t → ∞, uniformemente en t0; esto es, para cada η > 0, existe un

T = T (η) > 0 tal que

‖x(t)‖ < η, ∀ t ≥ t0 + T (η), ∀ ‖x(t0)‖ < c. (2.8)

- Global, uniforme y asintóticamente estable si es uniformemente estable y δ(ε)

puede ser escogida para satisfacer ĺımε→∞ δ(ε) = ∞ y para cada par de números

positivos η y c ,existe una T = T (η, c) > 0 tal que

‖x(t)‖ < η, ∀ t ≥ t0 + T (η, c), ∀ ‖x(t0)‖ < c. (2.9)

Asegurar la estabilidad de un punto de equilibrio a partir de la definición puede ser
muy complicado o incluso imposible. Una alternativa es usar el método propuesto por
A. M. Lyapunov en [14], en donde se propone el uso de una función positiva definida
diferenciable y se dan condiciones sobre su derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema dinámico a analizar para garantizar la estabilidad del punto de equilibrio. Dicho
resultado es presentado mediante el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.5) y D ⊆ Rn un dominio conexo

que contiene a x = 0. Si V : [0,∞)×D ∈ R es una función continuamente diferenciable

tal que
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2.1 Estabilidad de sistemas

W1(x) ≤ V (t, x) ≤W2(x),

∂V

∂t
+
∂V

∂x
· f(t, x) ≤ 0, (2.10)

∀t ≥ 0 y ∀x ∈ D, donde W1(x) y W2(x) son funciones continuas positivas definidas en

D. Entonces x = 0 es uniformemente estable.

El resultado anterior puede ser utilizado para asegurar únicamente estabilidad de un
punto de equilibrio, pero dicho resultado puede ser extendido para asegurar estabilidad
asintótica.

Teorema 2. Asuma que las suposiciones del Teorema (1) se satisfacen y la desigualdad

(2.10) es cambiada por

∂V

∂t
+
∂V

∂x
· f(t, x) ≤ −W3(x), (2.11)

donde W3(x) es una función continua positiva definida en D. Entonces x = 0 es uni-

forme y asintóticamente estable.

2.1.2.1. Estabilidad en tiempo finito y tiempo fijo para sistemas no autóno-

mos

Dado que el objetivo es lograr convergencia del error de estimación a cero en tiem-
po fijo y los sistemas a considerar pueden ser no autónomos es necesario contar con
definiciones para estabilidad en tiempo finito y fijo. Dichos conceptos se presentan en
la siguiente definición.

Definición 4 ([23]). Considere el sistema dinámico no autónomo (2.5), donde f(0, t) =

0. Sea Ω un subconjunto abierto de Rn tal que 0 ∈ Ω. Se dice que el punto x = 0, es

Uniformemente estable en tiempo finito si es uniformemente estable y para todo

x0 ∈ Ω existe 0 ≤ T (x0) < +∞ tal que x(t, t0, x0) = 0 para todo t ≥ t0 +T (x0). Si

Ω = Rn entonces x = 0 se dice que es global y uniformemente estable en tiempo

finito.
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Uniformemente estable en tiempo fijo si es global y uniformemente estable en

tiempo finito y existe T̄ < +∞ tal que T̄ ≥ T (x0) para todo x0 ∈ Rn.

Teorema 3 ([4]). Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.5) y D ⊆ Rn un dominio

conexo que contiene a x = 0. Si V : [0,∞) × D ∈ R es una función continuamente

diferenciable tal que

W2(x) ≥V (t, x) ≥ W1(x) (2.12)

V̇ (t, x) ≥ − k(t)
(
V (t, x)

)λ
(2.13)

∀t ≥ 0 y ∀x ∈ D, donde W1(x) y W2(x) son funciones continuas positivas definidas en

D, k(t) : [0,∞)→ R+ tal que
∫ t+T
t k(τ)dτ ≥ ε > 0 para un T ∈ R+ y λ es un número

real tal que λ ∈ (0, 1). Entonces x = 0 es uniformemente estable en tiempo finito.

2.2. Sistemas lineales

Sean W y V espacios vectoriales y w ∈W , v ∈ V . Considere el operador H : W →
V . Se dice que H es un operador lineal si satisface las propiedades de aditividad y
homogeneidad [27]. Entonces H define un sistema lineal de la forma

v = Hw, (2.14)

En el presente trabajo, los operadores de interés son los sistemas dinámicos lineales de
dimensión finita, que definen un operador lineal de la forma

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, s)B(s)u(s)ds, (2.15)

en donde Φ(t, t0) ∈ Rn×n y B(s) ∈ Rn×m son funciones matriciales que se presentarán
más adelante. El operador (2.15) mapea el espacio de condiciones iniciales X(t0) y
funciones U(s) al espacio de soluciones X(t). Ya que la matriz Φ y el operador integral∫

ds son operadores lineales, claramente (2.15) satisface las propiedades de aditividad
y homogeneidad,
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2.2 Sistemas lineales

Φ(t, t0)(αx1(t0)+β x2(t0)) +

∫ t

t0

Φ(t, s)B(s)(αu1(s) + β u2(s))ds

= Φ(t, t0)αx2(t0) + Φ(t, t0)β x2(t0)

+

∫ t

t0

Φ(t, s)B(s)αu1(s) + Φ(t, s)B(s)β u2(s)ds

= α

(
Φ(t, t0)x1(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, s)B(s)u1(s)ds

)
+ β

(
Φ(t, t0)x2(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, s)B(s)u1(s)ds

)

El operador (2.15) es comúnmente representado mediante una ecuación diferencial de
la forma

ẋ(t) =A(t)x(t) +B(t)u(t), (2.16)

y(t) =C(t)x(t) +D(t)u(t),

donde x(t) ∈ Rn son los estados internos, y(t) ∈ Rq es la salida, y u(t) ∈ Rp es la
entrada. A(t) : R+ → Rn×n es la matriz caracteŕıstica, B(t) : R+ → Rn×m es la
matriz de entrada, C(t) : R+ → Rr×m es la matriz de salida y D(t) ∈ Rq×p es la
matriz de transmisión directa. En el presente trabajo se supondrá que las matrices
A(t), B(t) y C(t) son funciones matriciales al menos continuas por tramos, y D(t) = 0.
La equivalencia entre (2.15) y (2.16) será demostrada más adelante.

2.2.1. Existencia y unicidad de la solución de una ecuación diferencial

Suponga que se tiene la ecuación diferencial

ẋ(t) = f(x(t), t), a ≤ t ≤ b. (2.17)

Una condición suficiente para asegurar la existencia y unicidad de la solución es que el
campo vectorial f(x(t), t) sea Lipschitz [24], o concretamente

‖f(x1(t), t)− f(x2(t), t)‖ ≤ k(t)‖x1(t)− x2(t)‖, (2.18)

donde k(t) > ρ > 0 es por lo menos continua por partes. Para los sistemas dinámicos
de la forma (2.16), se tiene que
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‖f(x1(t), t)− f(x2(t), t)‖ = ‖A(t)x1(t) +B(t)u(t)−A(t)x2(t)−B(t)u(t)‖
= ‖A(t)x1(t)−A(t)x2(t)‖
≤ ‖A(t)‖‖x1(t)− x2(t)‖.

Por lo que si cada elemento de la matriz A(t) es una función al menos continua por
partes entonces (2.16) tiene solución y esta es única.

2.2.2. Matriz de transición de estados

La matriz de transición de estados Φ(t2, t1) del sistema (2.16) está definida como
una transformación lineal que mapea el estado en el tiempo t = t1 en el estado en el
tiempo t = t2 [5]. Ésto se puede expresar de la manera siguiente

x(t2) = Φ(t2, t1)x(t1). (2.19)

Dicha matriz satisface el siguiente teorema

Teorema 4. Sea Φ(p, s) la matriz de transición de estados del sistema (2.16), la cual

se define como

x(t2) = Φ(t2, t1)x(t1). (2.20)

Entonces, dicha matriz tiene las siguientes propiedades

1) Φ(t2, t1)Φ(t1, t0) = Φ(t2, t0)

2) Φ−1(t1, t2) = Φ(t2, t1)

3) d
dtΦ(t, t0) = A(t)Φ(t, t0).

La prueba del teorema anterior puede ser encontrada en la el Apéndice A.1 . De la
propiedad 3 se puede ver que, derivando (2.19), la igualdad

d

dt
(x(t)) =

d

dt
(Φ(t, t0)x(t0))

ẋ(t) = A(t)Φ(t, t0)x(t0) (2.21)

= A(t)x(t)
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es obtenida

De (2.21), la expresión Φ(t, t0)x(t0) representa la solución general de (2.5) cuando
u(t) = 0. Como se vio en la sección (2.2), una de las propiedades caracteŕısticas de los
sistemas lineales es que satisfacen la propiedad de aditividad. De donde se puede ver que
la solución general para el caso u(t) 6= 0 es Φ(t, t0)x(t0) mas una función g = g(u(t)).

2.2.3. Solución general de los sistemas lineales

Para el caso cuando u(t) 6= 0, la solución general de (2.5) está dada por

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ. (2.22)

Esto puede ser probado derivando (2.22) con respecto al tiempo y aplicando las pro-
piedades da la matriz de transición de estados [5]

d

dt
x(t) =

d

dt

[
Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ

]
= A(t)Φ(t, t0)x(t0) +B(t)u(t) +A(t)

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ

= A(t)

[
Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ

]
+B(t)u(t)

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t). (2.23)

De la expresión anterior se puede ver que la solución es la suma de dos términos. El
primero corresponde al efecto de las condiciones iniciales, y el segundo debido al efecto
de la entrada u(t). Dichas soluciones se conocen como la respuesta natural y la respuesta
forzada del sistema.

2.2.4. Observabilidad y constructibilidad

El problema de determinar la condición inicial de un sistema dinámico dado, a partir
del par de mediciones entrada-salida, se conoce como el problema de observabilidad.
De manera similar, el problema de construir el valor de las soluciones en cada instante
del tiempo, a partir del par de mediciones entrada-salida, se conoce como el problema
de constructibilidad. En un sistema lineal de tiempo continuo la solución es única en
cualquier dirección del tiempo (ver (2.22)). Debido a esto, si el estado inicial es conocido
entonces el estado en cada instante de tiempo puede ser calculado, y viceversa. Por
esta razón los problemas de observabilidad y constructibilidad para sistemas lineales
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son equivalentes. Por la linealidad y que el sistema es de dimensión finita, verificar las
propiedades de observabilidad y constructibilidad se reduce a verificar la invertibilidad
de una matriz variante en el tiempo.

2.2.4.1. Observabilidad

Que un sistema sea observable significa que es posible reconstruir su condición inicial
a partir de la información entrada salida [11]. Dada la equivalencia entre las propiedades
de constructibilidad y observabilidad, esta última propiedad es importante en el diseño
de observadores y presentada de manera precisa a continuación.

Definición 5 ([11]). Se dice que un sistema dinámico es observable en el intervalo

[t0, t1] si y solo si, para toda entrada u[t0,t1] y toda salida correspondiente y[t0,t1], el

estado x0 está uńıvocamente determinado.

La propiedad de observabilidad para sistemas lineales es independiente de la entrada
al sistema. Esto significa que si un sistema es observable cuando u(t) = 0 entonces
será observable para todo u(t) 6= 0. En el caso de sistemas lineales, la observabilidad
del sistema puede ser verificada directamente de la estructura del sistema. El siguiente
teorema enuncia éste resultado.

Teorema 5 ([11]). Sean las matrices A(t) y C(t), donde cada una de sus componentes

es una función al menos continua a tramos. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes

• El par
(
A(t), C(t)

)
es observable.

• La condición inicial, x0, puede ser determinada uńıvocamente por u[t0,t1] y y[t0,t1],

es decir el sistema es observable en el intervalo t ∈ [t0, t1].

• El operador lineal F : Rn → Y
q
[t0,t1], definido como

C(t)Φ(t, t0), ∀t ∈ [t0, t1],

es inyectivo.
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• El determinante de la matriz M(t0, t1) es distinto de cero, dicha matriz se define

de la manera siguiente

M(t0, t1) =

∫ t1

t0

Φ>(t, t0)C>(t)C(t)Φ(t, t0)dt.

La matriz M(t0, t1) es conocida como el gramiano de observabilidad y tiene las siguien-
tes propiedades

Teorema 6 ([11]). Sea M(t0, t1) el gramiano de observabilidad del sistema (2.16),

entonces

• M(t0, t1) es una matriz simétrica.

• M(t0, t1) es positiva semidefinida para t1 ≥ t0, es decir, para todo η ∈ Rn se

satisface que

η>M(t0, t1)η ≥ 0.

• M(t0, t1) satisface la ecuación diferencial matricial lineal

d

dt
M(t, t1) = −A>(t)M(t, t1)−M(t, t1)A(t) + C>(t)C(t), M(t1, t1) = 0.

• M(t0, t1) satisface la ecuación funcional

M(t0, t1) = M(t0, t) + Φ>(t, t0)M(t, t1)Φ(t, t0). (2.24)

en donde t0 < t < t1.
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2.2.4.2. Observabilidad completa y uniforme

De (2.24) y de la definición del gramiano de observabilidad se puede ver que si
un sistema es observable en el intervalo [ta, tb] entonces sera observable en el intervalo
[ta, tc], en donde ta < tb < tc. Es importante notar que la observabilidad en el intervalo
[ta, tb] no implica observabilidad en el intervalo [tb, tc], ya que es posible que el sistema
solo sea observable en intervalos que contengan a [ta, tb]. Esto ilustra que en general
la observabilidad de un sistema depende del tiempo en el que se inician las mediciones
y la duración de éstas. Si por cualquier razón uno pierde la información del intervalo
[ta, tb], entonces no será posible conocer la condición inicial. Hay sistemas que pueden
ser observables independientemente del momento en el que se inicien las mediciones,
siempre que éstas se recaben el tiempo suficiente. Estos sistemas se dice que son comple-
ta y uniformemente observables. Dicho tipo de observabilidad se caracteriza mediante
la siguiente definición.

Definición 6. Considere el sistema lineal 2.16. Se dice que el sistema es completa y

uniformemente observable si y solo existen constantes T > 0, ε1 > 0, y ε2 > 0, todas

independientes de t, tal que

ε1I ≥M(t+ T, t) =

∫ t+T

t
Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)ds ≥ ε2I, (2.25)

para todo t.

De la definición anterior se puede ver que aquellos sistemas que satisfacen (2.25) son
observable si se toman mediciones por un tiempo mayor a T .

2.2.4.3. Constructibilidad

De forma similar a la observabilidad, un sistema es construible si es posible recons-
truir el estado actual, a partir de la información contenida en la entrada y la salida de
sistema [11]. Es importante notar que la observabilidad usa mediciones futuras, con res-
pecto al estado inicial, de las señales de entrada y salida, mientras la constructibilidad
usa mediciones pasadas de las señales disponible. A continuación se da la definición de
constructibilidad en sistemas dinámicos.

Definición 7 ([11]). Un sistema dinámico lineal se dice que es construible en el inter-

valo [t0, t1] si y solo si para toda entrada u[t0,t1] y su correspondiente salida y[t0,t1] el

estado x(t1) está uńıvocamente determinado.
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El siguiente teorema se satisface para sistemas lineales construibles

Teorema 7 ([11]). Sean las matrices A(t) y C(t), donde cada una de sus componentes

es una función al menos continua a tramos. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes

• EL par
(
A(t), C(t)

)
es construible.

• El valor del estado en t1, x(t1), puede ser uńıvocamente determinado a partir de

y[t0,t1] y u[t0,t] , es decir, el sistema es construible en el intervalo t ∈ [t0, t1].

• El operador lineal F : Rn → Y
q
[t0,t1] definido como

C(t)Φ(t, t1),∀t ∈ [t0, t1] (2.26)

es inyectivo

• El determinante de N(t0, t1) es distinto de cero, dicha matriz se define de la

manera siguiente

N(t0, t1) =

∫ t1

t0

Φ>(t, t1)C>(t)C(t)Φ(t, t1)dt (2.27)

Como en el caso de la observabilidad, la matriz N(t0, t1) es el gramiano de constructi-
bilidad. El gramiano de constructibilidad tiene las siguientes propiedades

Teorema 8 ([11]). Sea N(t0, t1) el gramiano de constructibilidad del sistema (2.16),

entonces

N(t0, t1) es simétrica

N(t0, t1) positiva semidefinida para t1 ≥ t0, es decir, para todo η ∈ Rn se satisface

que
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η>N(t0, t1)η ≥ 0 (2.28)

N(t0, t) satisface la ecuación diferencial matricial lineal

d

dt
N(t0, t) = −A>(t)N(t0, t)−N(t0, t)A(t)− C>(t)C(t), N(t0, t0) = 0 (2.29)

• N(t0, t1) satisface la ecuación funcional

N(t0, t1) = N(t, t1) + Φ>(t, t1)N(t0, t)Φ(t, t1) (2.30)

en donde t0 < t < t1

2.2.4.4. Constructibilidad completa y uniforme

Como se vio en la sección anterior, la observabilidad de un sistema puede depender
del tiempo inicial. Este tipo de dependencia también se da en el caso de la construc-
tibilidad. Aquellos sistemas para los cuales el intervalo en el que son construibles es
independiente del tiempo inicial, se dice que son completa y uniformemente construibles.

Definición 8. Considere el sistema lineal 2.16. Se dice que el sistema es Completa y

Uniformemente Construible si y solo si existen constantes T > 0, ε1 > 0, y ε2 > 0,

todas independientes de t, tal que

ε1I ≥ N(t, t+ T ) =

∫ t+T

t
Φ>(s, t+ T )C>(s)C(s)Φ(s, t+ T )ds ≥ ε2I, (2.31)

para todo t.

20



2.2 Sistemas lineales

2.2.4.5. Reconstrucción del estado actual como un problema lineal

El problema de construir el estado actual de un sistema lineal puede ser reducido a
resolver una ecuación lineal de la forma

N(t, t0)x(t) = ψ(t, t0), (2.32)

en donde N(t, t0), con N(t0, t0) = 0, es el gramiano de constructibilidad en el intervalo
[t0, t]. Entonces, el estado puede ser reconstruido al multiplicar N−1(t) por el vector
ψ(t), en cada instante de t.
Para ver esto, tome en consideración el sistema lineal (2.16) y considere su matriz de
transición de estados Φ(t, s). De la definición de la solución general de los sistemas
lineales (2.22), podemos ver que el estado x(t) puede ser computado usando el estado
en el tiempo s ∈ I : [t0, t] y la entrada en el intervalo [s, t]. Esto es claro considerando
la siguiente expresión:

x(t) = Φ(t, s)x(s) +

∫ t

s
Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ.

Dado que el historial de y está disponible, y no el estado completo, es deseable poner
la expresión anterior en términos de esta. Con este fin se premultiplica la ecuación
anterior por la inversa de Φ(t, s), Φ(s, t). Posteriormente, se premultiplica por C(s) y
la siguiente expresión surge

C(s)Φ(s, t)x(t) = y(s) + C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτ.

Para completar el procedimiento, premultiplique por Φ>(s, t)C>(s) e integre sobre el
intervalo I con respecto a s

∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)ds x(t) =

∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)y(s)ds

+

∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτds.

Definiendo aśı
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2. MARCO TEÓRICO

N(t0, t) ,
∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)ds, (2.33)

α(t0, t) ,
∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)y(s)ds, (2.34)

β(t0, t) ,
∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτds, (2.35)

ψ(t0, t) , α(t, t0) + β(t, t0), (2.36)

Entonces, si N(t, t0) es no singular, sólo existe un x(t) que satisfaga (2.32). Es impor-
tante mencionar que la invertibilidad de N(t0, t) puede depender de t0. Ésto no ocurre
en sistemas que son completa y uniformemente construibles.
Con el fin de implementar un algoritmo capaz estimar el estado interno, aprovechando la
igualdad (2.32), las funciones N(t, t0) y ψ(t, t0) deben de poder ser construidas en linea
con información disponible, es decir, conociendo A(t), B(t), C(t), y mediciones de y(t)
y u(t). Es importante considerar que dada la estructura de N(t0, t), dicha señal puede
crecer sin cota dependiendo de el comportamiento del inverso de la matriz de transición
de estados Φ−1(t, t0). Esto significa que si A(t) impone un movimiento estable en (2.16),
el inverso de su matriz de transición de estados estará compuesto por funciones que
crecen de forma exponencial. Dado que la igualdad (2.32) siempre se satisface, si los
estados son funciones acotadas entonces ψ(t0, t) también crecerá sin cota.

2.3. Observadores para sistemas lineales

Para el caso de los sistemas lineales existen en la literatura dos resultados impor-
tantes en el diseño de observadores. Dada la relevancia de dichos observadores, ambos
son expuesto en las siguientes subsecciones.

2.3.1. Observador de Luenberger

Uno de los primeros en plantear la idea de un sistema dinámico como un observador
de estados para sistemas lineales fue el Dr.Luenberger. Dicho trabajo fue desarrollado
para su tesis doctoral y posteriormente publicado en [18]. En dicho trabajo se presenta
el siguiente teorema, del cual se puede deducir el observador de estados que lleva su
nombre.

Teorema 9. Sea S1 un sistema dinámico de la forma
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2.3 Observadores para sistemas lineales

S1 : ẋ(t) = Ax(t),

el cual excita al sistema dinámico S2 definido como

S2 : ż = Bz(t) + Cx(t)

Si las matrices A y B no tienen valores propios en común, entonces existe una trans-

formación lineal T , tal que si z(0) = Tx(0), entonces z(t) = Ty(t), o en general

z(t) = Ty(t) + eBt(z(t0)− Ty(t0))

A partir del Teorema anterior Luenberger propone un observador identidad para siste-
mas LIT de la forma

ẋ(t) =Ax(t) +Bu(t),

y(t) =Cx(t).

La estructura de dicho observador se presenta continuación

˙̂x = Fx̂(t) +Gu(t) +Hy(t), x̂(t0) = x̂0.

Definiendo el error de estimación como e(t) = x̂(t)−x(t) es posible obtener la dinámica
del error

ė(t) = Fe(t) + [G−B]u(t) + [Hy(t)−A+ F ]x(t)

Haciendo F = A−HC, G = B, y escogiendo la matriz H de tal manera que el origen
del sistema dinámico

23



2. MARCO TEÓRICO

e(t) = [A−HC]e(t), e(t0) = x̂(t0)− x(t0),

sea asintóticamente estable, se obtiene el observador de Luenberger. La estructura final
del observador queda entonces

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) +H(t)[y(t)− ŷ(t)], x(t0) = x0.

2.3.2. Observador deterministico de mı́nima enerǵıa

En el observador de Luenberger, presentado en la subsección anterior, la matriz H
debe de ser diseñada de tal manera que el origen de la dinámica del error sea asintóti-
camente estable. Para lograr esto, existen infinitas matrices H que satisfacen dicha
condición. El observador de mı́nima enerǵıa (EME) es un observador de estados inter-
nos para sistemas lineales, con la misma estructura que el observador de Luenberger,
donde elección de la matriz H(t) asegura la minimización de una función de costo J en
particular. Dicha función de costo es mostrada más adelante.

Considere el sistema LVT

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + v(t) (2.37)

y(t) = C(t)x(t) + w(t) (2.38)

en donde los vectores v(t) y w(t) representan perturbaciones en los estados y en la salida.
Anderson presenta en [3] la deducción del EME a partir del regulador cuadrático lineal
y muestra que el estado x(t1) puede ser estimado mediante la integral

x̂(t1) =

∫ t1

t0

M(t, t1)dt. (2.39)

en donde M(t, t1) se define como

M(t, t1) = R−1(t)C(t)P (t)Z(t, t1).

Si la matriz P (t) es solución de la ecuación diferencial de Riccati
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2.3 Observadores para sistemas lineales

Ṗ (t) = P (t)A>(t) +A(t)P (t)

− P (t)C>(t)R−1(t)C(t)P (t) +Q, P (t0) = P0 = P>0 > 0 (2.40)

y la matriz Z(t, t1) es solución de la ecuación diferencial

Ż(t, t1) = −F>Z(t, t1) + C>(t)R−1C(t)P (t)Z(t, t1), Z(t1, t1) = I, (2.41)

entonces el estimado se considera óptimo con respecto a la función de costo.

J = tr {Z>(t0)P (t0)Z(t0) +

∫ t

t0

[
M>(t)R(τ)M(τ) + Z>(τ)Q(τ)Z(τ)

]
dτ}.

Es importante notar que a partir del desarrollo anterior no es posible obtener x̂(t1)
en ĺınea. Para hacer esto es necesario obtener ˙̂x(t) a partir de (2.39) y evitar el tener
que calcular Z(t, t1), ya que esto implica resolver la ecuación diferencial (2.41) hacia
atrás en el tiempo. Para solventar este problema es importante notar que Z(t, t1) es
una matriz de transición de estados y por lo tanto

d

dt1
Z(t; t1) =

d

dt1
Z−1(t1; t), (2.42)

de donde se puede concluir que

d

dtf
Z>(t; tf ) = [F (t1)− P (t1)C>(t1)R−1(t1)C(t1)]Z>(t; t1). (2.43)

Derivando (2.39) con respecto al tiempo y substituyendo (2.43) se obtiene

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)−H(t)(C(t)x̂(t)− y(t)), x(t0) = 0 (2.44)

en donde

H(t) = −P (t)C>(t)R−1(t)
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2. MARCO TEÓRICO

y P (t) es solución de la ecuación diferencial de Riccati (2.40).
El observador (2.44) puede ser formulado en un contexto estocástico, con el cual

se obtiene el Filtro de Kalman. En este último algoritmo de estimación, la función de
costo a minimizar está dada en términos de la función del valor esperado E{·}, dicha
función de costo es de la forma

Jk = E{[x̂(t)− x(t)]>[x̂(t)− x(t)]},

de donde se puede notar que el funcional a minimizar es la varianza del error de esti-
mación.
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Caṕıtulo 3

Observador con convergencia en tiempo

fijo

En el presente capitulo se muestra el planteamiento del problema y el resultado
principal obtenido. Dicho resultado es un algoritmo de estimación para sistemas li-
neales, capaz de estimar los estados en tiempo fijo. Se muestra también la prueba de
convergencia de dicho algoritmo, en donde se demuestra que el origen de la dinámi-
ca del error de estimación es asintóticamente estable y que la derivada de la función
de Lyapunov satisface condiciones necesarias para asegurar convergencia uniforme con
respecto al error inicial y en tiempo finito.

3.1. Planteamiento del problema

El objetivo del presente trabajo es diseñar un observador de estados para sistemas
lineales cuyo tiempo de convergencia sea finito y uniforme con respecto al error de
observación inicial, es decir, que se pueda acotar superiormente para cualquier valor
inicial del error.

Los sistemas a tratar se describen mediante la ecuación diferencial vectorial

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t),
(3.1)

donde las matrices A(t) : R+ → Rn×n, B(t) : R+ → Rn×m y C(t) : R+ → Rr×m
tienen entradas integrables y acotadas. Se asume que, la entrada u(t), la salida y(t), y
las matrices A(t), B(t) y C(t), son conocidas para todo t, pero no aśı el estado x(t).
Además, se asume que el sistema es completa y uniformemente construible, concepto
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3. OBSERVADOR CON CONVERGENCIA EN TIEMPO FIJO

presentado en la Definición 8

3.2. Esquema de estimación

Una estructura comúnmente utilizada para el diseño de observadores es una copia
de la dinámica de la planta con la adición de un término de inyección del error de
estimación g(e(t)). Dicha estructura se vuelve conveniente al momento de analizar la
dinámica del error de estimación. Por lo que el observador tendŕıa la siguiente forma:

x̂(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t) + g(e(t)). (3.2)

El término g(e(t)) puede ser lineal en el error, al igual que en el EME, aśı como no
lineal, o incluso ser una combinación de términos lineales y no lineales. A continuación
se propone un algoritmo de estimación de estados para sistemas de la forma (3.1), cuya
estructura general corresponde a (3.2) pero aqúı se especifica el término g(e(t)) usado:

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)

− P (t)C>(t)
(
C(t)x̂(t)− y(t)

)
− k1P (t)N̄(t)bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep1

− k2P (t)N̄(t)bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep2 , (3.3)

˙̄N(t) = −A>(t)N̄(t)− N̄(t)A(t) + C>(t)C(t)− 2c(t)N̄(t), N̄(t0) = 0, (3.4)

˙̄ψ(t) = −A>(t)ψ̄(t) + C>(t)y(t) + N̄(t)B(t)u(t)− 2c(t)ψ̄(t), ψ(t0) = 0, (3.5)

Ṗ (t) = P (t)A>(t) +A(t)P (t)− P (t)C>(t)C(t)P (t)

+ δP (t) +Q(t), P (t0) = P0 (3.6)

con p1 ∈ [0, 1), p2 > 1, k1 > 0, k2 > 0, Q(t) = Q>(t) > γI > 0, P0 = P>0 > 0,
δ > 2‖A(t)‖, y c(t) es positivo y es tal que 1

2

(
A>(t) +A(t)

)
+ c(t)I > εI > 0.

La función P (t) es solución de una ecuación de Riccati por lo que su inversa P−1(t) es
también solución de una ecuación de Riccati

Ṗ−1(t) = −A>(t)P−1(t)− P−1(t)A(t) + C>(t)C(t)

− δP−1(t)− P−1(t)Q(t)P−1(t), P−1(t0) = P−1
0 . (3.7)

La condición impuesta sobre c(t) es para asegurar acotamiento en N̄(t) y ψ̄(t), pero es
importante remarcar que dicha condición es suficiente mas no necesaria , esto se debe a
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que dicha condición fue obtenida haciendo uso del teorema de estabilidad de Lyapunov.
Dado que A(t) debe ser una función acotada del tiempo, siempre existe c(t) que satis-
faga la condición dada. De la estructura del algoritmo propuesto se puede ver que el
término de inyección del error de estimación g(e(t)) tiene 3 partes. El primer término,
P (t)CT (t)(C(t)x̂(t) − y(t)), es lineal, y como se vera más adelante en el análisis de
convergencia, dicho término estabiliza globalmente al error de estimación. El término
k1P (t)N̄(t)bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep1 es no lineal y Hölder continuo (concepto presentado en
el Apéndice 9), cuando p1 ∈ (0, 1), y discontinuo cuando p1 = 0. Este término es fuerte
en una vecindad de e = 0 y dada su naturaleza no lineal permite al observador con-
verger en tiempo finito. El tercer término k2P (t)N̄(t)bN̄(t)x̂(t) − ψ̄(t)ep2 , con p2 > 1,
es continuo pero no uniformemente continuo. Debido a la selección de p2, este término
crece mas rápido que el termino lineal lejos de e = 0. Ésto permite que el error inicial se
reduzca muy rápidamente, y permite estimar el tiempo de convergencia a un compacto,
con independencia del error inicial.

La convergencia del observador equivale a la estabilidad y atractividad del origen en la
dinámica del error. Para estudiar esta propiedad se analizará la dinámica del error por
medio de la teoŕıa de Lyapunov. Definiendo el error de observación como

e(t) = x̂(t)− x(t), (3.8)

y del desarrollo mostrado en la Sección 2.2.4.5, es posible mostrar que N(t)x̂(t)−ψ(t) =
N(t)e(t). Este resultado es importante en la obtención de la dinámica del error y es
justificado en la Sección 4.2. Derivando la ecuación anterior, se obtiene la dinámica del
error.

ė(t) = ˙̂x(t)− ẋ(t) (3.9)

= A(t)x̂(t)−A(t)x(t) +B(t)u(t)−B(t)u(t)

− P (t)CT (t)(C(t)x̂(t)− y(t))

− k1P (t)N̄bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep1

− k2P (t)N̄bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep2

= A(t)e(t)− P (t)C>(t)C(t)e(t)

− k1P (t)N̄(t)bN̄(t)e(t) ep1 − k2P (t)N̄(t)bN̄(t)e(t) ep2 .

Las propiedades de estabilidad de la dinámica del error están contenidas en el siguiente
teorema

Teorema 10. Sean A(t), B(t) y C(t) matrices conocidas y acotadas con elementos
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integrables, y sea el par (A(t), C(t)) uniforme y completamente observable. Entonces

el sistema dinámico (3.9), donde N̄(t) es solución del la ecuación diferencial (3.4),

P (t) es solución de (3.6), p1 ∈ [0, 1), p2 > 1, k1 ≥ 1, k2 ≥ 1 y c(t) > 0 tal que

1
2(A(t)+A>(t))+c(t)I > εI > 0. Entonces el origen de (3.9) es global y uniformemente

estable en tiempo fijo.

3.2.1. Demostración de convergencia en tiempo fijo

Considere la función de Lyapunov

V (e(t)) =
1

2
eT (t)P−1(t)e(t). (3.10)

Derivando la función de Lyapunov (3.10) a lo largo de las trayectorias de la dinámica
del error

V̇ (e(t)) =
1

2
ė(t)P−1(t)e(t) +

1

2
e(t)P−1(t)ė(t) +

1

2
e(t)Ṗ−1(t)e(t),

substituyendo tanto la dinámica del error y la ecuación diferencial (3.7), se obtiene

V̇ (e(t)) =
1

2

(
A(t)e(t)− P (t)C>(t)C(t)e(t)− P (t)N̄(t)(k1bN̄(t)e(t)ep1 − k2bN̄(t)e(t)ep2)

)>
P−1(t)e(t)

+
1

2
e>(t)P−1(t)

(
A(t)e(t)− P (t)C>(t)C(t)e(t)− P (t)N̄(t)(k1bN̄(t)e(t)ep1 − k2bN̄(t)e(t)ep2)

)
+

1

2
e>(t)

(
−A>(t)P−1(t)− P−1(t)A(t) + C>(t)C(t)− δP−1(t)− P−1(t)Q(t)P−1(t)

)
e(t)

La ecuación anterior se manipula algebraicamente con el fin de obtener funciones para
las cuales sea trivial determinar si son o no positivas definidas
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V̇ (e(t)) =
1

2
e>(t)A>(t)P−1(t)e(t)− 1

2
e>(t)A>(t)P−1(t)e(t)− 1

2
e>(t)C>(t)C(t)e(t)

+
1

2
e>(t)C>(t)C(t)e(t) +

1

2
e>(t)P−1(t)A(t)e(t)− 1

2
e>P−1(t)A(t)e(t)

− 1

2
e>(t)δP−1(t)e(t)− e>(t)P−1(t)Q(t)P−1(t)e(t)− 1

2
e>(t)C>(t)C(t)e(t)

− 1

2
k1

(
N̄(t)e(t)

)> bN̄(t)e(t)ep1 − 1

2
k1

(
bN̄(t)e(t)ep1

)>
N̄(t)e(t)

− 1

2
k2

(
bN̄(t)e(t)ep2

)>
N̄(t)e(t)− 1

2
k2

(
N̄(t)e(t)

)> bN̄(t)e(t)ep2

Agrupando y cancelando términos semejantes se obtiene

V̇ (e(t)) =− 1

2
e>(t)

(
C>(t)C(t) + δP−1(t) + P−1(t)Q(t)P−1(t)

)
e(t)

− k1
(
N̄(t)e(t)

)>bN̄(t)e(t)ep1 − k2
(
N̄(t)e(t)

)>bN̄(t)e(t)ep2 .

De desigualdad de Jensen (presentada en el Apéndice A.3 ) es posible mostrar que dado
un vector x ∈ Rn, la siguiente desigualdad se satisface

x>bxep ≥ 1

np
‖x‖p+1

1 . (3.11)

De (3.2.1) y (3.11) se puede concluir que

V̇ (e(t)) ≤ − 1

2
e>(t)

(
δP−1(t) + P−1(t)Q(t)P−1(t)

)
e(t)

− k1

np1
‖N̄(t)e(t)‖p1+1

1 − k2

np2
‖N̄(t)e(t)‖p2+1

1 . (3.12)

En la ultima desigualdad, los términos δP−1(t), P−1(t)Q(t)P−1(t) y ‖N̄(t)e(t)‖1 son
siempre positivos para todo t. Debido a esto, se puede asegurar la estabilidad asintóti-
ca del origen. Una vez V (e(t)) = 0 y mientras el sistema sea observable el error de
estimación será cero.
Para probar convergencia uniforme y en tiempo finito una cota del tiempo de conver-
gencia es obtenida a partir de la aplicación del del lema de comparación (el cual se
presenta en el Apéndice A.2). El tiempo de convergencia es dividido en tres intervalos,
[t0, t0 + T ] [t0 + T, t1] y [t1, t2], en donde t1 es el tiempo que le toma a la función de
Lyapunov decrecer desde su valor en el tiempo t0 + T , hasta el interior de un conjunto
de nivel definido como |V (e(t1))| ≤ r, en donde r es finito. El tiempo t2 corresponde a la
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cota superior del tiempo que le toma a la función de Lyapunov ir desde |V (e(t1))| = r,
a cero. De la definición de la función de Lyapunov en (3.10) y de la desigualdad (3.12)
es posible mostrar que la derivada de la función de Lyapunov alrededor de la dinámica
del error satisface la siguiente desigualdad diferencial:

V̇ (t) ≤ − kiκiV
pi+1

2 (t), (3.13)

κ1 =
ζ1

np1%
p1+1

2

,

κ2 =
ζ2

np2%
p2+1

2

,

donde

% =
1

2
sup
t≥t0

λM (P−1(t)),

ζ1 = ı́nf
t≥t0+T

λp1+1
m (N̄(t))p1+1,

ζ2 = ı́nf
t≥t0+T

λp2+1
m (N̄(t))p2+1.

Cuya solución satisface

V (t) ≤
(
(t− t0 + T )kiκi(

pi − 1

2
)
)

+ V
1−pi

2 (t0 + T ). (3.14)

Para i = 1 se analiza el intervalo de tiempo [t0+T, t1] y para i = 2 se analiza el intervalo
[t1, tf ]. Tanto t1 como tf pueden ser obtenidos a partir del lema de comparación. Debido
a la estructura de V (e(t)), esta es una función radialmente no acotada. Para el intervalo
[t0 + T, t1] se tiene que

t1 =

V (t1)
1−p2

2 − 1

V (e(t0+T ))
p2−1

2

k1κ1(p2−1
2 )

+ t0 + T (3.15)

Calculando el ĺımite de la función anterior cuando e(t0 +T ) tiende a infinito, es posible
notar que el tiempo de convergencia a una bola de radio finito, está acotado supe-
riormente. Dicha cota no depende del error inicial. Ésto es ilustrado en la siguiente
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3.2 Esquema de estimación

p2

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

t1

Figura 3.1: Comportamiento cualitativo de t1 con respecto a p2

expresión:

ĺım
V (e(t0+T ))→∞

V (e(t1))
1−p2

2 − 1

V (e(t0+T ))
p2−1

2

k1κ1(p2−1
2 )

+ t0 + T =
1

V (e(t1))
p2−1

2 k1κ1(p2−1
2 )

+ t0 + T.

(3.16)

El comportamiento cualitativo de t1 con respecto a p2 se muestra en la Figura 3.1, de
donde se aprecia porque p2 tiene que ser estrictamente mayor a 1. Un resultado similar
es obtenido al calcular una cota superior para el tiempo que le toma a la función de
Lyapunov ir desde el conjunto de nivel |V (e(t1))| = r al origen. Haciendo i = 2 y
tomando en cuenta que p1 ∈ [0, 1), es posible hallar una expresión cerrada para t2.
Aplicando nuevamente el lema de comparación a (3.13), se obtiene

t2 =
V (e(t1))

1−p1
2

k2κ2(1−p1
2 )

+ t1. (3.17)

De la ecuación anterior se puede ver que la cota superior del tiempo desde |V (e(t1))| = r
al origen es finito. El comportamiento cualitativo de t2 con respecto a p1 se muestra en
la Figura 3.2, de donde se aprecia porque p2 6= 1.

A partir de este resultado se puede concluir que el tiempo de convergencia es finito
e independiente del error de estimación inicial. Por lo que el origen de la dinámica del
error, bajo las condiciones dadas en el Teorema 10, es uniformemente estable en tiempo
fijo.
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3. OBSERVADOR CON CONVERGENCIA EN TIEMPO FIJO

p1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t2

Figura 3.2: Comportamiento cualitativo de t2 con respecto a p1
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Caṕıtulo 4

Estructura y funcionamiento del

observador

El objetivo de este caṕıtulo es presentar las ideas detrás del algoritmo de estimación
propuesto en (3.3). Entre los resultados y conceptos principales a utilizar esta la relación
que existe entre el gramiano de constructibilidad, el estado actual y un vector que
depende tanto de la entrada como de la salida del sistema. Relación presentada en
2.2.4.5 y repetida a continuación

N(t0, t)x(t)− ψ(t0, t, u(t), y(t)) = 0. (4.1)

A lo largo del caṕıtulo se muestra como, a partir de la igualdad anterior se diseña
una medida del error de estimación. El primer paso es notar que en (4.1) los términos
N(t0, t) y ψ(t0, t, u(t), y(t)) pueden, dependiendo de la matriz A(t), ser funciones no
acotadas. Una solución a este problema es introducir de manera conveniente un factor de
olvido, denotado como c(t). Dicho factor es introducido en las ecuaciones diferenciales
cuyas soluciones son N(t0, t) y ψ(t0, t, u(t), y(t)). De escoger c(t) de manera correcta,
las soluciones a dichas ecuaciones diferenciales son acotadas y se denotan como N̄(t0, t)
y ψ̄(t0, t, u(t), y(t)). A partir de esto se demostrará que la igualdad

N̄(t0, t)x(t)− ψ̄(t0, t, u(t), y(t)) = 0, (4.2)

se mantiene y que si el sistema original es completa y uniformemente construible en-
tonces la matriz N̄(t0, t) es simétrica positiva definida. Por ultimo se muestra como, a
partir de (4.2), se obtiene una medida del error de estimación, con la cual es posible
diseñar un término no lineal de inyección del error de estimación.
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

4.1. Factor de Olvido

La idea detrás del observador propuesto es utilizar el observador de Kalman deter-
ministico y agregarle un término no lineal de inyección del error para aśı obtener las
caracteŕısticas de convergencia uniforme con respecto al error inicial y en tiempo finito.
Dicho término es obtenido a partir de la relación

N(t0, t)x(t)− ψ(t0, t) = 0, (4.3)

en donde N(t, t0) es el gramiano de constructibilidad y ψ(t, t0) es un vector, el cual
contiene información sobre la entrada y la salida en el intervalo [t0, t]. Es importante
notar que en la ecuación (4.3), dependiendo de la matriz caracteŕıstica del sistema a
observar, tanto N(t0, t) como ψ(t0, t) pueden tener elementos no acotados. Para solu-
cionar esto el enfoque a seguir es introducir un factor de olvido, definido como c(t) ∈ R,
en las ecuaciones diferenciales cuyas soluciones son N(t0, t) y ψ(t0, t), y aśı obtener v́ıa
análisis de Lyapunov condiciones sobre c(t) que aseguren un movimiento estable en la
dinámica de N(t0, t) y ψ(t0, t).

Como se vio en la Sección 2.2.3, es posible obtener el estado actual x(t) a partir del
estado en el instante x(s), la matriz de transición de estados del sistema Φ(t, s) y la
entrada u(s) en el intervalo [s, t], a partir de la ecuación

x(t) = Φ(t, s)x(s) +

∫ t

s
Φ(t, τ)B(τ)u(τ)dτ. (4.4)

Dado que el estado completo x(s) no está disponible para la medición en ningún subin-
tervalo de [s, t], en donde s < t, es preferible reescribir la ecuación anterior en función
de la salida del sistema y(s). Para esto se premultiplica (4.4) por C(t)Φ(s, t), para
aśı obtener

C(s)Φ(s, t)x(t) = y(s) + C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτ, (4.5)

en donde el estado x(s) no aparece y en cambio y(s) si lo hace. El factor c(t) es

introducido en forma de la matriz Θ(t, s) = e
∫ t
τ c(s)dsI de manera en que la estructura de

(4.3) se mantenga. Para esto (4.5) es premultiplicada por Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)Θ(s, t),
e integrada en el intervalo [t0, t], para aśı obtener
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4.1 Factor de Olvido

∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)Θ(s, t)ds x(t)

=

∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)Θ(s, t)y(s)ds

+

∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Θ(s, t)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτds. (4.6)

de donde se puede hacer las siguientes definiciones:

N̄(t0, t) ,
∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)Θ(s, t)ds x(t), (4.7)

ᾱ(t0, t) ,
∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)Θ(s, t)y(s)ds, (4.8)

β̄(t0, t) ,
∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Θ(s, t)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)u(τ)dτds, (4.9)

ψ̄(t0, t) , ᾱ(t0, t) + β̄(t0, t). (4.10)

De (4.6), una nueva expresión surge, pero con la misma estructura que (4.3)

N̄(t, t0)x(t) = ψ̄(t, t0). (4.11)

Dado que para implementar el observador tanto la matriz N̄(t0, t) como el vector
ψ̄(t0, t) deben de poder ser construidos en linea, algoritmos recursivos para este fin son
deducidos al aplicar la regla de Leibniz a (4.7),(4.8) y (4.9).
Empezando con N̄(t0, t), después de derivar (4.7) con respecto al tiempo, la siguiente
expresión es obtenida

d

dt
N̄(t0, t) = −(A(t) + c(t)I)>N̄(t0, t)− N̄(t0, t)(A(t) + c(t)I) + C>(t)C(t). (4.12)

De la definición del gramiano de constructibilidad como una integral se deduce que
N̄(t0, t0) = 0. El mismo desarrollo puede ser aplicado a ᾱ(t0, t) y β̄(t0, t), con lo que se
obtiene
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

d

dt
ᾱ(t0, t) = C>(t)y(t)−A>(t)ᾱ(t0, t)− 2c(t)ᾱ(t0, t). (4.13)

y

d

dt
β̄(t0, t) = −A>(t)β̄(t0, t) + N̄(t0, t)B(t)u(t)− 2c(t)β̄(t0, t) (4.14)

Si se desea obtener una algoritmo recursivo para construir directamente el vector ψ̄(t, t0)
en linea, las ecuaciones (4.13) y (4.14) pueden ser substituidas en

˙̄ψ(t0, t) = ˙̄α(t0, t) + ˙̄β(t0, t), (4.15)

y aśı obtener

˙̄ψ(t0, t) = −
(
2c(t)I +A(t)

)>
ψ̄(t0, t) + C>(t)y(t) + N̄(t)B(t)u(t). (4.16)

Dado que N̄(t0, t0)x(t) = 0, entonces ψ̄(t0, t0) = ᾱ(t0, t0) + β̄(t0, t0) = 0.

4.1.1. Condiciones sobre el factor de olvido

Como se mencionó al principio del caṕıtulo, un factor de olvido en la forma de una
función c(t) es introducido en la estructura del gramiano de constructibilidad. Esto se
hizo de tal manera que la igualdad (4.2) se mantenga, por lo que ahora resta encontrar
condiciones suficientes sobre c(t) para asegurar acotamiento en los elementos de N̄(t0, t)
y ψ̄(t0, t). Para esto se analizará la ecuación diferencial de Sylvester, la cual es una ge-
neralización de la ecuación diferencial de Lyapunov, de la cual N(t0, t) es solución.

La ecuación diferencial de Sylvester está definida como [1]

Ẋ(t) = M(t)X(t) +X(t)N(t) +R(t), X(t0) = X0, (4.17)

y su solución general se expresa de la forma

X(t) = ΦM (t, t0)X0Φ>N>(t, t0) +

∫ t

t0

ΦM (t, τ)R(τ)Φ>N>(t, τ)dτ. (4.18)
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4.1 Factor de Olvido

Para el caso particular de la ecuación diferencial de Lyapunov se tiene M(t) = −Ā>(t)
y N(t) = −Ā(t), debido a esto, ΦM (t, t0) = Φ−Ā>(t)(t, t0) y ΦN>(t, t0) = Φ−Ā>(t)(t, t0).
Reescribiendo ΦM (t, t0) y ΦN>(t, t0) en función de ΦĀ(t)(t, t0) se obtiene

ΦM (t, t0) = −(Φ−1
Ā(t)

(t, t0))>

y

ΦN>(t, t0) = −(Φ−1
Ā(t)

(t, t0))>.

De las dos desigualdades anteriores la solución de la ecuación diferencial de Lyapunov
es

X(t) = (Φ−1
Ā(t)

(t, t0))>X0Φ−1
Ā(t)

(t, t0) +

∫ t

t0

(Φ−1
Ā(t)

(t, τ))>R(τ)Φ−1
Ā(t)

(t, τ)dτ.

Para que la función anterior sea acotada, la matriz Φ−1
Ā(t)

(t, t0) debe inducir un movi-

miento estable y R(t) debe de tener elementos acotados. La matriz Φ−1
Ā(t)

(t, t0) satisface

dichas condiciones si corresponde a la matriz de transición de estados de un sistema
lineal cuyo origen es exponencialmente estable. Suponga que Φ−1

Ā(t)
(t, t0) es la matriz de

transición de estados del sistema

ż1(t) = −Ā>z1(t) (4.19)

y el punto z(t) = 0 es exponencialmente estable. Entonces ΦĀ(t)(t, t0) es la matriz de
transición de estados del sistema

ż2 = Ā(t)z2(t), (4.20)

cuyo origen debe de ser exponencialmente inestable. Si Ā(t) = A(t) + c(t)I, entonces
una condición suficiente para esto es escoger c(t) de tal manera que 1

2(Ā(t) +A>(t)) >
αI > 0.

4.1.2. N̄ como gramiano de constructibilidad

El objetivo de esta sección es probar que la matriz N̄(t, t0) es simétrica positiva de-
finida si el sistema (3.1) es completa y uniformemente construible. Para esto se muestra
que la matriz N̄(t, t0) es el gramiano de constructibilidad de un sistema lineal, el cual
es construible si el sistema a estimar es construible.
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

Considere nuevamente las expresiones para N(t, t0) y N̄(t, t0)

N(t0, t) ,
∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)ds, (4.21)

N̄(t0, t) ,
∫ t

t0

Θ>(s, t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)Θ(s, t)ds , (4.22)

se puede ver que en 4.22 la matriz Θ>(s, t)Φ>(s, t) juega el mismo papel que la matriz
Φ>(s, t) en (4.21). Por lo que se podŕıa pensar que la matriz Φ(s, t)Θ(s, t) es la matriz
de transición de estados de algún sistema lineal, cuya matriz caracteŕıstica sera deno-
tada como Ā(t). La relación entre la matriz Ā(t), el factor de olvido c(t) y la matriz
caracteŕıstica del sistema a estimar A(t) se presenta mediante el siguiente teorema.

Proposición 1. Sea Φ(s, t) la matriz de transición de estados del sistema dinámico

ẋ1(t) = A1(t)x1(t) (4.23)

y Θ(t, t0) la matriz de transición de estados del sistema

ẋ2(t) = A2(t)x2(t), (4.24)

en donde A2(t) = c(t)I.

Si Φ̄(t, t0) es la matriz de transición de estados del sistema dinámico

˙̄x(t) = Ā(t)x̄(t). (4.25)

en donde Ā(t) = A1(t) +A2(t), entonces Φ̄(t, t0) = Φ(t, t0)Θ(t, t0).
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4.1 Factor de Olvido

Demostración. Multiplicando las matrices de transición de estados Φ(t, t0) y Θ(t, t0) y

derivando con respecto al tiempo se obtiene

d

dt
[Φ(t, t0)Θ(t, t0)] = Φ̇(t, t0)Θ(t, t0) + Φ(t, t0)Θ̇(t, t0) (4.26)

De las propiedades de la matriz de transición de estados, sabemos que

Φ̇(t, t0) = A1(t)Φ(t, t0) (4.27)

y

Θ̇(t, t0) = A2(t)Θ(t, t0). (4.28)

Substituyendo (4.27) y (4.28) en (4.26) se tiene que

d

dt
[Φ(t, t0)Θ(t, t0)] = A1(t)Φ(t, t0)Θ(t, t0) + Φ(t, t0)A2(t)Θ(t, t0)

=
(
A1(t)Φ(t, t0) + Φ(t, t0)A2(t)

)
Θ(t, t0).

Dado que A2(t) = c(t)I y ya que esta matriz puede conmutar con cualquier otra (su-

poniendo que las dimensiones lo permiten) la ecuación anterior queda como

d

dt
[Φ(t, t0)Θ(t, t0)] =

(
A1(t)Φ(t, t0) +A2(t)Φ(t, t0)

)
Θ(t, t0)

=
(
A1(t) +A2(t)

)
Φ(t, t0)Θ(t, t0).

Ya que ˙̄Φ(t, t0) = Ā(t)Φ̄(t, t0) y Ā(t) = A1(t) +A2(t) se puede concluir que
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

Φ̄(t, t0) = Φ(t, t0)Θ(t, t0) (4.29)

De la Proposición 1 podemos concluir que en efecto N̄(t0, t) es el gramiano de
constructibilidad de un sistema lineal cuya matriz caracteŕıstica puede ser expresada
como

Ā(t) = A1(t) + c(t)I. (4.30)

Mediante este resultado es posible probar que la invertibilidad del gramiano de construc-
tibilidad N(t0, t) implica la invertibilidad de N̄(t0, t). Para esto se propone la siguiente
proposición.

Proposición 2. Sea A1(t) la matriz caracteŕıstica de un sistema lineal observable en

el intervalo [t0, tf ], de la forma

ẋ(t) = A1(t)x(t), (4.31)

y = C(t)x(t),

y Ā(t) la matriz caracteŕıstica del sistema lineal

ẋ(t) = Ā(t)x(t), (4.32)

y = C(t)x(t).

Si Ā(t) = A1(t)+c(t)I y c(t) > 0 entonces el sistema (4.32) es observable en el intervalo

[t0, tf ].

Demostración. La matriz de transición de estados de (4.31) es definida como Φ(t, t0) y

su gramiano de observabilidad como M(t0, tf ). Premultiplicando y postmultiplicando
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4.1 Factor de Olvido

el gramiano de observabilidad por un vector xa 6= 0 se obtiene

x>aM1(t0, tf )xa =

∫ tf

t0

x>a Φ>(t, t0)C>(t)C(t)Φ(t, t0)xadt, (4.33)

=

∫ tf

t0

z>(t)z(t)dt, (4.34)

donde z(t) = C(t)Φ(t, t0)xa. Dado que el integrando de la expresión anterior es la

norma dos al cuadrado de z(t) y debido a que el sistema (4.31) se supone observable se

puede concluir que

C(t)Φ1(t, t0)xa 6= 0, (4.35)

en al menos un subintervalo de [t0, tf ].

Ahora suponga que se tiene el sistema dinámico (4.32) del cual se asume que es

inobservable en el intervalo [t0, tf ]. El gramiano de observabilidad para este sistema

se define como Γ(t0, tf ). Se premultiplica y postmultiplica el gramiano por un vector

xb 6= 0 que satisfaga la desigualdad

x>b Γ(t0, tf )xb = 0. (4.36)

El vector xb 6= 0 siempre existe ya que la matriz Γ(t0, tf ) es singular (ya que el sistema

se supone inobservable). De la ultima ecuación se tiene que

x>b Γ(t0, tf )xb =

∫ tf

t0

x>b Φ̄>(t, t0)C>(t)C(t)Φ̄(t, t0)xbdt (4.37)

Del Proposición 1 se tiene que Φ̄(t, t0) = Φ(t, t0)Θ(t, t0) por lo que la ecuación anterior

puede ser reescrita como
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4. ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DEL OBSERVADOR

x>b Γ(t0, tf )xb =

∫ tf

t0

x>b Θ>(t, t0)Φ>(t, t0)C>(t)C(t)Φ(t, t0)Θ(t, t0)xbdt (4.38)

=

∫ tf

t0

z∗T (t)z∗(t)dt = 0, (4.39)

donde z∗(t) = C(t)Φ(t, t0)Θ(t, t0)xb. Ya que el sistema es inobservable se puede concluir

que

C(t)Φ(t, t0)Θ(t, t0)xb = 0, ∀t ∈ [t0, tf ]. (4.40)

Pero la ultima ecuación puede ser reescrita como

C(t)Φ(t, t0)xae
∫ tf
t0

c(τ)dτ = 0, ∀t ∈ [t0, tf ], (4.41)

lo que es una contradicción ya que dadas las propiedades de la función exponen-

cial, e
∫ tf
t0

c(τ)dτ es siempre positivo y como el sistema original es observable la matriz

C(t)Φ1(t, t0)xb es diferente de cero en al menos un subintervalo de [t0, tf ]. Por lo tanto

el sistema (4.32) debe de ser observable y el gramiano de observabilidad Γ(t0, tf ) es no

singular.

A partir de las Proposiciones 1 y 2 se demuestra que si el gramiano de constructi-
bilidad N(t, t0) es invertible, entonces la matriz N̄(t, t0) también lo sera.

4.2. Error de Estimación

Dado que el objetivo es estimar el estado actual de un sistema dinámico lineal, es
necesario contar con una expresión del error entre el estado estimado x̂(t) y el estado
real x(t). Es importante remarcar que dicha expresión debe poder ser construida con
señales medibles. Lo primero es definir el error de estimación como

e(t) = x̂(t)− x(t). (4.42)

La expresión (4.42) puede ser utilizada únicamente para fines de análisis, esto se debe a
que el estado actual x(t) no está disponible. En la sección 2.2.4.5 se mostró la relación
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4.2 Error de Estimación

entre el gramiano de constructibilidad N(t0, t), el estado actual y el vector ψ(t0, t),

N(t0, t)x(t)− ψ(t0, t) = 0. (4.43)

Dicha relación puede ser utilizada para diseñar una medida del error de estimación, la
cual puede ser construida con información disponible. Esto es porque ψ(t) depende de la
entrada y la salida del sistema. Las expresiones (4.42) y (4.43) pueden ser manipuladas
y aśı obtener

N(t0, t)x̂(t)− ψ(t0, t) = N(t0, t)x̂(t)−N(t0, t)x(t) = N(t0, t)e(t). (4.44)

Dado que se asume que el sistema es construible, entonces el gramiano de constructi-
bilidad es una matriz de rango completo lo que implica que

N(t0, t)e(t) = 0⇒ e(t) = 0. (4.45)

De la expresión anterior el vector N(t0, t)e(t) es una medida conveniente del error de
estimación que puede ser construida con información disponible.
Como se ha expuesto en las secciones anteriores tanto la matriz N(t0, t) como el vector
ψ(t0, t) pueden tener elementos no acotados, lo que al momento de implementar el
observador en un sistema real puede ser un problema. En la sección 4.1 se obtuvo
una expresión con la misma estructura que (4.1), pero con la caracteŕıstica que sus
elementos se encuentran acotados,

N̄(t0, t)x(t) = ψ̄(t0, t). (4.46)

Como en (4.44) la expresión (4.46) y (4.42) pueden ser manipuladas para obtener una
medida del error cuyos elementos están acotados. Siguiendo el enfoque de (4.44) se
obtiene

N̄(t0, t)x̂(t)− ψ̄(t0, t) = N̄(t0, t)x̂(t)− N̄(t0, t)x(t) = N̄(t0, t)e(t). (4.47)

De la definición del gramiano de constructibilidad, si el sistema a estimar es observable
entonces la matriz N(t) es no singular y por el resultado en la sección 4.1.2, esto implica
que la matriz N̄ es de rango completo por lo que

N̄(t0, t)e(t) = 0⇒ e(t) = 0. (4.48)

Este resultado muestra que la función Ῡ : R→ Rn×1, con regla de correspondencia

Ῡ(t0, t) = N̄(t0, t)x̂(t)− ψ̄(t0, t) (4.49)
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es una término de medida del error conveniente, cuyos elementos elementos están acota-
dos para todo t y puede ser construida con información disponible. La función anterior
aparece en la dinámica del observador en el argumento de dos términos no lineales,
cuyas caracteŕısticas dan al observador propiedades de convergencia en tiempo fijo.
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Caṕıtulo 5

Observador para sistemas LIT y

observador adaptable

En el presente caṕıtulo se muestra como el resultado obtenido en la sección anterior
puede ser aplicado a casos particulares. El primer caso que se presenta es una simpli-
ficación del algoritmo para sistemas lineales invariantes en el tiempo. El segundo caso
de estudio es el de un observador adaptable para sistemas SISO lineales invariantes en
el tiempo.

5.1. Observador para sistemas LIT

En el observador propuesto en la Sección 3.2, la matriz P (t) se diseña para estabili-
zar el origen de la dinámica del error de estimación, y dado que las matrices A(t) y C(t)
vaŕıan en el tiempo la matriz P (t) también varia el tiempo. Para el caso de sistemas
LIT la matriz P (t) puede ser constante y por lo tanto su diseño es más sencillo. En
esta sección se presenta el algoritmo de estimación (3.3) en una forma simplificada para
sistemas LIT, en donde la matriz P es invariante en el tiempo, lo que evita tener que
calcular P (t) en linea a través de una ecuación de Riccati.

Considere el sistema LIT de la forma

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (5.1)

y = Cx(t), (5.2)

donde x(t) es el estado interno, u(t) es la entrada , y(t) la salida y A, B y C son
matrices constantes conocidas. Para dichos sistemas se propone el siguiente algoritmo
de estimación.

47



5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)− L(Cx̂(t)− y(t)) (5.3)

− P−1
L N̄

[
bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep1 + bN̄(t)x̂(t)− ψ̄(t)ep2

]
(5.4)

˙̄N(t) = −AT N̄(t)− N̄(t)A+ CTC − 2cN̄(t), N̄(t0) = 0 (5.5)

˙̄ψ(t) = −AT ψ̄(t) + CT y(t) + N̄(t)Bu(t)− 2cψ̄(t), ψ(t0) = 0 (5.6)

donde p1 ∈ [0, 1), p2 > 1, c es tal que 1
2(A> +A) + cI > εI > 0, PL es la solución de la

ecuación de Lyapunov

(A− LC)TPL + PL(A− LC) = −Q, Q = Q> > 0 (5.7)

y L es tal que la matriz (A − LC) es Hurwitz. La matriz de ganancias L puede ser
calculada mediante la fórmula de Ackerman.

Para demostrar que el observador propuesto en (5.4)-(5.6) es capaz de estimar los esta-
dos del sistema (5.1) es necesario analizar la dinámica del error. El error de estimación
es definido como e(t) = x̂(t) − x(t). Derivando la ecuación de error y substituyendo
(5.1) y (5.4), la dinámica del error es obtenida

ė(t) = (A− LC)e(t)− P−1
L N̄(t)

[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

]
. (5.8)

Teorema 11. Sean A, B y C matrices reales conocidas y el par (A,C) observable.

Considere el sistema dinámico

ė(t) = (A− LC)e(t)− P−1
L N̄(t)

[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

]
(5.9)

Si N̄(t0, t) es solución de la ecuación diferencial (5.5), PL es la solución de la ecuación

de Lyapunov (5.7) y L es tal que la matriz (A − LC) es Hurwitz, entonces el punto

e(t) = 0 de (5.9) es estable en tiempo finito.

Demostración. Se propone la función de Lyapunov
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5.1 Observador para sistemas LIT

V (e(t)) =
1

2
e>(t)PLe(t), (5.10)

derivando (5.10) al rededor de la dinámica del error se obtiene

V̇ (e(t)) =
1

2
ė(t)PLe(t) +

1

2
e>(t)PLė(t)

=
1

2

[
(A− LC)e(t)− P−1

L N̄(t)
[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

] ]>
PLe(t)

+
1

2
e>(t)PL

[
(A− LC)e(t)− P−1

L N̄(t)
[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

] ]
=

1

2
e>(t)(A− LC)>PLe(t)−

1

2

[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

]>
N̄(t)e(t)

+
1

2
e>(t)PL(A− LC)e(t)− 1

2
e>(t)N̄(t)

[
bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2

]
=

1

2
e>(t)

[
(A− LC)>PL + PL(A− LC)

]
e(t) (5.11)

−
(
N̄e(t)

)> [bN̄(t)e(t)ep1 + bN̄(t)e(t)ep2
]

≤ − 1

2
e>(t)Qe(t)− ‖N̄(t)e(t)‖p1+1

1 − ‖N̄(t)e(t)‖p2+1
1 . (5.12)

Dado que Q = Q> > 0 y ‖N̄(t)e(t)‖1 > 0 ∀ e(t) 6= 0, el punto e(t) = 0 es asintótica-

mente estable. Del desarrollo anterior es posible obtener la siguiente desigualdad

V̇ (e(t)) ≤ −‖N̄(t)e(t)‖pi+1
1 ≤ −α‖e(t)‖pi+1

2 , (5.13)

donde α = ı́nft>t0 λ
pi+1
m (N̄(t)) > 0 e i = 1, 2. Se puede mostrar que la función de

Lyapunov (5.10) satisface la desigualdad

V (e(t) =
1

2
e>(t)PLe(t) ≤

1

2
λM (PL)‖e(t)‖22.

De la expresión anterior se obtiene
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−‖e(t)‖pi+1
2 ≤ −kV

pi+1

2 , (5.14)

donde k =
(

2
λM (PL)

) pi+1

2
> 0. Combinando (5.13) y (5.14) se obtiene la siguiente

desigualdad

V̇ (e(t)) ≤ −α‖e(t)‖pi+1
2 ≤ −αkV

pi+1

2 ,

de la cual se concluye que

V̇ (e(t)) ≤ −αkV
pi+1

2 . (5.15)

De manera similar a la prueba del Teorema 10 el tiempo de convergencia es dividido

en dos intervalos [t0, t1] y [t1, t2]. En donde t1 es el tiempo que le toma a la función de

Lyapunov decrecer desde su valor en el tiempo t0, hasta el interior de un conjunto de

nivel definido como |V (e(t1))| ≤ r, en donde r es finito. El tiempo t2 corresponde a la

cota superior del tiempo que le toma a la función de Lyapunov ir desde |V (e(t1))| = r,

a cero. En la ecuación (5.15), i = 2 corresponde al intervalo de tiempo [t0 + T, t1] y

dado que αk > 0 y p2 > 1 dicho intervalo es finito e uniforme con respecto a V (e(t0)).

De la misma forma i = 1 corresponde al intervalo [t1, t2] y debido a que p1 ∈ [0, 1) este

ultimo intervalo de tiempo también es finito.

5.1.1. Un observador de orden reducido

Para el caso en el que no se desea estimar todos los estado de un sistema es posible
diseñar un observador de orden reducido para sistemas LIT a partir del observador
propuesto en la sección anterior. Para esto tome en cuenta el siguiente sistema dinámico
particionado
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5.1 Observador para sistemas LIT

ẋ(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
B1

B2

]
u(t), (5.16)

donde la salida es y(t) = x1(t) y x2(t) es el vector de estados a estimar. Haciendo
x1(t) = y(t) y x2(t) = z(t) el sistema (5.16) puede ser reescrito como

ẏ(t) = A12z(t) +A11y(t) +B1u(t),

ż(t) = A22z(t) +A21y(t) +B2u(t).

Dado que el sistema (5.16) es un sistema lineal, de la Sección (2.2.4.5) sabemos que la
siguiente desigualdad debe de satisfacerse

N(t)x(t) = ψ(t), (5.17)

en donde N(t) es el gramiano de constructibilidad y ψ(t) es un vector que depende
tanto de u(t) como de y(t). El sistema original fue particionado y lo mismo puede hacer
en 5.17, por lo que se obtiene

[
N11(t) N12(t)
N21(t) N22(t)

] [
y(t)
z(t)

]
=

[
ψ1(t)
ψ2(t)

]
. (5.18)

Dado que el sistema y(t) es medido directamente y solo el estado z(t) necesita ser
estimado, el problema lineal a resolver para obtener el estado deseado debe ser de la
forma

N̄(t)x2(t) = ψ̄(t). (5.19)

Las funciones N̄(t) y ψ̄(t) pueden ser obtenidas a partir de (5.18), de donde se deduce
la igualdad

N21(t)x1(t) +N22(t)x2(t) = ψ2(t). (5.20)

De (5.20) es obvio que (5.19) se puede construir si N̄(t) = N22(t), z(t) = x2(t) y
ψ̄(t) = ψ2(t) − N21(t)x1(t). Con esto en mente se propone el siguiente esquema de

51



5. OBSERVADOR PARA SISTEMAS LIT Y OBSERVADOR ADAPTABLE

observación

˙̂z(t) = A22ẑ(t) +A21y(t) +B2u(t)

+ K̃
(
ẏ(t)−A12ẑ(t)−A11y(t)−B1u(t)

)
+ LP−1

L bÑ(t)ẑ(t)− ψ̃(t)ep,

donde L > 1, p ∈ [0, 1), K̃ es tal que la matriz A22 − K̃A12 es Hurwitz y PL es la
solución de la ecuación de Lyapunov

(A22 − K̃A12)>PL + PL(A22 − K̃A12) = −Q, Q = Q> > 0.

Dado que ẏ(t) no está disponible para la medición se propone el cambio de variables
w(t) = z(t) − K̃y(t). Derivando la expresión anterior se obtiene un algoritmo de esti-
mación parcial de los estados.

Proposición 3. Sea el sistema (5.16) observable, del estado x(t) = [x>1 (t) x>2 (t)]>

únicamente el vector x1(t) es medible y las matrices A, B y C son conocidas. Entonces

el estado x2(t) puede ser estimado en tiempo finito a partir del sistema dinámico

ẇ(t) = (A22 − K̃A12)w(t) + (B2 − K̃B1)u(t)

+ (A21 − K̃A11 +A22K̃ − K̃A12K̃)y(t)

+ LP−1
L bÑ(t)(w(t) + K̃y(t))− ψ̃(t)ep

x̂2(t) = w(t) + K̃y(t)

donde L > 1, p ∈ [0, 1), K̃ es tal que la matriz A22 − K̃A12 es Hurwitz y PL es la

solución de la ecuación de Lyapunov

(A22 − K̃A12)>PL + PL(A22 − K̃A12) = −Q, Q = Q> > 0.
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5.2. Observador adaptable para sistemas LIT

En la presente sección un observador adaptable para sistemas SISO en la forma de
observador es presentado. El diseño de dicho observador está basado en las ideas pre-
sentadas en la sección (3.2). El enfoque a utilizar es volver el problema de estimar los
estados y los parámetros desconocidos de un sistema, de una entrada y una salida en la
forma de observador, al problema de estimar los estados de un sistema lineal variante
en el tiempo [28].

Un sistema SISO en la forma de observador se escribe como

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (5.21)

y(t) = Cx(t),

donde x(t) ∈ Rn son los estados, u(t) ∈ R es la entrada y y(t) ∈ R es la salida. Las
matrices A, B y C se definen como

A =


a1 1 0 · · · 0
a2 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

an−1 0 0 · · · 1
an 0 0 · · · 0

 ,

B =


b1
b2
...
bn

 ,
y

C =
[
1 0 · · · 0

]
.

Los parámetros a estimar son aquellos en las matrices A y B. Como se indicó al principio
de esta sección, se busca reescribir el sistema (5.21) como un sistema LVT, pero en donde
los parámetros a estimar son parte del vector de estados. Dicho sistema LVT es de la
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forma

˙̄x(t) = Ā(t)x̄(t) (5.22)

y(t) = C̄x̄(t),

en donde x̄(t) = [x>(t) θ>]> y θ es el vector de parametros desconocidos, definido como

θ = [a1 a2 · · · an b1 b2 · · · bn]>.

La matriz Ā(t) del sistema (5.22) debe contener únicamente señales disponibles para la
medición, que en este caso son u(t) y y(t). Dado que dichas señales no son constantes el
sistema (5.22) es una forma particular de los sistemas LVT y por lo tanto un observador
para sistemas LVT es necesario. Una forma conveniente de construir la matriz Ā(t) es

Ā(t) =

[
Ao Υ(t)
0 0

]
, (5.23)

en donde

Ao =


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0


y

Υ(t) =
[
y(t)I u(t)I

]
.

La salida del sistema (5.22) es la misma que la salida del sistema (5.21), debido a esto
la matriz C̄ se define como

C̄ =
[
C 0

]
(5.24)

Una vez que el sistema original es llevado a la forma (5.22), el algoritmo propuesto en
la sección (3.2) puede ser utilizado para reconstruir el vector x̄(t), el cual contiene el
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estado y los parámetros desconocidos del sistema original.

5.3. Observabilidad del sistema extendido

En el momento de querer aplicar cualquier esquema de observación al sistema ex-
tendido (5.22) es necesario conocer las condiciones sobre el sistema y la entrada, para
las cuales que este es observable en los estados y en los parámetros. Dichas condiciones
serán deducidas a continuación.
En [28], Zhang muestra que la matriz de transición de estados del sistema extendido
(5.22) puede ser representada mediante la matriz a bloques

Φ(t, t0) =

[
Φ11(t, t0) Φ12(t, t0)

0 I

]
,

en donde las matrices Φ11(t, t0) y Φ12(t, t0) satsifacen las ecuaciones diferenciales

Φ̇11(t, t0) =AoΦ11(t, t0), Φ11(t0, t0) = I,

y

Φ̇12(t, t0) =AoΦ12(t, t0) + Υ(t), Φ12(t0, t0) = 0.

A partir de la matriz de transición de estados, el gramiano de constructibilidad N(t0, t)
se define como

N(t0, t) =

∫ t

t0

Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)ds

=

∫ t

t0

[
N∗11(t, s) N∗12(t, s)
N∗21(t, s) N∗22(t, s)

]
ds,

en donde
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N∗11(t, s) = Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t),

N∗12(t, s) = N∗21(t, s) =− Φ>(s, t)CT (s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)Υ(τ)dτ,

N∗22(t, s) =

∫ t

s
Υ>(τ)Φ>(s, τ)dτ C>(s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)Υ(τ)dτ.

De la sección 2.2.4.4 sabemos que una forma de determinar si un sistema es uniforme-
mente construible es verificar que

N(t0, t) > εI > 0.

Para que esto ocurra es suficiente que las siguientes condiciones se satisfagan

N11(t0, t) =

∫ t

t0

N∗11(t, s)ds > αI > 0 (5.25)

N22(t0, t) =

∫ t

t0

N∗22(t, s)ds > βI > 0 (5.26)

N22(t0, t)−N>12(t0, t)N
−1
11 (t0, t)N12(t0, t) > 0 (5.27)

Al analizar
∫ t
t0
N∗11ds, se puede apreciar que dicha matriz es el gramiano de construc-

tibilidad del sistema (5.21), por lo que la observabilidad completa y uniforme del par
(A(t), C(t)) garantiza que la condición (5.25) se satisfaga.
Para analizar la condición 2) debemos de entender primero la estructura de N22(t0, t).
De [28] sabemos que dicha matriz satisface la igualdad

N22(t0, t) =

∫ t

t0

Φ>12(τ, t)C>(τ)C(τ)Φ12(τ, t)dτ,

en donde Φ12(τ, t) es solución de la ecuación diferencial
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Φ̇12(τ, t) = AoΦ12(τ, t) + Υ(t).

Definiendo las funciones

ζi(t, t0) =
1

(i− 1)!

∫ t

t0

(t− τ)i−1y(τ)dτ,

ηi(t, t0) =
1

(i− 1)!

∫ t

t0

(t− τ)i−1u(τ)dτ,

y el vector

ϑ(t, t0) = [−y(t),−ζ1(t, t0), · · · , ζn−1(t, t0),−u(t),−η1(t, t0), · · · , ηn−1(t, t0)],

el gramiano de constructibilidad N22(t0, t), puede ser reescrito como

N22(t0, t) =

∫ t

t0

(∫ s

t
ϑ>(τ, t0)dτ

)(∫ s

t
ϑ(τ, t0)dτ

)
ds.

A partir de la expresión anterior se puede concluir que satisfacer la condición (5.26) es
equivalente a satisfacer la siguiente igualdad

∫ t

t0

(∫ s

t
ϑ>(τ, t)dτ

)(∫ s

t
ϑ(τ, t)dτ

)
ds > βI > 0. (5.28)

Si u(t) es una función suave a tramos, los intervalos en donde es suave no se contraen
hasta ser cero, es uniformemente acotada y su derivada también es uniformemente
acotada, entonces la igualdad (5.28) equivale a la condición de excitación persistente
sobre ϑ(t0, t) [2].
La condición (5.27) nos habla del efecto que tienen las matrices en la antidiagonal de
N(t0, t) sobre la invertibilidad de dicha matriz. Para satisfacer dicha condición considere
los vectores
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p =

[
x(t)
θ

]

y las funciones

y1(s) = C(s)Φ(s, t)x(t),

y2(s) = − C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)Υ(τ)dτ θ.

En [28], Zhang muestra que la salida del sistema (5.22) puede escribirse como

y(s) = C(s)Φ(s, t)x(t)− C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)Υ(τ)dτ θ,

por lo que y(s) = y1(s) + y2(s). A partir del gramiano de constructibilidad N(t0, t) y
el vector p es posible obtener la siguiente forma cuadrática

p>N(t0, t)p =
[
x>(t) θ>

] [N11(t0, t) N12(t0, t)
N>12(t0, t) N22(t0, t)

] [
x(t)
θ

]
= x>(t)N11(t0, t)x(t) + 2x>(t)N12(t0, t)θ + θ>N22(t0, t)θ. (5.29)

Dada estructura de N11(t0, t) y ya que los vectores x(t) y θ no dependen de la variable
de integracion s, estos pueden entrar en la integral, por lo que la forma cuadrática
x>(t)N11(t0, t)x(t) satisface la igualdad

x>(t)N11(t0, t)x(t) =

∫ t

t0

x>(t)Φ>(s, t)C>(s)C(s)Φ(s, t)x(t)ds.

Por como se define la función y1(t) y dado que la expresión
∫ t
t0
f(τ)g(τ)dτ define un

producto interno, la ecuación anterior queda como

x>(t)N11(t0, t)x(t) =

∫ t

t0

y>1 (s)y1(s)ds = 〈y1(s), y1(s)〉. (5.30)
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De forma análoga, el mismo procedimiento puede ser aplicado a las formas cuadráticas
2x>(t)N12(t0, t)θ y θ>N22(t0, t)θ

2x>(t)N12(t0, t)θ =− 2

∫ t

t0

[
x>(t)Φ>(s, t)CT (s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)dτθ

]
ds

=− 2

∫ t

t0

y>1 (s)y2(s)ds = 2〈y1(s), y2(s)〉, (5.31)

θ>N22(t0, t)θ =

∫ t

t0

[
θ>
∫ t

s
B>(τ)Φ>(s, τ)dτ C>(s)C(s)

∫ t

s
Φ(s, τ)B(τ)dτ θ

]
ds

=

∫ t

t0

y>2 (s)y2(s)ds = 〈y2(s), y2(s)〉. (5.32)

A partir de (5.30), (5.31) y (5.32), la igualdad (5.29) puede ser reescrita como

p>N(t0, t)p = 〈y1(s), y1(s)〉+ 2〈y1(s), y2(s)〉+ 〈y2(s), y2(s)〉
= 〈y1(s) + y2(s), y1(s) + y2(s)〉,

y de las propiedades del producto interno podemos concluir que la condicione 3) no se
satisface si

y(s) = y1(s) + y2(s) = 0 ∀ s ∈ [t0, t]. (5.33)

A partir del desarrollo anterior se concluye que para poder estimar tanto el estado
x(t) como los parámetros θ el par (A,C) debe de ser construible y u(t) ser tal que la
condición (5.28) se satisface y la condición (5.33) no se satisface.
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Caṕıtulo 6

Ejemplos Numéricos

Con el objetivo de mostrar el funcionamiento de los algoritmos propuestos, 6 ejem-
plos son presentados. Para cada ejemplo se muestra una comparación con el EME y en
algunos casos el observador de Luenberger. En todas las simulaciones se supone que no
existe ruido en la medición ni en la entrada del sistema, a menos que se especifique. En
los primeros dos ejemplos se muestra el funcionamiento del algoritmo de observación
aplicado a sistemas LTV de segundo y tercer orden. En el tercer ejemplo se estima el
estados completo de un sistema LIT y en el cuarto ejemplo se estiman solo una par-
te del estado. El quinto ejemplo muestra el funcionamiento del observador propuesto
aplicado como observador adaptable y el ultimo ejemplo se muestra como el algoritmo
propuesto puede ser utilizado para hacer estimación de parámetros en una clase de
ecuaciones diferenciales de primer orden.

6.1. Estimación de los estados de un sistema LVT

Como ejemplos numéricos para mostrar el funcionamiento del esquema de obser-
vación propuesto en sistemas lineales variantes en el tiempo se presentan dos casos, el
primer caso es aplicado a un sistema de segundo orden y el segundo caso es para un
sistema de tercer orden.

6.1.1. Sistema LVT de segundo orden (Ejemplo 1)

En el primer ejemplo a mostrar se tiene un sistema LTV cuyas matrices A(t), B(t)
y C(t) están definidas de la siguiente manera.
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

A(t) =

[
2sin(5t)− 1 −1

2 −4

]
(6.1)

B(t) =

[
cos(t+ π)
cos(t)

]
(6.2)

C(t) =
[
−3sin(2t) + 4 0

]
(6.3)

Los parámetros del observador se definieron como se muestra en la tabla 6.1

Parámetro Valor

u(t) 5 cos(t) + 1

p1 0.1

p2 1.9

L1 10

L2 25

Q I

Tabla 6.1: Parámetros del observador para un sistema LTV de segundo orden (Ejemplo
1)

En las figuras 6.1 y 6.2 se comparan los estados reales x1 y x2 contra los estimados
obtenidos del observador propuesto y del EME. En dicha gráfica se puede apreciar
como los estimados obtenidos convergen de manera exacta en tiempo finito, mientras
que en los estimados obtenidos por el EME la convergencia es notoriamente mas lenta.
El mismo resultado puede ser apreciado en las figuras 6.3 y 6.4 en donde el error de
estimación es mostrado. Por ultimo el comportamiento de la Función de Lyapunov
es mostrado en la figura 6.5. En dicha gráfica se puede apreciar como la función de
Lyapunov es monótonamente decreciente y toca el cero antes de los 0.5s.
Se realizaron simulaciones en donde se introdujo ruido en el termino de salida y(t) y
perturbaciones en los estados, en forma de un vector p = [p1 p2]>, por lo que el sistema
a estimar adquiere la forma

ẋ(t) =A(t)x(t) +B(t)u(t) + p (6.4)

y(t) =C(t)x(t) + r (6.5)

Esto se hizo con el objetivo de mostrar de manera experimental el desempeño del
observador propuesto ante entradas desconocidas tanto en el sistema a observar como
en el observador de estados. En las figuras (6.6) y (6.7) se muestran los componentes p1

y p2. En la figura (6.8) se muestra la señal de salida antes y después de ser contaminada
con ruido. El desempeño del observador se muestra en la figura (6.9) en donde se puede
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6.1 Estimación de los estados de un sistema LVT

t [s]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x1(t)

-2

-1

0

1

2

3

4

x1(t)

x̂1(t)

x̂1(t) OME

Figura 6.1: Estimación del estado x1 (Ejemplo 1)

t [s]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x2(t)

-4

-3

-2

-1

0

1

2

x2(t)

x̂2(t)

x̂2(t) OME

Figura 6.2: Estimación del estado x2 (Ejemplo 1)

apreciar que el error de estimación está acotado. El resultado puede ser comparado con
el EME, cuyo error de estimacion es mostrado en la Figura 6.10

6.1.2. Sistemas LVT de tercer orden (Ejemplo 2)

Como segundo ejemplo se presenta un sistema de tercer orden cuyas matrices se
definen como
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

t [s]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e(t)

-3

-2

-1

0
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2

3

4

e1(t)

e2(t)

Figura 6.3: Error de estimación con el algoritmo de estimación propuesto (Ejemplo 1)

t [s]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

eOME(t)

-3

-2

-1
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1

2

3

4

e1(t)

e2(t)

Figura 6.4: Error de estimación con el EME (Ejemplo 1)

A =

 0 1 0
cos(t) sin(t)− 1 1

2(1− cos(t)2) − cos(t)
2 cos(t) 0 −1

 (6.6)

B =

0 0
1 0
1 1

 (6.7)

C =

[
0 1 0
0 0 1

]
(6.8)

Los parámetros del observador se dan en la tabla 6.2
Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos en el ejemplo anterior. El com-
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6.1 Estimación de los estados de un sistema LVT

t [s]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

V (t)

0

5

10

15

20

25

Figura 6.5: Comportamiento de la función de Lyapunov (Ejemplo 1)

t
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Figura 6.6: Perturbación p1 (Ejemplo 1)

t
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Figura 6.7: Perturbación p2 (Ejemplo 1)
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

t [s]
0 1 2 3 4 5

y(t)

-40
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-10
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50

yR(t)

y(t)

Figura 6.8: Señal de salida y(t) bajos los efectos de ruido (Ejemplo 1)

t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

e(t)
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e2(t)
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-0.01
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Figura 6.9: Error de estimación con el algoritmo de estimación propuesto bajo efectos de
ruido y perturbaciones (Ejemplo 1)

Parámetro Valor

u1(t) cos(t) sin(5t)

u2(t) 3 sin(t) + 2 cos(2t)1

p1 0.3

p2 1.7

L1 100

L2 100

Tabla 6.2: Parámetros del observador para un sistema LTV de tercer orden (Ejemplo 2)

portamiento del los estados estimados en comparación a aquellos obtenidos en el EME
es mostrado en las figuras 6.11, 6.12 y 6.13. En las figuras 6.14 y 6.15 el error de es-
timación para ambos observadores es mostrado. La diferencia entre estas ultimas dos
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6.1 Estimación de los estados de un sistema LVT

t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

e(t)
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e1(t)

e2(t)
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-0.01

0

0.01

0.02

Figura 6.10: Error de estimación con el EME bajo efectos de ruido y perturbaciones
(Ejemplo 1)

gráficas es notoria y se puede apreciar como, para el caso del observador propuesto,
el error de estimación se hace exactamente cero al rededor del primer segundo. Dicho
comportamiento también se puede apreciar en la figura 6.16, en donde la gráfica de
la evolución de la función de Lyapunov contra el tiempo es mostrada. Esta función es
exactamente cero alrededor del primer segundo.

t [s]
0 0.5 1 1.5 2

x1(t)
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40

x1(t)

x̂1(t)

x̂1(t) OME

Figura 6.11: Estimación del estado x1 (Ejemplo 2)
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

t [s]
0 0.5 1 1.5 2
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x̂2(t)
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Figura 6.12: Estimación del estado x2 (Ejemplo 2)

t [s]
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x3(t)
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x̂3(t)

x̂3(t) OME

Figura 6.13: Estimación del estado x3 (Ejemplo 2)

6.2. Estimación de los estados de un sistema LIT (Ejem-

plo 3)

Para demostrar el funcionamiento del observador para sistemas LIT, un sistema de
la forma (5.1) cuyas matrices A, B y C se definen a continuación.

A =

[
0 1
−1 −2

]
(6.9)

B =

[
0
1

]
(6.10)

C =
[
0 1

]
(6.11)
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6.2 Estimación de los estados de un sistema LIT (Ejemplo 3)

t [s]
0 0.5 1 1.5 2
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Figura 6.14: Error de estimación con el algoritmo de estimación propuesto (Ejemplo 2)
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Figura 6.15: Error de estimación con el EME (Ejemplo 2)
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Figura 6.16: Comportamiento de la función de Lyapunov (Ejemplo 2)
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

Los parámetros del observador se muestran en la tabla 6.3.

Parámetro Valor

u1(t) cos(t) sin(5t)

u2(t) 3 sin(t) + 2 cos(2t)1

p1 0.3

p2 1.7

L1 100

L2 100

Tabla 6.3: Parámetros del observador para un sistema LIT de segundo orden (Ejemplo 3)

La matriz de ganancias L para ambos observadores es

L =

[
1 2
3 4

]
(6.12)

En las figuras 6.17 y 6.18 se muestra una comparación entre los estados estimados
por el observador propuesto y los estimados obtenidos utilizando un observador de
Luenberger. La ganancia L de ambos observadores es la misma. En las figuras 6.19
y 6.20 el error de estimación para ambos observadores es mostrado. En estas ultimas
figuras se puede apreciar la diferencia en la velocidad es convergencia, y como, para el
observador propuesto, el error de estimación se vuelve cero es en tiempo finito. Dicho
comportamiento también puede verse en la figura 6.21, en donde se muestra la gráfica
de la función de Lyapunov.

t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x1(t)

-5

-4

-3

-2

-1

0
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x1(t)

x1(t)

x1(t) OME

Figura 6.17: Estimación del estado x1 (Ejemplo 3)
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6.2 Estimación de los estados de un sistema LIT (Ejemplo 3)

t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x2(t)

-6

-4

-2

0
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6

x2(t)

x̂2(t)

x̂2(t) OME

Figura 6.18: Estimación del estado x2 (Ejemplo 3)

t [s]
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e(t)
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e1(t)

e2(t)

Figura 6.19: Error de estimación para el algoritmo de estimación propuesto (Ejemplo 3)

6.2.1. Estimación parcial de los estados de un sistema LIT (Ejemplo

4)

Para el caso cuando solo es necesario estimar una parte del estado, un observador
de orden reducido fue propuesto en la Sección 5.1.1 y probado mediante un ejemplo
numérico en un sistema LIT cuyas matrices son definidas a continuación.
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

t [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

eL(t)
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e2(t)

Figura 6.20: Error de estimación para el EME (Ejemplo 3)

t [s]
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Figura 6.21: Comportamiento de la función de Lyapunov (Ejemplo 3)

A =

−10 3 −5
−3 6 9
2 −7 −9

 (6.13)

B =

0
1
2

 (6.14)

C =
[
1 0 0

]
(6.15)

Los parámetros del observador se presentan el la tabla 6.4
La matriz de ganancias L para ambos observadores es
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6.2 Estimación de los estados de un sistema LIT (Ejemplo 3)

Parámetro Valor

u(t) 10 cos(t)

p1 0.5

p2 1.5

L1 1

L2 10

Tabla 6.4: Parámetros del observador para sistemas LIT de orden reducido (Ejemplo 4)

L =

[
1 2
3 4

]
(6.16)

Los resultandos de la simulación numérica puede ser apreciado en las figuras 6.22 y
6.23. Dado que el observadores de orden reducido el estado x1 no es estimado. En
los figuras 6.24 y 6.24 el error de estimación para ambos observadores es mostrado.
La diferencia entre los errores de estimación es notable, en especial se puede apreciar
como las oscilaciones son significativamente mayores para el observador de Luenberger,
mientras que para el otro observador las oscilaciones se detiene por completo antes de
los 5s y el error también se vuelve cero.
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Figura 6.22: Estimación del estado x2 (Ejemplo 4)
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t [s]
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Figura 6.23: Estimación del estado x3 (Ejemplo 4)

t [s]
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Figura 6.24: Error de estimación para el algoritmo de estimación propuesto (Ejemplo 4)

6.3. Estimación de los estados de un sistema LIT con

parámetros desconocidos (Ejemplo 5)

Como ejemplo para demostrar el funcionamiento del observador propuesto como
observador adaptable, se pretende estimar los estados del sistema LIT cuyas matrices
son mostradas a continuación. Los parámetros a estimar son a11, a21, b1 y b2.
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6.4 Estimación de parámetros (Ejemplo 6)

t [s]
0 5 10 15 20

eL(t)
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e1(t)

e2(t)

Figura 6.25: Error de estimación para el EME (Ejemplo 4)

A =

[
− 2

10 1
− 4

10 0

]
(6.17)

B =

[
1
10
3
10

]
. (6.18)

C =
[
1 0

]
(6.19)

Los parámetros del observador se presentan en la tabla 6.5, en donde f1(t) es un tren
de pulsos con amplitud unitaria, periodo 10[s] y ciclo de trabajo de 5 %, y f2(t) es una
señal de diente de sierra de amplitud y frecuencia unitaria.

Parámetro Valor

u1(t) sin(3 t) + sin( 6
20 t+ π

3 ) + f1(t) + f2(t)

p1 0.25

p2 2

L1 50

L2 50

Tabla 6.5: Parámetros del observador adaptable para sistemas SISO (Ejemplo 5)

6.4. Estimación de parámetros (Ejemplo 6)

A partir de los resultados presentados en la sección (3.2), el algoritmo de estimación
propuesto puede ser utilizado para estimar los parámetros θ que satisfacen la ecuación
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

t [s]
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Figura 6.26: Estimación del parámetro a1 (Ejemplo 5)

t [s]
0 5 10 15 20

a2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

a2

â2
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Figura 6.27: Estimación del parámetro a2 (Ejemplo 5)
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Figura 6.28: Estimación del parámetro b1 (Ejemplo 5)
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6.4 Estimación de parámetros (Ejemplo 6)

t [s]
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Figura 6.29: Estimación del parámetro b2 (Ejemplo 5)
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Figura 6.30: Error de estimación del estado x1 (Ejemplo 5)
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Figura 6.31: Error de estimación del estado x2 (Ejemplo 5)
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6. EJEMPLOS NUMÉRICOS

diferencial

ẋ(t) = c>(t)θ. (6.20)

Para esto basta con reordenar la ecuación anterior llevándola a la forma de un sistema
LTV y aplicar el algoritmo de estimación (3.3). Como ejemplo suponga que se desea
estimar los parámetros θ de la ecuación diferencial (6.20) en donde el regreso c(t) es de
excitación persistente y se define como

c>(t) =
[
cos(2t) cos(t) + 2

]
. (6.21)

Al llevar el sistema a la forma (3.1) las matrices del sistema ficticio obtenidas son

A(t) =

0 cos(2t) cos(t) + 2
0 0 0
0 0 0

 , (6.22)

B(t) =

0
0
0

 , (6.23)

C(t) =
[
1 0 0

]
. (6.24)

Los parámetros del observador son presentados tabla 6.6

Parámetro Valor

u 0

p1 0.3

p2 1.7

L1 50

L2 50

Tabla 6.6: Parámetros del observador aplicado a un problema de estimación paramétrica
(Ejemplo 6)

Es importante notar que en este caso el algoritmo propuesto también estimará el estado
ficticio x(t), el cual puede ser no acotado. Debido a esto es necesario detener el algoritmo
en el momento en el que la función de Lyapunov se vuelve cero. En las figuras 6.33 y
6.33 se puede ver como los parámetros estimados convergen a los reales, y para el caso
en el que el algoritmo no lineal es utilizado dicha convergencia es en tiempo finito.
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6.4 Estimación de parámetros (Ejemplo 6)

Este comportamiento se ve claramente en las figuras 6.35 y 6.36, en donde el error
de observación para ambos algoritmos es mostrado. El error de estimación para el
algoritmo propuesto es exactamente cero antes de los 2 segundos mientras que el error
al utilizar el EME sigue sin converger a cero.
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Figura 6.32: Estimación del estado ficticio x1(t) (Ejemplo 6)
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Figura 6.33: Estimación del parámetro θ1 (Ejemplo 6)
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Figura 6.34: Estimación del parámetro θ2 (Ejemplo 6)
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Figura 6.35: Error de estimación para el algoritmo de estimación propuesto (Ejemplo 6)
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Figura 6.36: Error de estimación para el EME (Ejemplo 6)
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6.4 Estimación de parámetros (Ejemplo 6)
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Figura 6.37: Comportamiento de la función de Lyapunov (Ejemplo 6)

81





Caṕıtulo 7

Conclusiones

Se logró diseñar un algoritmo de estimación de los estados internos para sistemas
lineales multivariables, variantes en el tiempo. Dicho algoritmo es capaz de estimar de
manera exacta los estados del sistema a observar en tiempo fijo, es decir, el tiempo
de convergencia está acotado por arriba y dicha cota es independiente del error de
estimación inicial. Las ganancias y exponentes necesarios para asegurar convergencia
en tiempo fijo son sencillas de encontrar, ya que dichos parámetros deben de satisfacer
únicamente desigualdades de primer grado independientes de la dinámica del sistema
a observar.
A partir del algoritmo propuesto se derivaron dos algoritmos aplicables a sistemas linea-
les particulares. El primero es una simplificación del algoritmo original para sistemas
lineales variantes en el tiempo, que puede ser utilizado en sistemas lineales invariantes
en el tiempo. Este observador tiene la ventaja de ser computacionalmente más simple
(ya no es necesario construir en linea la matriz P (t)). El segundo algoritmo permite
estimar los estados y parámetros desconocidos de un sistema lineal, de una entrada y
una salida, invariante en el tiempo, en forma canónica de observador. La estimación de
dichas variables se realiza en tiempo fijo.
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Apéndice A

A.1. Propiedades de la matriz de transición de estados

Teorema 12. Sea Φ(ta, tb) la matriz de transición de estados del sistema (2.16), la

cual se define como

x(ta) = Φ(ta, tb)x(tb) (A.1)

entonces, dicha matriz tiene las siguientes propiedades

1) Φ(tc, tb)Φ(tb, ta) = Φ(tc, ta),

2) Φ−1(ta, tb) = Φ(tb, ta),

3) d
dtΦ(tb, ta) = A(t)Φ(tb, ta).

Demostración. 1) Tomando el producto Φ(tc, tb)Φ(tb, ta), postmultiplicandolo por

un vector diferente de cero x(ta) ∈ Rn y aplicando (A.1) se tiene que

Φ(tc, tb)Φ(tb, ta)x(ta) = Φ(tc, tb)x(tb) = x(tc). (A.2)

De la definición de transición de estados (A.1), la siguiente igualdad se satisface
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A.

Φ(tc, ta)x(ta) = x(tc) (A.3)

A partir de (A.2) y (A.3) podemos concluir que

Φ(tc, tb)Φ(tb, ta) = Φ(tc, ta).

2) A partir de la definición de Φ(ta, tb) se tiene que

x(ta) = Φ(ta, tb)x(tb).

Premultiplicando la ecuación anterior por Φ−1(ta, tb), se obtiene

Φ−1(ta, tb)x(ta) = Φ−1(ta, tb)Φ(ta, tb)x(tb).

Dado que Φ−1(ta, tb)Φ(ta, tb) = I, de la ecuación anterior se obtiene

Φ−1(ta, tb)x(ta) = x(tb),

de la definición de la matriz de transición de estado sabemos que

x(tb) = Φ(tb, ta)x(ta).
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A.1 Propiedades de la matriz de transición de estados

Por transitividad se tiene que

Φ(tb, ta)x(ta) = Φ−1(ta, tb)x(ta) ⇒ Φ(tb, ta) = Φ−1(ta, tb) (A.4)

3) Tome en cuenta el sistema dinámico

ẋ(t) = A(t)x(t). (A.5)

De la definición de Φ(ta, tb) sabemos que

x(t) = Φ(t, tb)x(tb). (A.6)

Derivando la ecuación anterior

ẋ(t) = Φ̇(t, tb)x(tb), (A.7)

y substituyendo (A.6) en (A.5) se obtiene

Φ̇(t, tb)x(tb) = A(t)Φ(t, tb)x(tb). (A.8)

A partir de la igualdad anterior se puede concluir que

Φ̇(t, tb) = A(t)Φ(t, tb). (A.9)
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A.

A.2. Tiempo de convergencia

Proposición 4. Sea la ecuación diferencial

ẋ(t) = kxp(t), (A.10)

entonces, su solución es

x(t) =
(
k(t− t0 − T )(1− q) + x1−q(t0 + T )

) 1
1−q .

Demostración. Tome en cuenta la ecuación diferencial

ẋ(t) = kxp(t), (A.11)

en donde p > 0. Integrado con respecto al tiempo en ambos lados de la ecuación anterior

se obtiene

∫ t

t0+T

1

xq
dx(t)

dt
dt = k

∫ t

t0+T
dt∫ x(t)

x(t0+T )
x−q = k(t− t0 − T )

xq−1

q − 1

∣∣∣∣∣
x(t)

x(t0)+T

= k(t− t0 − T )

x1−q(t)− x1−q(t0 + T )

(1− q)
= k(t− t0 − T )

De la ultima ecuación es posible despejar x(t)
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A.3 Aplicación de la desigualdad de Jensen

x(t) =
(
k(t− t0 − T )(1− q) + x1−q(t0 + T )

) 1
1−q .

A.3. Aplicación de la desigualdad de Jensen

Teorema 13. Considere el vector x ∈ Rn , entonces se satisface que

x>bxep ≥ 1

np
‖x‖p+1

1 (A.12)

Demostración. Para probar el teorema anterior la siguiente desigualdad es de utilidad

Desigualdad 1. Desigualdad de Jensen

Dada una función convexa ϕ y números reales x1, x2,..., xn entonces

ϕ

(∑n
i=1 xi
n

)
≤
∑n

i=1 ϕ(xi)

n
(A.13)

El lado derecho de la desigualdad (A.12) puede ser reescrito como

x>bxep =
[
x1 x2 · · · xn

]

bx1ep

bx2ep
...

bxnep

 . (A.14)

Dado que bxiep = |xi|psign(xi), entonces cada uno de los elementos del lado derecho de

la ecuación anterior se puede escribir como
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A.

xibxiep = |xi|sign(xi)|xi|psign(xi) = |xi|p+1, (A.15)

por lo que el lado derecho de (A.14) satisface la igualdad

x>bxep =

n∑
i=1

|xi|p+1. (A.16)

Aplicando la desigualdad de Jensen se obtiene

∑n
i=1 |xi|p+1

n
≥

(
∑n

i=1 |xi|)
p+1

n
, (A.17)

de donde podemos concluir

x>bxep ≥ 1

np
‖x‖p+1

1 . (A.18)

A.4. Lema de comparación

Lema 1. Considere la ecuación diferencial escalar

u̇(t) = f(t, u(t)), u(t0) = u0, (A.19)

donde f(t, u(t)) es lineal en t y localmente Lipschitz en u(t), para todo t ≥ 0 y todo

u(t) ∈ J ⊂ R. Sea [t0, T ] el máximo intervalo de existencia de la solución u(t), y

suponga que u(t) ∈ J para todo t ∈ [t0, T ). Sea v(t) una función continua cuya derivada
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A.5 Funciones Hölder continuas

superior derecha D+v(t) satisface la desigualdad

D+v(t) ≤ f(t, v(t)), v(t0) = v0 (A.20)

con v(t) ∈ J para todo t ∈ [t0, T ). Entonces, v(t) ≤ u(t) para todo t ∈ [t0, T ).

A.5. Funciones Hölder continuas

Definición 9. Sean (M1, d1) y (M2, d2) espacios métricos. Una función f : M1 →M2

se dice que es Hölder continua si y solo si para todo para todo x, y ∈ M1 existen

constantes L ∈ R+ y α ∈ R+ para las cuales la desigualdad

d2

(
f(x), f(y)

)
≤ L(d1(x, y))α, (A.21)

se satisface.
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