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Capitulo 1

Introduccion

Toda evolucion de la que sabemos procede
de lo vago a lo definido.

Giuseppe Peano

La Teoria de Control, particularmente el control por realimentacion, tiene sus origenes desde la
Civilizacién Griega, la cual tenia sistemas de control para nivel de agua el cual no requeria de un
desempeno muy estricto en su funcionamiento [1].

Hasta el principio del siglo XVIII la Teoria de Control tuvo un desarrollé muy lento y desde
principios hasta mediados del mismo siglo se desarrollo de manera maés acelerada tanto en teoria
como en implementacion, esto debido a la Revolucién Industrial y a la Primera Guerra Mundial, en
esta época se desarrollo lo que ahora se denomina control clasico.

Una vez finalizada la Segunda Guerra Mundial la teoria de control vio un auge enorme debido
principalmente a dos factores: primero era el problema de seguimiento de misiles balisticos, lo cual
requeria de un control mas fino del que se tenia; y segundo, el desarrollo de sistemas digitales permitié
que fuese mas sencillo la implementacién de controladores [2].

El control desarrollado desde la posguerra hasta nuestros dias se le denomina control moderno,
marco en el cual se ubica el Control por Modos Deslizantes (SMC por sus siglas en Inglés), paradigma
de control desarrollado en la Unién Soviética [3]. Este paradigma de control serd el utilizado en la
presente tesis para lograr los objetivos de control deseados en la implementacién real.

1.1. Estado del Arte

En el Estado del Arte se tienen dos vertientes: por un lado se tiene el desarrollo de la Teoria
de SMC, en la cual se ubica el controlador usado en esta tesis; y por otro lado se encuentra las
implementaciones fisicas realizadas en transportadores inestables (también llamados robots péndulo).

Control por Modos Deslizantes A partir de la segunda del siglo XX la teoria de control ha
sufrido un repunte debido a la exigencia y necesidad de robustez en los sistemas modernos de con-
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trol. Algunas técnicas de control robusto desarrolladas son el Control Optimo, Control Basado en
Pasividad y el Control por Modos Deslizantes (SMC por sus siglas en Inglés) entre otras.

El SMC se encentra entre los méas robusto entre este grupo, pues garantiza bajo ciertas hipotesis
algunas poderosas propiedades tales como insensibilidad a perturbaciones y convergencia en tiempo
finito. Sin embargo, entre estas hipétesis se encuentran el tiempo de muestreo infinito (lo cual es
imposible de cumplir en un implementacién real), y grado relativo no arbitrario. Al no poderse
cumplir la condicién de tiempo de muestreo infinito es presenta un fenémeno denominado Chattering
el cual se manifiesta como oscilaciones de alta frecuencia en los estados del sistema, fendmeno nocivo
para el hardware.

En 2001 se presenta en [] el primer algoritmo de SMC para grado relativo arbitrario, sin embargo,
éste produce una sefnal de control discontinua. Actualmente se encuentran en desarrollo los algoritmos
de control por Modos Deslizantes de Orden Superior (HOSM por sus siglas en Inglés) con senal de
control continua, en [5] se presentan el Continuous Singular Terminal Sliding Mode Algorithm y el
Continuous Nonsingular Terminal Sliding Mode Algorithm los cuales son HOSM para sistemas de
grado relativo r > 2 y que producen senal de control continua, i.e. SMC de quinta generacién.

El Algoritmo Twisting Continuo (CTA por sus siglas en Inglés) es de igual manera SMC de quinta
generacién, el CTA estd definido para sistemas de grado relativo 2 como se prueba en [(] y produce
una senal de control continua. Este algoritmo serd el utilizado en la implementacién fisica.

Debido a que la planta no nos permite implementar directamente el CTA es necesario realizar
un disenio de superficies de deslizamiento. Existen varios enfoques, por ejemplo, en [7] se presenta el
diseno de superficies de deslizamiento de orden arbitrario a través de colocacién de polos, en [8] se
presenta de igual manera un algoritmo de disenio de superficies de deslizamiento de orden superior
usando el enfoque LQ singular. Este tltimo enfoque sera el usado para la implementacion en esta
tesis.

Implementaciones de controladores en robots péndulo Existen bastantes articulos que tra-
tan el control de Robots péndulo como el que se usard en este trabajo, pues este sistma es de interes
comercial similar a los productos fabricados por Segway. En [9] utilizan colocacién de polos para di-
senar el cotrolador y lo implementan en un FPGA (Field Programmable Gate Array), en [10] utilizan
un control por realimentacion lineal parcial de estados.

1.2. Motivacion

El desarrollo de la Robética Mévil (en el cual la Teorfa de Control juega un papel primordial) tiene
gran impacto en diversos ambitos, como ejemplos tenemos el desarrollo de robots moéviles auténomos
para la exploracién espacial, los robots de servicio y como vehiculos de transporte comercial como
los Seqway o las Hoverboard. Estos ejemplos de implementaciones reales requieren de un algoritmo
de control robusto, pues los ambientes en los que trabajan son muy variados e impredecibles. Por
esto, se implementardn algoritmos de control por Modos Deslizantes de quinta generacién para hacer
frente a estas incertidumbres, con lo cual se espera obtener resultados mejores a los reportados en la
literatura disponible.

Por otro lado también se tiene la motivacion del desarrollo de la Teoria de Control por Modos
Deslizantes de el cual la vanguardia son los algoritmos de quinta generacién de SMC los cuales al
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producir senales de control continuas son mas viables de implementar en plantas reales por lo que se
quiere comprobar su desempeno con pruebas experimentales.

1.3. Planteamiento del problema y objetivo

Se tienen diversos problemas en la implementacion fisica del sistema de control. Se tiene incer-
tidumbre en el terreno en el cual se va a desplazar el Robot Péndulo, se tiene incertidumbre en los
parametros fisicos del sistema (por ejemplo en su masa, su centro de inercia, su friccién, etc.), las
senales de los sensores son ruidosas, existen dindmicas no modeladas que afectan el desempeno del
robot pero no son consideradas por el disenio del algoritmo de control (por ejemplo el backlash del
gearboz o la zona muerta de los motores), las trayectorias deseadas a seguir “inyectan perturbaciones”
en el sistema, entre otras.

Con todos estos problemas, se tiene como objetivos los siguientes:

= Lograr estabilidad practica del origen de la dindmica del error de planta a pesar de perturba-
ciones, incertidumbres y ruido.

» Respaldar experimentalmente la prueba de estabilidad presentada en [0] tanto para el caso por
realimentacion de estados como el caso por realimentacién de salida.

» Implementar diversos conjuntos de ganancias estabilizantes del CTA presentados en [6] y [11]
para comparar sus desempenos.

1.4. Contribucion

Este trabajo contribuye experimentalmente con el desarrollo de los algoritmos de control por Mo-
dos Deslizantes de quinta generacién, drea en plena evolucién en el SMC, algoritmos que resuelven de
manera satisfactoria dos problemas importantes de los Algoritmos de Control por Modos Deslizantes:
el grado relativo de los sistemas en que se aplican y la continuidad de las senales de control.

Ademss se contribuye en la comparacion del desempenio de distintos conjuntos de ganancias esta-
bilizantes para el Algoritmo Twisting Continuo, para discernir cual de ellas (entre las implementadas
en esta tesis) es la mejor para esta planta (el Robot Péndulo) en particular.

1.5. Organizacién de la tesis

La estructura de la tesis estd dada de la siguiente manera:

= En el Capitulo 2 se introduciran las definiciones y teoremas de una manera no rigurosa. Esto
con el fin de presentar las herramientas matematicas que seran de utilidad para el desarrollo
de la tesis.

= El Capitulo 3 presenta el andlisis del sistema, describiendo la plataforma fisica, esto es, la
instrumentacion utilizada y la descripcién del modelo matematico que define el comportamiento
del sistema.
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Esta caracterizacion es importante pues nos permite tener la informacion que se utilizara para
sintonizar el algoritmo de control en la planta real.

= En el Capitulo 4 se describe la manera en que se implementaron los algoritmos de control,
se muestra el diseno de trayectorias deseadas, se realizard el diseno de las variables de des-
lizamiento utilizando el algoritmo LQ singular para la sintonizacion de las ganancias de las
mismas variables y finalmente se presenta el andlisis para la sintonizacién de las ganancias del
algoritmo Twisting Continuo y el Twisting Continuo por realimentacion de salida.

= Posteriormente en el Capitulo 5 se presentan los resultados experimentales aplicados en el
Robot Péndulo.

» Finalmente se presentan las conclusiones de los resultados obtenidos de dichos algoritmos de
control.




Capitulo 2

Marco Teorico

Un matemdtico que no es en algin sentido
un poeta mo serd nunca un matemdtico
completo.

Karl Weierstrass

En este capitulo se enunciaran los resultados tedricos que se usaran en la implementacion del con-
trolador del Robot Péndulo, con fines de se presenta una breve discusién informal sobre el desarrollo
de los SMC para finalizar esta con el reciente algoritmo de SMC presentado en [0].

2.1. Teoria de analisis de sistemas

En esta seccién trataremos conceptos y teoremas importantes que nos permitiran realizar mani-
pulaciones del sistema tales como linealizar o realizar cambios de coordenadas para llevarlo a formas
mejor estudiadas

2.1.1. Linealizacion

El andlisis de sistemas no lineales (i.e. de ecuaciones diferenciales no lineales) es una rama de la
ingenierfa (y de las matematicas) complicada pues no existe un modelo ni marco de trabajo general
que tome en cuenta todas las posibles no linealidades, por lo que se tiene que estudiar los casos
de manera particular (i.e. no hay una manera sistemdatica de anélisis). Sin embargo, hay maneras
aproximar sistemas no lineales en lineales esto es de gran importancia pues a pesar de que se pierde
el comportamiento de la dinamica global se puede hacer un estudio local en un compacto del espacio
de estados y ademads el modelo de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales es una rama muy bien
estudiada en matematicas que nos da un marco de trabajo muy amplio para realizar el analisis.

Proposicién 1 [17] Sea el sistema

t
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Donde z(t) € R™ u(t) e R™,y(t) e RP, f : D, xD,, — R" h: Dy x D,, = R™ con D, CR", D, C
R™ y ademds se cumple que f € C, h € C' Definimos

Con las funciones constantes x. : R — R™ u, : R — R™ los puntos de operacion del sistema.
El sistema (2-1) se puede aprozimar a un sistema lineal T(t) = AT + Bu,y = Cz(t) + Du(t) con
AeR™™ BeR™™ CeRP™ ¢y D e RP™ donde éstas se obtienen como:

0
A= éTi l2=xc,u=u.: Jacobiano de f con respecto a
of

B = 3 [ 2=zc,u=u.: Jacobiano de f con respecto a u
U
oh .
C = 7 [2=2e u=u.: Jacobiano de h con respecto a
T
oh

3 [ 2=te,u=u.: Jacobiano de h con respecto a u
u

Notacién 2 A partir de ahora en adelante las variables que representen el estado, el control y la
salida (que dependen del tiempo) se usard la siguiente notacion x = x(t), u = u(t) y y = y(t)

Se puede notar al aplicar la Proposiciéon anterior se aproxima, el sistema no lineal a uno lineal e
invariante en el tiempo (LTI por sus siglas en Inglés)

2.1.2. Controlabilidad y observablidad para sistemas lineales e invariantes en el
Tiempo

Dos de los conceptos més importantes de la teoria de control son la controlabilidad y la observa-

bilidad, pues estos nos permiten saber si es posible hacer control con los actuadores y sensores que

tiene la planta.
Sea el sistema

& = Ax + Bu (22)
y=Cz+ Du ]

Donde x € R", A€ R"™" u € R™, B R"™™ yecRP, C e RP"y D e RP¥™

Definicién 3 [17] Se dice que el sistema (2-2) es controlable para todo estado xoy € R™ existe alguna
entrada de control u(t), con t € [0,T] tal que x(0) = xo y x(T) = 0 para cualquier T dada.

El la Figura 2-1 se muestra graficamente la definicion de controlabilidad, donde se da un estado
inicial xp y para cualesquiera tiempos 77 y Tb existen entradas de control ui(t) y ua(t) tales que

ul(O) = UQ(O) =0y ul(Tl) = O,UQ(TQ) =0.
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Figura 2-1: Controlabilidad

Definicién 4 [12] Se dice que (2-2) es observable si para cualquier estado inicial desconocido x(0),
existe un tiempo finito t1 > 0 tal que con el conocimiento de la entrada u(t) y de la salida y(t) con
t € [0,t1] es suficiente para determinar de manera inica el estado inicial x(0).

Ahora se presentaran teoremas que son equivalencias 1égicas de la definicién de controlabilidad
y observabilidad para sistemas LTI los cuales permiten saber de manera sistematica si un sistema es
controlable u observable.

Teorema 5 [19] (2-2) es controlable si y solo si

rankC =n

Donde C € [A,AB,--- , A" 1 B] es la matriz de controlabilidad y n es el nimero de estados del
sistema.

De igual manera se tiene el siguiente Teorema para determinar la observabilidad de un sistema
LTI de manera sistematica.

Teorema 6 [17] (2-2) es observable si y solo si

rank O =n
C
Donde O £ cd es la matriz de controlabilidad y n es el numero de estados del sistema.
A1

2.1.3. Puntos de equilibrio

Definicion 7 Sea el sistema auténomo

i = f(x) (2-3)
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Donde x € R* y f : R" — R™.
Se le llama punto de equilibrio a todo estado xo que cumpla con [1/]

f(zo) =0 (2-4)

2.1.4. Estabilidad

Definicién 8 [71/] El punto de equilibrio xo = 0 del sistema (2-3) es:
» estable si, para cada € > 0, existe () > 0 tal que

lzO)I] <0 = [[z(t)]| <&, VE=0

= inestable si no es estable
= asintdticamente estable si es estable y § puede ser escogida tal que

[£(0)]] < 6= lm x(t) = 0

Otro concepto importante en teoria de Modos Deslizantes es el de estabilidad en tiempo finito, la
definicién formal se puede encontrar en [15]. Este concepto se puede ver en sistemas continuos como
el que sea estable y ademads exista alguna 7" > 0 tal que para toda R > 0 los estados del sistema
(2-3) que cumplan con ||zg|| < R como condicién inicial se cumpla que z(¢) = 0 para toda t > T.

Una vez definidos los conceptos de estabilidad, ahora se enunciaran dos teoremas importantes
para determinar la estabilidad del origen de un sistema. Considere el sistema no lineal auténomo

i= f(a), (2-5)

donde z € R™ y f : N5(0) — R™ con N;5(0) una vecindad de radio § con centro en el origen y ademads
f € C'. Considere
& = Az, (2-6)

la linealizacién del sistema (2-5) donde A € R™*™. El siguiente Teorema nos ayuda a determinar la
estabilidad para un sistema lineal.

Teorema 9 [13] Sea p(X\) el polinomio caracteristico de la matriz A del sistema (2-6), el origen del
mismo sistema es:

» asintdticamente estable si todas las raices de p(\) tienen parte real negativa.

» inestable si existe alguna raiz de p(\) con parte real positiva.

Una matriz que cumple que la parte real de todos sus valores caracteristicos son negativos se deno-
mina una matriz Hurwitz. Ahora se presenta el método indirecto de Lyapunov, el cual nos permite
determinar la estabilidad de un sistema no lineal a partir de su aproximacién lineal.
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Teorema 10 [//] Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (2-5) y sea (2-6) su linealizacion.
Entonces

» Si el origen de (2-6) es asintdticamente estable en el sentido de 9, entonces el origen de (2-5)
es asintdticamente estable para alguna vecindad N(0).

» Si el origen de (2-6) es inestable en el sentido de 9, entonces el origen de (2-5) es inestable
para alguna vecindad Ns(0).

2.1.5. Transformaciones de similitud

Las transformaciones de similitud son una herramienta poderosa en el diseno de sistemas de
control pues nos permiten convertir sistemas de una estructura dificil de estudiar a otra estructura
mas estudiada donde existen herramientas de diseno que simplifican el mismo. Y ademads si cuidamos
que la transformacién tenga ciertas propiedades se puede garantizar que el sistema original conserva
las mismas propiedades de contolabilidad, observabilidad, estabilidad, etc. que se obtuvieron al hacer
el diseno con el sistema transformado.

Cambio de base

Se usaran las siguiente notaciones

Notacién 11 [/16] Sea a un elemento del espacio vectorial R™, T un operador lineal sobre R™ y /3
una base ordenada de R"

» Se denota [a]g a la matriz de coordenadas de tamano n x 1 relativa a la base 3.
» Se denota [T)g a la matriz asociada al operador T relativa a la base 3.

El concepto de cambio de base es el que sustenta el de transformaciones de similitud y se puede
enunciar en el siguiente teorema.

Teorema 12 [106] Sea el espacio vectorial R™ sobre el campo R y sean B y B’ dos bases ordenadas
de R™. Entonces existe una unica e matriz invertible P € R™™ (la matriz asociada a un operador
lineal invertible) tal que

() s =Play
(i) lohy =P o)y, a

para todo vector a € R™. Las columnas de P son dadas por
Py = [d]]s (2-8)

con o el j-ésimo elemento de la base B’




2.1. TEORIA DE ANALISIS DE SISTEMAS

Corolario 13 [/6] Supongamos que P es una matriz invertible tamano n X n con elementos en R™
(asociado a un operador lineal invertible). Sea el espacio vectorial R™ sobre el campo R y sea B una
base ordenada de V. Entonces existe una tnica base ordenada B’ de R™ tal que

(1) ol = Plafa

(i) [olw =P als, (29)

para toda o en R™
Ahora estamos en posicién para definir una transformacién de similitud.

Definicién 14 [12],[10] Sea T un operador lineal sobre R™, sean B y B’ dos bases ordenadas de R™
y sea P ser la matriz de de cambio de coordenadas de la base B’ a la base B’ (como se define en
12). Entonces la transformacion que cambia la base de la matriz asociada al operador T de la base

B a la base B’
[T)sgr = P~ [T]s P (2-10)

se denomina transformacion de similitud.

Forma candnica de controlabilidad para caso SISO

Una transformacién muy importante en anélisis de sistemas es la llamada forma candnica de
controlabilidad o forma canénica de Brunovsky pues su estructura simplifica el diseno de superficies
de deslizamiento como veremos méas adelante. Esta forma tiene una estructura de la siguiente manera.

Lema 15 [17] Sea el sistema (2-2) controlable y SISO (i.e. m,p = 1) y sea det(A\] — A) = \" +
A1 A" L +ai X +ag el polinomio caracteristico de A, entonces existe una matriz T de cambio de
coordenadas de los estados T a los estados x (i.e. x = T ) tal que transforma la ecuacion de estados
a la siguiente forma

&= (T'AT) 2 + (T7'B)u (2-11)
— T
A B
donde

[0 1 0 0 ]
0 1 0 0

A= :
0 0 0 0 1
0 T T e T (2-12)
0
0

B=
0
_1_

10
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y T se construye como

T=tn th-1 tn—2 - t] (2-13)
donde
t, =B
ty = Aty +an—1t1 = AB +a,—1B
ts = Aty + an_ot; = A2B + ap_1AB + a,_oB (2-14)

tn = Atn_1 +a1t1 = A" 'B+a,_1A" 2B+ -4+ asAB + a1 B
Se puede observar que A = T71AT es una transformacién de similitud.

Cambio de coordenadas del control

El cambio de coordenadas del control nos ayudara a simplificar el proceso del disefio de superficies
aprovechando la estructura del sistema.

Proposicién 16 Sea el sistema (2-2) SISO (i.e. m = p = 1), dado un operador lineal biyectivo
T y una base B (de R™) existe una inica base B’ tal que T : [uly — v = [ulg y se cumple
& =Ax+ Bu < i = Az + B'v.

Demostraciéon. Sea Q la matriz asociada a la transformaciéon 7T, por el corolario 13 existe la base
B’ ademas por hipétesis T es biyectiva por lo que existe Q@ , por lo tanto

= Ax + Bu
—i=Az+B(Q'Q)u

i = Av+ (BQ™") (Qu)
5

Con lo que definiendo B’ £ BQ™1,v £ Qu y por el desarrollo anterior & = Az + Bu < & = Az + B'v
|

La Proposicién anterior es muy importante pues mas adelante se aplicara un cambio de base al
control lo que facilitard el disefio del algoritmo del mismo y como la conclusién es una equivalencia
logica se puede regresar a las coordenadas del control original para controlar la planta.

2.2. Control por Modos Deslizantes

El el diseno y formulacion de problemas de control siempre existiran discrepancias entre el sistema
fisico y el modelo matemético disenado. Estas discrepancias pueden ser debidas a dindmicas no
modeladas, variacién en los pardametros del sistema, simplificacién de dindmicas, etc. Sin embargo, el
ingeniero en control debe asegurarse que el rendimiento del controlador sea satisfactorio sin importar
estas discrepancias [18].

11
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Este problema lleva al desarrollo del los llamados métodos de control robusto. Uno de estos
paradigmas es el llamado control de estructura variable.

Los Sistemas de Control de Estructura Variable (VSCS) se caracterizan por una ley de control y
una regla de decisién. La regla de decisién llamada funcién de conmutacién, tiene como entrada la
medicién actual de alguna variable (o combinacién de ellas) del sistema y produce como resultado
una senal de control particular que deberd ser usada en ese mismo instante, es decir, el control debe
permutar entre dos leyes de control distintas dependiendo del estado de alguna variable del sistema.

La metodologia conocida como Control por Modos Deslizantes (SMC) es un tipo particular de
VSCS, SMC estd disenado para llevar y mantener el estado del sistema a una vecindad (superficie
de deslizamiento) de la funcién de conmutacién.

Algunas ventajas del enfoque del SMC son: se puede escoger el comportamiento dindmico del sis-
tema estableciendo una funcién de conmutacién (superficie de deslizamiento) particular; la respuesta
en lazo cerrado es totalmente insensible a algunos tipos de perturbaciones e incertidumbres. Esto
provee a estos controladores de una gran robustez.

El concepto de VSCS fue originado en la Unién Soviética en la década de 1960 por Emel’yanov
y Barbashin, y ahora es un paradigma bien establecido de disefio de controladores y estimadores
robustos|3].

Existe una variedad de sistemas mecénicos y eléctricos que exhiben un comportamiento propio
de los Sistemas de Estructuras Variables (VSS), un ejemplo muy recurrido de este comportamiento
es el sistema masa resorte amortiguador considerando friccién seca.

Este sistema es modelado por la siguiente ecuacién diferencial.

mi + Psign(z) + kx =0 (2-15)

Donde P, k,m € R son constantes. El plano de fase de este sistema esta dado el la Figura (2.2)

12
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Figura 2-2: Plano de fase de (2-15)

e

Se puede observar que el conjunto de estados {(z,2) € R? : z € [—%, %] A @& = 0} son puntos

de equilibrio del sistema. También podemos ver intuitivamente que estos puntos de equilibrio tienen
convergencia en tiempo finito, esto debido a la naturaleza de la friccién seca.

Ademas se sabe por experiencia que este sistema es insensible a perturbaciones, esto es, intui-
tivamente, que cualquier fuerza aplicada al sistema es compensada de manera inmediata con otra
fuerza de igual magnitud y direccién contraria por el sistema, siempre y cuando el maximo de esta
perturbacién no supere a la fuerza de friccion seca.

Se pude observar en el plano de fase que la propiedad que le da la robustez a este sistema es que
el campo vectorial hace “Chocar” a la trayectoria del sistema en el conjunto de puntos de equilibrio
y esto hace que el sistema se estabilice.

El comportamiento de este tipo de sistemas fue la inspiracién para el desarrollo de la tedrico del
SMC, el cual se discutird en esta seccion.

En teoria de control por Modos Deslizantes se utiliza frecuentemente el lenguaje definido a con-
tinuacion.

Definicién 17 (Modo Deslizante) [7] Sea el sistema © = Ax(t) + Bu(t) + f(t,z,u) con A €
R™™ B € R"™ 4y 1 <m <mn, sea s : R — R™ una funcion lineal con regla de correspondencia
s(t) = Sz(t) y con S € R™*" si existe un tiempo finito ts tal que la solucion del sistema x(t) satisface

s(t) =0  para todo t > ts, (2-16)

entonces ocurre un modo deslizante para todo tiempo t > t

13
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Definicién 18 (Superficie de deslizamiento) Sea S una funcion de R™ — R, se dice que la
variedad S(x) = 0 es una superficie de deslizamiento o variedad de deslizamiento si existe el modo
deslizante en cada punto de la variedad. [19]

Intuitivamente un modo deslizante es la trayectoria del sistema cuando la superficie de deslizamiento
es igual a cero.

Definicién 19 [20] Sea el sistema & = f(x,u,t) con x € R™ y u € R™, suponga que existe un modo
deslizante para la variedad s(z) = 0. Se llama control equivalente a la solucién para u de

$=Gf(x,u,t) =0, (2-17)
donde G = [3—53} N
ij

El control equivalente es el control que se necesita aplicar después de alcanzar la superficie de desli-
zamiento s(z) = 0 para asegurar que el sistema permanezca en la superficie para todo tiempo futuro
[15]. El control equivalente para sistemas de orden superior es definida de manera similar, pero en
este caso la dindmica toma lugar cuando 0 = ¢ = --- = ¢(""1 = 0, con 7 el orden del sistema, [3].

2.2.1. Primera Generacién: Modos Deslizantes Convencionales

El problema planteado para la primera generacién es como convertir la dindmica de cualquier
sistema para que se comporte de manera similar al sistema (2-15) analizado anteriormente, la eleccién
del control més natural que realiza dicha tarea es un control que se comporte como la fricciéon seca
(pues ésta le da sus propiedades unicas al sistema en cuestién), es decir, que la funcién de conmutacién
sea la funcién signo con argumento la variable a estabilizar (en el sistema anterior era la velocidad).
Sin embargo, este control solamente garantiza la estabilidad para sistemas de grado relativo uno (en
forma candnica controlable) con respecto a la salida.

La primera generacion Modos Deslizantes se introdujo en la década de 1980, reportado por Utkin
en [20] publicada por primera vez en 1981. En esta monografia, Utkin establecié dos pasos para el
proceso de diseno de controladores por modos deslizantes:

1. Diseno de superficies de deslizamiento.

2. Diseno de un controlador discontinuo que asegura el modo deslizante, i.e. la estabilizacion de
la superficie de deslizamiento.

Al realizar un disefio de superficies de deslizamiento su obtiene un sistema de orden reducido en
comparacién con el sistema original, por lo que se puede obtener un sistema que cumpla las condi-
ciones de grado relativo pedidas por algoritmo de control. Asi, el diseno de superficies soluciona el
problema del grado relativo. Sin embargo, controlar un sistema de grado relativo mayor a 1 con res-
pecto al primer estado (en forma candnica controlable) con un controlador por modos deslizantes de
primera generacién (i.e. haciendo el disefio de una superficie de deslizamiento) se pierde la propiedad
de convergencia en tiempo finito de los estados.
En resumen, las principales ventajas del control por Modos Deslizantes de primer orden son:
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1. Compensacién exacta de perturbaciones acotadas acopladas con el canal del control;

2. Reduccién del orden del sistema en al hacer el disefio de las variables de deslizamiento;

3. Convergencia en tiempo finito de la superficie de deslizamiento.

Sin embargo, también se tiene las siguientes desventajas:

1. Chattering, esto es, el fendmeno de conmutacion de alta frecuencia de los estados del sistema;

2. Unicamente se logra convergencia asintética de los estados del sistemas si se realiza un disenio
de superficies de deslizamiento;

3. El diseno de la superficie de deslizamiento debe ser de grado relativo uno con respecto al control,
es decir, se requieren las derivadas de orden superior.

Geométricamente se puede representar a la primera generacién de controladores por Modos Des-
lizantes como en la Figura 2-3, donde se puede observar a la variedad s = 0. Se puede decir que la
variedad divide al espacio de estados en dos semiplanos en los que actiian leyes de control distintas,
y justo en la variedad se tiene el modo deslizante.

i X

Figura 2-3: Control por Modos Deslizantes de primera generacién

El diseno para la variable de deslizamiento se realiza de tal forma que s : R” — R (donde s el
la variable de deslizamiento y Dom(s) el espacio de estados del sistema z € R") tenga la regla de
correspondencia s(x) = a;x; donde i € {1,...,n} y a, = 1, de esta forma existe la funcién implicita
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¢ : R"1 — R de la variedad s(x) = 0 que tiene como regla de correspondencia ¢(x1, T2, - ,Tp_1) =
—ajxj donde j € {1,...,n—1}, las ganancias a; de la superficie de deslizamiento se sintonizan viendo
a x, como un “control virtual” del sistema de orden reducido que tiene como estados x; con j €
{1,...,n— 1}, de esta forma se asegura que todos los estados del sistema convergen asintéticamente
al origen. El control que puede lograr las propiedades mencionadas tiene la siguiente forma.

u = —asign(s), a > |A| (2-18)

Donde A es la perturbacién y /o incertidumbre y s tiene una dindmica estable. Finalmente se realizara
un ejemplo concreto para aterrizar la idea.

Ejemplo 20 Sea el sistema dindmico

T 0 1 0] |z 0 0
To| =10 0 1| |xo| + |0 u+ 0
T3 0 0 0] |3 1 0.5sin(t)

Supongamos que se miden todo los estados. Este sistema se muestra en la representacion de forma
canonica controlable, es de dindmica inestable y no cumple con ser de grado relativo uno con respecto
al primer estado con lo que se debe hacer un diseno de superficie de deslizamiento.

Considere la superficie de deslizamiento (las ganancias se justificardn posteriormente)
o(x) = x3 + 8xs + 2x7.
Se desea la convergencia en tiempo finito de o asi que se plantea la dindmica de la superficie
0 = 8x3+ 2x1 + u+ 0.5sin(t).
Este sistema es de grado relativo uno con respecto a o con lo que al aplicar
u = —3sign(o) (2-19)

se logra la convergencia de o en tiempo finito siempre que |8x3+2x140.5sin(t)| < 3 que esto depende
de la condicion inicial, de la dindmica del sistema y de las perturbaciones.

De esta forma se garantiza que o(x) = 0 para todo tiempo mayor que un tiempo finito ts de esta
forma se tiene que x3 = —8x9 —2x1. Si x3 se toma como control virtual del sistema de orden reducido

(con los estados x1 y x2)
i’l . 0 1 I 0
=l o )bl

los estados x1,z2 y el control virtual xs convergen asintdticamente (pues las ganancias de x3 se
escogieron precisamente para esto).

La Figura 2-4 muestra las la respuesta del sistema en lazo cerrado con el control propuesto.
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Ejempo Primera Generacion

L I e L b LY
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Tiempo (seg)

Figura 2-4: Respuesta del sistema de ejemplo

2.2.2. Segunda Generacion: Modos Deslizantes de Segundo Orden

La principal desventaja de los controladores por Modos Deslizantes de primera generacion es el
fenémeno del chattering. Por lo que a principios de los 80’s el estudio se enfoco en la reduccién de
este fendmeno.

Consideremos el siguiente sistema

T1 = T9

To =u+ f(z,t). (2-20)

El objetivo principal de los Modos Deslizantes de Segundo Orden (SOSM) es disefiar el control
tal que el origen del sistema (2-20) sea estable en tiempo finito rechazando perturbaciones e incerti-
dumbres f(z,t) con |f(x,t)| < f*. El SOSM més simple es el algoritmo Twisting (TA por sus siglas
en Inglés) el cual tiene la siguiente forma para un sistema de segundo orden.

u = —asign(zy) — bsign(z1), b>a+ f, a> f* (2-21)
Las ventajas del los SOSM son [5]:
1. Garantizan precisién de convergencia cuadratica con respecto a variable de deslizamiento.

2. Para sistemas mecanicos de grado de libertad uno proveen colapso de la dindmica, esto es, no
se necesita diseno de la variable de deslizamiento.

3. Para sistemas de grado relativo r, el orden de la variable de deslizamiento se reduce a (r — 2).
El disenio de la superficie de deslizamiento de orden (r — 2) es atin necesario.

Sin embargo, aun existen problemas como [5]:
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1. Los algoritmos de SOSM con grado relativo dos atin produce una senal de control discontinua,es
decir, no reducen el chattering substancialmente.

2. El problema de estabilizaciéon en tiempo finito y la compensaciéon de las perturbaciones para
sistemas SISO de grado relativo arbitrario atin persiste.

2.2.3. Tercera Generacion: Controlador Super- Twisting

Teorema 21 Algoritmo Super-Twisting[’]]
Sea el siguiente sistema en lazo cerrado

= f(t,z)+g(t,z)u

u= k1|a:|% sign(x) +n (2-22)
0 < —kysign(z)

Si f es una funcion Lipschitz acotada que representa las incertidumbres y/o perturbaciones y g es
la ganancia del control conocida, entonces para algin conjunto de ganancias {k1,ka} los estados del
sistema (2-22) convergen al origen en tiempo finito i.e. x =1 =0, Vt > T.

E1 STA tiene las siguientes ventajas:
1. Atenuacién del chattering.
2. Convergencia en tiempo finito sin la informacion de z
3. Rechazo de perturbaciones Lipschitz.
Sin embargo existen algunas desventajas
1. Para sistemas con grado relativo r > 2 el disefio de superficies de deslizamiento es aiin necesario.

2. El STA es insensible a perturbaciones cuya derivada es acotada.

Notacién 22 Debido a su frecuencia en SMC la siguiente notacion es empleada
17 =1 |7 sign(-).
2.2.4. Cuarta Generacion: Controladores por Modos Deslizantes de Orden Su-
perior

Hasta ahora la gran limitante de los algoritmos presentados es el grado relativo, la cuarta gene-
racion de controladores por modos deslizantes ataca este problema.
Sea el sistema

= f(t,x)+g(t,z)u, z€R", ueR

oc=o(z,t) eR (2-23)

La salida o tiene un grado relativo fijo y conocido r.
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En este caso el problema de control es la estabilizacién de los estados en tiempo finito bajo
incertidumbres acotadas.

Teorema 23 Nested High Order Sliding Mode (HOSM) []] Sea el sistema (2-23) y sea p el
minimo comun maltiplo de 1,2, --- |1, si definimos el control u de manera recursiva como

def
U= —

asign (SOr—1,r (a,d, ol - 1))) (2-24)
Donde la condicion inicial es po, = 0, N1, = |0|Tr;1 y

Pir = O'(Z) + ,BiNiﬂn sign(gpi_l,r)

: 2-25
Niy = (\0\£+---+\0Hyr—++1> (2-25)

Entonces para algunos valores de B; y « se tiene que 0,7, - - - o1

finito a pesar de perturbaciones acotadas.

convergen al origen en tiempo

Para obtener las derivadas de orden superior de o se puede utilizar el algoritmo presentado en
2.2.6
Las ventajas de los HOSM son

1. Garantizan precisién de orden r-ésimo de la salida con respecto al tiempo de muestreo.
2. No se requiere diseno de superficies de deslizamiento.
Sin embargo la senal de control es discontinua con lo que no hay reduccion del chattering.

2.2.5. Quinta Generacion: Controladores Continuos por Modos Deslizantes de
Orden Superior

La quinta generacién de SMC le corresponde a aquellos que, para sistemas con grado relativo
r > 2 fijo con respecto a la salida proporcionan

= Senal de control continua.
= Convergencia en tiempo finito del modo deslizante de r + 1-ésimo orden.
= Solo se requiere informacion de las derivadas de la salida hasta el orden r — 1

Actualmente existen algunos trabajos de este tipo de controladores; en [5] introducen el Continuous
Singular Terminal Sliding Mode Algorithm (CSTSMA) y el Continuous Nonsingular Terminal Sliding
Mode Algorithm; en [22] y [23] se presentan generalizaciones del Algoritmo Super-Twisting.

Sin embargo, esta familia de controladores se encuentra actualmente en pleno desarrollo, en esta
tesis se utilizard un algoritmo de quinta generacién de SMC el cual se presentard en 2.6.

En la Tabla 2-1 se sintetizan los alcances y las desventajas de las diferentes generaciones de
algoritmos de control por Modos Deslizantes.
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’ Generacién H Grado Relativo \ Informacién \ Perturbacién \ Control
1 1 o Acotada Discontinuo
2 2 o, 0 Acotada Discontinuo
3 1 o Lipschitz Continuo
4 r o, -, oD Acotada Discontinuo
5 r o, -, oD Lipschitz Continuo

Tabla 2-1: Sintesis de las generaciones de SMC

2.2.6. Diferenciador robusto y exacto de orden arbitrario

En implementaciones reales de plantas mecanicas es comin que la instrumentacién no contenga
tacometros para medir velocidades, pues estos aumentan el costo del sistema ademas de ser “ruido-
sos”. Lo que se opta es utilizar algin algoritmo diferenciador de la mediciéon de la posicién para asi
obtener la velocidad.

El algoritmo de diferenciacion que se usard en este trabajo es el diferenciador robusto y exacto

de orden arbitrario introducido en [24] el cual tiene la siguiente forma.
1 k
Zo = o, vo = —Ap LT |20 — f(2)[F+7 sign(zo — f(t)) + 21
1 k—1
2 =1, v = —Ap—1L¥%|z1 —vo| ® sign(z; — vg) + 2o
. 1 1
Zj—1 = Uk—1, Vp—1 = —A1L2[251 — vp_o|? sign(zk—1 — vk—2) + 2
Zp = —XoLsign(zy — vp_1)

Donde f(t) es la senal a derivar, de cuya k-ésima derivada se conoce su constante de Lipschitz
L >0.
Los pardmetros A\ para k < 5 se pueden escoger como A\g = 1.1, Ay = 1.5, Ao =3, \3 =5, \y, =8y
A5 = 8 [24].

En nuestro caso en particular, necesitaremos la primera derivada de las senales provistas por los
sensores, asi que usaremos el derivador de segundo orden (esto pues si usamos el derivador de primer
orden se obtiene la primera derivada discontinua) que tiene la siguiente estructura

. 1 2,
20 = vo, vo = —3L3 |20 — f(t)|3 sign(z0 — f(t)) + 21

—15L2 |21 — vo|% sign(z1 — vo) + 22

Z1 = U1, U1

2’2 =-1.1L SigD(ZQ — Ul)

donde la derivada de la funcion f es la funcién z;.
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2.3. Control 6ptimo

En el disefio controladores existen algunos parametros que nos permiten discernir la calidad del
controlador tales como el sobrepaso, el tiempo de levantamiento, el tiempo de asentamiento, el ancho
de banda entre otros. En el disefio clasico de controladores es bien sabido que algunas de estas
especificaciones son contradictorias entre ellas en el sentido que es imposible ser incluyente con todos
estos parametros, por ejemplo, tiempos de levantamiento cortos y anchos de banda altos requieren alta
ganancia de control mientas que sobrepaso pequeno y buena estabilidad relativa requieren pequenas
ganancias del control. [17].

En el diseno de controladores de la manera clésica (ubicacién de polos, Lugar Geométrico de las
Raices, etc.) es dificil de realizar la sintonizacién del controlador para cumplir con un desempeno
requerido, con lo que se necesita experiencia para realizarlo efectivamente.

El control 6ptimo es el paradigma de control que intenta sistematizar el proceso para disenar el
“Mejor controlador posible” dado un criterio de desempeno, este criterio esta medido cuantitativa-
mente por una funcion de costo la cual, normalmente, pondera los estados del sistema y el esfuerzo
de control (de una manera deseada) y al realizar un proceso de optimizacion de esta funcién de costo,
se obtiene el mejor controlador.

El estudio del control éptimo es muy vasto debido la gran variedad de ecuaciones diferenciales,
funciones de costo, métodos de optimizacion, etc., sin embargo, para la justificacién de la tesis
solamente se analizard el caso lineal invariante en el tiempo. Esto debido a que el algoritmo de
control éptimo sera utilizado dnicamente para disenar las superficies de deslizamiento como se vera
posteriormente.

2.3.1. Regulador Lineal Cuadratico

Uno de los indices de desempeno mas usados en control éptimo es el descrito por la funcién

J(u) = lim {/t eT()Qx(t) + u’ (t)Ru(t)] . (2-26)

t——+o0 o

La cual al minimizarla resuelve el problema del Regulador Lineal Optimo Cuadratico (LQR por sus
siglas en Inglés) [25].

Teorema 24 [17] Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo dado por
&(t) = Az(t) + Bu(t) (2-27)
y el indice de desempeno (2-26) ,entonces existe un control de la forma
u(t) = —Kx(t) (2-28)

donde
K=R'BTP (2-29)
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y P se obtiene al resolver la Fcuacion Algebrdica de Riccatti.
0=A"P+PA+Q—-PBR'BTP (2-30)

tal que el sistema (2-27) es asintéticamente estable y el indice de desempeno (2-26) es minimo

2.3.2. Filtro de Kalman

El Filtro de Kalman es un observador de estados, fue introducido por Rudolf E. Kalman en
[26] en el ano de 1960. La importancia del Filtro de Kalman radica en que es aplicado a sistemas
dindmicos estocdsticos los cuales se presentan con mucha frecuencia en aplicaciones reales tales como
navegacion satelital, balistica, radar entre otras.

Sin embargo los antecedentes matematicos de este algoritmo son abundantes como se puede ver
en la Figura (2-5) por lo que se este se presentard tinicamente a manera de algoritmo.

Kalman
filtering

Least mean
squares

Stochastic
systems

Least
squares

Probability
theory

Dynamic
systems

I T T T |
Mathematical foundations

Figura 2-5: Antecedentes para Filtro de Kalman

Algoritmo 25 Filtro de Kalman [27]

1. Se considera el siguiente sistema lineal, discreto y estocdstico’

{xkﬂ = At Br 1L, (2-31)

Yk = Cra + Dyug + 1,

2. Donde Ag, By, 'y, Cr y Dy son matrices conocidas de tamanon X n, n X m, n X p, ¢ X n y
q X m respectivamente.

x) es el estado de la planta en el instante k-ésimo de dimension n X 1, yi es la medicion de la
planta en el instante k-ésimo de dimension p X 1 y u es la entrada de control deterministica
(conocida) en el instante k-ésimo de dimension m X 1.

Ademds {§k} Y {ﬂk} son sucesiones de ruido blanco Gaussiano con media cero tales que

Var(§,) = Qr y Var(n,) = Ry, son matrices positivas definidas conocidas y E(§,n,) = 0 para

!Las variables subrayadas como - denotan variables aleatorias, las cuales le dan el cardcter estocdstico
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

toda k y . El estado inicial xo también se supone independiente de §, y n, en el sentido que
E(z0€,) =0 y E(zon,) = 0 para toda k.

3. Se definen las condiciones iniciales del sistema Tgg = E(z0) y Foo = Var(zo) donde T es el
estado estimado y P es la matriz del error de la covarianza de dimension n X n

4. Se calcula la prediccion del estado del sistema Typ—1 = Ap—12p_1p—1 + Br—1ug—1-
Y la prediccion de la matriz del error de la covarianza Py = Ak—lpk_1|k_1A£,1+Fk—1Qk—1F£,1-

5. Se calcula la ganancia de Kalman Gy = Pk‘k_lcg(CkPHk_lC,? +Ry)7 !

6. Se realizan las correcciones de medicion del estado Ty, = Typ—1 + Gr(yx — Drug — Crgp—1)-
Y la correccion de medicion de la matriz de error de covarianza Py = (I—GkC’k)Pk|k_1 donde
I es la matriz identidad.

7. Se repiten los pasos 4 al 6 para k =1,2,...,7.

Este algoritmo se utilizard posteriormente para obtener la mejor estimacion de una senal de los
sensores del Robot Péndulo con respecto al ruido de medicion.

2.4. Diseno de trayectorias polinémicas

En esta seccion se discutird el diseno de trayectorias polindémicas para sistemas mecanicos como
se plantea en [28]. Esto con el fin de realizar seguimiento de trayectorias en el Robot Péndulo.

Planteamiento del problema Se desea disefiar un polinomio en el tiempo que representa po-
sicién z(t) de tal manera que su velocidad y aceleracién (primera y segunda derivada) sean suaves
conociendo los valores iniciales y finales de la posicién, velocidad, aceleracién y tiempo.

Se propone el disefio de un polinomio de quinto grado para la posicién con lo que se tiene

x(t) East® + agt? + ast® + ast? + ait + ag
v(t) = i(t) = bast* + 4agt® + 3ast? + 2ast + a1 (2-32)

a(t) = i(t) = 20a5t> + 12a4t> + 6ast + 2as.
Definiendo el polinomio de la manera anterior entonces nuestras incégnitas serian ag - - - a5. Como
informacién tenemos el tiempo inicial y el tiempo final ¢; y t¢ (donde t; < t¢) ademéds del valor que

deben tomar los polinomios (2-32) en justamente esos instantes i.e. x(t;), v(t;), a(t;), z(ty), v(ty) y
a(ty). Esto se puede representar con el siguiente sistema de ecuaciones.
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METODO LQ SINGULAR

My = b,

[0 b B 2t 1] [as] Tzt

50 43 32 2 1 0 . (?)

: : : ; ay v(t;)
2063 1262 6t; 2 0 O |ag| |a(ti)]- (2-33)
15ttty 1| lag|  |a(ty)

5tp 4ty 3t3 2ty 1 0| |4 v(ty)
2063 1263 6t; 2 0 0] lao]  la(ty)]

Donde podemos resolver el sistema para el vector de coeficientes y para encontrar nuestro poli-
nomio deseado.

2.5. Diseno de superficies de deslizamiento de orden superior por
método LQ Singular

En esta seccién se describira el algoritmo utilizado para el diseno de las superficies de desliza-
miento en esta tesis. Primero se enunciardn las ecuaciones y teoremas necesarios para la realizacion
del algoritmo y después se enunciard el mismo a manera de resumen.

Sea el sistema
& = Az + Bu, |zo| < L, L€ 0,00). (2-34)

Se escoge un indice de desmpeno para el sistema anterior con la forma

J(x) =+ / T 2T Qu)dt, (2-35)

2 /i,
donde Q € R™" es simétrica y positiva semidefinida. El disefio de superficies de deslizamiento est4
basado en la resolucién del problema de estabilizacién éptimo singular LQ (SOSP por sus siglas en
Inglés).
El sistema (2-34) si cumple las condiciones del Lema 15 entonces se puede transformar a su forma

canonica de controlabilidad
%= Az + Bu, (2-36)

la matriz de ponderacién @ de los estados de (2-35) se transforma de igual manera para mantener
la ponderacién en el sistema transformado

Q=T 1H'Qr, (2-37)

una vez transformada la matriz de ponderacién se tiene la siguiente forma

~_ Qn 6:212 :
@= [Qm Q22] ’ (2-38)

donde Q11 € R®=Dx(n=1) v 9,5, € R.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

En el disefio convencional de superficies de deslizamiento se supone que Q22 > 0, sin embargo,
prar el disefio de superficies de deslizamiento de orden superior se supone que Q22 = 0 [3].

Proposicién 26 [5] Si Qo =0 en (2—3)8) debido a las propiedades de simetria y positividad semi-
definida, todos los elementos de Q12 y Q21 son cero.

Lo que implica que la forma general de Q es

Qi
I
-5
o
o
)

0 0 - 0], (2-39)

o o0 0 --- 0

Donde Qi € R—k=Dx(n—k=1) o5 simétrica positiva definida con k el numero de columnas cero
y Q22 >0

Definicion 27 FEl orden de singularidad es el nimero i = k +1 donde k es el nimero de columnas
cero de la matriz de ponderacion Q de la forma (2.5), tales que Q22 > 0.

Una vez hecha la particién de la matriz @, se hace la particién del sistema (2-36) de la forma
z = [Zf, ZQT, ZJT] Donde

2=z 0 Znei]
29 = Zp—i+1 (2—40)
zZ3 = [Zn—i+2 Zn] .

Por lo que el sistema se puede representar de la siguiente forma

?1 14:111 14:112 14:113 Z1 31
Zo| = |A2r Az Ags| |Z2| + | B2| u. (2-41)
Z3 Az1 Az Aszz| |3 Bs

Debido a la forma de matriz companera del polinomio caracteristico de A entonces el subsistema

de Zz; tiene la siguiente forma
21 = A11Z1 + A12%s. (2—42)

Donde debido a la particién realizada A € R(n—0)x(n—i) y Ay € R con la siguiente forma

010 0 0
00 1 0 0

A =10 00 0, A= |0 (2-43)
Do 1 :
000 0] 1]

Noétese que Q11 es de la misma dimensién que A1;.
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METODO LQ SINGULAR

Por lo que la matriz Q11 es la matriz de ponderacién de los estados Z; v Q12 es la matriz de
ponderacién del control virtual Zz». El indice de desempeinio tiene la forma

_ 1 o0 _ _ —
J = 2/ [2{ Quiz1 + 22] QaZs + 2] Qaa2o] dt. (Z-44)
to

Este indice de desempeno tiene términos cruzados por lo que se propone el siguiente cambio de
variable.

v =%+ (Qa) *(Q12)" 71, (2-45)

cambio de variable que transforma el indice de desempeno a la siguiente forma

_ 1 [~ _ o _

J = 2/ 21 [Qu1 — Q12(Q22) Q1] 21 + vT Qaa v p dt, (2-46)
to ~
o R
y el sistema con el nuevo control
Zi= (A1 + A12(Q0) 10T 71 + A 1. 2-47
1= (A + A12(Q22) Q1) 21 }2 (2-47)
A B

Ya teniendo el sistema (2-36) y el indice de desempeno asociado al sistema anterior (2-46) se
calcula el control LQR con el Teorema 24 y se obtiene la ganancia K que estabiliza (2-47). Entonces
la superficie de deslizamiento de grado relativo 7 > 1 se disena de la siguiente manera

oc=2+ KZz. (2-48)

Proposicién 28 [5] El orden de singularidad del indice de desempeno es igual al grado relativo de
la superficie de deslizamiento diseriada

Donde las superficies de orden superior debido a la estructura de cadena de integradores se pueden
obtener de la siguiente manera

o = Zn—it2 + KZF)
c®@ = i3 + Kzf) | 2.09)
O'(.k) = Zp—it+1+k + Ké%k)

donde ZYC) = [2Zkt1, Zht2, " ,zn,Hk]T Y Zn+1 E =1z 4+ g +

En la i-ésima derivada de la superficie de deslizamiento se obtiene el control, la cual tiene la
forma. ' .
o = ayz 4+ apen +u+ K2 (2-50)

Finalmente tenemos el algoritmo.
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Algoritmo 29 Diseno de superficies de deslizamiento por LQ singular

1. Se realiza la transformacion del sistema (2-534) y el indice desempeno (2-35) a su forma candni-
ca de controlabilidad usando el Lema (15) y obtenemos el sistema (2-36) y la matriz de ponde-
racion (2-37)

2. Para definir el indice de desempeno Q se debe saber el orden de singularidad deseado para Q
tomando en cuenta 28.

3. Se definen las particiones de la matriz de ponderacion Q vy del sistema transformado.

4. Se hace la transformacion (2-15) de tal manera que se pueda calcular la ganancia del control
LQR del sistema (2-47) con el indice de desempeno (2-46).

5. Se define la superficie de deslizamiento y sus derivadas de orden superior como en (2-50).

El algoritmo anterior se utilizard para disenar las superficies de deslizamiento para ser implemen-
tadas en el Robot Péndulo.

Control Nominal Equivalente Una vez realizado el disefio de superficies de deslizamiento par
LQ Singular como se mostré. Es posible hacer un control nominal equivalente tomando en cuenta
(2-50), el cual tiene la siguiente forma

Ueg = —QUIZ] — *++ — Qpip — KZY) (2-51)

2.6. Algoritmo Twisting Continuo

El Algoritmo Twisting Continuo (CTA por sus siglas en Inglés) serd el utilizado para lograr el
objetivo de control del Robot Péndulo.

Este controlador recibe el nombre debido a que la parte integral de este algoritmo (mostrado en
la ecuacién (2-53) de la siguiente seccién) es similar al controlador Twisting (2-21).

También es importante resaltar que este mismo controlador cumple la definicién de los Modos
Deslizantes de Quinta Generacién 2.2.5 pues para sistemas de grado relativo » = 2 alcanza la con-
vergencia en tiempo finito de z1, 22 y z3 (en ()2-54))como se verd a continuacién.

2.6.1. Planteamiento del problema

Sea el siguiente sistema dinamico.

i/‘l = XI9
B = u+ ((8), (2-52)
y=x

donde z1, 2 € R son los estados del sistema, u € R es la entrada de control, y € R es la medicién del
sistema y ((t) es la perturbacién Lipschitz en el tiempo posiblemente desconocida pero con constante
de Lipschitz p conocida.
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Se desea convergencia en tiempo finito de los estados z; y z2 con una entrada de control w
conociendo la informacién de:

1. los estados x1 y a2 para el caso de realimentacién de estados.

2. unicamente la medicién y para el caso de realimentacién de salida.

2.6.2. Algoritmo Twisting Continuo por realimentacion de estados

La ley de control del CTA tiene la siguiente forma

1 1
U= —kiltl‘ﬂg —k2L£C2-|§ +n
0 .

1= —kg|1]° — ka|z2]" (253)

Considerando x3 = ((t) + 1, el lazo cerrado del sistema (2-52) con el controlador (2-53) es

i’lzxg

Wl

To = —k Lxﬂ — ko Lxﬂ% +x3 . (2—54)
iy = —ks|21]° — kal22]° +{(2)

Teorema 30 [0] Sea el sistema (2-54) y sea § la constante de Lipschitz de la perturbacidn tal que
IC(t)| < 0. Silas ganancias k; son tales que

ki = 0.98222 L5

ko = 1.32046 L2
ks = 0.01375 L
ks = 0.00719 L,

(2-55)

escogiendo L tal que Ly = 6 con pe. = 0.0024, entonces los del sistema (2-54) convergen al origen
en tiempo finito.

Observacioén 31 [0] Debido al grado de homogeneidad de este algoritmo de control se espera una
precision en el modo deslizante de x1,xo y x3 cubica, cuadrdtica y lineal con respecto al tiempo de
muestreo T [20], esto es

1] < G7°

2| < &7 (2-56)

23] < &37

Donde & son constantes.
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2.6.3. Algoritmo Twisting Continuo por realimentacién de salida

En este caso el objetivo de control es el mismo, sin embargo, ahora se cuenta tinicamente con la
medicién de y = z1. Para esto se propone un observador de estados que tiene la siguiente forma [(]

u+§- (2-57)

Si se definen los errores de estimacién

def .
€1 =T1— 21

e2 = &y — a2, (2-58)
e3 = € —((¢)

entonces la dindmica del error de estimacion es

é1=—l {eﬂg + e2
€y = —lo {61—‘% +e3 - (2-59)
&3 = —lzlea]” = (1)

Teorema 32 [70] Sea el sistema (2-59) y la constante de Lipschitz 0 de la perturbacion tal que
|C(t)| <. Silas ganancias l; son tales que

I, = 9.5608 H3
ly = 6.8681 H3: (2-60)
I3 = 0.0219 H

donde H se escoge tal que Hug = § con p, = 0.0021, entonces los estados de (2-59) convergen al
origen en tiempo finito.

Combinando el controlador (2-53) y el observador (2-57) se tiene el siguiente sistema

b= —lild1 —y]5 + : (2-61)
By = —ly|#1 —y] — k1ly]® — kol @2]3 + 0+ €
= —l3|& —y]°

Nuevamente definiendo el estado 3 = 5 + C(t) y los errores como en (2-58) el sistema (2-61) se
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puede expresar como

1'1:1'2

1'2:—]{31{ -|%— £x2+62~|%+x3
1]

= — 0 T+ e :

i3 = —ks|x 2 — kylwa + e2]® + () (2.62)
= -0 Le —|§ €o
= —blet]5 +e3

= —l3le1]” = ((t).

Donde esta tltima ecuacién es el esquema del controlador-observador.

Teorema 33 [70] Si las ganancias k; y l; del sistema (2-62) son tales que logren la convergencia

al origen en tiempo finito de (2-62) y (2-5/) entonces los estados del sistema (2-62) convergen al
origen en tiempo finito.

2.6.4. Sintonizacion del Algoritmo Twisting Continuo

En [11] se proponen distintos conjuntos de ganancias estabilizadoras del CTA, estas se obtienen
a través de la representacién de suma de cuadrados de la funcién de Lyapunov presentada en [6].

La Tabla 2-2 muestra los algunos valores de las ganancias del control (2-53) para los cuales el
origen del sistema en lazo cerrado (2-54) es estable en tiempo finito si la cota de la perturbacion es
tal que |A(t)] < 1.

’ Optimizacion H k1 ‘ ko ‘ ks ‘ k4 ‘

S1 25115 23|11
S 19 110 | 23|11
Ss 13 (75]23 |11
Sy 71 5 23|11

Tabla 2-2: Optimizacién de Ganancias para el CTA

Teorema 34 [11] Sean k; con i € {1,---,4} tales que el origen del sistema (2-5/) es estable en
tiempo finito con la cota de la perturbacion tal que |A(t)| < 1, entonces el origen del sistema (2-5/)
con perturbacion |A(t)] < L con L € R es estable en tiempo finito si las ganancias son escaladas de
la forma k| = L3ky, k}, = L2ky, k = Lk y ki, = Lky.
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Capitulo 3

Analisis del sistema Transportador
Inestable

Applied mathematics will always need pure
mathematics just as anteaters will always
need ants.

Paul Halmos

En el presente Capitulo se realizara el andlisis del Robot Péndulo en el cual se implementaran
los algoritmos de control basandose en los fundamentos matematicos planteados en el Capitulo 2.

3.1. Plataforma Fisica

En esta seccién se describira el sistema embebido en el cual se realizaran las pruebas de control,
esto es de vital importancia pues una buena implementacion del sistema embebido permitird un
mejor control del sistema.

La Figura 3-1 muestra el transportador inestable en el que se realizaran las pruebas.
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3.1. PLATAFORMA FISICA

Figura 3-1: Transportador inestable

3.1.1. Descripcion del Sistema

Un transportador inestable, también denominado robot péndulo, es un sistema movil hibrido
entre un robot diferencial y un péndulo invertido. Esto es debido a que posee 2 ruedas actuadas
como los robots diferenciales, pero no posee la llanta libre de balance, lo que hace que se deba
controlar su posicién con respecto la vertical como un péndulo invertido.

Desde el punto de vista del control es un sistema no lineal y en el punto de equilibrio de interés
es inestable.

Para estabilizar el sistema se tienen dos entradas de control que son los motores DC en ambas
llantas. Ademaés para el disenio del algoritmo de control se utilizan las variables medidas por encoders
en ambas llantas y una Unidad de Medicién Inercial que consta de acelerometros y un giroscopio.

El transportador inestable usado es fabricado en Polonia por INTECO.

3.1.2. Hardware

El hardware' con que cuenta el Robot Péndulo es el siguiente:

1. Una PandaBoard que es una Single Board Computer (SBC) equipada de un procesador ARM
Cortex-A9. Esta es la responsable de la comunicacién inaldémbrica con el ordenador externo y
de la ejecucién del algoritmo de control en tiempo real.

'E] hardware con el que se cuenta permite un tiempo de muestreo minimo de 3.5 ms.
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d.
6.

. Un CPLD, el cual funciona como interfaz entre el procesador y los sensores y actuadores. Lo

que hace es acondicionar la medicién directa de los sensores en informacion 1til para que se
procesen en la SBC; acondicionar la senal de control de la SBC a una senal en PWM para los
motores de DC; y alimentar la SBC.

. Unidad de medicién inercial (IMU) que contiene un giroscopio que mide la aceleracién angular

del pitch y acelerémetros que miden la aceleracién un plano transversal del robot (el cual se
especificard mas adelante).

. Dos motores DC de 12 V Biiler.

Dos encoders incrementales en cuadratura con 4000 pulsos por revolucion.

Dos baterias de 12 V y 2.3 Ah.

El la Figura 3-2 es el diagrama de bloques del hardware del Robot Péndulo en el cual se puede
observar como el CPLD funciona como interfaz entre la CPU y los periféricos de entrada-salida como
los sensores y los motores.

Interface PandaBoard

o1 I ——1 HOME 1 -————- DISPLAY

+/-12V PWM

A QUAD B

Wi-Fi
DC Motor

Batteries

r=400 CPR

Encoder

Figura 3-2: Diagrama de Bloques del hardware

3.1.3. Software

El software utilizado es el siguiente:

1.

2.

Matlab/Simulink con Real-Time Workshop que se encarga de generar el c6digo en lenguaje C
y C++, a partir del diagrama de bloques programado en Simulink.

Compilador Linaro, el cual genera los archivos binarios del cédigos fuente en C/C++ para
poder ser procesado por el microprocesador ARM con que cuenta la SBC.
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3. Sistema Operativo en base Linux para ejecutar el algoritmo de la SBC en tiempo real.

4. Software de INTECO encargado de hacer transparente el proceso de compilacién del cédigo y
comunicacién con la planta.

La Figura 3-3 muestra el diagrama de bloques del software. En este podemos observar el flujo
de la informacién para generar el programa ejecutable en el sistema operativo huésped del Robot
Péndulo.

Sistema Operativo Variables

Servidor Fisicas
[ Matlab

Simulink
RTW

Caodigo fuente
Len C++

J

Compilador cruzado

Ejecutable Sistema
en ARM Red de Operativo

comunicacion HLIéSpEd
WIFI

Sistema Embebido

Figura 3-3: Diagrama de Bloques del Software

3.2. Modelo Matematico

En ingenieria entendemos por un modelo matematico de un sistema como el conjunto de reglas
que describen el comportamiento fisico de un sistema con base en un lenguaje formal como las
matematicas, este modelo es de suma importancia pues es una abstraccién del sistema real con lo que
entre mejor sea esta abstraccion el analisis matematico realizado serd mas cercano al comportamiento
real del sistema.

Al realizar el modelo matemético todos los componentes del sistema, fisico aportan sus propiedades
cineméticas y dindmicas para definir un conjunto de variables (denominadas variables de estado) que
describen la totalidad del comportamiento del sistema, si podemos encontrar la manera de cémo
estas variables cambian en el tiempo se puede describir la dinamica del sistema para todo tiempo
futuro.

Lo anterior se resume en que se puede encontrar un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden las cuales describen totalmente el comportamiento del sistema, este conjunto de ecuaciones
es nuestro modelo matema&tico con el cual se puede realizar un analisis con base en herramientas
matematicas y asi se pretende predecir el comportamiento real del sistema.
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3.2.1. Modelo no lineal del Robot Péndulo

Empezaremos describiendo el modelo no lineal el cual se construye a partir del siguiente diagrama.

=y

Figura 3-4: Diagrama del sistema fisico

Del diagrama, las variables que se escogeran como variables de estado son

1. 1 = 9 que es el valor promedio de la posiciéon angular de las ruedas ¢ = w.

2. xTo :’19

3. x3 =1 que es la posicién angular con respecto a la vertical o el eje z.

4. x4 = ¢

5. x5 = @ que es el angulo con respecto al piso o el plano xy descrito como ¢ = w con R
el radio de las llantas y W en ancho del robot.

6. xg = .

El desarrollo del modelado estd dado en [31], donde usan el método de modelado Euler-Lagrange.

El modelo no lineal se representa con las siguientes ecuaciones (3-1).

[(2m + M)R* + 2Jy, + 2J3] 9 + (MRL cos ) — 2, ) — MRL)? sinep = Fy

(ML?* + Jy + 2Jm)% + (MRL cosh — 2J,,)0 — M L*psin cosh — Mglsint = F, (3-1)
2

1 . w . L
§mW2+ML2SHl2¢+TRQ(Jm-i—Jw)—i-J¢ @+ 2ML*pysintpcos ) = F,.
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Donde las fuerzas generalizadas se pueden expresar de la siguiente manera

F02t<ur+ul>+2[ t +fm} (%)
Rpco Rpc
F¢d:f_ t(ur+ul)_2|:Rt +fm:|('¢_’l9)
C DC
K W W? [ KK,
F d:ef_ t A . A tLile - .
o= T Rpo2R " T T 3R [RDC +fm| &

en donde las entradas de control u; y u, estdn dadas en Volts [V], y este voltaje es el aplicado en los
motores. Los pardmetros del sistema estan definidos en la siguiente Tabla [32].

Parametro Unidades || Descripcién

m = 0.32 kg Masa de la llanta

2R =0.15 m Radio de la llanta

Jw = mR? kg m? Momento de inercia de la llanta

Jw = 0.0013 kg m? Momento de inercia de la llanta identificado

M =5.41 kg Masa del robot

W =04 m Ancho del robot

L =0.102 m Altura del centro de masa

Jy=ML?/3 kg m? Momento de inercia en relacién al angulo de in-
clinacién estimado

Jy = 0.104 kg m? Momento de inercia en relacién al angulo de in-
clinacién identificado

J, = 0.0484 kg m? Momento de inercia en relacion al eje de rotacion

Jm = 0.0119 kg m? Momento de inercia del motor

Rpeo =1 Q Resistencia eléctrica del motor

K =0.025 Nm/A | Constante de torque del motor

K. =0.025 Vs/rad | Constante de voltaje del motor

fm =0.00024 Coeficiente de friccién entre el vehiculo y el mo-
tor

n=1 Relacién del engranaje

Tabla 3-1: Parametros del sistema

Resolviendo (3-1) para 9,0y ©, el sistema en espacio de estados se puede escribir de la siguiente
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forma )
i‘l = X9
. ca(Freyt+fo)—f1(Feg+f3)
T = 1 C1027f12 3
T3 = x4
i . er(Fagtf3)—f1(Foy+f2) ) (3-2)
T4 = ciea—f?
:i’5 = T¢g
- FI572ML2x6x4 sin x3 cos x3
07 Taw2iMI2sin? P
donde
c1= 2m+ M)R? +2J,, + 2J,,
co=ML*+ Jy +2Jm
fi=MRLcosxs —2Jp,
fo = MRLa3 sin a3
f3 = MLng sinxg cos s + M gL sin z3
K KK
Foy = ) +2 | 50 1 | (0 )
RDC RDC
K KK
Foy =~ o (uw) =2 [ 0 4 £ (a1 = )
RDC RDC’
K W W? [KK,
F. = - _ _
x5 Rpc 2R(UT ul) 2R2 |:RDC + fm | 6
3.2.2. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de un sistema son los estados en los cuales la variacién de estos con
respecto al tiempo es nula. Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (3-2) debemos igualar

las dindmicas de cada estado a cero [

Y| 5=0,u=0

| v encontrar los estados que cumplen estas ecuaciones.

j?l:{L'QZO

. ca(Fuy+fo)—fi(Fug+f3)

To = 1 0162—f12 3 = O

.%"3 = Ty = 0 (3 3)
. c(Feg+f3)—f1(Fey+f2) _
T4 = 3 6182—f12 1 = O

i?5 = T = 0
Fo—2ML2x6w4 sin @3 cos 3

Te =

\ ImW2 4 ML2 sin? 23+ 55 (Jut Jm) +Jp

Es evidente que z9 = x4 = z¢ = fo = Fy, = Fy, = F,; = 0 Vt entonces tenemos que se cumple

la siguiente ecuacién.

c1MgLsinzs

c1C2 — f12

=0 = ¢ MgLsinxs =0 — x3=nm; necN.
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3.2. MODELO MATEMATICO

Por lo tanto es ficil observar que el vector z = (x1,, 0, nm, 0, z5,, 0)7 es solucién de (3-3);
donde se restringe x3 € [0,27) por lo que n € {0,1} con z1,, x5, € R.

En conclusién existe una infinidad de puntos de equilibrio en el sistema, cualquier estado para
Z1, ¥ T2, son puntos de equilibrio y z3 € {0,7} son puntos de equilibrio. Asi se cumple lo que
intuitivamente se pensaba, son puntos de equilibro los estados para los que el péndulo esta “arriba”
y también para los que el péndulo estd “abajo”

3.2.3. Linealizacion

Con la finalidad de simplificar el andlisis del sistema se linearizara el mismo en un punto de ope-
racion. Para linealizar el sistema (3-2) se utiliza aproximacién tangente [17] en el punto de equilibrio
z=(0, 0,0, 0, 0, 0)7 y obtenemos el sistema lineal e invariante en el tiempo (por simplicidad se
han sustituido los pardmetros de la Tabla 3-1 por sus valores numéricos) mostrado en la siguiente
ecuacion

= Az + B
B (3-4)
y=Cx
donde
0 1 0 0 0 0 T 0 0
0 —0.4733 —29.1464 0.4733 0 0 109.3664  109.3664
4 [0 0 0 1 0 0 B 0 0
~ |0 01401  29.1651 —0.1401 0 0 ’ T | —32.3752 —32.3752
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 —2.6349] | —0.5055  0.5055 |
1 0 -1 0 0 0
cZloo 1 00 0f,
00 0 010

donde = = (z1,22,23,24,25,26)" v u = (u,u,). La salida y» = 3 no es medida directamente
) ) ) ) ) y ) y

por algin sensor, sin embargo, es posible reconstruirla a partir de las mediciones obtenidas por el

IMU (véase seccién 3.2.6), con lo que la suposicién de medirla directamente no afecta al andlisis del

sistema.

3.2.4. AnaAlisis de estabilidad

Los valores caracteristicos de la matriz de estados son
A =0, Ao =0, A3 = —0.3322, Ay = —2.6349, A5 = 5.2704, A¢ = —H.5515

Por lo que por los Teoremas 9 y 10 el origen del sistema no lineal (3-1) es inestable para alguna
vecindad del origen.
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3.2.5. Controlabilidad y Observabilidad

La matriz de controlabilidad esta dada como

0 0 109.36  109.36  —67.08 —67.08 984.77 984.77 —1497.5 —1497.5 28987 28987
109.36  109.36 —67.08 —67.08  984.77 984.77  —1497.5 —1497.5 28987 28987 —51884  —51884
Cc— 0 0 —-32.37 —=32.37 19.85 19.85 —956.40 —956.4 851.11 851.11 —28222  —28222
T | —32.37 -—3237 19.85 19.85  —956.40 —956.40 851.11 851.11 —28222 —28222 32838 32838
0 0 —0.50 0.50 1.33 —1.33 —3.50 3.50 9.24 —9.247  —24.365  24.365
—0.50 0.50 1.33 —1.33 —3.50 3.50 9.24 —9.24 —24.3656  24.3656 64.201  —64.201
(3-5)

Como rank(C) = 6 entonces el sistema linealizado es controlable por el Teorema 5.

La matriz de observabilidad es

[ 1.0 0 —-1.0 0 0 0 1
0 0 1.0 0 0 0
0 0 0 0 1.0 0
0 1.0 0 —-1.0 0 0
0 0 0 1.0 0 0
0 0 0 0 0 1.0
0 —0.6135 —58.3115 0.6134 0 0
0 0.1401 29.1651 —0.1401 0 0
0 0 0 0 0 —2.6349
0= 0 0.3762 35.7682 —58.6877 0 0 (3-6)
0 —0.0859 —8.1694 29.2510 0 0
0 0 0 0 0 6.9426
0 —8.4002 —1722.6009 44.1685 0 0
0 4.1387 855.6141 —12.3081 0 0
0 0 0 0 0 —18.2933
0 10.1638 1533.0158  —1732.7648 O 0
0 —3.6832 —479.5989 859.2974 0 0
L O 0 0 0 0 48.2010 |

Como rank(Q) = 6 entonces el sistema linealizado es observable por el Teorema 6.

Observacion 35 Los cdlculos numéricos se realizaron en MATLAB con una precision de 500 digitos
decimales.

3.2.6. Estimacion del estado

En esta seccién se presenta la manera en cémo se estiman o se obtienen los estados del sistema a
partir de las mediciones de los sensores. Dependiendo del sensor utilizado, los estados del sistema se
obtienen a partir de diferenciadores (como en el caso de los estados xe, x4 y xg), por reconstrucciéon
y usando observadores de estado (como lo es en el caso del estado x3).

En el caso de los estados x3, 4 y x¢ muy sencilla, pues estos son las derivadas de los estados
medidos, con lo que para estimarlos se hace ©4 = d(%, T = % y To = w donde se aplica el
algoritmo visto en 2.2.6 para derivar en tiempo real.

Sin embargo, la salida y2 no mide directamente la inclinacién del robot (el estado x3) lo hace
de manera indirecta a partir de la medicién entregada por el IMU por lo que el estado x3 se debe
reconstruir a partir de ys y después hacerle un tratamiento debido al ruido de medicién como se
presenta en las siguientes secciones.
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3.2. MODELO MATEMATICO

Reconstruccion del angulo de inclinacion

Lo que se quiere lograr es obtener el &ngulo de inclinacién v con respecto a la vertical conociendo
las mediciones de aceleracion del IMU montado en el Robot Péndulo.

En la Figura 3-5 se muestra el perfil del Robot Péndulo, también se muestran tres marcos de
referencia ortonormales distintos: el primero en negro, es el marco de referencia fijo; el segundo
en rojo, es un marco de referencia relativo a la inclinacién del robot; y el tercero en azul, el cual
muestra el marco de referencia igualmente relativo a la inclinacién del robot pero este estd desfasado
135 grados con respecto del marco de referencia rojo de manera tal que tenga la misma direcciéon
que la medicion de las aceleraciones del IMU.

yr y

45°

Xa Ya

Figura 3-5: Marcos de referencia del Robot Péndulo

Replanteando el problema se desea obtener el angulo 1 entre los marcos de referencia en negro
y en rojo a partir de la medicién de la aceleracion del Robot Péndulo cuyo marco de referencia esta
en azul.

La Figura 3-6 muestra el perfil del robot con un dngulo de inclinacion v, también se muestran los
vectores de aceleracién debido a la gravedad ¢ y a al mismo movimiento del robot a, la aceleracion del
robot se puede obtener del estado 1 = ¥ (la posicién angular), si definimos a x como su posicién se
tiene que x = R con lo que & = RU donde la aceleracién angular se puede obtener con el derivador
presentado en 2.2.6.
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3n/4

Figura 3-6: Célculo de 1 a partir de la aceleracién

Es facil observar de la Figura 3-6 que
37
1/1+Z+19—Q:7T (3-7)
pues el eje en negro y la gravedad son fijas.

En la misma Figura se muestran los vectores a, y a, que son las proyecciones de la aceleracion total
g + a sobre el marco de referencia del IMU, i.e. la medicién de la aceleracion dada por el IMU.

Gy = Proj gz, = g - Tq = gcosv (3-8)
ay = Proj gy, = g Ya = gcos p. (3-9)
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Como ¥ + ¢ = 7 entonces (3-9) se puede escribir como
™ .
ay = g cos <§ - 19) = gsind. (3-10)

Igualando (3-10) con (3-8) se obtiene
tand = L. (3-11)
az

Por otro lado para calcular el angulo €2, sabemos que éste se forma entre los vectores g y g + a,
entonces por definicion

(07 _g) ' (a7 _g) = |g| ’g + CL‘ cos {2
g . (3-12)

N

Finalmente se puede obtener el dngulo de inclinacién ¢ usando (3-12), (3-11) y (3-7)

cos{) =

T a g
= - —arctan | £ | 4+ arccos | ——— | . 3-13
o= -t (22) ancon |2 ) #13)

Filtrado de la senal

En la Seccién anterior se construyé el estado de inclinacién del robot a partir de las senales de
aceleracién de la IMU, sin embargo, estas senales son muy ruidosas por lo que no se puede usar
directamente el resultado anterior, se debe aplicar un filtro reductor de ruido para poder utilizar esta
informacién en el algoritmo de control.

Se implementara el Filtro de Kalman visto en 2.3.2 para el tratamiento de la senal. Como datos
del problema tenemos la medicién ruidosa del dngulo de inclinacién del robot ¢ de la cual podemos
obtener algunas de sus propiedades estadisticas tales como su varianza (esto se hace recopilando datos
experimentales y usando un paquete de cdlculo numérico), también tenemos la medicién ruidosa
entregada por el giroscopio la cual es ¢ en donde también podemos obtener su varianza.

Para disenar un Filtro de Kalman es necesario tener un modelo preciso del sistema fisico (pues
el Filtro de Kalman es un observador basado en modelo), sin embargo, el modelo del sistema que
tenemos no es muy preciso, por lo que al implementarlo no cumple con el desempeno deseado. Por
lo que no consideramos la dindmica de todo el sistema y en lugar de ello tomamos la dinamica del
IMU como modelo de orden reducido. Esta dindmica la describe la siguiente ecuacién

T =
7 (3-14)
y=x+n

donde x = ¥, u = w + &, 1 es la variable aleatoria que representa el ruido de medicién (asociada al
ruido de los acelerémet;o;) y & la variable aleatoria que representa el ruido de la entrada (asociada
al ruido del giroscopio). B

En [33] se muestra como realizar la discretizacién exacta usando un retenedor de orden cero
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(necesaria para aplicar el Filtro de Kalman). Para discretizar el sistema LIT en tiempo continuo

(2-2) a la forma discreta (2-31), se transforman las matrices de la siguiente forma A; = e42t
By, = (fOAt eA’\dA) B, Cx, = C'y Dy = B. Asf la discretizacion del sistema (3-14) es
Tpr1 = Tk + At u
k+1 k k7 (3_15)

Y =Tk + 10

donde At es el tiempo de muestreo. Como consideramos al ruido aditivo podemos escribir (3-15)
como

Trt1 = T + At © + At é (3.16)
Ye =T+ 1N

Con lo que podemos aplicar el Filtro de Kalman (algoritmo 25) con los siguientes datos

n A =1.

= B = At =0.0035.

s Ty = At =0.0035.

= O =1.

= D =0.

» R=E{n"} =0.01.

Q=E{¢"} =0.02
" Zojg = Yk-

L] PO‘O:()'

Adecuacion de la salida

En algunas ocasiones los transductores no miden la variable fisica en el formato que deseamos,
por lo que se debe adecuar esta para que cumpla con los requerimientos. Esto se pude hacer por
hardware e.g. amplificando la senal producida por un transductor de temperatura para adecuarla a
algiin estandar o por software como se hard en este caso.

Para adecuar la senal de los encoders, como estos producen 16,000 pulsos por cada revolucién

del motor entonces el angulo en radianes se obtiene como 6 = 1625[)0 p con p los pulsos de la senal del

encoder. Mientras que el giroscopio tiene un factor de conversiéon ¢ = % g donde zp es la velocidad
angular y g es la senal medida por el giroscopio.
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3.2.7. Desacoplamiento del sistema

Debido a que el algoritmo de diseno de superficies de deslizamiento por LQ Singular [34] y el
controlador CTA [30] requieren que el sistema sea SISO (Single Input Single Output) necesitamos
desacoplar el sistema MIMO (Multiple Input Multiple Output) que tenemos para dividirlo en varios
casos SISO para proceder con la implementacion.

En [35] se describe con detalle como realizar este proceso, sin embargo, la estructura del sistema
con las variables de estado elegidas nos permite realizar el desacople de una manera mas sencilla.

Podemos observar en la ecuacién de estados (3-4) que los estados x1, x2, 23 y x4 estan desacopla-
dos de los estados x5 y g esto es, que las variables del primer grupo no intervienen en las ecuaciones
donde si lo hacen las del segundo grupo y viceversa.

Sin embargo, el control no estd desacoplado pero se puede realizar un cambio de coordenadas en
el control pasa desacoplar el sistema.

Se propone el siguiente cambio de coordenadas

Proposicién 36 Sea la ecuacion de estados (3-4) entonces la transformacion de coordenadas del

1 1
control cuya matriz asociada es Q) = { 2 %] desacopla el sistema en dos subsistemas 31 (x1, x2, T3, T4,01)
2 2

y Yo(xs5,x6,v2) que son equivalentes al sistema original

Demostracién. Usando el Teorema 12, Qu = v donde v es el control en otra base. Como la @
definida tiene inversa definimos B’ & BQ™!, entonces el sistema

i 0o 1 0 0 0 0 1 0 0

i 0 —04733 —29.1464 04733 0 0 @ 218.7328 0

@3 |00 0 10 0 3 0 0 | [w

i4| ~ |0 01401 —29.1651 —0.1401 0 0 vy T | -647504 0 |:'U2:|

&5 0 0 0 o 0 1 s 0 0

ig] L0 0 0 0 0 —26349] la6] | 0 1.0110]
BQ-!

(3-17)
es equivalente al sistema original (3-4) por la Proposicién 16.
Se puede observar que v solo interviene en el control de los estados z1-x4 y el control vy en los
estados =5 vy xg.
Entonces se tienen los siguientes subsistemas desacoplados

i 0 1 0 0 ) 0
Cldg| |0 —0.4733 —29.1464 04733 | |2 218.7328
S P e 0 1 o N (3-18)
g 0 0.1401 —29.1651 —0.1401] |z4] |—64.7504
R 1 z5] [ 0
=3 L:E,] - [0 —2.6349} L:ﬁ] + _1.0110} 2 (3-19)
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Capitulo 4

Implementacion de Controladores

The only way to learn mathematics is to do
mathematics.

Paul Halmos.

En este capitulo se utilizaran las herramientas vistas en los capitulos anteriores para lograr el
objetivo de control. Primero, debido a que se desea realizar seguimiento de trayectorias, se planteara
el diseno de las trayectorias deseadas para la planta. Después, debido a que el sistema (3-18) no
cumple las hipétesis necesarias para aplicarle el CTA (como se verd en este capitulo), es necesario
realizar un diseno de superficies de deslizamiento para “colapsar” la dinamica y asi poder aplicar el
CTA. Finalmente, se desarrolla el diseno de los algoritmos de control que seran aplicados a la planta.

Para sintetizar en la Figura 4-1 se muestra el esquema de control implementado para el CTA.

n(t)

TTA u(x(t))

sistema 1

>

r(t) +~ &(0) RO

Planta

(

x(t)

CTA
sistema 2

Diferenciador Filtro de

de Orden Kal
Superior alman

Figura 4-1: Esquema de control

En donde n(t) es el ruido de medicién unicamente para la salida yo las demds salidas las con-
sideramos sin ruido, u(x(t)) son las incertidumbres del sistema debido a dindmicas no modeladas
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e incertidumbre en los parametros, d(t) son las perturbaciones exégenas del sistema. El Filtro de
Kalman tunicamente actia en la salida g9, a la entrada del diferenciador entran los estados 1, x3 y
x5 (obtenidos a partir de las salidas pues z1 = y1 + y2, 3 = y2 ¥ &5 = y3) y a la salida obtenemos
los estados x9, 24 y x¢ por lo que se tiene todo el estado x(t). La senal de referencia r(t) son las
trayectorias planteadas en la préxima seccién. El controlador tiene como entrada la senal de error la
cual se divide en dos, el bloque “CTA sistema 17 recibe [e1, 2, €3, e4]” v el bloque “CTA sistema 27
recibe [es, 66]T cuyas salidas se multiplican por la matriz Q! mostrada en 36 para obtener la senal
de control del sistema.

Para la implementacién del CTA por realimentacién de salida se utilizara el siguiente esquema
de control

n(t)

CTA u(x(t))

sistema 1

r(t) +~ &)

]
I
I
:
]
| 3 y() X
- : CTA

|

I

I

I

]

]

Planta

(

sistema 2

ee(t)[Observador }—
para eg

es(t)

X1-5(t) Diferenciador Filtro de

de Orden Kal
Superior alman

Figura 4-2: Esquema de control

En este, el estado eg se obtiene a partir del esquema controlador-observador presentado en [0].
Este observador es alimentado por el error e5 y la senal de control para el sistema 2 (sistema 3-19)
y en su salida se obtiene el estimado del error eg la cual realimenta al CTA para producir la senal
de control.

4.1. Trayectorias

Debido a la naturaleza de la aplicacién del Robot Péndulo uno no espera que este se quede
estatico estabilizando el origen, uno espera que se mueva e interactue con el medio, por lo que es
necesario plantear alguna rutina de seguimiento de trayectorias.

El planteamiento trayectoria en este caso seran trayectorias polindmicas pre-programadas, pues
es necesario que sean suaves para que el controlador pueda soportar las perturbaciones producidas
como se verd en el Capitulo 4.

En robética moévil, los movimientos més comunes para alcanzar algin punto en el plano son
giros sobre el eje del robot y desplazamientos rectos (ambos de manera independiente i.e. cuando se
desplaza de manera recta no gira y viceversa), por lo que se implementardn ambos movimientos.

Para ejemplificar estas trayectorias, en los experimentos se realizaran los siguientes movimientos.
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» Trayectoria 1. Del intervalo de tiempo (en segundos) (0,5) el Robot Péndulo estabiliza el
origen.

» Trayectoria 2. Del intervalo (5,12) el Robot Péndulo se mueve de 0 a 3 metros, traducidos
de 0 a 40 radianes para el estado x1, con una velocidad y aceleracién final e inicial de 0.

» Trayectoria 3. Del intervalo (12,15) el Robot Péndulo gira 7 radianes para el estado x5, con
velocidad angular y aceleracién angular final e inicial de 0.

» Trayectoria 4. Del intervalo (15,22) el Robot Péndulo se mueve de 3 a 5 metros, traducidos
de 40 a 80 radianes para el estado x1, con una velocidad y aceleracién final e inicial de 0.

» Trayectoria 5. Del intervalo (22,25) el Robot Péndulo gira —n radianes para el estado x5,
con velocidad angular y aceleracién angular final e inicial de O.

» Trayectoria 6. Del intervalo (25, 30) el Robot Péndulo estabiliza en el estado o = [80, 0,0, 0,0, 0]

Noétese que todas las trayectorias mencionadas anteriormente pueden ser disefiadas siguiendo el
procedimiento en la Seccion 2.4. La Figura 4-3 muestra graficamente la manera en que se planearon
las trayectorias vistas sobre el plano de movimiento del Robot Péndulo.

Trayectoria 5 Translaciones de 3m

Trayectoria 3
Trayectoria 2

A 4

ryl o
Inicio <

Trayectoria 4

Rotaciones de
n radianes

Figura 4-3: Diagrama de trayectorias deseadas

En la Figura 4-4 se muestra la grafica de la trayectoria descrita anteriormente para la posicién,
velocidad y aceleracién del estado x; mientras que la Figura 4-5 lo hace de manera andloga para el
estado x5.
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Trayectoria deseada para X,
90 T

80 [— m—POsicion
e \/elocidad
Aceleracion

60 [— =

50 [— -

40~ -

Radianes

30 [~ =

20 [~ =

0 = e T

10 | | ! | |
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo

Figura 4-4: Trayectoria de posicién, velocidad y aceleracién de x

Trayectoria deseada para Xg
4 T

— POSICION
s \VeloCidad
Aceleracion

.

3 ! I | ! I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo

Radianes

Figura 4-5: Trayectoria de posicién, velocidad y aceleracion de x5

4.2. Diseno de las superficies de deslizamiento

Debido a que los controladores a implementar son para sistemas de grado relativo dos, entonces
se pueden implementar directamente en el sistema (3-19) por ser de grado relativo 2, sin embargo, el
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sistema (3-18) en su forma candnica de Brunovsky es de grado relativo cuatro con respecto al estado,
por lo que es necesario disenar una superficie de deslizamiento para implementar los algoritmos de
control.

El diseno de superficies se realizara utilizando el algoritmo presentado en la Seccién 2.5. Primero
se transforma el sistema (3-18) a su forma canénica controlable utilizando el Lema 15. Con lo que el
sistema queda de la siguiente manera

0 1 0 0 0

. 0 O 1 0 0

=10 0 0 ] 2+ 1| v (4-1)
0 9.72 29.16 —-0.6134 1

donde la matriz T de cambio de coordenadas z = Tz tiene la forma

—4492.1229  —0.0018 218.73 0
-1 0 —4492.1229 —0.0018 218.7327 i
= 0 —0.0018  —64.7504 0 (4-2)
0 0 —0.0018 —64.7504
Si definimos a la matriz de ponderacién de estados x como
0.0049 0 0.0167 0
0 0 0 0 0
| 0.0167 0 24416 0 |’
0 0.00001 0 0
entonces la matriz de ponderacién de estados z usando la ecuacién (2-37) es
100000 0O 0 0
= 0 100 0 0
@= 0 0 10000 O (4-3)
0 0 0 0

La cual tiene orden de singularidad dos y por lo tanto la superficie sera de grado relativo dos.
Realizando a particién de los estados tomando en cuenta que i = k + 1 = 2 entonces z; = [z1, 2|7,
Zo = 23y Z3 = z4. Por lo tanto

zZ1 [An A Al [21 B,

Zg| = |Aa1 Age Agz| |Z2| + |B2|m

23] [As1 Az Asz] 2 Bs

e [0 L]0 0 0] - (4-4)
= 5; U L 0 + y v

5 0 0 0 1

L3170 9.72[29.16 | —0.6134 1
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4.3. CONTROL EQUIVALENTE DEL SISTEMA

La particién de la matriz de ponderacion es

o [Qu Q2 0
Q= |Qn Q2 0
0 0 0

[ 100000 0 0 0

~ 0= 0 100 0 0

0 0 | 10000 |0

T 0 0] 0 |0

(4-5)

Una vez definidas las particiones se resuelve el problema de LQR de el sistema (2-47) con el indice

de desempeno (2-46) donde se definen

Sdf 5 = o~ 17 _ (100000 0
RY Q22 = 10000

7 def T =~ —1 AT 0 1
A=A+ A12(Q22) 2= o o

~ def + O

-]

Utilizando el Teorema 24 se obtiene la ganancia
K =316 251].
Finalmente la dindmica de la superficie de deslizamiento tiene la siguiente forma

oc=2Zo+ Kz = z3+ 2.5129 + 3.1627

=2+ Kz = z4+ 25123 + 3.1629

G =%+ Kz = 9.7225 + 29.1623 — 0.613424 + v + 3.1623 + 2.5124
=90.7229 4+ 32.3223 + 1.90z4 + 11

4.3. Control equivalente del sistema

4.3.1. Control equivalente para el sistema nominal

(4-6)

(4-7)

(4-8)

En esta seccién se muestra el control nominal equivalente de los sistemas (3-18) y (3-19). La
ecuacién (2-51) muestra la forma en que se obtiene el control equivalente, para este experimento
en particular se diseno una superficie de deslizamiento de grado relativo dos, por lo que en (4-8) se
muestra la segunda derivada de la superficie de deslizamiento con la cual podemos obtener el control

equivalente como
Ueg, = —9.72290 — 32.3223 — 1.9024.

(4-9)

De manera andloga se puede obtener el control nominal equivalente para el sistema (3-19). Este
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sistema ya se encuentra en forma brunovsky entonces el control equivalente se obtiene como

Ueg, = 2.6062z. (4-10)

A pesar de que los sistemas de nuestro interés son (4-14) y (4-19) estos “tienen” la dindmica del
sistema nominal con unos términos extras agregados por el seguimiento de trayectorias, la dindmica
del error tiene la forma

¢ = (Ae+ Bu) + (Axq — q)

Q by

(4-11)

en donde 2 depende de la dindmica del sistema y ¥ de la trayectoria. Asi, en esta subseccién se traté
el control nominal para ) y en la siguiente para 3.

4.3.2. Dinamica del Error

Para realizar seguimiento de trayectorias es necesario estabilizar el error de seguimiento definido

como
def

e Xy — zy(t) (4-12)

Donde z € R"™ es el estado del sistema y x4 : RT U {0} — R" es el estado que se desea seguir. Para
LTI la dindmica del error se puede expresar como

e=2— 24
= (Ax + Bu) — @y
= (A(e + zq) + Bu) — g4
= (Ae + Bu) + (Azg — iq)

(4-13)

Donde el término Azy — 4 depende de la trayectoria elegida, los cuales podrian ser posibles de
eliminar si son acoplados al canal de control. Para el sistema (3-18) si definimos tenemos la siguiente
dindmica del error

é1 0 1 0 0 e1 0
el |0 —0.4733 —29.1464 0.4733 | |ey 218.7328
el — o o 0 1 es| Tl 0 :
é4 0 0.1401 —29.1651 —0.1401] |es]| [—64.7504 "
0 1 0 0 ONNAG ’ .
0 —0.4733 —29.1464 0.4733 | | f'(¢) F(t)
0 0 0 1 o | o
0 0.1401 —29.1651 —0.1401 o] | o

donde f es la funcién para la posiciéon mostrada en la Figura 4-4.
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Expandiendo el producto matricial de la ecuacion anterior se tiene

0

&= ea+ f1O—TTE)

¢y = —0.4733e5 — 29.1464e; + 0.4733¢4 + 218.7328v, — 0.4T33f'(t) — f"(t). (£15)
€3 = ey

é4 = 0.1401ey — 29.1651e3 — 0.1401ey — 64.7504v1 + 0.1401 f/(¢)

Se puede observar que la perturbacién provocada por la trayectoria afecta a la dinamica de eq y
de e4 por lo que se busca una entrada de control v; tal que

)

218.7328v1 — 0.4733f'(t) — f(t) = 218.7328w, L n= 0.0022f'(t) + Wlm%f”(t) + wy
—64.7504v1 + 0.1401 f/(t) = —64.7504w; v = 0.0022f7(t) + wy

(4-16)

donde w; es una nueva entrada de control. Se puede observar que la ecuacién anterior es contradicto-

ria, sin embargo, no se desea que se cumplan ambas ecuaciones solo se desea reducir las perturbaciones
del sistema para reducir la ganancia del CTA mostrada posterior mente, asi se define
def

v1 £0.0022f() + wy, (4-17)

donde w; es una nueva entrada de control.

Con esta entrada de control la dindmica del error es

él = €2
é9 = —0.4733e9 — 29.1464e3 + 0.4733e4 + 218.7328w; — f"(t) (418)
€3 = ey '

é4 = 0.1401eg — 29.1651e3 — 0.1401e4 — 64.7504w;

De manera andloga para el sistema (3-19) la dindmica del error con la trayectoria deseada mos-
trada en la Figura 4-5 es

(4-19)
Expandiendo el producto matricial

€5 = €6 +M (4-20)

é6 = —2.6349¢6 + 1.0110v5 — 2.6349¢/ () — ¢"(t)
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Si elegimos v9 tal que

1.0110v; — 2.6349¢/(t) — ¢"(t) = 1.0110w,

at (4-21)
= vy = 2.6062¢(t) + 0.9891¢" (t) + wo

Donde wy es la nueva entrada de control.
Combinando los resultados (4-9), (4-10), (4-17) y (4-21) obtenidos estas dos tltimas subsecciones
se tienen los siguientes controles equivalentes

def

v1 = 0.0022f(£) + teq, + w1

def / /" (4_22)
vy = 2.6062¢'(t) 4+ 0.9891¢" (t) + teq, + w2,

en donde w1 y wy serdn las entradas del control estabilizante disenado en la siguiente seccion.

4.4. Diseno del Algoritmo Twisting Continuo

La sintonizaciéon del CTA presentada en 2.6 se da con respecto al tamafno de la perturbacién e
incertidumbre del sistema, sin embargo, en la implementacion fisica no se conoce el tamano de esta
perturbacién por lo que la sintonizacién se realiza estimando una perturbaciéon pequena y aumentando
esta gradualmente hasta obtener un rendimiento satisfactorio.

En este caso se logro obtener un buen resultado experimental con las siguientes ganancias. Para
el sistema (3-18)

L =945
wy = —0.98222 L3 |03 — 1.32046 L2 |5]2 + n, (4-23)
7 = —0.01375 L|o]|° — 0.00719 L|&1°

donde o es la superficie de deslizamiento disenada en 4.2. El tamano de la perturbacion segin 24
debe cumplir |¢| < 0.2268
Para el sistema (3-19)

L =412
wo = —0.98222 L3 |e5]3 — 1.32046 Lz |eg]2 + 1, (4-24)
7 = —0.01375 L|es]® — 0.00719 L|eg]°

donde el tamano de la perturbacion segin 24 debe cumplir |C | <0.0098.

4.5. Diseno del Algoritmo Twisting Continuo con realimentacién
de salida

Para el CTA con realimentacién de salida se aplicara unicamente este algoritmo al sistema (3-19),
realizando un procedimiento analogo al anterior se tiene el siguiente control.
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4.6. DISENO DEL ALGORITMO TWISTING CONTINUO CON DISTINTAS GANANCIAS
ESTABILIZANTES

def

LE4.12
H <50
2 1 1. .41
wy = —0.98222 L3 |e5|3 — 1.32046 L2|é6]2 + 7
7 = —0.01375 L|e5]° — 0.00719 L|é6]° : (4-25)

X 1., 2 ~
és = —9.5608 H3 L65 — 651 3 4+ e
b6 = —6.8681 H3|é5—e5] +va + &

£=-0.0219 H|é5 — e5]"

donde é5 y ég son los estimados de e5 y eg respectivamente y se debe cumplir que \C | <0.105.

4.6. Diseno del Algoritmo Twisting Continuo con distintas ganan-
cias estabilizantes

En este caso el algoritmo es el mismo CTA mostrado en (4-26), en donde las ganancias k] son las
ganancias mostradas en el Teorema 2.6.4.

NG

— k0]
— kylo1"

w2 = —kylo]
0= —kslo]

+1

S =

(4-26)

Como se implementard este controlador con para distintos conjuntos de ganancias, en el respectivo
reporte de los experimentos se menciona el valor de las ganancias implementadas.

4.7. Resumen

El control final en los motores izquierdo y derecho se da por 36 como

=0 T )

Donde por lo visto en (4-22), (4-23) y (4-24) 6 (4-25) 6 (4-26) se tienen los siguientes disenos.
Para el control CTA con realimentacién de estado se tiene: El control vy es
L =945
2, -1 1,41 /
vy = —0.98222 L3 |o]3 — 1.32046 Lz |52 +n+ 0.0022f"(t) + Ueq,
N———

. . vt 4-28
Control estabilizante(w;) Debido a la trayectoria  Debido al sistema ( - )

Control equivalente

7 = —0.01375 L|o]° — 0.00719 L|&]°
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y el control vg es

L =412
2 1 1 1 / "
vy = —0.98222 L5 [e5]3 — 1.32046 Lz |eg]2 + n+ 2.6062¢ (t) + 0.9891¢" (¢) + Ueqgs

, ) ~ 4-29
Control estabilizante(ws) Debido a la trayectoria Debido al sistema ( - )

Control equivalente

f = —0.01375 L|es|° — 0.00719 L|eg]°

Para el control CTA con realimentacion de salida se tiene: El control v; es el mostrado en 4-28.
Y el control vy es

L =412
H =50
2 1 1 1 / "
vy = —0.98222 L3 [e5]3 — 1.32046 L7 [eg]2 + 1+ 2.6062¢' () + 0.9891g" () +  tUegy
Control est;k:ilizante(wg) Debido a la trayectoria Debidoalsistema
Control equivalente (4—30)

i = —0.01375 L|e5]® — 0.00719 L|ég]°
b5 = —9.5608 H3 &5 — e5]3 + é6

b6 = —6.8681 H3 |é5—e5] +va + &
£=-0.0219 H|é5 —e5]°

Mientras que para la optimizacién de las ganancias mencionado en 2.6.4 se tienen los siguientes
controladores. Para vq:

v =~k [o]3 —k[6]Z 0+ 0.0022f(t)  + e
———

Control estabilizante(wy 2) Debido a la trayectoria  Debido al sistema

- (4-31)
Control equivalente
i = —kylo]° — k) |61°
y el control vy es
vy = — K [es]5 — Kyleg]? +n+2.6062¢(t) + 0.98919" () +  teq,
Control estabilizante(w1,2) Debido a I;r trayectoria Debidoalsistermna ( 4 32)

Control equivalente

0= —kjles]® — Kjles]

Los controladores de las ecuaciones anteriores (4-28), (4-29) y (4-30) son los que se usaran en la
implementacién fisica. Para las implementaciones de los controladores (4-32) y (4-32) las k} depen-
deran del conjunto de ganancias utilizadas.
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Capitulo 5

Reporte de Resultados

The purpose of life is to conjecture and
prove.

Paul Erdos

5.1. Simulaciones

Antes de proceder con la implementacién fisica de los algoritmos de control se deben realizar
simulaciones computacionales para darse una idea del comportamiento real del sistema, en nuestro
caso se utili6 el interfaz grafico Simulink de MATLAB, el cual cuenta con métodos numéricos para
realizar las simulaciones de manera sencilla.

5.1.1. Simulacién del Filtro de Kalman

En esta simulacién se presenta tinicamente la accién del Filtro de Kalman con la dindmica reducida
del sistema, el disenio de este algoritmo se presenté en 3.2.6

En la Figura 5-1 se muestra las senales que simulan las mediciones del giroscopio y el angulo
1 obtenido a partir de los acelerémetros como se muestra en (3-13), en este caso se supone que
las senales zp, = ¢ y w del sistema (3-16) son sint y cost respectivamente. Como se menciond
anteriormente estas sefiales son ruidosas con lo que a la entrada y la salida del sistema (3-15) son
ur = cost 4+ £ y yr = sint + n respectivamente, donde £ y n se simularan como variables aleatorias
con media cero y varianza 0.1. o
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Mediciones

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (seq)

Figura 5-1: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-2 se muestra la accion del filtro, en la grafica superior se muestra la diferencia

entre el dngulo 9 real y el angulo 1& estimado por el Filtro de Kalman. En la grafica inferior se
muestra el error de estimacién del filtro dado como e & P — 1.

Estimacién de x 3

L L B L B B

g O T T T T oo A A A A A AT A MO WA

01

(G
o
(V)

T

|

O? |

covnvva e b b b b b b b b

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (seg)

Figura 5-2: Estados del sistema (3-19)

58



CAPITULO 5. REPORTE DE RESULTADOS

En la Figura 5-3 se muestra la sefial obtenida para la estimacién de 1/1 Para realizar ésta, como ya
se menciono se utilizé el diferenciador presentado en 2.2.6, derivando la senal obtenida en la grafica

anterior para 1. La grafica superior de esta Figura muestra la senal w y la estimada 1[1, y en la gréfica

. . . .2 def 7 ;
inferior se muestra el error de estimacién e = 1) — 9

Estimacién de x 4

QR T T A ——— A ——— L L LA L LB RS
—
2 —
i: _
or 4
B I N I IR 2 hirs. AN A A A B BN i Ath/Ad |

Tiempo (seq)

Figura 5-3: Estados del sistema (3-19)

Finalmente la Figura 5-4 muestra el valor de la ganancia de Kalman y el valor del error de
covarancia, los cuales convergen como se esperaba.
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5.1.

SIMULACIONES

«1074 Error de covarianza
L L L L L L B L B B L L
1?
Sos+ |
O P T T T T T I B B B A A A A A A A A A A A A A A A A
«1073 Ganancia de kalman
L L L L L L B L B B L L
1?
05 i
O P T T T T T I B B B A A A A A A A A A A A A A A A A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (seq)

Figura 5-4: Simulacién de mediciones

5.1.2. Simulacion Algoritmo Twisting Continuo

Con la finalidad de verificar la robustez de los algoritmos de control se simularon perturbaciones

en el estado r3 = w el cual es desacoplado del canal de control y en el estado eg = ¢ — ¢4 donde g4
es la velocidad angular deseada, el cual estda desacoplado del canal de control, ambas perturbaciones
mostradas en la Figura 5-5.

Perturbaciones

<
sl
s 2F =
S
2
Q
I~
<
sS1f m
£
1
a

“““““ | S ST T ST ST T T T [N T T T SN SN SN ST ST S AT PSR SRS S T SN T T T S T T T N S ST S S AT AT AT A AN B | IR S S R R N
‘9.
s
© 051 -
I
2
Q = —
S 0
~
3
£ -05F
.

| | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (seg)

Figura 5-5: perturbaciones en ¢ N

La perturbacion desacoplada se puede observar que causa pérdida del modo deslizante como se
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ve en la grafica 5-7 lo cual tiene consecuencias todas las subsecuentes gréficas. Por otro lado la
perturbacién acoplada al canal de control no causa inestabilidad en los estados del sistema.

El control para los motores izquierdo y derecho de la ecuacién (4-27) se muestra en la Figura 5-6,
se observa que las cotas de la senal de control estan en el rango de operacién de los motores lo cual
es buena senal para la implementacién real.

Control

LI L L B

e e P e e s e e e e e e s e e e s s s e e
T T T T T T T T ]

L L L L L L

37.2 37.2005 37.201 37.2015 37.202 37.2025 37.203 37.2035

] B

) I

37.2 37.2005 37.2

37.2015 37.202 37.2025 37.203 37.2035

T T O S O A R A T T O T

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-6: Voltaje aplicado a los motores.

Las superficies de deslizamiento disenadas en la Seccién 2.5 se muestran en la Figura 5-7

«1073 Superficies

LI e LI I 7 B

%10

C :35 LA :3?';?°? S :Sp'i?f? e :3?‘;?°? S
‘ AMAAMARAMARAM
ARLRARANRARANARNN

36 36.001 36.002 36.003

o©
o
¥
o

o

o

/T T T T T T T T T ST A T A

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-7: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

Los estados del sistema (3-18) se muestran en 5-8 y los del sistema (3-19) en (5-9). Cabe resaltar
que el error para los estados x3 y x4 no se muestra pues no hay trayectoria a seguir, simplemente se
realiz6 regulacion en estos estados.
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Estados del sistema 1

6 T
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9 (m)
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;
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37.2  37. ZOOF 37 201 37 2015

o
o
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05§ B s S AL S AU o S

37.2 37200 37201 372015
T T T T T A T T T T O N T N T ol Y 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

1/.)(md/s)
o

Figura 5-8: Estados del sistema (3-18)

Se puede observar que la convergencia de estos estados es asintotica como se esperaba.

Estados del sistema 2

32f 1
£
9—1_ |

$(rad/s)
N o
T
I

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-9: Estados del sistema (3-19)

El error de seguimiento ! para el sistema (3-18) se muestra en la Figura 5-10, y para el sistema
(3-19) se muestra en la Figura 5-11. De igual manera se tiene una convergencia asintética del estos

'En todo el Capitulo presente el error e; es el i-ésimo error de seguimiento en la i-ésima variable, i.e. e; = x; — x4,

donde x;, es la trayectoria deseada en la i-ésima variable mostrada en las Figuras 4-4 y 4-5
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errores como se esperaba.

Error sistema 1

-5
305
04
—S\ S L UL S o B o S
& 372 37.2005 37.201 37.2015
-
O
0.04 sl v b by
Y. VV‘VVVVVVVVV‘VVVVVVVVV‘VVVVVVVVV
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@
E O W Y W W WY W
& 2
~
L 0
2
T
1 1 372 3 ZOOP 37.201 37.2015
ol Ly 352, 302P% 37907 31215

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-10: Error de los estados ¢ y o

La figura 5-11 muestra el error de seguimiento para los estados ¢ y ¢, los cuales convergen en
tiempo finito y ademds son insensibles a perturbaciones como se esperaba.

Error sistema 2
10

L e LA e e e e e e e e B o e e R e B S8 == ==
=
S
N
& 0.02 36 36.005 36.01 36.015 36.02 36.025 36.03 36.035 —
0 TN O T TN TN T OO T T T T T ST N S SN OSSO S T T O T T SO NN S S T T S TS SO S T SO N M S T T
e e B X7
—~ 0
@«
N1
=
S -0.02
= 36 36.005 36.01 36.015 36.02 36.025 36.03 36.035
S0
IS T T ST S TS S T S T TS TS S T TS T TS T A S S S S S TS S S T T S S S S S

Tiempo (seg)

Figura 5-11: Error de los estados ¢ y ¢

Los controladores v1 y vo presentados en 4.7 se muestran en 5-12
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37.2005 37.201 37.2015 37.202

37.2 [37.205 3723 37.215 37,22 37.2p5 8723 37.235
TN T T T YT A T T T T ST T T AT T T T YT Y T Y O el e A e A e O Y s

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-12: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-13 muestra la comparacion entre el estado real g y g donde esta iltima el estimado

por el Diferenciador robusto y exacto de orden arbitrario', de manera analoga, la grafica 5-23 muestra

las

mismas variables pero el diferenciador es el obtenido en 4.5

Diferenciadores

3 dy Y
& -0.05 | | . . A
’c} 0 __3-7.2 37.22 37.24 37&_ % 37.3
RS
=
N
S

D e R e e s === —————————————————=— ==

p(rad/s) Estimada
=

Tiempo (seg)

Figura 5-13: Diferenciador

Finalmente el control integral para los sistemas (3-18) y (3-19) se presentan en la Figura 5-14

'E] estado usado en las simulaciones fue el obtenido a partir del diferenciador
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Integradores de sistemas 1y 2

10 LA i " N LA B S o B L L L

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seg)

Figura 5-14: Control Integral

5.1.3. Simulacion Algoritmo Twisting Continuo por realimentaciéon de salida

Las siguientes graficas muestran las simulaciones para el CTA con realimentacién de salida, cabe
recalcar que el algoritmo de control para el sistema (3-18) no cambid, lo inico que se cambié fue el
algoritmo para el sistema (3-19) con lo que hay que tener mayor atencién al cambio en éste sistema
i.e. en las graficas 5-20, 5-21 ,5-22 y en especial 5-23.

La Figura 5-15 muestra la senial de control del sistema, se puede observar que la sefial control no
sobrepasa el voltaje aceptado por los motores reales, esto es un buen indicador para la implementacion
real.

Control
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Figura 5-15: Voltaje aplicado a los motores.

En la Figura 5-16 se muestran las superficies de deslizamiento disefiadas para el sistema de grado
relativo cuatro.
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Figura 5-16: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

La Figura 5-17 muestra los estados del sistema x; a x4, los cuales tienen una convergencia
asintética.
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Figura 5-17: Estados del sistema (3-18)

Los estados x5 y x¢ son mostrados en (5-18), estos estados tienen convergencia en tiempo finito
como se disnd.
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Estados del sistema 2
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Figura 5-18: Estados del sistema (3-19)

El error de los estados x1 y xo se muestra en 5-19. Cabe resaltar que el error para los estados
T3 vy T4 no se muestra pues no hay trayectoria a seguir, simplemente se realizé regulacion en estos
estados.

Error sistema 1

5
Q
L L e e e L e B a's

1
' e e e e e

L L N AL LA R S
37.2 37.2005 37.201 37.2015 —

e1(m)

-0.04 Ll b
-
@«
2 .
= O 4 b
~ 2
~
© 0
-2
| s s e E S s s |
sl b 3720 3720087301 372015
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo (seg)

Figura 5-19: Error de los estados 9 y 9

En 5-20 se muestra el error de seguimiento para los estados x5 vy xg el cual se puede ver que
converge en tiempo finito y es insensible a perturbaciones que cumplen la condicién de acoplamiento.
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Error sistema 2
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Figura 5-20: Error de los estados ¢ y ¢

Para simular la acciéon de las perturbaciones se simularon las mostradas en 5-21 de las cuales la
perturbacién que entra en zp no cumple la condicién de acoplamiento, mientras la que entra en ¢,
si entra acoplada al canal de control. Por lo que la primera hard que se pierda el modo deslizante
mostrado en 5-16 mientras que la segunda no causara efecto alguno, como se muestra en 5-20.
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Figura 5-21: perturbaciones en 1/} N

La Figura 5-22 muestra las senales de control para los sistemas desacoplados.
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Control de sistemas 1y 2
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En estas simulaciénes se reconstruyo xg a partir del esquema de control-observador que nos ofrece
el CTA con realimentacién de salida (CTA-OF). En la Figura 5-23 se muestran las diferencias entre
este con el valor de xg obtenido con el diferenciador de alto orden 2.2.6. Se puede observar que
aunque la senal de xg obtenida a partir del CTA-OF es menos suave se tiene una cota menor, lo que
se traduce en una mejor precision en el modo deslizante que el obtenido en la Seccién anterior donde
se obtuvo xg con el diferenciador de Levant.
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Figura 5-23: Reconstuccién de zg

La Figura 5-24 muestra la senal de control integral.

40
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Integradores de sistemas 1y 2
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Figura 5-24: Control Integral

Conclusiones de las simulaciones Se puede observar que el control calculado en las simulaciones
5-6 y 5-15 es viable, pues el valor calculado estd por debajo del maximo fisico del sistema ademas de
que las oscilaciones de alta frecuencia de la senial de control son menores al 10 % de la capacidad del
actuador lo cual es aceptable. También podemos observar que el performace entre el CTA y el CTA
con realimentacion de salida es muy similar pues ambos observadores tienen caracteristicas similares.
Por lo tanto podemos proceder a la implementacién fisica de los controladores.

5.2. Resultados Experimentales

En esta seccion se presentan los resultados experimentales. En la primera subseccién se presentan
los resultados de la implementacion para el Filtro de Kalman, en la segunda los resultados para el
CTA por realimentacién de estado, en la tercera los resultados para el CTA por realimentacién de
salida y en la tdltima los resultados para los distintos conjuntos de ganancias estabilizantes del CTA.

Para todos los experimentos se realizé el seguimiento de las trayectorias mostrada en las Figuras
4-4 y 4-5

5.2.1. Filtro de Kalman

Los resultados obtenidos en esta seccién se obtuvieron a partir de la implementacién del CTA.
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Figura 5-25: Estados del sistema (3-19)

se muestra la comparacion entre la senal medida con el IMU y la sefial obtenida

a partir del filtro disenado en 3.2.6 para 1. Podemos observar como el filtro realiza su trabajo de

manera satisfactoria,

varia entre 0.005 y 0.

pues la senal origina varia entre —0.2 y 0.2 radianes en estado estable y el filtro
007 en estado estable .
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Figura 5-26: Estados del sistema (3-19)

La Figura 5-26 muestra la seiial de 1) obtenida por el giroscopio y la sefial 1) obtenida a partir
de diferenciar v filtrada con el Filtro de Kalman de la Figura 5-25, pese a que las sefiales son muy

parecidas se opt6 por

utilizar la senal diferenciada pues es mas suave que la senal medida.
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Figura 5-27: Covarianza y Ganancia de Kalman

La gréfica 5-27 muestra le valor de la covarianza y de la ganancia de Kalman para el Filtro de
Kalman disenado en la Seccién 3.2.6

5.2.2. Experimento para el Algoritmo Twisting Continuo por realimentacion de
estados

En esta seccién se muestran los resultados de la implementacion del CTA por realimentacion de
estado, sin embargo, tedricamente se debe tener la medicion de todas las variables de estado, pero al
no tenerlas por carencia de sensores, se aplicé el diferenciador presentado en 2.2.6 para obtenerlas.

El diseno de este algoritmo empleado para la simulacién se muestra en (4-28) y en (4-29). La
siguiente Tabla 5-1 muestra el valor de las ganancias k; para el CTA.

Tabla 5-1: Ganancias implementadas para el CTA con realimentacion de estado

Tabla 5-2: Ganancias para el sistema (3-18) Tabla 5-3: Ganancias para el sistema (3-19)
con L =94.5 con L =4.12
[ ki | Valor | | ki || Valor
k1 || 20.3781 k1 || 2.5243
ko || 12.8363 ko || 2.6802
ks || 1.2994 ks || 0.0566
ky || 0.6795 k4 || 0.0296

En esta y las siguientes subsecciénes, aproximadamente en el segundo 23 se aplica una perturba-
cién no acoplada al canal de control para observar la reacciéon del controlador.
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Figura 5-28: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

En la grafica 5-28 se muestra la superficie de deslizamiento disenada en la Seccion 4.2.

En estado estacionario, la superficie de deslizamiento tiene una precisién es de 3.7 x 10~ para s
y de 2.1 x 1073 para $.

Control
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Figura 5-29: Voltaje aplicado a los motores.

La Figura 5-29 se muestra la senal de control continua que se aplica en los motores del Robot
Péndulo, la senal estd dada por el voltaje aplicado en los motores.
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Figura 5-30: Estados del sistema (3-18)

En la Figura 5-30 se muestran los estados para el sistema (3-18) en los cuales se puede observar

que la cota de ¢ es de 0.02 radianes y de 1/1 de 0.1 radianes por segundo.
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Figura 5-31: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-31 se muestra el estado del sistema (3-19).
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Error sistema 1
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Figura 5-32: Error de los estados 9 y J

En la Figura 5-32 se muestra el error de seguimiento de los estados ¢ y ¥ los cuales tiene un error
en estado estacionario de 0.3 para ¥ y de 0.6 para 1.

Este error deberia ser tedricamente cero, pero debido a que en la practica no se puede llegar a
un modo deslizante ideal, entonces se tiene este error en estado estacionario.
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Figura 5-33: Error de los estados ¢ y ¢

En la Figura 5-33 se muestra el error de los estados ¢ y ¢ los cuales muestran ademaés la precisién
del CTA, la cual es de 3.1 x 1073 para ¢ y de 0.13 para ¢.
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Control de sistemas 1y 2
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Figura 5-34: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-34 se muestran los controladores usados en cada uno de los sistemas desacoplados,
controles los cuales se multiplican por una matriz de cambio de coordenadas, transformacién que
cambia estos controles a las coordenadas originales del sistema.

Integradores de sistemas 1y 2
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Figura 5-35: Control Integral

La Figura 5-35 muestra la senal del control integral de (2-53). Este converge al negativo de la

perturbacién, pues por definicién xg “ ¢(t)+n y por el Teorema z3 alcanza el origen en tiempo finito
por lo tanto n = ((t).
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5.2.3. Experimento para el Algoritmo Twisting Continuo por realimentacion de
salida

En esta seccién se verificard el algoritmo presentado en 4.5, este algoritmo es discrepa con el
presentado en 4.4 inicamente en el observador utilizado.

Debido a que el diseno de superficies por LQ singular tiene la ventaja de obtener la superficie o
y de su derivada ¢ entonces no es necesario usar el observador propuesto en 2.6.3 para el sistema
(3-18), por lo tanto se utilizard este observador inicamente para el sistema (3-19). La finalidad de
este experimento es probar la estabilidad del esquema de controlador y observador presentado en 4.5
y comparar este observador al propuesto por [30].

Las ganancias del controlador son las mismas a las mostradas en la Tabla 5-1, las ganancias
usadas para el observador se muestran el la siguiente Tabla.

0] Valor |

I || 35.2223
ly || 93.2145
I3 || 1.0950

Tabla 5-4: Ganancias para el observador en (4-30) con H = 50
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Figura 5-36: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

En estado estacionario, la superficie de deslizamiento de la Figura 5-36 tiene una precisién es de
2.5 x 107* para s y de 1.9 x 1072 para .
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Figura 5-37: Voltaje aplicado a los motores.

La Figura 5-37 se muestra la senal de control continua que se aplica en los motores del Robot
Péndulo, la senal esta dada por el voltaje aplicado en los motores.
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Figura 5-38: Estados del sistema (3-18)

En la Figura 5-38 se muestran los estados para el sistema (3-18) en los cuales se puede observar
que la cota de ¥ es de 0.018 radianes y de ¥ de 0.1 radianes por segundo.
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Estados del sistema 2
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Figura 5-39: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-39 se muestra el estado del sistema (3-19).
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Figura 5-40: Error de los estados ¥ y J

En la Figura 5-40 se muestra el error de seguimiento de los estados ¢ y ¥ los cuales tiene un error
en estado estacionario de 0.4 para 9 y de 0.57 para 9.

Este error deberia ser teéricamente cero, pero debido a que en la practica no se puede llegar a
un modo deslizante ideal, entonces se tiene este error en estado estacionario.
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Figura 5-41: Error de los estados ¢ y ¢

En la Figura 5-41 se muestra el error de los estados ¢ y ¢ los cuales muestran ademads la precisién
del CTA, la cual es de 2.7 x 1073 para ¢ y de 0.07 para ¢.
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Figura 5-42: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-42 se muestran los controladores usados en cada uno de los sistemas desacoplados,
controles los cuales se multiplican por una matriz de cambio de coordenadas, transformacién que

cambia estos controles a las coordenadas originales del sistema.
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Integradores de sistemas 1y 2
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Figura 5-43: Control Integral

La Figura 5-43 muestra la senal del control integral de (2-53). Este converge al negativo de la
perturbacién, pues por definicién g o ¢(t)+n y por el Teorema z3 alcanza el origen en tiempo finito
por lo tanto n = ((t).
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Figura 5-44: Comparacion entre Diferenciadores

La grafica 5-44 compara la observacién de la velocidad dada por el algoritmo CTA por realimen-
tacion de salida (CTA-OF) contra el algoritmo presentado por Levant en [30]. Para obtener estos
datos, se utilizé el CTA-OF en lazo cerrado y se obtuvo ademads la estimacién de xg en linea con el
diferenciador de Levant. Al parecer no existe gran diferencia tanto cualitativa ni cuantitativa entre
ambos algoritmos, sin embargo, la precisién del algoritmo CTA-OF parece ser ligeramente mejor que
la obtenida por el CTA con el diferenciador de Levant.
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5.2.4. Sintonizacion del Algoritmo Twisting Continuo

En la Seccion 2.6.4 se muestran una forma de obtener conjuntos de ganancias estabilizantes para
el CTA. Ahora se mostraran los resultados experimentales que se obtuvieron al implementar los
conjuntos de ganancias estabilizantes mostradas en la Tabla 2-2 en el Robot Péndulo.

Conjunto de Ganancias S1

Las ganancias usadas k; mostradas en (4-31) y (4-32) se muestran en la siguiente Tabla

Tabla 5-5: Ganancias implementadas para el CTA con ganancias optimizadas del conjunto Sy

Tabla 5-6: Ganancias para el sistema (3-18) Tabla 5-7: Ganancias para el sistema (3-19)

con L =0.925 con L = 0.0225
’ k; H Valor ‘ I Valor
ki || 23.7338 ky || 1.9925
ko || 14.4265 ko 2.25
ks 2.1275 ks || 0.0517
ky 1.0175 k4 || 0.0248
%1073 Superficies
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2
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Figura 5-45: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

En estado estacionario, la superficie de deslizamiento de la Figura 5-45 tiene una precisién es de
3.4 x 107* para s y de 2.2 x 1072 para .
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Figura 5-46: Voltaje aplicado a los motores.

La Figura 5-46 se muestra la senal de control continua que se aplica en los motores del Robot
Péndulo, la senal estd dada por el voltaje aplicado en los motores.
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Figura 5-47: Estados del sistema (3-18)

En la Figura 5-47 se muestran los estados para el sistema (3-18) en los cuales se puede observar
que la cota de ¢ es de 0.01 radianes y de ¢ de 0.1 radianes por segundo.
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Estados del sistema 2
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Figura 5-48: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-48 se muestra el estado del sistema (3-19).

Error sistema 1
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Figura 5-49: Error de los estados ¥ y 0

En la Figura 5-49 se muestra el error de seguimiento de los estados ¢ y ? los cuales tiene un error
en estado estacionario de 0.31 para 9 y de 0.41 para 9.

Este error deberia ser teéricamente cero, pero debido a que en la practica no se puede llegar a
un modo deslizante ideal, entonces se tiene este error en estado estacionario.
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Figura 5-50: Error de los estados ¢ y ¢

En la Figura 5-50 se muestra el error de los estados ¢ y ¢ los cuales muestran ademads la precisién
del CTA, la cual es de 3.2 x 1072 para ¢ y de 0.13 para ¢.
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Figura 5-51: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-51 se muestran los controladores usados en cada uno de los sistemas desacoplados,
controles los cuales se multiplican por una matriz de cambio de coordenadas, transformacién que

cambia estos controles a las coordenadas originales del sistema.
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Integradores de sistemas 1y 2
[T ™ L L L L 2 . e e . L L .
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Figura 5-52: Control Integral

La Figura 5-52 muestra la senal del control integral de (2-53). Este converge al negativo de la
perturbacién, pues por definicién xg o ¢(t)+n y por el Teorema z3 alcanza el origen en tiempo finito
por lo tanto n = ((t).

Conjunto de Ganancias 52

Las ganancias usadas k; mostradas en (4-31) y (4-32) se muestran en la siguiente Tabla

Tabla 5-8: Ganancias implementadas para el CTA con ganancias optimizadas del conjunto Sy

Tabla 5-9: Ganancias para el sistema (3-18) Tabla 5-10: Ganancias para el sistema (3-19)
con L=14 con L = 0.05;
[ ki | Valor | | ki || Valor |
k1 || 23.7778 k1 || 2.5787
ko || 11.8322 ko || 2.2361
ks || 3.2200 ks || 0.1150
ky 1.54 kq || 0.055
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Figura 5-53: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

En estado estacionario, la superficie de deslizamiento de la Figura 5-53 tiene una precisién es de
3.15 x 107* para s y de 2.7 x 1073 para 5.

Control
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Figura 5-54: Voltaje aplicado a los motores.

La Figura 5-54 se muestra la senal de control continua que se aplica en los motores del Robot
Péndulo, la senal estd dada por el voltaje aplicado en los motores.
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Figura 5-55: Estados del sistema (3-18)

En la Figura 5-55 se muestran los estados para el sistema (3-18) en los cuales se puede observar
que la cota de ¢ es de 0.013 radianes y de ¢ de 0.13 radianes por segundo.

Estados del sistema 2
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Figura 5-56: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-56 se muestra el estado del sistema (3-19).
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Figura 5-57: Error de los estados 9 y J

En la Figura 5-57 se muestra el error de seguimiento de los estados ¢ y ¥ los cuales tiene un error
en estado estacionario de 0.33 para ¢ y de 0.28 para .

Este error deberia ser tedricamente cero, pero debido a que en la practica no se puede llegar a

un modo deslizante ideal,

0.02

entonces se tiene este error en estado estacionario.
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Figura 5-58: Error de los estados ¢ y ¢

En la Figura 5-58 se muestra el error de los estados ¢ y ¢ los cuales muestran ademaés la precisién
del CTA, la cual es de 3.5 x 1073 para ¢ y de 0.14 para ¢.
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Figura 5-59: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-59 se muestran los controladores usados en cada uno de los sistemas desacoplados,
controles los cuales se multiplican por una matriz de cambio de coordenadas, transformacién que
cambia estos controles a las coordenadas originales del sistema.

Integradores de sistemas 1y 2
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Figura 5-60: Control Integral

La Figura 5-60 muestra la senal del control integral de (2-53). Este converge al negativo de la

perturbacién, pues por definicién xg “ ¢(t)+n y por el Teorema z3 alcanza el origen en tiempo finito
por lo tanto n = ((t).

Conjunto de Ganancias 53

Las ganancias usadas k; mostradas en (4-31) y (4-32) se muestran en la siguiente Tabla
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Tabla 5-11: Ganancias implementadas para el CTA con ganancias optimizadas del conjunto S3

Tabla 5-12: Ganancias para el sistema (3-18) Tabla 5-13: Ganancias para el sistema (3-19)
con L =2.45 con L = 0.07;
(7 vior | i valor |

k1 || 23.6258 k1 || 2.2080

ko || 11.7394 ko || 1.9843

ks || 5.6350 ks || 0.1610

ks || 2.6950 kg || 0.077

Superficies
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Figura 5-61: Superficies de deslizamiento para el sistema (3-18)

En estado estacionario, la superficie de deslizamiento de la Figura 5-61 tiene una precisién es de
3.6 x 107* para s y de 2.7 x 1072 para .
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Figura 5-62: Voltaje aplicado a los motores.

La Figura 5-62 se muestra la senal de control continua que se aplica en los motores del Robot
Péndulo, la senal esta dada por el voltaje aplicado en los motores.
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Figura 5-63: Estados del sistema (3-18)

En la Figura 5-63 se muestran los estados para el sistema (3-18) en los cuales se puede observar
que la cota de ¢ es de 0.027 radianes y de ¥ de 0.086 radianes por segundo.
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Estados del sistema 2
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Figura 5-64: Estados del sistema (3-19)

En la Figura 5-64 se muestra el estado del sistema (3-19).

Error sistema 1
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Figura 5-65: Error de los estados v y J

En la Figura 5-65 se muestra el error de seguimiento de los estados 9 y ¢ los cuales tiene un error

en estado estacionario de 0.74 para ¥ y de 0.63 para 9.
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Figura 5-66: Error de los estados ¢ y ¢

En la Figura 5-66 se muestra el error de los estados ¢ y ¢ los cuales muestran ademads la precisiéon
del CTA, la cual es de 3.9 x 1072 para ¢ y de 0.13 para ¢.
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Figura 5-67: Control estabilizador de los sistemas (3-18) y (3-19)

La Figura 5-67 se muestran los controladores usados en cada uno de los sistemas desacoplados,
controles los cuales se multiplican por una matriz de cambio de coordenadas, transformacién que
cambia estos controles a las coordenadas originales del sistema.
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Integradores de sistemas 1y
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Figura 5-68: Control Integral

La Figura 5-68 muestra la senal del control integral de (2-53). Este converge al negativo de la

perturbacién, pues por definicién 3 o ¢(t)+n y por el Teorema z3 alcanza el origen en tiempo finito

por lo tanto n = ((t).

5.2.5. Resumen

En la Tabla 5-14 se muestran las cotas de las variables de deslizamiento en el modo deslizante

’ Algoritmo lo| \ |o| \ les] \ les| ‘
CTA-IF 3.7048 x 1072 [ 2.1 x 1073 [ 3.1 x 1073 [ 0.1315
CTA-OF 25797 x 1072 [ 1.9 x 1073 | 2.7 x 1073 | 0.0775
CTA Optimizado || 3.4774 x 107% [ 2.2 x 1073 [ 3.2 x 1073 | 0.1309
Ganancias S
CTA Optimizado | 3.1543 x 1074 [ 2.7 x 1073 | 3.5 x 1073 | 0.1414
Ganancias Ss
CTA Optimizado | 3.6096 x 10~ | 2.7 x 1073 | 3.9 x 1073 | 0.1368
Ganancias S3

Tabla 5-14: Precision en el modo deslizante

En la Tabla 5-15 se muestra la cota de los errores e, es, e3 y e4 en estado estable
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’ Algoritmo H le1] \ lea| \ les] \ lea| ‘
CTA-IF 0.3342 | 0.6327 | 2.05 x 10=2 | 0.1236
CTA-OF 0.4257 | 0.5734 | 1.89 x 10=2 | 0.1031

CTA Optimizado || 0.3181 | 0.4194 | 1.58 x 10~2 | 0.1059
Ganancias S
CTA Optimizado || 0.3350 | 0.2853 1.32x 1072 | 0.1314
Ganancias S5
CTA Optimizado || 0.7469 | 0.6385 | 2.77 x 10~2 | 0.0866
Ganancias S3

Tabla 5-15: Precision de los estados del sistema (3-18)

Las siguientes Figuras 5-69 y 5-70 muestran una comparacion grafica de las variables mostradas
en las dos Tablas anteriores

Figura 5-69: Precision en el modo deslizante
| |

1071

1072

1073

. HHUII

WDCTAJFDDCTA{HﬂMCTAéﬂ|ICTA£Q|ICTAS3‘

T T T
|| |es| |es|

En la Figura anterior’ se muestra la precisién en el modo deslizante, las variables o y & son las

variables de deslizamiento para el sistema (3-18), mientras que las variables e5 y eg son las variables
de deslizamiento para el sistema (3-19).

2CTA-Sn se refiere al CTA utilizando el conjunto de ganancias optimizadas Sn con n € {1,2,3}
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Figura 5-70: Precisién del estado
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En las Figuras anteriores se puede observar que el algoritmo me tuvo mejor precisién en el modo
deslizante es el CTA con realimentacién de salida, lo que muestra mejor rendimiento del observador
ante el diferenciador de Levant. Sin embargo, el conjunto de ganancias que obtuvieron el menor error
de los estados en el sistema (3-18) fue el CTA con el conjunto de ganancias optimizadas S; mostradas
en 2-2.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se presenté un analisis sistematico para la implementacién de un sistema de control,
en particular, para un robot péndulo. Cada paso, tanto tedrico como préactico tiene un resultado
previo que lo justifica, por lo que todo el procedimiento realizado es correcto.

El objetivo de control fue realizar un seguimiento de trayectorias en el Robot Péndulo, mas es-
pecificamente, de rotaciones y traslaciones, transformaciones rigidas béasicas para cualquier robot
moévil. Este objetivo se alcanzd a través de un algoritmo de control control recién introducido: el
Algoritmo Twisting Continuo, utilizando el diseno de superficies de deslizamiento de grado relativo
arbitrario por LQ Singular (esto pues el CTA solo puede controlar sistemas de grado relativo dos,
con lo que se necesita de ello).

El objetivo principal de la tesis fue probar el rendimiento del CTA, algunas variables importantes
para caracterizar el desempenio de control del CTA se muestran en las Figuras 5-70 y 5-69. Los resul-
tados obtenidos fueron satisfactorios, pues se cumplieron los objetivos de control con un desempeno
satisfactorio.

Sin embargo, se puede observar del los resultados obtenidos en el Capitulo anterior que todos los
esquemas y conjuntos de ganancias implementados tienen un desempeno muy similar, pues a pesar
de tener resultados distintos, estos no son tan significativos (porque podrian depender de factores
externos) como para concluir que uno sea mejor que otro.

Como trabajo futuro, para intentar mejorar el rendimiento del sistema existen dos vertientes: la
primera es del lado de la instrumentacion, intentando mejorar la plataforma fisica para obtener un
mejor tiempo de muestreo, menor ruido en la medicién, y mejor precisién de los sensores, sin embargo
lo que concierna el control, esta primera vertiente no es de importancia; la segunda vertiente es
implementando controladores de ganancia variable para evitar oscilaciones en el origen, por ejemplo,
en [37] se presenta una versién del CTA adaptable lo que podria mejorar el desempeno del sistema de
control o implementando algoritmos por Modos Deslizantes para sistemas de grado relativo cuatro
los cuales podrian lograr la convergencia en tiempo finito de todos los estados del sistema a pesar de
perturbaciones y/o incertidumbres.
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