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Abstract

In order to support in a quick and accurate way, the characterization of the Secundary
Oil Recovery in a reservoir, this work presents a simulation of the oil displacement by
the water through a homogeneus porous medium. "The Radial Basis Function (RBF)
method is used to solve both the transport Partial Differential Equations (PDEs) which
are derived from the Streamline Simulation (SLS) method and the pressure PDEs".

The flow is two phase immiscible and incompresible, with water in one phase and
oil in the other; the effects of capillary pressure is not taken into account; there is no
existence of source and sink and finally, the gravity effects are neglected. All of this
considerations are taken into account throughout this work. Bukley-Leverett two phase
fluid is the mathematical model obtained with the axiomatic formulation that Ismael
Herrera has introduced. This model consists of a non linear PDEs set where they are
coupled strongly. The Implicit Pressure Explicit Saturation (IMPES) method is used
to solve them. The RBF method is used to solve the governing equations of pressure
and on the other hand, the governing equations of transport are translated into the
individual streamlines first and then are solved with the RBF method too.

The saturation PDEs along their respective streamlines don’t depend on each other,
so that, they can be solved in a parallel way. In order to perform this technique, an
algorithm based on a shared memory parallel computer is constructed, where one needs
the OpenMP API to distribute the tasks and communicate the different processes.

At the end, after application of RBF method that is used to obtain the solution, the
results are analized and compared with traditional methods in order to show, how this
one in addition to overcome by its high accuracy and speed of convergence, it increases
its efficiency using the parallel computing.
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Resumen

Para ayudar de manera mas rapida y precisa a la caraterizacion del comportamien-
to de la recuperacion secundaria de hidrocarburos en un yacimiento petrolero, este
trabajo presenta una simulacion del desplazamiento de aceite con agua en un medio
poroso homogéneo, resolviendo con Funciones de Base Radial RBFs (del inglés Ra-
dial Basis Functions) tanto las Ecuaciones Diferenciales Parciales PDEs (del inglés
Partial Differential Equations) gobernantes de transporte formuladas con el método
Simulacién de Lineas de Corriente SLS (del inglés Streamline Simulation), como las
PDEs de la presion.

Los dos fluidos considerados son inmiscibles e incompresibles, no se toman en
cuenta los efectos de la presion capilar, no hay fuentes ni sumideros y no se considera
la fuerza de gravedad. El modelo matematico es el del flujo bifasico Buckley-Leverett,
al cual se llega por medio de la formulaciéon axiomatica. Este modelo consiste de un
conjunto de PDEs no lineales fuertemente acopladas que se resuelven utilizando el
método IMPES (del inglés IMplicit Pressure Explicit Saturation) mejorado, donde las
ecuaciones gobernantes de presion, son resueltas aplicando RBF' y las ecuaciones go-
bernantes de transporte, luego de ser transformadas a lineas de corriente individuales,
se linealizan para ser resueltas de la misma forma.

Las PDEs a lo largo de las lineas de corriente son independientes y por tan-
to, pueden ser resueltas paralelamente. Para ello se implementa el algoritmo con base
en la filosofia de computadora paralela de memoria compartida, donde para distribuir
las tareas y comunicar a los procesos se usa la interfaz de programaciéon OpenMP.

Finalmente, de la aplicacion de RBF en la solucion, se analizan los resultados y
se hace una comparacion contra métodos tradicionales para exponer cémo este método
ademas de superarlos por su alta precision y rapidez de convergencia, incrementa su
eficiencia atin mas con la paralelizacion del computo.
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Introduccion

Un yacimiento, depdsito o reservorio petrolifero es una acumulacién natural de hidro-
carburos en el subsuelo contenidos en rocas porosas o fracturadas. El principal objetivo
de la simulacién de yacimientos es predecir la tasa de recuperacion de hidrocarburos y
encontrar la forma de optimizarla bajo diversas condiciones de operacién. Un proyec-
to de recuperacion usualmente involucra un capital de investigacién muy costoso, por
lo que el riesgo asociado a las estrategias de producciéon y desarrollo debe ser eva-
luado y minimizado. Este riesgo incluye factores importantes como la complejidad de
la naturaleza de la roca y los fluidos que contiene el yacimiento, la complejidad de
los mecanismos de recuperacion y la aplicabilidad de los métodos predictivos. Estos
factores pueden tomarse en cuenta en la simulaciéon y de acuerdo con los resultados
obtenidos en ella, estimar la caracterizacién real de recuperacion.

1.1. Modelacién de la recuperaciéon de hidrocarburos

Generalmente, hay tres etapas de recuperaciéon que son identificadas en la vida pro-
ductiva de un yacimiento petrolero: primaria, secundaria y terciara. La recuperacion
primaria se refiere a la produccién que es obtenida usando la energia inherente en el
yacimiento debido al gas bajo presion o al movimiento natural del agua. En una etapa
muy temprana, el yacimiento contiene un solo fluido tal como el gas o el aceite (la
presencia del agua puede usualmente ser despreciada) y frecuentemente la presién es
tan alta que el aceite 6 el gas es producido sin la necesidad de pozos inyectores. La
recuperacion primaria termina cuando el campo de aceite y la atmédsfera alcanzan el
equilibrio en la presion. La recuperacion total obtenida en esta etapa es generalmente
de 12-15% de los hidrocarburos contenidos en el yacimiento.

La técnica de inyeccion de agua, es considerada como el método de recuperacion

15



1.1. Modelacién de la recuperacion de hidrocarburos 1. INTRODUCCION

secundaria. En ese enfoque, el agua es inyectada en algunos pozos (de inyeccion) para
mantener el campo de presion y las tasas de flujo, mientras que el petroleo es producido
a través de otros pozos (de produccion). En este tipo de recuperacién el flujo es bifasico
inmiscible donde el agua es una fase y el aceite la otra. En este caso no hay intercambio
de masa entre las fases. La recuperacién secundaria genera una adicional del 15-20 %
de los hidrocarburos contenidos en el yacimiento.

Después de que se ha completado la recuperacién secundaria, 50 % 6 mas de los
hidrocarburos frecuentemente permanecen en el yacimiento. Las técnicas mas avan-
zadas que han sido desarrolladas para recuperar el valioso volumen de hidrocarburos
restantes son conocidas como técnicas de recuperacion terciaria ¢ mejoradall].

En la recuperacion de hidrocarburos contenidos en un yacimiento petrolero, e-
xiste el riesgo de tener pérdidas de cientos de millones de délares debido a los procesos
complejos que estan involucrados y al gran capital que se invierte. Dada la necesi-
dad de minimizar ese riesgo, la industria petrolera se ha ido proveyendo de métodos
que le permiten predecir el futuro desempeno del yacimiento. Algunos métodos clasi-
cos predictivos son los analdgicos, los experimentales y los mateméaticos. Los métodos
analdgicos utilizan caracteristicas de yacimientos maduros que son analogos al que esta
bajo estudio. Los métodos experimentales miden las propiedades fisicas como la pre-
sion y la saturacion en los laboratorios y luego las escalan a toda la acumulacion del
hidrocarburo. Finalmente los métodos matematicos por medio de las ecuaciones de un
modelo pronostican el desemperio del yacimiento [2] . Estos métodos matematicos se
engloban en lo que hoy en dia se conoce como la Modelacion Matematica y Computa-
cional (MMC), véase por ejemplo [3].

En las dltimas cuatro décadas, la simulacién numérica en MMC ha sido domina-
da por los métodos de Diferencias Finitas (FDM por sus siglas en inglés), de Volumen
Finito (FVM por sus siglas en inglés) y de Elemento Finito (FEM por sus siglas en
inglés), los cuales requieren de una malla para proporcionar soluciones aproximadas.
Sin embargo, con estos métodos al poligonizar el espacio cuando se trata de problemas
que involucran resolucién alta y geometrias complejas, se producen mas variables de
las que pueden manejarse tanto por el método como por el equipo de computo actual-
mente existente. Los recientes desarrollos en las técnicas de Simulaciéon con Lineas de
Corriente (SLS por sus siglas en inglés) atacan este tipo de problemas proporcionando
herramientas para la simulacién rapida de yacimientos a escalas finas [4]. La evolucién
de los frentes de inyeccion y su interaccion con las heterogeneidades del yacimiento
pueden ser visualizadas facil y rapidamente. Los fundamentos de estas técnicas se re-
montan a mediados del siglo XIX, desde entonces ha habido un constante desarrollo
de este tipo de métodos [5].

El método SLS es una herramienta que proporciona rapidez y eficiencia en la
simulacién de yacimientos.

En la década pasada, se han estudiado intensamente métodos para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales que no incluyan la técnica del mallado, porque de esta

16



1. INTRODUCCION 1.2. Modelacién matematica y computacional

forma es posible tratar con dominios mas complejos. De entre los métodos mas po-
pulares esta el de Funciones de Base Radial (RBF por sus siglas en inglés) [6, 7, §],
que tiene la caracteristica importante de convergencia exponencial a la soluciéon con un
pequeno numero de puntos en el dominio de estudio. Es decir, el método aproxima de
manera mas precisa a la soluciéon con el manejo de un menor nimero de variables, y
en principio también con menor tiempo de computo.

Simular el yacimiento combinando SLS y RBF, implicaria hacerlo con mayor
rapidez y precisién numérica que cuando se hace con métodos tradicionales. Adicional-
mente, una caracteristica que tienen las lineas de corriente es que son independientes
entre ellas, lo que permite hacer el computo en paralelo de la solucién repartiendo
grupos de lineas de corriente a diferentes procesos y en ellos obtener las soluciones de
transporte para cada uno de los grupos [9].

1.2. Modelacién matematica y computacional

El uso de la MMC en los procesos industriales tiene beneficios como la reduccion del
costo del producto y del desarrollo del proceso, la optimizacién de actividades, la re-
duccién de experimentacién fisica y la mejora en la confiabilidad del diseno [10]. La
MMC consta de cuatro pasos principales: (1) Modelo Conceptual, donde se toman en
cuenta todos los procesos que se desean estudiar durante una simulacién, (2) Modelo
matematico, donde un conjunto de ecuaciones matematicas expresan el comportamien-
to del fendmeno bajo estudio, (3) Modelo numérico, el cual utiliza métodos numéricos
para aproximar las soluciones bajo diferentes contextos y (4) Modelo computacional,
donde se programan los recursos de una computadora para hacer los célculos con una
enorme cantidad de datos y visualizar los resultados de manera entendible. Las etapas
del proceso de modelado pueden verse en el diagrama de flujo de la figura 1.1.

1.3. Objetivos y metas

El objetivo general de este trabajo es evaluar, en términos de precisién y eficiencia,
los métodos SLS y RBF en la solucién de un problema de inyeccién de agua en un
yacimiento petrolero simple.

Para lograr este objetivo general se plantean las siguientes metas:

@ Definir el modelo conceptual de un problema de inyeccién de agua en un yacimien-
to para un dominio de estudio sencillo. Esto incluye la definiciéon de condiciones
iniciales y de frontera.

© Definir un modelo matemaético que tome en cuenta todos los procesos descritos en
el modelo conceptual. Para hacer uso de las técnicas SLS, el modelo matematico

17



1.4. Organizacion de la tesis 1. INTRODUCCION

Ini.c.in //
'

Modelo
Conceptual

Modelo
Matematico *

-
Muﬂ’e\u J( _______ i ‘:\
Numerico ! :

—

Modelo
Computacional

Figura 1.1: Etapas del proceso de modelado y simulacion

se hard en términos de una formulacién presién-saturacion. Ademas de estas
ecuaciones, que son diferenciales parciales no lineales y acopladas, se definiran
relaciones constitutivas para algunos parametros fisicos.

@ Definir un modelo numérico en donde se describira con detalle la aplicacion del
método SLS. En resumen, se hard uso de un método que desacople las ecuaciones:
método IMPES, y se enfatizaran los lugares de dicho método donde el SLS y RBF
son implementados.

@ Definir un modelo computacional en el cual se explicardn los pormenores de
la implementacién en un cédigo de los métodos numéricos. Adicionalmente, se
explicard la manera en que el método SLS puede paralelizarse.

1.4. Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 se aborda el modelo conceptual, donde se define el problema especi-
ficando todos los procesos que se van estudiar y las condiciones bajo las cuales van a
desempenarse durante la simulacién.

En el capitulo 3 se hace un desarrollo de los modelos matematicos que describen
el desplazamiento de un flujo bifasico en dos dimensiones en un medio poroso. Dicho
modelo matematico consta de ecuaciones diferenciales parciales que se deducen a partir
de la formulacién axiomatica [11, 1.

18



1. INTRODUCCION 1.4. Organizacion de la tesis

En el capitulo 4 se presentan tres métodos numéricos que se utilizan para aprox-
imar la solucion del modelo matematico. Los métodos son: algoritmo Presion Implicita
Saturacion Explicita, Simulacién con Lineas de Corriente y Funciones de Base Radial.
Se plantea la implementacion del primero con la combinacién de los dos ultimos para
resolver el problema.

En el capitulo 5 se hace la codificacion de los algoritmos de la seccién anterior
con el uso de herramientas computacionales tales como el lenguaje de programacion
C++, los paradigmas de programacién orientada a objetos y programacion genérica,
la biblioteca Eigen para operaciones de algebra lineal, OpenMP para la paralelizacién
del programa y Gnuplot para la graficacién de las funciones resultantes.

En el capitulo 6 se presentan tablas y graficas de los resultados obtenidos de
la ejecucion del programa computacional. Los resultados incluyen niimero de puntos
usados en la discretizacion del dominio, valores de algunos parametros de entrada,
precision de la soluciones obtenidas y consumo de tiempo de CPU para los calculos
realizados.

Finalmente, el capitulo 7 consta de las conclusiones a las que se llegd en este
trabajo y de algunas posibles direcciones futuras que se tienen respecto a él.
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2 Modelo conceptual

En este trabajo, la produccion de aceite se lleva a cabo en el yacimiento por medio de
su desplazamiento con agua; la cantidad de recuperacion es limitada a la extensién en
que el agua desplazante se acumula. La facilidad con que el aceite y el agua fluiran
depende de las caracteristicas de la roca, del fluido y de las cantidades relativas de los
fluidos en la roca. Conceptos sobre propiedades de la roca, propiedades de los fluidos y
propiedades roca-fluidos pueden verse en [2]. El mecanismo de desplazamiento de aceite
con agua, consiste basicamente en que el fluido desplazante se mueve de una regién de
alta saturacion a una de baja saturacion, y por tanto, remueve al aceite convirtiendo la
region invadida en una de alta saturacion del fluido desplazante. Esto no quiere decir
sin embargo, que se trate de un piston en que el fluido desplazante esté expulsando
aceite de los poros y ocupando el espacio vaciado, sino que en todos los casos, tanto el
aceite como el agua fluyen juntos y simultdneamente a través de los mismos poros. El
desplazamiento en consecuencia, jamas puede ser completo.

2.1. Definicion del problema

Se tiene un dominio bidimensional como el mostrado en la figura 2.1 inicialmente
saturado con aceite. Se inyecta agua a una razon de flujo constante en la cara A del
dominio, la cual desplazara el aceite hacia la cara B donde la presion se mantiene
constante. Ademas se hacen las siguientes suposiciones:

e No se consideran los efectos de la presiéon capilar.
e No hay fuentes ni sumideros.
e Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

e El medio poroso es homogéneo.
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2.1. Definicién del problema 2. MODELO CONCEPTUAL

e No se toman en cuenta los efectos de la fuerza de gravedad.

Las condiciones iniciales y de frontera son las siguientes:

Condiciones Presion Saturacion
Iniciales p(to) = le +07Pa S(to) =0
De frontera (gim), = 34722¢ = 0Tm/s  (S™), =08

(P"“t)B = le+ 07Pa (Sout g=0

Tabla 2.1: Condiciones iniciales y de frontera.

out

gy . R P

(e}

Figura 2.1: Medio homogéneo inicialmente saturado con aceite

Notese que las condiciones de frontera para la saturacion son de tipo Dirichlet,
mientras que para la presion se tiene una condiciéon Dirichlet a la salida y una condicién
tipo Neumann a la entrada dada en términos de la velocidad de inyeccion.
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3 Modelo matematico

Para formular los modelos matematicos que nos permitiran predecir el comportamiento
del sistema, se usa la formulaciéon axiomética desarrollada e introducida por Herrera
et al. [11, 1].

Existen dos enfoques para estudiar la materia y su movimiento: el enfoque mi-
croscopico, el cual estudia moléculas, atomos y particulas elementales; y el enfoque
macroscopico, el cual estudia sistemas con un nimero muy grande de particulas y que
en su conjunto se consideran sistemas continuos. La prediccion del comportamiento de
estos sistemas, como el de un yacimiento petrolero ¢ la atmésfera, los cuales contienen
un numero muy grande de moléculas y dtomos, es un objetivo inalcanzable usando el
enfoque microscépico. Por tanto, para problemas de importancia practica en ciencia
e ingenieria, un enfoque macroscopico es el apropiado. Para este ultimo, el cual es
el proposito de la formulacion axiomdtica, la mecanica del medio continuo es la que
proporciona los fundamentos tedricos. En este enfoque, los individuos microscépicos
son ignorados; en su lugar, las poblaciones se asumen como distribuciones continuas en
todo el espacio que ellas ocupan.

En la teoria de sistemas continuos, un cuerpo es un conjunto de particulas que en
cualquier momento dado, ocupa un dominio (en el sentido en que esta palabra es usada
en matematicas) del espacio fisico. El conjunto de estas particulas es denotado por B,
y el dominio que ocupa en el tiempo ¢ serd denotado por B(t), donde —oco < t < o0,
aunque en la mayoria de los estudios de sistemas fisicos, el periodo de interés es finito.

3.1. Propiedades intensivas

En la mecanica continua hay una clase de funciones como la densidad o temperatura
las cuales cuando son estudiadas, estan definidas para cada particula de un cuerpo y
para cada tiempo. En general, cualquier funciéon como estas se conoce como propiedad
ntensiva.

Existen dos representaciones para estas propiedades dependiendo de la referencia
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3.2. Propiedades extensivas 3. MODELO MATEMATICO

que se tome para su observacion: si se considera el valor de la propiedad intensiva
tomando como referencia la particula bajo estudio en cualquier tiempo, se le llama
Representacion Lagrangiana y si se hace tomando como referencia el espacio fisico en
cualquier tiempo, se le llama Representacion Euleriana [1].

En el problema de este trabajo, que es la solucion de flujo en medios porosos,
se usa la segunda representacion. Se plantean las ecuaciones desde el punto de vista
de las coordenadas del espacio fisico, con el fin de obtener el valor de las propiedades
intensivas para las particulas que pasen por los puntos indicados.

3.2. Propiedades extensivas

Se consideran funciones (es decir, propiedades) que son definidas para cada cuerpo de
un sistema continuo. Este concepto contrasta con el de la seccion anterior, el cual fue
definido para cada particula material. La definicion de una propiedad extensiva: E(B, )
se dice que es una propiedad extensiva cuando para cada B puede ser expresada como
una integral de una propiedad intensiva sobre el cuerpo; esto es:

E(B,t) = E (B(t),1) = /w@,t)d@ (3.1)
B(t)

El integrando de la ecuacién anterior, define una funcién ¢ (z, t) la cual es una propiedad
intensiva Euleriana. La ecuacién (3.1) establece una correspondencia biunivoca entre
las propiedades intensivas y extensivas, porque el integrando de la funcién puede siem-
pre ser tomado como la definicién de la representaciéon Euleriana de una propiedad
intensiva. Inversamente, dada una propiedad intensiva, su integral sobre cada cuerpo
define una propiedad extensiva.

3.3. Ecuaciones de balance de propiedades extensi-
vas e intensivas

Los modelos matematicos basicos de sistemas continuos son formulados via ecuaciones
de balance de propiedades intensivas y extensivas.

Para calcular los balances, es necesario identificar tales propiedades que sean
relevantes para el problema bajo estudio.

3.3.1. Ecuaciones de balance global

En general el cambio de una propiedad extensiva E con el paso del tiempo, se debe a
que ésta se produce en el interior del sistema o a que entra y/o sale por la frontera.
Matematicamente este balance se escribe como

dE

=2 [weni= [ @it [ @) on@oi (32)

B(t) B(t) 9B(t)
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3. MODELO MATEMATICO 3.4. Forma conservativa de las ecuaciones de balance

Figura 3.1: Volumen representativo del medio continuo

esta ecuacion es referida generalmente como ecuacion general de balance global donde,
q(z,t) es la fuente interna o externa de la propiedad extensiva, por unidad de volumen
y por unidad de tiempo. Representa la cantidad de la propiedad extensiva que entra al
cuerpo en el punto z en el tiempo ¢, por unidad de volumen. 7(z,t) - n(z,t) representa
la cantidad de propiedad extensiva que entra al cuerpo a través de su frontera en el
punto z, en el tiempo ¢t por unidad de area. B(t) es un volumen representativo como
el que se muestra en la figura 3.1, y n es el vector normal a la superficie dB(t) la cual
envuelve a B(t).

3.3.2. Ecuaciones de balance local

Un resultado puramente matemaético, véase [1], muestra que la ecuaciéon (3.2) se satis-
face para cada cuerpo B(t) de un sistema continuo, si y solo si, la siguiente condicién
de balance se cumple

/{aa—lerV-(W)}dz: /qdz+/V-Id£ (3.3)

B(t) B(t) B(t)

Lo anterior produce la siguiente ecuacion diferencial de balance local para la
propiedad intensiva v
N

5 TV @) =¢+V -z (34)

Para abordar detalladamente el andlisis matematico de la formulaciéon axiomaética,
véase [11, 1].

3.4. Forma conservativa de las ecuaciones de balan-
ce

Las ecuaciones de balance antes descritas se pueden escribir en forma conservativa si se
define la siguiente funcion de flujo F = vip — 7. Con esta definicion es posible escribir

(3.3) como
0
[P [ v Far= [ i (3.5)
B(t) B(t) B(t)
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3.5. Modelo matematico de flujo en sistemas multifasicos 3. MODELO MATEMATICO

lo que produce la siguiente ecuacion diferencial

—+ V. F= 3.6
5 TV L£=4 (3.6)
Las ecuaciones (3.5) y (3.6) se conocen como la forma conservativa de las ecuaciones
(3.3) ¥ (3.4) respectivamente, véase [12].
Adicionalmente, aplicando el teorema de Gauss a la ecuacion (3.5) se obtiene

O
—dz+ | F-ndz= | qdx. (3.7)
B(t) ot aé B(/t)

3.5. Modelo matematico de flujo en sistemas mul-
tifasicos

Aplicando el analisis axiomatico, se presenta el modelo matematico para flujo en sis-
temas multifisicos en un medio poroso. En este caso se considera la porosidad del
medio ¢, la densidad y la saturaciéon de la fase a, p, v S, respectivamente. La masa
de fluido de la fase a es una propiedad extensiva que se escribe como

E= [ 6paSude,

B(t)

y es la tnica propiedad extensiva necesaria para describir este sistema. De acuerdo con
la formulacién axiomatica, la correspondiente propiedad intensiva en este caso es

77Z)oz = d)paSow

Suponiendo que no hay difusién, es decir 7 = 0, y aplicando la ecuacion (3.4), la
ecuacion de balance local para la masa de fluido de la fase a se escribe como

I(PpaSa)
———— + V- (19paSa) = da-
ot
Tomando en cuenta que la velocidad de Darcy de la fase a se escribe como
u, = vPS,, la ecuacion diferencial de balance de masa para la fase «, que forma parte
de un sistema multifasico, se escribe como

O(PpaSa
(O0652) 49 - (put) = e 39

La ley de Darcy para un sistema multifasico se expresa como

Ekra
Uy = == (VPa — pag), (3.9)

(67
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3. MODELO MATEMATICO 3.6. Formulacioén presién-saturacion

donde £, es la permeabilidad relativa a la fase a.. La viscosidad, la presion y la densidad
se denotan por i, Pa ¥ Pa respectivamente.
Sustituyendo (3.9) en (3.8), y definiendo la movilidad de la fase az como

A, = 2 (3.10)

se obtiene

W = V- (PaAak(VPa = pag)) = do- (3.11)

La ecuacién (3.11) representa un conjunto de Ecuaciones Diferenciales Parciales (PDE
pos sus siglas en inglés) de segundo orden y en general no lineales. Estas ecuaciones se
completan con una serie de férmulas constitutivas las cuales describen la dependencia de
una variable con respecto de las otras e integran el conocimiento cientifico y tecnolégico
del problema bajo estudio, véase [1]. En un sistema multifisico, generalmente se usan
las siguientes ecuaciones constitutivas

N
Y Sa=1 (3.12)
a=1

pcalaz - poq - pagy aq ?A (8% (313)

donde N es el nimero de fases, a; y s representan una fase no mojadora (non-wetting)
y una fase mojadora (wetting), respectivamente.

La combinacién de las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13) produce un sistema
de PDEs de segundo orden generalmente no lineales y fuertemente acopladas (fully
coupled). Para tratar este problema, se debe usar una estrategia de linealizacién. En
este trabajo se usa el método IMPES, véase [13].

3.6. Formulacién presion-saturacion

Para poder aplicar el método IMPES en la solucion del sistema de PDEs no lineales y
fuertemente acopladas de la seccion 3.5, es necesario hacer una formulacién donde la
ecuacion de presion se resuelva de manera aislada y los resultados obtenidos se usen
para resolver las ecuaciones de transporte (saturacién). Posteriormente, los resultados
de la solucién de las ecuaciones de saturacion, se insertan en la ecuacién de presion
para obtener la solucion en el paso de tiempo siguiente. Este proceso es iterativo y se
repite durante un nimero de pasos de tiempo previamente definidos. En las secciones
siguientes se muestra como obtener una formulacion presion-saturacion para un sistema
multifasico.

3.6.1. Ecuacién de presion

Por medio de operaciones algebraicas, de sumar sobre todas las fases, de desarrollar las
derivadas, de usar ecuaciones constitutivas como la (3.12) y de la definicién de la ley
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3.6. Formulacion presién-saturacion 3. MODELO MATEMATICO

de Darcy para flujo multifasico y del uso de una funcién de flujo fraccional, se obtiene
una ecuacién para la presion que se escribe como sigue

+Z { 3Pa .vpa}_zqa—o. (3.14)

(o3
[e3%

% vk S Jupa = 3 fapeg

En el apéndice A se muestra como se llega a la ecuacion (3.14).

3.6.2. Ecuacion de saturacion

La solucién de la ecuacién (3.14), produce la presién necesaria para obtener la velocidad
que se requiere para resolver la ecuacion de saturacién. La saturacién puede calcularse
directamente de la ecuacién de balance de masa (3.8). Por ejemplo para un sistema de
dos fases agua y aceite, en este trabajo se usaria la presién del aceite para generar una
ecuacion de presion, mientras que la ecuacion para la saturacion del agua se escribiria

Ccomo
a(¢prW>
ot

Las ecuaciones (3.14) y (3.15) se han formulado en términos de una presién de fase
(la del aceite por ejemplo). Sin embargo, también es posible hacer una formulacion
en términos de una presion global. El apéndice B muestra una manera de definir una
presiéon global y la forma que toman las ecuaciones.

+ V- (pwlly) = ¢w- (3.15)

3.6.3. Formulacion presién-saturaciéon para flujo en dos fases

En esta seccion se obtiene un modelo matematico para flujo bifasico en un medio poroso
haciendo las siguientes suposiciones:

o Se tiene un sistema de dos fases, agua (w) y aceite (o),
e Las fases se consideran incompresibles,
e La porosidad de la roca es constante.
e No se consideran los efectos de la fuerza de gravedad.
Dado lo anterior y a partir de la ecuacién (3.14) se llega a
—V Xk [fo Vpw + [oVDo] = (Qu + Qo) =0 (3.16)

donde Q, = qo/pa, para @ = w, o.

En este trabajo se obtendrd una ecuaciéon en términos de la presion del aceite.
Entonces usando que la presion capilar p. = peow = Po — Pw para eliminar p,, en la
ecuacién (3.16) se obtiene

—V : (é)‘vPo) + v . (évapC) - (QW + Qo) =0
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3. MODELO MATEMATICO 3.7. Modelo Buckley-Leverett

En muchas ocasiones, la presion capilar depende de la saturacion del agua, de
tal manera que el gradiente de la presion capilar se puede expresar como

_ Mgy (3.17)

Vpc(sw> - dS we

Usando esta ultima relacion para la presion capilar, se obtiene la siguiente ecuacion
para la presion del aceite

dpe
dSy

=V - (kEAVD,) + V- (szw VSW> = Qw + Q. (3.18)
Para obtener una ecuacion para la saturacion del agua, se parte de la ecuacion
(3.15) y tomando en cuenta las suposiciones hechas al inicio de esta seccién se llega a

0Sy
— +V - u, = Q. 3.19
Ahora, sustituyendo la ley de Darcy para la velocidad de la fase acuosa, la defini-
cién de la presion capilar para eliminar py y la ecuacion (3.17), en la ecuacién (3.19)

se obtiene
dpe

0Sy
¢W -V (é)\vao) + A <k>\wdsw

vsw> = Q.. (3.20)

3.7. Modelo Buckley-Leverett

En el modelo Buckley-Leverett [14, 15], no se toma en cuenta la presién capilar y
tampoco se consideran fuentes ni sumideros. Por lo tanto, el modelo matemaético se
escribe como sigue:

~V - (kAVp) =0 (3.21)
y
d%f — V- (EAyVD) =0 (3.22)

donde se ha usado la notaciéon p, =py Sy = 5.

3.8. Permeabilidad relativa

La permeabilidad relativa que aparece en las ecuaciones (3.21) y (3.22) se debe aprox-
imar mediante correlaciones o en su caso, se puede obtener esta informacién mediante
tablas de datos experimentales. En este trabajo se usaran las siguientes relaciones

Ky =5y K= (1-5;)7 con o=1
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donde S.f representa a una saturacion efectiva que estd dada por

S_Srw

Sef B 1- ST'W - S’ro

(3.23)

donde S,., es la saturacion residual del agua y .S,., es la saturacion residual del aceite.
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4: Modelo numeérico

El método IMPES fue originalmente desarrollado por Sheldon et al. (1959) y Stone
y Gardner (1961) y es ampliamente usado en la industria petrolera. La idea bésica de
este método clasico para resolver un sistema de PDEs acoplado, correspondiente a un
flujo bifasico en un medio poroso, es separar el calculo de la presién y el de la satu-
racion. Es decir, este sistema acoplado se divide en una ecuacion de presion y una de
saturacion y se resuelven con respecto al tiempo usando un esquema de aproximacion
implicito para la primera y uno explicito para la segunda [16]. Este método es sencillo
de implementar y requiere menor memoria de computadora comparado con otros méto-
dos de solucion de sistemas de ecuaciones simultaneas. El algoritmo que lo describe es
el siguiente

Algoritmo 1 IMPES
1: Definir condiciones inciales y de frontera.
2: Mientras t < T,,,,, hacer
:  Resolver la ecuacién de presion de manera implicita usando valores de la satu-
racion del paso anterior.
4:  Resolver la ecuaciéon de saturaciéon de manera explicita usando los valores de la
presion calculados en el paso 3.
t—t+ At
: Fin Mientras

@«

El algoritmo 1 representa el método IMPES clésico. En este trabajo se hard una
adecuacion para hacer uso de los métodos SLS y RBF, los cuales nos pueden dar mayor
precision en la solucion y velocidad de calculo.
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4.1. Método de Lineas de Corriente SLS

El modelado de yacimientos con base en lineas de corriente ha sido usado en la indus-
tria del petréleo desde los anos 50’s [17]. Recientemente se ha incrementado el interés
en estas técnicas debido al desarrollo de nuevas formas de caracterizar los yacimientos
[18]. El método fue introducido para simular procesos de desplazamiento en medios
heterogéneos por Muskat [19]. Después Higgins y Leighton [20], Martin [21] et al.,
Lake [22] et al. y Thiele [23] et al., extendieron este método y ampliaron su estudio
y aplicacion. Usarlo en lugar de los métodos FDM, FVM y FEM en la simulacién de
yacimientos a gran escala, tiene ciertas ventajas como mayor rapidez y menor uso de
memoria de computo.

Aunque este método ahora es aceptado como una herramienta rapida de simu-
lacién, es todavia una tecnologia joven y es aplicable solo a cierto rango limitado de
problemas. Por el momento, ningin simulador comercial basado en SLS ofrece la ha-
bilidad de usar mallas no estructuradas, o coeficientes de tensor completo [24]. A la
fecha se sigue investigando SLS en el campo de la modelacion de flujo.

Los métodos de lineas de corriente usan conceptos de seguimiento de particulas
para definir trayectorias de lineas en un espacio tridimensional [25, 17]. El enfoque es
adecuado para modelar flujo y transporte en tres dimensiones [26, 27, 9], y es de gran
facilidad debido a la introduccién del concepto del tiempo de vuelo (TOF pos sus siglas
en inglés) como una variable espacial [17]. El tiempo de vuelo es simplemente el tiempo
que tarda una particula neutral en viajar de un punto A a un punto B a lo largo de una
linea de corriente. La formulaciéon TOF desacopla los efectos de las heterogeneidades
geologicas de los calculos del transporte. Este desacoplamiento es llevado a cabo por la
transformacion de las ecuaciones de saturacion del espacio fisico a las coordenadas TOF
de la linea de corriente. Las ecuaciones de saturacion multidimensionales se reducen
ahora a series de calculos en una dimension a lo largo de las lineas de corriente.

4.1.1. Lineas de corriente (Streamlines)

Las lineas de corriente son lineas instantaneas tangentes en cualquier punto al campo
de velocidad. Para la aplicacién desarrollada en este trabajo, la velocidad total sera la
velocidad total multifdsica de Darcy dividida por la porosidad. No se consideran lineas
de corriente para diferentes fases o para diferentes componentes. Si la velocidad varia
con el tiempo, entonces se piensa en términos de una velocidad instantanea para definir
las lineas de corriente. Una vez que son calculadas, las lineas de corriente definen una
discretizacion espacial del campo de flujo. Esta forma de discretizacion produce una
resolucion mayor de lineas de corriente en regiones donde el flujo es mas rapido, como
sucede analogamente en el refinamiento de la malla local en simulaciones de diferencias
finitas. La figura 4.1 muestra un conjunto de lineas de corriente para un campo de
velocidades dado.
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4. MODELO NUMERICO 4.1. Método de Lineas de Corriente SLS

Figura 4.1: A la izquierda el campo de velocidad en un dominio dado. A la derecha,
las lineas de corriente tangentes al campo de velocidad local.

4.1.2. Tiempo de vuelo (Time Of Flight)

El TOF es el tiempo de viaje de una particula neutral a lo largo de una linea de
corriente, o la distancia a lo largo de la linea de corriente dividida por la velocidad de
la particula. Debido a que la velocidad de la particula puede cambiar a lo largo de la
linea de corriente, mas generalmente esta dada por la integral de la distancia sobre la
velocidad. El tiempo de vuelo 7(z,y, z) se usa como coordenada espacial, es decir, la
distancia desde la entrada de un sistema se mide por este tiempo, no por la distancia
Euclidiana, véase la figura 4.2 . En simulaciéon con lineas de corriente, usar el tiempo
de vuelo como coordenada espacial es fundamental.

Injector Producer

| A

Streamline

K

T(x,y,.2)

Figura 4.2: Tiempo de vuelo 7 para una particula de prueba.
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4.1.3. Simulacién con lineas de corriente

La técnica SLS se basa en el enfoque IMPES para resolver las ecuaciones gobernantes
de conservacion y consta de siete pasos principales:

@ Resolver la ecuacién de presion.
o Inicialmente la ecuaciéon de presién (3.21) es resuelta.
© Calcular la velocidad total aplicando la ley de Darcy.

o La velocidad total es entonces calculada usando la ley de Darcy, la cual para
flujo multifasico sin considerar la fuerza de gravedad es

u = Zﬂa = Z {_i/\a(Vpa)} :

@ Trazar las lineas de corriente con base en la velocidad total del fluido.

o Las lineas de corriente, son trazadas con el método Forward Euler [28],
con el cual se describe la trayectoria de una particula dentro del campo de
velocidad.

@ Calcular el TOF a lo largo de las lineas de corriente.

o El TOF a lo largo de una linea de corriente trazada desde una fuente a un
sumidero estd dado por (véase [17])

)
= [ e (4.1

donde la particula de prueba se mueve con una velocidad intersticial u/¢, y
¢ es la distancia espacial a lo largo de la linea de corriente.
La ecuaciéon (4.1) puede ser reescrita como la siguiente relacién difer-

encial

o de forma maés intuitiva As
U
- = — 4.3
o AT (4.3)

Para transformar coordenadas espaciales a coordenadas de TOF, se
usan funciones de corriente y el jacobiano que relaciona los elementos en
ambos espacios (véase [17]), de tal forma que se llega a la siguiente ecuacién

0

Esta tltima relacion se usara para transformar ecuaciones del espacio
fisico a coordenadas de TOF.
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4. MODELO NUMERICO 4.1. Método de Lineas de Corriente SLS

Tomando en cuenta el flujo fraccional Fy, = A\, /A v la velocidad total
u = —kA(Vp) entonces (3.22) puede escribirse como

S
i (Fyu) = 0. (4.5)

Aplicando algunas identidades diferenciales se obtiene

a(()f —(u-VFy+ F,V-u)=0. (4.6)

Dado que en este problema se toma en cuenta la condicion de no
compresibilidad (V - u = 0) , entonces, (4.6) puede escribirse como

¢%f—u-VFw=0 (4.7)

y de acuerdo con (4.4) se obtiene

0Sy = OFy
el 4.
ot or 0 (48)

que es la ecuacion de saturacion para flujo inmiscible e incompresible en el
espacio de coordenadas TOF.

Esta transformacién de coordenadas, descompone el flujo del fluido
bidimensional en series de ecuaciones 1D para la saturacion a lo largo de las
lineas de corriente. Esta ecuacion es valida para una, dos y tres dimensiones,
asi como para medios homogéneos y heterogéneos. Lo que se requiere para
la implementacion es el campo de velocidad y el calculo de la integral de
linea en la ecuacién (4.1).

© Resolver las ecuaciones de transporte (saturacién y concentracion) a lo largo de
las lineas de corriente. Los calculos de transporte se realizan en términos de las
coordenadas TOF.

o Se resuelve la ecuacion (4.8).
@ Actualizar periddicamente las lineas de corriente.

o Si hay cambios en las condiciones de movilidad, se actualizan las lineas de
corriente. Una vez que las lineas son regeneradas, se repiten los pasos 1, 2,
3,4y5.

@ Notar que cada vez que las lineas de corriente son actualizadas, se necesita un
mecanismo para mapear las saturaciones del conjunto anterior de lineas de co-
rriente al nuevo.

Para mayores detalles sobre el método véase [17, 9].
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4.2. Método de Funciones de Base Radial RBF

En la dltima década se ha hecho un gran esfuerzo en el desarrollo de los métodos lla-
mados libres de malla para la solucion de PDEs multivariadas. La proliferacién de un
conjunto de problemas que involucran no linealidad, grandes gradientes, grandes de-
formaciones y movimientos de fronteras tales como simulacién de fluidos multifasicos
o interaccion de sélidos y fluidos entre otros, han sido la principal motivacién para el
desarrollo de tales métodos. Métodos tradicionales como FDM, FVM y FEM, incluyen
la generacién de una malla para aproximar la soluciéon. La poligonizaciéon del dominio
puede consumir grandes cantidades de tiempo y esfuerzo computacional en caso de
que los problemas involucren dimensiones altas o variables y geometrias complejas.
Cerca de 20 métodos distintos libres de malla han sido desarrollados desde 1977. El
Smoothed Particle Hydrodynamics Method (SPH) [29], el Diffusive Element Method
(DEM) [30], el Element-Free Galerkin Method (EFGM) [31], el Reproducing Kernel
Particle Method (RKPM) [32] y el RBF [33, 34, 35, 6, 7] son algunos de ellos.

En 1982, Frank [35] compard 29 métodos de interpolacién con funciones analitcas
de prueba bidimensionales. De acuerdo con ello, uno de los métodos méas poderosos es
el multicuddrico diferenciable continuo MQ-RBF (RBF que usa como funcién de base
radial el multicuddrico), descubierto por Hardy [33, 34]. Ha sido mostrado por varios
autores que el MQ-RBF, para el problema de interpolacion, posee algunas propiedades
muy poderosas. Madych y Nelson [36] probaron que la interpolacién con el MQ-RBF
es exponencialmente convergente.

En 1990, Kansa [6, 7] modific6 el método MQ de Hardy [34] para resolver PDEs.
Desde entonces, resolver PDEs usando RBFs ha sido usado para diferentes tipos de
aplicaciones. Fedoseyev et al. [37] demostré que las soluciones de PDEs elipticas con-
vergen exponencialmente requiriendo menor niimero de puntos y operaciones que FDM,
FVM y FEM. Las principales ventajas del esquema MQ-RBF sobre los métodos tradi-
cionales, es que posee ordenes de convergencia mayor, requiere menos puntos y es facil
de implementar en méas de una dimensién. Por otro lado, la principal desventaja de
aplicar MQ-RBF a sistemas de PDEs, es que la matriz resultante de coeficientes puede
llegar a ser mal condicionada tanto como el rango de la matriz crezca.

El costo de incrementar la precision en RBF, es generalmente el mal condi-
cionamiento del sistema lineal asociado que necesita ser resuelto:a mayor condicio-
namiento, se tiene menor precision y a peor condicionamiento, mayor precision. Se
han hecho diferentes propuestas para superar estas dificultades, véase por ejemplo
38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].

4.2.1. Conceptos fundamentales

4.2.1.1. Interpolacion

El método RBF es una herramienta para interpolar datos dispersos multidimensio-
nales. La facilidad con que permite manejar datos dispersos en un espacio de varias
dimensiones, y para proporcionar precisiéon espectral, lo han hecho particularmente
popular en varios tipos de aplicaciones. Algunas de las mas recientes son cartografia,
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redes neuronales, imdgenes médicas y solucion numérica de PDEs [47]. En este trabajo
se aborda la interpolacion y la solucion de PDEs.

Un problema comin en muchas disciplinas de la ciencia y la ingenieria es la
interpolacién de datos dispersos. Cuando se trata de datos en una dimension, existen
muchos métodos para resolver el problema. La mayoria de ellos (e.g. las interpolaciones
polinomial y de Fourier) tienen base en la misma idea: para un conjunto de n puntos
{z; };.L:l y sus valores correspondientes {f;}7_,, se elige un conjunto de funciones base
{¥j(7)}5_, tal que una combinacién lineal de estas funciones satisface las condiciones
de interpolacion. Para ser més especificos, se busca una funcién u(x) de la siguiente
forma

u(w) = Y wit (o) (4.9)

donde u(z;) = f; parai = 1,...,n. Las condiciones de interpolacién conducen a un
sistema lineal de ecuaciones el cual determina los coeficientes de expansiéon w;. Para
muchas opciones de funciones base (), se garantiza que el sistema lineal sea no-
singular, siempre que los puntos {z;}}_, sean distintos.

Para datos en mds de una dimensién (i.e. z y x; no son escalares sino vectores
z,r; € R®1). el enfoque arriba descrito entonces ya no funciona. Puede mostrarse que
para cualquier conjunto de funciones base {;(x)}7_; (n > 1) (independiente de los
puntos dados), existen conjuntos de distintos puntos {x;}? ; tales que el sistema lineal
de ecuaciones para determinar la expansién de los coeficientes llega a ser singular (i.e
no existe un interpolante de la forma (4.9)). Este resultado es generalmente referido
como el teorema de Haar [48].

Este problema de la no-singualridad puede ser evadido siguiendo un enfoque
diferente para crear una funciéon de interpolacién. En lugar de tomar un conjunto de
combinaciones lineales de un conjunto de funciones base que son independientes de los
puntos, se toma una combinacién lineal de mapeos de una sola funcién base que es
(radialmente) simétrica con respecto a su centro. Este enfoque del cual fue pionero R.
L. Hardy [33] es conocido como el método RBF.

4.2.1.2. Desarrollo del método multicuadrico

El método RBF es una versién generalizada del método multicuddrico (MQ) desarro-
llado en 1968 por Hardy [33]. Inicialmente él propuso para un conjunto n distinto de
puntos fuente esparcidos {z;}}_, y sus valores correspondientes {f;}}_, la siguiente
funcién de interpolacion

u(z) = iwﬂx -z, (4.10)

donde los coeficientes w; son determinados por colocacién, i.e. u(z;) = fi,i =1,2,...,n.
Geométricamente, esto corresponde a interpolar los datos por una combinacién lineal
de n mapeos del valor absoluto de la funcién base |z|, donde el vértice de cada funcién
base es centrado en uno de los puntos fuente. La figura 4.3 muestra una funcién con
n = 13 puntos usando esta técnica.
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Figura 4.3: Interpolacién de algunos datos dispersos usando la ecuacién (4.10). Los
puntos fuente estan marcados con circulos.

El problema con esta representacién es que la funcién tiene un salto en la primera
derivada en cada punto. Mientras esto puede modelar precisamente el comportamiento
en una fractura, no permite usar las técnicas del calculo para encontrar maximos y
minimos. Hardy resolvié este problema reemplazando la funcién base de valor absoluto
(4.10) por una continuamente diferenciable. El propuso usar la funcién base v/c2 + 22 (i.
e. la curva superior de una hipérbola), donde ¢ es alguna constante arbitraria diferente
de cero, por su similitud con la funcién de valor absoluto [49]. La nueva funcion de
interpolacién entonces es

u(z) = i:le\/& + (x — z;)?, (4.11)

donde w; son nuevamente determinados por colocacion. Para ¢ # 0, (4.11) conduce
a un interpolante continuamente diferenciable, y para ¢ = 0, (4.11) es equivalente a
(4.10) y la misma interpretacién aplica para este nuevo método. Aunque, en lugar de
la funcién base del valor absoluto, este método corresponde a tomar una combinacion
lineal de mapeos de la funcién base hipérbola. La figura 4.4 muestra una funciéon con
los mismos datos de la figura 4.3 usando (4.11) con ¢ = 2.
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Figura 4.4: Interpolacién de algunos datos dispersos usando la ecuacién (4.11) con
¢ = 2. Los puntos fuente estan marcados con circulos.

Hardy encontr6 que este método no sélo proporciona una representacion precisa,
sino que las técnicas del calculo podian ser facilmente aplicadas a él. Por ejemplo la
interpolacion de los datos en la figura 4.4 podia ahora ser usada para encontrar los
puntos maximos y de inflexiéon de una funcion.

La clave principal del nuevo enfoque de Hardy, es que puede aplicarse a mas de
una dimension, lo que conduce a la siguiente definicion del método M(@Q general para
interpolar datos dispersos multidimensionales:

Definicién 1 (Método MQ) Dado un conjunto de n datos distintos (6 puntos fuente)
{z;}7_ en R? (ie. z; = (azgj),xéj), ...,a:g))), y sus correspondientes valores escalares
{fi =}j=1, el interpolante MQ de los datos estd dado por

u() = Y w/E+ [z — P (4.12)

J=1

donde [|-|| es la norma euclidiana. Los coeficientes w; son determinados por las condi-
ciones de interpolacion u(z;) = fi,i = 1,...,n lo cual conduce al siguiente sistema lineal
de ecuaciones

A wl|=|7 (4.13)

donde las entradas de A estan dadas por a;; = \/02 + |lz; — z;||?

De acuerdo a un nimero extensivo de experimentos en 1979, Franke propor-
cioné evidencia empirica de que el método MQ era no-singular (y que la matriz A de
n x n en (4.13) satisfacia la relacién (—1)"det(A) > 0) [50]. Pero no es sino hasta 1986
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cuando Micchelli [51] prueba la conjetura de Franke. Fundamenta matematicamente las
condiciones suficientes para garantizar la no-singularidad del método. Micchelli no solo
mostré que el método era incondicionalmente no-singular, sino que esa no-singularidad
podia ser garantizada cuando otras funciones base fueran usadas. Consecuentemente,
el método MQ fue reconocido como un ejemplo especifico de un método mas general.
La idea principal detras de este método general es usar el mapeo de una sola funciéon
base ¢(r) que dependa solamente de la distancia euclidiana desde su centro para crear
un interpolante multidimensional. Una funcién con esta sola dependencia es radial-
mente simétrica con respecto a su centro, por tanto estas ¢(r) llegaron a ser conocidas
como “funciones radiales” 6, como “funciones de base radial” y el método general fue
nombrado “método RBF”.

4.2.2. FEl método RBF

Con base en el trabajo de tesis de Grady B. Wright [47], se separan dos versiones del
método RBF. Uno se denota como el método RBF basico y el otro como el método
RBF aumentado.

4.2.2.1. Interpolaciéon con el método RBF basico

n

Dado un conjunto de n puntos distintos {z;}7_,

el interpolante RBF bésico esta dado por

y sus valores correspondientes { f;}7_,,

) = S wgelle - 2, ]) (4.19)

donde ¢(r),r > 0, es alguna funcién radial. Para encontrar los coeficientes w; escribi-
mos la ecuacién (4.14) para todos los puntos fijos donde el valor de u(z;) es conocido,
esto es:

u(z;) = u; = Y wjpi(r;), parai=1,...,n, (4.15)
j=1

donde ¢;(r;) = ¢;(||lz;—z;(|) y 7 = [|z; — ;|| es la distancia entre z; y ;. Esta ecuacion
puede ser escrita en forma matricial como sigue:

A w|=|r (4.16)

donde las entradas de A estan dadas por a;; = ;(r:) = ¢;(||z; — ;).

Existen varias posibles opciones de RBFs, la tabla 4.1 enlista las més usadas.
El parametro ¢ que aparece en varias de ellas es conocido como el parametro de forma:
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RBF @(r)(r > 0)

RBFs continuas

Multiquadric (MQ) o(r,c) = (r*+cA)P2,3=1,3,5..,2n+1,...
Inverse Multiquadric (IMQ) | o(r,¢) = (r? + )2, 3=1,3,5,...,2n + 1, ...
Inverse Quadratic (1Q) o(r,c) = (r* + )1

Gaussian (GA) o(r, c) = exp=<"

RBFs discontinuas

Smooth Splines (SS) o(r)=r%3=1,35..2n+1,..

Thin-Plate Splines (TPS) o(r) =1Plog(r), B = 2,4,6,....2n, ...

Tabla 4.1: Algunas funciones de base radial cominmente usadas.

Observar que ¢(r) conduce a una solucién tnica para las primeras cuatro fun-
ciones de la tabla 4.1, pero para las tltimas dos, la matriz de coeficientes correspondi-
ente a estas RBFs, puede facilmente hacerse singular. Afortunadamente Micchelli fue
capaz de incluir este tipo de RBFs en su solucién agregando algunas restricciones extras
que conducen al método RBF aumentado.

4.2.2.2. Interpolacién con el método RBF aumentado

Antes de dar una definicién para el método RBF aumentado, es necesario hacer una
definicion:

Definicién: Sea II,,(R?) el espacio de todos los polinomios de grado menor o
m + d)

igual a m. M denota la dimensién de IT,,(R?), entonces, M = ( m

Método RBF aumentado: Dado un conjunto de n puntos distintos {z;}7_, y
sus correspondientes valores { f; };?:1, el interpolante RBF aumentado esta dado por

ulz) = ilwmux “nl)+ X xe R (4.17)

donde {pi(x)}L, es una base para Il,,(R?) y ¢(r), 7 > 0, es alguna funcién radial. Para
tomar en cuenta las condiciones de los términos polinomiales adicionales, las siguientes
restricciones son impuestas:

n
ijpk(gj) =0, k=1,2,...., M. (4.18)
j=1
La expansion de los coeficientes w; y «y;, son entonces determinados por las condiciones

de interpolacion y las restricciones (4.18), lo cual conduce al siguiente sistema lineal
simétrico

= (4.19)
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A es la matriz en (4.16) y P es la matriz de n x M con entradas py(z;) para j =1,...,n
yvk=1,...,M.

Como puede observarse, al agregar las restricciones polinomiales al método bési-
co, este método aumentado siempre proporciona las condiciones suficientes para garan-
tizar la solucion tnica.

4.2.2.3. Solucion de PDEs con el método RBF basico

Los primeros intentos para resolver PDEs con el método RBF, fueron realizados por
Kansa [6, 7] en 1990. Desde entonces, se han hecho varios estudios para investigar
la aplicabilidad de este método en aproximar numéricamente la soluciéon de PDEs
de diferentes campos de estudio. En contraste con los métodos numéricos estandares
como FDM, FVM y FEM, en RBF los operadores diferenciales de una PDE nunca son
discretizados, sino que cada uno de ellos es aplicado a las funciones base directamente
46].
Considerar la siguiente forma general de un problema de valor en la frontera:

Lu(z) = f(z) in Q € R?

Bu(z) = h(z) on 09, (4.20)

donde x € Q, L y B son operadores diferenciales arbitrarios en el dominio €2 con
frontera 0f), respectivamente.

Asumir que existe un nimero n total puntos de colocacion X = {z;}7_, € Q,
donde Q = QU 09 es conocido como la cerradura del dominio. Sea n; el nimero de
puntos interiores en ) y ng el nimero de puntos en la frontera 02, de tal forma que
n = n; + ng. Sustituyendo la ecuacién (4.15) en la ecuacién (4.20), el problema de
valor en la frontera puede ser escrito como sigue:

ijﬁ%pj(ﬂz’) = f(x:) = fi, para i1 =1,...,ng
" (4.21)
> wBej(ry) = h(x;) = hy, para i=nr+1,.., n.

j=1

Para encontrar los coeficientes w; es necesario resolver el siguiente sistema lineal
de n x n:

Loi(r1) - Lon,(r1) | Longsa(r1) o Lon(r) wy N1
L:(Pl(Tnz) T Lpn, (7“7”) ‘C@nz-&-l(rm) o L‘Pn(Tm) Wn _ S
Bp1(rn+1) o Bon, (Tny 1) |Bongt1(tny11) o0 Bon(rn 1) Wnr+1 I
B‘Pl(rn) e Bon, (Tn) B‘Pn1+1(7’n) ce Bg&n(rn) Wn, hn,

(4.22)

Definiendo las submatrices Ly, L1s, Bo; y Bss donde
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Ly; con los elementos Ly;(r;), para i,j = 1,...,ny,

Ly con los elementos Loy,(r;), parai=1,...n7, j=n;+1,...n,

By, con los elementos By, (r;), para i =n;+1,...,n, j=1,...,ng,

By, con los elementos By,;(r;), parai=n;+1,..,n, j=n;+1,...,n,
A =w, ..., wn]T,

F = [f17"'7f’rL[]T7

H = [hps1,sha]" y
Ly Lo

G p—
[Bm Bm]

El sistema (4.22) puede escribirse como:

F
G Al = (4.23)
H

donde G es conocida como la matriz de Gramm.

La solucién del sistema (4.23) proporciona los coeficientes w; que son requeridos
para aproximar u usando (4.14). En principio, con esta técnica es posible encontrar el
valor de u en cualquier lugar dentro del dominio de §2. El método de colocacién con
RBFs es muy simple y sin necesidad de generar una malla. Puede ser directamente
aplicado a una, dos, tres 6 mas dimensiones.

4.2.2.4. Solucion de PDEs con el método RBF aumentado

El método RBF aumentado agrega restricciones polinomiales para garantizar la solu-
cién unica de (4.17), si se sustituye esta ecuacién en (4.20), resulta

n M
S wilei(ry) + > arlpe(z;) = f(z;) = fi, para i=1,..,n;
=t k=t (4.24)

n M
> wiBej(ry) + > arBpi(z;) = h(x;) = h, para 1=n;+1,..,n.
j=1 k=1

El sistema junto con las restricciones polinomiales puede ser escrito en forma
matricial como sigue

WB PB||,|=|H (4.25)

WL PL l A] F
Pt 0 0

donde A = [ay, ...,ap]T es el vector de coeficientes para el polinomio, 0 es una matriz
de M x M cuyos elementos son cero, 0 es un vector de M elementos igual a cero y
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WL es una matriz de ny x n con elementos L;(r;), para i =1,...,ny, ji=1,..n,
WB  es una matriz de ng x n con elementos By;(r;), parati=mn;+1,...n, j=1..,n,
PL  es una matriz de n; X M con elementos Lpy(x;), parai=1,...,ny, k=1,... M,
PB  es una matriz de ng x M con elementos Bpy(z;), parai=n;+1,..,n, k=1,..,M,
PT  es una matriz de M x N con elementos py(z;), parai=1,...n k=1,...,M.

4.3. SLS y RBF para el modelo Buckley-Leverett

Aplicando el algoritmo IMPES presentado al inicio del capitulo con los pasos de la
simulacion de lineas de corriente de la seccion 4.1.3 y, resolviendo con el método RBF
las ecuaciones planteadas, se obtiene el algoritmo 2 que integra los tres conceptos y
produce de manera méas rapida y precisa, la simulacion del desplazamiento de aceite
por medio de agua en un yacimiento petrolero.

Algoritmo 2 SLS-RBF

1: Definir condiciones iniciales y de frontera del problema.

2: Mientras t < 1,,,,, hacer

3:  Resolver la ecuacién de la presion implicitamente con RBF, tomando como en-
trada los valores de saturacion del paso anterior.

4:  Calcular el campo de velocidad usando la ley de Darcy y la presion previamente
calculada. Aqui se usan los coeficientes de RBF obtenidos en el paso 3.

5:  Trazar las lineas de corriente usando el método de Euler hacia adelante con la
velocidad total del fluido.

6:  Calcular el tiempo de vuelo 7 a lo largo de las lineas de corriente.

7. Resolver las ecuaciones de transporte (saturacién) a lo largo de las lineas de
corriente. Estos cdlculos se realizan en términos de las coordenadas TOF y se
aplica RBF nuevamente.

8:  Transformar la soluciéon de la saturacién de coordenadas TOF, a coordenadas
espaciales.

9: t<«t+ At

10: Fin Mientras

4.3.1. Solucién de la ecuacion de la presion

La ecuacion de presion a resolver es la (3.21). Definimos la siguiente funcién de flujo

0
kll 0 oz 8]9 8p
F — — — — _— — —_— . 4.2
1 ﬁ)\Vp [ O kQ;| )\ @ ( kll)\ax, kgg)\ay ( 6)
dy

Haciendo un poco de algebra se obtiene
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V. (-EAVp) = V- (E)=0
OF;, % 0
Ox oy

T A N7 AN B N

= o |0z (Aﬁwﬂ 22 [fw ( 8y>} 0
[ @+ Ipor| ﬁ p OA
17022 " 0z 0x Faz a Yoy oy

L (2 o5y [32 o () (3)] -

Dada la forma de las permeabilidades relativas se obtiene la siguiente férmula
para A:

(4.27)

1

S-S 1-S,,—8
\ = rw ro 4.2
1— Srw - Sro [ Hw * Ho ] ( 8)
Por lo tanto su derivada es
15)) 1 1 1
n = _ | =C. 4.2
05 1 - Srw - S [MW :uo‘| C ( 9)

Dado que todos los pardmetros en la ecuacion (4.29) son constantes, resulta que
esta ecuacion es constante y sustituyéndola en la ecuacién (4.27) se obtiene

0%p op 0S 0%p dp 98
= = — _ _— —_ _ = (. 4
V. (“EAVD) = —kn | A o +C 010z b | A G540 50 50 =0, (430)
n—1 n TL n—1 1 n n —1

Para esta tltima ecuacion, la presion se calculard en un tiempo n, mientras que la

saturacion se supone conocida de un tiempo anterior n — 1. Esto permite el calculo
05 (z; 08 (x;

de)\,deﬁyde (z:)
ox dy

incognita tinicamente a la presion.

, v por lo tanto la ecuacién se linealiza, teniendo como

Para aplicar el método RBF a la solucién de la PDE (4.30) se realizan los si-
guientes pasos:

@ Se discretiza el dominio del problema esparciendo puntos en él.
Se tiene un nimero N total de puntos de colocacion X = {z;}, € Q,
donde Q = QU IO, U 90, U Q3 U 9Q.
2 es el conjunto de puntos en el interior del dominio y 0€2; para ¢ = 1,2,3,4,
es el conjunto de puntos contenidos en la las fronteras 1, 2, 3, 4 respectivamente
como se muestra en la figura 4.5.
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50 0
o | L Oy

Figura 4.5: Puntos esparcidos en el dominio.

© Se determina el nimero de puntos que hay en cada conjunto:

©

Sea N; el nimero de puntos contenidos en el interior {2 del dominio.

©

Sea Np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 0€2; del dominio.

Sea Np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 0€2, del dominio.

©

Sea Np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 0€23 del dominio.

©

Sea Np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 0€24 del dominio.

©

© Se plantea el problema de valor en la frontera

Lu(z) = f(z) in Q € R?

Biu(xz) = hy(z) on 082,
Bou(z) = ho(z) on 09y, (4.31)
Bsu(z) = hs(z) on 093,
Byu(x) = hy(z) on 0€y,

de acuerdo con la ecuacion (4.30), se tiene que

2 2
AL R B e

L= —ky [AJFO o 8y6y]7 uz)=p y flz)=0.

(4.32)
Las condiciones de frontera que se imponen para este problema son:

0x? Ox Ox

o Frontera 0f2;.
Se impone una razén de inyeccion de agua constante (g;") A = 3,4722e —
07m/s, por tanto se tiene una condiciéon tipo Neumann

JOp -
—Men—=g9," 4.
15 9p > (4.33)
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para esta ecuaciéon

0
I

en el apéndice B se muestra cémo llega
o Frontera 0€)y y 0€y.

Bl == _)\kll

No hay flujo: — =
dy
mann, entonces
0
Bgza—y:O, u(z) =
By = By =0, wux)=

o Frontera 0€)s.
Se impone una presién constante P,
tipo Dirichlet, entonces

Bs =1,

u(z) =p y

u(z) =p

hi(z) = g, (4.34)

y

r a la ecuacion (4.33).

= 0, por tanto se tienen también condiciones tipo Neu-

(4.35)

(4.36)

le 4+ 07 pa, se tiene una condicién

hs(z) = le + 07 pa, (4.37)

@ Se aplican los operadores diferenciales a la funcién de base radial directamente.

o Aplicando el operador diferencial £ de

la ecuacién (4.32) se tiene

N N 1
2*p;( sog T 95(z;)
~hu %)) (;—:w] ) (z_: ) ( ox ) -
- : (4.38)
B =~ 9 - 5% )\ (9S@)\| _
e st (75 v (250 ) (250 -

Aqui se supone que la saturacién S se conoce en cada uno de los
puntos dispersos en el dominio en el paso de tiempo anterior, por lo tanto
se usa el método RBF para encontrar una ecuacion de S que los interpole.
Esta ecuacion nos permitira a su vez, conocer su derivada en cada uno de

ellos de tal forma que

05(x) _ 5, (i) 05(x) _ 5, 0pilri) _
Ox _;wsj o dy _j;wsj' oy para i=1,..,N,
(4.39)
al sustituirlas en la ecuacién (4.38) se obtiene
i N N N ]
0%p;(ri) O (r:) Oepj(r:)
— ki1 [A(S(:)) (Z Wi |+ O 2w | | e g, +
L Jj=1 j=1 j=1 ]
[ N N N ]
890 ) ’(rz)
ks | A(S()) (; a ) +C (Z w, % ) (;w . ) o,
i " (4.40)

47



4.3. SLS y RBF para el modelo Buckley-Leverett 4. MODELO NUMERICO

en el apéndice C se muestra como llegar a la ecuacién (4.39).

Con operaciones algebraicas, la ecuacion (4.40) puede escribirse fi-
nalmente como sigue

Jj=1

N
—koo (A(S(ml)) g g i) +Cas05:(y7”z‘) Zwsi 3@5?(;1')) } =0

Jj=1

N N
>y @;(ri) dpj(r:) 3 9pj(ri)
< w] {_kll ()\(S(.TZ)) 6 2 + C 6]} wsja]j)

(4.41)
donde observamos que las incégnitas son los coeficientes w; los cuales se
encontraran al resolver el sistema lineal.

o Aplicando el operador diferencial B; de la ecuacion (4.34) se tiene

p

N
T in .
—k11 [ Z QPJ ] =g parai= N;+1,...,N;+ Npg,. (4.42)

o Aplicando el operador diferencial B, de la ecuacion (4.35) se tiene

N

D (ri
3w, 250 _ parai= Ny + Np, 41, Ny + Np, + N, (4.43)
— 7 oz

o Aplicando el operador diferencial B de la ecuacién (4.37) se tiene

N
> wip(r;) =1e+07  parai=N;+Np, +Np,+1,.... N+ Np, + Np, + Np,. (4.44)
j=1

o Aplicando el operador diferencial B, de la ecuacién (4.36) se tiene

N
Ti) ‘
Z ('0] = para i = N; + N, + Np, + Np, + 1, ..., N. (4.45)

@ Se construye el sistema lineal (4.23).
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Al expandir las sumatorias del paso 4, se construye el siguiente sistema lineal

‘Cg&l(rﬂtl) ‘C@N(Tal) Wayy 0
l:(pl (raz) [’@N(raz) Way 0
81@1(7"[31) BlQDN(T[ﬁ) W, g;n
Bipi(rp,) Bipn(rs,) | | ws. g5
BQ‘PI (T'Yl> BQQDN(T’YJ Wry, 0
82901 (T’Yz) BQ@N(T"/Q) Wy, 0
Bspi(rs,) Bspn(rs,) ws, le + 07
Bzpi(rs,) Bzpn(rs,) | | ws, le 407
84901(761) B4‘PN(T61) We, 0
Bypi(re,) Bypn (re,) We, 0
donde

a1 = 1 y Qg = NIa

B1=Nr+1 y B2=N;+ Np,,

7 =Nr+Np, +1 y 2= Nr+ Np, + Npg,,

0y =N;+Np, + Np, +1 y 02=Nr+ Np, + Np, + Np,,

61:NI+NBl+NBg+NBg+1 y 62:NI+NB1+NBZ+N33+NB4:N~

(4.46)

Resolviendo el sistema lineal (4.46), se obtienen los coeficientes de expansién w;.
Con estos valores, es posible entonces conocer el valor de la presién del aceite
en cualquiera de los puntos del dominio por medio de su siguiente ecuacién de

interpolacion

N
plz;) =Y wijp;i(r;) parai=1,..,N.
=1

(4.47)

Se obtiene asi la solucién de la ecuacién (3.21) con el método RBF. En este caso
la funcién base que se elige es MQ.

4.3.2. Calculo del campo de velocidad

Se calcula la velocidad para cada punto del dominio donde la presiéon ya se conoce

segun la ecuacién (4.47).

De la definicién de la ley de Darcy para flujo multifasico (véase ecuacion A.5) se

w= S = Bl — g

El sistema de este problema consiste de dos fases: agua (w) y aceite (0), por lo

tiene que

tanto la velocidad total es:

U= Uy + Uy,
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Sustituyendo la ecuacién (A.5) en la (4.48) y tomando en cuenta que g = 0, se
obtiene
u=—kA(Vpy) — EXo(VDy). (4.49)

Dado que no se consideran los efectos de la presion capilar:
Pe = Do — Pw = 0 = p, = py, por tanto la ecuacién (4.49) puede escribirse como

u = _k()‘w + )‘0)<vpo)' (450)

La movilidad total A = Ay + A, sustituyéndola en la ecuacién (4.50) se obtiene

u=—kXVp) (4.51)
donde p = p,.
La ecuacion (4.51) puede escribirse de la siguiente forma
kin 0 %ﬁ k‘n%
U= —\ = - . (4.52)
0 kn) \3 kgl
dy dy

Usando las derivadas del interpolante RBF (véase el apéndice D), y sustityéndolas
en la ecuacién (4.52) se obtiene la relacion (4.53), que permite conocer la velocidad en
cada punto del dominio y por tanto el campo de velocidad.

T
N dp,(r) > Opi(ri)
Q(&l) = -\ (kll ; w; o s k22 ]z::l w; ay (453)

4.3.3. Trazado de las lineas de corriente

Se usa el método de Euler hacia adelante [28], el cual tiene por objeto obtener una
aproximacion de un problema bien planteado de valor inicial

‘Zg =f(t,y), a<t<b, yla)=oa. (4.54)
En la préctica, no se obtendra una aproximacién continua a la solucién y(t); por
el contrario, se generaran aproximaciones a esa soluciéon en varios valores, llamados
puntos de red, en el intervalo [a, b]. Una vez obtenida la aproximacién en los puntos,
podemos obtener por interpolaciéon la soluciéon aproximada en otros puntos del inter-
valo.
El método de Euler construye g; ~ y(t;) para cada ¢ = 1,2, ..., N. Por tanto,

Yo = @,

4.55
Uiv1 = Ui + hf(ti, vi), para cada ¢ =0,1,..., N — 1. ( )

Asi, si se ponen particulas de prueba en la frontera 0€2;, se puede encontrar la
trayectoria que describe cada una en el campo de velocidad.
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Se sabe que el tiempo de vuelo 7 de una particula a lo largo de una linea de
corriente trazada desde una fuente a un sumidero esta dado por la ecuacion (4.1)

s (&)
T = / d€.
o |u(é)]
De esta ecuacién se tiene que una particula de prueba se mueve a la velocidad
intersticial de
u(§)  d§

o) ~ dr (4.56)

donde 7 es el tiempo de vuelo y & es la distancia espacial a lo largo de la linea de
corriente.
Ahora, resolviendo con el método de Euler hacia adelante como en (4.55) se tiene

§(Ti1) = &(7) + hf (7, €(7)) (4.57)
donde si f(r,&(m)) = Zf_ = Zég, la ecuacion (4.57) puede escribirse como
i

Tomando en cuenta que el problema se resuelve en dos dimensiones, la velocidad
en cada punto tiene una componente en x y otra en y. Entonces, la aproximacién de
los puntos en que se va moviendo la particula de prueba con ambas componentes, se
obtiene con

ul] (6)
o(§)

ut(e)
¢(£)

(7)) = M () + h N ri) = M (m) + 1 (4.59)

4.3.4. Calculo del tiempo de vuelo 7

Una vez trazadas las lineas de corriente con el método de Euler hacia adelante (4.59),
se conoce el valor de £(7), donde 7 es el tiempo de vuelo total que necesita la particula
de prueba para viajar de la frontera 02, a la frontera 0€)3

4.3.5. Solucién de las ecuaciones de transporte con el método
RBF

Resolver las ecuaciones de transporte (saturacion) a lo largo de las lineas de corriente,
implica resolver la ecuacion (4.8)

95, R _,
ot or

para cada linea de corriente, donde se ha hecho la transformacién de coordenadas
espaciales a coordenadas en términos de TOF.
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Por la regla de la cadena y haciendo S = Sy, la ecuacién (4.8) puede escribirse

como 0S  OF, S
o ZrwEE 4.
ot T 98 or (4.60)
De forma analitica
F 1-S. —
8 W ’ul Sro Srw (E5)

S 2 0
: (S—Srw+’“”(1—sm—5)>

o

los detalles de como se llega a esta relacion, pueden verse en el apéndice E.
Para construir la solucién de (4.60) en términos de RBF, la funcién base MQ
y sus derivadas se asumen fijas y los coeficientes varian en el tiempo, esto es ¢; = 1;(1).

@ En este caso el dominio es unidimensional sobre cada linea de corriente. La dis-
cretizacion de este dominio es la particion del intervalo [0,s] en términos del TOF.
Se tiene un nimero n total de puntos de colocacion T = {7;}"_, € Q., donde
Q, = Q, U Qs UQy,,. Las fronteras en este caso son los puntos extremos de la
linea de corriente.

© Se determina el nimero de puntos que hay en cada conjunto

e Sea ny el nimero de puntos contenidos en el interior €2, del dominio.

o Sea np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 9€2,, del dominio.
np, = 1 dado que el dominio del problema es una linea.

o Sea np, el nimero de puntos contenidos en la frontera 9€2,, del dominio.
np, = 1 dado que el dominio del problema es una linea.

@ Se plantea el problema de valor en la frontera
Lou(r)=f(r)inQ, €R
B u(T) = hy(7) on 08, (4.61)
B.,u(T) = hy(7) on 09,

En la ecuacién (4.60), sea S* ~ S(x, kAt), donde se usa un esquema de diferencias
de Euler hacia atrds [28] para aproximar la derivada temporal:

oS Sk — gkt
e A (4.62)
Usando (4.62) en (4.60) se tiene
OF, oS*
para esta ecuacion,
OF(S*1) o

=1+ At [ ] ,ou(n)=5" vy f(r)=8"1 (4.64)

oS  or

Las condiciones de frontera que se imponen para este problema son:
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o Frontera 0€2,.
En cuanto empieza la saturacion de agua en esta frontera, S = 0.8 de forma
constante, por tanto se tiene una condicién tipo Dirichlet y

B,=1I1, u(r)=5" 'y h(r)=08 (4.65)

o Frontera 0€2,,.
Se impone una saturacion constante S = 0, se tiene una condiciéon tipo
Dirichlet, entonces

B,=1I,ur)=5" ¥y ho(T) =0 (4.66)

@ Se aplican los operadores diferenciales a la funcién directamente.

o Aplicando el operador diferencial £, de la ecuacién (4.64) se tiene

k—1 n e
8}7(5)] M parai=1,..,n7. (4.67)

Y Foi(ri) + At | = K
o Aplicando el operador diferencial B,, de la ecuacién (4.65) se tiene

> ¢i(1i) =08 parai=n;+1,...,n;+ng,. (4.68)
=1

o Aplicando el operador diferencial B,, de la ecuacién (4.66) se tiene

S ogi(m) =0 parai=n;+np +1,..,n. (4.69)
j=1
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@ Se construye el sistema lineal (4.23).
Al expandir las sumatorias del paso 4, se construye el siguiente sistema lineal

[’7'1 ¥1 (Tl) to £T1 <Pn(7“1) wl Sk_l

£T1301(r7l1) c ['Tl(Pn(rnj) ¢n1 = Sk71 (470)
Bﬁ ¥1 (THI-‘rl) C Bﬁ Qpn(rnf—l-l) ¢n1+1 0.8
87—2(,01<7"n1+2) T B‘rz(pn(TnIJﬂ) wn1+2 0

Resolviendo el sistema lineal (4.70) se obtienen los coeficientes de expan-
sién ;. Con estos valores, es posible entonces conocer el valor de la saturacion
en cualquiera de los puntos del dominio por medio de su siguiente ecuaciéon de
interpolacion

Zw pi(r:)  parai=1,..n (4.71)

4.3.6. Transformacion de la soluciéon de coordenadas TOF a
coordenadas espaciales

La solucién para la saturaciéon obtenida con la ecuacion (4.71), esta en el espacio 7.
Es necesario transformar el resultado a los valores que le corresponden en coordenadas
espaciales. Es decir

S(r) — S(z) (4.72)

En la ecuacion (4.59), para cada linea ¢8(7) y ¢€M)(7), dan las coordenadas de los
puntos que describen el movimiento de las particulas y estan en el espacio correspon-
diente a las coordenadas espaciales (x,y), entonces de acuerdo con (4.1), (4.72) puede
escribirse

S(r) — 5(g,) =5 GZE?;) (4.73)

donde () =&, .

De acuerdo con los resultados obtenidos en el computo de , , su componente § ,[Cy]
se mantiene practicamente constante para cada k; la que varia incrementalmente es su
componente 5,[:4, debido a que se tiene un desplazamiento horizontal por la particula
de prueba. Sin embargo, f,[f] para todas las k, no coincide con x; para todas las ¢ donde
se ha calculado la presion, atn mas, i # k.

Para poder insertar los valores de la saturacion S en las ecuaciones de la presién
p en la siguiente iteracién, es necesario encontrar S(x;) donde para cada z; se esta
haciendo el célculo de la presién p(z;). Ello se logra encontrando una ecuacién de S
que interpole todos los S(§,) de todas las lineas con el método RBF.
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Ahora, si

{&30_, es el niimero de 6 puntos distintos que describen la trayectoria de
una particula de prueba (linea de corriente), donde se ha calculado
la saturaciéon y

{{ﬁk}izl}ln:l es el nimero total M = (n)(#) de puntos del conjunto de particulas

de prueba (conjunto de lineas de corriente), donde se ha calculado
la saturacion,

entonces

M
S(zy) =Y vp(r;) parai=1,...,N. (4.74)
j=1

Para detalles del método de interpolaciéon RBF, véase el apéndice C.
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5 Modelo computacional

Para obtener soluciones numéricas con buena precision y de manera eficiente, de los
modelos matematicos y numéricos descritos en las secciones anteriores, es necesaria la
codificacion de un conjunto de algoritmos. Para ello, en este trabajo se hace uso de: el
lenguaje C++ aplicando los paradigmas de programacién orientada a objetos (POO)
y programaciéon genérica(PG); de la biblioteca Eigen para operaciones 6ptimas entre
vectores y matrices; del computo paralelo con la programacion paralela de memoria
compartida por medio de OpenMP, para paralelizar las partes del cédigo que mas
tiempo consumen; y de Gnuplot, para la graficacién de las funciones y los datos.

5.1. Herramientas del modelo computacional

Se eligi6 el lenguaje C++ porque permite desarrollar programas usando la POO y la
PG; aunque no contiene operaciones ni tipos de datos basicos de muy alto nivel, permite
definir tipos de datos abstractos de alto nivel de manera que el codigo expresa clara y
concisamente las matematicas que implementa: se pueden separar conceptos en clases
y médulos, lo cual promueve la reutilizacion del codigo; permite obtener eficiencia de
ejecucion y de uso de memoria en cada uno de sus estilos de programacion; ademas de
que trabaja en conjunto con las directivas de compilacién de la biblioteca de funciones
de OpenMP[52, 53, 54].

En este trabajo se usé Eigen [55] que es una biblioteca genérica para algebra
lineal. Permite la operaciéon con matrices y vectores, solucion de sistemas lineales y
algoritmos relacionados. Soporta desde matrices pequenas hasta matrices densas y
matrices dispersas; incluye tipos de datos estandares numéricos, complejos y tipos
numeéricos personalizados.

5.1.1. Coémputo paralelo

Remontandose a la década de los 40’s, las computadoras secuenciales tradicionales se
basan en el modelo introducido por John von Neumann, el cual consiste de una unidad
central de procesamiento (CPU por sus siglas en inglés), una memoria principal para
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almacenar informacion, un camino (BUS) sobre el cual fluyen los datos y un mecanismo
de sincronizacion (reloj).

RELOJ BELLLE CPU — BUS }— MEMORIA

Figura 5.1: Arquitectura de John von Neumann

El nimero de ciclos de reloj por segundo medidos en Hertz (Hz), caracteriza la
velocidad a la cual se ejecutan las instrucciones en la computadora. La velocidad en
este tipo de arquitectura, estd limitada por dos factores:

e raz6n de ejecuciéon de las instrucciones (ciclo de reloj) y

e la velocidad a la cual se intercambia la informacién entre la memoria y el CPU
(ancho de banda del bus de memoria),

En el primer factor, la frecuencia no puede incrementarse indefinidamente: el
consumo de energia de un chip estd dado por la ecuacion P = Cp, * V2 % f donde P
es la potencia, C, el cambio de capacitancia por ciclo de reloj (proporcional al nimero
de transistores cuyas entradas cambian), V, es la tension de alimentacion y f es la
frecuencia del reloj. Un aumento en la frecuencia aumenta la cantidad de energia uti-
lizada en un procesador [56]; atin si no se considera el consumo de energia, la maxima
velocidad a la cual puede viajar la informacion a lo largo de las conexiones entre los
componentes, es a la velocidad de la luz (3 x 108m/s), en este aspecto, reducir el tiempo
de ejecucion implicaria acortar la longitud de las conexiones, las cuales también tienen
un limite.

En el segundo factor, la velocidad esta limitada por el ancho de banda del bus de
datos. Para mejorarla existen varias técnicas como incrementar el nimero de canales
sobre los cuales el CPU accede a la memoria (Memory interleaving), incrementar la
razén de intercambio de informacién mediante el uso de una memoria relativamente pe-
quena y muy rapida (memoria chaché) y el uso de segementacién encauzada (pipline),
donde multiples instrucciones pueden ejecutarse simultaneamente, no significando es-
to, que se reduzca el tiempo que tarda una instruccion en ejecutarse, sino solamente
incrementando el niimero de instrucciones que se ejecutan al mismo tiempo[57].

Todas estas técnicas tienen limitaciones fisicas y econdémicas. Una manera alterna
de incrementar la razon de ejecucion de instrucciones, es usando multiples procesadores
y unidades de memoria conectadas a ellos de alguna manera, es decir, una computadora
paralela.
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Una computadora paralela es un sistema de cémputo multiprocesador que so-
porta la programacion paralela. De ella puede hacerse una clasificacion en dos cate-
gorias importantes: multicomputadoras y multiprocesadores centralizados [54]. Como
su nombre lo implica, una multicomputadora es una computadora paralela construida
de multiples computadoras y una red de interconexion. Los procesadores en diferentes
computadoras interactian pasdndose mensajes entre ellos; esta clasificacion es comin-
mente conocida como computadora paralela de memoria distrubuida. En contraste, un
multiprocesador centralizado, también llamado multiprocesador simétrico (SMP por
sus siglas en inglés), es un sistema mas altamente integrado, en el cual todos los CPUs
comparten el espacio fisico de la memoria global, el que a la vez, es su medio de co-
municacion. De ahi que a esta clasificiacion se le conoce como computadora paralela de
memoria compartida [54].

5.1.2. Computadora paralela de memoria compartida

Un multiprocesador centralizado es una extensién del uniprocesador de John von Neu-
mann. CPUs adicionales se adjuntan al bus y todos los procesadores comparten la
misma memoria principal (Figura 5.2). Esta arquitectura es también llamada SMP,
porque toda la memoria esta en un solo lugar y tiene el mismo tiempo de acceso para
cada procesador. Los datos privados, son aquellos que sélo un procesador usa, mien-
tras que los datos compartidos son aquellos que multiples procesadores usan. En un
procesador centralizado, los procesadores se comunican entre ellos a través de los datos
compartidos. Los disenadores de este tipo de arquitectura, deben tener en cuenta dos
problemas asociados a los datos compartidos: cache-coherency y la sincronizacion [54],
donde en el primero, al haber agregado la memoria caché para reducir la contencién
entre los procesadores para los datos compartidos y dado que el caché es una vista
de la memoria principal, deben asegurarse que los diferentes procesadores no tengan
valores distintos de la misma localidad de memoria principal; en el segundo problema,
deben asegurar la exclusiéon mutua: un solo proceso excluye temporalmente a todos los
demds para usar la(s) localidad(es) de memoria compartida de forma que garantice la
integridad de la actividad especifica.

Para programar la computadora de memoria compartida, se usa OpenMP, la
cual es una interfaz de programacién de aplicaciones (API por sus siglas en inglés) que
consta de un conjunto de directivas de compilador.
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CPU

| | | |

Memoria Memoria Memoria
Caché Caché Caché
" 4 7

Caché

| |

Memoria
Principal

CPU

"4 "4

Figura 5.2: Arquitectura de un multiprocesador centralizado genérico.

5.1.3. Computadora paralela de memoria distribuida

En este tipo de arquitectura, cada procesador tiene su propia memoria local, lo que con-
lleva las siguientes ventajas: que no exista bus de memoria compartida (evita problemas
de ancho de banda y contencién); que no haya limite para el nimero de procesadores
(depende de la red de interconexién) y que no haya problemas de cache-coherency.
Sin embargo, se tiene la desventaja de que las tareas que se ejecutan en cada proce-
sador solo operan sobre datos locales, por lo que si se requieren datos remotos, se
debe realizar una comunicacién con otros procesadores, esto implica, mayor tiempo de
consumo para construir y enviar un mensaje, asi como para recibirlo y desempaquetar-
lo. La arquitectura de una computadora de memoria distribuida aparece en la figura
5.3. Si la coleccién distribuida de memorias forma un espacio logico de direcciones, la
computadora paralela es llamada un multiprocesador distribuido, pero si los espacios
locales de direcciones son disjuntos, es llamada una multicomputadora.

CPU CPU CPU
| v | ot | v
Memoria Memoria Mermoria
Caché Caché Caché
- 7 7
. Dispositivas . Dispositivos . Dispositivos
Memoria Efs Memaoria E/s Memaoria £/s

" . - . - . ¥ . - . '

Red de interconexion

Figura 5.3: Arquitectura de un computadora multiprocesador de memoria distribuida.
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Una forma perfectamente satisfactoria para comunicar a los procesadores que
se encuentran en una computadora paralela de memoria distribuida, es la interfaz de
paso de mensajes (MPI por sus siglas en inglés), la cual es una especificacién esténdar
que comprende un conjunto de rutinas para el manejo de procesos e intercambio de
mensajes.

5.2. Algoritmo computacional

El algoritmo computacional que se ha construido para poder llevar a cabo el algoritmo
SLS-RBF de la seccién 4.3, se describe a continuacién con un diagrma de flujo (figura
5.4). El objetivo es mostrar las abstracciones esenciales con las que se ha programado
la computadora para resolver el problema de flujo bifasico en un medio poroso, y no
alejar al lector de un panorama claro de la solucién. Si él desea a detalle, revisar el
codigo en lenguaje C++ del algoritmo, puede hacerlo en

https://drive.google.com/folderview?id=0B-2gJ745cSu7TM2NnRTA3dEJEM00&usp=sharing
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5.2. Algoritmo computacional
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Figura 5.4: Algoritmo computacional
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5.2. Algoritmo computacional

Lectura de datos

Se cre6 una clase llamada InputData, la cual lee los datos introducidos por el usuario
en un archivo de texto y los imprime en pantalla. Los datos que el usuario del sistema
introduce, son los mostrados en la figura 5.5.

¥ class In
1

private:

goub
doun

int
int

int
int
int
int
doub
doub

doubl
doub
doubl
doub1
doubl
doubl
doub
doubl
doubl
doub1
doubl
doubl
doub
doubl

int
int
int

int nParticles;

double xIniParticle;

int typeLineDistribution;
double ymarg;

int TMaxLine;

goub

coup
coud

putData

le hx;
le hy;

Nx;
Ny;

rtype;
layer;
beta;
fsol;

le ep;
le c;
cl;
kll;
k22;
Srw;
Sro;
Mw;
Mo:
p_té;
s_t8;

o

R R ]

n

s_in;

e

phi;
Nx_d;

Ny d;
rtype d;

le dt;

e DT;
le TMax;

gp_in;
p_out;

5_out;

£F
1/

I
I

i
T
I
i
!
T
T
A
i
T
i
i
T
T
i
2l
i
T
1
Tr

l/
£F
7

T
1/
TF
i
T
i

7
g

Length in X axis.
Length in ¥ axis.

Number of boundary points in X axis.
Number of boundary points in Y axis.

Random's type: B-Uniform, 1-Random, 2-Random "uniform".

Randomness of the interior points.

The power of the multiquadric

Solwver: 1 Gauss, 2 GMRES, 3 GMRES-Jacobi, 4 GMRES-ACBF, 5-colPivHouseholderQr{Eigen)
Randomness of the interior points (8-1.8)

Shape parameter

Setting the shape parameter value for computing the saturation in the 1line with the RBF method.
Permeability in x-direction

Permeability in y-direction

Residual water saturation

Residual oil saturation

Viscosity of water

Viscosity of oil

P{tB), pressure initial condition

5(t0), saturation initial condition

Constant water injection at face 1, boundary condition

P{t,X), Constant pressure at face 3, boundary condition

5(t.X), Constant saturation at face 1, boundary condition

5(t.X). Constant saturation at face 3. boundary condition

Porosity

Number of desired boundary points to interpolate in X axis.
Number of desired boundary points to interpolate in Y axis.
Random's type of the points to interpclate: @-Uniform, 1-Random, 2-Random "uniform"

Number of particles that will draw the pathlines
The x coordinate of all particles

Type line distribution: 8 - Uniform, 1 - Random
The margin y's value

Period of duration of the line

Delta tau value

Delta t value for computing the saturation in the IMPES method.
TMax limit for computing the saturation in the IMPES methed.

Figura 5.5: Datos introducidos por el usuario.

Discretizacion del dominio

Se cre6 una clase llamada BoxDots, la cual calcula el niimero total N de puntos en
el dominio, el niimero NI de puntos en el interior del dominio y el nimero NB de
puntos en las fronteras del dominio. Este calculo se hace a partir del nimero de puntos
Nz y Ny que el usuario proporciona al programa (figura 5.6). Otra funcionalidad que
esta clase tiene, es la de distribuir los puntos en todo el dominio de forma uniforme 6

aleatoria.
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T Y D S Y S S S SV A S DS SO SO D S G SR
//--The domain's point generation {foundation points)

BoxDots points{inputData): // Create the number of points: NB, NI, N
points.constructDots({); // Distribute the points and assign x-y coordinates to them
points.print{); f/ Print tho dots informatiom in the screen
points.writeToFilexy("xy.dat"); // Write to a file the xy-coordinates of the points
points.writeToFilexy xnyn("xyxnyn.dat"); // Write to a file the xy-xnyn-coordinates of the points
Plot::plotData{ "xy.dat"); // Plot the constructed points

Figura 5.6: Creacién del objeto points de la clase BoxDots, para construir los puntos en
los conjuntos NB, NI y obtener el total N de ellos, distribuyéndolos de manera uniforme
o aleatoria segtin el usuario indique en los datos de entrada.

Interpolacién de la funcién de saturaciéon S

Con la clase FunctionTools, se asigna el valor inicial de la saturacién S en cada uno
de los puntos del dominio; con la clase RBFInterpolator se encuentra la funcion de la
saturacién S usando el método RBF, el cual consiste en: 1) expresar matricialmente la
expansién de la sumatoria de la ecuacién (C.1) y en conjunto con la inicializacién de
la saturacién ya realizada en cada punto del dominio, 2) resolver el sistema lineal de
ecuaciones (C.2). Con la funcién de saturacién S encontrada, se obtienen % y %.

[//--Interpolate the saturation equation with RBF through the system [Gs][Ws]=[5] (foundation points)

int M = points.get N({); // Get the total points
Mat intervals = points.get_intervals(); // Get the matrix that stores the each edge's intervals of the domain
Vec x(N), y(N), S(N): // Get the x, y coordinates and the value of the function 5, of each point

x = points.getCoordinatePoints(X);

y = points.getCoordinatePoints(Y);

S = FunctionTools::initialSaturation{N, intervals); // Initializing the saturation array.

Vec d5_dx(N), d5 dy(N), Ws{N); // The saturation's derivative vector with respect to x and y
RBFInterpolator saturation{inputData, N, x, ¥y, 5., intervals); // Interpolate the saturation function

d5_dx = saturation.get dF dx(x,y): // Get the 1st derivative of the saturation function with respect to x
d5_dy = saturation.get dF dy(x.y): // Get the 1st derivative of the saturation function with respect to y
Ws = saturation.get W(): // Get the saturation's expantion coefficients

Figura 5.7: Interpolacién de la saturacién.

Solucién de la PDE de la presiéon p

Se usan los métodos lambda y dlambda__dS de la clase FunctionTools para calcular
A(S) y 2% respectivamente. Luego se resuelve la ecuacién de la presion (4.41), la cual
se ha expresado en términos del método RBF.

En este paso del algoritmo, se presenta la dificultad de tener el valor adecuado del
parametro de forma c. Encontrar ¢ para que la soluciéon que se obtiene con el método
RBF refleje la realidad del fenémeno, es uno de los retos que en la actualidad se tienen.
Este parametro debe variarse hasta que su valor contribuya a una buena solucién.

Construir las lineas de corriente

Se crea el objeto pathline de la clase PathLine, donde con el método constructiniCoord,
se construyen las coordenadas iniciales de las particulas de prueba (el nimero de ellas,
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las proporciona el usuario en los datos de entrada).

Debido a que hay una independencia de datos entre las lineas de corriente y a
que, es la parte de computo que mas tiempo se consume para la solucién (el calculo
de la presién consume un tiempo CPU de 0.1 seg; el calculo de la saturacién consume
3.51 seg), en este paso inicia la codificacién paralela con OpenMP. Se distribuye entre
el nimero de hilos indicado por el usuario en el comando de ejecucion, el calculo de las
coordenadas iniciales de las particulas de prueba (véase la figura 5.8).

I == == == ==
// Construct the initial coordinates of each particle
void constructIniCoord()

1
xBy8 = new XY[nParticles]; //Array that has the initial coordinates of each particle
if {typelineDistribution==8) f/If the line distribution is wniform
{
#pragma omp parallel for
for{int i=8; i<nParticles; ++i)
{
fistd::cout =< "iteracion " <= i =< ", hilo " << omp get thread num()} =< "\n";
xByB[1i].x val xIniParticle;
*xByB[Li].y val {hy * {i+1)) / (nParticles + 1);

¥

Figura 5.8: Construccién de las coordenadas iniciales de las particulas de prueba.

Con la misma filosofia de codificacion paralela, usando el método Forward Euler,
se trazan las trayectorias de las lineas que pertenecen al movimiento de las particulas
en el campo de velocidad. En este calculo, se insertan los valores de las velocidades de
cada punto obtenidas con la solucién de la ecuacion (4.52) y se generan las coordenadas
del espacio TOF (véase la figura 5.9).

Calcular la saturacion S en cada linea

Continuando la codificacion paralela, se usa el método computeSaturation de la misma
clase PathLine para obtener la soluciéon de la saturacion en cada linea. Se incrementa
el paso de tiempo IMPES AT y se repite el proceso hasta alcanzar el tiempo limite
T ax definido por el usuario, véase la figura 5.10.
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#pragea omp for
for{int i=8; i<nParticles; ++i)

tmpl[0].x val = xBy8[i].x _val; H
tmpl[8].y val = xBy8[i].y val;

tSteps[i]=8;

accTime = B 7
computedX = 8; H

while [accTime <= TMaxLine && computedX <= hx)

1
tmp2 = new XY[tSteps[i]+2]; H
for{int k=0; k<tSteps[i]+l; ++k) i

tap2[k] = tmpl[k];

delete [] tmpl; /i
tmpl = tmp2; lf

f
double sat = 8; i

for{int a=8; a<N; +a) (1)
double lambdaInOnePoint = (1/(1-5rw-5ro))

8;
8;

velocity.x val
velocity.y val

for{int a=8; a<N; +a) (1)
tmpl[tSteps[i]+1].x val = dt * (1/phi} * w
tepl[tSteps[i]+1].y val = dt * (L/phi} * w
computedX = tmpl[tSteps[i]+1].x val;
tSteps[i]++:

accTime += dt;

1

wxyline[i] = new XY[tSteps[i]+1]: i
i
for{int k=8; k<tSteps[i]; ++k)

wyline[i][8].x wval
syline[i][B].y val
tSteps[i]++:

8;
tmpl[B].y val;

Figura 5.9: Trazo de las trayectorias de las
Euler.

#pragma omp parallel for
forlint nline=8; nline<nParticles; ++nline}

SIL[nline] .saturation.resize{tStepsinline]); i
SIL[nLine] .psi.resize{tStepsinLine]};
SIL[nLine] .G.resize(tSteps[nLline],t5teps[nline]};
for{int i=8; i=tSteps[nLine]; ++i} i
SIL[nLine] .psi.setZeroi); i
SIL[nLine] .G.setZero(); i
double t = 8.8; '
while{t < TMax} £
{

R S SIS S S S

/f Compute the G Matrix

int n = tSteps[nLine]; i

int mi = n-2;

for{int a=B; acni; ++a) i

forlint b=B; ben; +b) 1D

int @ = ni;

for{int b=B; b<n; ++b) i

a = ni+l;

for{int b=B; b=n; ++b) i

/f Compute the Psi vectaor
SILInLine].psi = SIL[nLine].G.fullPivHouseholderr().so

/f Compute the saturation vector
SILInLine].saturation.setZero(};
for(int a=B; aen; +a)

for{int b=B; ben; +b)
SIL[nLine] .saturation{n-2]=8.E;
SIL[nLine].saturation{n-1)=8;

t =0T i
}
}
#pragma omp parallel for
for{int nline=8; nLinesnParticles; +tnline) o
#pragma omp parallel for

oz vwwy

forlint nline=B; nline<nParticles; ++nline)

/ Colocation of the boundary points in domega_1 domain

The origin of the line

Accumulated time
Computed variable x

These actions expand the size of the array every time
Create a new bigger array
Copy values to new array

Free old array memory
Now tmpl points to new array

Forward Euler's Methed
Compute the velocity in one point

* ((sat-Srw) / Mw + (1 - Sro - sat) / Mo);

elocity.x val + tmpl[tSteps[i]].x val;
elocity.y val + tmpl[tSteps[i]].y_val;

S5izing the number of columns {steps) for the i line but
near the left boundary, one assigns the good Y value fo
/f 50, the number of steps for an i line, will be tSte

lineas de corriente usando el método Forward

Resizing the matrices

Initializing the matrix saturation with the values at t =8 (1)

/ Setting the psi wector to zero.
/ Setting the & matriz to zero.

Setting the t valee to zero.
the period while the computatiom is performed

/ Number of interior points

/ Colocation of imterior points in omega domain

oD

[ P

Colocation of the boundary points in domega 2 domain

lwe({SIL[nLine].saturation);

Increasing the t value

Order the values of SIL (-1

Figura 5.10: Célculo de la saturacién en cada linea.
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Resultados

6.1. Discretizacion del espacio

Para la presion, el dominio de estudio es un rectangulo con longitud L, = 300 m y
altura L, = 1 m. La discretizacién se hace uniforme. Esta distribucién consiste en
colocar los puntos en las coordenadas formadas por segmentos en x con longitud igual
a L,/N, y por segmentos en y con longitud igual a L,/N,, donde N, es el nimero de
puntos en L., y N, es el nimero de puntos en L.

La figura 6.1 muestra la distribucién de puntos usada.

¥y

I N N N N N N Y N N NN

0.8

0.8

[ R R P P R RN RN )
0.4
[ E R R R LR R R R N R R P R N NN N R NN R RN )

0.2

[ N R )

0 a0 100 150 200 250 o0 X

Figura 6.1: Discretizacién del dominio
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Para la saturacion, el dominio son las lineas de corriente que inician en x =0y
terminan en x = L,. La discretizacién se hace esparciendo puntos en ellas de manera
uniforme, esto es, en cada una de ellas se colocan puntos cada Ax = L, /Ny, donde Ny,
es el nimero de puntos sobre cada linea de corriente.

6.2. Solucién del problema usando FVM

En el trabajo de De la Cruz [58] puede verse detalladamente c6mo para la solucién del
problema usé el algoritmo IMPES y aplicé el FVM en la solucién de las PDEs de la
presion y la saturacion.

En este trabajo, haciendo uso de [58], se discretizo el espacio con 2500 volimenes
de control, distribuyendo 500 a lo largo por 5 de ancho y se hizo una simulacion para
300 dias. Las funciones de presién y saturacion obtenidas son las que se muestran en
las figuras 6.2 y 6.3.

1
L 1 1210
i
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210
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(a) Vista tridimensional. (b) Vista bidimensional.

Figura 6.2: Funcion de la presiéon obtenida con FVM.
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(a) Vista tridimensional. (b) Vista bidimensional.

Figura 6.3: Funcién de la saturacion obtenida con FVM.
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Presion

Para cada incremento de tiempo en el ciclo IMPES, se observéd que la funciéon
de la presién converge a la superficie mostrada en la figura 6.2. Este fenémeno pudo
observarse evaluando el error de la presién con la siguiente formula

1 N

1B = 5 3 I+ = 5| (61)

)

donde EP es el error de la presion, N es el nimero de puntos en los que se evalua la
presion y T' es el niimero de iteracion que corresponde a cada incremento de tiempo en
el ciclo IMPES.
SiT — oo, ||E?|| — 0. Este hecho permite excluir el célculo de la presién en cada
iteracion del ciclo IMPES, una vez encontrada la funcién de presion a la cual converge.
El comportamiento del error de la presiéon puede visualizarse en la figura 6.4.

1,

0,00035 . . . . . .

0.0003

0,00025 -

0,0002

000015 -

0,0001 -

-5
Gl -

0 L L L L L L
0 G0 100 150 200 260 300 360

Figura 6.4: Error de la presién para cada tiempo de simulacién.

Saturacion

La funcién de saturacién deseada en este problema, es una funcién escalén cuyo
frente de onda avanza conforme lo hace el tiempo de simulacién (véase la figura 6.5). Se
obtiene de forma analitica y se toma como referencia para medir el grado de precision
que tiene la funcién de saturacién obtenida (figura 6.3) con FVM usando la férmula

1 X »
||Es|| — N Z |SIFVM . Szflnalztzca|7 (62)

donde E? es el error de la saturacién y N es el nimero de puntos en los que se evalta
la saturacién. El error de la funciéon de saturacion obtenida con FVM con respecto a
la analitica es ||E*|| = 0.0180.
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(a) Vista tridimensional. (b) Vista bidimensional.

Figura 6.5: Funcion de la saturacion deseada.

6.3. Solucién del problema usando SLS-RBF

6.3.1. Calculo de la presion con RBF basico

Para la ecuacién de presién (4.30), se discretiz6 el dominio esparciendo puntos uni-
formemente con N, = 60 y N, = 5, y se hizo una simulacién para 300 dias.

Usando del método RBF basico, se derivo un sistema lineal de ecuaciones que
se resolvié con dos métodos de solucion de la biblioteca Eigen. Primero con el método
fullPivHouseholder@R y posteriormente con el fullPivLU.

El método fullPivHouseholderQR calcula la descomposicion QR de una
matriz. Es decir, hace la descomposicion de una matriz A en matrices P, ) y R tal que
AP = @R usando transformaciones Householder. Aqui P es una matriz de permuta-
ciones, () es una matriz identidad y R una matriz triangular superior. La descomposi-
cién hace el pivoteo completo [55].

Usando este método y variando el pardmetro de forma ¢ (mismo para todo el
dominio) como se indica en la tabla 6.1, no fue posible obtener una solucién cercana a
la obtenida por el FVM (figura 6.2), la cual se usé como referencia. La siguiente tabla
muestra los resultados obtenidos.

c Error vs FVM | Tiempo CPU [
0.0000009 | 57043305.96 0.13
1.0000000 | 57032521.53 0.08

100.0000000 | 56808179.83 0.07
300.0000000 | 52131789.66 0.05
800.0000000 | 52019708.33 0.05
1200.0000000 | 52062258.50 0.05

Tabla 6.1: Presion obtenida con RBF bésico usando fullPivHouseholderQR.
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El grado de aproximacion de la presiéon obtenida por medio de este método
con respecto a la obtenida con FVM, se evalu6 calculando el error usando la siguiente
formula

1 N
|Error| = v Z |prM —pZRBF|. (6.3)

El método fullPivLU calcula la descomposiciéon LU de un matriz con pivoteo
completo: la matriz A es descompuesta como A = P"'LUQ ! donde L es una matriz
triangular inferior unitaria, U es una matriz triangular superior, y P y () son matrices
de permutacién. Los eigenvalores (coeficientes de la diagonal) de U son almacenados
de tal forma que no resulten ceros al final. Esta descomposicion LU es muy estable y
bien provada con matrices densas [55].

Con este método se obtuvieron soluciones cercanas a la obtenida por el FVM
(figura 6.2) que se us6 como referencia. Con base en [59], se vario el valor de ¢ asignan-
dole valores como se describe en la tabla 6.2, y el grado de aproximacion se evaluo
usando la férmula (6.3). También se muestra el tiempo de CPU que se requirié para
realizar los cdlculos de cada caso. Aqui, c es el valor que se uso6 en los calculos para los
puntos pertenecientes al interior del dominio €2, ¢; para 00, ¢y para 0§y, c3 para 0€23
y ¢4 para 0€)y.

C c1 Co Cc3 ¢y | Error vs FVM | Tiempo CPU [s]
10 15 15 15 15 107830681.50 0.08
20 10 10 10 10 93190451.90 0.10
10 100 | 0.01 0.01 0.01 25767409.00 0.09
0.0009 | 100 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 | 13572852.33 0.09
0.0009 | 10 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 7407879.00 0.08
10 10 10 10 10 322196.66 0.09
85 85 85 85 85 2717.90 0.09
100 100 100 100 100 634.63 0.08
200 200 200 200 200 523.70 0.08
150 150 150 150 150 61.16 0.08

Tabla 6.2: Presion obtenida con RBF basico usando fullPivLU.

6.3.2. Calculo de la presion con RBF aumentado

Finalmente, en la solucion de la PDE de la presién (4.30), con las mismas discretizacion
del dominio y tiempo de simulaciéon de la secciéon anterior, se us6é el método RBF
aumentado para generar su sistema lineal de ecuaciones correspondiente y se resolvié
con el método fullPivL U de la biblioteca Eigen. En la tabla 6.3 se muestra, el error de
la presion obtenida dependiendo de los valores que se le asignaron a ¢, tomando como
referencia la que se obtuvo con FVM (figura 6.2), y el tiempo de CPU para realizar los
calculos.
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100 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 186.66 0.1
10 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 | 0.0009 0 0.1

Tabla 6.3: Presion obtenida con RBF aumentado usando fullPivLU.

6.3.3. Construccion de las lineas de corriente

Las lineas de corriente trazadas con el movimiento de las N, particulas cuya posicién
inicial se establece dentro del campo vectorial de velocidad derivado de la presion del
aceite, se muestran a continuacion. En la figura 6.6, tienen una distribucién uniforme.
La posicién inicial de las particulas es z; = 0y y;41 —v; = K parai = 1,2,3,...N,
y K es constante. El tiempo de CPU para trazar una linea de corriente fue de 0.015
segundos.
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(a) Distribucién uniforme.

Figura 6.6: Trazo de las lineas de corriente.

6.3.4. Calculo de la saturaciéon con Forward Euler

Para la ecuacién de saturacién en cada linea de corriente (4.60) en el espacio de -
coordenadas TOF, se discretizé el dominio (cada linea) esparciendo 100 puntos sobre
¢l uniformemente, se us6 el método RBF basico con base en Forward Euler con un
parametro de forma ¢ = 8000000 y se hizo una simulacién para 300 dias.

La saturacion en cada linea de corriente, presenta oscilaciones que crecen con-
forme avanza el tiempo de simulacién (figura 6.7) y se obtiene un error de saturacion
|E*|| = 0.2043 que se calculé con la siguiente formula

1 Y 4
”Es“ — N Z ‘SZRBF . sf‘"“lmm]. (64)
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L 1 1 I
o ] 100 160 200 260 300

(a) Vista tridimensional (b) Vista bidimensional

Figura 6.7: Saturacion en lineas de corriente usando el método RBF bésico con base
en Forward Euler.

6.3.5. Calculo de la saturacion con Backward Euler

Para la ecuacién de saturacién en cada linea de corriente (4.60) en el espacio de coor-
denadas TOF, se discretiz6 el dominio esparciendo 100 puntos sobre él uniformemente,
se usé el método RBF basico con base en Backward Euler con un parametro de forma
¢ = 5005050 y se hizo una simulacién para 300 dias.

La saturacién obtenida en cada linea de corriente es estable (figura 6.8), es la
que mas se aproxima a la solucién analitica con un error de saturacion ||E*|| = 0.0075,
que se calculé con la féormula 6.4.

I L L I
i 0 50 100 180 200 280 300

I
& ococococeoooo
Loblmbenniin

(a) Vista tridimensional (b) Vista bidimensional

Figura 6.8: Saturcién en lineas de corriente usando el método RBF bésico con base en
Backward Euler.
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6.4. Analisis de resultados

6.4.1. Resultados con FVM

El niimero de volimenes con que se discretizé el dominio de estudio para resolver con
FVM (véase la seccién 6.2), dependié del grado de precision que se obtenia para la
saturacién, la cual se evalia con la férmula (6.2). Conforme se aumenta el nimero de
puntos en el dominio del problema, la funcién resultante se aproxima mas a la solu-
cién analitica mostrada en la figura 6.5, es decir, si N — oo, el error de la saturacion
|E®|| — 0 (véase la figura 6.9), sin embargo, esto genera cada vez mayor consumo de
tiempo y memoria de coémputo.

€]

0,03 T T T T T

L L L L L L L
[} 200 400 EOO 200 1000 1200 1400 1600

(a) Escala lineal

T T
"basura.dat" —s—

-1,8 L L L L L L L L -

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
Log &

(b) Escala logaritmica

Figura 6.9: Error de la saturaciéon dependiendo del nimero de puntos en el dominio.
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Las soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales convergen a la soluciéon
analitica cuando se refina la malla. Asi si Sy es la soluciéon aproximada numérica de
la saturaciéon usando N puntos, y S es la solucién analitica, entonces para cualquier
punto x en el dominio, se tiene que |Sy(z) — S(z)] — 0 cuando N — oc.

Dado que una soluciéon numérica converge polinomialmente con orden p a la soluciéon
si existe una constante ¢ tal que |Sy(x) — S(x)| < ¢NP, podemos observar entonces
en la grafica a escala logaritmica (figura 6.9b), que al refinar la malla en el FVM, hay
mayor precision y se tiene una convergencia polinomial con orden p = 1 a la solucion,
teniendo una constante ¢ = 0.89 que es la pendiente de la recta en log N € [1.5,2.6].
Para el caso en que log N > 2.6, la pendiente tiende a cero porque el error tiende a
ser constante, es decir, en el rango de puntos mayor a 1000, se alcanza la convergencia
practicamente.

Para el equipo de cémputo en el que se programé la solucion, se discretizd el do-
minio con 2500 puntos, lo que implica tener una matriz a resolver de 2500 x 2500 =
6,250,000 nimeros de tipo double. La soluciéon 6ptima obtenida con una simulacién
de 300 dias, toma un tiempo de CPU de 234.96 segundos y un error de saturacion
| E*|| = 0.0180. Véase la figura 6.3.

6.4.2. Resultados con FVM y con la presion fuera del IMPES

Con base en lo mencionado en el apartado presion de la secciéon 6.2, se obtuvo la
solucién con la presién ya conocida (figura 6.2) y se consideré tinicamente dentro del
ciclo IMPES el calculo de la saturacién. Discretizando el dominio de igual forma que
en esa seccion, y haciendo el mismo tiempo de simulacion. El resultado obtenido fue el
mismo, con la excepcion de que el tiempo de CPU en este caso fue de 35.25 segundos.

6.4.3. Resultados con RBF y con la presién fuera del IMPES

En este método, se discretizo el dominio con 500 puntos (100 puntos por cada linea de
corriente), los cuales son suficientes para describir el comportamiento de la saturacién.
Con la finalidad de realizar una comparaciéon con un fenémeno equivalente, se calculd
la saturaciéon también para un lapso de 300 dias. El resultado que se obtuvo fue un
tiempo de CPU de 3.30 segundos y un error de 0.0075.
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Figura 6.10: Funcion de la saturacién obtenida con RBF.

6.4.4. Resultados con RBF, la presiéon fuera del IMPES y
céomputo paralelo

Se discretizo el dominio de igual forma que en la seccion anterior. Se uso OpenMP
para paralelizar el calculo de la saturacion de las lineas de corriente con 5 procesos. Se
considerando un lapso de 300 dias. La funcién obtenida de la saturaciéon es el mismo
pero con un tiempo real de computo de 1.59 segundos y un error de 0.0075. Véase la
figura 6.10.

6.4.5. Resumen comparativo

Para la simulacién de 300 dias que se ha hecho del desplazamiento de aceite por medio
de agua, la tabla 6.4 muestra del método FVM y del RBF a manera de resumen, el
nimero de puntos que se usaron en la discretizacion del dominio, el grado de precision
de la funcién saturaciéon obtenida con respecto a la analitica y el tiempo de computo
necesario para obtener la solucion. En la figura 6.11, pueden visualizarse las graficas
de la saturacion obtenidas en cada método comparadas con la analitica.

N Puntos | ||Error|| | tiempo [seg]
FVM IMPES completo 2500 0.018 234.96
FVM (presion fuera de IMPES) 2500 0.018 35.25
RBF (presion fuera de IMPES) 500 0.0075 5.67
RBF (presion fuera de IMPES) 500 0.0075 2.92
en paralelo con 5 procesos

Tabla 6.4: Resumen comparativo para un tiempo de simulaciéon de 300 dias.
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Figura 6.11: Funcién de la saturacion obtenida con FVM, RBF y Analitica.
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Conclusiones

7.1. Conclusiones

Resolver una PDE con RBF, requiere esencialmente de tres elementos: del amplio
conocimiento de la solucion esperada, del gran reto de encontrar la funcién de base
radial junto con el valor de sus pardametros caracteristicos que contribuira a ello, y de
un método iterativo eficiente para la solucion del sistema de ecuaciones cuya matriz es
densa y mal condicionada.

En este trabajo se combinaron los métodos SLS y RBF para la solucion del flu-
jo bifasico en medios porosos gobernado por las ecuaciones del modelo mateméatico
Buckley-Leverett. Resolver con RBF la PDE de la presion, implicd conocer la solucion
ya obtenida por el trabajo del Dr. De la Cruz [58] con FVM, experimentar con la fun-
cién de base radial multicuadrico y con diferentes valores del parametro de forma c,
donde el sistema de ecuaciones se resolvié con el método fullPivHouseHolerQR de la
biblioteca Eigen. Los resultados obtenidos fueron funciones de la presién incongruentes
con la esperada en todos los casos.

Posteriormente, se experimento resolver el sistema de ecuaciones con el método
fullPivLu de la biblioteca Eigen. Se obtuvo una funcién de la presiéon congruente con la
esperada pero con cierto grado de imprecision. Luego considerando la investigacion del
Dr. Kansa [59], se varié ¢ de manera independiente para cada frontera del dominio y se
obtuvieron funciones de la presiéon congruentes con la esperada a excepcion de cuando
su valor en los puntos del interior del dominio era menor que el de los puntos de las
fronteras. Finalmente, se aplicd el mismo procedimiento pero generando el sistema de
ecuaciones con el método RBF aumentado y se obtuvo una funcién para la presiéon casi
exactamente igual a la esperada. Al variar el valor de ¢, en el interior del dominio y en
las fronteras de tal forma que se aproximara mas, se obtuvo una funcién exactamente
igual a la esperada. Esto evito la desventaja que el método presenta: mayor error en
las fronteras del dominio. No fue necesario agregar puntos adyacentes.

El comportamiento de la presion que se observo en este fenémeno, es que con-
forme avanza el tiempo de simulacion, no cambia. Esto permitié encontrar la funcién a
la cual converge, tomarla como constante y excluirla del ciclo IMPES, obtiendo el mis-
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mo resultado para la saturaciéon que cuando no se excluye. Asi el tiempo de computo
tanto para FVM como para RBF' es menor.

Para el calculo de las PDEs de saturacion a lo largo de las lineas de corriente, se
aplico primero RBF con base en Forward Euler, y se obtuvo una funcién de saturacién
con oscilaciones que incrementaban su amplitud conforme lo hacia el tiempo de simu-
lacion. Esto debido a que Forward Euler por su forma explicita es inestable. Luego se
aplico Backward Euler y se obtuvo una funcién estable para la saturacién mas proxima
a la funcion escalén deseada. Su grado de precision fue mucho mayor que la obtenida
por FVM, la cual para hacerla més precisa, requirié6 de aumentar en gran medida el
numero de volimenes y por ende el tiempo y memoria de computo.

Luego de encontrar la funcion de base radial junto con los valores de sus parame-
tros adecuados para la obtencion de la solucién de las PDESs, se necesité menor niimero
de puntos para discretizar el dominio que cuando se aplica FVM, se requirié menor
tiempo y memoria de computo y se obtuvo mayor precision.

Para paralelizar el programa computacional, se observo que el mayor consumo
de tiempo de cémputo, se llevaba a cabo en el calculo de la solucion de la PDE de
saturacion a lo largo de cada linea de corriente, y tomando en cuenta que cada una de
ellas es independiente de las demés, con OpenMP se distribuy6 el calculo de cada una
en diferentes procesos. Se obtuvo la misma precision que el algoritmo serial, pero atn
con menor tiempo de computo.

7.2. Direcciones futuras

Debido al espacio y tiempo delimitados de este trabajo, de los resultados, surgen di-
recciones futuras que lo enriquecerian y que lo harian atun mas util. A continuacién,
brevemente se escriben algunas de ellas:

e Encontrar el parametro de forma ¢ por medio de un algoritmo genético.

e Resolver el sistema de ecuaciones con algoritmos iterativos eficientes combinados
con un precondicionador, como el GMRES que es un método de subespacios de
Krylov. O con el método de descomposicién de dominio el cual fue introducido
por Schwarz en 1870.

e Resolver el problema para dominios irregulares.
e Resolver el problema con el método RBF de soporte compacto.

e Paralelizar no solo el cdlculo de la saturacién sobre cada linea de corriente, sino
también la interpolacion de la presion y la solucion de los sistemas de ecuaciones.
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Ecuacion de presion

Para obtener la ecuacién de presién, primero se divide la ecuacién (4.8) por p,, con lo

que se obtiene
1 10(¢pasSa)
— | B2 Y (patta) ~ | = 0.
o [ TR (Patta) — ¢

y sumando sobre todas las fases se tiene

Z{llMJrV-(paua)—qa”:O,

~ | pa ot

desarrollando las derivadas de la ecuacién anterior se llega a lo siguiente

1 8¢ apa 8504
g {pa [paSaat + ¢Saﬁ + pa¢ 825

+paV-ua+ua~Vpa—an=0

y finalmente rearreglando y aplicando la relacién (4.12) a la ecuacién anterior, se puede
escribir

¢ 1 pa do
5 +§a:v @“Jr%:pa $Sa 5+l Vpal %:pa =0. (A1)

Se define ahora la velocidad total w como
Z Uy, (A.2)

y aplicando la divergencia a esta relacion se llega a

Vou=V-> u,=> V-u, (A.3)
Insertando (A.3) en (A.1) se obtiene la siguiente ecuacién
0¢ 1 Opa Qo
— . — —_— : —) —=0. A4
8t+v g+%:pa [nga 5 + u, Vpa] Xa:pa 0 (A.4)

Ahora, de la definicién de la ley de Darcy para flujo multifasico se tiene que

u=3ty =3 [~Era(VPa — pag)] - (A.5)
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A. ECUACION DE PRESION

Definiendo una funcién de flujo fraccional para la fase o como

Aa
fa= 7= Aa = fal (A.6)
donde A\ = Y, A, es la movilidad total y por tanto se cumple que >, f, = 1
Sustituyendo (A.6) en (A.5) se obtiene

u=—\k [Z JaVDa — Zfapag] . (A7)

Con esta formulacion de la velocidad total, la ecuacién (A.4) se transforma en una
ecuacion para la presion que se escribe como sigue

%—v Ak Zfana Zfapag +Z [¢Sapa+ va}—zq‘l:o. (A.8)

Po

[e3%
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Inyeccion de agua

Se impone una razén de inyeccion constante de agua en la frontera 02y, que va en
la direccién (1,0). Dado que la normal a dicha frontera es n = (—1,0), entonces para
imponer la condiciéon de frontera se tiene que

—n-u= g;" (B.1)
donde u es la velocidad total de Darcy.
U= Uy, + Uy (B.2)

Sustituyendo la ecuacién (4.9) en la ecuacién (B.2) sin considerar la fuerza de
gravedad g, se obtiene

w= ke - gt
= Lo = i

Tampoco se esta considerando la presion capilar, es decir P. = 0, entonces

(VP,). (B.3)

P,=P,—P,=0 = P,=P,. (B.4)

Sustituyendo (B.4) en (B.3) se obtiene

k""o kTW
u=—-k—(VFE,) —k—(VF,
Eve(vp) - KR
(B.5)
kro kro krw
u=—k—(VPF,) ( + ) :
~ Mo Ko o
De acuerdo con la ecuacion (4.10) se tiene que
k""o k'f‘W
Ao = — Yy Aw =
Ho How
las cuales al sustituirlas en la ecuacion (B.5) se obtiene
u=—k(VE)(X + Av) (B.6)
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B. INYECCION DE AGUA

Pero la movilidad total A = A\, 4+ A, entonces la ecuacion (B.6) puede escribirse
u=—Mk(VP,). (B.7)
sustituyendo la ecuacién (B.7) en (B.1) se obtiene

—n-u=n-|[M(VP,)| = g

- P,
ki 0 dr )\l
(=1,0)- 1A ( 0 k’zz) (am)] — %
L Oy
(B.8)
[ (knE
BPok
By 22
8P0 n
T, =
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Interpolacion de S

De acuerdo a las condiciones iniciales definidas en la tabla 3.1, en todos los puntos la
presion inicial es de 1.0e+07 pa y la saturaciéon es cero.

Sin embargo, al empezar la saturacion de agua en la frontera 0€2; debido a la inyeccién
constante que de ella se hace, la saturaciéon S en todos los puntos de esa frontera es
0.8 y en los demds cero. En ese instante, la movilidad A(0.8) = 1000.

La saturacion S se conoce en todos los puntos y por tanto A(S) también con la ecuacién

(5.25).

Dado que la saturacién S se conoce en cada uno de los puntos dispersos en
el dominio, se usa el método RBF para encontrar una ecuacién de S que los interpole.
Esta ecuacién nos permitird a su vez, conocer su derivada en cada uno de ellos.

De acuerdo a la definicién del interpolante basico RBF dada en la seccion 5.2.2.1,
expresamos la ecuacién que interpola los datos dispersos de saturacion de la siguiente
forma

N

S(z;) = les]—%‘(HL' —gll)  para i=1,...N, (C.1)
al expandir la sumatoria :e puede expresar matricialmente como
ei(r1)  a(r) - on(m)\ [ws 51

<P1(:T‘2) 902(:7"2) <,0N:(7‘2) w:SQ _ 5:2 . (C.Q)
901(;"N) 302(‘7"1\7) @N(TN) w;N S.N

Resolviendo el sistema lineal de ecuaciones se obtienen los valores de los coefi-
cientes de expansion wy, .

Conocidos los valores wy,, es posible obtener la derivada de la saturacion en cada
uno de los puntos esparcidos en el dominio (véase el apéndice D)

0S(z;) L Op;(ri) 0S(z;) L Op;(ry) .
T—Zwsz y By —Zwszy para 1=1,... N

j=1 j=1
(C.3)







Derivadas de RBF

Dada una funcién de base radial como la (5.10)
u(z;) = > wip;(r;)  parai=1,..n
j=1

las derivadas de la funcién u(z;) son calculadas por

D.1
Oy -+ - Oy jz:l W 0%y - - Oxy (D-1)
ou (iz) = 8()0]' (Tz)
= , D.2
ox JZ::l YiTor (D2)
Pulz;) & OPpy(ry)
or2 Z Wi g (D3)

donde r; = ||z; —EjH~
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Calculo analitico de OFw

0S

De acuerdo a la definicién de flujo fraccional de la seccién 3.1.3, el del agua es
Fy, = F.(S)=— (E.1)

donde Ay, es la movilidad del agua y A es la movilidad total. Las movilidades del agua y
la total, estan dadas por las ecuaciones (5.23) y (5.25). Sustituyéndolas en la ecuacién
(E.1), se obtiene

S - Srw
Fy(S) = - , (E.2)
S — S+ (1= 5,0 —9)
entonces OF 1—g g
w ,uw - Mro T Mrw
W — v ) E.
o (S) (E.3)

o

7 2
(S St Pra—g, - S))
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