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Resumen

En esta tesis se analizaron los procesos de recubrimiento sin reaccion quimica y con reaccion
quimica utilizando fluidos newtonianos y no newtonianos (tres versiones del fluido de Maxwell)

en dos geometrias diferentes (rodillo aplicador y placas paralelas).

Se utilizaron métodos analiticos y aproximados para resolver las ecuaciones de transporte de
cantidad de movimiento y de masa asociadas a los procesos antes mencionado. Para modelar
el proceso de recubrimiento sin reaccion quimica y con fluidos no newtonianos, se utilizaron
tres derivadas convectivas, con el objetivo de comparar el comportamiento que predicen
modelos que integran en su ecuacion constitutiva diferentes tipos de derivadas convectivas.
De aqui se obtuvo que al incluir la derivada configuracional en la ecuacion constitutiva de
Maxwell establece un modelo general, ya que arroja un parametro que modela los efectos de
rotacion en el fluido (su valor oscila entre cero y uno), se encontré que si éste parametro toma
sus valores limite, se obtienen los resultados al utilizar la derivada corrotacional o al usar la

derivada codeformacional.

Los perfiles de velocidades presentados para los diversos casos del proceso sin reaccion
quimica fueron resultado de utilizar la aproximacion de lubricacién y utilizar la teoria de
métodos perturbativos, donde el parametro de perturbacion fue el numero adimensional de

Weissenberg que relaciona el tiempo de relajacién de fluido con el tiempo de proceso.

Para el proceso de recubrimiento con fluido newtoniano en placas paralelas y con reaccion
quimica, se obtuvo una solucién analitica incompleta ya que no se pudo obtener una expresion
analitica para calcular los valores propios debido a que en el perfil de concentraciones tiene
una forma hipergeométrica no lineal dada por las funciones de Airy (asociadas al proceso

difusivo con reaccion quimica).
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Nomenclatura

s =

<

Presion dimensional fluido newtoniano

Tiempo

Perfil de velocidad dimensional en la direccién x
Presién adimensional

Radio del rodillo

Distancia caracteristica que separa al rodillo de la superficie a recubrir
(espesor de recubrimiento)

Velocidad caracteristica

Distancia adimensional en funcion de la posicion entre el rodillo y toda la
zona a recubrir

Flujo volumétrico dimensional

Parametro que modela la region de separacion
Tensor deformacién

Vector velocidad
Primera diferencia de esfuerzos normales
Primera diferencia adimensional de esfuerzos normales

Derivada convectiva de Jaumann
Derivada convectiva de Oldroyd
Derivada convectiva mixta

Numero de Weissenberg

Perfil de concentraciones dimensional de la especie B (reactivo limitante)
Concentracion inicial de la especie B (reactivo limitante)

Coeficiente de difusién de masa

Peclet de masa

Damkonhler |

Damkohler 1l



Ai
Bi

Funcion de Airy Ai
Funcion de Airy Bi

Letras griegas

e

1=

Viscosidad fluido newtoniano

Coordenada adimensional direccion x

Coordenada adimensional en la direccion y

Perfil de velocidades adimensional en la direccion x

Gradiente de presion

Flujo volumétrico adimensional
Flujo volumétrico del orden cero de la teoria perturbativa
Flujo volumétrico del orden uno de la teoria perturbativa

Tension superficial
Tensor vorticidad
Tensor de esfuerzos

Densidad
Viscosidad de fluidos no newtonianos
Esfuerzo normal en la direccidon xx

Esfuerzo normal en la direccion yy

Esfuerzo cortante xy

Parametro de rotacion de la derivada convectiva configuracional

Esfuerzo normal adimensional ¢

Esfuerzo normal adimensional nn

Esfuerzo cortante adimensional én

Distribucién de concentraciones adimensional de |la especie B (reactivo
limitante)

Parametro métodos perturbativos



£ Parametro asociado a efectos de rotacion

Q] Primera diferencia adimensional de esfuerzos normales
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Ndameros adimensionales *

Los numeros adimensionales que se presentan en este trabajo y que modelan los
procesos de recubrimiento con y sin reaccidon quimica son el numero de
Weissenberg, el Peclet de masa, el Damkholer | y el Damkhdler Il.

Numero de Weissenberg (Ws)
El numero de Weissenberg es el que caracteriza la viscoelasticidad de un fluido y
esta definido como:
0rU
W=

donde 65 es el tiempo de relajacidn caracteristico, U es una velocidad caracteristica
y L es la longitud caracteristica, la relacion entre U y L puede ser interpretada como
una rapidez de deformacion caracteristica.

Numero de Peclet de masa (Pey)

El numero de Peclet en general es una relacién entre el proceso convectivo y el
proceso difusivo, esta definido en esta tesis como:

P — UH,?
M L D

donde H, es una longitud caracteristica (espesor de recubrimiento) y el D,z es el
coeficiente de difusion de masa entre la especia A y B, este numero relaciona
entonces el proceso difusivo y convectivo de masa.

Numero de Damkohler | (Da;)

Es el numero que relaciona la velocidad de reaccion con la velocidad del proceso
convectivo de masa, esta definido en el trabajo como:

LCBOkl
Da; = ——+
™ CgoU

donde Cy, es la concentracion inicial de la especie B y k, es la constante de reaccion
Numero de Damkohler Il (Day;)

Es el numero que relaciona la velocidad de reaccion con la velocidad del proceso
difusivo de masa, esta definido como:
Ho’ky
DAB

Da” == PeM Dal ==



Introduccioén

El recubrimiento es un proceso en el cual un liquido es aplicado de manera continua
a una superficie fija 0 en movimiento a fin de producir una pelicula uniforme del

fluido sobre superficie.

La importancia de realizar el analisis a una forma en que se procesan los polimeros,
en este caso el proceso de recubrimiento, es el de conocer los parametros que
gobiernan a dicho proceso, ya que si se conocen estos se puede modelar las

caracteristicas de la pelicula de recubrimiento.

Existe una variedad de propdsitos que tiene el recubrimiento por ende hay una

correspondiente cantidad de métodos para recubrir.

El analisis para fluidos newtonianos y no newtonianos sin reaccion quimica estara
centrado en el recubrimiento con sistema aplicador que consiste en un rodillo inferior
que recoge liquido y lo lleva directamente a la superficie en movimiento donde el
fluido es presionado para generar la pelicula de recubrimiento. El espesor de ésta

se controla tomando en consideracion las caracteristicas del fluido y del equipo.

Los fluidos para modelar el proceso de recubrimiento entre placas paralelas y en

sistema aplicador fueron:

¢ Newtoniano.
¢ Maxwelliano con derivada convectiva corrotacional (FMDCor).
e Maxwelliano con derivada convectiva codeformacional (FMDCod).

¢ Maxwelliano con derivada convectiva configuracional (FMDCon).

Para el desarrollo de los modelos con fluidos maxwellianos y sus diversas
modificaciones de acuerdo a la derivada convectiva usada, se utilizd la
aproximacion de lubricacidon y se demostrd que la misma puede ser aplicada para
las condiciones de proceso a las cuales se trabajé. Se midié para probar lo anterior
los efectos causados por los esfuerzos normales y el esfuerzo cortante.

Para la resolucidn de los casos con fluidos maxwellianos, se utilizé la teoria de

métodos perturbativos.



Se modelaron cuales serian los efectos de variar la rotacion y de variar la

viscoelasticidad, la cual se encuentra representada en el numero de Weissenberg.

Uno de los objetivos fue comparar el comportamiento que predicen modelos que
integran en su ecuacion constitutiva diferentes tipos de derivada convectiva. De aqui
se obtuvo que al incluir la derivada convectiva configuracional en la ecuacion
constitutiva de Maxwell establece un modelo general, ya que arroja un parametro
que modela los efectos de rotacion en el fluido (su valor oscila entre cero y uno), se
encontré que si éste parametro toma sus valores limite, se obtienen los resultados

al utilizar la derivada corrotacional o al usar la derivada codeformacional.

Para el proceso de recubrimiento con reaccion quimica se consideré un geometria
entre placas y se utilizdé para modelar el proceso un fluido newtoniano y una reaccion
quimica de primer orden, un objetivo fue encontrar los parametros que modelan a
éste proceso, se encontré que éstos son el numero de Peclet de Masa, el numero
de Damkohler |'y el numero de Damkohler |, siendo el numero de Damkohler 1l el
parametro que complica el calculo de los valores propios y el que impida el hacer
una transformacion inmediata de funciones de Airy a funciones de Bessel de orden

fraccionario y poder obtener el perfil de concentraciones completo.

Se obtuvo para éste proceso una soluciéon analitica incompleta ya que no se
pudieron calcular los valores propios de forma analitica debido a que en la
distribucion de concentraciones las funciones de Airy (asociadas al proceso difusivo
con reaccion quimica) tienen una contribucién de la misma magnitud, lo que
ocasiona que se tengan valores propios diferentes (esto dependera de cada funcién
Airy), ademas de que la forma para el calculo de estos valores propios tiene una
estructura no lineal, por lo que se decidié dejar expresada la solucion particular en

términos de los valores propios.



Capitulo I

Proceso de recubrimiento sin
reaccion quimica

Para aquellos que preguntan cudl es la cantidad mds infinitamente pequefia en las matemdticas, la
respuesta es cero. Por lo tanto no hay tantos misterios ocultos en este concepto, ya que por lo
general se cree que si.

Leonhard Euler
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Antecedentes

Recubrimiento sin reaccion quimica

El proceso de recubrimiento es utilizado principalmente en industrias como la de
pigmentos, papel, plasticos, metales y fibras textiles (Middleman, 1978 vy
Carreau,1993). Con el propdsito de mejorar alguna de las propiedades de la

superficie del material, tales como la resistencia mecanica, brillo, color, etcétera.
Estos son algunos ejemplos en donde se utiliza el recubrimiento:

e Al papel o al cartén se le puede recubrir con un adhesivo.

e Las peliculas celulésicas, que son utilizadas en el revestimiento de una
fotografia.

e Peliculas plasticas (como en el revestimiento de la superficie magnética de
la cinta de grabacién).

o Enfibras textiles se puede recubrir para evitar que al derramarse un liquido
sobre ella no se humedezca o se moje.

e En cuanto al recubrimiento reactivo se encuentran las pinturas antigrafiti.

El proceso de recubrimiento es un proceso en el cual un liquido es aplicado de
manera continua a una superficie en movimiento a fin de depositar sobre ella una

capa. Existen diversos tipos de recubrimiento tales como:

e Con rodillo aplicador
e de contacto,

e de extrusion,

Para el caso del recubrimiento sin reaccion quimica con fluidos newtonianos y no
newtonianos viscoelasticos se centra en los procesos de “rodillo aplicador” y placas
paralelas porque el desarrollo de las ecuaciones constitutivas se resuelve de forma
aproximada al utilizar la teoria de métodos perturbativos y la aproximacion de
lubricacién, de las soluciones aproximadas se puede observar cual es la

contribucion de la parte viscoelastica y como es el perifl de velocidades, ademas de

11



que al utilizar la teoria pertubativa se observa que el orden cero corresponde a la
parte newtoniana y que el orden uno corresponde a la parte viscoelastica. Lo que
implica que el numero Weissenberg es un parametro importante en el recubrimiento

con fluidos maxwellianos.

El analisis y desarrollo de esta parte del trabajo cuantifica cual es la sensibilidad de
modificar parametros y variables del proceso de recubrimiento en el sistema de

rodillo aplicador y en placas paralelas, como se observa en la grafica 1.

12



Objetivos

Proceso de recubrimiento sin reaccion quimica

Modelar el proceso de recubrimiento de una superficie en movimiento con el
sistema aplicador (rodillo aplicador) y entre placas paralelas, con fluidos
newtonianos y no newtonianos viscoelasticos sin reaccion quimica.

Comparar el comportamiento que predicen modelos que integran en su
ecuacion constitutiva diferentes tipos de derivada convectiva.

Estimar la validez de la aproximacion de lubricacion en el proceso de
recubrimiento sin reaccion quimica.

13



1. Desarrollo y analisis del problema con fluido newtoniano
1.1.1 Caso rodillo aplicador

En la figura 1 se muestra como es éste proceso, que geometria se usara y qué

variables caracterizan en particular al sistema:

H

THG D hgxl ;’DU

Figura 1. Proceso de recubrimiento rodillo aplicador (Middleman, 1978).

Se parte de la ecuacién de continuidad:
V-u=20

6_9 dou, N dou,, 4 dou,

ot T ox "oy "oz 0

Siu= (ux,uy, uz) = (uy,, 0,0)
Considerando estado estacionario y que el fluido es incompresible

00U,

dx

ity # ()
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Al ser un fluido newtoniano se utilizaran las ecuaciones de Navier-Stokes para hallar

la ecuacion dinamica que gobierna el fluido (Bird,1976):
Notacion vectorial:

ou

0o, tourVu=—Vp+uvu+eg

Notacion indicial:

ou; ou; op 0%u;

l
— tou—=—=—+
ot T ox. T Tox, M

+ .
axkxk @Ji

La ecuacion dinamica a la que se llega, al considerar un fluido newtoniano,
incompresible, en estado estacionario, flujo laminar, proceso isotérmico,
propiedades fisicas constantes, no existen fuerzas externas y que existen las

fuerzas viscosas, se obtiene:

Direccion x:
oy, ouy duy Ouy op 0%u;  0%u, 0%,
Ot TGy TGy T, T T T G T ey T oz ) T
Direccion y:
oy, o), oy, o, op 0%uy’ 0%uy, 0%,
=2 4 ou L+ Quy <L+ QUL = — =+ + +
Q79r T QMg T O G, T O G T Ty T Taxz T aye T 92 ) T RYY
Direccion z:
ou ot oL, oL, op 0%u, 0%*u, 0%u,
P TIRL Jr P L PR PR WP TR Tl B
0= % 0% (Ec.1)
T ax dy? ’

15



Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

X y u pH
§ = 1;77:H_;(P:_x'P:
(RH,)?2 0

se observa que existe una relacién entre las escalas de longitud (H, y R), en la
variable adimensional asociada a la coordenada x, esta variable es la mas
importante ya que de ella depende el proceso de contraccion, recubrimiento y
expansion; se observa que la relacion entre la longitud de radio rodillo y el espesor

de recubrimiento estan en funcién de estas dos escalas de longitud.

La variable adimensional para la presion es funcién de la relacidon entre la presion

generada por el rodillo, la fuerza viscosa y la velocidad caracteristica, ademas de
1

. . . ., fy Hp\2
que tiene asociada un factor de caracterizacion geométrica (?) ; se toma en cuenta

que el gradiente de presion esta en funcion de la variable x.

La adimensionalizacion de la Ec.1:

1
dp OpoPo§ uURz 0P 1 uU oP
dx odPa&dx 3 0¢

0%u, dn 0 (U 6(,0) on U 9%
dy? — 9y an\H, dn
la ecuacion adimensional queda:

% ap
6_772 =% (ECZ)
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Si se considera la aproximacién de lubricacion, la cual establece que en geometrias
no paralelas, si la distancia entre el rodillo y la placa en movimiento es menor que
uno, se puede considerar que se tiene un proceso entre placas paralelas (Tadmor,
Z. Gogos, C., 2006), entonces se dice que P es independiente de n y por tanto se
resuelve la Ec.1 como se muestra a continuacion:
0%u, O0p
# dy? ~ ox
0%u, 1 1dp
ay? o 1 0x

d 10
fd( ux):f 22y
dy U ox
du, 10p

dy uox

lap
fdux—f ——y+cl)dy

Adimensionalizando la ecuacion anterior:

_ U T HouUap
=T T 2uU H, ¢

+ Cin + G,

Con lo que queda la distribucién de velocidades adimensional como sigue:
Q= L (ZE) n°+cn+cy (Ec.3)
Se utilizan las condiciones de frontera siguientes
p=1yn=0; ¢=1y n="r()

h(x)

Donde A(§) = =1+- 52 Ho 2«1 (Ec.4)
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La Ec.4 establece la forma geométrica que se considera para el rodillo.
Utilizando la condicion de frontera Ec. 1A

00

20¢
S CZ = 1
Ahora se utiliza la segunda condicién de frontera dada por la Ec. 2A

_ R dp

_ R @®dp

P 2R()dg

__h®dp

L™ 2 d¢
2dp h

_nde R dp

2 de 2H, "0ds

_n*dp h()dp
2dE 2 dE

Se factoriza 'y se obtiene que el perfil de velocidades en el seno del fluido es:

Q= Ed_f(" —hn)+1 (Ec.5)

el flujo volumétrico adimensional en el plano xy se calcula con la siguiente
expresion:

__Q _(h

2= f M(n—h(f)n)ﬂ)

n*dp h(&n*dp h
A= (Zd_f_ 4 df+>

h_3d_p_h_3d_p — _i(d_P)h3
6 dE 4 dE 12 \d¢
h3ap
12 0¢ =h-4
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Se tiene entonces que el gradiente de presion es:
dpP

h—A

fdpzf;(m hi;/1>d€

Por lo que la presion es:
h-2

P =12/’ () a¢ (Ec.8)
Greener y Middleman en 1975 (Middleman, 1978), proponen un parametro
dimensional, para describir la regidén de separacion, el cual contempla los efectos
viscosos Y la tension superficial, el cual es:

N == (R (Ec. 9)

~uu \R

Se observa que incluye la relacién del efecto causado por la tension superficial (9)

1

. Iz e . HO 2
con respecto a los efectos viscosos (u) asi como el factor geométrico (?) .

En la mayoria de los sistemas de recubrimiento industrial N es menor a uno
(Middleman, 1978 y Dutta, 1982).
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1.1.2 Caso placas paralelas

Se realiza el analisis del proceso de recubrimiento en placas paralelas, en la figura
2 se muestra el proceso. En el cual el fluido esta confinado entre dos placas, la placa
superior e inferior se mueven con una velocidad U, el fluido es presionado por la
placa superior de tal forma que se obtiene un recubrimiento de espesor H,, a
diferencia del proceso con rodillo aplicador la condicién a la frontera de la placa

superior no se ve afectada por la geometria.

v
.
»

dP [ HO

d§

v

A
v

Figura 2. Proceso de recubrimiento en placas paralela.

La ecuacién movimiento al considerar el estado estacionario, flujo laminar, proceso
isotérmico, propiedades fisicas constantes, no existen fuerzas externas y que
existen las fuerzas viscosas es la Ec. 1, ya que el proceso sigue siendo el mismo,
solo que la geometria es diferente y esto se vera reflejado en las condiciones a la

frontera
Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

x y Uy pH§
§=0 1= 95y uUL

La variable x se adimensionaliza por medio de la longitud de la placa, la variable y

se adimensionaliza a través del espesor de recubrimiento, la velocidad u, se hace

por medio de la velocidad caracteristica de la placa inferior y la presién de manera

similar a como se realizado en el proceso con rodillo aplicador.
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Al realizar la adimensionalizacion de la Ec.1 con las variables anteriores se tiene:

dp 0poPdE uUL 9P1 uU 9P
dx 0P0d&dx HE 9fL HE 0¢

0%u, 0dn 0 (U 6<p)6r] _ U 2%

dy2  dyon\H,0n/)dy H,? on?

Con lo que la ecuacion adimensional tiene la misma forma que la Ec. 2 y por ende
la solucién es la Ec. 3.Ahora al aplicar las condiciones a la frontera es donde se

vera la diferencia en el perfil de velocidades de ambos procesos.
Se utilizan las siguientes condiciones de frontera siguientes
p=1n=0(Ec34) y op=1n=1 (Ec.44)

Estas condiciones lo que expresan es que la velocidad va a ser cero en el espesor
de recubrimiento y esto tiene sentido debido a que esta placa no se encuentra en
movimiento, mientras que al estar sobre la placa va estar a la velocidad con que

se mueve la placa inferior (U).

Aplicando las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones Ec. 3A y Ec. 3B,

se obtiene que el perfil de velocidades en el seno del fluido es:
1dP
(p=5d—€(n2—n)+1 (Ec.10)
Para este caso la distribucion de velocidades solo es funcién de la posicion n , es
decir, ¢ = ¢@(n), a diferencia del proceso en rodillo aplicador donde la distribucién
de velocidades es funcién de las dos posiciones, es decir, ¢ = @(§,1n), esto esta
dado por la condicion a la frontera superior del rodillo que se encuentra expresada

por la Ec. 4.
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2. Desarrollo y analisis del problema con fluidos no newtonianos

viscoelasticos.

En esta seccion lo que se realizara es el analisis del proceso de recubrimiento
utilizando tres versiones del fluido de Maxwell esto debido a que se utilizaran tres
tipos de derivadas convectivas que sera incluidas en la ecuacion constitutiva de

Maxwell.

2.1 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva
corrotacional (FMDCor).

Basados en la aproximacion de lubricacion que establece que si la velocidad en
direccion x es mayor que el en direccion y por tanto el cambio en el componente

cortante del tensor de esfuerzo es mucho mas grande en direccion y que en

O0Tyxy

o ) lo que implica que el cambio en la presion no depende de

. ., at
direccion x (ﬂ >
ay
la coordenada y sino unicamente de la direccion x, esto siempre y cuando la relacion

de separacién entre las fronteras (no paralelas) sea mucho menor a uno, para el

caso del rodillo que la relacion entre el espesor de recubrimiento y el radio del rodillo
sea mucho menor que uno (% « 1). De lo contrario se tendria un problema mas
dificil, que implicaria resolver un problema de flujo viscoelastico de dos dimensiones
descrito por ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas.

La ecuacidon de movimiento es:

O0Txy

d
L(p-1,) =2 (Ec.11)

Con base en la aproximacion de lubricacién se argumenta entonces que la magnitud
dtyy . 0Txy . .

de —— es considerablemente menor que e Se considera, que es justamente lo

que sucede en placas paralelas (Tadmor,Z., Gogos, C., 2006).

Por lo que ahora se puede dar una solucion de la ecuacion:

dp _ 9ty
T= (Ec.12)
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Esta ecuacion tiene la misma solucion que la del fluido no newtoniano puramente
viscoso, pero el interés de esta tesis es analizar qué sucede si se tiene un fluido

viscoelastico, que no se encuentra explicito en la ecuacion de movimiento.

Para ello se emplea la ecuacion constitutiva de Maxwell, en la cual se usara la
derivada convectiva de Jaumann.

T+ 0 2= = oD (Ec.13)
Donde la variable 6; es el tiempo de relajacion del fluido y la viscoelasticidad se
encuentra incorporada en la derivada convectiva para ello se define la derivada
convectiva de Jaumann (Middleman, 1978 y Manero, s.f.), la cual se usara para

analizar un flujo con efectos rotacionales:

Dty; Oty oty 1 1
Dt ot kK ox, 2 mTmi = 5 @imTmj (Ec.14)

Se define el tensor rapidez de deformacion (Q) y el tensor vorticidad (Q)

N (aux 4 auz
ox dy dx 0z
_ ouy aux) ouy auy
2 - (ax + ay ay az (EC15)
ou ou ou ou ou
(arts) (pe%)
dx 0z dy 0z
0 (B 2r) (2
/ ay ox az \
_ ouy aux) auy
2= ( ax  dy 0 a (Ec.16)

(auz aux) (auz auy)
dx 0z dy 0z
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Ahora se sustituyen las Ec.14, Ec.15y Ec.16 en la Ec.13:

).

Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz
Txx Txy Txz 6<Tyx Tyy Ty2> a(fyx Tyy Ty2> G(Tyx Tyy Ty2> 6<Tyx Tyy Tyz
Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz Tzx Tz Tzz
Tyx Tyy Tyz |+ 6g| z + uy - +u 2 +u, 2
at ax Y ay 0z
Tzx sz T2z

WyxTox T WyyTyx T Wxz Ty
WrxTay + WyyTyy + WrsTsy
Wyx Tz T WxyTyz T WyzTz,

N |-

Woex Txx + wxyTyx + Wiz Tzx
WyxTxx + Wyy Ty + Wy 7Tz
WzxTax T WzyTyx + W75 Tox

ux (% + auy)

/ dx dy ox
(6uy %) ouy
ox ady dy

ou ou ou u
() ()
ox dz ady dz

N |-

No

Wyx Txx + Wyy Tyx + Wy Tzx
WyxTyxy T WyyTyy T Wy, Tz,
WyxTxz T WyyTy; + Wy, T4,

WyxTxy T WxyTyy + Wy Tzy
WyxTxy + WyyTyy + Wy, Tzy
WzxTyxy + WzyTyy T Wz T4y

du, . Ouy
(52 +52)
(G2+5)
0z dy
du,
dz

Wz Tax T WzyTyx T Wz Ty
WoxTay + WayTyy + Wy Toy | —
WzxTxz T WzyTyz + Wz7Tz7

WyxxTyz + wxyTyz + WyzTzz
WyxTyz T WyyTy, + Wy, Tz,
WzxTxz + wzyTyz + WzzTzz

~_
I

(Ec.17)
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Se simplifica la Ec.17 considerando las siguientes suposiciones: estado estacionario, el componente del vector de

velocidades es u = (u,, 0,0), y se sustituyen los términos del tensor de esfuerzos asi como los del tensor vorticidad.

Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz | —
Tzx Tzy Tzz
ou, Ouy ouy, Oduy Ouy  duy ouy  du, duy
/ / 0+ (G2 =5 e+ (52 - 58) te (G2 50) T+ 0me + (T2 - 58) 7 (52 )Txx+
1 | ou, Ouy ouy, OJuy Juy  duy ouy  du, ou,
20n| | 0ty + (525t + (5258t (52— 58) oy + 00y + (G2 -50) 10y (5252 Ty +
ouy 6uy) (6ux auz) (auy aux) (Ouy auz) (6uz 6ux)
OTxZ+(6y ox Tyz+ 0z ox Tzz ox dy TxZ+OTyZ+ 0z dy Tzz dx 0z Txz T

Ouy 3uy) (aux 6uz) (6ux auy) (aux 6uz) (6ux 3uy)
OT""+(ay dx Tyx T dz ox ) tax 0Ty + dy ax Tyy + oz ox ) L2y 0Ty, + dy dx Tyz +

ouy 6ux) (6uy 6uz) (auy aux) (Ouy auz) (Ouy aux)
(ax dy Txx T O‘L'yx dz dy Tzx ox dy Txy + OTyy 0z dy Tzy ox dy Txz T OTyZ
9y _ 6&) (E’L _ f’ﬂ) (fi _ %) ("L _ f’"y) (auz _ %) (61 _
(ax dz Txx T dy 0z Tyx + Osz ox 0z Txy + dy 0z Tyy + OTZy ox 0z Txz + ay
ouy
0 3y 0
Mo ouy
— 0 0
oy
0 0 O
Se simplifica la Ec.18
ouy ouy 6ux) (aux) ouy
Tex  Txy Txz 1 / ( dy ) Tyx ( dy ) Tax O ( dy Tyx dy Tyy 0 0 dy
T T T —=-6 ou ou + ou ou = ou
w )| (G (B o) |5 (e o J7m( 2
2 T T 0 T T 0 0
Tzx Tzy Tzz oy Yy oy xy oy X oy xy ay
0 0 0 0 0 0 0 0

6uz auy
(G—52) o + 07ix
auz auy
(ay — az)TW + 07, |+
6uz auy
(631 N aZ)Tyz + OTZZ
6ux 6uz
0z ZZ\
(6u |
0z ay T2z
ouy

P )Tyz + 07,

(Ec.18)

0

(Ec.19)
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Se suman los tensores de la Ec.19

aux Uy
Tex  Tey Txz ) / / ( ) (Tyy = Txx) O \
Tyx  Tyy Tyz — =6 | aux o (Oux =
(sz T,y ) 2 \\ ( yy — Txx) 2 (ay ) Txy 0

0 0
Uy
0 oy 0
No \% 0 0 (Ec.20)
oy
0 0 O

Se calculan los esfuerzos de la Ec.20, mismos que ya incluyen el término de

lubricacion:
Juy
Tax — 2052 (;;)Tyx =0 (Ec.21)
— g ("’L;x) Ty =0 (Ec.22)
Tex = —Tyy (Ec.23)
1 ouy Ouy
Txy — ;BR ( - ) (Tyy Tyx) = Mo aL; (Ec.24)
Se distribuye el signo de la Ec. 24:
1 ouy Ouy
Ty + 308 (52) Gax = T9y) = 10 52 (Ec.25)
ouy ouy ouy Juy
Tey += HR ( ) (HR ( )Tyx + 0, ( 3y ) Tyx) Mo m (Ec.26)
1 ouy ouy
Tey + 305" (52 ) (2ty2) = 1052 (Ec.27)
Ay 2 Ay
Tay (1 + 6, (22) ) = 1y 2 (Ec.28)
Tay = i (Ec.29)
<1+9R2(6L;) )
Tey = Tyx (Ec.30)

Las expresiones mas importantes son la Ec. 22, Ec.23 y la Ec. 29.
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Se sustituye la Ec.29 en la Ec.22:

(55)
Ty = OrT0 T GRZ(M) ] (Ec.31)
ay
Se sustituye la Ec.31 en la Ec.23:
(52’
Tyy = —0Og1g —2— Ec.32
vy RTo (1+9R2(‘%f)2) ( )
Considerando la expresioén dada por la aproximacion de lubricacién:
Doy (Ec.33)

dx dy

Ahora se integra la Ec. 33 para obtener una expresion de componente cortante del

tensor de esfuerzos:

[dty dy = [ dy (Ec.34)
Tey = V2t 1 (Ec.35)
Sustituyendo en la Ec. 29
dp "0%
YaTa= M (Ec.36)

Se tiene la siguiente ecuacién diferencial no lineal:

ouy
RS GNP W 1
~(yE+a)= P (Ec.37)
y

Ahora con esta ecuacion se procede a realizar el analisis del recubrimiento con los

procesos rodillo aplicador y placas paralelas.

27



2.1.1 Caso rodillo aplicador

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

3
2
0

U, y X pH

—=@; —=n; E=—1;P=—1;WszNﬁmerodeWeissenberng—

v Ho (RHy)Z WURZ

0,U

0

Se utilizan las mismas variables adimensionales para el proceso con fluido
newtoniano, pero ahora incluyendo una expresion del numero de Weissenberg,
cuyo tiempo caracteristico esta dado por el tiempo de relajacién y el tiempo de
proceso por la relacion entre la velocidad caracteristica y el espesor de

recubrimiento.
Se realiza la adimensionalizacion de la Ec.37:

Ju, Ou,dpdn  O0p 1 U do

By 0@ ondy ~ onH, Hy on

1
dp 0poPd¢ noU(RHy)Z 0P 1 noU 0P

dx 0P 0 dx 2 P) 17 H2 98
: Ho % (ruyz Mo 0%
Sustituyendo en la Ec.37:
U do
—\nHo 7 _+C1) e r—
n HS dé 2( U do
0 0 1+0R(H0 dn)
U de
nU dpP 1 _ HO d‘r]
Ho at "0t T [ (p U do)?
1+(9RH—OE)
U dg
T]U oP 1 _ HO d-r]
He 98 T mo 1T T dgV?
o 0§ Mg 1+W52(d_‘71;)
do
dpP Hy _ H

& T um T e (de)

(Ec.38)

(Ec.39)

(Ec.40)

(Ec.41)

. . . P e ap
Se realiza un cambio de variable del Ws? por el parametro € y se utiliza P’ = —y

_ Hocy

ag

C = —— es la constante de integraciéon que proviene de la Ec.36, a la que mas

Uno

adelante se da solucion a través de métodos perturbativos.
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Con lo que la Ec.41 tiene la siguiente forma:

do

NP +C=—" (Ec.42)

de
1+E( E)

Para resolver la Ec.42 se utilizara la teoria de métodos perturbativos, que tiene

como base las siguientes restricciones:

1. Se debe restringir la solucién para valores pequenos de €, ya que se sabe
que (Ec.29) tiene validez limitada (por la utilizacion de la aproximacién de
lubricacion).

2. Cuando el parametro € — 0 se tiene la solucion del fluido newtoniano.

3. Por pequefio que sea € se puede esperar que las funciones ¢(¢,7n,€) y
P(§,€) puedan apartarse de su limite (newtoniano) dando asi que el

comportamiento dependa de la € (Middleman, 1978).

Se utiliza la siguiente serie de potencias con una dependencia de € para dar solucion

ala Ec.42, donde ¢, es la solucién del fluido newtoniano.

@ =@+ Xi=1 €40y (Ec.43)
La solucién de perturbativa es:

O =@o+ep +e*p, + (Ec.44)

P =Py +€eP; +€%Py + - (Ec.45)

C=Cy+eC+€*C,+ - (Ec.46)

De la Ec.42 se obtiene el término Z—: y se sustituye las (Ec. 44, Ec.45 y Ec.46):

39 _ o b . 29)?

X =P +0) (1+e(an) ) (Ec.47)
dpo | Aoy | 280 | _ doo . _dos o 2402 V] pp /
dn-l—&‘ dn-l—é‘ dn+ —[1+6(dn+6 dn-l—é‘ dn+ )] [nPy + enP| +
€2nPy + Cy + €Cy + €2C,,..] (Ec.48)
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Se igualan los términos con factores comunes de e:

Orden cero: %" =P} + C,
. de / de 2 ’
Orden uno: d_nl =P +C, + (d_WO) (P} + Cy)

Las condiciones de frontera que se requieren son las siguientes:

h(x) 1
0= 1 enn=n(¢)= i =1+§€2

1 enn =0

Estas condiciones son validas para cualquier €. De tal forma que:

B _ h(x)
gy = 1 =R =

1 enn =20

1
=14+-=¢2
+25

(Ec.49)

(Ec.50)

(Ec. 1B)

(Ec. 2B)

Y todas las velocidades ¢, = 0 en ambas condiciones de frontera para k > 0. Ahora

se resuelve la Ec. 49:
Jdoo = [(nPy + Co) dn
Yo = %UZP(S +nCo + Coy
Se evaluan en la condicion de frontera ¢, =1y n = 0:
1=-02P§ +0Cy + Coz
Cop =1

Se evaluan en la siguiente condicion de frontera:

h
engo=1 y n=h="2=1+1g

Ho

125
1=-n?Pi+ Coh +1

(Ec.51)

(Ec.52)

(Ec.53)

(Ec.54)

(Ec.55)
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hCy = —=h2P, (Ec.56)
2 0

1

Co = —3 NPy (Ec.57)

Con lo que ¢, es:
9o = 30°P; +n(—§hP6 —%) +1 (Ec.58)
9o =3 Py(n? —hm) + 1 (Ec.59)

Para encontrar el gradiente de presion se debe establecer la condicion de

conservacion de masa, el cual tiene la siguiente forma:

h h
% =y D dy 0 21= J © o, dn (Ec.60)

Se considera que A es el flujo volumétrico y el espesor de recubrimiento. Con lo que

se puede expresar en la forma de la Ec.43.

A=Ay + €l + €A, + - (Ec.61)
Y se deduce que:

A= [ orpdn k=041, .. (Ec.62)

Se calcula A, para la ecuacién de orden cero (newtoniano) y se obtiene también el

valor de Pg:

h h ,
Ao = Jy podn = J; EPo(n2 — hn) + 1] dn (Ec.63)

h

Ao = [%773P6 — inthé + n]o (Ec.64)

Ao = zh3Py —~h*P{ + h (Ec.65)

Ao = h——Hh3P, (Ec.66)
12
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Se despeja de la Ec.66 P:

Ao —h=——h3P (Ec.67)
Py =121 (Ec.68)

Para obtener la contribucion viscoelastica se repite el método pero ahora para
calcular el valor de ¢, para ello se tiene que resolver la Ec.50, se reescribe de la

siguiente manera:

do; / 290)3
D= P+ Gy (W) (Ec.69)

d 3
Se calcula (ﬂ) :
dn
3

dog 3 , 1 ,
(W) —(Pon‘zpoh)

(22" = (Pin — 2p4n)” = n?Ri? = 302Ri2) (2P5h) + 3y (25h) = (2Pan)’

d 3 I 3 I 3 ! 1 !
(%22) =n?P* = 2n?Ph + InPiih? — L PERY (Ec.70)

Sustituyendo la Ec.70 en la Ec.69 se obtiene:
‘%’; = 0P{ + Cy +03PE —Zn2Ph +-nPPh? — - Pih? (Ec.71)
Se resuelve la Ec.71:

! / 3 1] 3 1 1.,
[do, =] [r]P1 +C, + 3P — En2P03h + ZnP03h2 - §P03h3] dn (Ec.72)

ZPI 4-PI3
7721+Cln+77 0

1 ! 3 ! 1 !
Q1 = =50 Pe’ R+ gn* P A% — S PR + Cop

P31 , P, 3, 15
o= Lt () (62 s (078

Utilizando las condiciones de frontera ¢; = 0 cuandon =0 yn = h.
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Se encuentra el valor de las constantes cuando ¢, =0yn =0:

Py3

1 ' P{ 3., 1.,
0=0%2—20-PRh+0-(2+2p2n2) +0-(C, —PA%) + Coy

4 2

COZZO
Cuando g, =0y n=~n:
P2 1 P, 3 1
4-0 3p’3 2(21 1322 1333
— — —_h3P — 4P ——Pp
0=nh ” Zh 0h+h<2+80h>+h<61 80h>

P 1 P 3 1
0 =h*——— S h*PP® + K2 — + = Pih* + Cyh — — PR

4 2 2 8 8
PI
Cih=—h*=
1 2
Py
C, = —h—
1 2

Se sustituye en la Ec.73 las constantes de integracion.
_ 4P’ 1 3.3 2 (P13 p3p2 Pi 1,33
o1 ="t IR (G 4 S PR) = (n T + L PERY)
Se calcula el valor del flujo volumétrico viscoelastico A;.

4

(Ec.74)

h h Py® 1 I P, 3 Py 1
b= Jyordn = Iy [0 5 = gnPeh et (G4 SP007) = (n 5+ P02

(Ec.75)
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h
PE 1, P{ 1 P 1
/11 = ns%_§n4po3h+n3 (El+§P03h2>_T]2 <Zlh+EP03h3>l
0

9 1
= —P’h®> — —h*P]
& 80 oh 12 1

(Ec.76)

Se calcula el valor de P;, sustituyendo la (Ec.68) en la Ec. 76:

:i(z_ﬂof s_ L 3dP
17 80\nz n3 12 d¢
3
1..dP 9(2_12,10) s_ 3
h2 A3 1

12" dé 80

APy _ 27 (12 1220\’ 45 _ oM
df_zo(hz 20) 2 — 12 (Ec.77)

Para el calculo del perfil de velocidades adimensional, aproximado a términos de

orden se utilza la definicion dada por la Ec.44.

© = @y + €@, + 0(€?) (Ec.78)

1 P31 P, 3 P, 1
=Py — ) + 1+ Ws?{n*—— —~n®PPh +n? (= + = PEh? | —n | o + = PR3
® 20(71 m+1+ S{n 4 M Pentn <2+80 n\n— t+gho

(Ec.79)
Se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales.
(Ge)
Ny = Ty — Ty = 26070 f’zyaux (Ec.80)
(1+9 (32 )
En forma adimensional:
2
0 = 2w (H")%—(?‘_(’l’)) Ec.81
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2.1.2 Caso placas paralelas

Las variables adimensionales asociadas para este proceso son las siguientes:

we oy X Hop e Weissenbera = PRU
U—(p,HO—r], L—E,UOUL— ) S = Numero ae lvelssenoverg = HO

Y son las que se utilizaron para el caso newtoniano y la expresion del numero de
Weissenberg esta dado por la misma expresion que se utilizé para el proceso con
rodillo aplicador.

Se realiza la adimensionalizacion de la Ec.31:

ou, auxagaan_u dp 1 U 0¢

dy 0@ amay ~ on Hy, H, o7
dp 0pdPo§ noUL 0P 1 noU 0P

0x 0POdEdx HX 08 L HZ 0§

Se llega entonces a la expresion dada por Ec.41 del proceso con rodillo aplicador,
por lo que se utilizara la misma técnica de resolucion (métodos perturbativos), la
diferencia se encontrara en las condiciones a la frontera, ya que no se considera la
geometria del rodillo.

Las condiciones de frontera que se requieren son las siguientes:

_{1 enn=1
" lenn=0

Estas condiciones son validas para cualquier €. De tal forma que:

_{Oenn=1
Po=1 enn=0

Y todas la velocidad ¢, = 0 en ambas condiciones de frontera para k > 0. La

solucion general esta dada por la Ec.46.

Se evalua la primera condicion a la frontera en la Ec.46.

En ¢, =1 cuando n = 0:
1
1 ZEOZP(; +OCO +C()1

Cop =1 (Ec.82)
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Se evaluan la segunda condicion a la frontera.

Eng,=1 cuando n =1:

1
1==Py+C(Cy+1

2
1 !

Coh = _EPO

Co=—3P; (Ec.83)

Se sustituyen las Ec. 82 y 83 en la Ec.46.

1 2 ! 1 4
Po =51 PO—EUPO"‘l
1.,
Po =P(n* —m) +1 (Ec.84)

Para el calculo del flujo volumétrico se utiliza la Ec. 61.
1 111 ,,
Ao = [, wodn = |, [;Po(nz -n)+ 1] dn (Ec.85)
1 1,3 1 1.2 !
Ao = [gPon — 7 bon +n]0
1 !/ 1 4
AO =€P0 —ZPO +1
do=—=Pj+1 (Ec.86)

Para obtener la contribucién viscoelastica se repite el método pero ahora para
calcular el valor de ¢4, para ello se emplea la expresion dada por la Ec.69.

3
Se calcula (%") ;
do, 3 , 1 3
(W) = (Pin -37)
d‘l’o3 r 113 3p’3 2pr2 1., 1112 113
(W) = (POU_EPO) =n°Py" =3Py )(5P0)+3(77P0)(5P0) _(EPO) (Ec. 87)
Con lo que la Ec. 87 se expresa como:

d 3 1 3 ! 3 ! 1pr
() =mRe =3P + @R — SR (Ec.88)
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Se sustituye la Ec. 88 en la Ec. 69.
d ’ ’ 3 ’ 3 ' 1.5
2L = pP{ + C; +1°Pg° _5(U2P03) +Z(7IP03) _gpo3

dn
Se resuelve la Ec. 89.
[doy = [ [nP]+ i+ 13PE =2 ?P) +2 (P§®) — 5 P2 | d

2 p! 4p’3
n Pl n Fo 1 r 3 1 1 1
91 = 5=+ Cun+ == =S’ P + on?*P’ — g Po'n + Co

P 1 , P 3, 1,
<p1=n4%—5n3Po3+n2(;1+5Po3)+n(C1—5Po3)+Coz

Utilizando las condiciones de frontera ¢, = 0 cuandon =0 yn = 1.

Se encuentra el valor de las constantes cuando ¢, = 0 cuando n = 0:

PP 1 P, 3 1
0=o4%—§03p(;3+02<71+§P53>+0<Cl—§ 53>+C02
COZ=O

Cuando ¢, = 0 cuandon = 1:

P31 Pl 3 1
0=——cP’+|5+P (C ——P’3)
4 2°+<2+80>+ t g
PE 1 P, 3 1
Ci,=——+=PP® ———=P +=P§

! 4 70 T Tglo tgho

Py
C,=——
! 2

Se sustituye en la (Ec.91) las constantes de integracion.

_ 4P’ 1 3pi3, 2(PL 3pi8)_ (PL 1p3
P1=1"7 277Po N (2+8P0) T,(2+8P0)

(Ec.89)

(Ec.90)

(Ec.91)

(Ec.92)

37



Se calcula el valor del flujo volumétrico viscoelastico 1, integrando la Ec.92.

Jo=fyoudn = [ [0 2= 22p 42 (B 202 ) = (B4 2p3) | an

(Ec.93)

M= [Enope = e e (B 2p) 2 (B Lpg?)] (Ec.94)

_Lp_lps (P 1p3\_ (P 1 ps3
M=o PP —2PR+ (24+2P2) - (2 + 2P (Ec.95)
1., 1.,

11:_§P03_EP1 (ECQG)
Se calcula entonces el perfil de velocidades adimensional aproximado a términos
de orden uno al sustituir la Ec. 84 yla Ec. 92 en la Ec.78.

'3
0

1, P 1.3, Py, 3, Pi, 1p
(p:zPo(nZ—77)+1+Wsz{n47—§n3Po3+772<71+5P03)—77<71+§P03)} Ec.97

La expresion de la primera diferencia de esfuerzos normales esta determinada por

la Ec. 80, pero en forma adimensional tiene la siguiente estructura:

2
Hy_ (ay)

0 =2Ws 3 (Ec.98)
L 1+W52(Z—‘7’;)
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2.2 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva
codeformacional (FMDCod)

Para el estudio de este tipo de recubrimiento no se van a considerar los efectos
causados por la rotacion ya que la derivada convectiva que se utilizara solo
considera los efectos causaos por la deformacion del fluido, que es el caso opuesto

presentado anteriormente.

Para describir el recubrimiento de una superficie con un flujo codeformacional se
utiliza la misma estructura de la ecuacion constitutiva del fluido maxwelliano con
derivada convectiva corrotacional Ec.13, pero en vez de utilizar la derivada de

Jaumann, se utilizara la derivada de Oldroyd, quedando la ecuacién constitutiva:

?rllltjl

+ 6z

1=

= 10D (Ec.99)

Se define la derivada de Oldroyd (Middleman, 1978 y Oldroyd 1958), la cual se

usara por ser un flujo con efectos codeformacionales:

@‘Ei]’ _ ari]- 6rij aui 8u]-

_—T .——T. —
Dt at kKoxe “®ox, ox,

(Ec.100)

Y se utilizan las mismas definiciones de las (Ec.15) y (Ec.16).
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Ahora se sustituyen las Ec.15, Ec.16 y Ec.100 en la Ec.99.

Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz Txx Txy Txz
Txx Txy Txz 6<Tyx Tyy Ty2> a(fyx Tyy Ty2> G(Tyx Tyy Ty2> 6<Tyx Tyy TyZ)
T T T T T T T T T T T T
Tyx Tyy TyZ + HR zx zy zz + Uy zx zy zz + uy zx zy zz + u, zx zy 4
at dx dy 0z
Tzx Tzy Tzz
duy duy Juy Juy ouy ouy ouy ouy ouy
Tax ox +Tyx ady t Tox 0z Txy ox T Tyy dy T Zy oz Txz dx T Tyz dy ZZ 9z
ou u u u u u u u u
- et - - - et et -y A
| Tox Py +Tyx 3y + T, py Txy Ix +Tyy 3y +sz 2 Tyz Ix +Tyz 3y +7,, 2

duy, duy, duy, ou, duy, ouy, duy, ouy, ouy,
Txxg-l_ryx ay+sz¥ Txygﬁ'l'yyg'i"[zyg TXZE-{_TYZ 3y +TZZ¥

ouy Ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy
Tyx rm + Tyy E + Tyz e Tyx rr + Tyy _ay + Tyz e Tyx rm + Tyy E + Tyz e

Ouy 0uy 0uy ouy ouy ouy ouy duy,
Tzx Ax + Tzy g T2z E Tzx ax + Tzy ay + 7, 9z Tzx g + Tzy ay + Tz E

ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy ouy
/Txxg-l' Txyg-l' szg Txx Ax + Txy ay + Ty, 9z Txxg-l' Txy@-l' szg\ \

ou ou du ou ou
Ouy (_x n _J') (_x n _Z)
dx dy ox 0z dx

u ou ou du ou
Mo (_y + _x) 9y (_y + _z)
ox dy oy 0z ay
ou u ou Ju ou
(_Z + _X) (_Z + _Y) Ouy
x 0z ay 0z 0z

(Ec.101)
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Se simplifican la Ec.101 de acuerdo a las condiciones del problema que son las mismas utilizadas para el caso con derivada

convectiva corrotacional.

ouy ouy
Tox Tay Taz 1 D g Qx Ty, 000 0 S5 0
Yy dy yy dy
Tyx Tyy Tyz |—06p + Juy =1p | dux (Ec.102)
0 0 0 by 00 0 0
Tzx Tzy Tzz 0 0 0 oy oy
0 0 O 0 0 0

Se suman los tensores y se simplifica la Ec.102.

— O | dux | =10 | owx (Ec.103)
R \ryy - 0 o/ (3= o 0/
0 0 0 0 0 0

Se calculan de la Ec.103 los esfuerzos, mismos que ya incluyen el tiempo de relajacion:

Toy — zeRryx"’(,,—L;x =0 (Ec.104)
Toy = zeRryx";—”; (Ec.105)
T,y =0 (Ec.106)
Txy—eRryy% =10 % (Ec.107)
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Se sustituye la (Ec.106) en la (Ec.107) quedando:

Dy (Ec.108)

Txy = Mo dy

Se parte de la aproximacion de lubricacion con lo que se tiene que resolver la Ec.
33 y se obtiene la solucidén general dada por la Ec. 35, por tanto se sustituye en ésta

la Ec. 108 y se obtiene la siguiente expresion:
d Oy

La siguiente ecuacion diferencial lineal, por lo que no sera necesario utilizar la teoria
de perturbativa para su resolucion, ya que para este flujo la contribucion

viscoelastica no se presenta.

1 dp _%
%(ya+c1)— e (Ec.110)

42



2.2.1 Caso rodillo aplicador

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

(RH,)? HUR2

Y que son las mismas utilizadas para el caso del flujo corrotacional pero ahora para
el flujo codeformacional no se tiene el Ws, ya que para esté régimen de flujo no
existen contribuciones viscoelasticas, por tanto son las mismas expresiones que se

utilizaron para el caso newtoniano.

La adimensionalizacion de la Ec.110 se realiza de la misma manera que se hizo

para la Ec. 37. Por tanto se obtiene

1 noU dP _ U dg
%(UHOH_(% d_f+cl)_1‘10 n (EC111)
nudp 1 U do
__+_C1 —_— —_——
Hy d¢ 1o Hy dn
dP | Hy  _ do
e = (Ec.112)

- . dapP Hyc . .y . .
Se utilizara P' = R C = # es la constante de integracion adimensional que
0

proviene de la (Ec.112).

rLo= 4o
NP +C= (Ec.113)

Las condiciones de frontera que se requieren son las mismas que para el caso

newtoniano:

_(lenn=nh($)
<p—{ lenn=0
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Ahora se resuelven la Ec.113:
fd(p = f(nP’+C)d77
<p=§nzp'+nc+c1 (Ec.114)
Se aplica la condicién de frontera ¢ = 1 cuandon =0
1.,
1=202P'+0C+C
;=1 (Ec.115)

Se aplica la segunda condicion de frontera que establece que ¢ = 1enn = h:

1
1 =§h2P’+Ch+1
Cih = ! h2p’
)
C, = —hP' (Ec.116)
Con lo que el perfil de velocidades admensional ¢ es:
= Lo - onpr 1
¢ = ) n ) n

¢ =2P'(n?—hn)+1 (Ec.117)
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Para encontrar el gradiente de presiéon se debe establecer una condicion de

conservacion de masa, la cual esta dada por la Ec.6, entonces se calcula A que es

el flujo volumétrico y el espesor de recubrimiento.
h h 1
/1=f(pdn=f [—P’(nz—hn)+1]dn
0 0 2
A= [1 3P’ ! *hP' + ]h
= [g" 2" U] .
1 1
— _HKR3p’ _ _H3p/
A= ‘ h°P 4h P'+nh
A=h——=h3P
12
De la Ec.118 se obtiene el gradiente de presién P’

A—h= 1h3P’
12

12h — 121 = 3P’

, 12 122
Pr=w—%

Finalmente se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales.

duy 2
Ny = Tyx — Tyy = 260k, (E)

En forma adimensional:
2

1
Ho)2 (d_<ﬂ)
dan

0 =2ws (=)

(Ec.118)

(Ec.119)

(Ec.120)

(Ec.121)
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2.2.2 Caso placas paralelas

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las siguientes:

u y x pH?
_x:(p; —:r];f:— ; P:’MT([)I

Las variables adimensionales son las utilizadas para el caso newtoniano, debido a
que no hay contribucion viscoelastica.

La adimensionalizacién de la Ec.110 se realiza de la misma manera que se hizo
para la Ec. 37 y para este caso tiene la misma forma que la Ec. 112. Por tanto son
las mismas consideraciones para el gradiente de presiones y para la constante de

integracion utilizadas en el caso con rodillo aplicador.

Las condiciones de frontera que se requieren son las mismas que para el caso

newtoniano:

_{lennzl
" lenn=0

La solucion general de la Ec.113 esta dada por la Ec. 114 por lo que se aplican las

condiciones de frontera a esta ultima.

Se aplica la condicién de frontera ¢ = 1 cuandon = 0:

1
1=§02P'+OC+C1

¢, =1 (Ec.122)

Se aplica la segunda condicién de frontera que establece que en ¢ = 1enn = 1:
1
1=z-P +C+1
2
C=—3P (Ec.123)
Con lo que el perfil de velocidades adimensional ¢ es:
¢ =2P' @ —n)+1 (Ec.124)

46



Para encontrar el gradiente de presion se utilizan las mismas consideraciones

utilizadas para el caso de rodillo aplicador.

Se calcula 4 que es el flujo volumétrico.
1 1 1
/’l=f <pdn=f [—P’(nz—n)+1]dn
0 0 2
1 1 !
- |= 3PI__ ZPI ]
A [6’7 g7 E |
/1—1P’ 1P’+1
6 4
A=—P' +1 (Ec.125)

De la Ec.125 se despeja la expresion del gradiente de presiones P':

A—1= 1P’
12

P'=12-122 (Ec.126)

La expresion de la primera diferencia de esfuerzos normales esta determinada por

la Ec. 120, pero en forma adimensional presenta la siguiente forma:

_ Hy (deo 2
0 = ZWSTO(E) (Ec. 127)
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2.3 Recubrimiento con fluido maxwelliano con derivada convectiva
configuracional (FMDCon)

Para describir el proceso recubrimiento con FMDCon se utiliza la estructura de la
ecuacion constitutiva del fluido Maxwell, se utilizara la derivada de configuracional,

que adelante se definira, quedando la ecuacion constitutiva:

S

T

Se define la derivada convectiva de configuracional (Manero, s.f.), la cual se usara
para modelar cualquier flujo con propiedades rotacionales y deformacionales al

variar el parametro de rotacion € en un intervalo de 0 a 1.

]D)‘L'ij ari,- aTij

1 1 1 1
Dt ot k 9y - ijmrmi - ;wimej — (1 — 8) (5 Dimej + ETLmDm]) (EC129)

Y nuevamente se utilizan las mismas definiciones de las Ec.15y Ec.16.
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Ahora se sustituyen las Ec.15, Ec.16 y Ec.129 en la Ec. 128

Txx
Txx Txy Txz 3<Tyx

Tzx
Tyx Tyy Tyz |+ 6y |

Txy Txz
Tyy Ty2>

Txx Txy Txz
a(fyx Tyy Ty2>
Tzy Tzz

Tzx Tzy Tzz

Txx Txy Txz
G(Tyx Tyy Ty2>

Tzx Tzy Tzz

|

Tzx Tzy Tzz

WyxTox T WyyTyx T Wy Ty

1

~| ©@xxTxy + WyyTyy + WysTyy
WyxTxz T WxyTyz T WyzTzz
WyxTxx T WxyTyx T WyzTox

1

~| @y + WyyTyy + Wy, Ty

WzxTex T WzyTyx t Wz Tzx

DxxTxx + nyTyx + szsz

1
€) 3 DyxTux + DyyTyx + Dy Ty
szTxx + DzyTyx + Dzszx

TxxDxx + TxyDyx + szsz
TyxDx x + TyyDyx + Ty Dy
szDxx + szDyx + Tzzsz

Oux (6& + 6uy)

/ dx dy ox
(g ey 2
Mo ox ay dy

ou ou ou u
() ()
x 0z ay 0z

N |-

+ u,

at dx

Wyx Txx + Wyy Tyx + Wy 7Tz
WyxTyxy T WyyTyy T Wy, Tz,
WyxTxz T WyyTy; + Wy, T4,

Wyx Ty T WyyTyy T Wy, Tz
WyxTxy T WyyTyy T Wy, Tzy
WzxTxy T WayTyy T Wz T4y

TuxDxy + TxyDyy + TyzDyy
TyxDxy + TyyDyy + Ty, Dy,
TyxDxy + Ty Dyy + 755D,

du, . Ouy
(52+52)
(G2 +5)
0z dy
ouy,
0z

DyxTxy + DxyTyy + Dy, T4y,
Dyxrxy + Dyyryy + DyZTZy
DyxTxy + DyyTyy + Dy Ty

Tyx Tyy Tyz

Txx Txy sz)
Tzx Tzy Tzz

t+uy + u,

ay

Wz Tax T WzyTyx T Wz5Tzx
WoxTay + WayTyy + Wz Ty
WzxTxz T WzyTyz + Wz7Tz7

WxxTxz T Wxy Ty, + WyzTz7
WyxTxz + Wyy Ty, + Wy, Tz,
WzxTxz T WzyTyz + Wz7Tz7

DyyTyy + DyytTy, + D,

TxxDxZ + TxyDyz + szDzz
TyxDxz + Tyy Dy, + 75,D,
szsz + szDyz + TzzDzz

0z

—(1-

Dy Tz + nyTyz + DyyT2;

ZTZZ +

DyyTyy + DzyTyz + D;;T2

(Ec. 130)
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Se desarrolla la Ec.130

o+ (-2 (-], (- > <——> (——)( ) K

Ouy (6ux 6uy) (6ux 0uz) Auy (Bux 6uy) (Bux auz) Ouy (6ux 6uy) (aux auz)
/ ox T T ay @ et (G v o )T 5 Tt ay = ox (G o)ty o et oy = ox Tz TG T %) T

| Ouy | Ouy Ouy  duy Ouy | duy ouy ouy | duy Ouy | duy duy ouy . duy
£) (ax+ ) +52 TYX+( + )sz (ax+ )xy+ETW+( +6y) zy (6x+ay) xz+ETyz+(a + ) Taz |+
dug %) (L auy) "ﬁ (6uz aux) (ﬂ aﬂ) dug (fi %) (fi M) %
(ax + +3 Tyx T 5, Tax + Ty + ay " 0z) Ty t oz Ty + 2t ay " 0z )tz + % Taz
Ouy duy ouy 6ux duy , Ouy duy , Ouy duy . Oduy Ouy | duy ouy
T G Ty (G2 4 55) 4 1 (524 52) te (G2 52) 41 xya 2+t (524 52) T —+—)+Txy o Tay) T,
ouy (6uy 6ux) (Buz 6ux) (6ux auy) ouy (6uz auy) (aux ) (auy 6uz) ouy | |
Tyx G T Ty + Byx Gy T ox Ty dy + Ty ay = oz A\ t + TG,
Uy (auy aux) (6 2 Bux (aux Buy) auy (6uz 6uy) (aux auz) (6uy auz) ouy
Tox = o + 1, + 27 + Tyx oy o + Ty 3y +7 3y o7 Tax + + 2z,
o (2 "’ﬂ) 2 | )
ox ay ox 0z \
Ju ou Ju
Y 4 % Y
mo| (52+52) 2 ay (Ec.131)

ou u u ou
Gt e
dx 0z ay 0z



Se simplifica la Ec.131 quedando:

Uy, 6ux

Txx Txy Txz / dy Tyx

1

Tyx Tyy Tyz _EBRl Ouy - aux ‘L' +
\\ ay ) vy

6ux aux) T,y 0
6ux 6ux) Tay 0 + (1 —
0

Tzx Tzy Tzz

/'\
o

(G o o\ (o (a“x o\}\ 5 o

g)l (%) xx (aaizfx) Txy O /+ Tyy (aux 0 /Jl Oux 0 /

0 0 0 0 0 / 0
(Ec.132)

Se suman los tensores de la Ec.132:
tex Txy Tz / 2(60?)‘[ * (aux) (tyy = Txx) O 2Tyy (aa_l;x) (%) (Tyy +Txx) 0 0 63_1;’6 0
1

(2; > Zj)z"’*\ () @y -t —2(2)ry 0| TETO ()@, 20.(22) o) [T 0 o
0 0 0 0 0 0 0 0 0
(Ec.133)
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Se calculan los esfuerzos de la Ec. 133 de forma simultanea, mismos que ya

incluyen el término de lubricacion y el parametro asociado a la rotacién:

042 22 20001 20 () =
Ty = 30 (52) (tyy = Tax) = 3001 =€) (32) (7yy + 7o) = M0 32
Ty =308 (52) DTy =31~ 265 (52) 1 = 0

— O, (a”") oy — Or(1 — £)Ty5 (";i) =0

— 0 (52) 1y (1+ (1 - ) =0

= 0p (32) 7y (14 (1 - )

T,y + O (‘”;) Tuy — O (1 — €) (a”x) Tyx =0

Tyy + O (aux) Txy(l 1- s)) =0

Tyy = —6g (aux) xy(l -(1- s))

(Ec. 134)

(Ec. 135)

(Ec. 136)

(Ec. 137)

(Ec. 138)

(Ec. 139)

(Ec.140)

(Ec. 141)

(Ec. 142)

Txy — %BR (%) (_BR (%) £Tyy — bp (66_1;,5) Tey(2 - 5)) - %QR(l —€) (aal; ) ( Or ( )Efxy + 6k ( oy ) Tay(2 - 5)) = 7702_1;;

(Ec. 143)

Txy — %HR (661;:5) ( 20p (al;x) Txy) 9R(1 —¢) (aux) Txy (2 — 2¢)6g (61;,5) =To i,_l;c

duy\% 1 ouy\ Ouy
Tey T ORTxy (%) - EHI% (Ly) Txy(z —2&)(1—¢) =1 61;
Ouy 2 1 Juy Juy
Tey + 03Tay (55) — 363 (E) Ty (2= 26)(1 - &) = no 5=

Ty 1+ 03 (2) (1~ 22— e+ 269 )| =%

dxz duy
Txy [1+9,% (%) (2e — &2 )] =10 dl;

(Ec. 144)

(Ec. 145)

(Ec. 146)

(Ec. 147)

(Ec. 148)
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Se tiene entonces que componentes del tensor de esfuerzos son:

Tyy = no% (Ec. 149)
x - -
Y [1+9R(d”yx) (2e—¢2 )]
Se sustituye la Ec. 149 en la Ec.139:
du,
du 0°dy
Txx—HR(dyx)(z_ )l du Zy
1+ 67 (—x) (2e — €2 )l
dy
dux 29 2
. Uo(d—y) r(2-¢) Ec. 150
xx 2 (diix S (Ec. )
1+6R( dy) (2e—¢£2)
Se sustituye la Ec. 149 en a Ec. 142
du
du, Mo d_;
1+0R< x) (ZS—SZ)I
dy
2
no(d—") Ore
Tyy = — - (Ec. 151)

[1+0R(dux) (2e—¢2 )]

Nuevamente se parte de la aproximacion de lubricacion con lo que se tiene que
resolver la Ec. 33 y se obtiene la solucion general dada por la Ec. 35, por tanto se

sustituye en ésta la Ec. 149 y se obtiene la siguiente expresion:

dux
dp oay

=+ —
Y T6a [1+9123Txy<25(du;)2—82(%)2 )}

Se tiene la siguiente ecuacion diferencial no lineal, se usa la teoria de métodos

(Ec.152)

perturbativos para su resolucion.

Oux
1 dp dy
2y e = (Ec.153)
No ( dx ) [1+9RTxy(d;x) (28—82)]
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2.3.1 Caso rodillo aplicador

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las mismas que

se utilizaron para el FMDCor.

La adimensionalizacion de las derivadas de la Ec.153 es la misma que las de las

derivadas de la Ec.37. Se sustituye entonces en la Ec.153

U do
1 noU dP H, dn
g dre) e
0 0 1+9,§(H—0—§/7)) (2e — €2)
U do
UdpP 1 H, dn
ZI_ az Tn T U :i ¢
0 0 1+(9RH_0% (28—82)
U do
udp 1 H, dn
o AR 5 g
0 o 1+W52(%) (2e —€2)
do
dP  H an
n—+-—2c = — (Ec.154)
s Uno 1+W52(£) (2e—€?2)
Se reemplaza el Ws? por el parametro € y se utilizara P’ = Z—? y C = IZ"UCI es la
0

constante de integracién adimensional que proviene de la Ec.153, a la que mas
adelante se dara solucién a través de métodos perturbativos y ¢ = (2 — €2 ), que

es el parametro asociado al efecto de rotacion del fluido.

Con lo que la ecuacion adimensional queda

de

NP +C=—% (Ec.155)

147 e(g_ﬁ)z

Utilizando polinomio de la Ec.43.
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De la Ec.155 se despeja 3—‘; y se sustituye las Ec. 44, Ec.45 y Ec.46.

3—:=(nP’+C)-(1+Ze(Z—(§)Z> (Ec.136)

dgo \ doy 2de2 _ doo o des 2892 )] pppe /
dn+6 dn+e dn+ —[1+{e(dn+e dn+e dn+ )] [nPy + enP| +

GZT]PZI + CO + ECl + EZC2+...] (EC157)
Se igualan los términos con factores comunes de e.

El orden cero es el mismo que la Ec.157 ya que es el flujo adimensional de este

orden, que es el que corresponde al fluido newtoniano.

d r d 2 '
Orden uno: D= P+ Gy (%) ¢ (P + C) (Ec.158)

Las condiciones de frontera que se requieren son las utilizadas para el FMDCor.
Se utilizan la definicion del flujo adimensional expresada en la Ec.60.

La resolucion de , 1o Y P, para este problema se encuentra en las Ecs. 51 a 68,
Yo » Ao 0
ya que la primera es la velocidad adimensional, la segunda es el flujo adimensional

y la tercera la presion, todas del fluido newtoniano y no cambian.

Se obtiene ¢;, para ello se tiene que resolver la (Ec.158), se reescribe de la

siguiente manera:

dp, _ / dpo)3
D= P+ Gy (W) (Ec.158)

El calculo para la obtencion de ¢, se encuentra desarrollado en el caso con derivada

convectiva corrotacional y el resultado esta dado porla Ec.74 y se reescribe.

pl3 1 , Pl 3, P{ 1.,
o1 =12 = I Ph? (G + SPER) = (R + S PER?) (Ec.74)

4

Por tanto los valores del flujo adimensional 1, y del gradiente de presién P,’ estan
expresados porlas Ec. 76 y 77.
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La diferencia con el modelo del fluido maxwelliano con derivada convectiva
corrotacional se encuentra en el término ¢ que multiplica al parametro de
perturbacion (Ws?), este parametro { relaciona los efectos de rotacion del fluido, al
incluirlo permite modelar un fluido que presente efectos rotacionales vy

deformacionales al mismo tiempo.

Con lo que se calcula la distribucion de velocidades adimensional aproximada a
términos de orden uno para el proceso de recubrimiento con rodillo aplicador con
fluido maxwelliano con derivada convectiva configuracional esta dado por la
siguiente ecuacién

@ = @y + (e, + 0(€?) (Ec.159)

o =1Pm? —h) + 1+ (26 — 2 )Ws? [ 2~ Ipppn 4 g2 (B4 2pen2) - (R 4 1ppn?))

(Ec.160)
Se calcula la primera diferencia de esfuerzos normales
2
2 (G5) o
Yy
Ny =Ty = Tyy = w2
I1 + 62 (di;) (26 — £2 )l
(Ec.161)
En forma adimensional
H 3 de\?
2ws(Z2)? (52
0 (& )z(d”) (Ec.162)
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2.3.2 Caso placas paralelas

Las variables adimensionales que asociadas para este proceso son las mismas que

se utilizaron para el fluido maxwelliano con derivada convectiva corrotacional.

La adimensionalizacion de la Ec.153 ya se realizd6 previamente. Se sustituye
entonces en la Ec.153 con lo que se llega a la expresion dada por Ec.154 del
proceso con rodillo aplicador, se realizan los mismos cambios para el gradiente de
presion y para las constantes de integracion por lo que se llega a la expresion dada
por la Ec. 155 que se resolvera utilizando la misma técnica de resolucion (métodos

perturbativos) aplicada en el proceso con derivada convectiva corrotacional.
Se utilizan las condiciones a la frontera que en el proceso con FMDCor.

Para el orden cero se tiene el perfil de velocidades adimensional del fluido

newtoniano previamente calculado.

La resolucion de ¢, y A, para este problema se encuentra en las Ecs. 82 a 86, ya
que la primera es la velocidad adimensional y la segunda es el flujo adimensional,

todas del fluido newtoniano.

Se obtiene ¢, para ello se tiene que resolver la Ec.158, el calculo para la obtencién
de ¢, se encuentra desarrollado en el caso con FMDCor y el resultado esta dado

porla Ec.92 y se reescribe:

P 1 , P 3 Pl 1
o1 =" =t pR e (24 2pR) -y (2 43P (Ec.92)
La diferencia con el modelo del FMDCor se explicd previamente en el proceso con

rodillo aplicador.
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Con lo que se calcula la distribucién de velocidades adimensional aproximada a
términos de orden uno para el proceso de recubrimiento con rodillo aplicador con
fluido maxwelliano con derivada convectiva configuracional al sustituir las Ec. 86 y
92 en la Ec. 159.

1. P 1 ., . P, 3 Py 1 1
<.0=§P0(772_77)+1+(23_32)W52{774TO_2713P0 +712<71+§P0>—77<71+§P0

(Ec.163)
La expresioén de la primera diferencia de esfuerzos normales esta determinada por

la Ec. 161, pero en forma adimensional presenta la siguiente forma

dn

®=[1+W52(d— (23—52)]

2
ows Ho (49)
4

(Ec.164)
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3. Comparacion de modelos

Modelo
Componente del FMDCor FMDCod FMDCon
tensor de esfuerzos
duy duy
Txy Mo~qy B Mo~y
Ty = L A\ du, Ty = L (dug\?
AUy Tyy = x )
1+ 6g (dy) xy Tlody [1+9R(dy> (2¢ e)]
2 2
Tyx (dux> 0 (%) Or(2 — &)
dy 5 dy
Txx = OrMo PR du, Tex = du
2 2
Ty (&) o (T one
T,y = —0gn T
vy R7o du\2 —0 ry du,\
1+ HRZ (d__’yx> Tyy [1 + 91% (d—yx) (2e — &2 )]
Primera (dux>2 2 (%f 0
diferencia de B dy ) To\"dy) R
esfuerzos Ny = 2010 2 (dug)? N, = 20,7 (du"> ' du, \*
x 1 = 4URpNo\ 75— 2 (Z22x — g2
normales 1+ 6r ( dy ) dy [1 + 03 ( dy ) (2e —¢ )]

Tabla 1. Comparacion de la estructura de los componentes normales y cortante del tensor de esfuerzos.
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Modelo en forma adimensional
Componente del FMDCor FMDCod FMDCon
tensor adimensional
de esfuerzos
Hydo Hydo
O¢n 1@ o T dyp
én — 2 H.d én — 2
do _Tod9 do
22 = —_— 2 2 _ 2
14 Ws dn) % =T ar [1 +Ws (dn) Qe —¢ )]
do)? Hy (dp\>
Ocg (—"’) Ws —°<—‘p 2 —¢)
_ Hy dn _ L \dn
Ogg = Ws— o2 s Ho do\? Ogg = dp\2
o (| () (i) e
+ Ws I3 L \dn 1+ Ws 7 (e —¢%)
2 2
o. do Hy (do
m _ i Ho (dn) _ s (dn) i
Opy = —Ws— do\2 O = — do\2
1+ Ws?2 (—) Oy =0 [1 + Ws?2 (d_;;)) (2e — 2 )]
Primera diferencia dp\? Hy (dp\*
de esfuerzos . (d_rl) , 2Ws =~ (d_)
normales 0 =2ws— > Hy (do 0= -
L vws? (42 O=aws—~{ 1+ ws? (22) (26— £2)

La adimensionalizacion de los tensores se encuentra en el anexo 3.

Tabla 2. Comparacion de la estructura adimensional de los componentes normales y cortante del tensor de esfuerzos. 60



Flujo volumétrico vs Ws?

0.750025

0.75002 ) )
= =@ -- Fluido newtoniano

«+@ -+ Fluido con derivada convectiva de

0.750015 Oldroyd

Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.90

0.75001 Fluido con derivada convectiva

mixta €=0.75

—@— Fluido con derivada convectiva

0.750005 mixta €=0.50

A
Flujo volumétrico adimensional

—@— Fluido con derivada convectiva
mixta €=0.25

0.75

—@— Fluido con derivada convectica
mixta €=0.10

—@— Fluido con derivada convectiva de

0.749995 Jaumann
0  0.0002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001 0.00012

Ws?
Numero de Weissenberg

Grafica 1. Flujo volumétrico adimensional vs numero de Weissenberg

Se observa que conforme aumenta la viscoelasticidad aumenta el flujo. Ademas de
que si el fluido tiende a tener un comportamiento con mayor rotacion favorece a
tener un aumento en el flujo, ademas se observa que el maximo flujo que se puede
obtener es con un fluido que tiene Unicamente efectos rotacionales mientras que los
fluidos con efectos unicamente deformacionales tienen un flujo constante que es lo

que también sucede en el fluido newtoniano.

Esta grafica fue elaborada para el proceso de rodillo aplicador ya que solamente se
encuentran datos en la literatura (Middleman, 1978) para su elaboracion.
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Esfuerzo cortante adimensional cortante vs Ws

0.121508

0.121506

121504

121502

0.1215

.121498

121496

(7]
Esfugrzo corgante adimensignal cortante

0.121494 o

0.121492
-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Ws

0.012

Esfuerzo cortante adimensional
Newtoniano y con derivada de
Oldroyd

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada de Jaumann

Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.10

Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.25

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.50

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.75

—@— Esfuerzo cortante adimensional
con derivada convectiva €=0.90

Grafica 2. Componente cortante adimensional del tensor esfuerzos vs numero de

Weissenberg

La grafica dos muestra como las fuerzas viscosas disminuyen al aumentar los

efectos viscoelasticos lo cual explica el comportamiento de la grafica 1, por tanto

se puede concluir que al aumentar los efectos viscoelasticos, principalmente el

efecto de rotacion favorece que el flujo aumente.

62



Primera diferencia adimensional de esfuerzos normales
adimensionales N1’ vs Ws

0.003
0.0025
—@— Con derivada convectiva de
Oldroyd
0.002 —@ — Con derivada convectiva de
Jaumann
Con derivada convectiva mixta
€=0.10
= 0.0015
5 Con derivada convectiva mixta
g €=0.25
I
E 0.001 —@— Con derivada convectiva mixta
€=0.50
—@— Con derivada convectiva mixta
€=0.75
0.0005
—@— Con derivada convectiva mixta
€=0.90
—@— Fluido newtoniano
0 @
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-0.0005
Ws

Gréafica 3. Primera diferencia de esfuerzos normales adimensionales vs nimero de

Weissenberg

Se demuestra entonces que los efectos normales con respecto a los efectos
cortantes tienen un efecto del 2% en comparacion con el efecto cortante, lo cual
cumple la suposicion que establece “la aproximacién de lubricacién”, la cual supone

la no existencia de los esfuerzos normales, lo cual se observa en este grafico.
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4. Conclusiones

4.1 Recubrimiento sin reaccion quimica

Del modelo newtoniano se obtuvo que los parametros mas importante para llevar a
cabo un recubrimiento son el parametro para modelar la region de separacion N el
cual contempla los efectos viscosos y la tensién superficial, esto para el caso del
fluido newtoniano y 1 que es el flujo volumétrico adimensional, ya que el primero
incluye la relacion del efecto causado por la tensién superficial con respecto a los
efectos viscosos asi como la caracterizacion geométrica y el segundo parametro es
un valor caracteristico en el limite de la desaparicion de N, y es el que se utiliza en
la industria del recubrimiento, el cual debe ser siempre menor a la unidad o

ligeramente mayor a ésta.

Del analisis del proceso de recubrimiento sin reaccion quimica con FMDCon es un
tipo de derivada convectiva general, ya que se encontré que en los casos limites
cuando se varia el parametro ¢ (parametro asociado a la rotacion) se obtiene lo

siguiente:

e Cuando € = 0 se tiene el FMDCod.

e Cuando € =1 se tiene el FMDCor.

Con este ultimo modelo se pueden modelar fluidos maxwellianos con efectos
codeformacionales y corrotacionales tan s6lo variando el parametro ¢. Los fluidos
codeformacionales son aquellos que al fluir solo presentan efectos por deformacién

mientras que los corrotacionales solo presentan efectos por rotacion.

Los parametros mas importantes que se encontraron para el proceso de
recubrimiento sin reaccién quimica fueron el numero de Weissenberg y el parametro
€ que modela los efectos de rotacion en un fluido (su intervalo es de 0 y 1, que

representan lo antes citado).

64



Se calcul6 el esfuerzo total sin considerar el esfuerzo cortante, para ver la magnitud
del esfuerzo por contribucion de esfuerzos normales y se puede observar en el
anexo 3, que el orden en el cual contribuye se encuentra entre 103y 107
dependiendo el valor de Ws que se tome, mientras que tan sélo el esfuerzo cortante

es del orden de 10! lo cual sustenta el uso de la aproximacién de lubricacion.
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Capitulo 11
Proceso de recubrimiento con
reaccion quimica

Las personas tranquilas y silenciosas son las que tienen las mentes mds fuertes y ruidosas.

Stephen Hawking
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Antecedentes

Recubrimiento con reaccion quimica

El modelado y simulacidn en el procesamiento de polimeros reactivos han sido
areas de investigacién activos durante los ultimos decenios en las instituciones
académicas, asi como dentro de la industria. Ambas areas han jugado un papel
clave en el avance y la optimizacion de las operaciones de procesamiento de

polimeros reactivos (Castro, 2004).

Pero en la literatura solo se encuentran reacciones para producir polimeros que
formen peliculas de recubrimiento con ciertas propiedades. Y dentro del modelado
lo que se encuentra son modelos empiricos, por lo que este trabajo partiendo de un
sistema sencillo como es el de placas paralelas con una reaccion quimica con
cinética de primer orden, se buscd modelar el proceso de recubrimiento partiendo
de las ecuaciones de transporte de masa y de cantidad de movimiento y se supuso

un proceso isotérmico.

El analisis y desarrollo de esta parte de la tesis encontré que los parametros que
modelan al proceso son el numero de Peclet de masa, el Damkhdler | y el Damkholer
Il.
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Objetivos

Proceso de recubrimiento con reaccion quimica

l. Modelar el proceso de recubrimiento de una superficie fija en el sistema
placas paralelas y con una reaccion quimica de cinética de primer orden,
con fluido newtoniano.

Il. Obtener los parametros de los cuales depende el proceso de

recubrimiento con fluidos newtoniano con una reaccién quimica de primer
orden.
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1. Desarrollo y analisis del problema con reaccién quimica en fluidos
newtonianos

Para el proceso de recubrimiento con fluido newtoniano con reacciéon quimica se

considera un sistema de placas paralelas en el cual no hay gradiente de presiones

1.1 Recubrimiento con fluido newtoniano con reaccion quimica de
primer orden en placas paralelas y sin gradiente de presion.

u
> A

¥ L
Fig. 3 Proceso de recubrimiento con reaccion quimica

Se obtendra el desarrollo para obtener el perfil de concentraciones de la especie B,
se propone una reaccién quimica de primer orden entre la especie A y B para
producir la especie C que sera la capa de recubrimiento, a continuacion se presenta

la reaccion quimica que se propone

kq
A+B - C

La reaccion que se propone es una reaccion irreversible, equimolar y con una

cinética de primer orden. Se consideran las siguientes suposiciones:

I.  Fluido newtoniano e incompresible.
Il.  Proceso en estado estacionario.
[ll.  Las propiedades fisicas de la fase fluida se mantienen constantes.
incluyendo también al coeficiente difusion Das.

IV.  Flujo laminar.
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Para la reaccion quimica planteada, su rapidez de reaccidn se expresa como.

RB =:_‘kICth (ECL 165)
C, > Cy (Ec. 166)

En esta ecuacion se puede observar que el orden de reaccion con respecto a la
especie A es de primer orden y el orden de reaccidn para la especie B también, por
lo tanto el orden global de la reaccién es de segundo orden (Smith, 1986). Pero para
este proceso se considera que la especie A se encuentra en exceso, por lo que no
afecta considerablemente la reaccidn quimica la concentracion Cacomo se muestra
en la Ec. 165. Por este motivo la rapidez de reaccion soélo dependera de la
concentracion de la especie B (Cs) esto se describe en la Ec. 167 y por ello podemos
considerarla reaccion de primer orden.

Se retoman las suposiciones citadas anteriormente y se parte de la ecuaciéon de
continuidad para coordenadas rectangulares con densidad y coeficiente de difusidon
constante (Bird, 1976).

ac,  9cy  acy G 92C, 92C, 0%Cy
=D R
o Ty TG, Y, TP\ Ga T Y ) TR

(Ec. 168
De la figura 3, se observa que el efecto de la difusién sera mayor en el eje y con
respecto al eje x, debido a que el eje x se encuentra dominado por el efecto
conectivo ya que la velocidad del fluido se encuentra en esa direccién por esto en
la el eje y el efecto difusivo sera mayor que lo que lo es en el eje x. Por lo que la

Ec. 168 se reduce a

aCp
X ox

62CB

a_yz-l_ RB (EC169)

= Dyp
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Para este proceso el perfil de velocidades u, es el lineal, por lo que
U
Uy = 5 (Ec. 170)

Se adimensionalizara la Ec. 169 en términos de las siguientes variables

adimensionales

Q= n=2.8=7.9= 7,
0Cs  0C5 0008  Cpyd0
ox "0 ogox L 0%
02, 0 (a6 _ Co 020

52 " ayan =1, o

0Q on dy
Se sustituyen estas expresiones y la Ec. 167 en la Ec. 169
Cpo 02 Cgo 0202
(pTa_f =Dy 252 k1QCp0
0QDCBOL1629 0 1
(paf - ABHO2 Cpo U on? 7o 1CBOU
90 D,z L 0°Q  LCyoky
o T U HZ ar T CpoU

De la adimensionalizacidon se encuentran los niUmeros adimensionales de Peclet de

masa, Damkholer | y Damkholer I, su estructura fue comparada con publicada en
la literatura (McKinley, 2005).
_ UH,?
L Dyp
Da;;  LCpoky
Pey  CgoU

Pey,

Dal =

Por lo que la forma adimensional de la Ec.169 es:

0 1 4*°Q  Day
Y= -0
o0& Pey 0n? Pey,

(Ec. 171)
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Se adimensionaliza la Ec. 170 y se sustituye en la Ec. 171

= _ Y
T

0 1 9°Q _Day,
1 0¢ B Pey dn? Pey

(Ec. 172)

Para obtener la solucién de la Ec. 172 se utilizara el método de separacion de
variables (Trim, 2011), para ello se propone una solucion para la distribucién de
concentraciones

Q&) = X&) H(n) (Ec. 173)

Se sustituye en la Ec. 172

X HM) _ 1 92XE®Hm) _ Day
N = e o ey N HM) (Ec. 174)

ax@® _ 1 d*H(m) _ Day
TH) 52 = 2= X® TP -2 X@HM)  (Ec. 175)
Se divide entre la Ec. 173
dx(®) dZH(Zn)
p2 =21 42 (Ec. 176)

X&)  Pey H(M)  Pey

Se reescribe la Ec. 176, para mostrar que es de variables separables

X'(®) _ 1 1H"(m) Day1

X(®)  Pey n H(M) Pey 1

(Ec.177)

Se iguala la Ec. 177 a una constante de separacién y se remplaza la
distribucién de velocidades

X(®) Peyy n H(n)  Pey 7 A (Ec. 178)

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que se obtienen son las siguientes

X® _ _ 52
o= (Ec. 179)
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e e e 100
La Ec. 179 tiene la siguiente forma
X®+22X(E) =0 (Ec. 181)
Cuya solucion general de acuerdo al teorema de Sturm-Liouville es:
X(§) = c,e ¢ (Ec. 182)
Mientras que la Ec. 180 tiene la siguiente estructura
H”(m) — Da;; H(M) + A%n Pey,H() = 0 (Ec. 183)

Cuya solucion general de acuerdo al teorema de Sturm-Liouville es:

H() = c,AiryAi [ 2=PemA™) o o pirypi [ Ror=Pem™n) o 184
n y sAiry

2
(—Peym A2)3 (-Pey A2)3

Finalmente la distribucion general de concentraciones de acuerdo a la Ec.
173 es:

QEN) = ce™%

Da;, — Pey, A? Da;, — Pey, 1?
czAiryAi< L n) + C3AiryBi< LU n)‘
(_PeM AZ)§ (_PeM AZ)E

(Ec. 185)

Qg n) = e %

Da;; — Pe,, A? Da;; — Pe,, A?
c4AiryAi< LA n) + c5AiryBi< LU n)]
(_PeM AZ)§ (_PeM AZ)§

(Ec. 186)

Las condiciones de frontera que se utilizaran para obtener las constantes de

integracion de la Ec. 186 son las siguientes:

Q0) =0 (Ec. 187)
Q1) =0 (Ec. 188)
Q0,7 =1 (Ec.189)
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Para el calculo de las constantes se supondra primero que c¢; = 0y se resolvera la
ecuacion diferencial, después se supondra que c, = 0 y se resolvera la ecuacion
diferencial, finalmente se aplicara el principio de superposicion (Trim, 2011) y la
suma de ambas soluciones sera solucién de la ecuacion diferencial. Lo anterior

debido a la forma no lineal de las funciones de Airy.

Se aplica la condicién de frontera dada por la Ec. 189 y utilizando el principio de

ortogonalidad se obtienen las constantes.

Casocs =0

Da;; — Pey, A2
Z C, AiryAi d M znT]
(—Pey 12)3

(Ec. 190)

Para obtener la funcién peso de las funciones de Airy y poder aplicar el principio de
ortogonalidad se recurre a la estructura de la ecuacién diferencial ordinaria

(Jiji, 2009), en este caso dada por la Ec. 183 y se obtiene que n es la funcién peso.

2
AiryAi <w>] 1 dn (Ec. 191)
(—Pem A2)3

_ 2
2 Jo AiryAi (—D - ’T“) dn=Cy

(-Pem 23)3
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Con lo que la constante quedan como:

_ 2
%folAiryAi Day = Pey é"n dn
(—Pey 22)3
4 = 2
— 2
fol AiryAi Day — Pey é”n n dn
(—Pey 23)3
(Ec. 192)
Casoc, =0
Da;; — Pey A2
Z Cs AiryBi d M ZnT]
(—Pey 22)3
(Ec. 193)
2
11t Da;; — Pey, A2 1 Da;; — Pey, A2
Ef AiryBi & M ZnTl dn = CS] AiryBi d Y ZnTl ndn
0 (—PeM A%F 0 (—PeM /1%)§
(Ec. 194)
Con lo que la constante quedan como:
_ 2
% [, AiryBi Day, = Pey é”“ dn
(—Pey 22)3
5= 2
_ 2
[} |AiryBi Day, = Pey é”“ N dn
(—Pey 23)3
(Ec. 195)
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Finalmente se sustituye c, y cs en la siguiente ecuacion y se tiene la distribucion

de concentraciones

N Da;; — Pey, A2 Da,, — Pe,, A2
aEn) = z e~ c,AiryAi I M Znn + csAiryBi 11 M zmn
i (—Pew 22)? (—Pey 12,)3
(Ec. 196)
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2. Conclusiones

2.1 Recubrimiento con reaccion quimica

Para el proceso con reaccion quimica en fluido newtoniano se encontré que los
parametros que gobiernan el proceso son el numero de Damkholer Il y el Peclet de
masa y que la variacién en la coordenada donde se da el proceso difusivo tiene un
comportamiento hipergeométrico expresado en término de las funciones de Airy,
pese a que se obtuvo una expresion de la distribucién analitica de concentraciones
del reactivo limitante no fue posible obtener una expresion para el calculo de los
valores propios, ya que ambas funciones hipergeométricas tienen contribucion en
la region del espacio donde se estudia el proceso de recubrimiento, por lo que se
tiene que calcular una expresion particular para los valores propios para cada
funcién de Airy, a diferencia de cdmo se encuentra en la literatura donde alguna de
las funciones hipergeométricas es anulada y es posible calcular una expresion
global de los valores propios, ademas de que las expresiones para encontrar estas
expresiones de los valores propios tiene una forma no lineal, por lo que se deja para
trabajo futuro encontrar las expresiones.

Como trabajo futuro se incluiran ala Ec. 171 los perfiles de velocidades encontrados
en las soluciones del proceso de recubrimiento con fluidos newtonianos y no
newtonianos sin reaccion quimica, y ademas incluir el analisis en condiciones no

isotérmicas.

77



Anexos

Anexo 1 “Teoria de métodos perturbativos”
Perturbaciones regulares

Bender y OrSzag (Bender,1987) definen a las perturbaciones regulares como:

“Una serie de perturbacién cuya serie de potencias toma un parametro e con un

radio de no anulacion de la convergencia”.

Una caracteristica basica de todos los problemas de perturbacién regulares, es que
la solucidn exacta para e pequeno, pero distinto de cero, se acerca suavemente a

la imperturbable o una solucion de orden cero cuando e - 0.
Como ejemplo se tiene el siguiente problema (Alistair, s.f.)

d’y Y
dr?2 d‘L’

y(0)=0
dy _
E(O) =0

, , . k
El parametro e esta definido como € = —2.

Se asume que la solucién se puede expresar como una expansion de Taylor, de

tal forma que:

y(©) = yo(7) + €y, (1) + €2y, (1) + -+

Se sustituye en la ecuacioén diferencial y las condiciones iniciales, se hace una

expansion hasta el tercer término.

d? d? d d? d
LI < yl+ﬂ>+e< y2+£>+0(e3)=0

dt? dt? dt dt? d
y(1) = ¥0(0) + €y, (0) + €2y,(0) + 0(e3) = 0

d—(0)+1+ed—(0)+ 2%(0)+0(e3) =0
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Se resuelven las ecuaciones para cada orden

d

0(1:2211=0 cuando y(0)=0 y 2(0)-1=0
dz)’o
1=
—+1=0
dz)’o N
dt?
dyo
2)--[-
f dt t
dy
d_‘[0= _T+C1

jdyo = f(—r + ¢y)dr

TZ

yoz_?+C1T+C2

Evaluando las condiciones de frontera:

dyo
E(O):Cl
C1_1=0
C1=1

02
y0(0)27+0+6‘2:0

C2:O

Queda entonces:

Yo=——F5+T7T
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Ahora se calcula para orden uno:

0(€):2%+%2 =0 cuando (=0 y 2(0)=0

dt? dr

dz)’1 dyo

i Tar 0
s __d%
dt? dt

dyi\ dyo

f 4() = ‘] P
dy
d_rl = Yo +¢3

fd% = f(—J’o +c3)dt

TZ
fdylz—f<—?+r>dr+fc3dr

73 T2+ N
=———+cT+cC
V1 6 2 3 4

Evaluando las condiciones de frontera:

dy, 0?

E(O)—7+O+C3 =0
C3 = O
3 02

yl(O) :E—?+0+C4
C4, = O

De donde queda:
3 72

N=¢"75
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Ahora se calcula para orden dos:

0(e): %22 4 91 _

_ vz oy
T cuando y,(0)=0 y = 0)=0
dz)’z dy,
acr Tar O
y: __dn
dt? dt
dys\ _ dy,
f a(37) = f T
dy
d_: =Vt

jdyl = j(‘)ﬁ +c5)dr

3 12
fdh:—f(E—?)dT"‘szdT

I

Y1 =_ﬁ+E+C5T+C6

Evaluando las condiciones de frontera:

@(O) = —O—2+9+C5 =0
dt 6 2
cs =0
4 03
y2(0) = =52+ = +0+¢,=0
ce =0
De donde se obtiene:
™ 13
Y1 = _ﬁ‘i‘g
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Quedando el polinomio de solucién aproximado:
TZ T3 TZ T3 T4
~ - = _ A
y(1) (T 2>+6<6 2>+e (6 24>

Se generaliza el polinomio anterior y se obtiene un polinomio de la forma Taylor:

T2 3 2 3t
y(r)z<r—§>+e<§—§>+62<§—a>+0(63)
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Anexo 2 “Datos para elaboracién de graficos”

Se utilizaron datos comunes de la literatura referidos al 6xido de polietileno al

0.75% (Middleman, 1978).

Propiedades
Ho (m) 0.0015
R (m) 0.1016
L=(RHo)*(1/2) (m) 0.01234504

dP/d¢ 0.33333333

Grafico 1
FMDCor FMDCon
(e=1.0) €=0.1
WsN2 Atotal Atotal
1X107 0.75 0.75
1x10°° 0.75 0.75
1x10° 0.75 0.75
1x10* 0.75 0.75

FMDCon
€=0.25

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75

FMDCon
€=0.50

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75

FMDCon
€=0.75

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75

FMDCon
€=0.90

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75

1x10% 0.75000021 0.75000003 0.75000007 0.75000013 0.75000018 0.7500002
1x10% 0.75002117 0.75000307 0.75000728 0.75001323 0.75001786 0.7500200

FMDCod
(e=0.0)

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
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Fluido
newtoniano

Atotal
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75



Anexo 3 “Calculo de la norma del tensor adimensional total solo considerando

esfuerzos normales”. Datos grafica 3.

1X107
1x10°®
1x10°
1x10*
1x10°3
1x10?2

FMDCod (£=0.0)

FMDCor (g=1.0)

\/Ufzf + o

2.43013E-13
2.43013E-11
2.43013E-09
2.43013E-07
2.43013E-05
0.002430126

\/Ufzf + oy

1.71836E-13
1.71836E-11
1.71836E-09
1.71836E-07
1.71836E-05
0.001718187

FMDCon £=0.1 FMDCon FMDCon FMDCon FMDCon
€=0.25 €=0.50 €=0.75 €=0.90
Jaézf + o \/Ufzé + o \/UEZS + o JUEZS + o \/szs‘ + o
2.30862E-13 2.1264E-13 1.8226E-13 1.5188E-13 1.3366E-13
2.30862E-11 2.1264E-11 1.8226E-11 1.5188E-11 1.3366E-11
2.30862E-09 2.1264E-09 1.8226E-09 1.5188E-09 1.3366E-09
2.30862E-07 2.1264E-07 1.8226E-07 1.5188E-07 1.3366E-07
2.30862E-05 2.1264E-05 1.8226E-05 1.5188E-05 1.3366E-05
0.002308586 0.00212629 0.00182248 0.0015187 0.00133644
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Anexo 4 “Adimensionalizacion de componentes del tensor de esfuerzos”

Se utilizé para adimensionalizar los componentes del tensor de esfuerzos:

ngij—o-..- _QRU
noUL Y’

— — x—
U_(p; HO_T];L_EI

Componentes del tensor con modelo asociado a una derivada convectiva
corrotacional:

duy, duydepdn —de 1 U do

dy de dndy ~ dnH, Hodn
duy
WOW

2 Ec. A5.1
1+9R2(dux) ( )

dy

Txy =

Se despeja ., de la variable adimensional:

noULo,
Ty = OTZ&, (Ec. A5.2)
Se sustituye en Ec. A 5.1:
U dg
MoULloy _ _ MHodn (Ec. A 5.3)
Ho 1+9R2(H—Uo Z(s)
i g U de
Tl % o Hodi (Ec. A 5.4)
Hg 1+Wsz(“ii—(£)
Hodo
Ory = —=4_ Ec.A55
& 1+WSZ(Z—;‘;)2 ( )
ara t,, se tiene que:
(G
Tyx = QRY]()% (EC A 56)
1+6g (d—;)

Se despeja 1, de la variable adimensional:

_ MoULoge

2 (Ec. A5.7)

xx
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Se sustituye en Ec. A 5.6:

noULoge _ 6y (2 i (Ec. A 5.8)

¢ — _ UHo Ec.A5.9

Ho 1+WSZ(Z—<$)2 ( )
SHo (49

ore = 2 ) (Ec. A5.10)
1+Ws2(d“’)

Se demostro anteriormente que para esta derivada el 7, es:
Tyy = —Tyx (Ec. A5.11)

Por lo que g, = —a,,, quedando entonces que:

Ho (do)?
__wla) (Ec. A5.12)

7 1ws2(22)

Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es:

(&)
Nj = 2Ws=2—22__ (Ec. A5.13)

2
L 1+W52(d—"’)
dan

Componentes del tensor de esfuerzos con modelo asociado a una derivada

convectiva codeformacional:

du, duxdgoan_U dp 1 U dg

dy  dp dndy ~ dnH, H,dn
Ty = no% (Ec. A5.14)
Se despeja 1,,, de la variable adimensional:

— NoULog (Ec. A 5.15)

Tyy 0z
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Se sustituye en Ec. A 5.14:

NoULog U do
HZ  0H, an

_ HO d(P
O¢n = L dn

Para t,, se tiene que:

duy 2

Txx = 20gM0 (E)

Se despeja 1, de la variable adimensional:

- _ 170UL0'§§
xx
H§

Se sustituye en Ec. A 5.18:

NoULogg U do)?
= = 20y \ - —
Hyp Ho dn

MoULoge _ l(d_‘l’)Z
. 2Wsn, e

El 7,, se sabe que es para este modelo:

Tyy=0

Por lo que a,,, = 0, quedando entonces que:

Oy =0

Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es:

N = ZWSHEO(Z—:)Z

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

(Ec.

A 5.16)

A 5.17)

A5.18)

A 5.19)

A 5.20)

A 5.21)

A 5.22)

A 5.23)

A 5.24)

. A 5.25)
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Se utilizé para adimensionalizar los tensores:

Componentes del tensor de esfuerzos con modelo asociado a una derivada

convectiva configuracional:

du, du,dedn de 1 U do

dy dp dndy ~ dnH, Hedny

Juy

_ 105y (Ec. A 5.26)

[1+6§(%ﬁ‘)2(2£—52 )]

Txy

Se despeja ,,, de la variable adimensional:

_ NMoULaog,

Ty = (Ec. A5.27)
Se sustituye en Ec. A 5.26:
U dep
MoULoey _ Totig dr (Ec. A 5.28)
H§ 1+9R2(H—UOZ—(S) (2e—¢€2)
Ude
ToULog, _ 0o dn (Ec. A5.29)
H§ 1+WSZ(Z—(S) (2e—¢2)
Hodo
= Ly Ec. A5.30
o¢n 1+W52(3;’;)2(2£—£2) ( )
Para 7,, se tiene que:
duy\?
=) (2-¢)
Tr = Ol (Zd;? - (Ec. A 5.31)
1+6p (d—;‘) (2e—€2)
Se despeja 1, de la variable adimensional:
= Tolo¢¢ (Ec. A 5.32)

xx Z
Hy
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Se sustituye en Ec. A 5.31:

mitoge _ ol )(2 2 (Ec. A5.33)
Hg 1+6p (——) (2e—e2)
T)OULO'ff _ WSUOH ( )(2 €) (EC A534)
H§ 1+Ws (%) (2e—¢2)
gy = 2 @) @20 (Ec. A 5.35)
1+Wsz( ) (2e—¢2)
Para el r,, es:
du_x)zg
=—0 L Ec. A5.36
tyy &1l 1+6g (—) (2e—€2) ( )
Se despeja 7,,, de la variable adimensional:
Tyy = T (Ec. A5.37)
Se sustituye en Ec. A 5.31:
MoULoyy _ __ 00" 0(%) ‘ (Ec. A 5.38)
Hg 1+6g (U d“’) (2e—¢2)
W g (42)°e
MoUboyy _ _ _ 77 oo ay (Ec. A 5.39)
H§ 1+Ws ( ) (26—¢2)
S de &
Gy = — — () (Ec. A 5.40)
14+Ws?2 ( ) (2e—¢2)
Finalmente la diferencia de esfuerzos normales adimensionales es:
s— 0 (42)%,
0= —o (d") (Ec. A5.41)

1+W52(Z—‘:;) (2e—¢2)
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