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Introduccion

En la naturaleza existe el movimiento browniano, su nombre se debe al bidlogo Robert Brown,
quien en el ano de 1827, observo como las particulas de polen se movian de manera erratica en el

agua, en todas direcciones, sin razén aparente.

Inicialmente, el primer estudio matemético del movimiento browniano fue iniciado por Louis
Bachelier en su tesis doctoral “Théorie de la spéculation” en el ano 1900, y por Albert Einstein en
el campo de la fisica en el anio 1905. Pero fue el matemético Norbert Wiener, quien construyé el
primer modelo matemético y lo estudié de manera rigurosa, ya que lo introdujo como un proceso
estocéstico en el ano de 1923, a menudo también es llamado proceso de Wiener en la teoria de
probabilidad.

Desde entonces, el movimiento browniano ha sido usado en diferentes areas del conocimiento
cientifico, por ejemplo, en fisica, biologia y mecanica cuéntica, ya que permite modelar y analizar

sistemas con perturbaciones aleatorias.

A grandes rasgos, el movimiento browniano es un proceso estocéstico gaussiano con incrementos
independientes y estacionarios, ademéas cumple con la importante propiedad de ser una martingala.
Una de las razones por la cual es importante la propiedad de martingala es que, como lo hizo ver
Doob [8], ésa es una de las propiedades que permite desarrollar una teoria de integracion con
respecto al movimiento browniano siguiendo el método del matematico japonés Kiyoshi [t6 en el
ano de 1944 en [13].

El movimiento browniano fraccionario se introdujo por primera vez en el ano de 1940, por el
matemético soviético Andrei Nikolaevich Kolmogorov, quien estaba estudiando curvas espirales
sobre espacios de Hilbert [15], de hecho el lo nombré espiral de Wiener. Pero fue Benoit Mandel-
brot quien reconocié la importancia de este proceso aleatorio, y en un articulo publicado en 1968
junto con John Van Ness [22], se dieron numerosas e importantes propiedades para este proceso.

Fue entonces, cuando se le dio el nombre de movimiento browniano fraccionario. Pero, podemos
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v INTRODUCCION

hacernos la siguiente pregunta, ;por qué el término fraccionario?, esto se debe a que el movi-
miento browniano fraccionario se puede representar como una integral con respecto al movimiento
browniano estandar, pero dicha representacién envuelve un indice fraccionario H que pertenece
al intervalo (0, 1). Fue dada por Mandelbrot y Van Ness tomando en cuenta algunos trabajos de
Harold Edwin Hurst [12], para el indice fraccionario que se utiliza en estas integrales fraccionarias,

este indice recibe el nombre de indice de Hurst.

El movimiento browniano fraccionario tiene un papel importante en muchos campos, como
meteorologia, economia, telecomunicaciones e hidrologia, esta tltima, se debe a que Hurst observé
que las aguas del rio Nilo tenian un comportamiento ciclico consistente, el cual durante siete anos
consecutivos el nivel del agua aumentaba y era mayor que en los siguientes siete anos, lo cual
creaba a su vez un ciclo de siete anos de abundancia y siete anos de escasez. Hasta ese momento
se pensaba que no habia dependencia del comportamiento del aumento del agua entre un ano y

otro.

El movimiento browniano fraccionario es un proceso estocastico gaussiano, basicamente s6lo
depende del indice de Hurst, el cual es constante y H € (0, 1), ademés tiene incrementos esta-
cionarios y es autosimilar, pero una de las principales diferencias con el movimiento browniano,
es que sus incrementos son dependientes, esta dependencia quiere decir que existe un patron de
aumento en los tiempos anteriores. Ademés, el movimiento browniano fraccionario no cumple con
la propiedad de ser una martingala, por lo cual no es posible construir una integral en el sentido
de It6. Pero, gracias a que existe cierta regularidad en las trayectorias de este proceso, es posible
construir una integral con respecto al movimiento browniano fraccionario, mediante la integral
de Young [32], la cual es una generalizacion de la integral de Riemann-Stieljes pero en el sentido
de trayectorias holderianas. Cabe notar que, podemos utilizar esta integral, cuando el indice de
Hurst es mayor a 1/2, ya que en caso contrario, las trayectorias no son holderianas, pero existe

una manera de hacerlo, mediante la teoria de trayectorias rugosas dada por Terry Lyons en [21].

En el capitulo 1, introduciremos los preliminares necesarios para demostrar la existencia, como
modelo matematico, del movimiento browniano fraccionario. Primero se define y se dan propiedades
de las variables aleatorias gaussianas y los vectores aleatorios gaussianos, para después continuar
con la definicion de proceso estocastico gaussiano. Ya que la manera usual de demostrar esta
existencia es utilizando el teorema de extension de Kolmogorov, en particular se demuestra la
existencia de procesos estocasticos gaussianos. Para esto es necesario y suficiente demostrar que la

funciéon de covarianza del movimiento browniano fraccionario es definida positiva y simétrica.

En el capitulo 2, se dan las propiedades méas importantes del movimiento browniano fraccio-



nario, tales como la autosimilitud y los incrementos estacionarios. En lo que sigue se estudia el
comportamiento de sus trayectorias y se demuestra que esas trayectorias no son diferenciables. Se
probara que se pierde la propiedad de semimartingala y la propiedad de Markov, y al finalizar el
capitulo, se define el movimiento browniano fraccionario de la manera como lo hicieron Mandelbrot
y Van Ness.

En el capitulo 3, definiremos una integral con respecto al movimiento browniano fraccionario
mediante la integral de Young cuando el indice de Hurst es mayor a 1/2. Ademas, se dan algunas
propiedades para esta integral, como la regla de la cadena. Al finalizar el capitulo, se aplicara la
integral de Young para dar soluciones a ecuaciones diferenciales estocasticas guiadas por trayecto-
rias holderianas y guiadas por movimientos brownianos fraccionarios, esta tltima emplea el calculo
de Malliavin, el cual solo se introducira de manera directa y sin demostracion alguna.

El objetivo de este trabajo es introducir una teorfa de integracién con respecto a un proceso
estocastico conocido como movimiento browniano fraccionario, para tal hecho, se debe introducir
este proceso y estudiar las propiedades que tiene. Estuvo basada principalmente en los tres primeros
capitulos del libro de Ivan Nourdin, Selected aspects of fractional brownian motion [26], en la parte
de variables aleatorias y vectores aleatorios gaussianos en las notas de Zhan Shi, Probabilités de base
[31] y finalmente en la parte de la integral de Young en las notas de Fabrice Baudoin, Stochastic
differential equations driven by fractional brownian motions [5].

Cabe mencionar que el presente trabajo esta dirigido a estudiantes de licenciatura que hayan
llevado cursos de teoria de la medida y calculo estocéstico. Asi como a estudiantes de maestria que

quieran introducirse en el tema.






Capitulo 1

Introduccion al Movimiento Browniano
Fraccionario

El objetivo principal de este capitulo es demostrar la existencia del movimiento browniano
fraccionario. Para tal hecho, se introduciréd de manera breve, una teoria sobre procesos estocasticos,
y en particular nos enfocaremos en procesos gaussianos.

En primer lugar, se darédn las herramientas para definir una variable aleatoria que sigue una
ley gaussiana, para asi proseguir con vectores aleatorios gaussianos. Se introduciran los polinomios
de Hermite, los cuales tienen relacion con las variables aleatorias gaussianas, los cuales serédn de
utilidad en el capitulo subsecuente. Ademaés se exhibiran algunos teoremas de existencia para
procesos estocasticos gaussianos, en particular se da un ejemplo muy importante, el cual es la
existencia del movimiento browniano. Al finalizar se demostrara que el movimiento browniano

fraccionario existe.

1.1. Vectores aleatorios gaussianos

En esta seccion comenzaremos con los aspectos més importantes sobre variables aleatorias,
y en particular, vamos a definir una variable aleatoria gaussiana, para después definir vectores
aleatorios gaussianos, ya que a lo largo de este capitulo se trabajaré con estos conceptos. Para méas
detalles sobre vectores aleatorios gaussianos ver |19, Capitulo 1] o [31, Capitulo 12].

Sea (2, #,P) un espacio de probabilidad, y sea F un espacio dotado de una o-élgebra &.

Llamamos variable aleatoria con valores sobre E a toda funciéon medible X : Q2 — E.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO

A menudo tomamos F = R dotada de la o-dlgebra de Borel, en este caso estaremos hablando

de una variable aleatoria real.

Definiciéon 1.1. La ley de una variable aleatoria X (también llamada distribucion) es la medida

imagen P para X . Esta es una medida de probabilidad sobre (E, &), y se define por
Px(A) =P(X ' A)=P(X € A) =P{weQ: X(w)ec A}), Acé.

Supongamos que X es una variable aleatoria real. Se llama funcion de distribucion de la variable

aleatoria X a la funcion Fx : R — [0, 1] dada por
Fx(z) =Px((—00,z]) =P{w € Q: X(w) <z}), z€R.

Si la medida de probabilidad Py es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebes-
gue, es decir, si Px(dz) = fx(x) dr (donde dz es la medida de Lebesgue sobre R), para alguna
funcién fx integrable sobre R, decimos que la variable aleatoria X es absolutamente continua. En

este caso, la funcion de distribucion de X esta dada por:

Fx(x) = /96 fx(u) du, x €R.

Definicion 1.2 (Medida de Gauss). Una medida de Gauss sobre R, estd definida como

1 (2=m)?
v(dx) := e 22 dz,

V202

donde m,0c € R y o > 0.

En el caso cuando m =0 y 0® = 1, diremos que y(dz) es una medida de Gauss estindar.

Definicion 1.3. Decimos que una variable aleatoria N : Q@ — R sigue una ley gaussiana con

2

pardmetros m € R y o* > 0 (en este caso usaremos la notacion N ~ N(m,0?)) si su ley es

una medida de Gauss sobre R. En el caso en que m = 0 y o = 1, decimos que N sigue una ley

gaussiana estdndar, y se denota por N ~ N(0,1).

Recordemos que si una variable aleatoria X es integrable con respecto a la medida de proba-

bilidad P, es decir, / | X | dP < oo, entonces se define la esperanza de X como:
Q

E[X] = /Q X (w)P(dw) = / X dP.
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Un resultado de teoria de la medida [4, Teorema 4.10.2], afirma que la medida imagen Py, es

la tinica medida sobre R tal que para toda funciéon medible y acotada g : R — R, se tiene

Elg(X)] = / o(0)Px(da).

Si X es una variable aleatoria con esperanza finita, entonces se define la varianza de X como:
Var(X) = E [(X - E[X])’] = E[X’] - (E[X])".

Ahora, sean X y Y variables aleatorias con esperanza finita, y supongamos que la esperanza

de XY es finita. Entonces, definimos la covarianza de X y Y como:
Cov(X,Y) =E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Definiciéon 1.4. La funcion caracteristica (o transformada de Fourier) de una variable aleatoria

X estd dada por la funcion px : R — C definida por:
ex(t)=E[e"¥], teR

En el caso en que tengamos una variable aleatoria N con ley gaussiana, su funciéon caracteristica
es (ver |10, Capitulo 5, §7]):
. 2,2
on(t) =5 teR.

Recordemos que la ley de una variable aleatoria estd determinada por su funcién caracteristica
[18, Teorema 8.2.4|, es decir, si existe una variable aleatoria cuya funcion caracteristica coincide
con la de la variable aleatoria N, entonces ésta sigue una ley gaussiana.

A continuacion se daran algunas propiedades sobre variables aleatorias gaussianas. El lector

puede consultar las referencias 9], [19] y [31]| para profundizar estos conceptos.

Proposicion 1.5. Se tienen las siguientes propiedades para variables aleatorias que siguen una

ley gaussiana:

1. 8i N ~ N(m,o?), entonces la funcion generadora de momentos de N es:

t202

My(t) :=E[e'N] =e™e 2, tER,
donde se cumple que E[e'N] < co.

2. Sean Ny, Ny variables aleatorias independientes, con Ny ~ N(my,01) y No ~ N(my,03),
entonces
Ni + Ny ~ N(my +mg, 0? + 03).
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3. Sia,beR y N~ N(m,o?), entonces

aN+b ~ N(am + b, a*c?).

Demostracion. 1. SiY ~ N(0,1), entonces para t € R, se tiene

&=

My(t) = Nors v )

= ez e’(y;t)2 dy = e% s ! e’é dz = eé
B V2T o0 B Coo V21 B '

N —
2

[etY}: oty 1 e’% dy — 1 / etf’fe*@ 0
1 2 o

Ahora, si N ~ N (m, c?), entonces Y = LY N(0,1). Entonces, para t € R

o

2. 2

Mx(t) =E[e'N] =E [et(m+02Y)] _ SR [etUQYi| = "My (to?) = e

2. Si Ny ~ N(my,0?) y Ny ~ N(my,03), sean pn, ¥ ¢, las funciones caracteristicas de N; y

Ny, es decir,

2 2
oTt . o5t
1 itmo— %

2y @Nz(t)ze )

itmyi—

PNy (t) =€
como N; y Ny son variables aleatorias independientes, se tiene

it(m1+m: —t2(02 402
ox, (B)pn, () = etmitmale =t @ro) 2 — o |, (1),

y como la funcién caracteristica caracteriza la ley de la variable aleatoria, entonces podemos

concluir que

N;+ Ny ~ N(m1 + mg,a% -+ Ug)
3. Si N~ N(0,1), entonces Y = a N +b es una variable aleatoria gaussiana, y tenemos

E[Y] = E[aN +b] = aE[N] + b = am + b,
Var(Y) = Var(aN +b) = a* Var(N) = a®0>.

Por lo tanto, a N +b ~ N (am + b, a*c?).
|

El siguiente resultado caracteriza a los momentos de una variable aleatoria que sigue una ley

gaussiana estandar.
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Proposicion 1.6. Si N ~ N(0,1), entonces los momentos de la variable aleatoria N son:

(2n)!
st m es par
E[N"] = 2nn/!
0 st m es 1mpar.

Demostracion. Primero, notemos que se tiene lo siguiente debido al teorema de convergencia do-

minada,
N : (itN)?  (itN)® (it N)* (it N)"
i’E [N? P°E [N K [N* "E [N"
=1+iE[N]¢t+ 2[, }t2+ 3[' }t3+ 4[, }t4+---+—l [, g

i"E[N"]
=2
n.
n=0

Como la funcion caracteristica de una variable aleatoria normal estandar es ¢n(t) = e 2.
Entonces, veamos cudl es su serie de potencias:
2\ 2 2 3 2\"
R (A <_5) - <_5) ot <_5> +
B 2 2! 3! n!
t2 t4 t6 t2n
= -t o — o e (=)
112t 2122 3123 (=1) nl2n
o _1 n
> ke
—~ nl
Ahora, identificamos los coeficientes de E [eitN] y de et/ 2y llegamos a que
(2n)! .
si n es par,
E[N"] = 2nn/!
0 si n es impar.
]

Ahora consideraremos variables aleatorias con valores sobre R?, es decir, vectores aleatorios. A

los elementos de R? los tomaremos como vectores columna.

Definicion 1.7. Sea N = (Ny,...,Ny) un vector aleatorio de dimension d. Se dice que N es un

vector aleatorio gaussiano de dimension d, si toda combinacion lineal de sus coordenadas sigue una
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ley gaussiana para t = (t1,...,tq) € R?, es decir,
d
t-N=> t;N.
k=1
SiN = (Ny,...,Ny) es un vector aleatorio gaussiano, entonces cada coordenada es una variable

aleatoria gaussiana; sin embargo, el reciproco es falso. En efecto, sean Y y Z dos variables aleatorias
independientes tales que Y sigue una ley gaussiana estandar y tal que P(Z =1) =P(Z = —1) =
1/2. Notese que W = ZY es una variable aleatoria gaussiana. Sin embargo, (Y, W) no es un vector

aleatorio gaussiano ya que Y 4+ W no es una variable aleatoria gaussiana: P(Y + W = 0) = 1/2.

Definicion 1.8. La funcion caracteristica de un vector aleatorio gaussiano N es la funcion oy :
R? — C dada por:

d
(,ON<t) =E exp {Z Ztk Nk}
k=1
d d
= exp (Zztkmk - = Z tktlck,l> )
k=1 k=1
para t € RY y donde C = (Cryp)guq €5 la matriz de covarianzas del vector aleatorio N, para

kl=1,....d.

En consecuencia la ley de un vector aleatorio gaussiano esta determinada por su media y su
matriz de covarianzas. Se denotara como N (m,C'), donde m = (myq, ..., my) es el vector de medias

con my = E[N,| para k =1,...,d.

Proposicion 1.9. La matriz de covarianzas C de un vector aleatorio gaussiano N es tal que, para
toda ty,...,tqg € R

d
> titiCry > 0,

k=1

es decir, C' es una matriz definida positiva.

Demostracion. Por definicion de la matriz C' y utilizando la definicién de covarianza, se tiene

d d
Z tkthk’l = Z tktl COV(Nk, Nl)
k=1 k=1
d

ttE [(Ne —E[Nk]) (N =E[N])],

k=1
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como la suma anterior es finita,

Ztktl Nj, —E[N,]) (N, —E[N,

(Z ty (Ny —E Nk]))

k=1 k=1
d
= Var (Z tk Nk> Z 0.
k=1
Por lo tanto C' es definida positiva. |

En el siguiente resultado, se muestra como construir un vector aleatorio gaussiano con vector

de medias y matriz de covarianzas dados.

Teorema 1.10. Sea m € R%, y sea C' una matriz simétrica y definida positiva de tamatio d x d.

Entonces existe un vector gaussiano de dimension d, con media m y matriz de covarianza C.

Demostracion. Consideremos d variables aleatorias Y7, ..., Y}, las cuales son gaussianas estandar
e independientes, es decir, tenemos el siguiente vector aleatorio gaussiano Y = (Y3,...,Yy) y sea
m = (my,...,mg) un vector de medias.

Por otra parte, como toda matriz definida positiva admite raiz cuadrada, entonces podemos
encontrar una matriz simétrica D = (Dy)axa tal que D? = C. Por lo que se tiene la construccion
N=DY +m:

Ny D1,1 D1,2 s Dl,d Y, my
Ny _ D2,1 D2,2 s DQ,d Y, X mao
Ng4 Dig1 Dgo -+ Dgg Yy mq

Entonces N es un vector aleatorio gaussiano de media m (debido a que suma de variables
aleatorias gaussianas independientes es gaussiana, y la combinacion lineal de componentes de
DY + m, es una combinacion lineal de Y1, ..., Yy).

Para determinar a la matriz de covarianzas, hay que notar que

COV(Nk, Nl> =E [(Nk —mk) (Nl —m )]

[[ga) o)

=Y DyiDiE[3Y)).

3,j=1

=E
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donde E[Y;Y;] = 1sii=j, y E[Y;Y;] =0sii# j. Lo anterior nos lleva a que

d
Cov(Ny, N;) = Z Dy Dy
i1

_ t
= (DD"),;
donde D' es la transpuesta de D. Por lo que, la matriz de covarianzas de N es DD' y como la
matriz D es simétrica, se tiene DD! = D? = C. De este modo, se ha probado que N es un vector

aleatorio gaussiano de media m y matriz de covarianza C. ]

Teorema 1.11 (Densidad gaussiana de dimensiéon d). Sea m un vector de R? y sea C una
matriz simétrica y definida positiva de tamarnio d x d. Si det(C) # 0 y C™* = (C];1>d><d denota
a la matriz inversa de C, entonces la ley gaussiana de dimension d, denotada por N'(m,C), es

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesque sobre R?, la cual tiene por densidad:

1 1<
e (5 X G )

k=1
Proposicion 1.12. Sea N = (Ny,...,Ny) un vector aleatorio gaussiano. Para que las variables
aleatorias Ny, ..., Ny sean independientes es necesario y suficiente que la matriz de covarianzas de

N sea diagonal.

Demostracion. Silas variables aleatorias Ny, . .., Ny son independientes, se sigue que Cov(Ng, N;) =
0 para toda k =# [, es decir, la matriz de covarianzas es diagonal.

Para el reciproco, utilizaremos la construccion utilizada en la demostracion del Teorema 1.10,
es decir, N = DY 4+ m. Si la matriz C' es diagonal, entonces la matriz D también es diagonal:
D = diag(Dy1, ..., Dgq). Por lo tanto Ny = Dy Yy + my para k = 1,...,d. Como Yi,...,Y; son
variables aleatorias gaussianas independientes, entonces podemos deducir la independencia de las
variables Ny, ..., Ny. |

La prueba de la proposicion anterior nos muestra que si (Ny,...,Ng, Y7,...,Y,) es un vector
gaussiano, entonces (Ni,...,Ng) v (Y7,...,Y},) son independientes si y s6lo si Cov(Ng,Y;) = 0,
parak=1,...,dyl=1,...,n.
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1.2. Polinomios de Hermite

En esta seccién vamos a introducir una familia de polinomios, llamados polinomios de Hermite.
Son nombrados asi en honor a Charles Hermite. Estos polinomios nos seran de gran utilidad en la
seccion 2.4.

En lo que sigue denotaremos por {C*(R,R),k > 0} al espacio de las funciones continuas que
son k veces diferenciables y donde la k-ésima derivada es continua, les llamaremos funciones de

clase C*.

Definicién 1.13. Sea § : C' — C° el operador lineal tal que
dg(x) = xg(z) — g'(x), v €R,

para toda funcion g : R — R de clase C'.

Nota 1.14. La esperanza con respecto a la medida de Gauss y(dz) forma un producto interior
sobre el espacio de Hilbert L*(R,y(dz)), definido por

L*(R,~y(dz)) = {f : R — R medible tal que / |fv(dz) < oo} .
R
En este sentido se tiene la siguiente dualidad.

Proposicion 1.15. Sea N una variable aleatoria gaussiana estdndar, es decir, N ~ N(0,1), y

sean f,q: R — R funciones de clase C*. Entonces se tiene la siguiente igualdad
E[f'(N)g(N)] = E[f(N)dg(N)].
Demostracion. Por un lado tenemos,

E[f(N)g(N)] = / N f’(x)g(x)\/%—ﬁe‘m da,

integrando por partes y utilizando la definicién del operador 9, se tiene

> / 1 —x2/2 _ 1 —x2/2
[ @) e de = flagle) e

[ 1@ (—aate) e ) )

= [t agte) = ) e do

/ f(z)dg(x _3”2/2 dx

(N)ég(N )]

o0
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Por lo tanto E [f'(N)g(N)] = E[f(N)dg(N)]. [ ]

Definiciéon 1.16. Para cualquier entero k > 1 definimos el polinomio de Hermite de orden k como
stque:

Hy(z) = 6"1(z) € Rz],

en donde 1 indica la funcion constante igual a uno, R[x] denota al anillo de polinomios con
coeficientes reales en la indeterminada x, y 6% es el operador lineal que se define componiendo a &
consigo mismo k veces.

Por convencion, definimos H_1(x) =0 y Ho(z) = 1.
Los primeros tres polinomios de Hermite son:
» Hi(z) =01(z) = x;
s Hy(z) = 0°1(2) = 6(61(x)) = 0z = 2° — 1;
» Hi(x) =0°1(x) =0(x* — 1) = 2° — v — 22 = 2° — 3a.

A continuaciéon se dard un resultado sobre los polinomios de Hermite, el cual serd de vital

importancia en resultados posteriores.
Proposicion 1.17. Si N ~ N(0,1), para toda k > 1 se tiene
E[H(N)] = 0.

Demostracion. Usaremos la siguiente expresion explicita para los polinomios de Hermite, dada en
[2, Capitulo 22, §3|. Para cualquier k > 0,

Lk/2] m
Hy(z) = k! Z (=1) g e R
g = ml(k —2m)!2m ’ ’

donde |e] = max{m € Z : m < e} denota a la funciéon piso.

Entonces,
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Por la proposicién 1.6, si k = 2j + 1 para j € N, tenemos que E [Hy;1(N)] = 0. Ahora, para

k = 2j, se tiene

Bt (N)] = (2! 3 it P

m=0

ml(2j — 2m)! 2m(j — m)!12i—m

m=0

o (=)™ 1
:<%ﬂ22(mj(j—mym

Por lo tanto E[Hg(N)] = 0 para toda k > 1. [ |

Proposicion 1.18. La familia {Hy}ren de polinomios de Hermite satisface las siguientes propie-
dades:

1. Para toda k € N, se satisfacen:
. H(x) = kHya(a),
» Hypi(z) = aH(z) — kHi—1(2).

2. Los polinomios de Hermite (Hy)ren son ortogonales sobre el espacio L* (R, y(dx)), es decir,
k! sik=1
E[H,(N)H,(N)] =
0 sik#l

donde N ~ N(0,1).

1
3. La familia {\/?Hk’ k> 0} es una base ortonormal de L* (R, ~(dz)).

4. Sea (U, V') un vector aleatorio gaussiano con U,V ~ N(0,1). Entonces para toda
k,l € N, se tiene
EE[UV]E sik =1,
E[H(U)H(V)] =
0 stk # 1.
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Demostracion. 1. Sea D : Rlzx] — R[z] el operador diferenciacion, es decir, para un polinomio
P(x) € R[z| se cumple que DP(x) = P'(x).
Se va a demostrar que Dd — §D es el operador identidad sobre R[z], es decir, para todo
P(z) € Rlz] se cumple (D§ — 0D)P(x) = P(z) (a esta propiedad se le conoce como relacion

de conmutatividad de Heisenberg). En efecto,

Por lo tanto (D6 — 0D)P(x) = P(z).
Ahora, usando induccion sobre k, se probara que para todo polinomio P(z) € R[z] se tiene

la siguiente igualdad:
(D&* — 6*D)P(x) = k6" ' P(z), k> 1.

Cuando k =1 se cumple la igualdad
(DS — 6D)P(z) = P(x).
Supongamos que se vale para k, y aplicando ¢, tenemos
5((D* — 6*D)P(x)) = 6(D6*)P(x) — 6" DP(x)
= ko"P(x).
Veamos que se cumple para k + 1,
(D& — S DYP(z) = (DS*™)P(2) — (6" D) P(x)
= D§(6*P(x)) + P(2)k§* P(z) — (6D) (0" P(x))
= (k4 1)6*P(x).
De la definicion de polinomio de Hermite, tenemos que Hj(x) = D§"1. Por lo tanto
Hi(z) = k6" 1 + 6"*D1 = kH;_, (z),
y también se cumple

Hyypr(x) = D6"1 = 661 = 6H), = xHy, — H}, = v Hy(x) — kHy_1(x).
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2. Sea N una variable aleatoria gaussiana estandar. Para k > [ > 1, podemos escribir lo
siguiente:
(Hi(N), HZ(N)>L2(R,7(dx)) = E[Hy(N)H,(N)].

Note que, de la definicién de polinomio de Hermite para H;(N), se tiene
E[Hy(N)Hi(N)] = E [Hy(N)J'1(N)] .
Ahora, aplicando la proposicion 1.15 y el punto 1 de esta proposicion,
E [H.(N)0'1(N)] = E [H{(N)s' 1(N)]
=E [kH;_1(N)§" "1(N)]
= kE [H,_1(N)H,_1(N)].
Continuando de manera recursiva,
KE (i1 (N)Hi1 (N)] = RIE [y (N)].

en donde usamos la proposiciéon 1.17, y finalmente tenemos

Kosik=1l
E [H(N)H(N)] =

0, sik#l
Por lo tanto, se obtiene que los polinomios de Hermite (H},)gex son ortogonales en L? (R, y( dz)).

1
3. Por el punto anterior, tenemos que la familia {—H g, k> O} es una familia ortonormal,

V!
ya que

) 1 1, sik=I,
—— H,(N), —=H,(N) =
VI LA@Ry(do) |0 gik £

1
Veamos que WH ko k> 0} es una base ortonormal. Como el polinomio Hy(X) tiene grado

k para cualquier £ € N. La afirmacion de este punto es equivalentemente a decir que los
monomios {X* : k € N}, generan un subespacio denso de L*(R,~(dz)). Para esto, es
suficiente probar que si f € L* (R, v(dz)) satisface que E[N* f(N)] = 0 para toda k € N y

N ~ N (0, 1), entonces la funcion f es igual a cero. En efecto, para z € C definimos

p(z) = E[f(N)e™"]



14

CAPITULO 1. INTRODUCCION AL MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO

Para (w,)nen € C una sucesion compleja, se tiene

o £ ) = (2)

wn—0 W,

< C,

es decir, la derivada de ¢(z) existe, y por lo tanto ¢ es una funcioén analitica que es k-veces

diferenciable. Usando el teorema de convergencia dominada, se llega a
P (2) = "E[N* f(N)e'™™],

conkeNyzeC.

Por lo tanto, si z = 0, tenemos que gp(k)(O) = 0 para toda k € N, es decir, ¢ = 0. Por la

unicidad de la transformada de Fourier, tenemos que f = 0.

. Para toda ¢ € R, tenemos que la funcién z + e pertenece a L? (R, y(dz)). Entonces, del

punto 3 se tiene,

Zki N H (N)] Hi ().

Ahora, aplicando Proposicion 1.15 repetidamente y utilizando el punto 1 de la Proposicién

1.5 se obtiene

por lo que se tiene

sobre el espacio L? (R, y(dz)).

Sean U,V variables aleatorias tal que U,V ~ N (0, 1). Para toda s,t € R, tenemos

WE[Hk(U) Z Z TR
k,1=0 k=0 —0

por el teorema de convergencia dominada.
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Usando la identidad anteriormente vista, se llega a que lo anterior es

2 .2 2442
E 65U—%6t\/—7} — e H R[]

2,2
— o~ T o3ElsUAY)?]

oSEUV]

> k:tk:

:ZS—EUV

k=0

Identificando los coeficientes en estas dos series de expansiones, tenemos la formula deseada.
[ |

1.3. EIl teorema de extension de Kolmogorov y el criterio de
continuidad de Kolmogorov

En esta seccion se discutira un resultado central en la teoria de la probabilidad, el teorema de
extension de Kolmogorov, el cual permite construir medidas sobre espacios de dimensién infinita vy,
de esta manera, construir procesos estocasticos. Este teorema basicamente nos esta dando la exis-
tencia de procesos estocasticos sobre un espacio de probabilidad, pero de los cuales, no conocemos
como es el comportamiento de sus trayectorias, para lo cual es 1til el teorema de continuidad de
Kolmogorov.

Primero introduciremos las herramientas necesarias para la comprension del teorema de exten-
sion de Kolmogorov.

Denotaremos por A(R,R) al conjunto de todas las funciones de R, a R, al cual llamare-
mos espacio de trayectorias. Y consideremos a la siguiente familia de conjuntos, que llamaremos

cilindros:
{f € A(R+,R) : f(tl) € [17 EIR) f(td) S [d}7

conty,...,tg € Ry ydonde Iy,. .., I; son intervalos de la forma (ay, bg]. Denotaremos por .7 (R, , R)

a la o-algebra de A(R,,R) generada por esta familia.

Definicién 1.19. Un proceso estocdstico definido sobre el espacio de probabilidad (2, %, P), es
una familia de variables aleatorias (Xi)ier, indexadas por un conjunto T, las cuales son medibles

con respecto a F .
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A menudo se considera T = [0,7] con T < oo, T = [0,00) o T = R. En lo subsecuente
tomaremos T = [0, 00), es decir, trabajaremos con procesos estocésticos en tiempo continuo.

Un proceso estocastico (X;);>0 puede ser visto como una coleccion de funciones
X(w) € AR, R), we
t— X(w)(t) := Xi(w)
estas funciones se llaman las trayectorias del proceso estocdstico (X;)i>o. La funcion
X:(Q,%) = (AR, R), 7(R,R))
es medible. Y la medida de probabilidad definida por
uA) =P(X7(4)), A€ T(Ry,R)

es llamada la ley del proceso estocdstico (Xi)i>o-

Para ¢t > 0, denotamos por w; a la funcion que a cada f € A(R,,R) le asocia f(t). El proceso
estocastico (wt)i>o definido sobre un espacio de probabilidad (A(R;,R), 7 (R4, R), ) es llamado
el proceso estocdstico canonico asociado a X. Este es un proceso de ley p.

En general, no se tiene una regularidad a priori de las trayectorias de un proceso estocastico,

por lo que lo minimo que se requiere es la medibilidad de las trayectorias.
Definicién 1.20. Decimos que un proceso estocdstico (Xy)i>o es medible, si la funcion
R, xQ—Q
(t,w) — Xy(w)
es medible con respecto a B(Ry) @ F, es decir, si para toda A € B(R), se tiene
{(t,w) : Xi(w) € A} € B(R,) ® F,
donde B(R.) denota la o-dlgebra de Borel sobre R .

Observacion 1.21. La definicién anterior nos dice que un proceso estocéstico medible tiene tra-

yectorias medibles.

Nuestro interés principal es en procesos estocasticos que tengan trayectorias continuas. Deno-
taremos al espacio de funciones continuas por C(R,,R) dotado de la o-algebra Z(R.,R), la cual
esta generada por

{f - C(R+7R) . f(tl) < ]1, .. ,f(td) - [d},

con ty,...,tqg € R,.
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Definiciéon 1.22. Un proceso estocdstico continuo es un proceso estocdstico (Xi)i>0, que toma
valores sobre C(R4, R).

Si (X¢)t>0 es un proceso continuo, entonces la funcion
X (Q7§) - (C(R-MR):'%(R-HR))

es medible y la ley de X es la medida de probabilidad sobre (C(R;,R), Z(R,,R)). Se tiene el

siguiente resultado:
Proposicion 1.23. Un proceso estocdstico continuo es medible.

Demostracion. Sea (X;)i>o un proceso estocéstico continuo. Primero demostraremos que para toda
A e B(R)
{(t,w) €[0,1] x Q: Xy(w) € A} € B(R,) ® F.

Para n € N, sea

X = X$ con t € [0,1],
done [e] denota la parte entera. Ya que las trayectorias de X' son constantes por pedazos, tenemos
{(t,w) €10,1] x Q: XJ'(w) € A} € B(R,) @ F.
Por otra parte, para t € [0,1] y w € §2 se tiene

lfm X7 = X,,

n—-+00

lo cual implica que
{(t,w) €0,1] x Q: Xy(w) € A} € B(R;) @ Z.

De la misma manera mostraremos que para toda k € N,
{(t,w) € [k, E+1] x Q: Xy(w) € A} € B(R,) ® F.

Como
{(tw) eERx Q: Xy(w) € A} = | J{(t,w) € [k, +1] x Q: X, (w) € A}

se deduce lo que querfamos mostrar. [ |
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1.3.1. El teorema de extensién de Kolmogorov

Como hemos visto, un proceso estocéastico define una medida de probabilidad sobre el espacio
(A(R4,R), 7 (R4, R)). En primer lugar, veremos que esta medida de probabilidad esta completa-

mente determinada por las leyes finito dimensionales del proceso estocastico:

Definicion 1.24. Sea (Xt);>o un proceso estocdstico. Para ty,...,tqs € Ry, denotamos por pu, . .,
a la ley del vector aleatorio (Xy,,...,Xy,), la cual es una medida de probabilidad sobre R?. A
las medidas de probabilidad de este tipo las llamaremos leyes finito dimensionales del proceso

estocdstico (Xi)i>o-

Proposicion 1.25. Si dos procesos estocdsticos definidos sobre espacios de probabilidad distintos

tienen las mismas leyes finito dimensionales, entonces decimos que tienen la misma ley

La demostracion de esta proposicion puede consultarse en [14, Proposicion 2.2].
El teorema de extension de Kolmogorov afirma que, dada una familia de medidas de probabi-
lidad definidas sobre los cilindros de .7 (R, R), es posible construir un proceso estocastico cuyas

leyes finito dimensionales estan dadas por estas probabilidades.

Teorema 1.26 (Teorema de extension de Kolmogorov, 1933). Supongamos que para cada
t1,...,ta € Ry, tenemos una medida de probabilidad pu, ..+, sobre R?. Supongamos que esta medida

de probabilidad verifica las dos condiciones:

. Nth---ﬂfd(Al X X Ad) = l’LtT(l)v"'vtT(d)(AT(l) X X AT(d))7 Ak € @(R),

donde T una permutacion del conjunto {1,2,...,n};
] ﬂth...,td(Al X+ X Ad—l X R) = ..., td—l(Al X+ X Ad—l), Ak - %(R)

Entonces, existe una unica medida de probabilidad p sobre (A(R4,R), 7 (R4, R)) tal que para toda
t,.. . tg €ERy y Ay, ..., Ag € B(R) se tiene:

pwy € Ar, .o wyy € Ag) = pgy gy (AL X X Ag).

Para la demostracion del teorema de extension de Kolmogorov, se recomienda revisar [16, Capitulo
3, §4] o |6, Capitulo 7, §36].

Lo esencialmente interesante del teorema de extension de Kolmogorov es la construccion de un
proceso estocéastico usando sus leyes finito dimensionales. Este teorema se utiliza a menudo para

la construccion de procesos estocésticos gracias al siguiente resultado:
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Corolario 1.27. Supongamos que para cada tq,...,t; € Ry tenemos una medida de probabilidad
iy ...t, SObTE RY. Supongamos que esta medida de probabilidad verifica las condiciones del teorema
de extension de Kolmogorov.

Entonces, eziste un espacio de probabilidad (Q, F ,P) y un proceso estocdstico (Xt)tzo definido

sobre este espacio tal que sus leyes finito dimensionales de (Xi)i>o estan dadas por i, 4,

Demostracion. Como espacio de probabilidad elegimos
(Qv Z, ]P) = (-A(]R-i-’ R)v y(R-&-v R)v :u)v

donde g es la medida de probabilidad dada en el teorema de extension de Kolmogorov 1.26. Y
Consideremos el proceso estocastico canonico (wy);>o definido sobre A(Ry,R) como w(f) = f(¢),

por la construccion de este proceso, se tiene que es de ley pu. |

1.3.2. El criterio de continuidad de Kolmogorov

Como se vio, el teorema de extension de Kolmogorov 1.26 proporciona la existencia de procesos
estocasticos. Sin embargo, no afirma nada sobre el comportamiento de las trayectorias de estos
procesos.

El criterio de continuidad de Kolmogorov, precisa que, bajo ciertas condiciones, podemos tra-
bajar con procesos estocasticos cuyas trayectorias sean bastante regulares en un sentido que a

continuacién se haréd preciso.

Definicién 1.28. Una funcion f : R, — R, decimos que es holderiana de exponente o > 0, st

existe una constante ¢ > 0 tal que para toda s,t € Ry, se tiene

[f(t) = fs)] < cft — s]*.

Definicion 1.29. Un proceso estocdstico (Yi)i>o es una modificacion del proceso (Xi)i>o, si para
toda t > 0, se cumple
P(X,=Y) =1

Nota 1.30. Si (Y;):>0 es una modificacion del proceso (X;)i>0, entonces (Y;);>o tiene las mismas

leyes finito dimensionales que (X3);>o (ver [28]).

Cabe mencionar que las leyes finito dimensionales no determinan las trayectorias del proceso

estocastico. Por ejemplo, tomemos Q2 = [0, 1), .7 = #4([0,1)) y P la medida de Lebesgue. Definamos
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un proceso estocastico (Xi)ieT, con T = [0, 1], como sigue:

0, sit#w
Xi(w) =
1, sit=w
Y para toda w € , sea Y;(w) = 0 otro proceso estocastico que es modificacion X;(w), para

cada t. Los procesos estocésticos definidos tienen las mismas leyes finito dimensionales, pero sus
trayectorias no son las mismas, ya que para X; las trayectorias son discontinuas, mientras que para
Y, son continuas.

El siguiente teorema, da una condicion suficiente para que un proceso estocastico (X;):>o admita

una modificacién continua con trayectorias holderianas.

Teorema 1.31 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Sean n,e y ¢ constantes positivas.
Si un proceso estocdstico X = (Xy)iepo,r), con T > 0, estd definido sobre un espacio de probabilidad
(Q, Z,P) y si ademds para toda s,t € [0,T] se satisface

E[|X: — X|"] < cft — s,

entonces existe un proceso estocdstico continuo con trayectorias holderianas de exponente o, para

toda o € (0,e/n), que es una modificacion de X. Es decir X admite una modificacion continua.

La demostracion de este teorema, se puede consultar en [19, Capitulo 2, Teorema 2.1].

1.4. Procesos Gaussianos

Como se ha visto en la seccion anterior, el teorema de extension de Kolmogorov es la herramienta
bésica para demostrar la existencia de un proceso estocastico cuyas leyes finito dimensionales estan
dadas. En esta seccién, veremos la forma en que se puede utilizar este teorema para probar la

existencia de los procesos gaussianos.

Definiciéon 1.32. Un proceso estocdstico (Xy)i>o definido sobre un espacio de probabilidad (2, #,P)
es llamado proceso estocdstico gaussiano si para toda d > 1 y para toda (ty,...,tq) € Ri, el vec-
tor aleatorio (Xi,, ..., Xy,) sigue una ley gaussiana. Dicho de otro modo, si todas sus leyes finito

dimensionales siguen una ley gaussiana.
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La ley de un proceso gaussiano esté caracterizadas por su funcion de medias
m(t) = E[X],
y su funcién de covarianzas
R(s,t) = E[(X; —m(t))(Xs —m(s))].

La funcion de densidad de la ley finito dimensional yi, . ;, de la densidad gaussiana con respecto

a la medida de Lebesgue es:

(Zﬂl)dﬂ vV dit b P <_% Z (2% = m(tx)) (E_l)k,l (21 — m@l))) )

donde, Zk,l = R(Zf/€7 tl).

Hay que notar que la funcién de covarianza es simétrica R(s,t) = R(t,s) y positiva definida,

es decir, para cualesquiera ay,...,a0 € Ry ty,...,t; € Ry
d d
ara Rt tr) = Y apalB [(Xy, — m(t))(Xy, — m(t:))]
k,l=1 kl=1
p 2
—E (Z(th - m(tk))> > 0.
k=1

Del teorema de extension de Kolmogorov 1.26, se tiene el siguiente resultado para procesos

gaussianos, el cual exhibe la existencia de los procesos gaussianos.

Teorema 1.33 (Teorema de extension de Kolmogorov para procesos gaussianos). Sea
m: Ry — R una funcion y R : Ry X Ry — R una funcion que es simétrica y positiva definida.
Entonces, existe un espacio de probabilidad (2, ., P) y un proceso gaussiano (X;)i>o definido sobre

este espacio, el cual tiene a m por funcion de media y a R por funcion de covarianza.

Demostracion. Definimos una medida de probabilidad sobre R? como

d
1 1 1 1
Kty oty = 7 Vass exp (—5 k%ﬂ(% —m(ty)) (2 )kJ (21— m(h))) dzy -+ - dag,

donde ¥y; = R(tg,t) y dzy--- dzg es la medida de Lebesgue sobre R?. Por hipotesis sobre la

funcién de covarianza R, se tiene que Y es una matriz simétrica y definida positiva, de modo
que i, ...+, sigue una ley gaussiana. Esta medida de probabilidad cumple con las condiciones del
teorema de extension de Kolmogorov 1.26, y aplicando el corolario 1.27, se sigue que existe un
espacio de probabilidad (2,.%,P) y un proceso estocastico (X;);>o cuyas leyes finito dimensionales

estan dadas por 4, . +,, la cual es la ley de un proceso gaussiano. |
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1.5. El ejemplo del movimiento browniano

Gracias al teorema de extension de Kolmogorov para procesos gaussianos 1.33 y al teorema de
continuidad de Kolmogorov 1.31, podemos demostrar la existencia del movimiento browniano, el
cual es un proceso continuo. Ademés, se daran algunas de las propiedades mas importantes de este

proceso estocastico.

Teorema 1.34. Eziste un espacio de probabilidad (Q, F,P) y un proceso estocdstico gaussiano

X = (Xt)t>0, con funcion de media 0 y funcion de covarianza dada por

R(t,s) = E[ X X;] = min(s, t).

Demostracion. Tenemos que la funcion R(s,t) = min(s,t) es simétrica y para t1,...,tq € Ry y
ai,...,aq € R, es definida positiva,
d d s
Z araR(ty,tr) = akaz/ Ljo,min(tz ) (2) d
7 : k,l:].
d
=> @kal/ 0.4 (@) Lo, (7) da
k=1

00 d 2
0 k=1

Del teorema de extension de Kolmogorov para procesos gaussianos 1.33, existe un espacio de
probabilidad (€2,.%#,P) y un proceso estocastico gaussiano (X;)¢>o sobre este espacio de probabili-

dad, cuya funcion de media es 0 y cuya funcion de covarianza es R(s,t) = min(s, t). [

Por otro lado, para toda d > 0y 0 < s < ¢, por la proposiciéon 1.6, se tiene

(24)!

E [(X; — X,)*] = i (t —s)?.

Por lo tanto, del teorema de continuidad de Kolmogorov 1.31, existe una modificaciéon continua

d—1
(W)e>0 del proceso (X;)i>0, cuyas trayectorias son holderianas de exponente a, con v € |0, Q—d) )

Una consecuencia de lo antes dicho es que, como modificacion de (X¢)i>o, €l proceso (W;)i>o
tiene las mismas leyes finito dimensionales que (X¢):>o, es decir, tienen la misma ley. Esta ley se

llama medida de Wiener, de la cual hablaremos mas adelante.
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Figura 1.1: Trayectorias del movimiento browniano sobre el intervalo [0, 1].

Definicion 1.35 (Movimiento browniano estandar). Un proceso estocdstico continuo W =

(Wi)e>0, se llama movimiento browniano estandar, si es un proceso gaussiano con funcion de media
m(t) = E[W] =0,

y funcion de covarianza
R(t,s) = E[W;W;] = min(s, t).

El movimiento browniano definido en 1.35, cumple con las siguientes propiedades, cabe men-
cionar que no se demostraran, pero el lector puede consultar |4, Capitulo 9] y [23, Capitulo 1] para

su prueba.

s Comienza en cero. Wy = 0.

» Incrementos independientes. Para los tiempos 0 = ty < t; < --- < tg4, los incrementos

Wy — Wiy, Wy = Wey ..., Wy, — Wy, son variables aleatorias independientes.

= Incrementos estacionarios. Si 0 < s < t, entonces W; — W sigue una ley gaussiana con media

cero y varianza t — s.
s Autosimilitud. Para toda a > 0, el proceso estocéstico (a‘l/ 2Wat) >0 €8 un movimiento
browniano.

» [nversion en el tiempo. El proceso estocéstico (X),, definido por

th/t sit>0

=

0 sit=20
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es un movimiento browniano.

» Propiedad de Markov. Sea W un movimiento browniano y (%;)>o su filtracion natural.
Entonces para toda ¢t > 0, el proceso W dado por Wy = W,,., — W, es un movimiento
browniano independiente de .%;.

Esta propiedad nos dice que, para predecir el futuro de W, conocer sélo el presente nos

brinda tanta informaciéon como conocer toda la historia del proceso hasta un tiempo t.

» Martingala. El movimiento browniano (W;);>¢ es una martingala con respecto a la filtracion

natural (.%;):>0, es decir E[|[W;|] < oo y si s < ¢ entonces:
E[W; | 5| = Ws.

Esta propiedad nos dice que, conociendo la historia de W hasta un tiempo s, la mejor
prediccion del valor futuro de W en un tiempo posterior ¢ es, simplemente, el valor actual
W.

» Ley de los grandes nimeros. Sea (W})¢>0 un movimiento browniano, entonces

. W :
lim — =0 casli seguramente.
t—o0 t

El concepto de martingala fue introducido por Jean Ville en 1939. Méas adelante, Paul Lévy
inici6 el desarrollo de la teoria y Doob [8] demostrd algunos de los resultados mas importantes.
Esta teoria proporciona herramientas para el estudio del movimiento browniano, una de ellas es
empleando el cdlculo estocdstico, como lo desarrollo Kiyoshi It6 en [13], su motivacién principal

era entender y resolver ecuaciones diferenciales estocasticas de la siguiente forma
dX, = b(X,) dt + o (X)W, dt,

donde W, es un ruido blanco, el cual puede pensarse como una derivada del movimiento browniano
W, pero como las trayectorias del movimiento browniano no son diferenciables, no era claro el
sentido que tenia la ecuacion antes descrita. Al reescribir la ecuaciéon anterior, en forma integral,

es decir,
t t
X, = X+ / b(X,) ds + / o(X,) dW,,
0 0

t
donde b y o son funciones deterministas de ¢ y / o(Xs) dWs es una integral estocastica con

0
respecto al movimiento browniano. It6 definié este tipo de integrales y estudio sus propiedades,

una de ellas es que esta integral estocastica resulta ser una martingala.
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En la actualidad, la herramienta principal para el estudio del calculo estocastico es el concepto
de semimartingala, que por definicion, es la suma de una martingala local (algo un poco mas general
que una martingala) y un proceso estocastico con trayectorias de variacion acotada y adaptado
(una condicién de medibilidad). Las semimartingalas (Z;);>o constituyen una clase general de

procesos estocasticos con trayectorias continuas y con respecto a los cuales se pueden integrar
t

procesos estocésticos, donde la integral estocéstica / 0(Xs) dZ; esta bien definida.
0

En lo que sigue, se definird un movimiento browniano de dimensién d, ya que serd de gran

utilidad para poder definir la medida de Wiener, la cual se utilizara en el capitulo 3.

Definicién 1.36. Supongamos que W}, W2, ... ,Wtd son movimientos brownianos estdndar inde-

pendientes. Entonces, el proceso estocdstico (W)i>o definido por
(Woiso = (W, Wihiso,

es llamado movimiento browniano estandar de dimension d.

En lo que sigue, sea C(R+,Rd) el espacio de las funciones continuas de R, a R? dotada de
la o-algebra de Borel (R, ,R?), la cual es la o-algebra més pequefia que hace medibles a las

funciones f — f(t), para toda t € R,.

Definiciéon 1.37 (Medida de Wiener). Sea W = (W;)i>0 un movimiento browniano estindar
de dimension d, definido sobre un espacio de probabilidad (Q,.%,P). La medida de Wiener de
dimension d es la medida de probabilidad W sobre C(R,,R?) definida como la medida imagen de
P sobre (§2,.%) para la funcion ®:

®:Q— C(R,RY
W = (Wt(w))tZO-

La definicion anterior parece no tener sentido, ya que no depende de la eleccion del movimien-
to browniano W, como se harda notar a continuacién. Sea C la familia de cilindros del espacio

C(R,,R%), es decir, los conjuntos de la forma

C={f €CRy,RY): f(t1) € Ay, f(t2) € Ag,..., f(tn) € A},
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donde Ay, As, ..., A, son borelianos de R? y0<t; <---<t,. Entonces

{f €CRL,RY) : f(t) € Ay, fta) € As, ..., f(t,) € An})

w(C (
(® e C)
(
(Wi

(Wi)is0 € C)

P
P
P
P(Wy, € Ay, Wy, € Ay, ..., W, € A,)

:/ / / P (0, 20)Pey—ty (1, 2) -+ Doyt (Tn1, Tn) A2y -+ dy,
An A2 Al

%p_Jx—MQ
(27t)d/2 2t
Esta es la expresion de la medida de Wiener, por el lema de las clases mondtonas se tiene

donde p;(z,y) = conz,y e Ry teR,.
que esta medida esta caracterizada por sus valores sobre los cilindros C. Esto muestra que esta
determinada de manera tnica, independiente de la elecciéon del movimiento browniano W, es decir,

todos los movimientos brownianos tienen la misma ley, la cual es una medida Wiener.

Nota 1.38. En cierto sentido, la medida de Wiener sobre el espacio C (R+,Rd) juega un papel

similar al de la medida de Lebesgue sobre el intervalo [0, 1].

A continuacién definiremos un tipo de movimiento browniano, el cual nos seré de gran utilidad

al finalizar el capitulo 2.

Definicién 1.39 (Movimiento browniano bilateral). Definimos el movimiento browniano bi-
lateral W = (Wy)ier como
W}, sit>0
Wt =
W2, sit<0

donde W' y W? son movimientos brownianos independientes.

1.6. Existencia del movimiento browniano fraccionario

La manera usual de demostrar la existencia del movimiento browniano fraccionario, es utilizan-
do el teorema de extension de Kolmogorov 1.26, del cual hemos hablado en secciones anteriores.

Para esto es necesario y suficiente demostrar que la funciéon de covarianza es simétrica y definida
positiva como se vio en el teorema 1.33. Por lo que, el problema para demostrar la existencia de
este proceso estocastico radica en demostrar que la funcion Ry, la cual se definird méas adelante,

es definida positiva.
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Teorema 1.40 (Existencia del movimiento browniano fraccionario). Sea H > 0 un nimero
real. Entonces, existe un proceso estocdstico gaussiano que es estandar, al cual denotaremos por

B = (By)i>0 cuya funcion de covarianza esta dada por

(32H+t2H— |t—s|2H), s, t>0

N | —

RH(S,t) =
sty solo st H <1.

Antes de proceder con la demostracién del teorema enunciado anteriormente, probaremos el

siguiente resultado que nos sera de utilidad para tal hecho.

Lema 1.41. Para toda x > 0, se tiene lo siguiente

H_L/oo _ _—uzx\, —1-H
x “Ta— ) ), (1 e )u du,

donde T'(t) = / vy re ¥ dy es la funcion Gamma.
0

Demostracion. Integrando por partes se llega a lo siguiente
1— e—ua:) U_H

9] 00 0o  —H
1—e ™)y 0 qQu = ( —/ u—xe‘“x du
| =) el I e

; (1_6—u:1?) ; (1_e—ux) T > —H _—ux
SO e M e tw )y v

o
T _ _
= — ey du.
H J,

Aplicando el cambio de variable y = uz se tiene

H H J,
raa—-H
DO
Por lo tanto - Tl_H
/ (1 e—uz) U 1-H du = ( 7 ).I'H
y despejando, se llega a la igualdad deseada. |

Demostracion de la existencia del movimiento browniano fraccionario. Del teorema de
extension de Kolmogorov para procesos gaussianos 1.33, debemos mostrar que la funcion de cova-

rianza Ry es definida positiva si y solo si H < 1.
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Primero veamos que en el caso H > 1, la funciéon Ry no es definida positiva. En efecto, ya que
cuando
tlzl, t2:2, CL1:—2 y CL2:1
se tiene
CL%RH(th tl) —+ 2a1a2RH(t1, tz) + CL;RH(tQ, tg) = 4 — 22H < 0

Ahora en el caso cuando H = 1, la funcion Ry es definida positiva, ya que Ry(s,t) = st,

entonces para toda d > 1, ty,....,t4 > 0y ay,...,aq € R, se tiene

d d 2
Z Rl(tk,tl)akal = (Z tkak> Z 0.

k=1
Finalmente, consideremos el caso cuando H € (0,1). Para cualquier x € R, y utilizando el
cambio de variable v = u|x| en el lema 1.41, se tiene la siguiente representacion para x # 0:
o 1 [Pl
o= | e du
YH Jo u't

donde -
g = / (1—e )72 du < oco.
0

Por lo tanto, para s,t > 0 se tiene
2

1 % (1 — —u?t? 1 — e v 52
§2H | 2H _ It — S|2H _ _/ ( € 1)(2H € ) du
YH Jo (Gl

oo —u?t?( 2u’ts —u?s?
1 e (e le

T on Jo wlt2H du
1 [ (1—e ) (1—e )

— du
SOH ult2H

on o] tne—u2t2sne—u282 d

— u

n! Jy ul—2n+2H
entonces, para toda d > 1, t1,....,t4 > 0y aq,...,aq € R,

d
1
Z 5 (tzH + tl2H - |tk - tl|2H) ara
k=1

I /oo (T -eha)

- QSOH ult2H

2
(T tie e
/ du>0

Q@H ul—2n+2H
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Por lo que la funcién Ry es definida positiva cuando H € (0,1). [ |

Definicién 1.42 (Movimiento browniano fraccionario). Sea H € (0, 1]. Un proceso gaussiano
estindar B = (By)i>0 es llamado movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H si su

funcion de media es 0 y su funcion de covarianza esta dada por

1
Ry(s,t) = 3 (T + 2 =t —sP), s,t>0.

El siguiente resultado enfatiza sobre dos valores particulares de H.

Proposicion 1.43. Sea B un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H € (0, 1],

entonces se tiene:

» Si H =1/2, entonces el movimiento browniano fraccionario es el movimiento browniano de

la definicion 1.55.
s 51 H =1, entonces By = tB; casi sequramente para toda t > 0.

Demostracion. » La funcion de covarianza de B cuando H = 1/2 se reduce a Rpy(s,t) =
min(s,t). Por lo tanto el movimiento browniano fraccionario y el movimiento browniano

coinciden.
= Supongamos H = 1. Entonces para toda t > 0,
E[(B; — tB))*] = E[Bf] — 2tE[B;B,] + t’E[Bj]

=2 —t{t*+1— (1 —-t)}) + ¢
= 0.

Por lo que B; = tB; casi seguramente.

Lo anterior muestra que el caso cuando H = 1 es trivial. Por lo que de ahora en adelante vamos

a suponer que 0 < H < 1.






Capitulo 2

Propiedades del Movimiento Browniano
Fraccionario

Como vimos en el capitulo anterior, existe un proceso estocastico B = (B;);>o el cual es

gaussiano estandar, cuya funciéon de covarianza Ry esta dada por

Rp(s,t) == ($*" + 27 — |t — s]*) | s,t>0.

1
2
Este proceso estocastico es llamado movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H €

(0,1).

En este capitulo se dardn algunas propiedades del movimiento browniano fraccionario, tales

como la propiedad de autosimilitud, la de incrementos estacionarios e inversion en el tiempo.

Una de las propiedades més importantes es la regularidad, dependiente del indice H, de sus
trayectorias. También se demostrara que las trayectorias del movimiento browniano fraccionario

no son diferenciables en ningtin punto.

Sin embargo, el movimiento browniano fraccionario pierde la propiedad de ser semimartingala

cuando el indice de Hurst H # 1/2, ademés de no ser un proceso de Markov.

Al final de este capitulo, se dara una definicion alterna del movimiento browniano fraccionario
dada por Mandelbrot y Van Ness.

31
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2.1. Propiedades basicas

Proposicion 2.1. Sea (B;)i>o un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H €

(0,1). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Autosimilitud. Para toda a > 0, el proceso (a_HBat)t>0 es un movimiento browniano frac-

cionario con indice de Hurst H;

2. Incrementos estacionarios. Para toda h > 0, el proceso (Byyr, — Bh),so €5 un movimiento

browniano fraccionario con indice de Hurst H;

3. Inversion en el tiempo. El proceso estocdstico (Xt)tzo definido por

"By sit>0
Xt —
0 sit =20
es un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H.

4. Varianza: Para toda t > 0, se cumple E[B?] = t*.

Demostracion. Por definicion de movimiento browniano fraccionario se tiene que E[B;] = 0, es decir
es un proceso estdndar. Entonces, para los estos casos, observemos que son procesos gaussianos
estandar. Asi que para demostrar que ambos procesos tienen la misma ley de probabilidad, es

suficiente demostrar que ambos tienen la misma funcién de covarianza.
1. Sean a > 0y t,s > 0, tenemos

E [(a " Bu)(a " B,s)] = a *"E [By B

1
=a "= ((at)* + (as)* — |at — as|*)

2
1
_ a—2Ha2H§ (2 4 $2H — |t — [2H)
1
_Yen on _y on
5 (" +s it — s
_E[B,B,].

Por lo tanto, el movimiento browniano fraccionario es autosimilar.
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2. Sean h > 0y t,s > 0, tenemos
E [(Bisn — Bi)(Bsyn — Br)| = E [Biyn Boyn] — E[BoynBy] — E By By] + E [ By By
1
— 5{@ + )M+ (s + b — |t — s = [(s + h)*" + 1?7

. SZH] . [(t+h>2H 4+ p2H _t2H} o [hQH + th} }

= % ((t+ R+ (s + h)*H =t — s|*)

=E [Bt+th+h] .
Por lo tanto, el movimiento browniano fraccionario tiene incrementos estacionarios.

3. Sean t,s > 0, tenemos

E[X:X,] = E [t*! B, 1s*" By 4]
= 2HE [Bl/tBl/s]

{2H g2H 12H+ N 111
t S t S

S
(tS)QH |:t2H 4 g2H _ It — 8|2H:|

2

|

(tS)QH
1
—E[B,B,].

Por lo tanto, el movimiento browniano fraccionario cumple con la propiedad de inversiéon en

el tiempo.

4. Sea t > 0, tenemos
1
E [Bﬂ =E[BB] = 5 (t2H FRE |t — t|2H) _ 2

Proposicion 2.2. El movimiento browniano fraccionario (By)i>o con indice de Hurst H € (0,1),
es el unico proceso (en ley) definido sobre [0, 00)que verifica las siguientes condiciones simultdnea-

mente:

1. Autosimilitud de indice H : (a_HBat) Bt)t20 en ley, para toda a > 0;

t20:<
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2. Incrementos estacionarios: (Biin — Bp)y>o = (Bt)>q en ley, para toda h > 0;
3. Gaussiano: (By)i>o €s un proceso gaussiano;
4. Normalizacion: By =0 y Var (B;) = 1.

Demostracion. Sea B = (By):>o un proceso estocastico tal que satisface las cuatro condiciones. Por
definicién de movimiento browniano fraccionario, se cumple la condicién 3, ya que es un proceso
gaussiano. Por la proposiciéon anterior, se cumplen las condiciones 1 y 2, por lo que s6lo nos resta
probar que se cumple la condiciéon 4, es decir, B es un proceso estocastico estandar y que tiene
por funcién de covarianza a la dada en la definicion 1.42.

Primero, usaremos la propiedad de autosimilitud del movimiento browniano fraccionario,
E[By] = 2"E[B,].
Como B tiene incrementos estacionarios, se tiene
E [By] = E[By — B + E[By].

Por lo tanto,
2"E [B,] = 2E [B,] .
Pero como H € (0,1), entonces se tiene que [ [B;] debe ser cero, es decir, B es estandar. Usando
lo anterior y la propiedad de varianza de B, se obtiene que Var(B;) = E[B?] — (E[By])* = 1.
Ahora, sean t, s > 0. Entonces, utilizamos las condiciones 2,1 y 4 respectivamente, para llegar

a la siguiente igualdad

1
E[BB) =5 (E[B]] +E[B}] ~E[(B, - B.])

1

L) e (s £ )
1

= 51[43 [B7] (7 + s* — |t — s|*)

Lon | ew o, oH

_2@ + M =t — s,

es decir, (By);>o tiene por funcién de covarianza a la dada en 1.42. [ |

Cabe mencionar que, la independencia de las trayectorias del movimiento browniano es una
propiedad importante que lo distingue del movimiento browniano fraccionario, el cual no tiene

incrementos independientes, como se mostraré a continuacion.
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Sea (B;);>0 un movimiento browniano fraccionario y supongamos que tiene incrementos inde-

pendientes. Entonces, para 0 < s < t se tiene
E[B, (B — B,)] = E[BJE[B, — B] =0,
ya que (Bt)i>o tiene esperanza cero. Por la definicion de funcion de covarianza 1.42, se tiene que
E|[B, (B, - B,)) = E[B,B)] — E[B,B,

(tZH 82 (t— g)?H — 282H)

(t2H . 82H . (t o S)2H) )

N~ N

Pero esto significa que

% (t2H — 2 (t - S)QH) =0.

Sin embargo, como s,t # 0, tenemos que la ecuacion es cierta sélo cuando H = 1/2. Por lo tanto

(B4)i>0 no tiene incrementos independientes.

2.2. Trayectorias del movimiento browniano fraccionario

El movimiento browniano tiene trayectorias continuas en el sentido de trayectorias hélderianas,
como se vio en la secciéon 1.5. Ahora, nos interesa conocer como es el comportamiento en las trayec-
torias del movimiento browniano fraccionario. Gracias al teorema de continuidad de Kolmogorov

1.31 se puede afirmar el siguiente resultado:

Proposicion 2.3. Sea B = (Bi)i>0 un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst

H € (0,1). Entonces, casi seqguramente, las trayectorias de B son hdlderianas de exponente o €

(0, H).

Demostracion. Sea 0 < f < H'y B = (B;),», un movimiento browniano fraccionario con indice
de Hurst H € (0, 1). Por las propiedades de incrementos estacionarios y autosimilitud de B, para

s,t > 0 se tiene

E[|B; — Bi|"/"] = E[|B_q|"/"]
= |t — s|"/PE [|B,'/*] .

Por lo que se satisfacen las condiciones del teorema de continuidad de Kolmogorov 1.31, con

n=1/8y 1+ = H/[, entonces existe un proceso estocastico continuo con trayectorias hélderianas
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de exponente «, para toda o € (0, H — ) que es una modificacion de B. Es decir B admite una
modificacion continua. Si a € (0, H), tomemos 5 € (0, H—a); entonces 0 < < Hy o € (0, H=[).

Asi que, por lo anterior, B tiene trayectorias holderianas de exponente «. |

Proposicion 2.4. El movimiento browniano fraccionario B = (B;)i>o con indice de Hurst H €

(0,1) no tiene trayectorias holderianas de exponente o > H.

Demostracion. Por un resultado de Arcones [3], B satisface la siguiente ley del logaritmo iterado:

By
P [ limsu =1]=1
( t—0 ptH\/loglog 1/t )

Utilizando la propiedad de incrementos estacionarios de B, se tiene que para toda t > 0,

, Bt _Bs
P | lim sup =11 =1
s<ts—t |t — s|y/loglog 1/]t — s|

Ahora, supongamos que B tiene trayectorias holderianas de exponente o« > H, es decir, existe

una constante ¢ > 0 tal que para s,t > 0, se cumple
Bt - Bs
[t — s|ec

<1

Denotemos ¢(t) = \/loglog 1/|t — s| y tomando a = H + ¢ se tiene que

/ Bt - BS / Bt - Bs , 1
lim sup = lim sup lim sup
s<ts—t [t — s|Hte\/loglog1/[t —s|  s<ts—t [t — s|H\/loglog 1/|t — s| s<ts—t [t — s|°

Por lo tanto, el movimiento browniano fraccionario B no tiene trayectorias hélderianas de expo-
nente o« > H. [ |

Como se puede observar en las figuras subsecuentes, el comportamiento de las trayectorias de
B son muy distintas para distintos valores del indice de Hurst H € (0, 1). Para ver como se simulan
estas trayectorias, ver el apéndice A.

Cuando H < 1/2 el comportamiento de las trayectorias de B es muy irregular, cuando H es
muy cercano a cero, la trayectoria tiene variaciones muy erraticas, mientras el valor de H es més
cercano a 1/2 las trayectorias se van asemejando a las del movimiento browniano.

Cuando H > 1/2, las trayectorias de B son esencialmente holderianas de exponente 0 < o < H,
por lo que se tiene un mejor manejo sobre las trayectorias, ya que se tiene una continuidad en el
sentido de Holder, es decir, para pequenas variaciones de la trayectoria implica que deben estar

cercanos los puntos en el dominio.
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Figura 2.1: Simulacion de las trayectorias del movimiento browniano fraccionario sobre el intervalo
[0, 1] para distintos valores del parametro de Hurst H < 1/2.
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Figura 2.2: Simulacion de las trayectorias del movimiento browniano fraccionario sobre el intervalo
[0, 1] para distintos valores del parametro de Hurst H > 1/2.

2.3. No diferenciabilidad de las trayectorias del movimiento
browniano fraccionario

Por un resultado debido a Mandelbrot y Van Ness [22] se tiene que las trayectorias del mo-
vimiento browniano fraccionario B = (B;):>o no son diferenciables en ningin punto, como se

demostrara a continuacion.
Proposicion 2.5. Sea H € (0,1). Las trayectorias del movimiento browniano fraccionario B no
son diferenciables. De hecho, para todo punto ty € [0, 00)

B, — By,
t—to

lim sup
t—to

9

con probabilidad uno.
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Demostracion. Primero, recordemos que la definicién de derivada de una funciéon f(z) en x es

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h ’

y que f(x) es diferenciable en el punto z si el limite anterior existe.

Sea B = (B;);>0 un movimiento browniano fraccionario y supongamos By = 0. La prueba de
este resultado es utilizando la propiedad de autosimilitud del movimiento browniano fraccionario
B.

Consideremos la variable aleatoria dada por
By — By,

Y,, = 2L 2
t,to t— to

con t,ty > 0.

Ya que el movimiento browniano fraccionario B cumple con la propiedad de autosimilitud y

tiene incrementos estacionarios, tenemos la siguientes igualdades en ley

v, = 2= Bu _ Brw _ (t—t0)"By _ (t—to)"'B
bto t—to t—to t—to I

Trasladando, podemos suponer que t; = 0. Entonces, para d > 0 definimos el siguiente evento:
Bg(w
201 d} .

Notemos que si (f,)nen €s una sucesion que decrece a cero, se tiene

At,w) = {w € Q: sup

0<s<t

S

A(tn7 CL)) 2 A(tn+17 UJ),
y ademas

2 foens| P2 )

={weQ: [tf'Bi(w)] > d}
={weQ:|Bi(w)| >t "d}
casi seguramente. Entonces,

P(A(ty,w)) > P (|Bi| > t,, "d)

y tomando limite en ambos lados, se llega a

lim P (A(ty,w)) > lm P (|By| > t, "d).
n—oo

n—o0
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Como t, es una sucesion que decrece a ceroy 1 — H € (0,1), entonces t};H d es una sucesion que

decrece a cero. Por lo tanto la sucesion de eventos {|B;| > t.~d} es creciente, por lo que se tiene

lim P (|By| >t "d) =P (U {|B:] > t};%})
n=1

n—oo

—P(|B]>0) =L

Por lo tanto lim P (A(¢,,w)) = 1.
n—oo
Por otro lado, como la sucesion de eventos A(t,,w) es decreciente y ademas P(A(t;,w)) < oo,

tenemos

P (ﬁ A(tn,w)> = lim P (A(t,,w)),

n—oo
)
:oo) =1,

Esto ultimo significa que (B;);>0 no es diferenciable en el punto ¢y = 0. Por lo que podemos concluir

para d > 0, se tiene que

0<s<tn S

P(ﬁ {wEQ: sup
n=1

Por lo tanto,

t—to t— tO

P (h’m sup Bi = By,

que las trayectorias del movimiento browniano fraccionario no son diferenciables en ningtin punto.

2.4. Pérdida de la propiedad de semimartingala

En esta seccion, se introducira otra nocion de regularidad de trayectorias, llamada p-variacion.
La definiciéon de la integral de It6 es una consecuencia directa de la propiedad de martingala
del movimiento browniano. Pero el movimiento browniano fraccionario (B;);>o no exhibe esta
propiedad, de hecho, ni siquiera es un semimartingala.

Se comenzara con el estudio del comportamiento asintotico de las p-variaciones del movimiento
browniano fraccionario, para asi encontrar cual es su p-variacion. Esto, nos ayudaré a probar que
(Bt)i>o nunca es semimartingala, excepto, cuando H = 1/2, lo cual resulta ser un impedimento
para definir la integral estocéstica en el sentido de It6, por lo que se requieren de otras técnicas

que se veran en el capitulo siguiente.
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2.4.1. La p-variacion del movimiento browniano fraccionario

Usando polinomios de Hermite, comenzaremos con un resultado general, el cual puede pensarse

como una ley de los grandes ntimeros para el movimiento browniano fraccionario.

Teorema 2.6. Sea N una variable aleatoria tal que N ~ N(0,1) y sea f : R — R una funcion
medible tal que E[f*(N)] < oo. Sea (By)i>0 un movimiento browniano fraccionario con indice de

Hurst H € (0,1). Entonces, cuando n — oo, se tiene

% 3" f(Br— Biot) 5 E[F(N)]. (2.1)

k=1

Demostracion. Cuando H = 1/2, la convergencia se sigue de la ley de los grandes ntimeros para
el movimiento browniano, debido a la independencia de los incrementos.

Ahora, supongamos que H # 1/2. Por hipotesis tenemos que E[f*(N)] < oo, entonces podemos
expandir a la funciéon f en términos de polinomios de Hermite, usamos el punto 3 de la proposiciéon

1.18 y escribimos:

Ck
= —=Hi(z), x € R.

De la expansion anterior, tomando x = N ~ A/(0,1), y utilizando la propiedad de ortogonalidad

de los polinomios de Hermite, se tiene

E[f2(N)] = gO‘E[HO(N)HO(N)] + %E[HﬂN)Hl(N)] 4ot Z‘;E[Hk(N)Hk(N)] +o-

-y
k=0
lo cual implica que

S 2 = E[fA(N)] < oc.

Tomando esperanza en la expansion de f y utilizando el teorema de convergencia dominada y

la proposiciéon 1.17, se llega a lo siguiente
=0

:i[

T
Ho(N)] + —=E[H(N)] +---+\%E[Hk(N)] b

)+

: 3
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Por lo tanto, de la ecuaciéon 2.1, se tiene

n

%E:ﬂBha&A)—HﬂNﬂ:%E:U@%—BFQ—EUWN)

10065 u
=— — > H|(Bj — Bi—1).
"lzl\/ﬁ; ((Bi = Bi-1)

Ahora, elevando al cuadrado y tomando esperanza en la ecuaciéon anterior, y usando el punto

4 de la proposicion 1.18; se llega a

(% > f(Bi—Biy) - E[f(N)]> = >0 S E[H(Bi ~ By Hi(Bu — By

n? [!
=1 kk=1
1 [e.e] n .
= c? Z E[(By — By_1)(Bw — Bi_1)]
=1 k,k'=
F3d 3 e
=1 k,k'=
con 1
pu(a) = prr(Jal) = 5 (|2 + 1P + [z = 127 = 20a™), we 2.
Ya que

pr () = E [Bi(Bujs1 — Bu)]

de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene

p() = \/E[BAVE [(Bpr — Bup)?] = 1

Todo esto nos lleva a que

(%Zf(Bk_Bkl)_E[f(Nﬂ) <_ch Z \pr (k — k')

=1 k,k'=1

n

= V(N5 3 o= )|

n  n—k

= Var(f Z Z lpm (k

=1k=1—-k

< 2Var(f(N))% Z |pr (k)
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n—1
Para poder concluir, necesitamos estudiar el comportamiento asintético de E |pr (k)|. Primero,
k=1

notemos que cuando k — 0o, se tiene p(k) ~ H(2H — 1)k*" 7% ;

) ~
1 2H -2 k’ 2H 1 2H
1 k+1 k—1\*"
k,QH 2 k?2 —9
=2 ((k) +(k) )
1
k2H 22H(2H —1).
para el ultimo paso, se aplica dos veces el teorema del valor medio. Por lo tanto,

» Si H < 1/2, cuando n — oo se tiene

3
,_.

|PH |—>Z|pH )| < oo
1

i

» Si H > 1/2, cuando n — oo se tiene

[e.9]

Z lpn (k)| ~ HQ2H — 1)y k"% ~ Hp*"".
k=1
Por lo tanto se cumple lo que se queria probar, ya que H < 1. |

Nota 2.7. Bajo las hipotesis del teorema 2.6 y usando la propiedad de autosimilitud de B, se

tiene
—Zf T (B — Bl_1)0)) ~ E[f(N)]

cuando n — oo.

Una aplicacion directa del teorema 2.6 es el siguiente resultado acerca de las p-variaciones del

movimiento browniano fraccionario.

Corolario 2.8. Sea B un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H € (0,1),

p€[1,00) y N~ N(0,1). Entonces, cuando n — oo, se tiene el siguiente limite en L*(9)
0 sip>1/H,

Z |Bi/n — B—1y/ml” — E[|N|P] sip=1/H,

k=1

+oo  sip<1/H.

\

Demostracion. Aplicando la nota anterior con f(z) = |x|P se obtiene el resultado. [ |
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2.4.2. El movimiento browniano fraccionario no es semimartingala

Ahora se demostrara que el movimiento browniano fraccionario pierde la propiedad de semimar-
tingala cuando el indice de Hurst H # 1/2, para més detalles sobre la definicién de semimartingala

y los conceptos relacionados con esta, ver el apéndice B.

Teorema 2.9 (Rogers, [29]). Sea B un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst

H € (0,1/2) U (1/2,1). Entonces B no es una semimartingala.

Demostracion. Por la propiedad de autosimilitud del movimiento browniano fraccionario, es de-
cir, el resultado dado en la nota 2.7, es suficiente considerar el intervalo [0,1]. Si S denota una

semimartingalas sobre el intervalo [0, 1], entonces:

1. Z (Sk/n - S(k,l)/n)z — (S)1 < 00 en probabilidad cuando n — oo.
k=1
Para la notacion (S); ver el teorema B.8 del apéndice B.

2. Si tenemos que (S); = 0, entonces S es de variacion acotada, y en particular con probabilidad

uno se tiene

supz |Sk/n — S(kz—l)/n| < 0.

n>1 1

La demostraciéon de este teorema sera dividida en dos partes, de acuerdo al valor del indice de

Hurst con respecto a 1/2.

» Si H < 1/2, el corolario 2.8 nos dice que cuando n — oo se tiene

n

3" (Bijn — Bnym)® o oo
k=1

por lo que el punto 1 falla, lo cual implica que B no puede ser una semimartingala.

» Si H > 1/2, del corolario 2.8 cuando n — oo se tiene

> (Bijn = Benym)” — 0

k=1

Sea p tal que 1 < p < 1/H. Entonces, por el corolario 2.8 cuando n — oo tenemos

> 1Bijn = Biiyml” — oo
k=1
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Ademés, por la continuidad uniforme de las trayectorias ¢t — B;(w) sobre el intervalo [0, 1],

tenemos que cuando n — 0o, casi seguramente se cumple

sup |Bk:/n — B(k_l)/n|p_1 — 0.
1<k<n

Por lo tanto, usando la desigualdad

Z |Bijn — Be—iyml” < sup | Bijn — Be—1yyml?™" Z | Biejn — Be—1)/n,
k=1 Isksn k=1

se deduce que
Jggoz | Brijn = Be—1)/n| = 0.
k=1
Estos hechos contradicen el punto 2, por lo que B no puede ser una semimartingala.

Por lo tanto para H < 1/2y H > 1/2 el movimiento browniano fraccionario no es semimartingala.
|

2.5. Pérdida de la propiedad de Markov

En esta secciéon se vera que el movimiento browniano fraccionario no es un proceso de Markov
cuando el indice de Hurst H es distinto de 1/2.

Sea X = (X});>0 un proceso estocastico con valores sobre R. Decimos que (X});>0 es un proceso
de Markov si satisface que para todo conjunto boreliano A C R y para t > s > 0 ntimeros reales,
se tiene

P(XtEA|Xu, USS):P(XtGA’XS)

Es decir, el proceso estocastico (X;):>o es un proceso sin memoria, que significa que la probabilidad
condicional del tiempo futuro de un proceso estocastico depende tinicamente de su tiempo presente,
siendo independiente de la historia de dicho proceso.

Para el movimiento browniano fraccionario, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.10. Sea B = (By)i>0 un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst
H € (0,1). Entonces B no es un proceso de Markov para H # 1/2.

Primero enunciaremos un resultado que nos serd de gran utilidad para la demostracion. Su

prueba se puede consultar en [14, Proposicion 11.7].
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Proposicion 2.11 (Proceso de Markov gaussiano). Sea X = (X;)i>0 un proceso gaussiano
y sea R(s,t) = E[X;Xy] la funcion de covarianza de este proceso estocdstico. Entonces X es un

proceso de Markov si y solo st

Demostracion del Teorema 2.10. Se hara por contradiccion.
Supongamos que B es un proceso de Markov para H # 1/2. Por definicion de movimiento
browniano fraccionario, tenemos que B es un proceso gaussiano con funcién de covarianza dada

por Ry (s,t) = E[BsBy], entonces por la proposicion anterior, se tiene que para toda 0 < s <t <u
E[B.B.JE [B{] = E[BB/|E|[B,B.]. (2.2)
Escogiendo u = 1 en la ecuacién anterior, y para 0 < s < 1 definimos
on(s) =E[B,B] = % (14— (1 -5 >0. (2.3)
Observemos que para 0 < s <t < 1 se tiene,
2H 2H
S e () -0-9)7)
= ¢ (s/t).
De la ecuacion (2.2), se puede deducir que
ou(s) = ou(s/t)ou(t), 0<s<t<1.

a la cual llamaremos identidad funcional.
Para z > 0, definamos la siguiente funcion:
pr(z) = log pu(e™™)
1 1 —2xH —z\2H
:10g<§+§€ —(1—6 ) )7
y observemos que
ep(0) =0y lim py(x) = —oc0. (2.4)

T—00

La identidad funcional implica que

er(r+y) =vu(r) +ouly), »,y>0,
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y derivando con respecto a x, se tiene que la funcion ¢, es constante sobre R, .
Usando las propiedades de la ecuacion (2.4) se deduce la existencia de una constante ¢ > 0 tal
que para toda x > 0 se tiene
vp(r) = —cx,
o equivalentemente
¢r(s) =5 0<s<1, (2.5)
debido a que ¢y(e™®) = e#H@ = ¢ v tomando s = e~® podemos observa que 0 < s < 1y

finalmente tenemos ¢y (s) = s para 0 < s < 1.

Derivando dos veces con respecto a s en la ecuacion (2.3), obtenemos
(s) = H2ZH = 1)(s¥12 — (1 - 5)21-2),

Como H(2H — 1) # 0 debido a que H # 1/2 y por otra parte 2H —2 < 0 para 0 < H < 1, se
tiene que lfm |07, (s)] = 0.
s5—

Ahora, derivando con respecto a s en la ecuacion (2.5) se obtiene que
" o 1 c—2
n(s) = cle=1)s7,

y por lo tanto il_rg |07, (s)] = c|c — 1| # oo. Lo cual es una contradiccion, ya que los limites son
distintos.

Por lo tanto, concluimos que el movimiento browniano fraccionario B no es un proceso de
Markov para H # 1/2.
[ |

2.6. Movimiento browniano fraccionario de acuerdo a Man-
delbrot y Van Ness

Cabe mencionar que, antes de que se introdujera el movimiento browniano fraccionario, el
matematico Paul Lévy en el afio de 1953 utiliz6 la integral de Riemann-Liouville fraccionaria para

definir un proceso estocastico de la siguiente manera:

1 ! g1
T, o

donde el integrando es la medida de ruido blanco. Esta integral resultaba ser mal adaptada a

Bt:

las aplicaciones de movimiento browniano fraccionario, asi que Mandelbrot y Van Ness dieron su
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propia definicion en [22], en el cual dieron una representacion integral del movimiento browniano
fraccionario, tal representacion puede ser vista como una integral de [t6 determinista, es conocida
como representacion temporal.

La definiciéon de movimiento browniano fraccionario que dieron Mandelbrot y Van Ness es la

siguiente:

Proposicion 2.12. Sea H € (0,1) con H # 1/2 y consideremos W = (W;),cp un movimiento

browniano estdndar bilateral. Entonces el proceso estocdstico B = (By),s definido por

B, = ﬁ {/0 ((t — )7 - (—S)H‘%) AW, + /Ot(t — ) dWs} :

— 00

es un movimiento browniano fraccionario con indice de Hurst H.

Demostracion. Para probar que el proceso estocastico (By);>o es un movimiento browniano frac-
cionario, primero debemos mostrar que (B;);>o €s un proceso gaussiano, es decir, debemos probar

que las siguientes integrales

0 1 1 2 t 1
/ ((t—s)HT—(—s)H’?) dWS+/ (t— )13 dW,, >0,
0

—00

estan bien definidas en el sentido de Ito.
Para probar que la primera integral esta bien definida como integral de It6, debemos ver que
es integrable cuando s — 0 y cuando s — —o0.

Primero, se tiene la siguiente igualdad

1

((t _ S)Hfé _ (_S)H2)2 (b= s)2H L o — ) HV2 (g H2 | (_g)2H

por lo que la funcién anterior es integrable cuando s — 0, ya que la funcién (—5)2H ~! es integrable,
ya que 2H — 1> —1.

Ahora, cuando s — —oo, para toda t > 0 fija, se tiene en ley:

(- 9" — (-9 4) o (H ) %)2#(_8)2}1_3,

es decir, se cumple
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En efecto, ya que si reescribimos el numerador de la siguiente manera: (t — s)771/2 — (—s)A=1/2 =
tH=12(1 — s /t)H=12 —¢H=12(_g /t)H=1/2 v acomodando términos se llega a que el limite anterior

es:
1 1
R D S ) IR (T L L
lim ! - H_; = lim ( t) 1 E tz:s ’
s—»—00 (H _ 5) (—S) 5 S§—»—00 (H _ 5) (_Z) 5
haciendo el cambio de variable r = —s/t, y factorizando términos se llega finalmente
1 1 H-3 _ pH-3 1\ A3
gy LEDT T (142 ~1.
(H — 5) T—00 7"H7§ r—00 r

Por lo que la funcion ((t — s)71/2 — (—s)7=1/2)2 ¢s integrable, debido a que

1\ 2
lim (H — 5) t*(—s)*" 3 =0, yaque2H —3 < —1.

S——00

Por lo que la integral

0 2
/ ((t =574 = ()" )" aw,
—0o0
estd bien definida como integral de Ito6.

Ahora, para probar que la segunda integral esta bien definida, tenemos que ver que es integrable

cuando s — t y cuando s — 0.
Para t > 0,

lim(t — )24 = 21,
s—0

es decir, (t — 5)*" 7! es integrable en 0. Pero también se tiene que (¢ — s)*” ! es integrable en t ya

que 2H — 1 > —1. Por lo que la integral

t
/ (t—s)fz dW,
0

esté bien definida como integral de Itd. Por lo tanto, el proceso (B;)i>o es un proceso gaussiano.
Ahora, debemos probar que (B;):>o cumple con la propiedad de autosimilitud y la de incre-

mentos estacionarios.
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Sea a > 0. Tenemos las siguientes igualdades en ley,

But = ﬁ { /_ : ((at = )72 = (=5)"3) aw, + / Z(at — )1 dWs}
. % {/Z ((t= 9" = (=9)"72) aw, +/Z(t —5)fs dWas}
=d B,

el penultimo paso es debido a la propiedad de autosimilitud para el movimiento browniano bilateral
(W) ier,- Por lo tanto, a ¥ B,, = B, en ley, es decir, es cumple la propiedad de autosimilitud.

Ahora, sea h > 0. Tenemos las siguientes igualdades en ley,

1 0 o1 o1
Biyy — By = ——— t+h— 2 —(h— 2 ) dW,
t+h h P(H—F%){/OO(( S) ( S) >
+/ (t+h—s)f 2 dWS}

o0

- { /_ ()" ()Y AW~ )

N

F(H+3) Uow
b e a0 - )
= Bt7

Por lo tanto, B;y; — B, = B, en ley, es decir, se cumple la propiedad de incrementos estacionarios.
Por lo que podemos concluir que, el proceso (By);>0 €s un proceso gaussiano, autosimilar y

con incrementos estacionarios, es decir, es un movimiento browniano fraccionario de acuerdo a la

Proposiciéon 2.2. [ |

Nota 2.13. Notemos que la proposicion anterior nos da una prueba alternativa del hecho de que

el movimiento browniano fraccionario existe.






Capitulo 3

Integracion con respecto al movimiento
browniano fraccionario

Como se vio en el capitulo anterior, el movimiento browniano fraccionario no es una semimar-
tingala. Asi que no es posible usar el calculo de It6 para este proceso estocastico, por lo que se
requieren de métodos alternos para poder definir y resolver ecuaciones diferenciales estocasticas,

que pueden ser reescritas de manera integral de la siguiente manera
t t
X = Xo —I—/ b(Xs)ds +/ o(Xs) dBs, t € 10,7
0 0

donde (Bi)s>o es un movimiento browniano con indice de Hurst H € (0,1).

El primer paso es entender el significado de la siguiente integral / o(Xs) dBs, la cual es una
integral estocastica. Para H < 1, el movimiento browniano fraccionario (B;)¢>o no tiene trayectorias
de variacion acotada, por lo cual no puede emplearse la integral de Riemann-Stieltjes para darle
sentido a la integral / f(s) dBs, para f una funcion continua.

Sin embargo, gracias al trabajo de L. C. Young en [32], para el caso H > 1/2, se tiene que
si la funcién f es lo suficientemente regular en el sentido de trayectorias holderianas, entonces

f(s) dBs puede ser construida como un limite de sumas de Riemann-Stieltjes, para tal hecho,
se utilizara la integral de Young, la cual se definird mas adelante.

Como se ha visto en el capitulo 1 visto, el caso H = 1/2 corresponde al movimiento browniano,

por lo que esta integral puede ser entendida como una integral de Itd [13].

51
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Para el caso H < 1/2, mediante el uso de trayectorias rugosas, teoria atribuida a Terry Lyons
en [21], es posible definir y estudiar esta integral estocastica, asi como dar solucién a ecuaciones
diferenciales estocasticas guiadas por un movimiento browniano fraccionario.

En lo que sigue, s6lo estudiaremos integrales estocasticas con respecto al movimiento brow-
niano fraccionario para el caso H > 1/2, que es el caso de la integral de Young, como se veré a

continuacion.

3.1. Integral de Young

Comencemos fijando un tiempo T > 0, entonces para cualquier entero k& > 1, denotamos por
C* al conjunto de las funciones g : [0,7] — R que son k-veces diferenciables y donde la k-ésima
derivada es continua. Por convencién se usara que C° denota al conjunto de las funciones continuas
g:[0,7] — R.

Para cualquier « € [0, 1], denotamos por .7%(I) al conjunto de las funciones continuas que son

holderianas de exponente « en el intervalo /. El resultado de Young es el siguiente:

Teorema 3.1 (Young 1936, [32]). Sea f € 52°([0,T]) y g € #°([0,T)]). Si a+ B > 1, entonces
para cualquier particion t}t del intervalo [0,T] cuando la norma de la particion tiende a cero, se

tiene que las sumas de Riemann-Stieltjes

—_

3

F @) (9(tiy) — 9(t7))

0

=
Il

convergen a un limite Iy, cuando n — oco. Este limite es independiente de la particion t) y es

T
IY:/ J dg
0

al cual llamaremos la integral de Young de f con respecto a g.

denotado por

Este teorema es muy importante para la teoria de las ecuaciones diferenciales estocéasticas
guiadas por un movimiento browniano fraccionario para H > 1/2. De hecho de manera intuitiva,

la solucion de la siguiente ecuacion
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt) dBt,

debe tener la misma regularidad en las trayectorias que las del movimiento browniano fraccionario

(Bt)i>0, €l cual tiene trayectorias holderianas de exponente o € (0,1). Por lo tanto, siempre que o



3.1. INTEGRAL DE YOUNG 23

sea una funcion Lipschitz continua, la integral / 0(X;) dB; esta bien definida como una integral
de Young cuando H > 1/2.
Para su uso posterior, necesitamos estudiar como acotar integrales de Young. Para esto, sea
T > 0 fija y dotemos al espacio ##“([0,T]) con la norma
1) = £(5)
[ lla = [1flloo +0 sup

<s<i<T  [t—s]

donde || f||oo = sup |f(2)]-

t€[0,T]
Para integrales de Young, tenemos los siguientes estimadores:

Proposicion 3.2. Sea f € #°([0,T]) y g € #°([0,T]) con o+ > 1. Para toda 0 < s <t <T

tenemos:
t 6 (t - 8)a
Sfdg < K[ flla(t = )" {1+ o055 |

donde K = sup —|g(t) —90)|

o<s<i<T |t —s|?

La herramienta basica para probar esta estimacion es la siguiente representacion de la integral
de Young, la cual se debe a A. A. Ruzmaikina [30].

Lema 3.3. Sea f € 5%([s,t]) y g € #([s,1]) con a+ > 1. Sea

k
sp=s+(t—s) 0<k<2"

on
la particion diddica del intervalo [s,t]. Entonces, se tiene:

co 2011

/ fdg=rf(s)gt) = g) + Y D (flshirr) = Flshi)) (9(shisn) = 9(5h11)) -

I=1 k=0
Demostracion. Consideremos la siguiente suma de Riemann-Stieltjes

2" -1

S =D Fs7) (9shen) — als7))
k=0

Se tiene que,

on_1 2n7171

Sn=Su1 =3 F(s1) (9lsi) —a(s)) — D Flsi7h) (9lspid) —g(s3 7))
k=0 k=0
2n—1 2n—1 2n-11 2n=1-1
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Notemos que la particion s}, es un refinamiento de la particion s ™', con 0 < k < 2"y n > 1.

En particular,

she = sy ' para ke€{0,...,2"" -1},

Stk = Sk bara ke {0,...,2"71 —1}.

Por otro lado, se tiene la siguiente descomposicion

2n—1 on—l 1 on—l_q
Z f(si)g(sy) = Z f(s5)9(s5;,) + S(8541)9(8%k11).
k=0 k=0 k=0

Y debido a lo que hicimos notar anteriormente, se tiene

271,1]_ 277,11

Z f(s5)9(s%) Z fsg ).

De esta ultima ecuacion, se sigue que

2n—1 on—l_1 on—l_71
Sp — Sp—1 = Z f(s)9(shs1) — f(8541)9(85p11) — f(SSk)g(SZﬁ)

Ahora, hacemos la descomposicion de la primer suma que aparece en la ecuacion anterior, como

sigue:
2n—1 an=l_1 =11
Z f(s)9(sk41) Z f(s3:)9(85k41) Z f(5341)9(83k42)-
k=0 k=0
Asi, por la descomposicion antes hecha, se tiene
an—1-1 2n—1-1 2n—1-1
Sy —=Sn1 =Y fls5)a(shr) + Y F(5ir) (9(5r0) — 9(5ipr)) — f(s5)9(s351)
k=0 k=0 k=0
on—1_1 on—1l_1
= Z f(s3%) (g(sngrl) - g(s};ﬁr%)) + f(83k41) (9<5§k+2) - g<5§k+1)>
k=0 k=0
an—l_] an=1_]
= Z f(s3%) (9(Sgk+1> - 9(33k+2>) + S(8%%41) (9(Sgk+2> - g(sgk-i-l))
k=0
an—1l-1

- Z (f(s511) — f(s51)) (9(55k12) — 9(Shrsa)) -

k=0
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De esta menara, hemos probado que, para toda n > 1, se tiene
on—1_1

S, = Sp_1+ Z (85441) f(sgk)) (g(sgk+2> - 9(53k+2)) :

Ya que 58 =5y 5(1] = t, se tiene, por recurrencia,

n 2n7-1
n +1 n—j+1 n—j+1 n—j+1
S —So—i‘z Z Flspi ) = f(s5%7) (sl ) — alsds )
j=1 k=0
n 20711

= f(s)(g(t ) + Z Z F(sbppr) = F(55)) (9(8h2) — 9(Shy42)) -

Finalmente, ya que se cumplen las hipotesis del teorema 3.1, haciendo n — oo, se sigue que

¢ 0o 20711
nh_{glo Sy = fdg = f(s)(g(t )+ Z Z 82k+1 (Slzk)) (g(slzmz) - 9(312k+1)) :
s =1 k=0
Esto tltimo termina la prueba. |

Ahora continuemos con la demostracién pendiente.

Demostracion de la proposicion 5.2. Del lema 3.3 probado anteriormente, se tiene

co 2011

[ ] < 100000 = 0+ 323 Vebn) = S oot — o)
=1 k=

1-1_
00211 t—s)

< K||flloo(t = )" + K[| flla > Z o
=1 k=0

< K[| fllolt — 7 (1+%)

De igual manera que antes, se tienen los siguientes estimadores.

Proposicién 3.4. Sea f € s*([0,T)) y g € #°([0,T]) con a+ > 1. Para toda 0 < s <t < T

tenemos:
Jo2 f(v) dv
. Sup / f(v) dv|+ sup < ||f||oo(t—8)1_°‘(1—|—(t—s)a),
U€E|[s,t] s<u<uo<t |u1 - U2|
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s 510> a,

" L2f dg‘
/ f dg‘ + sup ———
s s<up<ug<t |U'1 - U2|

< K| fllat = 5)7= (1+ (£ = 5)7) (1 N %) |

sup
U€E[s,t]

La integral de Young tiene buenas propiedades, una de las mas importantes es que cumple la

siguiente regla de la cadena.

Corolario 3.5. Sea f € % con a > 1/2 y sea ¢ una funcion continuamente diferenciable sobre

RY cuyas derivadas parciales tienen trayectorias holderianas de exponente . Entonces,

B(f(1) = +Z / S (719) ),

donde la integral es una integral de Young sobre el intervalo [0, 1].

Demostracion. Como ¢ es una funcion diferenciable sobre R?, aplicamos la regla de la cadena y

obtenemos,

QG =3 %f”) aft(s),

k=1
integrando de ambos lados en la igualdad anterior, se llega a

/01 /0 afk D aphs),

como la suma es finita, la podemos intercambiar con la integral, y aplicando el teorema fundamental

del calculo en la igualdad del lado izquierdo, se tiene

SF(1) Z / 2 )

y despejando se llega a lo que queriamos demostrar. |

En el resultado que sigue, sea f € % con a > 1/2'y (¢" )ﬁzo un vector diferenciable sobre RY
que es holderiano de exponente o y a € R% Si 2y es una trayectoria holderiana de exponente «,

definimos las sucesiones iteradas de Picard (z,)men como

tmia(t) = at / P (on(s)) ds+ / O (zm(5)) df*(s), L€ [0,1], m >0,
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Teorema 3.6 (Lyons 1994, [20]). Supongamos que ¢ es una funcion diferenciable con derivadas
parciales holderianas de exponente o > 1/2. Las sucesiones iteradas de Picard convergen en norma

a. El limite no depende de la eleccion del punto inicial z.

Definicion 3.7. El limite del teorema anterior, denotado por z, es llamado la solucion de la

ecuacion diferencial

z@:a+A¢%@»®+§;A&@@MW@»temm

3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas guiadas por tra-
yectorias holderianas

En esta seccion, se busca dar soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias guiadas por trayec-
torias holderianas. Primero, se daran algunos recordatorios que seran de utilidad para demostrar
la existencia de una solucién tinica a una ecuacion diferencial ordinaria.

Una funcion f : D € RY — R?, decimos que verifica la condicion de Lipschitz, o que es Lipschitz

continua si existe una constante L > 0 tal que:

|f(x) = f(y)| < Llz -yl

para toda z,y € D.

Claramente, existe una constante minima Ly > 0 que verifica la desigualdad anterior,

[f(x) = f(W)|

LOZ“W{ P

:I7yE‘D7‘/L.%y}7

la constante Lg se llama constante de Lipschitz.

Si f es una funcion Lipschitz continua sobre el espacio D = R?, entonces f se llama globalmente
Lipschitz continua.
Ademas, toda funciéon Lipschitz continua es uniformemente continua y por lo tanto es continua, es
decir, la condicién de Lipschitz es una condiciéon mas fuerte que la continuidad.

Decimos que una funcién f : D € R? — R? es una contraccion si existe una constante
0 < K <1 tal que:

|f(x) = f(y)] < K|z —y],
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para toda z,y € D. Es decir, una contraccion reduce distancias entre puntos. Notemos que en el
caso K = 0, f es una funcién constante. Por lo tanto, una contracciéon es una funciéon Lipschitz
con constante menor que 1. Més aun, toda contracciéon es continua.

La condicién de Lipschitz es una hipotesis importante para demostrar la existencia y unicidad
de soluciones para las ecuaciones diferenciales ordinarias. La condiciéon de continuidad asegura la
existencia de soluciones mediante el Teorema de Peano, pero este es insuficiente en varios aspectos.
En primer lugar no da un método para calcular soluciones, solamente indica su existencia. En
segundo lugar, es deseable que la ecuaciéon tenga una tnica solucion.

Esto nos lleva a buscar un teorema que garantice la unicidad de las soluciones de una ecuaciéon

diferencial y que ademéas nos indique una soluciéon tnica, mediante el Teorema de Picard-Lindeldff.

Teorema 3.8. Sea g € #°([0,T)), donde 1/2 < <1 yseanb:R =R yo:R = R funciones
tal que

= by o son funciones globalmente Lipschitz continuas;
= 0 es continuamente diferenciable, con derivada globalmente Lipschitz.

Para todo x¢ € R la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

¢ ¢
z(t) = o —i—/ b(z(s)) ds —i—/ a(z(s)) dg(s),
0 0
tiene solucion tnica sobre el espacio 7°([0,T)).

Para este hecho es suficiente probar que para todo o € Ry 8 > a > 1 — 3 la ecuaciéon

diferencial ordinaria

z(t) = xg —i—/o b(x(s)) ds —i—/o o(z(s)) dg(s),

tiene solucién tinica sobre J#*([0,T]), y que, z € ([0, T)), lo cual es claro por el teorema 3.2. En

lo subsecuente, trabajaremos bajo las hipotesis del teorema anterior y escogiendo f > a > 1 — .

L= sup {M}

0<s<t<T it —s|?

Denotaremos por

Para z € 27%([0,17]), sea

U(z)(t) = g —l—/o b(x(s)) ds —l—/o o(z(s)) dg(s).
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Para K > 0, definimos por ;¢ ([0,T]) al subespacio cerrado de 5#%([0,T]) como sigue:
A ([0, T],m0) = {f € 2°([0,T]) | f(0) =m0, [f(t) — f(s)] < K[t —s|"}.
Un primer resultado es el siguiente.

Lema 3.9. Sea ¢ > 0 suficientemente pequena, entonces W manda a 72([0,¢],zo) en si mismo,
es decir, U € ([0, €], zo).

Demostracion. Sie >0,0<s<t<ecyuxe 4]0, ¢|, x9). Tenemos,
B()(t) — (a)(s)] = |0 + / bax(u)) du+ / o(x(u)) dg(u)
g / b(a(u)) du— / o (x(w)) dg(u)

‘ / o | "o (e(u)) dg(u)

<| [ bty au] + | [ ot agt

‘/ ) du

y va que b es una funciéon Lipschitz continua, se tiene que para alguna C' > 0

En primer lugar, se tiene

< (t—s) sup [b(z(1))],

te[0,e]

sup |b(x(t))] < |b(xo)| + CKe®.

te[0,e]

/St b(x(u)) du

Por otro lado, de la Proposicion 3.2, se tiene

Por lo tanto,

< (t — 8)|b(xo)| + CKe®.

[ ot dot

<L ( sup |o(xz(u))|+ sup |o(z(us)) — a(x(ul))\)

u€l0.e] 0<u; <uz<e |ug — uy|®

(0%
AV _c
(t —s) (1+2a+ﬁ_2),

ahora, usado el hecho de que o es una funcion Lipschitz continua, se tiene que para alguna C' > 0

olr\u — o(r\u
sup |o(z(w)|+  sup |o(x(u2)) (a( 1)]
uel0,e] 0<us<up<e [ug — |

< |o(zo)| + CKe* + CK.
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Por lo tanto,

2a+ﬁ -2

[ otato astw

< (lo(zo)| + CKe® + CK) (t — 5)° <1 + 6—) .
Y finalmente podemos concluir que
(W (2)(t) = W(z)(s)| < (¢t = s)[b(xo)| + CKe

80[
+ (|U(ZEQ)| +C’K€a —I—CK) (t— 8)5 (1 + m) .

Esto dltimo, implica lo siguiente

N’(x)((tt)__jf)(s)' < (t =)' (|b(z0)| + CKe®)

—Q « ga
+(t—8)ﬂ (‘U(%})"FCKFZ +CK) (1+m)

< &1 (Jb(ao) | + CK=")

— « ga
+ &7 (|o(x0)| + CKe™ + CK) (1 + m) .

Y para ¢ suficientemente pequena, se tiene

81—a (lb(xo)‘ + CKgO‘) —+ gﬁ_o‘ (|J(1’0)| + CKe®* + CK) (1 + 20{;;—_2) < K.

[ |
Lo subsecuente para la demostracion del Teorema 3.8 es probar la propiedad de contraccion.

Lema 3.10. Sie > 0, entonces ¥ es una contraccion sobre el espacio 7 ([0,¢€],x0) con la norma

HOEVIOY

ae = Su s)|+ su
IFlhne = gsop 176+ sup { LI

0<s<t<e

Demostracion. En lo que sigue, denotaremos por C' a la cota superior de las constantes Lipschitz

b,oy . Sean z,y € 72([0, €], z0). De la desigualdad del tridngulo, tenemos

[9() — U (y)]Joe < ‘

/ (B(x(s)) - by(s))) ds

0

.

/ (o(a(s)) — o(y(s))) dgls)

0

a,e a,e

De la Proposicion 3.4, se tienen las siguientes desigualdades:

H /0'<b<$<8>> — b(y(s))) ds

< Ce (L +e)le = yllae

a,e
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60&

y H [ o) =t dots)| <101+ (1 * m) i) =il

El siguiente paso es encontrar una cota superior para ||o(z) — 0(y)||ae. Primero, se tiene

a,e

Sup lo(2(s)) — o(y(s))] < 00‘255 [2(s) — y(s)|

S CH-T - yHa,s'

Entonces, tenemos que controlar la regularidad de las trayectorias holderianas de o(x) —o(y). Para

esto, escribimos,

o(x(s)) —o(y(s)) = (x(s) - y(S))/O o' (uz(s) + (1 = u)y(s)) du

Entonces, restando las igualdades anteriores se llega a que

lo(2(t)) — a(y(t) = (o(x(s)) — o (y(s)))]

esta acotado por

(x(t) - y(t))/o o (ux(t) + (1 —w)y(t)) du — (2(s) - y(S))/O o' (ux(s) + (1 —u)y(s)) du

y ésta a la vez, tiene la siguiente cota

C(t = 5)%|z = Yllae + Cla(s) — y(S)I/0 (ul(t) +x(s)] + (1 = u)ly(t) + y(s)]) du
<Ot =)z = yllae + KC[lz = yllae
< (CH+ KONt = 5)" |7 = Yllae-

Por lo tanto, podemos concluir que

19 (2) = ¥ (y)llae

< Csl_a(l + M|z — Yllae + Lgﬁ_a(l + &%) (1 +

(67

g
m) (C+ KO)||z = ylla

(e}

—a « —« « €
= (Cel (1+¢ )—l—L&“'B (1+¢ )(1—|—m> (C—FKO))H%'—?JH@,E’

y para ¢ suficientemente pequena, tenemos que se cumple la propiedad de contraccion. |
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El lema anterior prueba que hay una solucién tnica a la ecuacién diferencial en un intervalo

pequeno [0, g]. Mas precisamente, las estimaciones han probado que e debe satisfacer

1—a o B—a «a “
Ce “(1+e%)+ Le" (1 +¢ )(1+—2a+ﬁ_2) (C+ KC) <1,
y ademas,
7 (|b(z)| + CKe®) 4 77 (1 + %Jjg—_2> (lo(zo)| + CKe* + CK) < K.

Para concluir con la demostracién del teorema 3.8, como W es una contraccién definida en
el subespacio cerrado ([0, T], x¢) de un espacio métrico completo ([0, T7]), el teorema del
punto fijo de Banach implica que existe una tnica solucion x € ([0, T]) tal que z(t) = ¥(x)(t),

esto es:

z(t) = U (z)(t) = xg —i—/o b(z(s)) ds —l—/o o(x(s)) dg(s).

3.2.1. Caso multidimensional

Los resultados que se dieron anteriormente los podemos ampliar a dimensiones més grandes.
El teorema siguiente se prueba de la misma manera que el teorema 3.8, en el libro de Nourdin |26,

§3.2.1] se puede revisar una prueba completa de lo siguiente.

Teorema 3.11. Sea g € #°([0,T],R?), donde 1/2 < f <1 y sean b: R" = R" y o : R" — R™*¢

funciones tal que

= by o son funciones globalmente Lipschitz continuas;

= 0 es continuamente diferenciable, con derivada globalmente Lipschitz.

Para todo o € R" la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

z(t) = xg +/0 b(x(s)) ds +/0 o(z(s)) dg(s),

tiene solucion tnica sobre el espacio °([0,T)), el cual esta evaluado en R™,
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3.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas guiadas por mo-
vimientos brownianos fraccionarios

En lo que sigue, se estudiara sobre como resolver el problema de existencia de una densidad
para las soluciones de ecuaciones diferenciales estocésticas guiadas por movimientos brownianos
fraccionarios.

Sea (Bi)i>o un movimiento browniano fraccionario de dimension d con indice de Hurst H €

(0, 1), definido sobre un espacio de probabilidad completo (€2, .%,P) como:
(Bi)i=o = (B}, .., B)i0,

donde BF son las componentes de (B;);>o para k =1,2,... d.
Es decir, (By)i>0 s un proceso estocastico gaussiano estandar, con funcién de covarianza dada
por
1

Ry(s,t) =E[BiB}] = 3 (T =t —sP) o, 5,620, k,1=1,2,....d.

En la proposiciéon 2.3 se probo que el movimiento browniano fraccionario admite una modi-
ficacién continua con trayectorias holderianas de exponente § < H. Por lo que, si H > 1/2 y
Vi : R — R? son funciones Lipchitz suaves donde sus derivadas son Lipchitz, entonces la ecuacion

diferencial estocéstica
d

X} = Vo(X{) dt + ) Vi(X) dBy
k=1 (3.1)

T __
Xy =2

tiene una tunica solucion para x € R<.
En lo que sigue, se tiene como proposito senalar algunas propiedades de la solucion a esta
ecuacion diferencial estocastica, ademas de dar la existencia de una densidad con respecto a la

medida de Lebesgue, es decir, se quiere mostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.12 (Teorema de densidad). Supongamos que Vi(z), ..., Va(x) forma una base para
R¢, entonces la variable aleatoria X} admite una densidad con respecto a la medida de Lebesgue,

para todo t > 0.

La herramienta correcta para probar este teorema de densidad, es utilizando el calculo de
Malliavin. En lo que sigue, so6lo nos centraremos en dar las herramientas necesarias para entender
estos conceptos, sin hacer demostraciones sobre esto. Para ver més a detalle los conceptos que se

manejaran a continuacion, ver [24].
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3.3.1. Calculo de Malliavin con respecto al movimiento browniano frac-
cionario

Primero, se van a afirmar algunos hechos sobre el célculo de Malliavin con respecto al movi-
miento browniano fraccionario.

Consideramos el espacio de Wiener de trayectorias continuas:
W = (C([0,1],R?), (F1)o<i<1, W)
donde
= C([0,1],R%) es el espacio de las funciones continuas de [0, 1] a R?;
= W es la medida de Wiener;

» (F)o<t<1 es la filtracion completada con respecto a la medida W del proceso candnico
(wt)o<t<1, definido por wy(f) = f(t) con f € C([0, 1],Rd).

Denotemos por € al espacio de las funciones escalonadas con valores en R? sobre el intervalo [0, 1],

y denotemos por H al espacio de Hilbert definido como la cerradura de £ para el producto escalar,

d
<(]]-[0,t1}7 RIS ]l[O,td}) ) (]]-[0,81]7 ey ]l[o,sd]>>7_[ - Z RH(tlm Sk)?
k=1

donde Ry es la funcién de covarianza del movimiento browniano fraccionario.
Para ¢, € H, se tiene (ver [1]):

(¢¢>H—H2H—1//|s H2H=2(s) (1) dis dt.

Como el movimiento browniano fraccionario B = (B;)¢c[o,1] €s un proceso gaussiano, se puede
desarrollar un céalculo estocastico de variaciones (actualmente llamado como calculo de Malliavin)
con respecto a si mismo. Las nociones basicas del calculo de Malliavin son las siguientes.

Una variable aleatoria real F' que es .%#;-medible, decimos que es una variable aleatoria suave

y cilindrica si puede ser escrita como

donde f : R™ — R es una funcion acotada de clase C*, hy, ..., hy € H y n > 1. Denotaremos por

S al conjunto de las variables aleatorias que son suaves y cilindricas.
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La derivada de la variable aleatoria F' = f (B (hy),...,B (hy,)) € S es el proceso estocastico
D,F:Q — Hcontcl0,1]y con valores sobre R? dada por

D, F =S 0uf (B(h), ..., B(h)) h(D),
k=1

donde 0, f denota a la derivada parcial de f con respecto a la k-ésima variable. La derivada antes
dada recibe el nombre de deriwada de Malliavin de F.
Mas generalmente, podemos introducir derivadas iteradas, es decir, si F' € S, se tiene
Dj

1,0y

th:Dtl"'Dth'

Entonces, podemos considerar a D? F' como un proceso estocéstico cuadrado integrable sobre
el intervalo [0, 1] y con valores sobre R?. Mediante el uso de la formula de integracién por partes,
es posible demostrar, que para cualquier p > 1, el operador D’ : & — LP (c([o, 1], R%), H®I ) es
cerrado, es decir, es cerrado sobre S.

Denotemos por D’?(H) al dominio de D’ sobre el espacio L” (C([0, 1], R?), H*/) como la ce-

rradura de la clase de variables aleatorias cilindricas con respecto a la norma

j 1/p
1F 1L = (E[Fp] > E [HDﬂFuip(c(m,”,w)ﬂ@j)]> ,

i=1
y definamos al espacio D*°(H) por
D*(H) = ([ D" (%),
p=21j>1

esto es, D*™(H) consiste de los elementos aleatorios que tienen derivadas de Malliavin de todos los
ordenes y donde éstas derivadas se encuentran en los espacios L.
Se tiene el siguiente resultado, el cual hace que el célculo de Malliavin sea tan 1til cuando se

quiere estudiar la existencia de densidades de variables aleatorias.
Teorema 3.13. Sea F' = (F,..., F,) un vector aleatorio que es F1-medible tal que se cumple:
» Para toda k =1,...,n, F; € DY*(H);

= La matriz M = ((DF*, DF"),) es invertible casi sequramente.

1<k,i<n
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Entonces F tiene una densidad con respecto a la medida de Lebesque sobre R™. Si por otra parte
F € D*(H) y para toda p > 1, se tiene

1
. [\detww

entonces esta densidad es de clase C*, es decir, es suave.

}<+oo,

Nota 3.14. La matriz M es llamada la matriz de Malliavin del vector aleatorio F'.

3.3.2. Existencia de la densidad

En lo que prosigue, se daré un bosquejo de la demostracion del teorema de densidad 3.12. Para
esto, primero se daréan algunas definiciones y resultados que seran de utilidad para su entendimien-

to.

Definicion 3.15. El proceso estocdstico continuo de funciones continuas ®; : x — X;° es llamado

el flujo estocdstico asociado a la ecuacion diferencial estocdstica (3.1), el cual esta definido como

Ahora, como V}, son funciones Lipschitz, se tiene que para toda t > 0, el flujo ®; asociado a

la ecuacion (3.1), es un flujo de funciones diferenciables. Por otra parte, si definimos J; como la

(9<I>t (Q?)
ox

matriz jacobiana dada por J; = , entonces ésta es una soluciéon tnica, como se ve en el

siguiente resultado:

Lema 3.16. Sea ®, una funcion de clase C', entonces se satisface la siquiente ecuacion diferencial

estocdstica

t d t
Ji; = 1pa +/ DVE)(XZ)JS ds + Z/ DVk(Xf)JS dBf.
0 1 70

El siguiente resultado es una representacion para la derivada de Malliavin de una solucién a

una ecuacion diferencial estocastica:
Lema 3.17. Para toda k=1,...,d,t >0 y xz € R?, se tiene que X7* € D®(H) y ademds
D XF=JJ;Wi(X,), i=1,...,d, 0<s<t,

donde D, X" es la i-ésima componente de Dg X;"".
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Si ahora fijamos a z € R? como la condicién inicial para la ecuacion (3.1), y denotamos por

d 1
M, = (Z / D! X' DI X" ds)
i=1 70

a la matriz de Malliavin de X;’. Por lo tanto, del lema anterior se tiene

1<ii’<d

1 1
M = Jl/ / qulV(XiO)V(XﬁO)*(J;l)*]u — 'U\zH’? du dvJ7,
o Jo

donde V' denota a la matriz (Vi,...,V;) de tamano d x d.

Como J; es invertible casi seguramente, es suficiente que, con probabilidad uno, la matriz
1,1
Ci= [ [ 3V e @ e o du do
0o Jo

sea invertible.

Observemos que para z € R?

(. C) =Y / 1 / o o2, (35 o)), (35 () e
i=1
Por lo tanto, si x pertenece al kernel de C, tenemos
(@, (3, 'Vi)(x0)) =0, we[0,1].
En particular, si tomamos u = 0 obtenemos que
(x, Vi(zo)) = 0

y por lo tanto x = 0 ya que Vi,...,V; son linealmente independientes por hipotesis. Entonces,
como x € ker(C}), se tiene que x = 0, es decir, ker(C;) = 0 y por lo tanto C; es invertible. Y
podemos concluir que la matriz M, es invertible casi seguramente.

Por lo tanto, X" admite una densidad con respecto a la medida de Lebesgue, para todo ¢ > 0.
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Apéndice A

Simulacion del movimiento browniano
fraccionario

A continuacion, se da un script (utilizando el programa Matlab) sobre como generar un mo-
vimiento browniano fraccionario de dimension 1 sobre el intervalo [0, 1], usando n puntos de la
cuadricula que estan uniformemente espaciados.

El método utilizado, aplica FFT' (algoritmo de la transformada de Fourier rapida) a una matriz

de covarianza que es circular. Para mas detalles sobre este método de simulacion, ver [17, §4.2].

n 2710; /% puntos en la cuadricula

H=0.9; / indice de Hurst

nan(n+1,1); r(1) = 1;

for k=1:n

r(k+1) = 0.5%x((k+1)~(2xH) — 2%k~ (2xH) + (k—1)"(2%H));

end

r

r = [r; r(end—1:—-1:2)]; J primer renglon de una matriz circular
lambda = real(fft(r))/(2*n); / eigenvalores

B fft(sqrt(lambda) .*complex(randn (2*n,1) ,randn (2%n,1)));

B n~(—H)*cumsum(real (B(1:n+1))); / rescalamiento

plot ((0:n)/n,B);

73







Apéndice B

Filtraciones y martingalas

B.1. Filtraciones

Un proceso estocastico (X;)i>o puede ser visto como un sistema aleatorio que evoluciona en
el tiempo, este sistema lleva con él cierta informacion. Méas precisamente, si se observan las tra-
yectorias de un proceso estocastico hasta un tiempo ¢ > 0, uno es capaz de decidir si un evento
A € 0(X,, s <t) ocurre (denotaremos por o(X, s < t) a la o-dlgebra mas pequena que hace que
todas las variables aleatorias {(X,, -+, X}, ),0 <t; <--- <t, <t} sean medibles). Esta nocion

de informacién que lleva un proceso estocéstico se modela por medio de las filtraciones.

Definicion B.1. Sea (Q2,.%,P) un espacio de probabilidad. Una filtracion (%)i>o es una familia

no decreciente de sub o-dlgebras de F, es decir, para s,t > 0 con s <t se tiene que
ﬂs g ﬁt g ﬁ
Y al espacio (0, .F, (F1)i>0, P) se le conoce como espacio de probabilidad filtrado.

Si (X¢)i>0 es un proceso estocéstico definido sobre (€2,.%,P), entonces % = o(Xs,s < t) es

una filtracion, y es llamada la filtracion natural.
Definicion B.2. Decimos que un proceso estocdstico (X;)i>o es adaptado a la filtracion (F)i>o,

st para toda t > 0, la variable aleatorias X; es medible con respecto a F;.

Un proceso estocéstico siempre es adaptado con respecto a su filtracion natural. Podemos

observar que si un proceso estocéstico (X¢)¢>o es adaptado con respecto a una filtracion (%0 y

1)
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si %, contiene a todos los subconjuntos de .% que tienen probabilidad cero, entonces todo proceso
estocastico (Xt)tzo que satisface IP’(f(t = X;) =1, t>0, también es adaptado con respecto a la

filtracion (915)1520 .

Definicion B.3. Un proceso estocdstico (Xy)i>o es progresivamente medible con respecto a la

filtracion (F)i>o si es adaptado a (F)i>0, Yy st para toda t > 0,
{(s,w) € [0,t] x Q: X (w) € A} € A([0,t]) ® F,
para toda A € B(R).

Proposicion B.4. Un proceso estocdstico continuo (X)i>o que es adaptado a la filtracion (F)e>o,

también es progresivamente medible con respecto a (F)i>o.

B.2. Martingalas, tiempos de paro y semimartingalas

Cuando estudiamos un proceso estocastico, una pregunta natural es, por ejemplo: jcuanto dura

el proceso estocastico hasta un cierto instante?.

Definiciéon B.5. Sea (.%;):>0 una filtracion sobre (Q, .7 ,P). Sea T : Q — RsqU{+00} una variable

aleatoria medible con respecto a % . Decimos que T es un tiempo de paro si parat > 0, se cumple
{T<t}={weQ:T(w) <t} €.Z.

A menudo, un tiempo de paro sera el tiempo durante el cual un proceso estocéstico que es
adaptado a la filtracion (.%;);>¢ satisface una determinada propiedad. La definicién anterior sig-
nifica que, para cualquier ¢ > 0, en el momento ¢, uno es capaz de decidir si esta propiedad se
cumple o no.

Ahora, vamos a introducir el concepto de martingala en tiempo continuo, las cuales fueron

estudiadas por Joseph Doob en [8].

Definicion B.6. Sea (%;)>0 una filtracion definida sobre (2,.%,P). Una martingala es un proceso

(My)i>0 que es adaptado a (Fy)i>o Si:
» E[|M]] < 400, para toda t > 0;

w E[M, | Zs| = Ms, para toda 0 < s < t.
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Definiciéon B.7. Un proceso estocdstico (My)i>o €s una martingala local (con respecto a la filtracion

(F)i>0) st existe una sucesion de tiempos de paro (T,,)n>o tal que:

» la sucesion (T,,)n,>0 €s creciente y casi sequramente ser satisface lim T, = 400,
- n—-+o0o

» para n > 1, el proceso (Mint, )i>0 €s una martingala uniformemente integrable con respecto

a la filtracion (F)i>o.

Teorema B.8. Sea (M;)i>0 una martingala local continua sobre (Q, (F)i>0,-F, P) tal que My = 0.

Entonces, existe un tinico proceso creciente continuo ((M):)e>o tal que:

= El proceso (M7 — (M);)¢>o es una martingala local.

Ademds, para toda t > 0 y para toda sucesion de particiones A, = {0 =17 <ty <--- <t} =t},>1

sobre el intervalo [0,t] tal que HIJ{l |AL[0,t]| =0, se cumple el siguiente limite en probabilidad:
n—-—+0oo

n

i > (M = M) = (M)
k=1
Definicién B.9 (Semimartingala). Sea (2, (%;)i>0,-%,P) un espacio de probabilidad filtrado.
Decimos que un proceso estocdstico (Sy)i>o adaptado a la filtracion (F)i>o0, €s una semimartingala
continua si puede escribirse como:
Si = So+ A + M,

donde (A¢)i>o €s un proceso de variacion acotada y (My)i>o es una martingala local continua tal
que My = 0.
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