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Resumen

El propdsito de este trabajo de tesis es el estudio del enredamiento de estados Gaus-
sianos bipartitas en Hamiltonianos cuadraticos. Para dicho fin se obtienen los criterios de
Duan et al., Simon, las entropias lineal y de von Neumann y la negatividad logaritmica
para los sistemas del amplificador paramétrico y el convertidor de frecuencias de forma
analitica y numérica. Para realizar el cdlculo numérico de dichas cantidades se introduce
el procedimiento de discretizaciéon de la matriz densidad, dicho procedimiento obtiene
una matriz densidad finita a partir de una matriz densidad de variable continua. Por
otro lado se propone dos nuevas formas de deteccién del enredamiento haciendo uso de
la descripcién tomografica de los estados Gaussianos bipartitas. Estos métodos son una
generalizacién de las desigualdades de Bell aplicado a la representacién tomografica. Se
presenta ademas el estudio del enredamiento de estados cristalizados.

Abstract

The purpose of this work is the study of the entanglement between two modes of
bipartite Gaussian states whose dynamics are given by quadratic Hamiltonians. For this
purpose we present the study of the entanglement measurements defined by Duan et al.,
the Simon criteria, the linear and von Neumann entropies, and the logarithmic negativity.
These measures are calculated for the quadratic Hamiltonians of the parametric amplifier
and the frequency converter in both analytically and numerically. To make the numerical
calculation of these quantities the procedure of the discretization of the density matrix is
introduced, in these procedure one obtains a discrete density matrix from a continuous
variable density matrix. Also a two new methods to distinguish entangled states is pro-
posed. This method makes use of the tomographic description of the bipartite Gaussian
states and it represents a generalization of the bell inequalities from the tomographic
formulation of the quantum mechanics.
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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos el estudio de las correlaciones cudnticas entre subsistemas, llamada
enredamiento, ha sido de vital importancia en la teoria de la Mecanica Cuantica. En espe-
cifico las aplicaciones de dichas correlaciones ha permitido desarrollos tecnolégicos como la
implementacion de computadoras cuanticas entre otros y ademas ha puesto las bases para
el desarrollo de la teoria de la Informacion Cuantica. Por ese motivo el enredamiento entre
subsistemas puede ser visto como un recurso y de ahi puede observarse la importancia
de su caracterizacién . Por otro lado la mayoria de las aplicaciones experimentales de la
teoria de Informaciéon Cuantica y de la Mecanica Cuantica en general ha sido desarrollada
haciendo uso de los estados llamados Gaussianos. Dentro de los estados Gaussianos en-
contramos los estados coherentes, de vacio y de vacio comprimido, los cuales son de suma
relevancia en aplicaciones tedricas y experimentales.

En especifico las correlaciones o enredamiento cuantico es uno de los recursos con el
cual la computacién cuantica pretende disminuir el tiempo de célculo de problemas que
de forma clasica tomarian un tiempo enorme. Los ejemplos mas representativos en los que
esta reduccion de tiempo es demostrada son los algoritmos de Shor y Grover.

Este trabajo de tesis tiene como objetivo el estudio del enredamiento entre dos modos
de estados Gaussianos puros y bipartitas bajo la evoluciéon de Hamiltonianos cuadrati-
cos. Este enredamiento o entrelazamiento es la correlacién entre dos partes de un cierto
sistema. Cuando existe enredamiento entre dos subsistemas, ninguno de ellos puede ser
descrito independientemente del otro. Cuando este enredamiento no existe, cada uno de
los subsistemas puede describirse independientemente y por lo tanto al sistema completo
se le llama separable. En la presente tesis se realiza el estudio de la dinamica de las
correlaciones entre subsistemas a través del formalismo de las constantes de movimiento,
las cuales son tutiles para la caracterizaciéon de problemas dependientes del tiempo. En
particular se utilizaran los invariantes lineales dependientes del tiempo de Hamiltonianos
cuadraticos en los operadores de posiciéon y momento. Dichos invariantes son operadores
cuyo valor esperado es el mismo en todo tiempo. Estos han sido estudiados en [1-5] v han
sido utilizados para la determinacién de propagadoreq|| en problemas con dependencia
temporal.

Existen varios sistemas fisicos de interés que son descritos mediante Hamiltonianos
cuadraticos, entre ellos estan el amplificador y oscilador paramétrico, el convertidor de
frecuencias [7,)8] y otros utilizados en electrodindmica de circuitos basados en juntas
de Josephson [9H11], los cuales entre otras cosas han permitido el desarrollo de estados
comprimidos y de fotones con correlaciones cuanticas.

El estudio del enredamiento en los sistemas Gaussianos se presenta mediante medidas

I Los propagadores por lo general son obtenidos a través de la llamada integral de trayectoria y
constituyen otra formulacién de la mecdnica cudntica [6]
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y criterios estandar como son las medidas entropicas y otras basadas en los criterios de
Peres-Horodecki [12,|13]. Ademds se presenta una forma de obtener criterios de separabi-
lidad basada en la representaciéon tomografica.

La representacion tomografica de la mecanica cuantica, la cual fue introducida en
1996 [14] es la generalizacién del esquema tomografico épticoE] aplicado a la mecanica
cuantica. En esta nueva formulaciéon, los estados son descritos por probabilidades las
cuales pueden ser medidas experimentalmente.

En 1935, Einstein-Podolski y Rosen y también Schrodinger definieron el concepto
de enredamiento, el cual desde su punto de vista era extrano e incluso correspondia a
un fenémeno no fisico [15,/16]. Por ello se pensd que estos fenémenos podrian ser des-
critos por un sistema de variables atin no introducidas en la teorfa (variables ocultas),
las cuales eran responsables de este tipo de situaciones. En los afos sesenta, Bell [17]
y Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) [18] establecieron que las predicciones de la me-
canica cuantica no pueden ser descritas por una teoria de variables ocultas locales. En
el experimento tipico de Bell [19], se ha establecido que para estados separablesﬂ en un
sistema bipartita, el llamado pardametro de Bell tiene como limite superior el valor 2. La
corroboracion experimental de dicho limite para la desigualdad de Bell-CHSH fue hecha
por primera vez en 1981 [20].

A partir de los anos noventa el enredamiento de un sistema cuantico ha sido utilizado
como un recurso para la implementacion de protocolos cuanticos como la criptografia
cuantica, la teleportacién cudntica y la implementacion de la computacion cuantica. Este
hecho ha derivado en el aumento del interés de la identificacion de correlaciones cuanticas
y los comportamientos no locales de la fisica cudntica |19}21]. El limite 2 de la desigualdad
de Bell-CHSH puede ser violado para estados compuestos enredados, los cuales muestran
una correlacién fuerte de los subsistemas que lo componen. Por otro lado Cirelson [22]
probé que existe un limite superior 21/2 de la desigualdad CHSH para estados enredados
bipartitas. Sin embargo fue descubierto por Popescu y Rohlich [23] que existen correla-
ciones en sistemas que modelan propiedades de dos qubits las cuales tienen como limite
inferior 2v/2 y como limite superior el valor 4 en la desigualdad de Bell-CHSH, y que
dichos fenémenos corresponden a correlaciones mas alla de la mecanica cuantica, también
llamadas correlaciones supercudnticas.

Una prueba para la no-localidad’] de estados correlacionados de dos modos de la luz
utilizando la representacién tomografica fue propuesto en [24]. Dicha propuesta ha sido
implementada experimentalmente en [25] utilizando la deteccién homodina, encontrandose
una clara violacion de la desigualdad de Bell. Ademaés el llamado retrato tomografico de
estados de qudit [26], ha permitido la implementacién de las desigualdades Bell-CHSH
[17,/18,127] para dos qubits dentro de la representacién de probabilidad de la mecanica
cudntica [14,]28]. En estos trabajos ha sido propuesto que una condiciéon necesaria para la
separabilidad de un estado bipartita de qudit es la separabilidad de su retrato de qubit [26].
Este método del retrato de qubit ha sido extendido para tomogramas en el nimero de
fotones con algunas modificaciones, lo cual es ttil para la deteccion de enredamiento de

2 Aquel utilizado en medicina y otras 4reas

3 Los cuales no presentan enredamiento

4 La no-localidad cudntica existe cuando ciertos fenémenos a nivel microscépico violan los preceptos
del realismo local. Esto significa que dos o mas objetos microscépicos tienen una habilidad aparente de
saber el estado entre ellos de forma inmediata cuando existe enredamiento, a pesar de estar separados
por una gran distancia.
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estados de dos modos de la luz. Por lo que una violacién de la desigualdad de Bell-CHSH
indica enredamiento en el estado [29].

Los Hamiltonianos modelo para el amplificador paramétrico y el convertidor de fre-
cuencias fueron propuestos en [30]. Dichos sistemas describen la interaccion entre dos
modos del campo electromagnético, los cuales son llamados modos senal y acompanante
con frecuencias w, y wy respectivamente. Los Hamiltonianos modelo para el amplificador
paramétrico y el convertidor de frecuencias corresponden a dos osciladores los cuales estan
en interaccion con un campo clésico de frecuencia w (el cual es llamado campo de bombeo),
la cual puede cumplir o no la condicién de resonancia [7,31,32], que es, w = w, + w; para
el amplificador paramétrico o w = w, — wy para el convertidor de frecuencias.

La descripcion fisica de los elementos del Hamiltoniano [7] que describe los procesos de
amplificacion y conversion es la de una sustancia dieléctrica no lineal la cual interacciona
con un par de modos de una cavidad resonante con paredes reflejantes [30]. En esta
cavidad existe un campo de bombeo oscilando con una frecuencia en resonancia igual a
la suma de la otras frecuencias en caso del amplificador y a la diferencia en el caso del
convertidor y es lo suficientemente intenso para ser representado en términos clasicos.
En el caso concreto del amplificador paramétrico de dos modos se ha determinado que
exhibe comportamientos como resurgimientos y compresién de la fluctuaciones del campo
electromagnético [7], y que estos resurgimientos dependen de una forma muy sensible del
estado inicial del sistema. Recientemente, amplificadores paramétricos 6pticos han sido
desarrollados con una amplificacién de 60-70 dB de la sefial de entrada [33}|34] y con una
eficiencia cada vez més parecida a la de un amplificador ideal [35].

Algunos de los trabajos encontrados en la literatura relacionados con los estados Gaus-
sianos, los que son ampliamente utilizados en el presente trabajo, son: la dinamica del
enredamiento de estados Gaussianos en un reservorio el cual ha sido estudiado en [36,37].
Una nueva técnica para determinar experimentalmente las fluctuaciones de las cuadraturas
del campo electromagnético, llamada la matriz de covarianza es presentada en [38-40]. En
anos recientes los estados Gaussianos han sido utilizados para la implementacién de los
llamados canales cuanticos. Estos canales son representados por mapeos completamente
positivos, los cuales son transformaciones que convierten una matriz densidad en otra
matriz densidad manteniendo las propiedades estandar como son la traza, la hermiticidad
y la positividad. Dentro de la gran variedad de mapeos positivos y canales cuanticos
existen aquellos que transforman estados Gaussianos en estados Gaussianos, llamados
por ello canales Gaussianos [41H44].

La contribuciones originales contenidas dentro de este trabajo son las siguientes:

Se obtienen los invariantes dependientes del tiempo para el amplificador paramétrico
y el convertidor de frecuencias. Con ayuda de dichos invariantes se obtiene la evolucién
temporal de estados bipartitas Gaussianos. La dinamica del enredamiento entre los modos
para los procesos paramétricos antes mencionados, son obtenidos a través de las siguientes
medidas de enredamiento: los criterios de Duan et al y Simon, las entropias lineal y de von
Neumann y la negatividad logaritmica. Para la obtencion de algunas de estas cantidades
se propone el método de discretizacion de la matriz densidad. La cual se aplica a los
estados Gaussianos bipartitas.

Por otro lado se proponen dos nuevos criterios para establecer la separabilidad de esta-
dos de dos modos de variable continua. Ambos criterios estan basados en la representacion
tomografica de la mecanica cudntica y son andlogos a la desigualdad Bell-CHSH para el
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llamado tomograma simpléctico. Para ejemplificar estos dos nuevos criterios se utilizan
como ejemplos los estados de dos modos de vacio comprimido y coherente.

Finalmente se presenta el estudio del enredamiento de estados bipartitas que portan la
representacion irreducible de grupos finitos. Para ello se hace uso de estados de un modo
que portan la representacion de grupos de simetria de rotacién del poligono regular de
n lados (C,). En especifico se toman los estados bipartitas que portan la representacién
irreducible de los grupos ciclicos C,, como ejemplo para el calculo de las entropias lineal
y de von Neumann.

El esquema del presente trabajo es el siguiente:

Se abordan diferentes medidas y criterios de enredamiento conocidos en la literatura
especializada en el capitulo 2. Los criterios de Duan et al. y Simon, las entropias lineal
y de von Neumann ademas de la negatividad logaritmica son definidos en este capitulo
para su posterior aplicacién a los estados Gaussianos.

Posteriormente en el capitulo 3 se analiza la representacion tomografica de los estados.
La cual consiste en asociar una distribucién clasica de probabilidad a un sistema cuantico
y que permite entre otras cosas el estudio del enredamiento en términos de matrices
estocasticas.

En el capitulo 4 se analizan los Hamiltonianos cuadréaticos con ayuda de los inva-
riantes dependientes del tiempo. En particular se estudian a fondo los Hamiltonianos de
dos modos para procesos de amplificaciéon paramétrica y la conversion de frecuencias.
También en este capitulo se hace un repaso de los estados que portan la representacion
irreducible de las dlgebras SU(1,1) y SU(2) que describen al amplificador y el convertidor
respectivamente. Posteriormente se definen los estados coherentes para cada algebra y se
describen algunas de sus propiedades.

Una revisién de los estados Gaussianos es dada en el capitulo 5. En particular se
presentan los estados coherentes multipartitas y las superposiciones de éstos que portan
la representacion irreducible de grupos cristalinos, llamados estados cristalizados.

Los resultados principales de este trabajo son reportados en el capitulo 6, los que se
pueden resumir de la siguiente forma:

Se obtuvieron los invariantes dependientes del tiempo para los procesos paramétricos
del amplificador y convertidor de frecuencias. Con ellos se obtiene la evoluciéon temporal
de un estado Gaussiano puro bipartita general, del cual se analiza el enredamiento entre
sus modos. Para ello se estudian los criterios descritos en el capitulo 1. En el caso de las
entropias lineal y de von Neumann ademas de la negatividad logaritmica se presenta una
nueva forma numérica para la obtencién de estas propiedades. También en este capitulo
se proponen dos criterios nuevos de separabilidad del sistema, ambos criterios son basa-
dos en la representacién tomografica de la mecdnica cuantica. Ademads se obtienen bases
completas que portan la representacion irreducible de las algebras SU(1,1) y SU(2) y que
también son soluciones de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para los
procesos paramétricos antes mencionados. Finalmente se estudia el enredamiento de los
estados cristalizados estacionarios.

Por 1ltimo se dan las conclusiones del trabajo en el capitulo 7, en los apéndices de dan
algunas particularidades del criterio de Duan et al y de los programas utilizados para la
obtencion de los resultados numéricos.



Capitulo 2

Meétodos tedricos de deteccion del
enredamiento

El enredamiento o entrelazamiento es una de las caracteristicas mas importantes den-
tro de la Mecanica Cuéntica. Dicha propiedad ha llevado a importantes descubrimientos
tedricos y avances tecnologicos en la actualidad.

Para explicar este concepto supongamos un sistema compuesto de dos subsistemas los
cuales inicialmente estan en interacciéon. Después de un cierto tiempo los subsistemas son
separados una distancia muy grande y se hace una medicion de alguna de sus propiedades
sobre uno de estos subsistemas. La teoria cuantica predice que cuando existe enredamiento
entre las dos partes, al ser medido uno de ellos el otro subsistema se ve afectado y su estado
cuantico colapsa de acuerdo al valor medido en el primer subsistema.

En este capitulo se abordaran diferentes métodos que sirven para determinar si existe el
enredamiento entre dos modos de un sistema bipartita. Estos criterios se pueden clasificar
en dos tipos: los criterios que s6lo dan informacion de la presencia del enredamiento y no
lo cuantifican, y los métodos que cuantifican dicho enredamiento. Dentro de los primeros
se tienen criterios como los establecidos por Duan et al. [45] y Simon [46], los cuales
recaen fuertemente en la aplicacién del criterio de Peres-Horodecki [12l13](el cual establece
una condicién necesaria para la existencia de enredamiento) a la matriz de covarianza y
dentro del segundo tipo tenemos las medidas de enredamiento como la entropia de von
Neumann 47|, la entropia lineal (o pureza) y la negatividad logaritmica [48,49].

Cabe senalar que estos criterios se clasifican también en aquellos que pueden utilizarse
en estados puros y los que pueden aplicarse a estados mezcla. Los estados puros son
aquellos cuya matriz densidad cumple p?> = p v los estados mezcla son aquellos que no
cumplen esta condicién.

Los criterios como el de Duan et al, el de Simon y la negatividad logaritmica pueden
ser utilizados para estados mezcla, mientras que las entropias lineal y de von Neumann
deben aplicarse a las matrices densidades reducidas de estados puros para poder detectar
enredamiento.

Cuando un estado puro bipartita es simplemente separable (no hay enredamiento
entre sus partes), su operador densidad puede expresarse como el producto directo de dos
operadores densidad

p:p1®p27

donde p; y ps se denominan las matrices reducidas de los subsistemas que forman al
sistema compuesto. Asimismo cuando un estado mezcla es separable puede expresarse
como una suma convexa de operadores densidad

p= Z QiP1i Q P2,
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donde g; es la probabilidad de que cada subsistema sea caracterizado por los operadores
densidad reducidos (p1; y p2i) respectivamente.

La condicion de normalizacion Trp = 1, implica que Y, ¢; = 1. Primero se abordara
el criterio de Duan et al.

2.1. Criterio de Duan et al.

El criterio de separabilidad de Duan et al. de dos modos [45] , estd basado en el
principio de incertidumbre de Heisenberg de dos operadores hermitianos candnicamente
conjugados. Dichos operadores se pueden identificar como posiciones y momentos o dos
cuadraturas del campo electromagnético.

Este criterio representa solo una condicion necesaria para la existencia de enredamiento
para sistemas arbitrarios y puede transformarse en una condiciéon necesaria y suficiente
para estados Gaussianos como se verd mas adelante. El criterio de Duan et al. establece
que la suma de las dispersiones de dos operadores (u, v), los cuales son combinacién lineal
de las cuadraturas (q1,g2) v (p1, p2) respectivamente, esta acotada por abajo para estados
separables. Dicho limite inferior se tiene necesariamente para los estados separables y
por lo tanto una violacién de este limite es una condiciéon suficiente para que exista
enredamiento.

Para establecer dicho criterio se definen dos operadores de dos modos

1 1
u=lalzy + -z, v=la|p; — —po (2.1)
a a

donde (g1, p1), (g2, p2) son los operadores de posicién y momento o dos cuadraturas para,
los modos 1 y 2 respectivamente y a es una constante real. En general estos operadores no
conmutan entre si, dado que [u,v] = ih(a®? — 1/a?), sélo cuando a = 41 dichos operadores
conmutan.

Supongamos un estado separable, cuya matriz densidad puede ser escrita en la forma
mas general como

p= Z Qip1i © Pai, (2.2)

donde p; es la probabilidad de que cada modo sea determinado por las matrices densidad
locales pi;, poi, las cuales estdn normalizadas Tr(p1;) = Tr(p;) = 1 y son hermitianas,
ademas son operadores positivos semidefinidos, ya que sus eigenvalores estan entre cero
y uno. La condiciéon de normalizacion de la matriz total de dos modos (Tr(p) = 1),
implicay>; p; = 1. Esta matriz densidad describe un estado mixto (no puro) cuando p? # p
y un estado puro cuando p? = p.

El promedio de un operador arbitrario O en este sistema esta dado por la expresion

(), =Tr(pO) = Z piTr (p1; ® p2;0) = Z 0i (0);

)

Y

donde hacemos la distincién entre el promedio sobre todo el sistema (O) ) = Tr(pO
del promedio sobre uno de los subsistemas (por ejemplo el i-ésimo subsistema) (O),
Tr(p;0).

El criterio de Duan establece la siguiente desigualdad
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(a)

5 4 5 6 7 8 9
Frequency (MHz)

Figura 2.1. Parametro de Duan et al. el cual muestra experimentalmente el enredamiento
para dos estados comprimidos. Las cantidades X, y X son los operadores a + al e

i(a’ — a) para los operadores de cuadraturas de dos modos x & y respectivamente. Los

valores de \/ A2X;riy + A2X,,, mayores a la unidad significan que el sistema es enredado.
Tomado de [50]

(Aw)? + (Av) > a? + ;2 (2.3)

la cual debe de cumplirse para cualquier estado separable. Hacemos énfasis en que la
violacion de esta desigualdad es una condicién suficiente para la presencia de enre-
damiento en un sistema de dos modos. La demostracion de este criterio puede verse en el
apéndice A.

Este criterio de separabilidad se ha podido medir experimentalmente para varios siste-
mas. En las figuras v [2.2] se muestran dos diferentes observaciones experimentales de
este criterio para sistemas bipartitas comprimidos. En ellos podemos ver que existe una
violacién de la condicion ([2.3) y por lo tanto enredamiento entre los dos modos.

Las dispersiones (Au)” y (AU)2 pueden obtenerse a través de la matriz de dispersion
(o también llamada la matriz de covarianza) de dos modos.

La matriz de covarianza es la matriz que tiene como entradas las dispersiones y co-
rrelaciones de un sistema fisico, también es llamada matriz de correlacién o matriz de
ruido. En el caso de estados de dos modos la matriz de covarianza es determinada por
una matriz real y simétrica de 4x4 entradas, que puede ser expresada como,

A C
donde A, B y C son matrices por bloques de dimensién 2x2; las cuales estan definidas

con las varianzas y correlaciones entre los dos modos. C denota la matriz transpuesta de
C. Las submatrices que definen a la matriz de covarianza son

A = ( 191 Tqipa ) ’ B = ( 0422 Tq2p2 ) , C = < 9q102 Tqip2 ) , (2.5)

Opigr Opip Opaqa Opapo Op1ga  Opips

donde las dispersiones y covarianzas son definidas como
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N
o
T

Normalized noise power (dB)

Figura 2.2. Parametro de Duan et al. el cual muestra experimentalmente el enredamiento
para dos trenes pulsados de alta repeticién comprimidos. Donde (a) es A%(X; — X3) y (b)
es A*(Y; — Y3), siendo X, Y; los operadores de cuadraturas de ambos modos. Tomado

de

5 (g, 4}) — (@) (g5) -
Opip; = % <{pi>pj}> - <p2> <pj> )

{pi 1) — (i) (4)

donde 7,5 = 1,2. En el caso ¢ = j, ocurren dispersiones y en otro caso correlaciones.
Es importante destacar que la matriz de covarianza debe debe ser una matriz positiva
semidefinida, es decir sus eigenvalores corresponden a niimeros positivos o cero.

Suponiendo que se tiene un vector compuesto de las cuadraturas de dos modos & =
(q1,p1,q2,p2) y una matriz densidad p, el segundo momento de £ dado por Tr(pgf ) puede
escribirse como una parte simétrica y otra antisimétrica

Opiq; =

Tr(p&i&;) = Tr (P; (&& + fjfi)) +Tr <P; (&&5 — 5j£1’)> )

donde las entradas de la parte simétrica <% (&g + §j§i)> = 0;j, son las entradas de la ma-

triz de covarianza y las entradas de la parte antisimétrica <% (&€ — §j§i)> =1 ([& &) =

5825, son los conmutadores entre las diferentes cuadraturas donde la matriz 2 es definida

como
X 0 0 1
= (T 2) ==(50)

por lo que el segundo momento del vector £ se escribe como

Te(ptity) = (o + 39

Este segundo momento de cualquier sistema cuantico debe ser no negativo, es decir
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7
- >0
0'+2 > U,

donde la expresiéon o + %Q > 0, es una forma simplificada de decir que la matriz es
positiva semidefinida. En particular las matrices positivas semidefinidas cumplen

@ua+;nzo7 (2.6)

y ademads todos los eigenvalores de o + 52 y sus menores principales son nimeros no
negativos. En particular puede demostrarse que la matrices de covarianza de cada uno de
los modos que la conforman deben ser positivas semidefinidas, ésto es

A+%EZQ B+%22&

lo cual en particular implica que det A, det B > 1/4.

Mediante transformaciones locales, como compresiones o rotaciones (las cuales no afec-
tan el enredamiento), es posible llevar a la matriz de covarianza de la Ec. a la llamada
forma estandar I:

o; = y (27)

con n,m > 1y ¢, dos nimero reales arbitrarios. Los pasos necesarios para llegar a la
forma o ; de la matriz de covarianza estan dados en el apéndice A.

Asimismo partiendo de la matriz de covarianza o, uno puede llegar mediante trans-
formaciones locales a la forma

ny C1

o = i €2 s (28)

con las siguientes propiedades

n1—1 _n2—1

= ci|l —|col =/(n1—1)(m1 —1) —/(na — 1) (my — 1), 2.9
= e el el = =D m =) = - Dm0, (29)
esta ultima expresién para la matriz de covarianza es llamada la forma estandar 11, cabe
destacar que este es un resultado valido para cualquier sistema sea Gaussiano o no. La
prueba se aborda en el apéndice A.
Definiendo los operadores de dos modos
C1 Co

T Y2, V=GP — P2 (2-10)

U = apr1 —
o |Cl|@0 |C2|a0

_ mi—1 __ mo—1
- ni—1 no—1"
lidad en un sistema bipartita. Dicha condiciéon puede escribirse como

con ag la Ec. |) es una condicion necesaria para indicar separabi-
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oMy + Ny mi + mo
2 2a3
Sin embargo puede demostrarse que un estado Gaussiano es separable si y sélo si los
operadores de la Ec. cumplen la Ec. . Por lo tanto la condicién (2.3) para oy
es necesaria y suficiente para que dichos estados sean separables y una violacién a esta
condicion es también una condiciéon necesaria y suficiente para que exista enredamiento. La
prueba de ello esta basada en la propiedad de que todos los estados Gaussianos separables,
pueden llevarse mediante transformaciones locales a estados con una matriz de covarianza
del tipo o;.
A continuacién se presenta otro criterio de separabilidad basado en las propiedades de
la matriz de covarianza.

1
—lea| — ezl = @ + 5, (2.11)
ap

2.2. Criterio de Simon

El criterio de Simon [46] esta basado en el criterio de Peres-Horodecki [12,|13] el cual
establece que la positividad de la matriz densidad después de ser aplicada la operacion
transpuesta parcial da informacién sobre el enredamiento del sistema.

Supongamos un sistema bipartita de variable continua, caracterizado por su matriz

densidad

p($/17'r/2;xlax2> — <LU/1,I'/2 1Y |.T17I2> y (2].2)

dicha matriz de densidad como se ha mencionado antes tiene eigenvalores no negativos,
es hermitiana y de traza uno.

La operacién transpuesta parcial p, (), Zo; 1, 23), se define como el intercambio de
las variables de un modo (x; — 2%, 2 — x;), por ejemplo intercambiando en el segundo
modo tenemos

pot (X1, T3 1, 09) = ply, Ta3 1, ) = <$/1a132’/)‘131;$/2>, (2.13)

la transpuesta parcial de una matriz densidad puede tener eigenvalores negativos, a di-
ferencia de la matriz de densidad original. Los eigenvalores negativos suceden cuando el
estado no puede separarse. Para probar ésto supongamos que el operador densidad es
separable y por lo tanto puede expresarse como un producto de cada modo

p=p1® pa,

por lo tanto la matriz de densidad puede expresarse como

plas,wa) = (x| pr w1} (wolps |2)

la transpuesta parcial asociada a esta matriz densidad es entonces

/ / !/ /
p(‘rl’x%xlvm?) = <IL‘1,I2

Ppt(l’/pﬂﬂlz;iﬂbxz) = <33/179€2)ﬂ‘$171’,2> = <33/1‘P1 1) (22] P2‘33/2>-
Debido a que los operadores densidad en cada modo p;, p2 son operadores no negativos

y hermitianos puede verse que la transpuesta parcial corresponde a la matriz densidad
original
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p(xllv xlz; Ty, xZ) = p(xllv T2; X1, :L‘,Q),

demostrandose asi que la transpuesta parcial es no negativa para estados simplemente
separables. Esta propiedad puede extenderse a estados separables no puros, dados por la
matriz densidad

p= Z ©iP1i ® P2,

es decir todo estado separable tiene una transpuesta parcial positiva semidefinida.

Para determinar las implicaciones de esta propiedad para estados separables es nece-
sario estudiar la funcién de Wigner del sistema [52]. Dicha funcién es una distribucién de
cuasi probabilidad, la cual caracteriza al sistema en el espacio fase (¢, p).

La funciéon de Wigner de un estado unimodal definido por una matriz densidad p se
define como

e [ (o elola- 16).

—0o0

Wiq,p) =

de lo cual se sigue que la funcién de Wigner asociada a la transpuesta de la matriz de
densidad p es

N 17
Wiar) = g5 | dee e (q= e ola+36).
haciendo el cambio de variable £’ = —¢£ tenemos
Wig.p) = o Oodf i < ' P’Q— 15'>
2m h 2>/

Comparando este resultado con la definicién de la funcion de Wigner antes de transponer
se obtiene

W(q,p) = W (g, —p).

En el caso de dos modos la funciéon de Wigner es definida como

1 0o 00 B
W(Q17Q27p1:p2> = (27‘(‘77,)2 / /d£1d£2€ # (P16&1+p282)

—00 —0O0

1 1 1 1
X <Q1 + 5517(]2 + 552 P ld 5517(]2 - 252> ,

por lo que se puede inferir que al realizar la transpuesta parcial, la funcion de Wigner de
dos modos W (qy, q2, p1, p2) sigue la relacién

W(Q1>Q2’P17p2) = W(QI>Q27PI7 —p2),
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debido a ésto es posible calcular la matriz de covarianza de la matriz transpuesta parcial
a través de la matriz de covarianza normal, haciendo el cambio ps — —ps.

Al expresar la matriz o + %Q haciendo uso de las Ecs. y , el determinante
puede ser calculadd] [46] y la condicién es evaluada como

1 2 _
det A det B + (4 ~ det c) ~ Tt (AZCEBECS) - ;(det A +det B) > 0. (2.14)

1
4

La matriz transpuesta parcial o, se define como la matriz de covarianza que resulta
al suponer que el sistema esta descrito por la matriz densidad transpuesta parcial
en vez de la matriz densidad normal . Esto como hemos visto corresponde a calcular
la matriz de dispersion con ps — —ps, por lo tanto

Oq1q1 Oqip Oq1q2 —Oqips
ag a. a. —Q0,

Oy = Tol = P1q1 P1P1 P1G2 DP1P2 7
Ogaqa Ogap1 Og2q2 ~Oqaps
“Opaqi " Opapr " Opage Opopa

donde la matriz diagonal I' = diag(1,1,1,—1). Si el sistema es separable la matriz de
dispersion transpuesta parcial debe cumplir ser una matriz positiva semidefinida

multiplicando a ambos lados de la expresiéon por la matriz I', la Ec. (2.15) puede ser
reescrita como

o+ %rm“ >0,

al calcular el determinante de la matriz o+ %I‘QI‘, la condicion 1} puede ser expresada
como

1 2 _
det A det B + <4 + det c) — Tt (ASCEBECE) — —(det A + det B) > 0,  (2.16)

1
4
esta ecuacién presenta un cambio de signo en el det C. Al combinar las ecs. (2.14)) y ([2.16])

se llega a que un sistema separable debe de cumplir la condicién necesaria

1 2 - 1
det A det B + (4 ~ |det C\) ~Tr (ARCEBECE) — {(det A +detB) >0, (2.17)

dicha condicién es conocida como el criterio de Simon para un estado separable.

Para un estado Gaussiano el criterio de Simon es una condicién necesaria y suficiente
para indicar que el sistema es separable. Por lo que una violacién a dicha condicién ([2.17))
es también una condicién necesaria y suficiente para indicar enredamiento.

! Las cantidades det A, detB, detC y Tr (AJ CJBJ (~3J) son invariantes ante transformaciones

simplécticas locales, es por ello que Simon escribe el determinante de o + € en términos de estos
invariantes.
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Para demostrar que en el caso de los estados Gaussianos separables la condicion ([2.17])
debe cumplirse necesariamente, utilizaremos la forma de la matriz de covarianza de la
Ec. . Donde consideramos por simplicidad que n > m y ¢ > ¢ > 0. Aplicando
dos compresiones locales determinadas por las matrices S(z) = diag(z,1/z,z,1/z) y
S(y) = diag(y, 1/y,y,1/y). Tenemos que la matriz de covarianza puede expresarse como

y?z®n 0 y2c 0
0 gy 227%n 0 y 2
I af T _
o' = S'(y)S'(z)o1S(x)S(y) = y2c 0 y2r~2m 0 )
0 y 2 0 Yy 22®m

se hace notar que la compresiones locales no son transformaciones unitarias, sin embargo
dejan invariante el determinante de la matriz total y de los menores principales, por lo
que las propiedades de positividad de la matriz no se ven afectadas (tampoco se afecta el
enredamiento).

Realizando también una rotacion local en ambas cuadraturas, de forma que

q,1 B cosf sin6 1 p/1 B cosf sin@ D1
¢ )\ —sind cosf @ )’ py ]\ —sind cosé p2 )’

se obtiene que las dispersiones y correlaciones pueden escribirse como

Oyq = y* (2°ncos® 0 + x*msin? 0 + csin 20)
O = y? (c cos 20 + 3 sin 20 (z72m — xzn)) :
Tl = y? (x72mcos® 0 + x*nsin® 6 — csin 20) ,
0y = y 2 (x7%ncos? 0 + x*msin® 0 + ¢’ sin 20) ,
2 1 2 -2
Oy =Y (c’ cos 20 4 5 sin 20 (z*m — n)) )
Oy = y 2 (2?m cos® 0 + x*nsin® 0 — ¢ sin 26) ,

/ o O 7 _ 1 2c
ademas Oy, = 0 para i,j = 1,2. Puede escogerse el angulo § = ; arctan (m> de

tal forma que las correlaciones 0o = 0y, =0, lograndose ésto escogiendo x tal que
172 182

c/

1
1c14 : . ’
la condicién < = — se satisfaga, es decir z = ( ente

/4
- 53 c,n+cm) . La rotacién en
ambas cuadraturas es una transformacion canénica que deja invariante el determinante de
la matriz de covarianza por lo que la positividad de dicho determinante no se ve afectada.
Finalmente podemos escribir la matriz de covarianza como la matriz diagonal

o = diag (ky, Ky ko k),

con

ky = %yz <x2n +2’m=+ \/(xQn — x—Zm)2 + 4C2> ,

ke =5y~ (x‘2n + 2%m £/ (z2n — 22m)” + 40'2) ,
la condicion de positividad de la matriz de covarianza

det(o” + (i/2)2) > 0, (2.18)
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implica

116 (4k ik, —1) (4k_k. —1) >0,

y por lo tanto

/ 1 / 1
kyk, > —, k_k_>—, (2.19)

4 4
son las condiciones que debe de cumplir la matriz transpuesta parcial para corresponder
a una matriz de covarianza fisica, lo que es igual a decir que son las condiciones que debe
cumplir una matriz de covarianza para determinar un sistema separable. Debido a que
ke > k_y k; > k', s6lo es necesario evaluar la condicién k_k~ > %. Escogiendo y de

forma que k_ =k = 1/2 entonces se garantiza que la matriz o” —I/2 > 0 y por lo tanto
la matriz de densidad del estado Gaussiano puede ser escrito de forma separable [46] como

p= /d2z1 d? 2P (21, %) |21, 22) (21, 22| -

En particular puede demostrarse que
det C > 0, (2.20)

es una condicién necesaria para que el sistema sea separable, por lo que det C < 0 es una
condicién suficiente para que exista enredamiento. De igual forma la Ec. (2.20) es una
condicién necesaria y suficiente para estados Gaussianos.

2.3. Entropias lineal y de von Neumann

Las medidas entrépicas del enredamiento y en particular la entropia de von Neumann
fueron las primeras cantidades en cuantificar las correlaciones no clasicas en un sistema
cuantico. Para ello von Neumann y Landau introdujeron el concepto de matriz densidad
para caracterizar un subsistema a partir de un sistema compuesto y obtener una forma
estadistica para describir un sistema cuantico. Esto ante la imposibilidad de hacerlo me-
diante funciones o vectores de onda. Asi fue como el concepto de entropia fue extendida
al introducir una forma estadistica de trabajar en el esquema cuantico.

La entropia de von Neumann es la entropia de Gibbs aplicada a la mecénica cuantica.
Tomando en cuenta la matriz densidad de un sistema, se puede definir la funciéon de parti-
cién y con ello la entropia de la misma forma que se hace con una funciéon de probabilidad
clasica. La definicién de la entropia de von Neumann es

Syn = —Tr(pW In pW), (2.21)

donde pY) es la matriz densidad reducida del modo j. Para un sistema bipartita existen
dos matrices reducidas definidas como

pW(2y, @1,t) = [7 dws p(x), 22, 21,22, 1),
p(Q)('r27x27t) = fjooo dxl p(x17x27'r17x27t)'

Por otro lado la llamada entropia lineal se define como
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Sp=1-"Tr(p"?), (2.22)

siendo la entropia lineal una aproximacién de la de von Neumann. Dichas entropias son
medidas de enredamiento que pueden tomar los valores

1
0<Syy <InN, OSSL§N7

donde N es la dimension del espacio de Hilbert del sistema estudiado. Cabe sefialar que
las entropias lineal y de von Neumann definidas en las Ecs. y dan informacion
del enredamiento entre los subsistemas pertenecientes a un sistema puro. En el caso de
que los subsistemas no pertenezcan a un sistema total puro las entropias lineal y de von
Neumann no miden el enredamiento entre partes.

Ambas entropias cumplen la condicion de aditividad

S(pa® pg) = S(pa) + S(pB),

donde p4 y pp son las matrices densidad de los dos subsistemas. Cuando el sistema es
puro (p%p = pap) las entropias tienen la propiedad

S(pa) = S(pn),

Otra caracteristica de ambas entropias es que son invariantes ante transformaciones
locales

S(pan) = S(UT @ UpaplUs @ Us),

donde U; y U, son operaciones unitarias para el subsistema 1 y 2 respectivamente. De
forma que transformaciones como rotaciones o compresiones locales no afectan el valor de
la entropia ni del enredamiento.

Supongamos que el sistema a estudiar estd descrito por la matriz densidad de dos
modos

p(xll71:/27x17x27t) = <x/17xl2’p(t)‘x17x2> ) (223>
la cual tiene una matriz reducida para el modo uno, definida como

o
P (xy, w1, t) = / dxoy p(x), xe, 1, T, 1),
—00
La entropia lineal y de von Neumann pueden expresarse en términos de los eigenvalores
de dicha matriz densidad {ey}, los cuales son definidos mediante la expresién

[e.e]

/ dzy p (@, 21,t) r(2)) = expr(a1),

— o0

donde ¢ (z1) es la k-ésima eigenfuncién de la matriz densidad reducida, es decir

N N
SLII—Z(?%, SVN:—Zeklnek R (224)
k=1 k=1
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de esta forma puede verse que

SL7 SVN Z 07

dado que 0 < e, < 1. Ademas ambas entropias son invariantes ante la eleccién de base
dado que dicha eleccion no afecta los eigenvalores.

2.3.1. Estados Gaussianos

Como veremos mas adelante, la funcion de Wigner para un sistema Gaussiano de d
modos es también una funcion Gaussiana en el espacio fase, dada por la expresién

e {-3@- (R)o (@ (R))].

W(Q) - .

1
~ rdy/deto
donde el vector Q = (p1,--.,Pa,q1,- - -,qq) define las coordenadas del espacio fase y o~
es la inversa de la matriz de covarianza. Es posible demostrar [53] de la definicién de la
funcién de Wigner en términos de la matriz densidad p que Trp? puede encontrarse a
través de la expresion

1

de tal forma que al realizar la integral de la funcién Gaussiana W?2(Q), se obtiene

1
2d\/det o’

esto para cualquier estado Gaussiano. En particular para estados Gaussianos de un sélo
modo que describen un subsistema, lo cual sera utilizado posteriormente. Por otro lado
se ha demostrado [53] que para estos estados Gaussianos unimodales la relacién entre la
entropia de von Neumann y la pureza (Trp?) es la siguiente

1—pn 14+ p 20
S\/N: In —In|—— s
21 1—p 1+ p
donde p = Trp?.

Es importante senalar que para que un estado Gaussiano sea puro debe cumplir

Trp® =

1
deto = el
y los estados mezcla deben cumplir
1
deto > Tk

2.4. Negatividad logaritmica

La negatividad logaritmica es una cantidad que mide el enredamiento de un estado
bipartita, esta medida hace uso de la matriz densidad completa del sistema bipartita a di-
ferencia de los criterios entropicos vistos anteriormente, los cuales son definidos por medio
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de las matrices reducidas del sistema. Dicha medida esta basada en la operaciéon de trans-
posicion parcial de la matriz densidad. La matriz densidad al trasponerla parcialmente de
un estado separable debe tener las mismas propiedades que una matriz densidad normal.
Es decir la traspuesta parcial de un estado separable debe ser una matriz hermitiana,
positiva definida con eigenvalores entre cero y uno y de traza uno. En el caso de un estado
enredado, la transpuesta parcial puede tener eigenvalores negativos. Estos eigenvalores
negativos son los que diran si un sistema es separable o no

2.4.1. Definiciéon estandar

La negatividad logaritmica se define haciendo uso de la operacion transpuesta parcial
de la matriz densidad p;,. Cuando un sistema bipartita, descrito por la matriz densidad
es separable la transpuesta parcial es un operador positivo semi-definido por lo que sus ei-
genvalores son positivos o cero, debido a la normalizacién Trp = Trp,, = 1 los eigenvalores
de la transpuesta parcial deben estar entre cero y uno.

A diferencia de un sistema separable, cuando un sistema esta enredado la transpues-
ta parcial no es un operador positivo definido y por lo tanto puede tener eigenvalores
negativos. Contando el valor absoluto de los eigenvalores negativos puede medirse el en-
redamiento entre los dos modos del sistema. Denotando los eigenvalores negativos de p,
como el conjunto {e; }, la negatividad logaritmica se define como

N(p) = log, (2'2"1) , (2.25)

esta cantidad no es facil de calcular en general, por lo que un método para calcular
la negatividad logaritmica que utiliza la matriz de covarianza del sistema es descrito
en la siguiente secciéon. Sin embargo como veremos en capitulos posteriores es posible
calcular esta cantidad utilizando un procedimiento de discretizacion de la matriz densidad
transpuesta parcial.

La transpuesta parcial de una matriz densidad p en la representacion de posiciones
esta definida por la expresion

ppt(xlla xl27 Iy, x2) - p(xlla T2, X1, ZL’;),

es decir dicha transpuesta es obtenida mediante el intercambio de las variables 2, < .

2.4.2. Negatividad logaritmica para sistemas Gaussianos

Se puede obtener una forma simplificada de la negatividad logaritmica haciendo uso de
la matriz de covarianza para estado Gaussianos [49]. Para un estado Gaussiano separable
la matriz de covarianza y su traspuesta parcial satisfacen las condiciones

I I
oc——, oyp—=-2>0, (2.26)

2 2
un estado Gaussiano no cumple estas dos condiciones si y sélo si es un estado no separable.
Dichas condiciones son evaluadas entonces para determinar si el estado es separable o no.
La matriz de covarianza y también su traspuesta parcial pueden ser diagonalizadas

mediante la operacion
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o=/

o=S0,8S, on=S50,S, (2.27)

donde S, S’ son matrices simplécticas de dimensién 4 x 4%y las matrices diagonales son
o4 = diag(k1, k1, k2, k2), oy = diag(ky, ky, ks, ky) , donde k2 y ky , son llamados los eigen-
valores simplécticos de la matriz de covarianza y de su traspuesta parcial respectivamente.
Los eigenvalores simplécticos de la matriz de covarianza pueden ser escritos en términos
de los invariantes de dicha matriz como

fual = 5 (Y22 + 2D \ 2 - 200 229

siendo Dy y D, cantidades invariantes bajo la evolucion temporal dentro de Hamiltonianos
cuadraticos, cuya definicion es

1 1
Dgzdetazl—6, DzzdetA+detB+2detC:§, (2.29)

donde A, B y C estéan dadas por la Ec. (2.5).
Para la transpuesta parcial se tienen los siguiente eigenvalores simplécticos

A ey ,
k1ol = 5 (\/DZT VDo F m> : (2.30)

donde D/2 esta dada por la expresion

D, =det A +detB — 2det C. (2.31)

Si el estado Gaussiano es separable la matriz de covarianza y su transpuesta parcial
deben satisfacer la Ec. , por lo que los eigenvalores simplécticos deben ser > 1/2.
Cuando el estado no es separable entonces dichos eigenvalores deben violar la Ec. (2.26)
por lo que serdn < 1/2. Por lo tanto se puede definir una funcién que mide la violacién
de este criterio como

0, x>1/2

ENZ;f(W;I% f@):{_logQ(zx) r<1/2

la cual es llamada negatividad logaritmica. Para limitar el rango de resultados que pueden
obtenerse por este criterio, se define la negatividad inversa Z como

T=2Fv_1. (2.32)

Sin embargo solo uno de los eigenvalores simplécticos de la transpuesta parcial puede
ser negativo

|y | = \/D; +2y/Dg — \/D; —2y/Dy,
por lo que la negatividad inversa puede ser calculada como

2 Esto es para sistemas de dos dimensiones espaciales, en general la matriz de covarianza para n
dimensiones espaciales es una matriz de 2n x 2n
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7 =2lk| - 1. (2.33)

Es importante resaltar que a diferencia de las entropias lineal y de von Neumann, las
cuales se tienen que aplicar a las partes de un sistema puro para detectar el enredamiento
entre los subsistemas, la negatividad logaritmica puede aplicarse a sistemas bipartitas
puros o no dado que esta cantidad puede detectar el enredamiento en cualquier caso.

Los diferentes criterios revisados seran empleados para caracterizar el enredamiento
de estados Gaussianos y su dinamica en los siguientes capitulos.



Capitulo 3

Tomografia cuantica

En anos recientes se ha desarrollado un nuevo formalismo de la mecanica cuantica, en
el cual los sistemas cuanticos son representados mediante probabilidades clasicas. Dicho
formalismo es llamado tomografia cuantica debido a sus similitudes con los métodos de
tomografia de imagenes usados en el area de la salud. Este capitulo contiene una breve
descripcion de la tomografia cuantica. Ademaés se discute la utilizacién de dicho formalismo
para la deteccién del enredamiento en estados bipartitas. Para ello se utilizara el retrato
tomografico de qubit el cual es una reduccion de la informacién contenida en el tomograma
a probabilidades correspondientes a un sistema de qubits.

3.1. Representacion tomografica

A lo largo del tiempo se han hecho varios intentos de representar sistemas cuanti-
cos por medio de probabilidades clasicas, sin embargo todos estos formalismos exhiben
alguna propiedad que las distribuciones clasicas de probabilidad no tienen. Esto debido
a las caracteristicas cudnticas del sistema. Por este hecho estas distribuciones han sido
llamadas de pseudo-probabilidad o cuasi-probabilidad, ya que no cumplen con todas las
caracteristicas clasicas de la probabilidad. La funcién de Wigner es una de las formas
mas conocidas y utilizadas para este fin. Dicha funcién mencionada anteriormente, se
define como la transformada de Fourier del elemento de matriz del operador densidad

<a: + %‘ p‘:c — %>, de la forma
_5>
X )
2

donde p es el operador densidad y (z, p) establecen un punto del espacio fase.

La representacién de Wigner permite obtener las distribuciones de probabilidad margi-
nales en el espacio fase donde x y p pueden ser posiciones y momentos o cualquier conjunto
de variables canonicas conjugadas como cuadraturas de un campo electromagnético. Pa-
ra sistemas Gaussianos dicha funcion de Wigner es siempre positiva. Sin embargo para
un sistema no Gaussiano la funciéon de Wigner puede tomar valores negativos. Dicha
propiedad no corresponde a la de una distribuciéon de probabilidad clasica. Por lo que
la presencia de estos valores negativos es utilizado entonces para distinguir un sistema
clasico o semi-clasico de uno cuantico.

W(z,p) = 271Th d¢ exp (—;M) <:6 + g‘ p
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Tomograma en mecanica clasica

En mecanica clésica la probabilidad de que una particula ocupe una posiciéon ¢ con un
momento p, estd determinada por una funcién de distribucién de probabilidad f(q,p), la
cual es una funcién no negativa y estd normalizada

/f(q,p)dqdp =1,

la probabilidad de encontrar a la particula con una posicion entre q y ¢ + dq y que tenga
a su vez un momento entre p y p + dp esta dada por la cantidad

f(q,p)dqdp.

A partir de esta distribucion podemos encontrar la distribucién de probabilidad para cada
una de las variables ¢, p del espacio fase por separado, llamadas distribuciones marginales.
Las cuales son definidas como

9(q) Z/f(q,p)dn h(p) Z/f(q,p)dp-

Para definir el concepto de tomograma debe estudiarse la distribucién de probabilidad
marginal de la posicion X en un sistema de referencia rotado por un angulo 6

X =qcosf + psinb,

se hace notar que para 6 = 0 se tendria la distribucién de la posicién g(q) y con 0 = /2
se tendrfa la marginal para el momento h(p). Dicha distribucién marginal para la posicién
X es dada por la expresion

W(X,0) = (6(X —gcosl — psinh)) = /f(q,p)é(X — qcos® — psinf)dgdp,  (3.1)

el cual es llamado tomograma éptico.

Asimismo podemos realizar ademas de una rotacién un reescalamiento del sistema de
coordenadas, donde ¢ — sq y p — s 'p (siendo s un pardmetro real positivo), por lo que
la nueva distribuciéon de probabilidad en la posicion

X =scosb g+ s 'sind p,

puede escribirse como

W(X, p,v) = /f(q,p)5(X — pq — vp)dqdp, (3.2)

con pt = scosf, v = s~ 1sinf. La expresion en la Ec. es llamado tomograma sim-
pléctico y la integral realizada es conocida como transformada de Radon, la cual es una
funcién muy utilizada en imagenologia médica.

Al realizar la integral sobre el espacio X del tomograma, uno puede demostrar la
propiedad de normalizacion
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/W(X,M,V)dX = /f(q,p)5(X — pg — vp)dqdpdX = /f(q,p)dqdp =1,

por lo que los tomogramas simpléctico y éptico estan normalizados.
La transformada inversa nos da la informacién de la distribucién de probabilidad a
partir del tomograma, la expresion inversa puede escribirse como

1 .
F0:) = g3 [ WO p)e O dX (33)

para probarlo reemplazamos la funcién W(X, u,v) de la Ec. (3.2) en la Ec. (3.3)), obte-

niéndose

1 (X —pq—v I / / /7.1
fla,p) = /6” rn) £ p)6(X — g — vp')dq'dp'dX dpdv,

472
integrando primero con respecto a X, se tiene
1 ) ! — v(p'—
flap) =15 / ! MI =0+ £ (o pf )de dp dpdy,

y haciendo uso de la representaciéon integral de la funcién delta de Dirac:

i(z) = ;ﬂ/dk exp(—ikx),

e integrando con respecto a p y v, se llega a

flg,p) = /f(Q’,p’)5(q —¢)o(p —pdd'dyp’,

y por lo tanto se llega a la igualdad f(q,p) = f(g,p), probandose asi la relacién inversa.
Los conceptos del tomograma 6ptico y simpléctico pueden ser extendidos a la mecénica
cuantica con ayuda de la funcién de Wigner como veremos a continuacion.

Tomograma cuantico

En el caso cuantico se utiliza la misma expresion del tomograma que para el caso cla-
sico, reemplazando las variables (g, p) por operadores (g, p). De esta forma el tomograma
6ptico estd dado mediante la misma expresion (3.1)), es decir

W(X,0) = (6(X — jcosf — psinb)),

sin embargo en el caso cudntico en vez de la distribucién de probabilidad clasica f(q,p),
tendremos el operador densidad p, por lo que el tomograma 6ptico tomara la forma

W(X,0) = Tr(po(X — Gecosh — psind)),

dicha definicién corresponde a la distribucién de probabilidad de que el sistema tenga
una posicion X = qcosf + psinf. Se sabe que la integral sobre un eje en el espacio fase
(q,p) de la funcién de Wigner es igual a la distribucién de probabilidad sobre el eje en
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cuestion. Por lo tanto podemos aseverar que el tomograma Optico equivale a la integral
de la funcién de Wigner donde la posicion sea X = gcosf + psin 6, es decir

1
W(X,0) = %/dqdp W(q,p)d (X — qcosf — psind),

La distribucion tomografica simpléctica corresponde a la probabilidad de una variable
X, la cual es una transformacién canodnica representada por una rotaciéon y un reescala-
miento de las variables del espacio fase (g, p), con la definicion

X =scosf g+ s sinf p,

y que de acuerdo a [14,28], dicha distribucién de probabilidad puede obtenerse a partir
de una funcién de onda 1 (z1, x2), y es definida como

2

WX, pu,vit) = 52 )

27|y |

(3.4)

[¥(y;t) exp (;‘;?f — fy> dy

donde p = scosf, v = s 'sinf. Esta distribucién de probabilidad es no negativa y
normalizada, es decir

/W(X,,u, vit)dX = 1.

El tomograma simpléctico puede ser generalizado a sistemas bipartitas. En este caso
el tomograma es la distribucién de probabilidad de dos variables de posicién (X, X3) en
el espacio fase que corresponde a los rotaciones y reescalamientos

X1 =mq +vipr, Xo = lage + oo,

por lo tanto el tomograma bidimensional es igual a

W(X1, p, vi, Xo, o, v2) = (6 (X1 — p1Gy — 11p1) 0 (Xo — pade — v2P2))

el cual en analogia con el tomograma en una dimensién puede ser expresado en términos
de la funcién de Wigner de dos modos de la forma

W(X1, pa, 1, Xo, pio, 1v2) = ﬁfdCthQdPldpzW(CIhQ2,p1,p2)>< (3.5)
X6 (X1 — pigr — vipr) 6 (X — pago — vap2)
El tomograma optico para un sistema de dos dimensiones se obtiene cuando no hay un
reescalamiento en las variables X; y X5 el cual puede obtenerse a través del tomograma
simpléctico como

Wo(X1, 01, Xo,0) = W(X7, cosby,sin 0y, Xo, cos by, sin by) .

Esta distribucién de probabilidad corresponde a un sistema de referencia donde solamente
se realiza la rotacion de las cuadraturas.

Toda la informacion del sistema esta contenida en el tomograma 6ptico o simpléctico.
Una de las propiedades mas importantes del tomograma 6ptico es que ha sido reconstruido
experimentalmente para varios sistemas [54},55].

También es posible obtener el tomograma simpléctico a partir del tomograma 6ptico
mediante la expresion



Capitulo 3. Tomografia cudntica 24

W(Xq, pa, 13 Xo, plo, 12) = [(M%‘FV%)(H%"'V%)]_I/Q

X v X 1%
Wo | ———— tan' L ——2— tan"' = | . (3.6)
\/m P\ 3+ v3 f2
donde W, denota al tomograma éptico. Como hemos visto el tomograma es determinado

por la matriz densidad, sin embargo la matriz densidad puede ser reconstruida también
a través de su correspondiente tomograma de la siguiente forma

X

1
(g, @25 g1, @5) = W/Xmddeulde(Xl,ul,ql—qi;Xg, L2y G2 — Gb)
xexp (i [ X1 — (g +q1) 24+ X — po (@2 +a3) /2]) (3.7)

donde p(q1, 423 41, ¢5) = (@1, @21Pl41. 43)-
En este trabajo estamos interesados en describir sistemas Gaussianos bipartitas y su

enredamiento por medio de la representacién tomogréfica. Dicha representacién corres-
ponde a una funcién Gaussiana en el espacio definido por las variables X; y X5. Es decir
para un estado Gaussiano de dos modos, el tomograma simpléctico puede ser escrito como
una distribuciéon normal de probabilidad de dos variables

1

1 o X!
2y fdet o (1) xp (‘2(X1a X3)oxx(t) ( % )) , (3.8)

W(Xq, pa, v1; Xo, plo, Vo5 t) =

donde

Xi=X1—(X1), X)=2Xo—(Xy)

y cada una de las variables X;, X5 corresponde a una rotacién y reescalamiento de las
cuadraturas (g1, p1) ¥ (g2, p2) respectivamente. Asimismo la matriz de dispersion o xx (t)
puede escribirse como

o xx(t) = ( oxx, (1) 0%, (t) ) . (3.9)

0X2X1 (t) 0X3Xo (t)

donde las dispersiones y covarianzas son definidas de la siguiente manera

ox,x,(t) = M%Uquzl (t) + V120p1p1(t) + 2011104, p, (1),
0X3Xs (t> = /L%O'q2q2 (t) + V220P2P2 (t> + QMQVQO-szz (t) )
ox,x,(t) = U120 gy o (t) + V1V20pypy (t) + H1V20 g1 py (t) + H2V10 gopy (t) . (3.10)

Los valores esperados de las variables (X7) y (X3) son obtenidos en términos de los
promedios de las correspondientes cuadraturas

(X1) = (@) + v (pr),  (X2) = p2(G2) + v2 (P2) -
De esta forma es suficiente conocer la matriz de covarianza y la media de las cuadra-
turas (q1,p1) v (go, p2) para encontrar el tomograma de los estados Gaussianos.
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3.2. Estudio del enredamiento entre dos modos en el esquema
tomografico

A continuacion se discutira el enredamiento desde el punto de vista de los tomogra-
mas bipartitas, para ello se estudiara primero como puede ser definido un sistema sin
enredamiento (separable) en términos de la matriz densidad y de la funciéon de Wigner y
posteriormente para la representacion tomografica bidimensional.

Cuando el sistema bipartita es separable, la matriz densidad del sistema puede expre-
sarse como la suma convexa de productos directos de dos subsistemas, es decir

P="_ bk @ Pak, (3.11)
k

donde p1; y por son las matrices densidad para el primer y segundo modos del sistema
bipartita, y el sistema tiene una probabilidad g de ser descrito por el producto de dichos
operadores. Para calcular la funcién de Wigner de dos modos correspondiente a la matriz
densidad, la funcién de Wigner de dos modos (en un sistema de unidades donde i = 1)
es definida como

1 [oe)
W(q1, g2, p1,p2) = 2 / dé& dés <Q1+§217Q2+§22

Pl — =, — =

51 52 e*i(P1£1+p252)
2 2 ’

(3.12)
al introducir la expresién de p para el sistema separable (3.11)) en la funcién de Wigner
de dos modos ([3.12)), se obtiene

W(q1, g2, p1,p2) = Z e Wi (q1, p1)Wi(q2, p2), (3.13)
k

donde Wi(qi, pi) = (1/2n) [ d& <qi + %‘ Dir |G — %> e~i& es la funcién de Wigner
de una dimensién para la matriz reducida p;;, con 7 = 1,2. Por lo que si un sistema
es separable la funcion de Wigner puede expresarse como la suma convexa del producto
de funciones de Wigner de cada uno de los modos. Por lo cual al sustituir la funcién de
Wigner para el estado separable a la definicion del tomograma del sistema bipartita

(3.5)), se tiene

W(X1, pa, v, Xo, io, v2) = D oeWi( X1, pa, v1) Wi(Xa, pi2, 1),
k

con Wi(Xi, i, vi) = 5= [ daidp; Wi(qi, pi)0 (X — qipss — pivs) , por lo que el tomograma
asociado a un estado separable podra expresarse como la suma convexa del producto de
los tomogramas de un sélo modo. En el caso de que el sistema presente enredamiento
el tomograma no podra ser representado mediante una suma convexa de productos de
tomogramas. En el caso de estados puros simplemente separables la matriz de densidad es
escrita como el producto directo de dos matrices densidad para cada uno de los subsitemas
p = p1 ® p2, por lo que en este caso el tomograma simpléctico es el producto de los
tomogramas reducidos, es decir

W(Xh/il, v, Xo, 2, V2) = W(Xl,ﬂl,Vl)W(Xmﬂz,Vz),
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donde los tomogramas reducidos se escriben como

W(X17N1;V1§t> :/W(X17M1,V1;X2,M2,V2;t)dX2,
W(Xy, g, V23 1) :/W(Xla,uhV1;X2,N2,V2;t)dX1'

Esta propiedad para estados separables se utilizara a continuaciéon para desarrollar un
criterio de distincién entre estados separables y estados no separables.

3.2.1. Retrato de qubit

En esta seccion se hace una revision de la idea desarrollada para el estudio del en-
redamiento para tomogramas de espin la cual sera extendida en otros capitulos para los
tomogramas simplécticos.

Supongamos que existe un espacio con espin total j. El tomograma de espin de este
sistema con proyeccién m es definido como

w(m, i) = (j,mlu()pu(i)|j,m),

donde p es la matriz de densidad del sistema y (1) es una matriz unitaria de 2j + 1
dimensiones y 77 es un vector unitario que establece un punto en la esfera de Bloch:
1 = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosd). Los posibles valores de m son—j,—j + 1,...,7 — 1,7.
Definimos que el vector con las 25 + 1 entradas correspondientes a cada uno de los valores
de m es llamado el tomograma de espin @w(m, ). Cada entrada al ser una probabilidad
es un numero positivo y estd normalizado, por lo tanto

j
> wlm, i) = 1.
m=—j
El sistema de espin es caracterizado por el tomograma de espin w(m,7) dado que para
cada matriz densidad p existe un tnico vector w(m, ) y viceversa.

El retrato de qubit consiste en condensar la informacion de las 27 + 1 componentes
del tomograma w(m, 1) en sblo cuatro, es decir reducir el sistema a un problema de espin
3/2 o dos qubits. Esto con el propésito de estudiar el enredamiento haciendo uso de los
métodos para dos qubits.

Para hacer la reduccién del tomograma se toman cuatro conjuntos de entradas del
vector w(m, 1), tales que la interseccién entre cada conjunto sea nula y que ninguno de
ellos corresponda el conjunto vacio. Se define que cada entrada del retrato de qubit es igual
a la suma de los elementos de cada conjunto. Para ilustrar este procedimiento se toma
j = 3. Para este sistema se tiene un tomograma con 7 entradas, cada una correspondiente
a una proyeccion de m = —3,—2,—1,0,1,2, 3. Se toman cuatro conjuntos de entradas del
tomograma, por ejemplo los conjuntos

{w(_27ﬁ>7w<37ﬁ)}7 {w(_lﬁﬁ)>w(07ﬁ>}a {w(_37ﬁ)}? {w<27ﬁ)aw(1aﬁ)}a

entonces el retrato de qubit serd el vector
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Cada entrada del retrato de qubit es denotado como P;(my, mg, 7y, s), con i =
1,....,4.

El retrato de qubit ha sido utilizado para definir desigualdades de Bell las cuales seran
exploradas a continuacion

3.2.1.1. Desigualdades de Bell para el retrato de qubit

Utilizando el retrato de qubit puede estudiarse el enredamiento en un sistema de
espin [56]. Para ello se supone que el espin total j es el resultado de un subsistema
separable de espines j; v jo. En este caso la matriz densidad del sistema total es igual al
producto directo de los subsistemas (p = p; ® ps) y lo mismo pasa para la matriz unitaria
que define el tomograma simpléctico (v = u; ® ug). Por lo que el tomograma de espin
puede escribirse como

w(ma, ma, iy, ) = (ju,maur () pruf (7)1, m1 ) @ (o, molus(ia) paub(7ia) o, ma)

por lo tanto el tomograma del sistema total es el producto directo de los tomogramas de
los subsitemas, esto es

ﬂ'}(ml,mg,ﬁl, ﬁg) = @(ml,ﬁl) & w(mg,ﬁ2>.

De la misma forma puede observarse que el retrato de qubit para un estado separable
puede escribirse como el producto directo de dos vectores estocésticos

—,

75)(Tnla m27ﬁ1a ﬁ?) - T<m1a ﬁl) ® §(m27 ﬁ?)y

donde 7y § son de la forma

(%) =)

con 0 < x,y < 1. Haciendo uso de esta propiedad se definird una matriz estocastica M
de la siguiente forma.
Primero se toman cuatro diferentes conjuntos de los vectores 77, y 7l como sigue:

a7y, i ay); a® al, al?® el

donde cada uno de ellos representa un punto diferente en la esfera de Bloch. Para cada
conjunto se realiza el tomograma de espin caracterizado por los vectores

— —(a) —=(b) — ~(a) =(c) — ~(d) —(b) - —(d)  =(c)
w(m17m27n1 » Ny )7 w(mlam27n1 y Ny )7 w(m17m2an1 , g )7 w(mhm?vnl , g )7

y se construye el retrato de espin para cada uno de los tomogramas

7?:(&71)) (mly ma, ﬁg(:l), ’I'_Lé:))7 7?:(%6) (mla ma, ﬁgz)7 ﬁg)%
P (my,my, 147, 71Y)), PO (g, ma, i, 7).
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Definimos la matriz M tal que cada una de sus columnas corresponde a uno de los
retratos de espin, es decir

) ,Pla,c) ,Pl(d,b) Pl(d,c)
) Péa,c) ,PQ(d,b) ,PQ(d,c)
,Péa,b) ,P?Ea,c) ,P:gd,b) ,Péd,c) )
,PiaJ)) Piaﬁ) Pid7b) ,Pid,c)

en el caso de estados separables dicha matriz es escrita como

xz xt yz yt
M — z(l—2) z(1—1) y(l —2) y(1 —1)
(1—x)z (1—x)t (1—-y)z (1 —y)t ’
1-z)1-2) 1-2)1-1) 1-y)l-2 (1-y)(1-1)

donde 0 < z,y,2,t < 1. Por lo tanto la matriz M puede escribirse como el producto de
las matrices estocésticas

M =M, ® M,

donde las submatrices M; y Mj se definen como

. T Y . z t
Ml_(l—x 1—y>’ M2_<1—z 1—t>’

para implementar un criterio similar al de la desigualdad de Bell-CHSH se define la
siguiente funcion de las entradas de la matriz M:

4

B(x,y,2,t) = > M;;Cy;,

ij=1
con la matriz C definida como
1 -1 -1 1
1 -1 -1 1
C= 1 -1 -1 1 ’
-1 1 1 -1

donde la forma de la matriz C es una elecciéon un tanto arbitraria. Dado que esta matriz
se ha definido de tal forma que en la definicién de la funciéon B contribuyan dos elementos
de cada columna de M con un signo negativo y los otros dos elementos con signo positivo.
El parametro B tiene una dependencia lineal de cada variable z,y, z y ¢, por lo que cumple
con la propiedad

lo cual indica que sus valores extremos estan en las fronteras de dichas variables. Al evaluar
el valor de B en las fronteras, puede verse que su valor absoluto cumple
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0<|B|<2.

Recordando que este resultado es para estados separables, en el caso no separable
existe la cota
0<|B] <4,

por lo que un pardmetro |B| > 2 indica que el sistema no es separable y que hay enre-
damiento. En el caso de correlaciones cuanticas se ha demostrado [22] que existe la cota
0<|B| <2v2.

Uno de los resultados principales de esta tesis es la aplicacién de este principio a
los tomogramas simplécticos y con esto estudiar el enredamiento en sistemas de variable
continua.

Se sabe que los tomogramas épticos pueden ser medidos experimentalmente por medio
de la detecciéon homodina la cual es presentada en la siguiente seccién.

3.3. Deteccion y reconstruccion de estados

Uno de los métodos experimentales mas utilizados para la reconstruccion de estados
cuanticos es la llamada medicion homodina. Esta medicion permite obtener la proba-
bilidad de encontrar al estado en una superposicion de sus cuadraturas. Mediante un
conjunto de mediciones es posible reconstruir el tomograma asociado al estado o su matriz
de covarianza.

3.3.1. Deteccién homodina

La deteccién homodina es aquella en la cual un haz de interés y un haz denominado
oscilador local (OL) se hacen incidir en dos caras contiguas de un divisor de haz. Este
divisor mezcla ambos haces y al final de él se obtienen dos senales en las dos caras restantes
del divisor, las cuales son medidas por fotodetectores. Se calcula la diferencia entre estas
dos corrientes y al resultado se le conoce como sefial homodina. Ver figura

La senal del OL se utiliza para amplificar la senal de interés y por lo general corres-
ponde a un estado coherente.

Los operadores de creacién de los haces incidente y del oscilador local (OL) son repre-
sentados por a y b respectivamente. Por otro lado los operadores de creacién de los haces
de salida del divisor de haz son representados como ¢y d. La relacién entre los operadores
de entrada y salida del divisor de haz es entonces

()-al)(0)

por lo que los operadores que miden la corriente que se detecta en los fotodetectores seran

fe=(de) = ((a — ") (@t b)), To={dld) =2 (b ~ia') (b +ia)),
lo cual indica que la sefial homodina (1. — I;), es igual a

5I:IC—Id:z'<aTb—abT>,
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Haz Incidente

Oscilador Local ¢ ¢ b I

Figura 3.1. Esquema de la detecciéon homodina. Un haz incidente se mezcla a través de

un divisor de haz (BS), posteriormente se miden las corrientes I; e I en los puertos de

salida del divisor. La medicién se hace por medio de fotodetectores (FD1 y FD2) para
después ser calculada la diferencia de dichas corrientes

suponiendo que el OL estd en el estado coherente |we ™) con a = |a|e™, la sefial

homodina toma la forma

o0l =i <aTae_“"t — aa*e“”t> =1ila] <aTe_“”te“z’ - ae’“te_’¢> ,

definiendo la fase 0 = ¢ + 7/2 tenemos entonces

ST = |Oé| <aTefzwt620 + aezwt€710> 7
suponiendo que el haz de interés tiene la misma frecuencia que el haz de referencia del
oscilador local, es decir

a = age ™",

se llega a que la senal homodina toma la forma

ol = |af <a$ei0 + aoe_i9> ,

y por lo tanto el valor de la fluctuacion de la senal homodina sera

(A(OD))* = [al* (AX(9))".

donde X (#) = apge™" + agew. Variando el valor de 6 es posible obtener informacion de las

fluctuaciones del haz de interés el cual esta descrito por los operadores bosénicos ag y ag.

Por ejemplo para 6 = 0, (A(61))* = 2|al*(Az)? y para § = 7/2, (A(6))* = 2|al*(Ap)?
con z = (ag+al)/V2y p=ila) —ag)/V2.

Para obtener informaciéon de haces bipartitas se prepara el haz incidente en varias
formas diferentes para obtener las 10 entradas independientes de la matriz de correlacion
[57].

Supongamos que tenemos dos haces de luz donde a; y as son los operadores de creacién
para los subsistemas que conforman el estado bipartita. Para calcular la diagonal de la
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matriz de covarianza se miden las senales homodinas de los haces por separado, con ello
se obtienen las entradas o1, 092, 033 ¥ 044 de la matriz de covarianza. Para la medicion
de las demas entradas se hace uso de 4 operadores auxiliares, definidos como

a(()l) = %(al + ay), a(()2) = %(al — ag),
ay’ = 5 (iay + ag), ag” = a1 — az),

o3 =3 (<x(1)2> — (2®2)) — (21) (22) ,
aMzggépW —~ p<4>2> — (1) (pa)
o2 =5 ({(a@®2) — (2®2)) — (p)) (22),
o =5 ((p1?) - p<2>2>§ — (p) (p2)

donde p; = i(azT —a)/V2, z; = (a; + aI)/\/ﬁ, pl) = i(a(()i)T — a(()i))/\/ﬁ y £ = (a((f) +
af’")/ V2.

Las fluctuaciones restantes son obtenidas mediante los modos auxiliares z; = %(wi—l—pi)
y ti = %(mz — p;) como

o1 =5 ((21) = (1)) = (1) (p1) ,
o3s =3 (() — (3)) — (z2) (p2)

De ésta forma todas las entradas de la matriz de covarianza pueden ser obtenidas
experimentalmente.
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Hamiltonianos cuadraticos

Los Hamiltonianos cuadréticos son de gran importancia en el estudio de la Optica
Cuéntica. Esto debido a que algunas de las interacciones no lineales entre dos haces pueden
expresarse como formas cuadraticas de las cuadraturas del campo electromagnético. Por
otro lado los estados Gaussianos, de los cuales se harda un estudio mas adelante, tienen
la propiedad de seguir siendo Gaussianos bajo la evolucion de Hamiltonianos cuadraticos
por lo que el célculo de sus propiedades no se complica demasiado con la dinamica dictada
por ellos.

Para obtener la evolucion de los estados Gaussianos en el tiempo haremos uso de los
invariantes dependientes del tiempo. Los operadores invariantes dependientes del tiempo
son un conjunto de operadores {A}, cuya diferencial en el tiempo es nula, dA/dt = 0.
Esto significa que su promedio (A) es el mismo para cualquier instante a pesar de que los
operadores dependen explicitamente del tiempo. Es sabido que en el caso de Hamiltonianos
cuadréticos, estos invariantes son lineales en las variables que definen el Hamiltoniano [59]
y que con ellos es posible obtener la funciéon de Green del sistema.

Por estos motivos a continuacion se hara un estudio de los Hamiltonianos cuadraticos
y sus invariantes dependientes del tiempo.

4.1. Hamiltoniano cuadratico

En esta seccion se estudian Hamiltonianos cuadraticos que describiran posteriormente
sistemas de la luz.

Un Hamiltoniano multidimensional cuadratico es aquel que puede escribirse de la
siguiente forma

H= ;ZQAJr TA, (4.1)

donde A es el vector que contiene los operadores bosonicos, y A es el vector transpuesto
de \A. El cual es definido como

A—(3 = _ T
A—(&, aT>_(a17 ety Qpy, Ay, a';rl ;
es un vector de 2n dimensiones construido con los operadores de creacién y aniquilacion
para cada uno de los modos en los cuales interviene el Hamiltoniano. Los operadores que
definen el vector A tienen las siguientes reglas de conmutacion
T N % B o
[az’,aj = 0ij, lai,a5] = a;,a;| =0,

es decir los operadores de dos modos diferentes conmutan. Por otro lado la matriz €2 de

la Ec. (4.1]) se define como
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Wi W2
Q= 2t 2

la cual es una matriz de coeficientes que pueden incluso depender explicitamente del
tiempo. La matriz ©Q es de dimensién 2n x 2n y cada uno de sus bloques (w;), es de
dimensién n x n. El vector de de 2n entradas asociado a la parte lineal del Hamiltoniano
es T = ( Y, ] ), el cual también puede depender del tiempo. Dada la hermiticidad
del Hamiltoniano se sigue que la matriz por bloques w; de €2 tiene la propiedad de ser
simétrica, es decir w; = w;.

Definiendo las cuadraturas para cada uno de los modos del campo electromagnético
como

oy 1
pj:Z\/?](a}_aj)v a4 = w,(@jJra}),

j
donde w; es la frecuencia del modo j. Entonces el Hamiltoniano puede reescribirse en
dichas cuadraturas del campo electromagnético como

1 — —
H = ;XBX + AX, (4.2)

donde X = ( P, 4 ) = ( P,y Pny @1, s (n ) es el vector de las cuadraturas
b1 by
by by
tiempo y cuyas matrices por bloques by y by son simétricas debido a la hermiticidad de H.
Ademds la matriz B tiene componentes reales y su dimension es 2n x 2n, por lo que cada
uno de sus bloques es de dimension n X n, y A = ( 61 09 ) es el vector de coeficientes
lineales de 2n dimensiones.

de 2n entradas y B = ( ) es la matriz de coeficientes que pueden depender del

4.2. Invariantes lineales dependientes del tiempo

Como se ha mencionado los invariantes dependientes del tiempo [59] son cantidades
cuyos valores esperados son los mismos a cualquier instante. En el caso de Hamiltonianos
cuadréticos como los de la Ec. ([£.2), existen 2n invariantes dependientes del tiempo, los
cuales son lineales en los conjuntos de operadores conjugados (p,q). Estos operadores
invariantes seran denotados como (P, Q) y es posible escribirlos en forma matricial como

P Vi —u P W1
— + . 4.3
(Q) <V2 —u2><q W2 (4:3)
Las ecuaciones que los invariantes deben de cumplir son las siguientes

d 1 0 d 7 0
%Pj:ﬁ[H,ﬂ]+EPj:07 an:ﬁ[]in]"‘an:O- (4.4)

con j=1,2...,n. De las Ecs. (4.4) y (4.3) puede verse que debe de cumplirse

v, = biu; + byvy,
l.li = —bgui — b4VZ‘, (45)
W; = 01u; + 02vy,
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éstas igualdades corresponden a las ecuaciones clasicas de movimiento para una funciéon
Hamiltoniana descrita por la Ec. . Las condiciones iniciales que debemos imponer
para que los operadores invariantes (P}, ();) tengan las mismas relaciones de conmutacién
de las cuadraturas (p;, ¢;) son: vi(t = 0) = T = —uy(0), v2(0) = 0 = —u,;(0). Esto implica
que la matriz

S = ( Vi Tt ) (4.6)

debe ser una matriz simpléctica. Es decir, deja invariante la norma simpléctica X, ésto es

S¥S = 3. con
0 I
)

Esto ultimo se traduce en que la matriz S debe cumplir las siguientes condiciones

u;viy = viuy,
uyvy = Voly,
u iy = uplly,
ViVy = VoV,
Vgﬁl — 112\~’1 = I7
111\72 — VlﬁQ = I7

(4.7)

ademas de que det S = 1.
También se puede demostrar que si S es una matriz simpléctica entonces la transversa
S también es una matriz simpléctica lo que nos conduce a las relaciones

ViVy = VyVy,
usu; = Uy,

- - 4.8
Vou1 — ViUg = I, ( )
ﬁ1V2 — l~12V1 = I7
la matriz inversa de una matriz simpléctica puede calcularse como S™! = =383, por lo

que realizando las operaciones correspondientes se obtiene que la matriz inversa es

g1 —u2 W
—Vy Vi J°

Asociando operadores de creaciéon y aniquilacion a los invariantes dependientes del
tiempo de forma que P; = (i wj/2)(A} —A)), Q; = (1//2w;)(A; + A}), se tiene

(2)=(m ) (a)+(5) wo

(B1)ik = 5 (Wr(Ve)je — wj(2)je — i(un)ji — dwjwr(va)n) |
(ko) = 2\/% (—wr(v1) e — wj(u2)jr — i(w1) i + iwjwi(va)jk)

(1) = 5 (Vs (W); +i(w1);/ 255)

con
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El operador del invariante lineal A también puede ser obtenido mediante el operador de
evolucion temporal U(t). Mediante las relaciones de Mello-Moshinsky [58], de la siguiente
forma

A =U(t)aU'(t), (4.10)

es la expresion de la transformacion unitaria asociada a la transformacion simpléctica de
las cuadraturas en la Ec. . Donde el operador de evolucién temporal es unitario, es
decir U(t)UT(t) = UT(t)U(t) =1, la identidad.

También es ttil escribir la relacion entre los invariantes del algebra de Heisenberg-Weyl
en términos de las cuadraturas, estos operadores son descritos por siguiente expresion

()= ) (8)+ (5 )

con (Ap)jk = ﬁ(%‘ (va)je +i(vi)in) ¥ (Rg)jk = == (wj(uz)je +i(u)jn).
A continuacién veremos dos ejemplos de Hamiltonianos cuadraticos de dos modos.

4.3. Amplificador paramétrico

Un amplificador paramétrico [30] es un dispositivo 6ptico en el cual se hace incidir un
haz de bombeo de frecuencia w en un medio no lineal junto a otro haz de frecuencia w,.
Al pasar estos dos haces por el medio no lineal (por ejemplo un cristal BBO) se obtiene
otra senal con frecuencia w,. Cuando existe conservacién de la energia estos haces deben
cumplir w = w, +wy, (llamado caso resonante), donde w, > w,. Cuando las dos frecuencias
son iguales w, = wy se le denomina caso degenerado y caso no degenerado donde estas
dos frecuencias son diferentes w, # w, . También existe el caso en el que la suma de las
frecuencias no sea igual a la frecuencia de bombeo, en dicho caso se llama amplificador
paramétrico no resonante.

El Hamiltoniano para este problema puede ser modelado cuanticamente como

H = hw,ala + huwpb'b — hk (able ™" + abe™") (4.11)

donde los operadores a y b son operadores bosonicos de aniquilacion de un fotén en el
modo de frecuencia w, y wp respectivamente. Cada uno cumple con las relaciones de
conmutacion [a7 aq = {b, bq = 1 y dos operadores de distintos modos conmutan entre si
([a,b] = |af,bT] = 0).

El operador de evolucion temporal para el Hamiltoniano del amplificador paramétrico
de la Ec. (4.11)), puede ser calculado [60] haciendo uso del esquema de interaccién. Para
ello debemos de tomar el Hamiltoniano de tal forma que H = Hy + H;, donde

Hy = h(w,a'a+wb'b),  H(t)=—hk (aT bl e ™t 4 abei“’t) :

Por simplicidad para calculos posteriores dentro de este trabajo se ha tomado un
sistema de unidades en los que A = w, = 1.

En el esquema de interaccion el operador de evolucion temporal Uy debe satisfacer la
relacion
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@ - @,
ﬂ —-
@, | a,
—_— —

Figura 4.1. Esquema del proceso de amplificaciéon paramétrica. Un haz de bombeo de

frecuencia w y un haz a amplificar de frecuencia w, se hacen incidir en un medio no lineal.

A la salida del medio tenemos un haz amplificado con la misma frecuencia de incidencia
(w,) y mayor intensidad y un haz acompanante de frecuencia wy.

d
—U; = H U 4.12
Zdt I 11Yr1, ( )

con Hyy = ot et T3 solucién de la Ec. (4.12) se propone como
Uy = ea_,.(t)anNL eao(t)(afa+bfb+l)/2€a_(t)ab' (413)

Definiendo los operadores Ky, K, y K_ como

1
Ky = (ala+aa’ + '+ bb1), K, =ab!, K =ab (4.14)

los cuales forman con un élgebra SU(1,1), definida mediante las siguientes reglas de con-
mutacion
(K., K_|=—-2K,, [Ky Ki=+K. (4.15)
Sustituyendo la solucion propuesta de (4.13)) en la Ec. (4.12)) y utilizando las relaciones
de conmutaciéon (4.15)) al desarrollar la derivada temporal, se obtienen tres ecuaciones
diferenciales para las funciones a (), ao(t) y a—(%):
ay =ik (ei‘“ai + e*““) . ag = 2ike™ay , a_ = ike™e® | (4.16)

La ecuacion diferencial para a es no lineal, llamada la ecuacién diferencial de Riccati.
Dicha ecuacion puede ser transformada en una ecuacion diferencial de segundo orden
haciendo de la sustitucion a (t) = —u(t)/(ike®*u(t)), obteniéndose

i(t) —iQau(t) — K*u(t) =0, (4.17)
cuya solucion tiene la forma
u(t) = €2 (Dye™ + Dye™™), (4.18)

donde se define v = /Q?/4 — k2.

El operador de evolucién debe satisfacer la condicién inicial U(0) = I, lo cual da como
resultado las condiciones a4 (0) = a_(0) = a¢(0) = 0. Haciendo la sustituciéon de estas
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expresiones en la Ec. (4.18), se obtiene Dy = Dy(v + Q/2)/(v — §2/2). Haciendo uso de
ay(t) = —u(t)/(keiu(t)) se llega al resultado

Q

e~ gin pt

ay(t) = ot =) (4.19)

con tany = —if)/2v. Usando la solucién para a,(t) en la Ec. (4.16), se obtiene una
ecuacion para ag

) 2 sin vt
g=———"—
0 cos(vt — )’

la cual debe satisfacer la condicién inicial ag(0) = 0. Entonces su solucién se escribe como
‘ cos 7y
t) =i +2In | —— | . 4.20
(1,()( ) t + n(COS(l/t—’y)) ( )

Ahora sustituyendo la expresion para ag(t) en la Ec. (4.16)), se obtiene una ecuacién
diferencial para a_, que puede escribirse como

cos(7) 2
o =ik | —— )
cos(vt + )
utilizando la condicion inicial a_(0) = 0, se obtiene como resultado

sin vt

a_(t) =

Por lo que el operador de evolucién temporal en el esquema de interaccién se obtiene de
sustituir las Ecs. (4.19} [4.20] [4.21)) en la Ec. (4.13)). Para obtener el operador en el esquema
de Schrédinger U(t), es necesario multiplicar por Up(t) = e *H0t/" es decir

e or— (4.21)

U(t) = Us(t)U; () (4.22)

dando como resultado el operador de evoluciéon en el esquema de Schrodinger
U(t) _ e—iwaNate—iwabt6a+ (t)atbt eao(t)(aTa+bTb+1)/2ea,(t)ab' (423)

con N, = a'a y N, = b'b, siendo los operadores de niimero de los modos a y b, respecti-
vamente.

Podemos observar que el periodo de las funciones a(t), ao(t) y a_(t) es 27/v, lo cual
implica que el operador de evoluciéon también tendra el mismo periodo y por lo tanto el
estado inicial deberd ser el mismo para miltiplos de 27 /v, sin importar el estado inicial
utilizado. Este comportamiento no aparece al suponer que la frecuencia v es imaginaria,
debido a que ahora la forma de las funciones a(t), ag(t) y a_(t) serd hiperbélica, en dicho
caso el estado inicial nunca se recupera.

Para el caso resonante el operador de evolucién se escribe de una forma mas sencilla,
como

1 e*iwaNate*iwabtei tanh(k:t)afbfef ln(cosh(kt))(Na+Nb)€i tanh(kt)ab

) = cosh(kt) ’

el cual corresponde a un sistema no periédico.
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A continuacion se hard un resumen de la base que porta la representacién del grupo
SU(1,1) que servird como fundamento para la construccién de soluciones a la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo para el amplificador paramétrico.

4.3.1. Bases que portan la representacion irreducible del grupo SU(1,1) y
sus estados coherentes

Es posible realizar el estudio del amplificador paramétrico a través de bases que portan
la representacién irreducible asi como de los estados coherentes del grupo SU(1,1). Dichos
estados nos permiten encontrar la realizacion en el espacio de Bargmann-Hilbert de los
operadores dentro del algebra. Para ello se hard primero un repaso de la base que porta
la representacion irreducible del grupo, con ella se definiran los estados coherentes del
grupo y posteriormente se encontrara la realizacion de los generadores Ky, K, y K_ en
el espacio de funciones analiticas de Bargmann.

Como hemos visto en la seccién anterior, el amplificador paramétrico es descrito por
los operadores de SU(1,1) de la Ec. entonces el Hamiltoniano puede reescribirse
hasta una constante con estos operadores, esto es

H = h(w — Q) Ky — hk(K e ™" + K_e™"). (4.24)

Los estados que portan las representacién irreducible del grupo SU(1,1) es un con-
junto de estados que son eigenvectores de los operadores Ky y K? que forman una base
ortonormal. Este grupo tiene tres generadores Ky, K. y K_ que cumplen con las reglas
de conmutacion

(K-, Ki] = 2K, [Ko Ki|==+K, (4.25)

y el operador de Casimir K2 = % (K.K_+ K_K,)—K2. El cual cumple con las siguientes
reglas de conmutacion

[K* Ko = [K* K,]=[K* K_] =0.

Definimos el estado de vacio de la base |W), como eigenestado de los operadores K _
y Ky con eigenvalores cero y W respectivamente, esto es

E_[W)y=0, Ko|W)=W]|W), (4.26)

el cual es el estado con menor peso al aplicar K. Los demas estados dentro de la base
son denotados por |[W,n) y son obtenidos al actuar el operador de ascenso K, al estado
vacio n veces, es decir

W,n) = NK™ |W) (4.27)

donde N es una constante de normalizacion. Dicha constante de normalizacion se obtiene
mediante la condicion

(W,n|W,n) = N*(W|K"K" |W) = 1. (4.28)

Para obtener el valor de N definimos la cantidad

f(n) = (WIK"KL W) = (W] K" (K_K}) [W) (4.29)
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y utilizando la propiedad de los conmutadores

n—1
[A,B"] =Y B" " '[A, B|B", (4.30)
r=0
puede demostrarse que
K_K!=K!K_+nK} "(2Ky+n—1),
por lo que utilizando las Ecs. (4.26}/4.29)), se obtiene

f(n) =n@W +n—1)f(n—-1),

lo cual nos indica una regla de recurrencia, al realizar recursivamente la sustituciéon de las

funciones f(n — 1), f(n —2),---, f(1), la expresién anterior se escribe de la forma
LW +n)
=nl—= 7
Jn) =nm=romy

aplicando este resultado a la condiciéon de normalizacién Ec.(4.28)), tenemos que

v [ Tew) N7
S \nlP@W +n)) 7
sustituyendo en la Ec. (4.27) tenemos que los estados que portan la representacion del
grupo SU(1,1) estd dado por

1/2

El estado |W,n) cumple con las siguientes propiedades

Ko|W.n) = (W +n) |[W,n),
K?[W,n) = W(1 —W)|W,n),
K |Wony = /(n+1)2W +n) [W,n+1),
K_|W,n) = /n2W +n — 1) [W,n —1).

(4.31)

Donde se observa que el pardametro W nos fija la representacion dado que esta relacionado
con el operador K2 y n fija el peso al ser el correspondiente eigenvalor de K.

El conjunto de estados |W,n) forma una base completa ortonormal, es decir dos ele-
mentos de la base son linealmente independientes

<W7 n|VV7 m> = 6n,m7
y la resolucion de la identidad es

Z ’W”) <W>n’ =1

n=0
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Posteriormente se define el estado coherente del grupo SU(1,1) mediante los operadores
K, y K_en la formd] [61]

G, W) = exp (K¢ — K_¢7) [W),

donde el operador unitario de desplazamiento exp (K( — K_(*) puede ser descompuesto
utilizando la férmula de Zassenhaus,

eXp(X + Y) — eXeYe—%[X,Y}6%(2[Y,[X,Y}]+[X,[X,Y}]) ORI

y toma la forma

exp (K, & — K_ &) =exp ( tanh [¢| K+> exp (—21n (cosh |€]) Ky) exp ( tanh || K_ ) ,

(4.32)
por lo que utilizando las expresiones (4.31[}4.32)) y el estado de vacio |W), tenemos que el
estado coherente se escribe

€] €]

2W +n) ”(5 . )" .
)= g & () (fgreome) oo

Dicho estado puede reescribirse como

B AW X (T2W +n) 1/2 " RS
157W>—(1—|N|) nz_%(n,F@W)> ptWony, = |€|tanh\§|

donde p es un pardmetro complejo cuya norma cumple 0 < |u| < 1.
También se define el estado coherente no normalizado como

~ )\ 12
Wy = e (e ) =3 (TSR e,

donde ¢ es un parametro complejo. Cabe senalar que la condiciéon de normalizacion impone
que la norma de ( esta acotada, es decir 0 < |(] < 1.

La métrica en el espacio de Bargmann-Hilbert que definen estos estados coherentes es
la siguiente

(2 — 1) d%
(1= [¢fF) 22

y por lo tanto toda integracion sobre el espacio de Bargmann debe considerar esta métrica.
Utilizando la propiedad 2, I C;:,r") " = a (a)) pueden obtenerse los productos inter-
nos entre dos estados coherentes con parametros ¢ y (’

dx(¢) =

(4.33)

I La definicién de los estados coherentes es no tnica. También es posible definir estados coherentes
como eigenvectores del operador de descenso, esto es estados que cumplen K_ [(’) = ¢’ [¢'). En ese caso
los resultados obtenidos seran muy diferentes de los presentados en este trabajo.
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! _ 1
{< ) W|<7 W} - (I—CC/*)QW’

1—102)Y (1= )" i oW
(e wle,wy = UL L) (cosh €] cosh [¢/] — 5 sinh [¢] sinh f¢') i
4.34

la resolucién del operador identidad para los estados normalizados es

_aw—n [IOE e
1=2W 1)/7(1—\512)2“’

donde la integracién se hace sobre el disco de radio 1 (0 < |£] < 1). Para los estados no
normalizados el operador identidad es

) . —y

1— |€|2)—2W+2

Aplicando el operador Ky, K, y K_ al estado coherente no normalizado, tenemos

(W Ko ¢, W} = Koeo ™ [W) = (p] e+ e R Koet i [W)
utilizando la expresion de Baker-Campbell-Hausdorf

2

eXYe X =Y +a[X,Y] + o YT+

tenemos que

e Koeth+ = Ko + (K,
utilizando la Ec. (4.31)), concluimos

(0] Ko G, W} = (0] 5 (Ko + CE ) W) = (W 2 ) Wic. W

por lo que la representacion diferencial del operador Ky actuando a la derecha al estado
coherente no normalizado |(, W}, es (Ko) — W+( a%' En el caso del operador K _ tenemos

(WIK_ |G W} = (Y] K_ e [W) = (] e M K_ett [W)
e YK e = K4+ 20K+ Ky, (4.35)

por lo que utilizando la Ec. (4.31)), tenemos

WK IC, W}—<2W<+<2 C) wic, W,

obteniéndose la representacion diferencial del operador (K_) — 2W ¢+ (5 a . Para el caso
del operador K,

0
(W KL |, W} = (] Kpet (W) = ac (¢, W},
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de este modo su representacién diferencial es (Ky) — a%' Las representaciones diferen-
ciales actuando a la izquierda sobre un estado arbitrario son entonces

0 0 0
ac ac =g

Esta representacion diferencial de los estados nos permite simplificar los calculos de
ciertas propiedades en el espacio de los estados coherentes o espacio de Bargmann-Hilbert
que posteriormente sera abordado.

Siguiendo un procedimiento similar, puede verse que

(Ko) = W 4+¢ (K_) — 2W (¢ + ¢?

{C W Ko ) = (W + ¢ 52 ) {G W) G WK [9) = 52 {¢, W]Y),
{CWI Ky [) = (2W¢ + 5% {6, W),

de lo que se infiere que la representacion diferencial actuando a la derecha sobre un estado
arbitrario es

0 0 )
ac UKJ—>&;,(K;)%2W%*+C”5§ (4.36)

Los estados de la base |W,n) pueden ser representados en la base de Fock, donde el
estado de minimo peso cumple con la condicion

(Ko) > W+ ("

K_[W) = ab|W) =0,

més general puede ser escrito como |ng,0) 6 |0,ny). Al aplicar Ky a uno de estos posibles
estados da como resultado

1 1
5(@la+ b+ 1) [n1,0) = S (1 +1) [ma, 0)

por lo que el parametro W = %(nl + 1), es decir este pardmetro sélo puede tomar los

valores W =1, %,2, g, e

Los demas estados dentro de la base|W, n) son obtenidos mediante la operacién suce-
siva del operador K, al estado de vacio

L(2W) 1/2
|/|/ pr— . ZS n I/‘/ pr— —I—
W n) (mr(zw + n)> + W) = It nm,

y los estados coherentes no normalizados son

=3 ((””)')/ ¢y + 1)

|
n—=0 n!nl.

mientras los estado normalizados se escriben como

00 1/2
€)= (1— |+ S <<”+”>'> €Iy ).

n—0 n'nl‘

Se hace notar que los estados |W, n) y los estados coherentes |(}, |€) son eigenstados
del operador N, — N, con eigenvalor n;. Los pardmetros de Mandel para cada modo

J— O-Ni
Qi ;)
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estan dados por las siguientes expresiones

(m+1) ¢ Q5 — 1
ny+ (€71 — ¢ 1— ¢

observamos que el primer modo presenta una distribucion subpoissoniana para casi cual-
quier valor de n; y &, incluso en el caso donde £ =0 y £ — oo en donde tenemos )7 = 0.
Para n; = 0 podemos ver que el pardmetro de Mandel puede valer ¢); = 1 cuando £ = 0,
cuando esto pasa las estadistica de fotones corresponde a una poissoniana. En el caso del
segundo modo tenemos una estadistica subpoissoniana salvo para & = 0 en donde tenemos
una estadistica poissoniana (Q2 = 1).

Q=

4.4. Convertidor de frecuencias

Un convertidor de frecuencias cuantico [30] es un dispositivo que nos permite cambiar
la frecuencia de un fotén dentro de un campo electromagnético sin alterar sus propiedades
cuanticas de estado. Dichos dispositivos han sido utilizados entre otras cosas para cambiar
el color de un haz laser, para transportar estados almacenados en memorias cuanticas
(frecuencia de trabajo ~700 nm), en fibras épticas que trabajan en la llamada banda C
(1530 nm-1565 nm), del espectro infrarrojo. El primer experimento donde fue lograda la
conversién de frecuencias es descrito en [62]. Esta conversion se realizo el cambio de un haz
de 1064 nm a 532 nm utilizando un cristal KTiOPO, (también llamado KTP). En anos
recientes se han desarrollado dispositivos que convierten haces cuanticos de las frecuencias
de luz visible (de longitudes de onda ~500 nm) a las frecuencias de telecomunicaciones
(de longitudes de onda ~1 pm) [63-68]. Esto debido a que en las frecuencias visibles los
haces cuanticos sufren una pérdida de informacién por la baja transmision de las fibras
6pticas y también a la atmosfera. Tales cosas han sido superadas histéricamente haciendo
uso de fibras épticas en las frecuencias de telecomunicaciones.

Para implementar un convertidor de frecuencias 6ptico se utilizan dos campos electro-
magnéticos los cuales interactiian entre si en un medio no lineal. El campo inicial tiene una
frecuencia w, y el campo convertido tiene una frecuencia wy,, ademas el campo de bombeo
en el caso que exista conservacion de la energia debe tener una frecuencia w = w, — wy,
aunque en la practica esto puede o no cumplirse.

El convertidor de frecuencias puede expresarse como un Hamiltoniano cuadratico de
dos modos

H = hwqata + huwpb™d + Bk (aTbe’i‘”t + abTem) . (4.37)

Utilizando un procedimiento analogo al usado en el caso del amplificador paramétrico

se calcula el operador de evolucion haciendo uso del esquema de interaccion. Primero se

separa el Hamiltoniano en dos partes, aquella que nos permite hacer el cambio al sistema

de interaccién Hy = hwgata + hupb'b v la interaccién Hy = hk (aTbe*M + abTei“’t> por lo
que se tiene

H1] — eiHot/hHlefiHot/h — hk(aTbefiQt + abTemt),

donde para el convertidor de frecuencias se tiene que la frecuencia Q = w — w, + wy.
De la misma forma que en el amplificador (tomado un sistema de unidades en los que
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P 4

(2 o
ﬂ ﬂ
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Figura 4.2. Esquema que representa el proceso de conversion de frecuencias. En dicho
proceso una senal incidente de frecuencia w, cambia a una senal de frecuencia wj, al
hacerla interaccionar con un haz de bombeo de frecuencia w dentro de un cristal no lineal.

h = w, = 1), el operador de evolucién en el esquema de interaccién debe cumplir la Ec.
(4.12). Proponiendo la solucién de dicha ecuaciéon como

Up(t) = e it gmiaztz gmia—J— (4.38)

donde se han definido los siguientes operadores

1
=3 (aTa - bTb) . J.=d'b, J_=abl, (4.39)

los cuales forman un algebra tipo SU(2) con relaciones de conmutacién

[Ty, J]=2J., [, Jo] =+Js.

Al sustituir la Ec. (4.38)) en la Ec. (4.12]) se obtienen tres ecuaciones diferenciales para las
variables a, a, y a_, que se escriben como

ay — k;ezm’a%r = ke ™ a, —2ike™a, =0, a_e' = ke, (4.40)

para resolver este sistema de ecuaciones primero se obtiene una soluciéon para a,. Con
ésta se obtiene a, y conociendo éstas dos finalmente se resuelve para a_. Las funciones
deben satisfacer las condiciones iniciales a4 (0) = a,(0) = a_(0) = 0 dado que U;(0) = L.
La ecuacién para a, es una ecuacion no lineal de Riccati, que tiene una solucién

: sin vt
t — —iQt
ar(t) =e cos(vt — )’

con v = —iarctanh(§2/2v). Sustituyendo esta solucién en la Ec. (4.40]), se obtiene la
ecuacion diferencial para a,:

2¢k sin vt

== cos(vt — )’
la cual tiene como soluciéon
t —
0.(t) = —2in (W) fo
coS 7y

Ingresando esta expresion en la Ec. (4.40)), se tiene que a_ debe cumplir
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, cos?
a =k—s———,
cos? (vt — )
cuya resultado es
sin vt
a_(t) = ———.
cos(vt — =)

Con estas tres funciones del tiempo se obtiene el operador de evolucion temporal en el
esquema de Schrodinger mediante la ecuacion

U(t) = Up(t)Ur(t),

con Uy(t) = e~ot/" dando como resultado

U(t) — e—iwaNate—iwabte—ia+J+6—iasze—ia,J,
este operador de evolucién puede ser escrito en el caso resonante (w = wy — wy, 2 = 0),
como
U(t) — efiwaNatefiwabtefitan(kt)aTbef ln(cos(kt))(Nabe)efi tan(kt)abt

De la misma forma que en el amplificador paramétrico, para el convertidor de fre-
cuencias se tiene un conjunto de estados que portan la representaciéon irreducible del
grupo SU(2). Los cuales forman una base ortonormal y que nos permite definir estados
coherentes en dicha dlgebra. Una vez definidos los estados coherentes de SU(2) es posible
trabajar en el espacio complejo de Bargmann-Hilbert.

4.4.1. Bases que portan la representacion irreducible del grupo SU(2) y sus
estados coherentes

Para obtener los estados coherentes de SU(2) se sigue un procedimiento analogo al del
grupo SU(1,1). Los estados que portan la representacién irreducible son eigenvectores de
los operadores Jy y J? = %(J+ J_+J_J.)+ J2 y forman una base ortonormal

Primero definimos el estado de minima proyecciéon |W) como estado propio de los
operadores J_ y Jy, de la forma

J*|W> =0, JO’W> :_W|W>7
los demés elementos de la base |W,n) pueden obtenerse mediante n veces la aplicacién
del operador de ascenso J,al estado de minima proyeccion, es decir
(W,n) = N JL[W),
donde N es una constante de normalizaciéon. Para calcular N, se evalia la norma de
|W, n), dicha norma debe ser la unidad:
(W.n|W,n) = N* (W[ J2JL W) = N> (W[ J2H(JJ2) W),
utilizando la Ec. (4.30)), se obtiene
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JJ = J . —ndt 2o+ 0 — 1),
por lo que si definimos f(n) = (W|J*J} |W), se tiene que

f(n)=n2W —n+1)f(n—1),

al calcular recursivamente las funciones f(n — 1), f(n —2),---, f(1) y sustituirlas en la
expresion anterior, se tiene

2w +1)
=n!
) = o = Ty
por lo que al imponer la condicién (W, n|W,n) = 1, la constante de normalizacién debe
tener la expresion

v (TEW —n+1) 1/2
\ nlD2W +1) ’

con lo cual escribimos el estado |W,n) de la forma
TEW —n+1)\"?
— Ty
[W.n) ( nIT@W + 1) ) R WD

es posible demostrar que este estado cumple con las siguientes propiedades

Jo[W,n) = (n—W)|W,n),
J2W,n) = W(W +1) [W,n),
Jo [Won) = /(n+1)2W —n) [W,n + 1),
J_[Wny = \/n(2W —n+ 1) |W,n — 1),

debido a nuestro conocimiento del momento angular sabemos que el estado |W) es igual
al estado con menor proyeccion |7, —7), por lo que el pardmetro W = j. Ademds sabemos
que al aplicar el operador de ascenso J y después normalizando se obtiene el estado
|7, —j + n), es decir la proyeccién en Jy es m = —j+n, por lo que n = m+j . Por otro lado
el estado con mayor peso es |7, ) y no podemos seguir subiendo el peso indefinidamente,
dado que J, |, j) = 0. Por lo que para un momento angular j fijo existen 25+ 1 elementos
dentro de la base.
Se define el estado coherente de SU(2) comdf]

€, W) = exp (£, — €°T-) |W).

Es posible ver que el operador de desplazamiento de SU(2) puede ser escrito como el
producto de exponenciales de los generadores, ésto es

exp <£J+ o f*e],) — €a1J+€a2J0€a3J_,
con

2 De la misma forma que con el grupo SU(1,1), la definicién de los estados coherentes no es tinica. Es
posible definir estados coherentes que cumplen J_ |¢') = £’ |¢'), los cuales llevan a resultados diferentes
que los presentados en este trabajo.
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a; = —tan|£| as = —21In(cos [¢]), a3 = —itan €],

€] €]

por lo que el estado coherente puede ser expresado como

W) = (eos o)™ X (& anle)) (et >)1/2|W,n>.

€] nll2W —n+1
Haciendo la sustitucion p = H §| tan ||, el estado coherente puede reescribirse como
1 WooTEW 1)\
W) = "W,n) .
&W) (1+|M|2>W (n!F(ZW—n—i—l) W

La métrica en los estados coherentes dados por la expresion anterior es

(2W + 1)d*p
(14 [ul*)?
de tal forma que el producto interno entre dos estados coherentes es dado por

dx(p) =

: (1 + pp )™
(€ Wig, W) =
(1 )" (14 2"

y la resolucion del operador identidad puede escribirse como

_ o (¢
veewed f o

En este caso a diferencia del amplificador la integracién se hace sobre todo el espacio
complejo.

Es posible definir un estado coherente no normalizado, con el operador de ascenso J,
y el vacio |W), de la siguiente forma

a2,

G W} = e W),

el cual puede escribirse explicitamente en la base |W,n) de la siguiente manera

1/2
A e L (a.41)

Para obtener la métrica de los estados no normalizados debemos de anadir la norma a la
métrica de los estados normalizados, por lo tanto

(2W + 1)d2C
dX(O = 7T(1 T |C|2)2W+2a

de lo cual se infiere que el producto interno entre dos estados no normalizados es

{C WG WY = (14

y la resolucion del operador identidad es
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_ I¢H{¢]
1=0W+ 1)/7T(1 1P

De forma similar a la presentada en el caso del amplificador paramétrico tenemos
que en el convertidor de frecuencias la representacién diferencial de los operadores en el
espacio de los estados coherentes es

d*C.

0 0 0
, () = =—, (Jo) = =W 4+ (" .
s () = 5 () e
Esta realizacion de los operadores nos permite hacer calculos en el espacio de Bargmann-Hilbert
como en el caso del algebra SU(1,1).
Los estados de la base |W,n) = |7, —j 4+ n), pueden ser obtenidos en la base de Fock
haciendo uso de la correspondencia entre los generadores del grupo y los operadores de

ascenso y descenso (4.39)). El estado de minima proyeccién cumple

(Jy) = 2CW — ¢ (4.42)

ab’ |W) = 0,
los estados en la base de Fock que cumplen con esta condicién son

(W) =10,n2),

conng =1,2,.. E| libre. Al aplicar el operador Jy al vacio obtenemos

1 1
i(aTa — bTb) 10, n9) = —§n2 |0, ng) ,

por lo cual uno puede concluir que el valor W = %nQ y puede tomar los valores W =

%, 1, %, 2,..., lo cual es de esperarse ya que el momento angular (j = W) puede tomar

esos valores. Los demads estados de la base|W, n) son

(TeW —n+ D\ ()T B
|W7n>_< TL!F(QW—{—l) ) J+|W>_ W (CL b) |07n2>_|n7n2_n>7

conn = 0,1,...,n9, lo cual implica que nuestra base esta acotada por arriba al estado
de méximo peso|ng, 0) = |j, 7). Cabe hacer notar que todos los estados dentro de la base
conservan la suma de los operadores de nimero N, + N,, ya que son eigenvectores de
este operador con eigenvalor n,. Asimismo podemos observar que estos estados cumplen
con una estadistica subpoissoniana en el primer modo para 0 < n < ny y poissononiana
para n = 0. Para el segundo modo es subpoissoniana para 0 < n < ny y poissoniana para
n = nas.
Los estados coherentes no normalizados entonces pueden ser escritos como

-2 no! 1/2
F=> <n,(2_n),> " |n,ng —ny,

n=0 2

mientras que el estado coherente normalizado es

3 En este caso excluimos el valor ng = 0 dado que corresponderfa a un momento angular con j = 0
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s N
€) = ! > ( < '> " n,ny — n),

(1+[¢*)m/2 1= \nl(n2 — n)!
podemos ver que estos son también estados propios del operador Ny + N, con eigenvalor
ny. Es posible calcular los parametros de Mandel para cada modo, dando como resultado

o e
ST YT e

los cuales son siempre menores o iguales a la unidad y por lo tanto presentan una es-
tadistica subpoissoniana salvo en el caso de & = 0 en donde el primer modo presenta
una estadistica poissoniana (Q; = 1) y & — oo en donde el segundo modo presenta una
estadistica poissoniana (Qs — 1).

Q1
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Estados Gaussianos, coherentes y
cristalizados

El estudio de los estados Gaussianos ha sido de gran importancia dentro de la me-
canica cuantica. Debido principalmente a que estos estados forman la interfaz entre el
comportamiento cuantico y clasico ya que contienen varias propiedades clasicas y algunas
propiedades cuanticas. El ejemplo mas simbolico es el estado coherente bipartita, el cual
tiene una distribucion clasica de fotones, tiene una funcién de Wigner no negativa y no
existe enredamiento entre sus modos. Sin embargo otros estados Gaussianos, los estados
no puros, presentan partes negativas en su funcién de Wigner. Por otra parte la gran
mayoria de los estados generados en el laboratorio son estados Gaussianos.

Los estados Gaussianos son aquellos cuya funcién de Wigner puede expresarse como
una funciéon Gaussiana, es decir podemos tener estados representados por una funciéon
de onda o por una matriz densidad y si la funcién de Wigner es una funciéon Gaussiana
entonces lo clasificamos como Gaussiano.

5.1. Definiciéon y propiedades

Supongamos un sistema cuantico d—dimensional con cuadraturas representadas por el
vector R = (p1,...,Pa,q1,---,qaq). Las relaciones de conmutacion entre dos elementos de
este vector cumplen con lo siguiente

[Ria RJ] = _izzjv

donde la matriz 3 es simpléctica de dimension 2d x 2d definida como

s (% 1),

Mediante los operadores de cuadraturas es posible hacer una descripcion completa de un
sistema, sin embargo por comodidad muchas veces se utilizan operadores unitarios para
describirlo en vez de las cuadraturas. El grupo de operadores unitarios que describen un
sistema son llamados operadores de Weyl, los cuales son definidos como

W(x) = exp(xR),

donde x es un vector arbitrario de R2?. Se define la funcién caracteristica del sistema
(x(x)) como el valor esperado del operador de Weyl, es decir

x(x) = Tr(pW(x)).
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donde p es la matriz densidad. La funcién caracteristica es una cantidad importante debido
a que los valores esperados de las observables del vector R son obtenidas mediante las
derivadas de la funciéon caracteristica

Te(pRe) = (i) gox(te)lo

donde para obtener el valor esperado del operador Ry, la componente k-ésima del vector
e debe tomarse igual a la unidad y sus deméas componentes son cero después de realizar
la derivaciéon. En general cualquier valor esperado del producto de las observables puede
ser calculado mediante la expresion

(o) = 0 Ty (o
i=1 =1 Ot
con el vector t = (t1,ta,...,1t5).
Es posible demostrar que la matriz densidad del sistema puede ser obtenida a partir
de la funcién caracteristica de la forma

271r)” /X(X)W(—X)dx.

Un estado Gaussiano se define como aquel estado que tiene una funcién caracteristica
Gaussiana, esto es

"

X(x) = exp (—;iax - z<§>x> ,

donde o es la matriz de covarianza y (R) = Tr(pR), es el vector de valores esperados.
Ademas la funcion de Wigner a dichos estados Gaussianos puede ser calculada a partir
de esta funcion caracteristica de la siguiente forma

1 ~
W(Q) = oy [ e @),
(2m)
con Q= (p1,---,Pa,q1,---,qa), €s un vector de nimeros en vez de operadores. En el caso

de los estados Gaussianos la funcion de Wigner es dada por la expresion

1 1~ =
W(Q :exp{— Q- (R Q- (R }
(@ = S==ew {3 Q- (R))e Q- R).
la cual es también una funciéon Gaussiana.
Los estados Gaussianos que son fisicos (estados normalizados con eigenvalores no ne-
gativos y una matriz de covarianza real y simétrica) deben cumplir con las siguientes
propiedades

i _ ~ 1
0—5220, YoX -0 '>0, 0 =S(DaD)S, det02ﬁ7

donde la matriz D es diagonal con D — T > 0 y S es una matriz simpléctica, esto es
SYS = 3. La primera significa la positividad de la matriz de covarianza que implica
el principio de incertidumbre de Schodinger-Robertson. La segunda expresion toma en
consideracion las propiedades de la matriz de covarianza ante la accién de la matriz
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simpléctica 3 y finalmente la dltima es la condicion de pureza de los estados Gaussianos,
la cual establece que el estado Gaussiano de d modos es puro si det o = 1/2%¢ 0 mixto en
otro caso [53,69].

Para el estudio del enredamiento trabajaremos con estados Gaussianos de dimension
d=2.

5.2. Estados Gaussianos de dos modos

Por simplicidad el estado Gaussiano que se estudiara es de la forma

(xq,x2) = Nexp (—f(AGx + ng) , (5.1)

donde hemos definido los vectores X = (z1,x5), Bg = (by, by) v la matriz de coeficientes.

1 a —a
11 12
AG = = )

4\ —a12 a2

con los pardmetros aii, ass y ajp de la parte cuadratica y los de la parte lineal by, by
pueden ser complejos, es decir

a11 = G11Rr + G117, Q22 = Qo2r + 1A221, Q12 = QA12R + 1A127,

La constante de normalizacién puede expresarse como

(CL11RCL22R - G%QR)IM

N =
V2T

1 ~ ~ . .
exp (—S(BG +B5LAL (Bg + BG)> ,
con la matriz

A/ . 1 a1lr  —Q12R
o=
2\ —ai2r Q2R
para este estado las dispersiones y covarianzas de los operadores ¢i,p; V @2,p2 en un
sistema de unidades donde w, = 1 son

_1 1 2 2
Oqqr = 3422R,  Opipy = g (au[(an[CLQQR - 26L121€l12R) + allR(allRa22R + ajyr — a12R)) )

1

_ _ 1 2 2
Ogaqo = GQ1IR,  Opopy = 74 (azzz(anRazQI - 261121@123) + a22R(@11Ra22R + afgr — @123)) )

1 1 1
Oqig2 = j@12Ry Opiqo = ﬁ(GIHGIZR - CL11RG12I)7 Opoqn — ﬁ(amRamI - CL121G22R)7
Oprgr = Qid(a'llfa%R - a121a12R), Opags = Qid(afllRCLQZI - a121a12R),

Opips = ﬁ <a12R<a%QR + a%z[) + agor(aiiraior — a11rA121) — a2ar(@117G12r + a11RG12R)) ,

con d = aj1rasr — a12r. Estas cantidades conforman las entradas de la matriz de cova-
rianza. Podemos observar que todas estas cantidades son reales, ademas el determinante
de la matriz de covarianza es det o = 1/16 dado que es un estado puro.

Varios estados importantes en la éptica cuantica pueden ser escritos de esta forma
Gaussiana. A continuacion enumeraremos algunos ejemplos
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5.2.1. Ejemplos

(i) El estado coherente de dos modos es un estado Gaussiano que puede escribirse en
la representacion de posicién mediante la férmula

1/4 9
w T w 1 1
P(xy, x0) = —Wb exp (—21 — —2ba:§ + V20111 + V2wpe s — Z(al + 04{)2 — 1(0&2 + a§)2> )

por lo que los parametros de la Ec. (5.1]), son

1 1 0
AG:§ (0 wb>, B = V2 (o, wp).

La matriz de covarianza para este estado es la matriz diagonal
L.
o= §d1ag(1,wb, 1,1/wy),

(ii) También se puede expresar el estado de vacio comprimido. Dicho estado resulta de
aplicar el operador de compresién de dos modos S(§) = exp(éa'b! — £*ab) al estado de
vacio |0, 0)

€) = S b=¢a™10, 0)

donde ¢ = 7€’ es el parametro de compresién. Al aplicar dicho operador se puede demos-
trar que se obtiene la expresién

&) =\ 1=1B12>_ B"In,n) , 0<|B]<1, (5.2)
n=0

donde se ha definido 3 = —¢' tanhr, y |n,n) es el estado de Fock con n fotones en ambos
modos del sistema
Usando la férmula de Mehler

ﬁ o (1_16 [Wy Sy y)D - f: B0, (@)Pay),

donde ®,,(z) es la eigenfuncién con n cuantos de energia de un oscilador arménico unidi-
mensional. Puede demostrarse que para un valor real del pardmetro de compresion (¢ = 0)
el estado de vacio comprimido en la representacion de posiciones se puede escribir como
1/4
_ Wb/ L o, 2 1 5 2
U(xy,10) = ﬁexp —3¢ (21 4+ /wpra)” — 1€ (x1 — V/wpx2)” b .

Por lo que puede hacerse la identificacién con la Ec. (5.1]), mediante

1 ( cosh 2r \/wp sinh 2r

AG:§ Vwy sinh 2r wj, cosh 2r >’ B =0,

la matriz de covarianza para este estado es la siguiente
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T T
Tor =205\ —28, /0, (1462w )
1 ( 1+5° 28/ /Wy )
W25\ 268/ fw, (L+BHwy )
Opg = 0.

Los estados coherentes forman una parte muy importante de la fisica por lo que en la
siguiente seccion se detallan algunas de sus propiedades las cuales serviran también para
el estudio de superposiciones de estados coherentes.

5.3. Estados coherentes multidimensionales

5.4. Estados coherentes de un modo

El analisis de los estados coherentes de un modo es importante ya que muchos Hamil-
tonianos unidimensionales son parte de la literatura cotidiana de optica cuantica y sirven
como punto de partida para estudiar casos mas complicados. El estado coherente puede
representar estados de la luz como aquellos estados generados en un haz laser.

El estado coherente |«) de un modo tiene las siguientes definiciones:

1. Es eigenfuncion del operador bosénico de aniquilacion a, esto es

ala) = ala), (5.3)

donde « es un ntimero complejo.
2. Este estado también se define como un desplazamiento del estado de vacio, |0) (que
cumple a |0) = 0). De la siguiente manera

@) = D () ]0), (5.4)

con D (a) = exp (aTa — aa*), es llamado el operador de desplazamiento.

3. Por ultimo el estado coherente también puede ser definido como el estado de menor
incertidumbre. El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que se debe de
cumplir la desigualdad de las dispersiones de las cuadraturas siguiente

(Ag) (Ap) > ;

para cualquier estado. Se dice que el estado coherente es de minima incertidumbre debido
a que cumple la igualdad en la expresion anterior, donde se ha definido los operadores ¢,
P como

a4+ ah), (a" —a) (5.5)

1
q= E(
denominados operadores de cuadraturas.
Dichos estados coherentes tienen un promedio en los operadores de las cuadraturas

que dependen de la parte real e imaginaria del parametro a. Esto es

(a + ),
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y una dispersién que no depende explicitamente del parametro «

1

(Ag)* = (Ap)* = 3

Asimismo los estados coherentes pueden escribirse en la base del oscilador armoénico
como

a2 & a”
) =Y = 1n),
n=0 VT

donde |n) es el estado de n excitaciones. De esta representacién puede obtenerse el pro-
medio del operador de niimero N = a'a

(N) = |af

En el caso de estados coherentes de la luz N es el ntimero de fotones de la luz coherente.
La probabilidad de obtener n fotones en la luz coherente es

|a‘2n

Py(a) = |(nfa)[* = e T

9

una distribucién poissoniana.
La dispersién del niimero de fotones para el estado coherente es

2
on = |a]”,

por lo que el parametro de Mandel, el cual mide si una distribuciéon de fotones se aleja de
una distribucion poissoniana es la unidad, es decir

5.5. Generalizacion a miltiples modos

En esta seccion se presenta una generalizacion de la definiciéon de los estados coherentes
para un modo. Ademas se determinan algunas de las propiedades de los estados coherentes
de la luz de n modos (|@) = |ay, as, - - - ay,)). De la misma forma que para un modo el
estado coherente tiene varias definiciones equivalentes; una de ellas es como eigenvector
del operador de aniquilacién del modo i (a;), es decir

a; 13) =0y ]3),

donde «; es un nimero complejo.
Se puede obtener también a partir del desplazamiento del estado de cero fotones de la
base de Fock |0, --- ,0) mediante el operador de desplazamiento

(aia;r — a;‘ai)> ,

)

D(@) = exp (

n
=1

por lo tanto
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) =D (@)[0,---,0).

Y también son los estados con la menor incertidumbre en las cuadraturas (p, q) defi-
nidas mediante los operadores bosoénicos como

donde las dispersiones en las cuadraturas son

Ap; = Agj = ;,
por lo que se dice que son los estados mas parecidos a los estados clasicos. Esto es debido
a que en un estado cldsico la posiciéon y momento (representadas en nuestro caso por g y
p), son conocidas con precisiéon, es decir la dispersién que presentan ambas cuadraturas
es cero. El estado coherente es el estado cuantico que tiene la menor dispersion en sus
cuadraturas es por ello que es el estado mas parecido a un estado clasico.

Los estados coherentes satisfacen la estadistica de Poisson en el nimero de fotones, por
lo que la probabilidad de tener un niimero de fotones n en el modo i del estado coherente
es

eIl oy >
TL( Z) n! Y
2 , : ,
con (n), = |a;|” el nimero de fotones promedio. Ademas este estado no presenta correla-
cion entre dos modos diferentes.

5.6. Estados cristalizados

Una vez definidos los estados coherentes es posible definir estados construidos como
superposiciones de ellos. Los estados resultantes de la superposicion presentan propiedades
diferentes a los estados coherentes, algunos de ellos presentan caracteristicas cuanticas que
no existen en los estados coherentes como compresion y funciones de Wigner negativas
por lo que su estudio es de interés.

Los estados resultantes de la superposicion de sistemas coherentes que se estudiaran
corresponden a estados que portan la representacion irreducible de grupos puntuales como
los grupos cristalinos. Por lo que son llamados estados cristalizados [36].

A continuacion se realiza un breve repaso de las propiedades generales de los grupos
y en especifico de los grupos ciclicos y dihédricos.

5.6.1. Definicion

Un grupo es un conjunto que satisface las siguientes propiedades: es cerrado ante
una operacion, es asociativo, tiene un elemento unidad y un inverso para cada elemento.
Los grupos pueden ser finitos o infinitos dependiendo del niimero de elementos que lo
conforman, en este trabajo se utilizaran sélo grupos finitos.

Los elementos de un grupo son representados por matrices, las cuales representan
transformaciones de simetria. La operacion que define nuestros grupos es la multiplicacion,
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por lo que la propiedad de cerradura nos dice que dos miembros distintos del grupo
multiplicados daran como resultado otro miembro del grupo.

Supongamos un grupo de n elementos G : {g1, - , g} con una representacién irredu-
cible[]{D(g1),- -+, D(gn)}. Los elementos del grupo pueden dividirse en lo que se conoce
como clases de conjugacion; decimos que dos elementos (a, b) son conjugados si existe un
elemento c en el grupo tal que cac™' = b. Todos los elementos conjugados de a y a mismo
definen una clase de conjugaciéon. Nombramos k el ntimero de clases que tiene el grupo G.

Los caracteres del grupo son dados por la traza de la representacion irreducible, por
lo que para cada elemento de esta representacion irreducible tendremos un caracter dado

por
!

Z uin(gs)s

donde [ es la dimensién de la representacién irreducible. Estos caracteres cumplen con la
relacién de ortogonalidad 2 37, x™(gs)x**7(gs) = dyn. Los elementos que forman una
clase de conjugacién tienen la propiedad de compartir los mismos caracteres. Definidos
estos conceptos de los grupos tenemos que los estados cristalizados son definidos como

n

0N (@) = Nx(a) > xM(gs) o)
s=1

donde A es la representacién irreducible a la cual esté asociado el estado, Y (g,) es el
caracter perteneciente al elemento s del grupo y a la representacion irreducible A, o, es un
parametro complejo que es el resultado de la accién del elemento gs sobre un parametro
complejo a, es decir ay = gsal Pl Asimismo N;? = = 21 X N (g )xM*(gs) (], es 1a
constante de normalizacion.

Estos estados no son necesariamente ortogonales, ya que su producto interno esta dado
por

(#2@I4(0) = M) N e) Tn V00 00 e

con B,y = (ag]as) = exp(—lag'l ‘0‘5‘ + asal). En general este término no es cero

para todos los grupos y depende de las diferencias de fase entre s y s': A¢p = ¢, — ¢y
Si las diferencias son pequenas tenemos estados no ortogonales, si estas diferencias son
grandes E, ¢ puede considerarse una delta de Kronecker ds;y dando como resultado la
simplificacién de muchas de las expresiones obtenidas.

La estadistica de las cuadraturas del estado coherente (g,p) nos permiten observar
fendmenos como la compresion de los estados cristalizados. Esta compresion ocurre cuando
una de las dispersiones de las cuadraturas es menor que aquella del estado coherente (1/2)
y la otra dispersion es mayor a la del estado coherente. Esta compresion nos permite
distinguir entre un estado con comportamiento cuantico o semiclésico.

Las dispersiones de las cuadraturas son ttiles entre otras cosas para ver la localizacién
del estado en el espacio fase generado por ambas cuadraturas y también son utilizadas

I Una representacién irreducible es aquella representacién que no puede expresarse como la suma
directa de dos o mas componentes

2 Para ello se representa el pardmetro o como un vector en el espacio complejo (o = (ar, ay)), con
sus partes real e imaginaria como elementos del vector. De esta forma la accién de la matriz de 2 x 2 (gs)
sobre a es el vector as.
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para determinar si existe enredamiento en un estado de muchos modos como se verd méas
adelante.

Las propiedades de las cuadraturas del campo electromagnético pueden obtenerse me-
diante los promedios de ¢ = (a + a')/v/2, p = i(a! — a)/v/2 y de sus cuadrados [36]

= S N (B e ).
r,s=1
N & o A
<p> = ﬁ Z X( )(gT)X( )*(gs)Es,T {ar - Oé:},
r,s=1

() = NE 32 XX (0 e {5 (a2 +a8) ) 4 L

r,s=1

(P*) = N3 XV ()X (92 B {ozrozs —5 (o + aﬁ)} + 5
r,s=1
Con estas cantidades pueden calcularse las dispersiones y la correlacion de las cuadra-
turas, obteniéndose

= NS XV (g XV (95) Bap { e + 5 (02 + a2?) } + 3
N . w1\ 2
—%< 2t XV (g XV (95) Bar {or + 02})

= N} r=t XNV ()X NV (gs) Bey {ara = (a2 + i)} +
2
T (Z?T“L,szl X()\) (gr)X()\)*(gs)Es,r {047" - 04: ) )

i [ 2
TA (Z X! (gs)Es,rozZ) :
r,s=1
donde oz = (¢?) — (¢)%, 0pp = () — (D)° ¥ Ogp = <% (pq + qp)> — (p) (q), la correlacién
entre ambas cuadraturas (g, p) es en general diferente de cero para estas superposiciones
de estados coherentes a diferencia de las que existen en el caso coherente que son iguales
a cero.

El estudio de las propiedades estadisticas del nimero de fotones permite la clasificacion
de los estados dependiendo de sus propiedades. Una de las propiedades més importantes
es el estudio del parametro de Mandel; el cual se define como el valor de la dispersion del
numero de fotones comparado con el nimero promedio de fotones. Si la distribucién del
numero de fotones es muy ancha con respecto al niimero promedio tenemos que los fotones
tienden a estar en paquetes de muchos (estadistica superpoissoniana) y si la distribucién
es pequena con respecto al promedio los fotones tienden a estar solos (estadistica subpois-
soniana). Teniendo que la estadistica subpoissoniana es una propiedad caracteristica de
las fuentes de luz cuanticas.

La distribuciéon del nimero de fotones tiene la forma
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2 N2 . a,|? o, l?
() = =5 32 XM ()X (g:) exp (—l 2' | 2| )

*ors=1

2
NA Z X (QS)ES roga (o + 1) — (Z X (98)E8,TO‘TO‘:> )

r,s=1 r,s=1

puede observarse los estados cristalizados tienen propiedades no clasicas a pesar de ser
superposiciones de estados coherentes. En este trabajo se estudian algunas propiedades
de estados cristalizados que portan la representacion irreducible de grupos ciclicos y dihé-
dricos, los cuales definimos a continuacion.

5.6.2. Grupos ciclicos

Los grupos ciclicos son grupos abelianos E| en el que cada uno de los elementos tiene
un periodo igual al orden del grupo, es decir g = ¢° para toda s. Puede demostrarse que
este grupo esta formado por las simetrias de rotacién del poligono regular de n lados, por
lo tanto la representacion de este grupo la forman las matrices de rotacién Ry (6x) con
k=1,--- ,ny 60 =2mk/n. Se hace notar que para k = n se obtiene la matriz identidad
I, por lo que los elementos del grupo son C,, : {I, Ry, Ry, -+ , R,_1}. Este grupo tiene un
solo generador R; del cual pueden obtenerse todos los demas elementos. Para estos grupos
tenemos que los pardmetros complejos a, = pf 'a con u,, = exp (27i/n) y los caracteres
del grupo estdn dados por Yy (g9s) = uﬁf‘_l)(s_l). Los estados asociados al grupo C,, son

B (@) = Na (@) 32 pf16D
s=1

donde cada término de la superposicién es un estado coherente, u, = exp(2mi/n), A
es la representacion irreducible a la que corresponde el estado y N, es la constante de
normalizacién definida como N2 = ¥, , p{}-DE=DxA=DE=DE,

Utilizando la serie geométrica pueden demostrarse las igualdades

'a), (5.7)

n

STV =g

s=1
Z Mg\—l)(s—sf) = N,y (5.8)
A=1

las cuales constituyen la propiedad de ortogonalidad de los caracteres del grupo en las
representaciones y en las clases, recordando que para estos grupos finitos las clases son
unidimensionales. Es posible demostrar que los estados correspondientes a diferentes re-
presentaciones son linealmente independientes, es decir <¢£L’\)|w§f‘/)> = d».v, por lo que son
estados ortonormales.

Multiplicando la Ec. . ) por pxA~VE =1 /Ny () y sumando sobre las diferentes re-
presentaciones, se tiene

3 Un grupo abeliano es aquel donde la multiplicacién de sus elementos es conmutativa.
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HNps e, (5.9)

$= 0 1)(3_1)\¢ @) =ii N

A—1 (a)

intercambiando las sumas del lado derecho de la Ec. (5.9) y utilizando la propiedad de
ortogonalidad de los caracteres, se obtiene

_1a> _ 1 ZM*(,\ 1)(s— 1)’¢ a >

Hn n Ny (a)

(5.10)

siendo esta la relacién entre los estados coherentes con parametro u ' y los estados que
portan la representacion de dichos grupos, los cuales son estados ortonormales para los
grupos ciclicos.

5.6.3. Grupos dihédricos

Los grupos dihédricos son grupos no abelianos que estan representados por las si-
metrias de rotacion e inversiéon del poligono regular, estas simetrias las conforman las
rotaciones Ry, (0;) por un angulo 0, = 27k/n (para k = 1,--- ,n) y las rotaciones de
segundo orden Uy = RpUp(una rotacién seguida de una inversién) donde Uy es una in-
version en el eje real en el espacio complejo. Por lo cual los elementos de este grupo son D,

{I, Rl, ce ,Rn—b U()I, U()Rl, ey U()Rn_l}, es decir Dn : {I, Rl, e, Rn—h U(), Ul, Ty, Un—l}'
Estos grupos tienen 2n elementos y en general varias de sus representaciones irreducibles
son de dos dimensiones. Los elementos del grupo pueden escribirse en una sola ecuacion

JCOS% —Jsin% Ry sio=1,
- 2mk 2rk = .

SIHT COS n Uk sio = —1.

Para el caso de los grupos dihédricos el nimero de estados cristalizados depende en
una forma no trivial del orden del grupo, en especifico depende si el orden del grupo
dihédrico es par o impar. Para n par las rotaciones de segundo orden forman dos clases
de conjugacion diferentes, también se tiene que la rotaciéon por 7w forma su propia clase;
para n impar las rotaciones de segundo orden sélo forman una clase de conjugacion. Por
ello la expresion de los estados cristalizados para los grupos dihédricos dependera de la
paridad de n.

5.6.4. Propiedades

Como ejemplo de las propiedades de los estados cristalizados tomaremos los estados
asociados a las representaciones irreducibles de los grupos ciclicos Cy y Cy. Para el caso
del grupo C) son los estados llamados par e impar de gato

¥5 (@) = Ni(@) (o) +|—0)),
¥V () = Na(a) (ja) — |-a))

y para el grupo Cy tenemos cuatro estados
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(@) = M(a) (|o) + lia) + o) + |—ia)),
(@) = No() (Ja) +ilia) — [—a) — i |—ia)),
(@) = Ns(@) (Ja) = Jia) + |—a) — |~ia)),
1(a)) = Ni(@) (|a) + —ilia) — [~a) +i|—ia)),

donde las constantes de normalizacion estan dadas por

—-1/2
)

Ni(a) = (24 2¢72e)
No(a) = (2 _ 26,2‘042)—1/2 |

para el grupo Cy y para Cjy, tenemos

Nifa) = (8¢~ (cos (ja?) +cosh (jaf*))) .
Nofa) = (=8~ (sin (Jaf?) — sinh (Jaf?)))” "
Ni() = (=8¢~ (cos (Jof*) — cosh (ja[*)))” "
Ni(a) = (8677 (sin (jaf?) + sind (jaf*))) ™"

Algunas de las propiedades estadisticas que pueden obtenerse son las siguientes: dis-
persiones de las cuadraturas del campo electromagnético, coeficientes de compresién, la
distribucion probabilidad del nimero de fotones, el nimero de Mandel, las distribuciones
de cuasi probabilidad de Wigner y Husimi y el segundo momento de la distribucion de
Husimi. A continuacién hacemos un recuento de dichas propiedades

La compresion de las cuadraturas se presenta cuando alguna de las dispersiones de los
estados es menor a la correspondiente dispersién de un estado coherente ((Aq)* = (Ap)® =
1/2). Estas cuadraturas representan una distribucién circular en el espacio fase para el
estado coherente y una distribucion eliptica para un estado que presenta compresion.

Para observar la compresion de las cuadraturas del campo electromagnético hacemos
uso de los parametros

S, =2(Ag)?, Sy =2(Ap)?,

donde definimos las dispersiones como

(Aq)* = (*) = (@)*, (Ap)" = (p*) — (0)" -

Dichos parametros de compresion toman valores menores a uno cuando hay compre-
sion.

De la (fig. se observa que existe compresion para el grupo Cs, ésta es debida
a que los estados de este grupo son vectores propios de los operadores de creacion y
aniquilacién al cuadrado a? y a2, Debido a ello los promedios de las cuadraturas y sus
cuadrados son simples en estructura, es facil observar que los términos involucrados llevan
a una compresiéon en la cuadratura p. Cuando trabajamos con el grupo Cy (fig. no
se tiene dicha propiedad por lo que las estructuras de los promedios y sus cuadrados nos
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Figura 5.1. Parametro de compresién S, en términos de la norma g para los estados de
C5 (linea: estado par, linea punteada: estado impar) y para los estados del grupo Cy (linea
negra: estado ’wfll)>, linea punteada: estado ‘¢§2)> , puntos y lineas: estado ’wf’)> y linea

gris: estado ‘1/1514)>
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Figura 5.2. Probabilidad del nimero de fotones para los estados del grupo Cy (derecha),
(cuadrado estado par y circulo estado impar) y Cy (izquierda), (circulo estado ‘w£1)>,

cuadrado estado ‘@/Jf) > , rombo estado ‘w£3)> y triangulo estado ’¢£4)>), a =25

llevan a que no existe compresion y en general para los grupos ciclicos con n mayor a 2
no hay compresion
La distribucién de probabilidad del niimero de fotones esta definida como

2

b

po= ()

esta probabilidad para los estados ciclicos presenta un comportamiento oscilatorio. Para
el estado par ‘wél)(a)> solo contribuyen ntimeros de fotones pares y para el estado impar

‘¢§2)(a)> s6lo ntmeros de fotones impares. Esto es debido a que al aplicar el operador
a al estado par tendremos como resultado un estado proporcional al estado impar, de la
misma forma si aplicamos a al estado impar tendremos un estado proporcional al estado
par. Por esto las distribuciones de probabilidad tienen este desplazamiento de un fotén
Este comportamiento oscilatorio se repite en el grupo Cj de la siguiente forma, en
este caso cada uno de los estados puede ser obtenido aplicando el ogerador de aniquila-
cién a sucesivamente al estado ‘@/141)(a)> de la siguiente forma: ’@/}f (a)> x a ‘¢§1)(a)>,

‘1/1513)(@)> x a? ‘wil)(a» y ‘w£4)(a)> x a3 ‘wff)(a» de forma que cada uno de ellos son
desplazados un fotén con respecto a los otros en la estadistica de fotones; ademas la
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Figura 5.3. Pardmetro de Mandel para los estados del grupo Cy (derecha) y Cy (izquierda).
El cédigo de colores es igual al de la fig.(5.1))

probabilidad tiene valores diferentes de cero para un cierto nimero de fotones médulo 4,
como puede verse en la (fig. 5.2)
{(an)

En el caso del parametro de Mandel, el cual se define como @y = Sy con (An)2 =

(n?) — (n)’. Este pardmetro nos da informacién del tipo de estadistica de fotones que se
tiene dado que compara la anchura de la distribucion del niimero de fotones con respecto
al promedio. Para valores mayores que 1, es decir la anchura es grande con respecto
al promedio se tienen estadisticas superpoissonianas donde los fotones tienden a venir en
paquetes (bunches), para valores menores que 1, donde la anchura es pequena con respecto
al promedio se tienen estadisticas subpoissonianas donde los fotones tienden a venir de
uno en uno (antibunching) y para el valor limite 1 se tiene una estadistica poissoniana
donde los fotones llegan en paquetes de un ntimero aleatorio de fotones.

Para el estado par ’wél)(a) de (5 tenemos una estadistica superpoissoniana y para

el estado impar \1/152) (a)> se tiene una estadistica subpoissoniana. Esto es debido a que el
estado par tiende a un estado de cero fotones cuando p es pequena y el estado impar se
indetermina en este caso. Ambas estadisticas tienden a una poissoniana cuando la norma
de a = pe'® es grande.

Para el grupo Cj se tiene una estadistica superpoissoniana para el primer estado y
una estadistica subpoissoniana para los demas estados cuando la norma p es pequena
debido a que el primer estado se vuelve un estado con cero fotones en ese limite y los
demas estados se indeterminan. Sin embargo esto cambia para valores mas grandes de p
en donde el comportamiento oscila entre subpoissoniano y superpoissoniano y finalmente
se vuelve poissoniano cuando la norma p es grande.

5.7. Estados cristalizados de dos modos

De manera analoga a la de los estados cristalizados de un modo, se pueden definir
estados de dos modos («, 5) que porten la representacion irreducible de grupos puntuales
de la siguiente forma

99, 8)) = NO(a, 8) Y 1 (gr) ar, ) (5.11)

r=1
donde ahora «,, (3, denotan la accién del elemento del grupo g, sobre los parametros
complejos a, ( respectivamente.
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La forma de definir los estados cristalizados de dos modos que porten las represen-
taciones en la Ec. , no es la unica forma de obtener estados de dos modos con
superposiciones de estados coherentes; por lo cual se plantea realizar un estudio a futuro
de los tipos de estados de dos modos que pueden definirse y observar la conveniencia de
éstos.

Como ejemplo se presentan los estados que portan la representaciéon del grupo ciclico
Cs, los cuales son

(0, 8)) = NO(a, 8) (Ja, B) + |-a, =),
¥ (0, 8)) = N®(a, B) (Ja, B) — |—a, =)
que denominaremos como estados par e impar de dos modos. Asimismo para el caso del

grupo CYy los cuatro estados que portan las representaciones irreducibles del grupo pueden
ser escritos como

ViV (e, B)) = NW(a, B) (|ov, B) + lic, i) + | —a, —B) + |—ier, —iB)),
P (0, 8)) = NP (a, B) (o, B) + i |icv, iB) — |—a, —B) — i |[—icr, =if3)),
VP (0, 8)) = NP (a, B) (o, B) — licv, i) + |~ —B) — |—icr, —iB)),
Vi (0, 8)) = NW(a, B) (o, B) — ilicv, iB) — |—a, —B) + i |[—icr, —if3)) .

Este tipo de estados presentan enredamiento el cual sera estudiado a continuacion.

5.8. Enredamiento de estados cristalizados

En esta seccion se explora una forma de calcular el enredamiento entre dos modos
para los grupos ciclicos. Esta forma de calcular el enredamiento via la entropia lineal o
de von Neumann se basa en la descripcién de los estados ciclicos bipartitas por medio de
los estados ciclicos unimodales.

Los estados cristalizados como los estados par e impar (lo cuales portan la represen-
tacion del grupo ciclico Cy) y los estados comprimidos tienen caracteristicas estadisticas
diferentes a aquellas de los estados coherentes [70,71]. Existen varfas propuestas para la
generacion de estos estados. Por ejemplo la evolucion de un estado coherente a través de
un medio dispersivo [72], otros usan la evolucién de un estado coherente en un medio no
lineal birrefrigente [73,74] y otros mediante la evolucién dindmica de la interaccién con
un atomo y el campo electromagnético [75-77].

La generalizacién de los estados ciclicos a dos modos (a, ) para el grupo C,, puede
ser obtenida mediante la siguiente ecuacién

[V (a, B)) = Ni(a, B) 57 UDCD |t et g), (5.12)
s=1

como puede observarse se ha utilizado la misma forma del estado para ambos modos, esta
definicién no es unica por lo que existen varias formas de definirlos.



Capitulo 5. FEstados Gaussianos, coherentes y cristalizados 65

Para calcular el enredamiento primero se reescribira el estado ciclico bipartita ‘w(’\) (o, B )>

como una superposicién de los estados de un modo |p* > ‘L/J (B >

Sustituyendo las expresiones para «a, 3 de la Ec. 1) en la Ec. 2|) podemos escribir
entonces los estados de dos modos en términos de superposiciones de productos de estados
de un modo

) M@ B) K&K DOV =N 1)‘¢ ®( >‘¢(A”)(6>>
P B) =T 5w v Py R )

la suma 27, pls~ A=A =241 pyede realizarse mediante la serie geométrica, dando como
resultado que solo es diferente de cero cuando la cantidad A — X' — X’ +1 = 0, —n; por lo

que podemos concluir

n

1 (s—1)(A=X\'— )\/'—1—1)_5

ﬁz,u — ON' (A=N+n+1)mod(n)
s=1

utilizando este resultado la Ec. (5.13)) puede reescribirse como

() [$X(8))
Xzzl Ny(a)Ny(B)

La matriz densidad asociada al estado de la representacién A, es

N, ) (@) [2(8)) (82 ()| (8O (8)]
P3Py Ny (@M DN @V, ()

N=17%_1 A

N'=X=X+n+1mod(n). (5.14)

[0V (a, 8)) =

n

PN (o, B) =

Tomando en cuenta que los estados ciclicos de un sélo modo pueden ser tomados como una
una base completa de estados para caracterizar el sistema bipartita, es posible obtener
informacion sobre el enredamiento. En especifico las matrices reducidas de los modos uno
y dos se escriben como

_AR(0,) (@) (W) N, B) & [#2(8)) (v (8)|
= N(Nz(B) 7 = NL(BN(a)

donde se ha hecho la traza parcial sobre los estados diferentes estados del segundo
modo: ’1/)“ )> en el primer caso y en el segundo se ha hecho la traza parcial sobre

(aaﬂ) =

n? n?

los estados ‘1/1(’\ )(a)>. Estas matrices reducidas son diagonales por lo que la entropia de
von Neumann y la lineal pueden obtenerse como

A n NQ(OZ,ﬂ) ,/\/'2(0(,6)
Sy, B) = = X, 45 VDN 1“( 2 Nf(a)lzvf,(ﬁ))’

2
by NE (o,
S (e, ) =1 -5 1( = )N3<a)1N§(ﬁ>> ’

con i’ = X —i+n+ 1mod(n). De esta forma es posible el calculo de estas entropias para
cualquier grupo ciclico.

(5.15)
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Como ejemplo se calcula el enredamiento para los estados par e impar de dos modos
que portan la representacién del grupo Cy

B0, 8)) = Nl B) (|, B) + |-, =) ,

con constante de normalizacién No(a, 8) = 1/(2(1 £ e~2°"=28")  Para calcular sus en-
tropias lineal y de von Neumann utilizamos los estados para e impar de un sélo modo,

[W®()) = Ne(@) (|a) £ |=a),  |[¢F(8)) = N(B) (18) + |-5)) ,

los cuales tienen las siguientes constantes de normalizacién Ny (a) = 1/(2(1 + e~2l’),
Ni(p) = 1/(2(1 = e_2|5|2). Al aplicar la Ec. (5.15) tenemos entonces que las entropfas
pueden escribirse como

(r,8) NE (a,8)
S\(/J;\)/(aaﬁ) =1 Zz 1 N2 )NQ(B) In { = Nf(a)1N3(6)>’

(=) 12 N2 (a,B) N2 (,8) 1
Syn(e, ) =1 X w2\ "1 mew M(ﬂ))

(+) 1-e2lal®y (1¢I5
S (e, B) = (2(1i62\a)\g+2lﬁ|2)2)’

con N7 = N,, Ny = N_mod(2). Es posible demostrar que los limites cuando los pardme-
tros «, (§ tienden a infinito son

1

+ +
SUN (0 A)lagsee = M2 L (0 B)lagee = 5,

el cual corresponde a un estado maximamente enredado en un espacio de Hilbert de dos
dimensiones. Este comportamiento resulta ser general para los estados ciclicos, es decir
los estados que portan la representacion del grupo C), tienen como limite

1
SVN(O[l, s 7()[71)‘041,...,0471—)00 — lnnu SL(O(l, s 7an>|a1,.‘.,an—>oo — Ea

independiente de la representacién que utilicemos. Por lo tanto tienden a ser estados
maximamente enredados.



Capitulo 6

Resultados

En este capitulo presentamos los resultados mas importantes, los cuales son: el estudio
de la evolucién de estados Gaussianos bipartitas en Hamiltonianos cuadraticos como el
amplificador paramétrico y convertidor de frecuencias, la obtenciéon de la dindamica del
enredamiento entre los dos modos de los estados Gaussianos, la obtencion de bases que
portan la representacién irreducible de los grupos SU(1,1) y SU(2) y que ademés son
solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo de estos sistemas para-
métricos, ademas de la obtencion de dos criterios de separabilidad de estados de variable
continua en términos de la representacién tomografica para los sistemas dinamicos antes
mencionados.

Para la obtencion de la evolucion de los estados Gaussianos bipartitas en los proce-
sos paramétricos de amplificacion y conversion de frecuencias se calculan los invariantes
lineales, los cuales permiten la obtencién del propagador del sistema y posteriormente la
funcién de onda al tiempo t.

6.1. Invariantes dependientes del tiempo para procesos
paramétricos

Los invariantes dependientes del tiempo para el amplificador paramétrico y el conver-
tidor de frecuencias son obtenidos en esta seccion. Estos invariantes son posteriormente
utilizados para el calculo de varias propiedades dinamicas de los estados Gaussianos. Es
posible definir invariantes dependientes del tiempo que forman el algebra SU(1,1) y SU(2),
con la ayuda de estos invariantes se obtienen bases que portan la representacion de dichos
operadores y que ademas son solucion de la ecuaciéon de Schrodinger con dependencia
temporal.

6.1.1. Amplificador

En esta seccion se determinan los invariantes dependientes del tiempo para el Hamil-
toniano del amplificador paramétrico

H = ﬁwaaTa + hwbbTb — hk (aTbTe—iwt + abeiwt) ‘
Los invariantes dependientes del tiempo son operadores A(t) que cumplen

Dy —o0= Z_lh[A(t), H)+ ;A(t) | (6.1)
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Para Hamiltonianos hasta cuadraticos, los operadores A(t) son lineales en los ope-
radores de creacién y aniquilacion [2]. Para el amplificador paramétrico, se propone un
invariante de la forma

A(t) = M(t)a + X ()b + As(t)al + N (2)bT

el cual sustituyendo en la Ec. (6.1)) lleva a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopla-
das

)'\1 — i)\lwa — ik>\4€th =0 y }\4 -+ i)\4wb —+ Zk')\leiiwt =0 s
).\2 — i)\gwb — ik)\geth = O, ).\3 + i)\gwa + ’i]{)\ge_th =0. (62)

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales, se consideran los cambios de
variable \; = e“alg; v \y = e “lg,, junto a Ay = e“*lgy y A3 = e “algs. Sustituyéndolas

en la Ec. ([6.2)), se llega a

91 = ik@l:ﬂtg4, 94 = —Z'kieil:ﬂtgl, (63)
gQ = ikelﬂtg?n 93 = _ikeilﬂtg%

donde 2 = w — w, — wy. Derivando una segunda vez las expresiones en ([6.3)) se obtiene la
siguiente ecuacion para g,

g1 — Qg — kg1 =0,

cuya solucién, con las condiciones iniciales ¢;(0) = 1y g4(0) = 0, es

) 1)
gi(t) = /% (cos vt — ;— sin mﬁ) :
v

L
g4(t) = B =i it , (6.4)
v

con v = /Q2/4 — k2. Esta solucién se obtiene pensando que v € R (Q%/4 > k?), sin
embargo uno podria pensar que v € T (22/4 < k?) y por lo tanto las funciones periédicas
de la Ec. se vuelven funciones hiperbélicas.

Se hace notar que las ecuaciones diferenciales que deben cumplir gs y g3 son completa-
mente analogas a las que cumplen ¢; y g4. La tnica diferencia son las condiciones iniciales
g2(0) = 0y ¢g3(0) =0, por lo que la solucién para todo tiempo es g2(t) = g3(t) = 0. Estas
soluciones sirven para determinar el invariante lineal dependiente del tiempo que cumple
A(0) = a, al cual llamaremos A.

Si ahora se consideran las condiciones iniciales ¢;(0) = 0, ¢2(0) = 1, ¢3(0) = 0,
94(0) = 0, se tienen las mismas soluciones que en el caso anterior haciendo las sustituciones

92(t) = g1(t),  g3(t) = ga(t)

en la Ec. (6.3)). El invariante lineal dependiente del tiempo con estas condiciones iniciales
cumple que A(0) = b, por lo cual es llamado B
Sustituyendo ambas soluciones se llega a las expresiones
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A(t) = ¢ 3teiat (cos vt— o sin ut) a —ie Tt et " gin pt bl

v v
B(t) = e'ateit (COS vt — o> sin 1/25) b—ie 2l ™!  gin pt af, (6.5)
v v

con las cantidades 2 = w — w, —w, y v = /022/4 — k2.

Los operadores invariantes del tiempo de las cuadraturas son definidos como P; =
i(AT — A)/V2, Py = iyJwy/2(Bt — B), Q1 = (A+ A" /V2 y Q2 = (B + BY)/\/2wy, los
cuales pueden ser escritos explicitamente.

Para la matriz S que define a los invariantes lineales de las Ecs. y se
presentan a continuacién cada una de sus matrices por bloques. Para el caso de v; se
tiene

(vi)in = cos((£2/2 4 w,)t) cosvt + 2Q sin((£2/2 + w,)t) sin vt
v

(V)12 = y\];chSin((Q/2+wb)t>Sinyt’

(Vi) = k\f?b sin((Q/2 + w,)t) sin vt
(Vi)ea = cos((€2/2 + wp)t) cosvt + 2QV sin((£2/2 + wp)t) sin vt . (6.6)

La matriz u; puede ser obtenida con

Q
—(uy)n = sin((2/2 + w,)t) cosvt — 3 cos((£2/2 4+ w,)t) sinvt,
v

—(uy)p = —k\i@ cos((2/2 + wp)t) sin vt
—(uy)y = —k\li@ cos((Q/2 + w,)t) sin vt
—(uy)ee = (sin((£2/2 + wy)t) cos vt — 2?/ cos((2/2 4 wy)t) sin vt)wy, . (6.7)

Asimismo la matriz vy esta definida como

(va)11 = —sin((2/2 4+ wq)t) cosvt + 2?/003((9/2 + wg)t) sin vt ,
(va)12 = — y\];Ub cos((£2/2 4+ wp)t) sinvt ,
(va)ar = — b cos((Q2/2 + w,)t) sin vt

vy/Wy

(va)oe = (—sin((2/2 + wy)t) cos vt + 2QV cos((£2/2 4+ wp)t) sinvt) /wy, . (6.8)
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También la matriz us puede ser descrita por

Q
—(ug)11 = cos((2/2 4 w,)t) cosvt + % sin((Q/2 + w,)t) sin vt

—(up)12 = —k\i@ sin((Q/2 + wy)t) sin vt ,
ko :
—(ug)g; = _V\/ch sin((2/2 + w,)t) sinvt
—(ug)ee = cos((2/2 4 wy)t) cosvt + QQV sin((€2/2 + wy)t) sin vt . (6.9)

De los invariantes lineales se pueden obtener los operadores de creaciéon y aniquilacion
en el esquema de Heisenberg, los cuales se escriben como

alt) = eIt iwat (a(O) (COS(Vt) + ;Sin(l/t)> +b7(0)— sm (vt) >
v

b(t) = gt et <b(0) (cos(ut) + 2Sin(1/t)> +af —sm (vt) )
v
Asimismo los invariantes dependientes del tiempo para el caso resonante (w = w, +w,
2 =0), son

A = eat cosh(kt) a — ie~ ™! sinh(kt) b7, B = e™! cosh(kt) b — ie~ ™' sinh(kt) af

Para este mismo caso los operadores en el esquema de Heisenberg estan dados por

a(t) = et {cosh (kt) a(0) + isinh (kt) bT(O)} ,
b(t) = e ™t {cosh (kt)b(0) + i sinh (kt) aT(O)}

Se hace notar que a los tiempos ¢t = nn/v, con n entero, los invariantes (P, Q)
para ambos modos 1 y 2 pueden ser escritos como una rotacion de los operadores de
cuadraturas p y ¢ correspondientes; los dngulos de estas rotaciones son ((2/2 4 w,)n7w/v)
y ((2/2 4+ wy)nm/v), respectivamente, es decir

()= o (L nm,) o raml (2

donde 7 = 1, 2. Estas expresiones son transformaciones locales de las cuadraturas origi-
nales, por lo que es de esperar que el enredamiento en los tiempos t = nm/v sea el mismo
que al tiempo t = 0, independientemente del estado inicial.

6.1.2. Convertidor

De la misma forma que en el caso del amplificador paramétrico, el convertidor de
frecuencias tiene 4 invariantes lineales dependientes del tiempo que son independientes
entre si. Se propone que la forma de estos invariantes es
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A(t) = M(t)a+ Xa(t)b 4+ As(t)al + My (8)bT
al sustituir en la Ec. (6.1)), to mando en cuenta al Hamiltoniano de la Ec. (4.37)

H = hwaa'a + huyb'd + bk (aTbe_M + abTem> :

se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

{.\1 =1 (wa)\l + ]{/\2671'&11‘/) - )'\2 =3 (Wb)\Q + k,)\leiwt) :
A3 = —i (waks + kAge™) | Ay = —i (wphs + kAge™)

realizando las sustituciones \; = gie™at, Xy = goe™bt, \3 = gge @l y Ny = gue” ! es
posible desacoplar las ecuaciones diferenciales como

g1 — Qg + kg1 =0, go = ikgie ™, (6.10)
gs + 123 + k293 = 0, gy = ikgse™™,
donde en este caso (2 = w — w, + wyp. Si pedimos que al tiempo cero el invariante coincida

con el operador a. Tenemos que imponer las condiciones iniciales: g;(0) = 1, g»(0) =
93(0) = ¢4(0) = 0. La solucién para dicho caso es

A\ = " ¥/2piwat (cos vt — ©r sin ut) , Ay = e’ZQt/Qe“"”tZ— sin vt,
2v v
con v = 4/k? + Q2 /4, y las demés variables A\3 = A\; = 0. Si ahora queremos que al tiempo

cero el invariante coincida con b, entonces se tienen las siguientes soluciones

~ ik _- - i)
A\ = " W/2eiwat g it Ao = W/ 210t [ cospt + —sinvt | |
v 2v
en esta ocasion también Ay = A3 = 0. Por lo que con estas dos soluciones se definen los
invariantes

2v

A(t) = e®¥/2eiwat (cos vt — Lgin ut) a+ e H2etnt B gin it b, (6.11)
B(t) = e"/2ewat it gin pt q 4 e~ UM/ 2giwnt (cos vt + 2 sin Vt) b.

Podemos ver que para los tiempos t = n7/v (con n entero) los invariantes lineales pueden
escribirse como

A(Tlﬂ'/l/) — eiQnﬂ/Veiwamr/y (_1)71 a, B(t) _ A(nﬂ'/l/) _ e—ier/ueiwbmr/u (_1)71 b,

es decir a estos tiempos los invariantes lineales son iguales a los operadores originales
por una fase y debido a ello se espera que el enredamiento a esos tiempos sea el mismo
que aquel a tiempo cero. En los tiempos de que exista la conversion total del modo a
en el modo b, el enredamiento también sera el mismo, dicho comportamiento también se
presentara cuando exista una conversion cercana a la completa.

En el caso resonante (€2 = 0), los invariantes se escriben como

A = et cos(kt) a + ie™sin(kt) b, B = e cos(kt) b + ie™ sin(kt) a. (6.12)
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Definiendo los operadores de cuadraturas P, = i(Af — A)/v/2, P, = i\/w,/2(Bt — B),

Q1= (A+ AN/V2 y Qs = (B + B')/\/2wy, se puede obtener la relacién matricial de la
Ec. (4.3) para el convertidor de frecuencias con las matrices por bloques:

Para v; se tie

(V1)11
(V1)12
(V1)21

(V1)22

La matriz u,
—(111)11
—(111)12
—(111)21
—(111)22

En el caso de

(V2)11
(V2)12
(V2)21

(V2)22

ne

Q
= cos ((Q2/2 + w,)t) cosv.t + 5 sin((2/2 + w,)t) sin vt ,
k
- ™ sin((Q/2 — wy)t) sinv,t,

k
_ Yk sin((2/2 4+ w,)t) sinv,t,

c

Q
= cos((2/2 — wy)t) cos vt + 5

Ve

sin((Q2/2 — wp)t) sin vt . (6.13)

puede escribirse como

Q
= sin((2/2 + w,)t) cos vt — 5 cos((£2/2 4 w,)t) sinv,t

Cc

k
= kv cos((2/2 — wy)t) sin vt ,

Ve

k
VT cos((Q2/2 + w,)t) sin vt

Ve

= (—sin((2/2 — wy)t) cos vt + QQ cos((2/2 — wp)t) sinv.t)wy . (6.14)

C

Vo, tenemos

= —sin ((©2/2 4+ w,)t) cos vt + 2{2 cos((£2/2 4 w,)t) sin vt ,

Ve

k
= — o cos((Q/2 — wy)t) sinv,t,

k
= — o cos((Q2/2 + w,)t) sin vt ,

= (sin((2/2 — wp)t) cos vt — 2{2 cos((2/2 — wp)t) sinv.t)/wy,.  (6.15)

Ve

Finalmente, la matriz u, es

Q
—(ug);y = cos((2/2 4 w,)t) cos vt + 5

sin((Q/2 + w,)t) sin vt

Cc

—(u2)12 = kye sin((Q/2 — wy)t) sinv,t,

Ve

k
—(ug)yy = — sin((2/2 4 w,)t) sin vt

Q
—(ug)22 = cos((2/2 — wp)t) cosv.t + 5

Ver/Wh

sin((£2/2 — wp)t) sin vt . (6.16)

C
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También se puede obtener la evolucién de los operadores de aniquilacion en el esquema
de Heisenberg,

a(t) — e—i(%+wa)t {(cos vt + % sin l/t) a — @% sin th% ,

b(t) = e—i(F—wn)t {(cos vt — % sin I/t) b— z% sin vta

Y

que en el caso resonante se escriben como

a(t) = et {cos (kt) a(0) —isin (kt) b(0)}, b(t) = e~ {cos (kt) b(0) — isin (kt) a(0)},

podemos ver que a un tiempo t = 7/2v, a(w/2v) = —ie'¥b, b(w/2v) = —ie'?a, se inter-
cambian los operadores de aniquilacion de ambos modos. En este tiempo se lleva a cabo
la conversion total del modo b en el modo a

6.2. Operadores invariantes del algebra SU(1,1)

Haciendo uso de los invariantes lineales dependientes del tiempo y de las bases que
portan la representacién del dlgebra SU(1,1), podemos construir soluciones a la ecuacién
de Schrédinger dependiente del tiempo para los procesos paramétricos. Para su cons-
truccién se sigue el siguiente esquema: se definen operadores invariantes dependientes del
tiempo que son generadores del algebra SU(1,1). Con la ayuda de los estados coherentes de
SU(1,1), los cuales definen una representacién diferencial de los invariantes en el espacio
de Bargman-Hilbert, se obtiene y resuelve la ecuacion de Schrodinger para un estado de
minima proyeccion, los demés elementos de la base son obtenidos mediante la aplicacion
del operador de ascenso del 4lgebra.

Podemos definir operadores invariantes del algebra SU(1,1) en términos de los opera~
dores de creacion y aniquilacion invariantes (A, AT, By BT), siguiendo la misma estructura
de los generadores del algebra establecidos en el Capitulo 4 de la siguiente forma

1
K, =A'BT, | K_.=AB, Ky,= 5(ATA+ BB +1),

donde dichos operadores cumplen con las relaciones de conmutacién de la Ec. (4.25).
Estos invariantes son escritos en términos de los operadores del algebra K., K_ y K, de
la siguiente forma

Ky =2 K 4o K +a3Ko, Ko =y K_+yo K +ysKo, Ko = 21 Ko+2 K, +2z3K_, (6.17)

con
r1 = e “(2ucosvt + Q) sinvt)?/(4v?),
Ty = —e(k?/v?) sin? vt
x3 = —(k/v?) sin vt(—iv cosvt + Qsinvt),
y ademas
Y1 :'1'?7 Y2 :l;? Ys :33§a

21 =1+ (2k2/V?)sin® vt, 2z = —e ™ix3/2, 23 = —e™ix}/2,
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Para obtener la base que porta la representacion de estos operadores invariantes prime-
ro se define un estado de minimo peso W>, el cual cumple con las siguientes propiedades

W) =0, Ko|W)=Ww|W),
para obtener dicho estado se proyecta en los estados coherentes no normalizados |(} vistos
anteriormente, es decir

(IR W) =0,

utilizando la relacion de los operadores invariantes en términos de los operadores no
invariantes Ec. y la representacion diferencial de los operadores K, K_ y K en el
espacio de Bargman-Hilbert Ec. entonces se tiene la siguiente ecuacion diferencial
que debe de cumplir el estado de minimo peso

9 0 9 _
{ylag* + 12 <2wg* + CQ@(*) + 13 <W + Cag) } [(W) =

cuya solucién es

Y (C) =Ny +¢)™"
donde N es una constante de normalizacién y v = e™! (% cot vt + %) Imponiendo la
condicién de normalizacion con la métrica de los estados no normalizados Ec. (4.33)):

/wﬁ/(C*Wﬁ/(C) 2 =
(

1— |<“2)72W+2 -

se tiene la siguiente integral

*) —2W (o % —2W
m(1 —|¢[7) 2
la cual puede escribirse en coordenadas polares con la sustitucién ¢ = pe’® y mediante la
propiedad

d*¢,

& F(y+m)xm
(I+2)" = T(y)m!

se llega a la relacion

N2(2W—1) Zoo r2W+m) L(2W+m’) 1 x
m+m +1 2T . o/
f dp v dper®m=—") = 1.

la integral sobre la fase ¢ es 1gual a 27r5m7m/, dando como resultado

1
(2W +m) 1 P2
2N?(2W — 1) }: d _
W — < 2W)m| ) |7’2(2W+m) / p(l IR p2)_2w+2 )

f p2mt1 mID(2W)
0

(1 p2) 2W+25 7 T (2W+m

donde la integracién sobre la norma p es (2W —

y» por lo
que la condicién de normalizacién puede verse como
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= I'(2W +m) 1
2
N Z F(QW)m' ‘7‘2(2W+m) o

m=0

la cual se escribe también como

2W
N? ( I’ ) _,
™ \y)? -1 ’

por lo que la constante de normalizacion es

N=(yf-1)".

Tomando en cuenta la constante de normalizacion, el estado de minimo peso puede
escribirse como

* 2 w *\ —
b (@)= (" =1)" G+
Posteriormente construimos un estado que sea solucién de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo de la siguiente forma

Vi (¢ 1) = vy (C)T(@),
donde T'(t) es una funcién solamente del tiempo. Sustituyendo dicha funcién en la Ec. de
Schrodinger dependiente del tiempo

d .
H\IIVNV(C*v t) = Z%\PW(C 7t)7

y utilizando la forma del Hamiltoniano de la Ec. (4.24]) y la representacién diferencial de
los operadores de la Ec. (4.36)), se obtiene

Hog €0 =1 (T 5 0() + v 5 T0)

al simplificar los términos de la ecuacién anterior uno puede notar la propiedad H1; (¢*)—

igww(g*) = —Wuwip5(¢*). Por lo que la Ec. de Schrédinger se reduce a la expresién
d
—WuwT'(t) =1i—=T(t
WI'(t) =i T(t),

la cual tiene como soluciéon

T(t) _ ez'th.

Finalmente la soluciéon para el estado de minimo peso que porta la representacion de
SU(1,1) y que es solucién de la ecuacion de Schrodinger se expresa como

* iWw 2 w x| —
Vi (¢ ) =™ (P =1) " (v +¢)7Y,
puede demostrarse que esta es una funciéon propia de los operadores invariantes Ky y
K? = $(KyK_ + K_Ky) — K, es decir

KO\IIVNV<C*7t) = W\PW(C*a t)? K2\Ijﬁ/(<*vt> - W(l - W)@W(C*,t),
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demostrando que el peso minimo es igual a W, por lo que hacemos la identificacion
W =Ww.

Una vez definido el estado de minimo peso podemos obtener los demés estados, me-
diante la accion de K7} al estado de minimo peso

o Tew) N\
Win(CF,t) = <n'F(2VV—|—n)> K% Wy, (¢7, 1),

al tomar la representaciéon diferencial del operador K, ; este estado puede ser escrito como

LW +n

1/2
Y€1) = ( n!F(QW))> (P = 1) 0t (1 ¢y )Y

con las siguientes propiedades

KoWwn(C*,t) = (W + n) W (C7, 1),
KU (C*, 1) = /(0 + D)W + n) W1 (¢ 1),
K U, (C*, 1) = \/n(2W +n — 1) Wy, _1(C* 1),
K2\I’W,n(c*vt) = W( - W)\IJW,n(C*7t)'
Estos estados forman una base que porta la representacion irreducible del grupo
SU(1,1) y ademés son soluciéon de la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo.

Debido a estas propiedades es posible que sean ttiles en el estudio de la evolucion de
otros estados en el amplificador paramétrico.

6.3. Operadores invariantes del dlgebra SU(2)

De forma andloga al dlgebra SU(1,1), podemos definir operadores invariantes que cum-
plen las relaciones de conmutacion del dlgebra SU(2) mediante los invariantes A, B y sus
hermiticos conjugados, de la forma

Jo = ;(ATA —B'B), J.,=A'B, J_=AB",

estos invariantes pueden escribirse en términos de los operadores J,, J_ y Jp, como

JJr = 1'1J+ + l'gjf + SC3J0, J_ = le, + y2J+ + ’y3J0, Jo = 21J0 + 22J+ + Zg:],,

donde
x1 = e ! (2u cosvt + iQsinvt)?/(4v?),
Ty = e (k? /v?) sin® vt,
x3 = —(k/v?) sinvt(—2iv cos vt + Qsin vt),
y ademas

B * B * - *
Y1 =21, Y2 = Ty, Yz = T3, .
21 =1—=2(k?/v?)sin® vt, zp = e ™la3/2, 23 = e™'a}/2,
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Para obtener una base que porte la representacion irreducible de estos operadores
definimos el estado de minimo peso ‘W>, el cual cumple

W) =0, Jo|W)=-W|W),

proyectando en los estados coherentes no normalizados de SU(2) (4.41)) y usando la rea-
lizacién en el espacio de Bargmann-Hilbert (4.42), tenemos que

0 ) L 0 9 .
{ <W+c g)“’2<2<W‘<2a<*>+y3ac*}{<'w>:0

cony; = —2@'% sin vt (cos vt — ;Q sin ut) Yy = e~ Wt (COS vt + sm Vt) VY3 =€

Dicha ecuacion diferencial tiene solucién

iwt k2 sin? vt.

Vi (C) = N{¢W) = N(¢"+ 7)™

donde v = et (2% cot vt + %) y N es una constante de normalizacién. El estado norma-
lizado debe cumplir

2W+2

V(W ()
QW + B =1,
/ et

utilizando el teorema binomial esta expresion puede ser reescrita en coordenadas polares
¢ = pe'® como

o) 21
2W 2W prtmL o
oW —m 2W m/ ip(m'—m) __
(2W+1)N Z v ( o )( o >/dpﬂ(1+p2)2w+2/d¢e =1
0 0

m,m’=0

la integral sobre la fase da como resultado 2md,, ./, por lo que la integral sobre la norma
es

o

pmt - mllCW —m +1)

0

de forma que al imponer la condicién de normalizacién expresada como N2(1+|y|*)*V =1,
la constante de normalizaciéon queda determinada por

1
(1+ )W
mediante esta constante el estado de minimo peso puede expresarse finalmente como
1
b (C) = e (C )Y, (6.18)
v (1+ "W

este estado cumple Jotog(¢*) = =W (¢*) por lo que el valor del pardmetro W=Ww.
A través del estado de minimo peso podemos obtener soluciones a la ecuacion de

Schrodinger dependiente del tiempo para el convertidor de frecuencias, cuyo Hamiltoniano

puede expresarse en términos de los generadores de SU(2) hasta una constante como
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H = h(w — Q) Jy + hk(Je ™ + J_e™h),

proponemos la solucion de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

V(1) = i 50w (¢ 1),

de la forma

Wy (C7, 1) = hw (C)T'(2),

donde 9y (¢*) estd dada por la Ec. (6.18)) y T'(t) es una funcion sélo del tiempo. Utilizando
la propiedad

d
Hip (¢) = i (C) = wWW b (€,

puede demostrarse que la ecuacién diferencial que cumple T'(t) es

d
—T'(t) = wWT(t
Zdt ( ) w ( )7
cuya solucion es
T(t) _ 6_int,

por lo que el estado de minimo peso que porta la representacion para los operadores
invariantes y ademas es solucion de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es
1
2
(1+ )™
Los demas estados dentro de la base Wy, (C*,t) pueden obtenerse mediante la aplicacion
del operador de ascenso J} al estado de minimo peso, esto es

qu(C*7t) — e—int(C* + 7)2W‘

F'ew —n+1
nlI'(2W + 1)

) 1/2

dando como resultado

rew+1 \" 1 —
( + ) )) ( We—sztezwnt(l o C*’Y*)n(c* + ,y)QW—n‘

ql n *7t =
wn(C 1) (n!F(QW—n+1 1+ v[%)

Empleando la notacién de momento angular donde el valor del momento angular es j = W
y la proyeccién en Jg es m = —W + n, se tiene

(2) )”2 .
GmlG=ml) 1+

Como puede verse de la expresion anterior el estado no puede tener una proyecciéon mayor
a m = j debido a que el factorial (j —m)! se harfa negativo y la expresién para el estado

Byn(C 1) =( (1 _ oy )
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serfa cero y tampoco podemos tener una proyecciéon menor a m = —j dado que (j +m)!
se haria negativo y el estado tenderia a cero.
Por otro lado este estado cumple con las propiedades

2050 (¢ 1) = 5 (5 + 1) (¢ 1),
Jo\Iijm(C*, t) = m\Iij((*, t)a
T W5n(¢5 1) = /(G = m)(G +m+ D)W a(C 1),
ToWn (G 8) = /(G +m) (= m+ 1) W (C7 1),
con J? = %(JLFJ_ +J_Jy) + J2. El estado de maximo peso es aquel que cumple con la
ecuacion JLW; ;(C*,t) = 0 y tiene la forma explicita

\Ijj,j(c*at) — eiwjt(l o C*V*)Qj'

(14 Y%

De igual forma que con el amplificador paramétrico tenemos con los estados VU, (¢*, t)
una base completa de funciones que portan la representacién irreducible del grupo SU(2).
Su importancia radica en que son solucién de la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del
tiempo para el convertidor de frecuencias y por lo tanto el estudio de la dinamica de otros
sistemas puede ser realizada mediante esta base.

6.4. Evolucién temporal de estados Gaussianos en
Hamiltonianos cuadraticos

En la presente seccién, se estudia la evolucién de un paquete Gaussiano bidimensional
en un Hamiltoniano cuadratico. Dicha evolucién temporal se obtiene mediante la funcion
de Green la estd relacionada con los invariantes dependientes del tiempo del sistema [2].
Dicha funciéon de Green puede escribirse como

1 l - - ~ _
27T\/WWe:><;p{—2<—yv21u2y—2yv2lx—l—xvlv21x)} ,  (6.19)

donde y y x son vectores columna y el vector X significa la transposicién de x (un vec-
tor renglén), y las matrices uj, uy, vi y vo son aquellas que relacionan los operadores
invariantes con los operadores de cuadraturas de la Ec. (4.3]).

La funcién de Green de los Hamiltonianos cuadraticos es una funcién Gaussiana de
dos coordenadas, lo cual implica que la evolucién de un estado Gaussiano sera también
un estado Gaussiano. El estado general Gaussiano inicial estd dado por

Gy, x; t) =

QMX):]V@®<—iA0X%—EGx), (6.20)

donde la constante de normalizacién es N = ,/2/7 (det Ag)'/* e~ BcAc'Be y ¢ =

(1, 3) es el vector transpuesto de x, Bg = (B, Bs), y donde hemos tomado la matriz
A como real y simétrica, esto es

Ag—1 ( T ) . (6.21)

4\ —aiz ax
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Usando el propagador de la Ec. (6.19)), la evolucién temporal de la funcién de onda
Gaussiana (6.20)) es calculada en la forma integral

by, 1) = / dx Gy, x; 1) ¥(x,0)

dando como resultado que para cualquier Hamiltoniano cuadratico en las componentes
de las cuadraturas, el estado al tiempo ¢ esta dado por la expresion

o ~ i~ ; _1\—1 -
Z'Ne%yvglmyei(Bcﬂyvg (Ac+ivivy!) T (Bativyly)

1) = :
vit) 2\/det(V2) det(Ag + fvivy )

con v;, u; dadas por la expresion . Cabe senialar que a pesar de iniciar con un estado
Gaussiano con una matriz Ag real y simétrica, terminamos con una evolucién Gaussiana
donde el andlogo a la matriz Ag es compleja y no simétrica, lo cual tiene implicaciones
sobre la matriz de covarianza. La expresion anterior sera utilizada posteriormente para el
calculo de las entropias lineal y de von Neumann.

Como ejemplos de estados Gaussianos tenemos los estados coherentes de dos dimen-
siones |ay, ), los cuales pueden expresarse como una funcién Gaussiana de la
siguiente manera

; (6.22)

1 e B 1 a2 L )2
(g, 20) = iz OXP (—2 ) + V20121 + V20510 — Z(al +aj) — Z(Oéz +a3)? ),
donde a; y s son los parametros complejos coherentes.
Ademas de los estados coherentes, también se estudian los estados de vacio comprimido
de dos modos. Dicho estado puede escribirse en términos del operador de compresion de
dos dimensiones aplicado al estado de vacio

€) = & b=¢a" 10, 0) |

donde el pardmetro & = re' es el pardametro de compresiéon. Mediante el procedimiento de
descomponer el operador de compresion, el estado de vacio comprimido puede ser reescrito
como

& = VIZIBES. B lnmy . 0<|f <1 (6.23)
n=0

donde hemos definido 8 = —e® tanhr, y los estados |n,n) denotan los estado de Fock de

dos modos para los haces senal y acompaiiante.
Usando la formula de Mehler [7§]

\/zexp (1 _152 [2Ba:y ! 252 (2% + yg)D =4/1— 32 i B, ()P, (y),

donde @, () es la eigenfuncién con n cuantos de un oscilador arménico unidimensional.
Puede ser mostrado que en la representacion de posicion el estado de vacio comprimido
con ¢ = 0 esta dado por
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U(xy, x9) = \/1% exp {—iegr(xl + \/be2)2 — 4116_2T($1 - \/chx2)2} )

con lo cual podemos observar que dicho estado es Gaussiano.

Un estado Gaussiano como hemos visto con anterioridad queda determinado univo-
camente por los valores esperados y su matriz de dispersion. Por esa razon mas adelante
se hablara sobre el calculo de la matriz de covarianza en términos de los operadores
invariantes dependientes del tiempo.

6.4.1. Evolucion de estados coherentes

La evolucién de los estados coherentes determinada por los Hamiltonianos cuadraticos
se estudia en esta seccién. Para ello se utilizara el formalismo de los invariantes lineales.
Sabemos que el estado con cero fotones cumple con la propiedad

al0) =0=U)aUu'(t)U(t)|0).

Mediante esta propiedad, la Ec. (4.10) y con los operadores de creacién y aniquilacién
invariantes dependientes del tiempo (A, AT), construimos un estado de vacio, el cual
cumple con la ecuacion

A0,t) =0, (6.24)

donde |0,¢) = U(t)|0). Es posible definir un operador de desplazamiento mediante los
operadores invariantes del tiempo como

D(a,t) = exp (a AT — o A) ,
el cual cumple con la propiedad,
D(a,t) = U(t)exp (a-a' — o -a) U'(t) = U(t) D(a)U' (1),
con D(a) = exp (a cal —a*- a) el operador de desplazamiento estandar. Mediante este
operador de desplazamiento construimos el estado coherente dependiente del tiempo
la,t) = U(t)D () |0) = U(t)D(a)UT()U(t) |0) = D (e, t) |0, 1), (6.25)

el cual es eigenvector del operador de aniquilacion

Ala,t) = ala,t), (6.26)

con |a,t) = U(t) e, t = 0), donde U(t) es el operador de evolucién del Hamiltoniano de
la Ec.(4.1)) no depende de los operadores

Debido a que los operadores de aniquilacion estan dentro del grupo de Heisenberg-Weyl
entonces el estado coherente de muchos modos puede expresarse como el resultado de un
operador de desplazamiento sobre un estado de vacio, esto es

o, t) = D (e, 1) |0, 1) ,

con el operador de desplazamiento definido como
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D (a,t) = exp <§n: (aiAI - afAi)> : (6.27)

i=1
y el estado de vacio definido por la Ec. (6.24]). Al hacer uso de la transformacion inversa

de la Ec. (4.9) podemos reescribir el operador de desplazamiento Ec. (6.27) de la forma

D (e ) = exp (ii({az )i~ (o)) Al — e (1) — e <u;>ik}ak)),

por lo que este operador puede expresarse como la multiplicaciéon de operadores de des-
plazamiento en cada uno de los diferentes modos iniciales

D(a.t) = [] D(ny).

k=1
donde
M = Z (e (17)g, — 0 (12)41.) 5 (6.28)
i=1
y D(a) = exp (a cal —a*- a). Vemos que el estado |a,t) serd un estado separable

siempre y cuando el estado vacio |0, t) sea un estado separable, debido a que el operador

de desplazamiento puede expresarse como una multiplicacién en cada uno de los modos.

Ademas se hace notar que si el Hamiltoniano de la Ec. no depende de los operadores

de creacién af o de sus cuadrados entonces tendremos que el estado vaci6 [0) = [0, - -, 0)

serd entonces un eigenestado del Hamiltoniano con valor propio igual a cero y de esta

forma puede concluirse que el estado vacio no cambiard en el tiempo (U(¢)|0) = |0)).
En ese caso la evoluciéon del estado coherente de muchos modos sera

n

o, t) = D (1) [0,1) = H (1) 10) = [n(2)), (6.29)

es decir el estado coherente se mantendra coherente en dicho Hamiltoniano. Donde el
parametro n del estado coherente en el tiempo estarda dado por la Ec. .

En el caso del amplificador paramétrico sabemos que los invariantes lineales A y B
dependen de los operadores de aniquilacién af y b' por lo que podemos concluir que los
estados coherente dejan de ser coherentes al evolucionar en un amplificador paramétrico.
Sin embargo, para el convertidor de frecuencias los invariantes no dependen de los ope-
radores de aniquilacion y por lo tanto los estados coherentes evolucionaran en un estado
coherente con n(t) dado por la expresion (6.28]).

6.4.2. Matriz de covarianza

En esta seccion se analizaran las matrices de covarianza de estados Gaussianos evolu-
cionando en los procesos paramétricos de amplificacion y conversion de frecuencias.

Como hemos mencionado todos los estados Gaussianos son determinados por su matriz
de covarianza y sus valores esperados. Por lo cual en esta secciéon se estudiara la evolucion
de estas propiedades usando las constantes de movimiento del sistema. Utilizaremos para
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ello la siguiente notacién matricia]ﬂ para las covarianzas y dispersiones en un sistema
bidimensional a cualquier tiempo

Ogaq1 () Og2q2 ()

e Etg ) , (6.30)

op(t) = (Uplplt

o) ) o) = ( Tann(1) T (1) ) |

op(t) = (Jplql

con la definicién usual o, = 3({z,y}) — (z)(y), en términos del anticonmutador {,} de
dos operadores.
Especificamente la matriz de covarianza al tiempo cero tiene la forma

o(0) = ( 0 Feed ) : (6.31)

Opq0 O qq0

donde hemos definido o, = 0,,(0), 40 = 04(0), op = 0,(0) vy 6, denota la
matriz transpuesta de o,. Estas matrices son reales y simétricas, es decir: 04,4, = 04y,
Ogip; = Opjq; COD 1, ] = 1,2, Y 0pypy = Oy -

Al expresar las cuadraturas en términos de los invariantes lineales, esto es, la relacion
inversa de la Ec. , la matriz de covarianza a cualquier tiempo puede ser evaluada, el
resultado es expresado como

o(t) = Ao (0)A ", (6.32)

donde A™! es una matriz simpléctica (su determinante es igual a la unidad), de esta
forma puede demostrarse que det o (t) = det o(0) = 1/16 lo cual es una propiedad que
deben cumplir todos los estados Gaussianos puros bipartitas. Y debido que la matriz A
es simpléctica, su inversa esta dada por

At = < “u W ) : (6.33)

—Vy Vi
Mediante el uso de las Ecs. (6.32)) v (6.33)), la matriz de covarianza en cualquier

Hamiltoniano cuadratico tiene elementos dados por las siguientes expresiones

O pp(t) = (W20 0 — WO pg0) Uz — (W20 g0 — W10 gg0) U,
O pg(t) = (=020 50 + W10 pg0) Vo + (0207550 — W10 0) V1,

O'qq(t) = ('t’ga'ppo — \Nflo'pq())VQ + (_{;QUPQO + Tflaqqo)vl, (634)

donde por simplicidad de la notacién no agregamos la dependencia temporal a las matrices
uj, Us, Vi y vo. En este trabajo se utilizaran las expresiones correspondientes de uy, us,
v1 y vo para el amplificador paramétrico y el convertidor de frecuencias.

Para observar las propiedades de los paquetes Gaussianos bidimensionales tomamos
como ejemplo el estado coherente y el estado bidimensional de vacio comprimido. Para el
caso del estado de vacio comprimido se tiene

1 Esta notacién es diferente a la utilizada para definir los criterios de Duan et al. y Simon. Sin embargo
la transformacién que nos lleva de una a otra definicién es un reordenamiento de las coordenadas.
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_ 1 cosh2r  \/wysinh2r B
AG_2<\/w_bsinh2r wp cosh 2 r )’ Be=0, (6.35)

donde r € R es el parametro de compresion. Para este estado evolucionando en el ampli-
ficador paramétrico se tiene una matriz de covarianza dada por la formula

oo () b < L) =)+ (1) ey )
" 2(1— @) \ —®) +n* @)y (1 +[nt)*)ws ’
o)t ( L+ 0P () +0°(t) /v )

W21 = )P\ @)+ (1) /er (L [n@)) /w

)
i I 0 i (1) — () /e
) = 30 T < () — n(0) 0 ) - (636)

Dicha matriz de covarianza corresponde al estado de vacio comprimido:

1 —n(t I2Z77 )|n,n),

con pardmetro de compresion 7(t) dado por

n(t) = et <4k2 exp{—21In(cos vt — isinvt tanh )}

— 2%t t+iv) — Q) 6.37
2k Q — 2k cothr + 2iv tan(vt 4 i) i tan(vt + i) )  (6:37)

donde v = arctanh(€2/2v). Se puede mostrar que para t = 0, n(0) = 8 = — tanhr, el cual
es el parametro de compresion inicial. Cabe mencionar que la matriz de covarianza para
el vacio comprimido en el convertidor de frecuencias resulta en una expresiéon complicada,
siendo esa la razén por la cual no es dada explicitamente.

Por otro lado el estado coherente de dos modos puede ser obtenido tomando

1 /1 0
AG:5 (0 wb>, B = V2 (o, pa), (6.38)

en la Ec. (6.20) donde o y ap son niimeros complejos denotando el valor del estado cohe-
rente en cada uno de los modos. Con un estado inicial coherente, la matriz de covarianza
resultante en el tiempo en el amplificador paramétrico es la siguiente

Q2 —4k? cos 2ut Q2 —4k? cos 2ut
(e A ) (s [0/
Opp (t) ( fl (t) \/Ub 92741;2/2(:05 2ut Wh y Ogqq (t> fl ( )/\/— 92 4I§V2cos 2ut /w )

op(t) = <f2(t§JW—b fZ(%\/U”) , (6.39)

donde se han definido las siguientes funciones

fi(t) = 57 (Q cos wt sin® vt — v sin wt sin 21/15) :
v

k
falt) = 57 (Q sin wt sin® vt + v cos wt sin 2ut) , (6.40)
v
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podemos ver que la matriz de covarianza del estado coherente es oscilatoria con periodo
T = nr/v (con n entero). Por otro lado la matriz de covarianza en el convertidor de
frecuencias se mantiene invariante en el tiempo. Esto debido a que el estado coherente
permanece coherente en todo tiempo.

Estas matrices de covarianza nos permitiran encontrar las expresiones para los tomo-
gramas Opticos y simplécticos que seran analizados posteriormente.

6.5. Discretizacion de la matriz densidad

La medicion de la propiedades de enredamiento en un sistema bipartita de variable
continua son estudiadas en la literatura mediante varias cantidades como las entropias
o la negatividad logaritmica descritas en capitulos anteriores. Sin embargo la obtencion
analitica de estas cantidades es en general complicada. Por este motivo proponemos una
forma de calcular estas cantidades numéricamente para su posterior uso en la descripcion
de las correlaciones cuanticas de estados Gaussianos y su evolucion en Hamiltonianos
cuadraticos.

En este estudio trabajaremos sélo con estados puros de dos modos, aunque el proce-
dimiento puede generalizarse a estados no puros de miltiples modos. Supongamos que
tenemos un sistema bipartita descrito por la matriz densidad hermitiana y de traza uno,
correspondiente a un estado puro

p($/1,x/2,$1,$2,t) - <$/1,$/2‘p(t)|$1,$2> = w*(ajllazlzvt) Q/J(xl,iﬁg,t) . (641)

Para realizar la discretizaciéon tomemos cuatro conjuntos de niimeros igualmente es-
paciados en cada una de las variables que define la matriz densidad, es decir

{IL'/1171',12,"' 71'/1]\[}’ {"L‘l217$/227'” 7x/2N}’ {xh?xlw'” ’xlw}v {$21,$22,"' 7x2N}7

donde el tamafio de paso es Axy = @1,,, — 21, ¥ Axy = T3, — T2,. Se hace notar que
para definir de forma correcta la matriz transpuesta, las dimensiones de las variables z;
y @, (i =1, 2) deben ser iguales, por simplicidad asumamos que los limites en los cuales
son tomadas ambas variables son iguales y por lo tanto los tamanos de paso cumplen:
Ax] = Axy y Az, = Axy. De esta forma reemplazamos la matriz de densidad continua
por su contraparte discreta, evaluando en cada punto de la particion

pi7j7k7l(t) = p(l‘/lﬂ $,2ja L1y, $217t)-

Es preciso decir que la eleccion de la particiéon debe ser de forma que las propiedades de
la matriz densidad sean preservadas. En particular debe de ser tal que la matriz densidad
discreta satisface la condicién de normalizacion Trp = 1. Dicha condicién en la forma
discreta es dada por

N
> pijai(O) Az Az =1 .

ij=1

Por otro lado la condicién de hermiticidad nos dice pf = p, que podemos escribir en forma,
discreta como
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Pijel = Prijs
donde p* es el conjugado de p. Con esta matriz densidad discreta es posible describir al
sistema de forma numérica ya que nos permite la evaluacion de propiedades cuyo calculo
puede ser complicado. Uno de los ejemplos del uso de la forma discreta es la obtencion
de los valores esperados en las cuadraturas x y p. Los cuales son escritos por la siguiente
expresion

Z L1,;Pi,3, z,]Aﬁle% $2 Z T2, i, z,gA9U1AI2,

1,7=1 1,5=1

) =—1i Z(Pi—i—l,j,m Pijij)ATa, (p2) = _ZZ Pij+1iig — Pigiii) AT,

donde para obtener los valores esperados de las cuadraturas p se ha utilizado la forma
aproximada de la derivada df (z)/dz ~ (f(z + Ax) — f(z))/Ax, para un valor pequenio
de Az. El calculo de otras observables es posible siempre y cuando antes los operadores
correspondientes sean expresados en la representacion de las cuadraturas.

Las matrices densidad reducidas necesarias para el estudio del enredamiento también
pueden calcularse mediante la discretizacion, dichas matrices reducidas se expresan de la
siguiente manera

it pr, ki () ATy, 7 (¢ prz (H)Azy .

Una de la ventajas de trabajar con la forma discreta de las matrices reducidas es que
al obtener los eigenvalores las entropias lineal y de von Neumann queda determlnada
Esto es, si denotamos al conjunto {ex(¢)} como los eigenvalores de la matriz pm ( YAz,
entonces las entropias lineal y de von Neumann son

N N

SL =1- Z 6%(75), SVN = — Z €k(t) ln(ek(t)) s (642)

k=1 k=1

estas cantidades y otras como la negatividad logaritmica son estudiadas mas adelante.

6.6. Enredamiento

El estudio de la dindmica del enredamiento de estados Gaussianos bipartitas en Ha-
miltonianos cuadraticos se presenta a continuacion. Como ejemplo se toman los estados
de vacio comprimido y coherente evolucionando en el amplificador paramétrico y el con-
vertidor de frecuencias.

Los parametros de Duan et al y Simon son evaluados ademés de las entropias lineal
y de von Neumann, y la negatividad logaritmica. Se ha mostrado que en el amplificador
paramétrico existe enredamiento entre los dos modos de entrada. Dicho enredamiento se
ha calculado como correlaciones de segundo orden [7.|79], mediante el calculo del criterio
de Duan et al. [80] y un calculo alternativo de la negatividad logaritmica [49]. El en-
redamiento entre modos de un estado Gaussiano simétrico ha sido descrito a través de
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desigualdades tipo EPR y por medio de la entropia de von Neumann en [81]. Por otra parte
el enredamiento presente en el amplificador paramétrico ha sido usado para el desarrollo
de protocolos en metrologia cudntica [82] e intercambio de enredamiento (entanglement
swapping) [83]. Ademés el enredamiento en otros procesos paramétricos, como la oscilacién
paramétrica es usado frecuentemente para la generacién de luz correlacionada [84-86] y
el establecimiento de protocolos de informacién cudntica [87,88]. Asimismo el estudio de
sistemas Gaussianos abiertos al intercambio de energfa se ha estudiado en [89,90].

6.6.1. Parametros de Duan et al. y Simon

La evaluacion de la matriz de covarianza en el tiempo permite el estudio de los criterios
de Duan et al y Simon.

Para el estado de vacio comprimido dentro del amplificador paramétrico las matrices
necesarias para la evaluacion de los parametros de Duan et al. y Simon pueden obtenerse
a través de la matriz de covarianza, dando como resultado

A 1+ [n(t)[? 0
SO 0 1+ [n@)* )
Bo i (1HWOP 0
ST o) 0 (L4 n@)P)ws )’

t
20=mOF) i (8) = n(@) v =) +17(1) /oo

donde se ha utilizado un sistema de unidades tales que la frecuencia del primer haz w, = 1
y por lo tanto la frecuencia del otro haz es medida con respecto al primero. Por medio de
la matriz de covarianza es posible definir un parametro que evaltie el criterio de Duan et
al

1 t
C:<(%+ngﬂf_< OB q»mf>7

1
Pp = a*(04,q, + Oppy — 1) + ?(quqz + Opaps = 1) + 2(0q105 + Tpupa) (6.43)

de esta forma al evaluar Pp los estados separables deben cumplir Pp > 0. Los resultados
para los estados de vacio comprimido y coherente son presentados en las figuras [6.1. En
la figura se grafica el parametro de Duan et al. de la Ec. en funcién del tiempo
para un estado de vacio comprimido con los siguientes parametros: w, = 1, w, = 3, Q2 =9,
k=2 v=1+65/2, 8=4/5y a=1. En dicha gréafica puede observarse que la condicién
Pp > 0 siempre se cumple y por lo tanto no es posible determinar que existe enredamiento
entre los dos modos del sistema. En el caso del convertidor de frecuencias los parametros
utilizados son: w, = 1, w, =3, X =9,k =2, v = 97/2, 8 = 4/5 y a = 1. De igual
forma que en el caso del amplificador el pardmetro de Duan et al siempre es positivo y
por lo tanto no es posible determinar la presencia de enredamiento entre los dos modos
del sistema.

En la figura es posible observar el parametro de Duan et al. en términos del tiempo
para un estado coherente de dos modos. En el caso de la evoluciéon en el amplificador
paramétrico, es posible ver que Pp > 0 y por lo tanto no es posible determinar si existe
enredamiento, los parametros usados para la graficaciéon son w, =1, w, =3, Q2 =9, k = 2,
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Figura 6.1. Parametro de Duan et al en funcién del tiempo para un estado de vacio
comprimido evolucionando (derecha) en un amplificador paramétrico e (izquierda) en un
convertidor de frecuencias.
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Figura 6.2. Pardmetro de Duan et al en funcién del tiempo para un estado coherente
evolucionando (derecha) en un amplificador paramétrico e (izquierda) en un convertidor
de frecuencias.

v=+/65/2, f =4/5y a=2. En el caso de la evolucién en el convertidor de frecuencias,
el parametro de Duan et al. puede escribirse como

p (1 — wb)2
b= 2a2wy,
el cual es positivo siempre, por lo tanto podemos aseverar que el dicho parametro tampoco
detecta enredamiento para el estado coherente dentro del convertidor de frecuencias. Los
pardmetros utilizados para su graficacién son w, = 1, wy =3, X =9, k = 2, v = /97/2,
f=4/5ya=2.

Para el estudio del criterio de Simon se evalia el determinante det C. En el caso del
vacio comprimido evolucionando en el amplificador paramétrico tenemos lo siguiente

[n(t)[*
detC = ———— s
2(1 = [n(®)[*)*
este determinante es una cantidad siempre negativa salvo para el caso donde n(t) = 0. En
ese caso el estado de vacio comprimido no presenta compresion dado que corresponde al
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estado de vacio estdandar |0,0) el cual siempre es separable con una matriz de covarianza,
I/4. Por lo tanto el estado de vacio comprimido en el amplificador paramétrico siempre
presenta enredamiento salvo en el caso de que el parametro de compresion inicial sea cero.

En el caso del convertidor de frecuencias la matriz de covarianza para el estado de
vacio sigue una forma complicada, sin embargo cuando se evalia el determinante det C
se obtiene

B2(v* = 2k? sin® vt) (\/wpr? — K*(1 + /wp) sin? vt)
V(1 — p2)? ’

la cual es una cantidad negativa excepto para el caso § = 0 . Es decir cuando tenemos de
nuevo el estado de vacio estandar |0,0). Por lo tanto el criterio de Simon para el estado
de vacio comprimido en el convertidor de frecuencias nos dice que siempre tendremos
enredamiento a excepcion de cuando no hay compresion inicial.

Para el estado coherente de dos modos en el amplificador paramétrico la matriz de
covarianza es

detC = —

_ Q2—4k?cos2ut
A = =—52,

B = Q2 —4k? cos 2wt 1/("}17 0
81/2 0 wb )

o= (A IR )

donde se definen las funciones

f1 = k(Qcoswt sin? vt — vsinwt sin 2vt) /202,
f2 = k(Qsinwt sin? vt + v cos wt sin 2vt) /202

Por lo que det C toma el valor

k2
det C = ——— (02 — 4k* cos® vt) sin” vt,
4t
el cual es un niimero negativo o cero ya que Q% —4k? cos? vt > 0. Este determinante es cero
cuando no existe interaccién entre los dos modos (k = 0) 6 cuando el tiempo es t = nw/v
(con m un entero), en esos casos no hay enredamiento entre sus componentes. En el caso

hiperbélico (22 — 4k* < 0), es posible obtener el determinante haciendo la sustitucién
v — i (V' = /k? — Q2/4) en la expresion anterior, de lo cual se obtiene

2

det C = (Q% — 4k? cosh? V/t) sinh® V't,
4"
siendo ésta una cantidad negativa a menos que no exista interaccion entre los modos
(k = 0) 6 el tiempo es igual a cero, es decir cuando el estado corresponde a |ay, as), el

cual es separable.
Cuando evaluamos la matriz de covarianza del estado coherente evolucionando en el
convertidor de frecuencias, se obtiene la matriz diagonal

1
o(t)=0c(0) = Zdiag(l,wb, 1,1/ wy),
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por lo que podemos concluir que el estado coherente permanece coherente a todo tiempo
y que

detC =0,

por lo que es también un estado separable sin importar el tiempo en el que se evalte.
Calculando el estado explicitamente se encuentra

’Oé, 67 t) = |£1(t)7 52(t)> )
£1(t) = e/ 2Hwa)t <<COS vt + K sin ut) a— zﬁ sin utﬂ) ,
2v v

: 1 k
&(t) = /2wt ((cos vt — ;— sin Vt> B —i—sin yta) , (6.44)
v v
el cual es un estado separable.

6.6.2. Entropias lineal y de von Neumann para estados Gaussianos

Las entropias lineal y de von Neumann fueron calculadas de forma analitica y también
a través de la discretizacion de la matriz densidad. Haciendo uso de los eigenvalores de
las matrices densidad reducidas {e;}, la entropia de von Neumann puede ser escrita como

Syn = — Ze lne Ze lne@) (6.45)

de forma similar la entropia lineal tiene la siguiente expresién

Sp=1-3eM=1-Y e (6.46)

La matriz densidad al tiempo t para el estado de vacio comprimido es la siguiente

n,m=0

realizando la traza parcial sobre el segundo modo se obtiene que la matriz densidad
reducida tiene la expresion

Do (1o \n|2)i|n|2i\i><l

cuyos eigenvalores son dados por

e =

L—[n*)nf*. (6.47)

Usando los eigenvalores de la matriz densidad de la Ec. (6.47)) puede probarse que la
entropia lineal es

2[n(t)”

= P

(6.48)



Capitulo 6. Resultados 91

S S
Paadl R ad 12 ‘,c‘\ LT
2.5 // * \\0\ ,p’(‘ /" \\ ,/’
4 0\ ’lﬁ 1.0 ‘,)‘ \\ , 4
20| & N o8 ) *\ ?
7 d
1.5 0.6 f \ \ /‘,
1.0 0414 .\4’
t t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 6.3. Los resultados analiticos para la entropia lineal (negro) y la entropia de von

Neumann (negro discontinuo) como funciones del tiempo para el estado de vacio com-

primido con pardmetro de compresiéon 5 = 4/5 (izquierda) y 5 = 3/10 (derecha) en el

amplificador paramétrico. Los parametros del Hamiltoniano son Q = 9, &k = 2, w, = 1

y wp = 3. Los resultados numéricos correspondientes son mostrados también en la curva
con circulos negro (entropia lineal) y rombos negros (entropia de von Neumann).

con 7 dado por la Ec. (6.37))

De forma analoga para la entropia de von Neumann se obtiene

[n(6)* In (In()]?)
L=l

En la figura podemos ver los resultados para la entropia lineal y de von Neumann
para un estado de vacio comprimido en el amplificador paramétrico. Se presentan en esta
figura una comparacién entre los resultados numéricos (calculados con el método de la
discretizacion de la matriz densidad) y analiticos para dos diferentes valores del pardmetro
de compresién. En ambos casos la diferencia entre los resultados es menor a 107¢ por lo
que consideramos que el método de discretizaciéon da una muy buena aproximacion.

En estas graficas podemos observar que el comportamiento de las entropias es periédico
con periodo igual a T = 7/v.

En la figura se muestran los valores de las entropias lineal y de von Neumann
para estados coherentes y un estado Gaussiano particular. Dicha figura muestra el mismo
comportamiento periddico de las entropias para el caso del vacio comprimido. Siendo éste
un comportamiento general para cualquier estado Gaussiano. Los resultados analiticos
para el estado coherente son dados por la expresion

Sun(t) = —In (1= |n(t)*) - (6.49)

__ 8k%sin®ut _ 1—¢ 14e) 2¢
S = Q2 —4k? cos(2vt)’ SVN T 2 In (176 In 1+e)
€ = 402
T Q2—4k? cos(2vt)”’

Como se ha mencionado previamente los invariantes dependientes del tiempo admiten
otro tipo solucién para el caso donde v = |/k? — Q2/4 € R. En esta solucién no existe
periodicidad debido al cambio de las funciones trigonométricas de la Ec. (6.5]) en funciones

hiperbodlicas. La correspondiente entropia lineal para los estados coherente y de vacio
comprimido son presentadas en la figura En esta figura se puede observar que la
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Figura 6.4. Entropia lineal (negro) y la entropia de von Neumann (discontinua) como

funciones del tiempo para el estado coherente con pardmetros oy = 1, ag = 3 (izquierda)

y para un estado Gaussiano particular con ay; = 1, ass = 3y ajp = 1.4 (derecha). Las
constantes del Hamiltoniano son iguales a las de la figura [6.3

entropia lineal es creciente a medida que el tiempo pasa. Este comportamiento es también
general para cualquier estado Gaussiano.

Las entropias para el vacio comprimido en el convertidor de frecuencias se presentan
en la figura[6.6] En estas podemos ver un comportamiento periédico del enredamiento con
periodo t = nw/(2v), con n entero. Estos son los tiempos en los cuales los operadores a y
b se intercambian en la presencia de resonancia ({2 = 0). Podemos ver en dicha figura que
incluso cuando no existe resonancia el enredamiento inicial entre ambos modos se recupera
a esos tiempos para el estado de vacio comprimido. Este comportamiento oscilatorio, como
se ha enunciado antes es esperado cuando hay una conversién de frecuencias cercana a la
conversion completa.

6.6.3. Negatividad Logaritmica

La negatividad logaritmica es la aplicacion del criterio de Peres-Horodecki a la matriz
densidad. Este criterio establece que la transposicion parcial de la matriz densidad sepa-
rable p = >, pipz(l) ® p§2)satisface los mismos requisitos que la matriz densidad original.
Por lo que serd positiva semidefinida y hermitiana. En el caso de que la matriz densidad
presente enredamiento entre los dos modos la transpuesta parcial presenta eigenvalores
negativos. La suma de dichos eigenvalores negativos en valor absoluto se denomina la
negatividad del sistema (3, |e§7)\) la cual crece a medida que el sistema presenta un

mayor enredamiento. La negatividad logaritmica se define entonces como

LN = log, <2 S lel7 + 1) : (6.50)

donde {e(™)} representa los valores propios negativos de la matriz densidad transpuesta
. 1)pt 2)pt

parcial pl(j,)ff = Pkjil O pz(j]z;]l? = Pilkj
En el caso del amplificador paramétrico la transpuesta parcial de la matriz densidad

estd dada por la expresion

PO = (L ) S ™, mym. ] (6.51)

n,m=0
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Figura 6.5. Entropia lineal en funcién del tiempo para las soluciones hiperbélicas de los

invariantes en el amplificador paramétrico para un estados de vacio comprimido (f =

1/20) (izquierda) y un estado coherente (ay = 1, ap = 3) (derecha). Los pardmetros

utilizados del Hamiltoniano son w, = 1, w, = 3, Q = 1/5, k = 1/4/2 . En ambos casos la

linea continua corresponde a la solucién analitica y la serie de puntos corresponden a los
datos numéricos
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t
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 6.6. Entropia lineal (negro) y de von Neumann (gris) para un estado de vacio
comprimido (5 = 1/10) en el convertidor de frecuencias. Los parametros del Hamiltoniano
son w, = 1, w, = 1/10, Q = 1, k = 9. Las lineas continuas corresponden a los resultados
analiticos, mientras que los puntos y cuadrados corresponden a los resultados numéricos.
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Figura 6.7. Negatividad logaritmica como funcién del tiempo para el estado de vacio

comprimido (5 = 1/20) en el amplificador paramétrico con w, =1, w, =3, 2 =9, k =2

y v = v/65/2.. La linea continua corresponde a la solucién analitica y la serie de puntos
corresponde a los resultados numéricos.

la cual tiene los siguientes eigenvectores:

1
Do) = [r,7) ,[Ps) = —{Vnn*slr, s) £ VnEnrls, r) )

nntE 4 ntn

con r # s. Con los correspondiente eigenvalores

(L= [n)m*, F( -,

respectivamente. Por lo tanto la negatividad se escribe como

L~ Il = [nP?)
zi: 7 (1= [nD)>(L+ [n])’

y finalmente la negatividad logaritmica puede expresarse como

2
LN = log, ( 2 =) 1) . (6.52)
(1= n[)*(1 + |n])

En la figura [6.7 podemos ver la grifica de la negatividad logaritmica como funcién
del tiempo para el estado de vacio comprimido. Dicha grafica es consistente con los resul-
tados para las entropias lineal y de von Neumann obtenidos previamente para el mismo
estado. De igual forma que las entropias, se tiene que la negatividad logaritmica sigue un
comportamiento periddico (T = 7 /v).

Por otro lado la negatividad logaritmica para el vacio comprimido evolucionando en
el convertidor de frecuencias (fig. presenta el mismo comportamiento periddico que
la entropia lineal y de von Neumann para el mismo sistema.

Es necesario comentar que la obtenciéon numérica de la negatividad logaritmica es
por lo general mucho mas complicada que en el caso de las entropias, ésto debido a que
la negatividad logaritmica es una medida del enredamiento que hace uso de la matriz
densidad completa en vez de sélo trabajar con las matrices reducidas. Sin embargo la
negatividad logaritmica a diferencia de las entropias puede aplicarse incluso a estados no
puros y por lo tanto su obtenciéon numérica es de suma importancia.
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Figura 6.8. Negatividad logaritmica como funcién del tiempo para el estado de vacio
comprimido (5 = 1/10) en el convertidor de frecuencias. Los pardmetros del Hamiltoniano
sonw, =1,w,=1/10,2=1, k=9

6.6.4. Desigualdades de Bell para el retrato tomografico

En esta seccién, se define y calcula el retrato de qubit para el tomograma simpléctico,
en particular para un estado Gaussiano bipartita en evoluciéon dentro del amplificador
paramétrico y el convertidor de frecuencias. El retrato de qubit es la reduccion del tomo-
grama simpléctico u optico, los cuales son una funcién de variable continua, a un vector
de probabilidad de 4 dimensiones, este vector de probabilidad puede escribirse como el
producto directo de dos vectores de probabilidad cuando el sistema es separable. Este
retrato de qubit puede ser usado para determinar desigualdades de tipo Bell donde la
violacion del pardmetro de Bell |B] < 2 indica que el sistema no es separable y por lo
tanto presenta enredamiento. Sin embargo la proposicién conversa no es siempre valida.

Para definir el retrato tomografico para un sistema de variable continua se generaliza
la idea desarrollada para tomogramas de espin. Para estos estados el retrato de qubit
y las desigualdades de Bell han sido propuestas en [26], ademés el estudio de los tomo-
gramas de espin en Hamiltonianos dependientes del tiempo ha sido construido en [91].
Estos tomogramas han sido también usados para el estudio de qudits en el contexto de
informacién cudntica para estados enredados y separables en [92]. Por otro lado se han
encontrado experimentalmente violaciones de las desigualdades de Bell para sistemas de
variable continua en la representacién de la funcién de Wigner [25]. Asimismo recien-
temente violaciones de las desigualdades de Bell para sistemas de qubits en sistemas
superconductores han sido encontradas [93}94].

Los estados de espin pueden ser descritos por una distribucién de probabilidad llamada
tomograma de espin, la cual es denotada por w(m, 1) el cual es un vector de probabilidades
cuyas entradas son la probabilidad de tener una proyecciéon m en el eje z después de realizar
una rotacién sobre el eje 7i del estado de espin [95]. En general el tomograma de un sistema,
de qudits de espin en d dimensiones tiene un tomograma con 2¢ componentes, cada una,
correspondiente a las diferentes proyecciones del operador de momento angular.

El retrato de qubit es definido como la reduccion del tomograma de un sistema de
qudits a un tomograma para un qubit. Para construir dicho retrato se reduce las 2¢
componentes del tomograma a solo 4. Para ello se construyen 4 conjuntos arbitrarios de
las componentes del tomograma para el qudit y se suman, cada suma correspondera a
una entrada del tomograma reducido.
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Figura 6.9. Contornos del tomograma para diferentes tiempos para el estado coherente
en el amplificador paramétrico. w, =1, w, =3, 1 =9, k =2, v =+/65/2

t=0. t=0.2 t=0.4 t=0.6
5 5 5 5
X, 0 X, 0 X, 0 X, 0
-5 -5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
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t=0.78 t=1. t=1.2 t=1.56
5 5 5 5
X, 0 X, 0 X, 0 X, 0
-5 -5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
X1 X1 X1 X1

Figura 6.10. Contornos del tomograma para diferentes tiempos para el estado de vacio
comprimido en el amplificador paramétrico. w, =1, w, =3, 2 =9, k =2, v = /65/2
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Figura 6.11. Contornos del tomograma para diferentes tiempos para el estado de vacio
comprimido en el convertidor de frecuencias. Con w, = 1,w, =3,Q2 =9,k =2, v =+/97/2
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Figura 6.12. Contornos del tomograma para diferentes tiempos para el estado de vacio
comprimido en el convertidor de frecuencias.Con w, = 1, w, = 3,2 =9,k =2, v =/97/2
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De forma analoga en el caso del tomograma simpléctico se reduce toda la informaciéon
contenida en el tomograma simpléctico a 4 probabilidades de encontrar las cuadraturas
X1y X5 en 4 regiones de integracién (A, Ay, Az, A4), las cuales no se traslapan A; NA; =
0; y cuya unién es igual al espacio bidimensional R?. Cada componente del vector de
probabilidad del retrato de qubit se define como

Pi(l"’lvl"’Q) = / W<X17X27:u17V17M27V2;t)dX1dX27 (653>
A;

donde i =1,---,4y p, = (ug, vg). La cantidad P;(p,, ) corresponde a la probabilidad
que tienen las cuadraturas ¢; y p;, en un sistema rotado y reescalado de estar contenidas
en el area A; al tiempo ¢. Este sistema de coordenadas es definido por p, y p,, dado por
las variables X7 y Xo.

Definiendo la siguiente matriz estocastica M, mediante cuatro diferentes sistemas de
coordenadas para (qi,p1) vy (g2, p2) de la siguiente forma

Pr(peg ) Pr(pg, o) Prlpg, i) Pr(pg, pe)

M= | PolBa i) Popte, o) Polpeg i) Po(pas pe) (6.54)
Py(pey, ) Ps(to, ) Ps(pg, py) Pas(pg, pe) |’ '
Py(prg ) Pa(trg, o) Pa(prg, i) Pa(peg, i)

donde cada columna especifica uno de los cuatro diferentes sistemas de coordenadas en
donde las mediaciones son hechas y se satisface >, Pr(p;, ) = 1. Puede ser demos-
trado que para un estado puro separable, la matriz M es el producto directo de dos
matrices aleatorias pertenecientes a dos subsistemas cada una. En ese caso, uno pue-
de definir una desigualdad tipo Bell. Para ello consideremos dos matrices estocasticas

x Y t z .
(1—x 1_y>’ (1—t 1_Z>7YSupr0ductotensor1al

M_<1fxlgy>®(litliz>' (6.55)

Donde puede verse que cada elemento de matriz Mjk(x,y, z,t) satisface la ecuacién de
Laplace

0? 0? 0? 0%\ ~
(W + ain + @ + 8tQ> Mjk(x,y,z,t) =0.

Por lo tanto los valores criticos de la funcién

4
B<$71/727t> = Z Mjk(xvyazvt) ij (656>
k=1
estan situados en la frontera de la regién donde z, y, 2, t estan definidos. En nuestro caso, es
el cubo de cuatro dimensionesO < z,y, z,t < 1. En este caso se han tomado los coeficientes
C; en la siguiente forma

1 -1 -1 1
1 -1 -1 1
C= 1 -1 -1 1 ’
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aunque la eleccion de la matriz C no es unica, en nuestro caso se tomo de esta forma tal
que al definir la funciéon B dos de los elementos de cada columna de M tuvieran signo
positivo y los dos restantes tuvieran signo negativo. En el caso donde los elementos se
cancelan el parametro B debe ser cero y en general uno puede probar que en la frontera
el valor maximo de la funcién es

1B(2,y,2,t)| < 2. (6.57)

Usando la forma explicita de la matriz M, de la Ec. (6.55) y la definiciéon del parametro
de Bell de la Ec. (6.56|) , tenemos que la condicién de separabilidad puede ser escrita como

B| = |E(a,b) + E(a, ¢) + E(d,b) — E(d,c)| < 2 (6.58)

donde E(z,y) = Pi(p,, ) — Po(pty, ) — Ps(pty, ) + Py(pe,, p,). Esta desigualdad
evalua si la matriz M puede ser expresada como un producto directo de dos subsitemas,
todos los sistemas puros separables deben cumplir esta condicion. Por lo tanto una viola-
cién de esta desigualdad es una condicion suficiente para determinar enredamiento en el
sistema.

Para establecer de forma apropiada la desigualdad para el tomograma simpléctico, las
regiones de integracion usadas para la construccién de la matriz M deben ser tomadas
como el producto directo de dos subregiones de las variables X; y X5, esto con el fin de
preservar la estructura de producto directo que debe tener M en el caso separable, esto
es

Ay

Ao ﬁ(l) ,C(Q)
A - ( E%l) ® 5%2) ’ (6.59)

2 2
Ay

w

donde ;_, Ay = R? son las cuatro regiones de integracion que forman todo el espacio
bidimensional y 37, Egj ) = (—00,00), con j = 1,2, son los elementos de linea en los cuales
las variables X; y X5 estan definidas . Se hace notar que las probabilidades necesaria
para la definicién de M en la Ec. pueden ser obtenidas en un esquema discreto
para el tomograma simpléctico, de forma similar al utilizado para la matriz densidad
y la obtencién de las entropias. En este esquema las probabilidades son las integrales
discretas sobre las diferentes areas A; a A4. Usando esta forma discreta y el hecho de
que el tomograma 6ptico puede ser observado experimentalmente uno puede esperar que
el parametro de Bell dado anteriormente pueda ser calculado en el laboratorio. En este
trabajo se definieron las diferentes areas a través de la particion de X; y X5 en dos regiones

£ = (00,0], £§ =[0,00), conj=1.2. (6:60)

Estas regiones son mostradas en la figura [6.13] Mientras que para los ejes coordenados en
los cuales los tomogramas son medidos, se usaron varios conjuntos de parametros, dos de
ellos expresados en la Tabla

En la Fig. [6.14] la evaluacién del pardmetro B se muestra para el estado de vacio com-
primido y para el estado coherente. Hasta el momento no se ha encontrado una violacion
del limite 2 de la desigualdad de Bell, en ambos casos, el analisis fue hecho para diferentes
particiones. Puede verse que para las lineas no continuas en los tiempos alrededor de
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X2

Xi

Figura 6.13. (Izquierda) Diferentes regiones de integraciéon A; a A4 las cuales son usadas
para definir las probabilidades de la matriz M, es decir para (p,, pu,) fijas. La elipse re-
presenta el contorno del tomograma y en diferentes tonos estan las dreas correspondientes
a cada una de las cuatro componentes de una columna de la matriz M. Para el calculo del
parametro de Bell B se tienen que calcular las correspondientes areas para otros tres con-
juntos de valores (g, tt5). (Derecha) Grafica de contorno para el tomograma simpléctico
donde se muestran las cuatro regiones de integracion para un estados coherente.

p= (p,v) 0 p= (1, v) 4
w, = (—0.39, —0.92) 4.31 (246.9°) w,=( 1,0) 0
w, = (—0.60, —0.80) 4.07 (233.2°) w, = (0.92, 0.38) /8
p, = (—0.99, —0.01) 3.15 (180.5°) w, = (0.38, 0.92) 31/8
py=( 0.02, 0.99) 1.54 (88.2°) wy = (1/v/2, 1/V/2) =/4

Cuadro 6.1. Dos diferentes conjuntos de parametros para los cuales se hace la medicion

de las probabilidades para el retrato de qubit. Los pardmetros estdn dados por (u,v) =

(scos®, s !sin@) con s = 1. Los angulos y factores de escala son indicados, dichos valores
cumplen con la constriccion 2|ur| < 1.
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Figura 6.14. El pardmetro |B| y la entropia lineal S; como funciones del tiempo para el

estado de vacio comprimido con compresién § = 4/5 (arriba) y para el estado coherente

con constantes a; = 4/5y as = 1/10 (abajo); los datos utilizados para el amplificador son:

We=1,w,=3,02=9 k=2 yv=1+65/2 En ambos casos la linea sélida corresponde

a un sistema donde p estda dado por la parte izquierda de la Tabla y en el caso de las
lineas punteadas p estan dadas por la parte izquierda de la Tabla |6.1
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Figura 6.15. Pardmetro de Bell para el estado de vacio comprimido en el convertidor de

frecuencias con w, = 1, wy = 3, Q =9, k = 2, v = v/97/2. La linea sélida corresponde a

un sistema donde p estd dado por la parte izquierda de la Tabla y en el caso de las
lineas punteadas p estdn dadas por la parte izquierda de la Tabla [6.1]

t =0.3yt=1el parametro B para el estado de vacio comprimido es casi cero. A esos
tiempo, la grafica del contorno del tomograma de la Fig. tiene una varianza muy
pequena en uno de sus ejes principales de simetria. En contraste a los tiempos donde el
parametro de Bell B es cercano al valor de ~ 2 (tiempos alrededor 0.5 y 1.2). En estos
tiempos el tomograma tiene una distribucion mas simétrica. Para el estado coherente,
el parametro de Bell muestra oscilaciones mas rapidas que para el estado comprimido
y los maximos locales son menores. Esto puede ser explicado por el desplazamiento del
tomograma, el cual puede ser visto en la figura Fig. lo cual implica que el cambio en
las propiedades como las varianzas, los valores esperados, y las probabilidades que definen
a la matriz M estan cambiando de una forma mas complicada.

Para el caso del convertidor de frecuencias, tampoco se ha obtenido una violacién de
la desigualdad de Bell como se indica en las figura [6.15

6.6.5. Método alternativo

Debido a la falta de violacion de la desigualdad de Bell hasta el momento, proponemos
una forma alternativa de utilizar el retrato de qubit y el parametro de Bell para la detec-
cién del enredamiento en un sistema puro bipartita. Este método alternativo hace uso de
las propiedades del tomograma para estados separables, los cuales son el producto de los
tomogramas reducidos de los subsistemas. Por lo tanto la diferencia de las probabilidades
JoW(,2)dXdXy — [0 W(1)dXy [, W(2)dX; es cero en el caso separable. Esto im-
plica que la matriz M del producto de los tomogramas reducidos W(1)W(2) es igual al
tomograma completo de dos modos W(1,2). Definiendo la matriz M a través del producto
de los tomogramas reducidos en la forma de la Ec. , donde las probabilidades estan
definidas como
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r = Wl(Xla,ua,Va) Xm, Yy = / Wl(Xla,uda Vd) Xm,
Egl) Egl)

t= /(2) Wa (X, iy, 1) dXo, 2= /(2) Wi (X, ie, ve) dXo, (6.61)
£ £l

entonces podemos asociar un la funcién B que corresponde al parametro de Bell para la
matriz M, el cual es definido como

4
B= > MjCy . (6.62)
k=1
Para estados puros no enredados la resta de los parametros del tomograma completo
B y el parametro asociado al producto de los tomogramas reducidos B debe de satisfacer
la igualdad

B-B|=0, (6.63)

mientras que para estados enredados se debe de cumplir la desigualdad

IB—B|>0. (6.64)

La condicion entonces es utilizada para discriminar los estados enredados de los
estados separables, dado que todos los estados separables deben de cumplir la condicion|B—
B‘ = 0, sin embargo si tomamos un estado que cumple |B — B | = 0, no necesariamente
es separable. Por esto la condicién en la Ec. es una condicién necesaria para que
el sistema sea separable y una violacién de esta igualdad es una condicion suficiente para
que exista enredamiento. Se hace notar que la cantidad B puede ser obtenida de los datos
experimentales de los tomogramas. Mediante un esquema discreto pueden ser usados para
determinar las probabilidades necesarias para definir M y M., lo cual permitirfa el cdlculo
del valor de|B — B| para estos sistemas.

En la Fig. se muestra la grafica para |B — B| correspondiente al estado de vacio
comprimido en el amplificador paramétrico en funcién del tiempo. Puede verse que para
tiempos iguales a los miltiplos de la frecuencia 7/v, los estados coherentes y también
el estado de vacio comprimido son separables como lo indican las entropias lineal y de
von Neumann. Se hace notar que para algunos tiempos diferentes a éstos el parametro
|B — B] tiende a cero atn cuando el sistema tiene enredamiento (el cual es indicado por
las entropias). Este comportamiento estd presente debido a que la Ec. (6.63) no es una
condicion suficiente para garantizar separabilidad.

En la figura 6.17] se muestra el método alternativo utilizando ’B -B ’ para el estado
de vacio comprimido en el convertidor de frecuencias. En todos los puntos donde dicho
parametro es diferente de cero uno puede concluir que el estado es enredado, sin embargo
en los puntos donde el parametro es igual a cero es posible que el estado sea separable.
Por ejemplo en el caso de t >~ 0.1 y t ~ 0.2 tenemos que ‘B — g’ es igual a cero para un
cierto valor de los pardmetros p en la definicién de la matriz estocastica M. Sin embargo
para saber si el sistema es separable a estos tiempos, uno tiene que variar p. En el caso
de que el sistema sea separable el valor cero de ‘B B ‘ no cambiard con la eleccion de pu.




Capitulo 6. Resultados 104

18-3|

2.0
15
1.0

0.5

0.0
1B-B|

1.0
0.8
0.6
0.4 Lo\ —_—
0.2 < RNy

J

00 02 04 06 08 10 1.2t

Figura 6.16. El parametro |B — B | v la entropia lineal Sy, como funciones del tiempo para

el estado de vacio comprimido con compresién f = 4/5 (arriba) y para el estado coherente

con constantes a; = 4/5y as = 1/10 (abajo); los datos utilizados para el amplificador son:

We=1,w,=3,02=9 k=2 yv=1+65/2 Enambos casos la linea sélida corresponde

a un sistema donde p estda dado por la parte izquierda de la Tabla y en el caso de las
lineas punteadas p estdn dadas por la parte izquierda de la Tabla [6.1]

Figura 6.17. Parametro ‘B - B ‘ para el estado de vacio comprimido en el convertidor de

frecuencias con w, =1, w, =3, R =9, k = 2, v = v/97/2. La linea sélida corresponde a

un sistema donde p estd dado por la parte izquierda de la Tabla y en el caso de las
lineas punteadas p estdn dadas por la parte izquierda de la Tabla [6.1]
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Conclusiones

En este trabajo se presenta el estudio del enredamiento de estados Gaussianos puro
y bipartitas en Hamiltonianos cuadraticos. Para ello se han construido los invariantes
dependientes del tiempo para dos procesos paramétricos: el convertidor de frecuencias
y el amplificador paramétrico. Dichos invariantes han sido utilizados para determinar la
evolucion temporal de estados Gaussianos. La dinamica de éstos estados es siempre Gaus-
siana y por lo tanto es caracterizada por la matriz de covarianza y los valores esperados
del sistema. Como ejemplos de dicha evolucién se han utilizado los estados coherentes y
de vacio comprimido de dos modos llegando a los siguientes resultados. Para el estado
coherente dentro del amplificador paramétrico se ha observado una pérdida de coherencia
y para el estado de vacio comprimido se ha determinado que sigue siendo un estado
de vacio comprimido. En el caso del convertidor de frecuencias se ha determinado que
el estado coherente sigue siendo coherente a cualquier tiempo y que el estado de vacio
comprimido cambia sus propiedades en el tiempo.

Los parametros de Duan et al y de Simon fueron calculados junto con su dinamica
en los procesos paramétricos antes mencionados. De los resultados obtenidos podemos
concluir que el criterio de Duan et al no determina la existencia de enredamiento en-
tre los modos para los sistemas en cuestién, dado que en todos los casos analizados no
pudo encontrarse una violacién a la Ec. . El estudio se realizé considerando varios
ejemplos de parametros para los estados iniciales y en ningtn caso llegé a manifestarse el
enredamiento.

En el caso del criterio de Simon se cuenta con resultados analiticos en todos los casos
analizados y se concluye que la evaluacion de dicho criterio representa de forma correcta
la presencia del enredamiento bipartita. Esta caracteristica del criterio de Simon se debe
principalmente a que dicho criterio es necesario y suficiente para estados Gaussianos como
los evaluados en este trabajo.

Para determinar numéricamente las otras medidas contenidas en este trabajo se desa-
rrollé la técnica de discretizacion de la matriz densidad. Esta discretizacion nos lleva
de una matriz densidad de variable continua que en principio tiene dimensién infinita
a una matriz densidad finita de N x N. Por medio de esta matriz densidad discreta se
calcularon las entropias lineal y de von Neumann asi como la negatividad logaritmica y
posteriormente se compararon con los resultados analiticos.

En el caso del estado de vacio comprimido y el estado coherente en el amplificador
paramétrico y el convertidor de frecuencias se tienen resultados analiticos para las entro-
pias y la negatividad logaritmica. Dichas soluciones fueron comparadas con los resultados
obtenidos mediante la discretizacion de la matriz densidad. En todos los casos analizados
se tiene una diferencia entre la solucién analitica y el método numérico menor a 1076, Es
posible determinar dichas medidas con una precision mayor, sin embargo esto en detri-
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mento del tiempo de calculo. Dichas entropias presentan un comportamiento periédico con
periodo T' = 7 /v para el caso del amplificador en su solucion trigonométrica y 7' = 7/(2v)
para el convertidor. Dicho comportamiento periddico se pierde al analizar las soluciones
hiperbélicas del amplificador en donde el enredamiento crece continuamente con el tiempo.

Por otra parte se establecié una forma nueva de determinar el enredamiento del sistema
basado en el retrato de qubit de un tomograma simpléctico u éptico en un sistema de
variable continua. Este retrato hace uso de las propiedades de las matrices estocasticas
para definir un parametro tipo Bell B, el cual debe de satisfacer la desigualdad B < 2
para estados separables. Dicho método reduce la probabilidad continua del tomograma
simpléctico a una matriz estocastica de 4 x 4, la cual en el caso separable puede ser
reescrita como el producto directo de dos matrices estocasticas. El procedimiento anterior
es llevado a cabo mediante la eleccién de cuatro regiones de integracion para las variables
continuas X; y Xy que definen el tomograma. Hemos hecho el estudio con diferentes
regiones y sin embargo ain no hemos encontrado violaciéon de la desigualdad de Bell.

Como una alternativa al método anterior hemos también propuesto lo siguiente, cuan-
do un sistema es separable la probabilidad conjunta determinada por el tomograma
[ A W(1,2)dX; dX; es igual al producto de las probabilidades dadas por el tomograma
reducido f ~oW(1)dX, f 2 W(2)dX,. Por lo que al definir un retrato de qubit para el
sistema separable y con ello un pardmetro de Bell B para la factorizacién de los tomogra-
mas, nos lleva a establecer que el sistema separable debe de cumplir |B — B | = 0. Esta es
una condicién necesaria para que el sistema sea separable y por lo tanto una violacién de
dicha condicién es una condicién suficiente para determinar enredamiento. En los casos
analizados los resultados de este método alternativo coinciden con aquellos obtenidos con
los otros criterios presentados.

Ademas se presentan bases que portan la representaciéon irreducible de los invarian-
tes dependientes del tiempo de las algebras SU(1,1) y SU(2). Estas bases también son
solucion de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para los sistemas del am-
plificador y el convertidor respectivamente. Las soluciones son obtenidas en el espacio de
Bargmann-Hilbert y su estudio detallado se plantea como trabajo a futuro.

Por 1ltimo se discute el enredamiento de superposiciones bipartitas de estados cohe-
rentes que portan la representacion de grupos cristalinos ciclicos. La descripcion del en-
redamiento se hace mediante las entropias lineal y de von Neumann, obtenidas a través
del uso de estados cristalizados de un sélo modo. Se llega a la conclusiéon de que los
estados del grupo C,, tienen una entropia méaxima dada por S;, = 1/ny Syy = Inn.
Estas entropias son iguales a aquellas obtenidas en estados de maximo enredamiento para
sistemas de espin con n igual al nimero de proyecciones posibles en la direcciéon z. El
estudio detallado de las implicaciones de esto y su posible aplicaciéon en la teoria de la
informacioén cuantica se abordaran posteriormente.
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Criterio de Duan et al.

A.1. Parametro de Duan

Dados los operadores

1 1
u=lalz + -x2, v=la|pi — —po,
a a

se construyen los valores esperados necesarios para la evaluacion de las dispersiones

() = lal* () + 23 (21202) + 5 (a3)

|al

() = lal” af) + 215 (1) (w2) + G5 {22)”,
de este modo la dispersion del operador u puede ser escrita como
a 1
(Au)* = |af* (Az)* + 2 (Az122) + — (Azy)*,

procediendo de la misma forma con el operador v, obtenemos

a 1
(80)” = laf” (Ap)* + 207 (Apipa) + 25 (Apa)

Debido a que se considera un sistema separable, no hay correlaciones entre los mo-
mentos py, ps v las posiciones 1, x5. Por lo tanto

1
(D) + (M) = faf” ((A2) + (Ap1)%) + — (A2 + (Ap)?) . (AD)
utilizando la propiedad

(Azy, — App)® = (Axp)? + (Ape)? — 20z, Apy, > 0,

con k = 1,2; entonces se llega a

(Azp)” + (Apr)® > 208z, Apy, (A.2)
utilizando las desigualdades de Heisenberg

1
Az Apy > >

en la Ec. (A.2) se tiene

(Al’k>2 + (Apk)2 Z l,



Apéndice A. Criterio de Duan et al. 108

por lo tanto de la Ec. (A.1)) se llega a

(Aw? + (Av)? > @ + —. (A3)

a?

A.1.1. Matriz de covarianza

Para probar que se puede llegar a la forma tomemos el siguiente procedimiento
1. A la matriz de covarianza (2.5), se realizan dos transformaciones locales de los
operadores (p1,q1) v (p2,q2) tales que las matrices A y B sean diagonales después de
transformar estos operadores. La matriz de covarianza transformada puede escribirse de

la siguiente forma
\'z - Vi \_(d C
V2 V2 o C/ d2 ’

donde Vi y Vj son matrices reales que cumplen det(V;) = det(V;,) = 1y son tales que
diagonalizan a Ay B respectivamente, las matrices d; = V;AV; y dy = V2BV, son
matrices diagonales y la matriz C' = V;CV,

2. Después se realiza una compresion local de las variables de forma que al transfor-
marse las matrices diagonales se pueden escribir como d; — nlI, dy — ml.

Supodngase que después de la transformacion del inciso anterior las matrices de cova-
rianza se escriben como

a=(* ) we()

donde (e1,es) v (f1, f2) son los eigenvalores de las matrices A y B respectivamente.
Una compresion de un modo se caracteriza por que transforma las dispersiones de la
forma

Cog — TO o, — I
qq qq>» pp T7

donde r es un numero real positivo. Aplicando una compresion para cada uno de los

modos simbolizada por los pardmetros ;. = y/ea/e1 v 1o = 1/ f2/f1 para el modo 1y 2; la
cual estd determinada por las matrices de transformacion

e / /
v (@ v @

e 1/4 ;
€2
al realizar la operacion

V) d, C Vv, _(nL C
V, C d, v,) \C" mI)’

donde n = \/e1é2, m = /f1f> y la matriz Cc’ = V;C'V; = V’lvlcVﬁ;
3. Finalmente se realiza una transformacién que diagonalice C”. Las demés covarianzas
y dispersiones no se ven afectadas debido a que ya son multiplos de la identidad.
Supéngase que la matriz que diagonaliza a C” es la matriz unitaria V3, la tltima
transformacién que realizamos es

(")
2
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"

Vs lLI C V; n c
V3 C’ ml V?) c m ’

llegando asi a la forma estandar 1
Si ademas se realiza una compresion extra en cada uno de los modos de la forma

Ut

ﬁ
pod~
o
3
ﬁ\

n
/ 77
r \/7ryT
- ! 12 = o1

donde o, puede escribirse como

ny C1
P U] Co
7=
C1 my ’

C2 ma

con ny = nry, g = N, My = My, My = M/Ty, €1 = \/Tir9c ¥ ¢y = ¢ /\/7)1y. Esta
ultima expresion para la matriz de covarianza es llamada la forma estandar 1.

Es posible obtener una condicion necesaria y suficiente que los estado Gaussianos
separables deben cumplir, la cual estd basada en la propiedad de que todos los estados
Gaussianos separables, pueden llevarse mediante transformaciones locales a estados con
una matriz de covarianza del tipo o;, con propiedades que pueden ser utilizadas para
distinguirlos de estados que presentan enredamiento.

Supongamos que todos los estados Gaussianos pueden ser transformados de tal forma
que su matriz de covarianza sea del tipo oy, con la propiedad

n1—1 _77,2—1

lea] = leal = /(1 — 1) (my — 1) = /(na — 1) (m2 — 1).

. 7 / / .z .
Para demostrar que existen parametros r; y 7, tales que cumplen la expresién anterior
independientemente del estado de donde provengan, se analiza lo siguiente. Reescribiendo
la Ec. (2.9) en términos de los pardmetros de compresion se tiene

ml—l_mg—l’

’

n:1:11 _ mn:“g_—llj \/E\c\—ci _ \/<mal o 1) (mr’Q— 1)_ ﬁ/ _q @/ ),

/ ! o
r Ty Ty
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supongamos que la primera igualdad de la Ec. (A.4)) es valida siempre, por lo cual podemos
obtener 7, en términos de r; despejando

/ ’ / / 2 /
/ \/4m2r1(n —ry)(nr; — 1) +n? (7’12 - 1) —nri+n
7'2 -

2m(n —r})

el cual cumple con los limites

7"/2(7’/1 =1)=1, 7"/2(7“/1 — 00) — m.

Definiendo la funcién

g(r1) = ler] = lea] = /(1 — 1) (my — 1) — /(g — 1) (ma — 1).

podemos observar que tiene los siguientes limites

g0y =1 =~ |¢| >0,

g(#  50) — yfrimlel — yfurt (7 1) = i (e~ 1)) <0, 47

. / . ez - , . .« ez
si suponemos que |c| > ’c ’ y la condicién |c| < y/n (m - %) Esta ultima condicion es

satisfecha siempre y puede probarse al aplicar la siguiente desigualdad

(Aug)? + (Avg)* > |[uo, vo] ,

1 c n
Ug =AM — —T1 — T2, Vo = £192,
\ m |c| m

por lo tanto se puede concluir de la Ec. que la funcién g(r;) = 0 en al menos un
punto de 7,7, € [1,00) , es decir siempre podemos encontrar un conjunto de parametros
de compresién r; y 7, de tal forma que se cumplen las Ecs. . Hemos demostrado
entonces que cualquier estado Gaussiano se puede asociar con una matriz de covarianza
o, cuyos elementos cumplen con la condicién (2.9) . Definiendo los operadores

a los operadores

C1 (&)
U= a1 — H‘Da U = aop1 — @pm

con ag = 7311:11 = ’:22:11 .

A continuacién se hace una demostracion que el criterio de Duan et al. para la forma
or de la matriz densidad es necesaria y suficiente para establecer la separabilidad de
estados Gaussianos. La condicién de Duan et al debe ser cumplida por todos los
estados separables en particular los estados Gaussianos separables. Lo tnico que hay
que demostrar entonces es que los estados que cumplen la condicién son estados
Gaussianos separables

La condicién puede ser escrita como

2n1+n2 mi + mo 2 1
CLU 2 20/(2) _‘Cl|_’62|2a0+;%7
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con las condiciones siguientes

ny —1 ng — 1 9 mp — 1 me — 1
Ny, No, My, Mo > 1, = ,  ap = = ,
my — 1 me — 1 ny—1 ng — 1

ademas

jer] = lea] = /(1 — 1) (my — 1) =/ (ng — 1)(ms — 1),

de estas desigualdades puede demostrarse que

o] < /(= 1)(m1 — 1), eof < \/(n2 = 1)(ma — 1),

Lo cual implica que la matriz o;; — I es positiva semidefinida, en particular el deter-
minante es

det(orr — 1) = (cf — (m — 1)(m1 —1))(c3 — (na — 1)(ma — 1)),

el cual por la desigualdad anterior es siempre un niimero no negativo, es decir det(oj; —
I) > 0. Utilizando esta condicién para estados Gaussiano permite escribir la matriz den-
sidad de la forma [45]

. /d2a &8 P(a, B) o, B) (o, B,

donde P(a, /) es una funcion Gaussiana positiva y |, 5) es un estado coherente separable.
Esta expresion es la forma continua de la Ec. para un estado bipartita separable

Por lo tanto se demuestra que si un estado Gaussiano cumple la condiciéon de Duan et
al. entonces es un estado Gaussiano separable.
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Los siguientes programas fueron utilizados para la obtencion de los resultados principa-
les de este trabajo. primero listamos el programa utilizado para la obtencién del parametro
de Bell |B|

/+En este programa se realiza la evaluacion del pardmetro de Bellx/
#include<stdio.h>

#include<math.h>

#include<complex.h>

#include<stdlib.h>

#define nr 150

#define nrl 75

#define limx 13.

/#Las frecuencias y la constante de interacion¥/
#define wa 1.

#define wb 3.

#define k1 2.

#define Om 9.

#define a1 0.8

#define a2 0.1

tdefine pi 4.xatan(1.)
tdefine nu sqrt(Om+0m/4.-k1*k1)

#define fla(t) ccos((Om/2.+wa)*t)*ccos(nuxt)+(On/(2.*mu))*csin((Om/2.+wa)*t)*csin (nukt)
#define £1b(t) ccos((Om/2.+ub)*t)*ccos(nuxt)+(0On/ (2. *nu))*csin((Om/2.+ub)*t)*csin (nukt)
)*t) (Om/( ) ( ) (
)xt) (

#define f2a(t) csin((Om/2.+wa)*t)*ccos (nuxt)-(0m/(2.*nu))*ccos((O0m/2.+wa)*t)*csin(nutt)
#define £2b(t
#define f3a(t

(
(
( ((
( in((
(
#define £3b(t

(

(

(

(

csin((0m/2.+wb)*t)*ccos (nuxt)-(0m/ (2. *nu) ) *ccos ((Om/2. +wb) ¥t ) *csin (nukt)

)

)

)

) 0

) -csin((Om/2.+wa)*t)*ccos (nurt)+(0m/ (2. #nu) ) *ccos ((0m/2. +wa) ¥t ) *csin(nut)
) -csin((Om/2.+ub)*t)*ccos (nuxt)+(0m/ (2. *nu) ) *ccos ((Om/2.+ub) *t) *csin (nuxt)

#define gla(t) (ki/mu)*csin((0n/2.+wa)*t)*csin(nukt)

#idefine gib(t) )

tidefine g2a(t) )

) )

#define g2b(t

(
(k1/nu) *csin((Om/2. +wb)xt) *csin(nuxt)
(k1/nu) *ccos ((0m/2.+wa)xt) *csin(nuxt)
(k1/mu)*ccos ((Om/2.+ub)*t) xcsin(nuxt)
void mult mat(double complex x1[4][4],double complex x2[4][4],double complex res[4][4],int dim){
//Esta subrutina multiplica dos matrices complejas de dim x dim
int i1,j1,k11;
for(i1=0;11<dim; i1++){
for(j1=0; ji1<dinm; j1++){
res[i1][j1]=0.40.4I;
B

for(i1=0;11<dim; i1++){
for(j1=0; j1<dinm; j1++){
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for (k11=0;k11<dim; k11++){
res[i1] [j1]+=x1 [i1] [k11]*x2[k11] [j1];

}
}
}

}

void 1lena m(double complex 111[2][2],double complex 121[2][2],double complex 131[2][2],double complex 141[2][2],double t1){
//Esta subrutina es para llenar las matrices Lambda de los invariantes

11101 [0]=f1a(t1);

111[0] [t]=gib(t1) /sqrt (wb);
111[1] [0]=gla(t1) *sqrt (wb);
1111 [1]=f1b(t1);

121[0] [0]=f2a(t1);

121[0] [1]=-g2b(t1)*sqrt (wb) ;
121[1] [0)=-g2a (t1)*sqrt (wb) ;
121[1] [1]1=£2b(t1) *wb;

131[0] [0]=f3a(t1);

131[0] [1]=-g2b(t1)/sqrt (wb) ;
131 [1] [0]=-g2a(t1)/sqrt (wb);
131[1] [1]1=£3b(t1) /ub;

141[0] [0]=f1a(t1);

141[0] [1]=-g1b(t1)*sqrt (wb);
141[1][0)=-gla(t1)/sqrt (wb);
141[1] [1]=f1b(t1);

}

void sigmat(double st1[4][4],double t3){
double complex 111[2][2],112[2] [2],113(2] [2],114[2] [2];

1lena m(111,112,113,114,t3);

double complex lambinv[4] [4]={{114[0] [0],114[1](0],-122[0] [0],-112[1] [0]},{114[0] [1],114[1] [1],-112(0] [1],-112[1] [1]},{-113
[0J0],-113[1] (0], 11101 [0], 21111 [02},{-113[0] [1],-113[1] [1],111(0] [1], 111 (1] [11}};

double complex lambinvt[4] [4]={{114[0][0],114[0] [1],-113[0][0],-113[0] [1]},{114[1][0],114[1] [1],-113[1][0],-113[1] [1]},{-112
(0] [0],-112[0] [1],111(0] [0],111[0] [13},{-112[1][0],-112[1] [1], 101 1] [0], 111 (1] [1]}};

double be=0.8;

113

double complex sigmaO[4] [4]={{(1.+bexbe)/(2.*(1-bexbe)),-2.*bexsqrt (wb)/(2.%(1-bexbe)),0.,0.},{-2.xbexsqrt (wb) /(2.% (1-bexbe)), (1.+
bexbe) xub/ (2.%(1-bexbe)),0.,0.},{0.,0., (1. +bexbe) /(2. %(1-bexbe) ), 2. ¥be/ (2. % (1-bexbe) ¥sqrt (wb)) },{0.,0.,2.¥be/ (2. (1-bexbe) ¥

sqrt (wb)) , (1.+bexbe) /(2. % (1-bexbe) +ub) }};

double complex sigaux[4][4],stlaux[4] [4];

mult_mat(lambinv,sigma0,sigaux,4);
mult_mat(sigaux,lambinvt,stlaux,4);

int 190,390;
for(190=0;190<4;190++){
for(j90=0; j90<4; j90++){

st1[190] [j90]=creal (st1aux[190] [190]);
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1
}

double tomo(double y1,double y2,double mul,double nul,double mu2,double nu2,double t1){
//Se obtiene el tomograma de dos modos

double sigx1x1[2](2],sigt1[4] [4];

sigmat(sigtl,tl);

sigx1x1 [0] [0]=mul*mul*sigt1[2] [2]+nul*nul*sigt1[0] [0]+2. *mulxnulxsigt1 0] [2];

sigxlxd [1] [1]=mu2mu2*sigt1[3] [3] +nu2nu2*sigt1[1] [1]+2. ¥mu2snu2*sigt1 [1] [3];

sigxlx1 [0] [1]=mulxmu2*sigt1[2] [3] +nulxnu2*sigt1 (0] [1]+mul*nu2*sigt1[2] [1]+mu2xnulxsigt1 (3] [0];
double detsig=sigxix1[0] [0]*sigxlx1[1] [1]-sigxlx1[0] [1]*sigxix1[0] [1];

double expon=-(yl*yl*sigxix1[1] [1]+y2*y2xsigxlx1[0] [0]-2.%y1*y2xsigxlx1[0] [1])/(2.*detsig);
double res=exp(expon)/(2.*pi*sqrt(detsig));

return res;

}

double tomo mul(int yi1,int y21,double tomo comp[nr] [nr]){
//Se obtiene la multimplicacion de los tomogramas reducidos
double toml=0.,tom2=0.;

int ki9;

for (ki9=0;ki9<nr;kid++){
toml+=tomo_comp[y11] [ki9];
tom2+=tomo_comp [ki9] [y21];
}

return tomlxtom?;

}
void vector(double vecp[4],double toml[nr] [nr]){

int 188,88,

vecp[0]=0. ;

vecp[1]=0.;

vecp[2]=0.;

vecp[3]=0.;
for(188=0;188<nr1;188++){
for(j88=0; j88<ur1; j88++){
vecp[0]+=ton1[188] [388];
B
for(i88=0;188<nr1;188++){
for(j88=nr1;j88<nr; j88++){
vecp[1]+=tom1[188] [188];
1
for(i88=nr1;188<nr;i88++){
for(j88=0; j88<nr1; 88++){
vecp[2]+=tom1[188] [j88];
B
for(i88=nr1;188<nr;i88++){
for(j88=nr1; j88<ur; j88++){
vecp[3]+=tomt [188] [j88];
B

}

114
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int main(){

FILE *ar=fopen("bell vac solo.txt","u");

double t,h1,h2,x1,x2;

h1=2.*limx/nr;

h2=hi;

double wijl[nr] [nr],wij2[nr] [nr],wij3[nr] [nr],wijd[nr] [or];
double wiwjl[nr] [nr],wiwj2[nr] [nr],wiwj3[nr] [nr],wivj4[nr] [or];
double mula,nulb,muld,nulc,mi2a,nu2b,mu2d,nu2c;

double thll,th12,th21,th22;

double vi[4],v2[4],v3[4],vA[4] ,m1[4] [4],bell;

double ul[4],u2[4],u3[4],ud[4];

int i8,8,19,p9;

long int 19;

srand(6) ;

double min=1e6,max=-1e6;

double t11M,t12M,t21M,t22M,t11m,t12m,t21m,t22m;

th11=0.;
th12=pi/4;
th21=pi/8.;
£h22=3.4pi/8. ;
mula=cos(thll);
nulb=sin(thil);
muld=cos(th12);
nulc=sin(thi2);
m2a=cos (th21) ;
nu2b=sin(th21);
mu2d=cos(th22) ;
nu2c=sin(th22);

for(t=0.;t<1.6;t+=0.0001){

for(i8=0;18<nr;i8++){

for(j8=0; j8<nr; j8++){

x1=-1limx+i8h1;

x2=-1imx+j8*h2;

wij1[18] [8]=hi*h2xtomo(x1,x2,mula,nulb,mu2a,nub,t);
wij2[18] [j8]=hi*h2xtomo(x1,x2,mula,nulb,mu2d,nuc,t);
wij3[18] [j8]=hi*h2xtomo(x1,x2,muld,nulc,mu2a,nub,t);
wij4[18] [j8]=hi*h2+tomo(x1,x2,muld,nulc,mu2d,nu2c,t);
1}

vector (vi,wijl);
vector (v2,uij2);
vector (v3,uij3);
vector (v4,uijd);

115

printf (" J1f U1 GLE F1f\n", (vi[0]+vi[t]+vi[2]+v1([3]), (v2[0)+v2[1]+v2[2]+v2[3]), (v3[0]+v3[1]+v3[2]+v3[3]), (vA[0]+vA[1] +v4[2] +v4
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ni (1] [1]=-v2[1];
ni [2] [1]=-v2[2];
ni[3] [1]=v2[3];
ni1[0] [2]=v3[0];
ni[1][2]=-v3[1];
ni[2] [2]=-v3[2];
ni[3][2]=v3(3];
ni[0] [3]=-v4[0];
ni[1][3]=v4[1];
i [2] [3]=v4[2];
ni [3] [3]=-v4[3];
bell=0. ;

for(i8=0;18<4;i8++){
for(j8=0;j8<4; j8++){
bell+=n1[i8] [j8];

1

fprintf(ar," 1 Je\n",t,fabs(bell));

}
fclose(ar);
return 0;

}
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En el siguiente programa se realiza la evaluacion del parametro de Bell ‘B -B ‘

/+E1 siguiente programa tiene la finalidad del cdlculo del pardmetro [B-\-B[*/

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<complex.h>
#include<stdlib.h>

//nr es el nimero de particiones en las variables X1 y X2

#define nr 100

//url es la mitad de nr debido a que tomaremos los cuatro cuadrantes de X1, X2 como las cuatro regiones de integracion

#define nrl 50

//limx es el linite superior de X1 y X2

#define limx 10.

/#las frecuencias y la constante de interacion#/

#define wa 1.
#define wb 3.
#define k1 2.
#define Om 9.
#define a1 0.8
#define a2 0.1

tdefine pi 4.xatan(1.)
tdefine nu sqrt(Om+0m/4.-k1*k1)

#define fla(t) ccos((Om/2.+wa)*t)*ccos(nurt)+(0n/(2.%nu))*csin((0m/2. +wa) ¥ )*csin nukt)
#define £1b(t) ccos((Om/2.+ub)*t)*ccos(nuxt)+

#define f2a(t) csin((Om/2.+wa)*t)*ccos(nuxt)-
#define £2b(t) csin((Om/2.+ub)*t)*ccos(nuxt)-

Om/ (2.*nu) ) *ccos((0m/2. +wa)*t)*csin(nut)
Om/ (2.*nu) ) *ccos ((Om/2. +wb)*t) *csin(nurt)
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#define f3a(t
#define £3b(t

(t) -csin((Om/2.+wa)*t)*ccos (nuxt)+(0m/(2.*nu) ) *ccos((0m/2.+wa)*t) *csin(nutt)

(
#define gla(t

(

(

(

-csin((Om/2.+wb)*t)*ccos (nurt)+(0m/ (2. *nu) ) xccos ( (0m/2. +ub) ¥t ) ¥csin (nuxt)
(k1/nu)*csin((Om/2.+wa)*t)*csin (nuxt)
(k1/nu)*csin((Om/2.+ub)*t) *csin (nukt)
(k1/nu)*ccos ((Om/2.+wa) *t) *csin(nukt)
(k1/nu)*ccos ((Om/2.+ub) *t) *csin (nu*t)

#define glb(t
#define g2a(t
#define g2b(t

NN N N NN

void mult mat(double complex x1[4][4],double complex x2[4][4],double complex res[4][4],int dim){

//Esta subrutina multiplica dos matrices complejas de dim x dim
int i1,j1,k11;
for(i1=0;i1<dim;i1++){
for(j1=0; j1<din; j1++){
res[i1] [j1]=0.+0.%;
B

for(i1=0;i1<dim;i1++){
for(j1=0; ji<din; j1++){
for (k11=0;k11<dim; k11++){
res[i1] [jt]+=x1[11] [k11]xx2[k11] [§1];
}
}
}

}

void 1lena m(double complex 111[2][2],double complex 121[2][2],double complex 131[2][2],double complex 141[2][2],double t1){

//Esta subrutina es para llenar las matrices Lambda de los invariantes

1110
11[0
11t
it

1[0]=f1
] [1]=g1
1[0)=¢g

101] f1

a(t1);
b(t1)/sqrt (wb);
la(t1)*sqrt (ub);
b(t1);

121[01 [0]=f2a(t1);

121[0] [t]=-g2b(t1)*xsqrt (wb) ;
12111 [0]=-g2a(t1)*sqrt (ub) ;
121 [1] [1]=£2b(t1) #ub;

131[0] [0]=f3a(t1);

131[0] [1]=-g2b(t1) /sqrt (wb) ;
131[1]1 [0]=-g2a(t1)/sqrt (wb) ;
131[1] [1]=£3b(t1) /ub;

1]=-g1b(t1)*sqrt (ub);
0)=-gta(t1)/sqrt (wb);
1)=f1h(t1);

}

void sigmat(double st1[4][4],double t3){

// En esta subrutina se obtiene la matriz de covarianza del sistema al tiempo t
double complex 111[2][2],112(2](2],113(2] [2],114[2] [2];

1lena m(111,112,113,114,t3);
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double complex lambinv[4] [4]={{114[0][0],114[1][0],-112[0][0],-112[1][0]},{114[0] [1],114[1] [1],-112[0] [1],-112[1] [1]},{-113
[0J[0],-113[1] [0],112[0] [0], 121 1] [0]},{-113[0] [1],-113[1] [1],111[0] [1], 121 1] [1]}};

double complex lambinvt [4] [4]={{114[0][0],114[0][1],-113[0][0],-113[0] [1]},{114[1][0],114[1](1],-113[1](0],-113[1] [1]},{-112
[0]0],-112[0] [1],111[0] [0],121[0] [1]},{-112[1] [0],-112[1] [1],121[1] [0, 101 [1] [1]}3;

double complex sigma0[4] [4]={{0.5,0.,0.,0.},{0.,0.5%ub,0.,0.},{0.,0.,0.5,0.},{0.,0.,0.,0.5/wb}};
double complex sigaux[4] [4],stlaux[4] [4];

mult_mat(lambinv,sigma0,sigaux,4);
mult mat(sigaux,lambinvt,stlaux,4);
int 190,390;

for(190=0;190<4;190++){

£or (j90=0; j90<4; J90++){

st1[190] [j90])=creal (st1aux[190] [§90]);
1

}

double tomo(double y1,double y2,double mul,double nul,double mu2,double nu2,double t1){
//Aqui se obtiene el tomograma de dos modos

double sigx1x1[2][2],sigt1[4] [4];

sigmat(sigtl,t1);

double complex 112[2](2],122(2](2],132(2] [2],142[2] [2];

1lena m(112,122,132,142,t1);

double complex plp,p2p,xlp,x2p;

double complex v11,v22;

pip=(142[0] [0]*Ix(conj(al)-a1)+142[1] [0]*I*sqrt (wb)*(conj(a2)-a2)-122[0] [0]* (al+conj(a1))-122[1] [0]*(a2+conj(a2)) /sqrt (wb)) /sqrt
(2.);

p2p=(142[0] [1]*I*(conj(al)-a1)+142[1] [1]*I*sqrt (wb)*(conj(a2)-a2)-122[0] [1]*(al+conj(al))-122[1] [1]*(a2+conj(a2))/sqrt (wb)) /sqrt
(2.);

x1p=(-132[0] [1]*T*(conj(a1)-a1)-132[1] [0] *Ixsqrt (wb) * (conj (a2)-a2)+112[0] [0]* (al+conj(al))+112[1] [0]*(a2+conj(a2)) /sqrt (wb)) /sqrt
(2.);

x2p=(-132[0] [1]*I*(conj(a1)-a1)-132[1] [1]*Ixsqrt (wb) *(conj(a2)-a2)+112[0] [1] ¥ (al+conj(a1))+112[1] [1]*(a2+conj(a2)) /sqrt (wb)) /sqrt
(2.);

v11=yl-mul*x1p-nul*plp;

V22=y2-mu2*x2p-nu2+p2p;

sigx1x1 [0] [0]=mul*mul*sigt1[2] (2] +nulxnul*sigt1[0] [0]+2. *mutxnulxsigt1 [0] [2];

sigulx1[1] [1]=mu2+mu2*sigt1[3] [3]+mu2+nu2*sigt1 (1] [1]+2. +mu2xnu2+sigt1 (1] [3];

sigxix1 [0] [1]=mul*mu2*sigt1[2] [3] +nul*nu2*sigt1(0] [1]+mul*nu2*sigt1[2] [1]+mu2xnulxsigt1 (3] [0];

double detsig=sigxix1[0][0]*sigxlx1[t][1]-sigxix1[0] [1]*sigxix1[0][1];
double expon=-(vilxvil+sigxlxl[1] [1]+v22+v22xsigx1x1[0] [0]-2.*v11xv22*sigxix1 [0] [1])/(2.*detsig) ;

double res=creal (exp(expon)/(2.*pixsqrt(detsig)));
return res;

}

double tomo mul(int yi1,int y21,double tomo comp[nr] [nr]){
//Se obtiene la multimplicacion de los tomogramas reducidos
double toml=0.,tom2=0.;

int ki9;

for (ki9=0;ki9<nr;kid++){
toml+=tomo_comp[y11] [ki9];
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tom2+=tomo_comp [ki9] [y21];
}

return tomlxtom?;

}

void vector(double vecp[4],double toml[nr] [nr]){
/] Aqui se realizan las cuatro regiones de integracion
int 188, j88;

vecp[0]=0.;

vecp[1]=0.;

vecp[2]=0. ;

vecp[3]=0.;
for(i88=0;188<nr1;i88++){
for(j88=0; j88<nr1; j88++){
vecp[0]+=tom1[188] [j88];
3
for(188=0;188<nr1;188++){
for(j88=nr1; j88<ur; j88++){
vecp[1]+=ton1 [188] [88];
B
for(i88=nr1;188<nr;i88++){
for(j88=0; j88<ur1; j88++){
vecp[2]+=ton1[188] [j88];
B
for(i88=nr1;188<nr;i88++){
for(j88=nr1; j88<ur; j88++){
vecp[3]+=ton[188] [188];
I3

int main(){

FILE *ar=fopen("bell cohl.txt","w");
double t,h1,h2,x1,x2;

h1=2.*limx/nr;

ho=ht:

double wijl[nr] [nr],wij2[nr] [nr],wij3[nr] [nr],wijd[nr] [or];
double wiwjl[nr] [nr],wiwj2[nr] [nr],wiwj3[nr] [nr],wiwj4[nr]

double mula,nulb,muld,nulc,mi2a,nu2b,mu2d,nuc;
double th1l,th12,th21,th22;

double vi[4],v2[4],v3[4],vA[4] ,m1[4] [4],bell;
double ul[4],u2[4],u3[4],ud[4];

int i8,8,19,p9;

long int 19;

srand(6) ;

double min=1e6,max=-1e6;

double t11M,t12M,t21M,t22M,t11m,t12m,t21m,t22m;

th11=4.31;
th12=4.07;
th21=3.15;
th22=1.54;
mula=cos(thll);
nulb=sin(thil);
muld=cos(th12);

119



Apéndice B. Programacion

nulc=sin(th12);
mu2a=cos(th21);
nu2b=sin(th21);
mu2d=cos (th22) ;
nu2c=sin(th22);

for(t=0.;t<1.6;t+=0.0001){
for(i8=0;18<nr;18++){
for(j8=0; j8<nr;j8++){
x1=-1imx+i8*h1;
x2=-1imx+j8%h2;

wij1[i8] [j8]=hi*h2xtomo(x1,x2,mula,nulb,mu2a,nub,t);
=h1*h2*tomo(x1,x2,mula,nuib,m2d,nuc,t) ;

wij2[i8] [j8

] [38]
wij3[18] [j8]=hi*h2xtomo(x1,x2,muld,nulc,mu2a,nub,t
] [58]

wij4[i8] [j8
B

for(r9=0;r9<nr;r9++){
for (p9=0; p9<nr; pd++){

wiwj1[r9] [p9]=tomo_mul(r9,p9,wijl);
p9]=tomo mul(r9,p9,wij2);
p9)=tomo_mul(r9,p9,wij3);
wiwj4[r9] [p9]=tomo mul(r9,p9,wij4);

]
wiwj2(r9] [
winj3[r9] [

b3

for(i8=0;18<nr;18++){
for(j8=0; j8<nr;j8++){
vij1[i8] [j8]=wij1[i8][j8
wij2[i8] [j8]=wij2[i8] [j8
wij3[i8] [j8]=wij3[i8] [j8
wij4[i8] [j8)=wij4[i8] [j8

-wivjili
-wivj2(i
-wiwj3[i
-wivj4[i

J
J
J

Pt Bt e B it

1

vector (v1,uijl);
vector (v2,wij2);
vector (v3,uij3);
vector (v4,uijd);

vector (ul,wiwjl);

)

vector (u2,wivj2);

)
);
vector (u3,wivj3);
vector (ud,wivijd);

)

=h1xh2*tomo(x1,x2,muld,nulc,m2d,nuc,t);

)
)
);
)

120

printf ("1t 41f Y1f f1f\n", (ul[0]+ul[1]+ul [2]+ul(3]), (u2[0]+u2[1]+u2[2]+u2[3]), (u3[0]+u3[1]+u3[2]+u3[3]), (ud[0]+ud [1]+ud [2] +ud

[31));
1=v1[0];
11{0]=-v1[1
0]=-vi[2

1010 ;
mi[1]{0] 1;
mi[2][0] I;

m1 [3] [0]=v1[3];

i [0] [1]=v2[0];
mi (1] [1)=-v2[1];

J[1)=-
J[1]
J[2]=

ni [2
ni[3
ni [0

11=-v2[2];
11=v2(3];
21=v3[01;

i\
=V,
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mi[1][2
mi [2][2
mt [3][2

-v3[1];

-v3[2];
v3[3];

-v4[0];

[

mi [1] [3)=v4[t

mt [2] [3)=v4[2];

nt [3] [3)=-v4[3];
bell=0.;

1=
1=
]

1 (0] [3]
J=v4[1];
1=va[2];
]=

for(i8=0;18<4;18++){
for(j8=0;8<4; j8++){
bell+=m1[18] [j8];

I3

fprintf(ar," }1f Je\n",t,fabs(bell));

}

printf (" J1f Y1 JLf J1f\n",thil,th12,th21,th22);
fclose(ar);

return 0;

}

121

La entropia lineal y de von Neumann fueron calculadas mediante los siguientes pro-

gramas

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<complex.h>
#include<stdlib.h>

#include <gsl/gsl math.h>
#include <gsl/gsl eigen.h>
t#include <gsl/gsl complex.h>
#include <gsl/gsl_complex_math.h>
#include <gsl/gsl matrix.h>
tinclude <gsl/gsl linalg.h>
#include <gsl/gsl cblas.h>

/[#define op 32
#define nt 32

double complex rhot[nt] [nt];

#define limx 6.

/#Las frecuencias y la constante de interacion¥/
#define wa 1.

#define wb 3.

#define ki 2.

#define Om 9.

#define nu csqrt (Om+On/4.-kixk1)

#define fla(t) ccos((Om/2.+wa)*t)*ccos(nuxt)+(On/ (2. *nu))*csin((Om/2.+wa)*t)*csin (nukt)
#define f1b(t) ccos((Om/2.+ub)*t)*ccos(nuxt)+(0m/ (2. *nu))*csin((0m/2.+ub)*t)*csin (nukt)
#define f2a(t) csin((Om/2.+wa)*t)*ccos(nuxt)-(0m/ (2. *mu))*ccos((0m/2.+wa)*t)*csin (nukt)
#define £2b(t) csin((Om/2.+wb)*t)*ccos(nurt)-(0m/(2.#nu))*ccos ((0m/2.+wb) ¥t ) *csin(nu*t)
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#define f3a(t) -csin((Om/2.+wa)*t)*ccos (nuxt)+(0m/ (2. *nu))*ccos((On/2.+wa)*t) *csin (nurt)
#define £3b(t) -csin((0m/2.+ub)*t)*ccos (nuxt)+(0m/ (2. *nu))*ccos((Om/2.+ub)*t) *csin (nurt)
tdefine gla(t) (k1/nu)*csin((Om/2.+wa)*t)*csin(nuxt)
tdefine gib(t) (k1/nu)*csin((Om/2.+wb)*t)*csin(nuxt)
tdefine g2a(t) (k1/nu)*ccos((On/2.+wa)*t)*csin(nukt)
tdefine g2b(t) (k1/mu)*ccos((Om/2.+ub)*t)*csin(nukt)

void mult mat(double complex x1[2][2],double complex x2[2][2],double complex res[2][2]){
//Esta subrutina multiplica dos matrices complejas de 2x2
int i1, j1,kl1;
for(i1=0;11<2;11++){
for(j1=0;j1<2;j1+H){
res[i1] [j1]=0.+0.%;
B

for(i1=0;11<2;11++){
for(j1=0;j1<2;j1+H){
for (k11=0;k11<2;k11++){
res[i1] [jt]+=x1[11] [k11]xx2[k11] [§1];
}
}
}

void inversa(double complex x11[][2],double complex resi[][2]){
//Esta subrutina encuentra la inversa de una matriz compleja

// Define the dimension n of the matrix

// and the signun s (for LU decomposition)

int n = 2;

int s5,12,j2;

double reall,imagl;

double complex res;

// Define all the used matrices
gsl matrix_complex *m = gsl matrix complex alloc(n, n);
gsl matrix_complex *inverse = gsl matrix complex alloc(n, n);
gsl permutation * perm = gsl permutation alloc(n);
gsl_complex auxll,aux22;
for(i2=0;12<n;12++){
for(j2=0; j2<n; j2++){
aux11=gsl complex rect(creal (x11[i2] [j2]),cimag(x11[i2][j2]));
gsl matrix_complex set(m,12,j2,aux11);
}
}

// Make LU decomposition of matrix m
gsl linalg complex LU decomp (m, perm, &s);

// Invert the matrix m

gsl linalg complex LU invert (m, perm, inverse);
for(i2=0;12<n;12++){

for(j2=0;j2<n;j2+){
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aux22=gsl matrix complex get(inverse,i2,j2);

reall=gsl complex abs(aux22)*cos(gsl complex arg(aux22));
imagl=gs] complex_abs(aux22)*sin(gsl complex arg(aux22));
res=reall+I*imagl;

res1[i2] [j2]=res;

}

}

//Importante hay que liberar memoria antes de salir de la subrutina
gsl matrix_complex free (m);

gsl matrix_complex free (inverse);

gsl permutation free(perm);

}
void 1lena m(double complex 111[2][2],double complex 121[2][2],double complex 131[2] [2],double complex 141[2][2],double t1){
//Esta subrutina es para llenar las matrices lambda de los invariantes

11110 [0)=F1a(t1)
111[0 [1)=g1b(t1)
111[1][0]=gla(t1);
111[1] [1]=£1b(t1);
12110 [01=£2a (t1)

1210 [1]=-g2b(t1);
1211 [0)=-g2a(t1);
191 [1] [1]=£2b(t1);

131
131
131
131

0
0
1
1

0]=f3a(t1);
1]=-g2b(t1);
0]=-g2a(t1);
1]=3b(t1);

— — — =
o

[
[
[
[

141
141
141
141

0
0
1
1

[0]=fla(t1);
[1]=-glb(t1);
(0]=-gla(t1);
[1]=f1b(t1);

— — — —
[ R e B et

double complex mul(double vec[2],double complex mat[2][2]){
//Esta subrutina obtiene el exponente de la funcion de onda completa
double complex res=0.+0.*I;
int i4,j4;
for(i4=0;14<2;14++){
for(j4=0; j4<2; jA++){
res+=vec [14]+mat [14] [j4] *vec[j4];
}
}

return res;

}

double complex rhototal(double yi[2],double y2[2],double t1){
//Se obtiene la rho total aqui yi=(y 1,y 2) y yp=(yp_1,yp_2)
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double r1=0.1,a11=2.*cosh(r1),a22=2.*cosh(r1),a12=-2.*sinh(r1);
double complex 11(2][2],12[2][2],13[2] [2],14[2] [2];

double complex ag[2] [2]={{al1/4.+0.%1,-a12/4.40.¥1},{-a12/4.40.%1,a22/4.+0.xI}};

double norm=pow((all*a22-a12xa12),1./4.)/sqrt(2.%M_PI);
double complex expon[2] [2],exponente,exponentel ;

double complex psit,psitc;
double complex normt;

int 15, ]5;
double complex aux[2] [2],auxinv(2] [2],13inv[2] [2];
double complex 1113[2]([2],1314[2][2],13aux (2] [2],13t[2] [2] ,tot[2] [2];

1lena m(11,12,13,14,t1);
inversa(13,13inv);

13t[0] [0]=13inv[0] [0];
13t [0] [1]=13inv[1] [0];
13t[1] [0]=13inv[0] [1]
13t [1][ ]

11
11
] [1];
11=13inv[1][1];

mult_mat(11,13inv,1113);
mult mat(13inv,14,1314);

for(15=0;15<2;15++){
for(j5=0;35<2; 15++){
aux[15] [j5]=ag[15] [35]+(1/2.)¥1113[i5] [§5];
}
}

inversa(aux,auxinv) ;

normt=-T*norn/ (2. xcsqrt ((13[0] [0]%13[1] [11-13[0] [1]*13[1] [0])* (aux [0] [0] ¥aux [1] [1]-aux[0] [1]*aux[1] [0])));

mult_mat(13inv,auxinv,13aux);
mult_mat(13aux,13t,tot);
for (i5=0;15¢2;i5++){
for(35=0;35¢2;j5++){
expon[i5] [§5)=(1/2.)%1314[i5] [§5]+(1./4.)*tot [15] [5];
}
}

exponente=mul (y1,expon) ;

exponentel=mul (y2,expon) ;
psit=normtxcexp(-exponente);

psitc=conj (normt)*cexp(-conj (exponentel));
double complex resul;

resul=psit¥psitc;

return resul;

}

124



Apéndice B. Programacion

int main(){
FILE *ar=fopen("neumann_comp.txt","w");

gsl_complex auxt;

gsl matrix_complex #rhotc = gsl matrix complex alloc (nt, nt);
gsl vector *eig val = gsl vector_alloc (nt);

gsl matrix_complex *eig vec = gsl matrix complex alloc (ut, nt);
gsl eigen hermv workspace *w = gsl eigen hermv alloc (nt);

double h1=2.*limx/nt,h2=2.*limx/nt;
printf (" 41f 41f\n",h1,h2);
double t,y[2],yp[2] ,norma,tsallis,tr;

int i6,6,k6;
int i7,37,18,38,19,39;

for(t=0.01;t<=3.;t+=0.01){

for(i6=0;16<nt;16++){
for(j6=0;j6<nt; j6++){
rhot [16] [j61=0. ;

for (k6=0;k6<nt ;k6++){

y[0]=-1imx+h1xi6;
y[1]=-Timx+h2#k6;
yp[0]=-1imx+h1*j6;
yp[1]=-1inx+h2+k6;
rhot [16] [j6]+=rhototal (y,yp,t)*h1*h2;

1}

for(i6=0;16<nt;16++){

for(j6=0; j6<nt; j6++){
auxt=gsl_complex_rect(creal(rhot [i6] [j6]),cimag(rhot[i6] [j6]));
gsl matrix_complex set(rhotc, i6, j6, auxt);

1

gsl eigen hermv(rhotc, eig val, eig vec, w);

norma=0. ;
tsallis=0.;
tr=0.;

for(i6=0;16<nt;16++){
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tr+=rhot [16] [i6];
}

for(i6=0;16<nt;16++){

normat=gsl vector get(eig val,i6);

if (gs] vector get(eig val,i6)>1.e-10){

tsallist=-gsl vector_get(eig val,i6)*log(gsl_vector get(eig val,i6));

//printf("J1f J1f\n",gsl vector get(eig val,i6),pow(gsl vector get(eig val,i6),ql));
}

}

printf (" %.101f %.101f\n",norma,tr);

fprintf(ar," J1f %.101f\n",t,tsallis);

}
fclose(ar);
return 0;

}

La negatividad logaritmica fue obtenida mediante el siguiente programa

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<complex.h>
#include<stdlib.h>

#include <gsl/gsl math.h>
#include <gsl/gsl eigen.h>
#include <gsl/gsl complex.h>
#include <gsl/gsl_complex math.h>
t#include <gsl/gsl matrix.h>
#include <gsl/gsl linalg.h>
#include <gsl/gsl cblas.h>

#define op 32
#define nt op*op

double complex rhot [nt] [nt];

#define limx 6.

/#Las frecuencias y la constante de interacion¥/
#define wa 1.

#define wh 3.

#define ki 2.

#define Om 9.

#define nu csqrt (Om+On/4.-kixk1)

2.4nu) ) *csin((0m/2.+wa) *t) *csin(nutt)

#define fla(t (2.#mu) ( ) (
(2.*nu))*csin((0m/2.+wb) *t) *csin(nutt)
( ) ( ) (

#define fib(t
#define f2a(t

(t) ccos((Om/2.+wa)*t)*ccos (nuxt)+(0m

(

(
#define £2b(t

(

(

)xt)
ccos((0m/2.+wb)*t) *ccos (nuxt)+(0n
csin((On/2.+wa)*t)*ccos (nurt)-(On/ (2.*nu) ) *ccos ( (Om/2.+wa) *t) *csin (nukt)
in(

( /
( /
(
csin((0m/2.+wb)*t)*ccos (nuxt)-(On/ (2. *nu) ) *ccos ((Om/2.+wb) ¥t ) *csin (nukt)
(
(

#define f3a(t
#define £3b(t

-csin((0m/2.+wa)*t)*ccos (nuxt)+(0m/ (2. *nu) ) *ccos ((Om/2.+wa) *t) *csin(nuxt)
-csin((Om/2.+wb)*t)*ccos (nuxt)+(0m/ (2. *nu) ) *ccos ((Om/2.+ub) *t) *csin(nuxt)

NN N NI NI NI
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k1/nu)*csin((Om/2. +wa)*t) *csin(nutt

#define gla(t) (k1/mu)*csin(( ) )
(k1/mu)*csin((Om/2.+ub)*t) *csin (nuxt)
( ) (( ) )
( ) ( ) )

(
tdefine glb(t

(t) (k1/nu)*ccos((0m/2.+wa)*t)*csin(nutt

(t) (k1/nu)*ccos((0m/2.+wb)*t)*csin(nukt

#define g2a(t

)
)
)
tdefine g2b(t)

void mult_mat(double complex x1[2][2],double complex x2[2] [2],double complex res[2] [2]){
//Esta subrutina multiplica dos matrices complejas de 2x2

int i1,j1,k11;

for(i1=0;i1<2;i1++){
for(j1=0;1<2;j1+){

res[i1] [j1]=0.+0.%;

1

for(i1=0;11<2;i1+4){
for(j1=0;j1<2;j1++){
for (k11=0;k11<2;k11++){
res[i1] [j1]+=x1 [i1] [k11]*x2[k11] [§1];
}
}
}

void inversa(double complex x11[]1[2],double complex rest[][2]){
//Esta subrutina encuentra la inversa de una matriz compleja

// Define the dimension n of the matrix
// and the signun s (for LU decomposition)
int n = 2;

int s,12,j2;

double reall,imagl;

double complex res;

// Define all the used matrices

gsl matrix_complex *m = gsl matrix_complex alloc(n, n);
gsl matrix_complex *inverse = gsl matrix complex alloc(n, n);

gsl permutation * perm = gsl permutation alloc(n);
gsl_complex auxll,aux22;

for(i2=0;12<n;12++){
for(j2=0;j2<n; j2++){

aux11=gs] complex rect(creal (x11[i2] [j2]),cimag(x11(i2] [j21));

gsl matrix_complex set(m,i2,j2,auxil);
}
}

// Make LU decomposition of matrix m
gsl linalg complex LU decomp (m, perm, &s);

// Invert the matrix m

gsl linalg complex LU invert (m, perm, inverse);
for(i2=0;12<n;12++){

for(j2=0;j2<n; j2++){

aux22=gsl matrix complex get(inverse,i2,j2);

reall=gsl complex abs(aux22)*cos(gsl complex arg(aux22));
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imagl=gsl complex abs(aux22)*sin(gsl complex arg(aux22));
res=reall+I*imagl;

res1[i2] [j2]=res;

}

}

//Tmportante hay que liberar memoria antes de salir de la subrutina
gsl matrix_complex free (m);

gsl matrix_complex free (inverse);

gsl pernutation free(perm);

}
void 1lena m(double complex 111[2][2],double complex 121[2][2],double complex 131[2] [2],double complex 141[2][2],double t1){
//Esta subrutina es para llenar las matrices lambda de los invariantes

111[01 [0]=f1a(t1);
111[0] [1]=g1b(t1);
111[1] [0)=gta(tD);
111 [1] [1]=E1b(51);

1210] [0]=f2a(t1);
121[0] [1]=-g2b(t1)
121[1] [0]=-g2a(t1)
121[1] [1]=£2b(t1);
131[0] [0]=f3a(t1);
131[0] [1]=-g2b(t1);
131[1] [0)=-g2a(t1);
131[1] [1]=£3b(t1);

141[0] [0]=fta(t1);
141[0] [1]=-glb(t1);
141[1] [0]=-gla(t1);
141[1] [1]=f1b(t1);

double complex mul(double vec[2],double complex mat[2][2]){
//Esta subrutina obtiene el exponente de la funcion de onda completa
double complex res=0.+0.xI;
int i4,i4;
for(i4=0;14<2;14++){
for (j4=0; 14<2; j4+H){
rest=vec [i4]#mat [14] [j4] *vec[j4];
}
}

return res;

double complex rhototal(double y1[2],double y2[2],double t1){
//Se obtiene la rho total aqui y1=(y 1,y 2) y yp=(yp_1,yp 2)

double r1=0.1,a11=2.*cosh(r1),a22=2.*cosh(r1),a12=-2.*sinh(r1) ;
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double complex 11(2][2],12[2] [2],13[2] [2],14[2] [2];

double complex ag[2] [2]={{al1/4.40.%1,-a12/4.+0.¥I},{-a12/4.40.%1,a22/4.+0 . xI}};
double norm=pow((all*a22-a12+al2),1./4.)/sqrt(2. 41 PI);

double complex expon[2][2],exponente,exponentel;

double complex psit,psitc;
double complex normt;

int 15, 35;
double complex aux[2][2],auxinv([2] [2],13inv[2] [2];
double complex 1113[2][2],1314[2][2],13aux[2] [2],13t[2] [2] ,tot[2] [2];

1lena m(11,12,13,14,t1);
inversa(13,13inv);

13t[0] [0]=13inv [0] [0];
13t[0] [1]=13inv [1] [0];
13t[1] [0]=131nv [0] [1];
13t [1] [1]=13inv (1] [1];

mult mat(11,13inv,1113);
mult_mat(13inv,14,1314);

for (i5=0;15¢2;i5++){
for(35=0;j5<2; j5++){
aux[15] [j5]=ag[i5] [j5]+(1/2.)¥1113[i5] [j5];
}
}

inversa(aux,auxinv) ;

normt=-T*norm/ (2. *csqrt ((13[0] [0]+13[1] [1]-13[0] [1]*13[1] [0])*(aux[0] [0]*aux [1] [1]-aux[0] [1]*aux[1] [0])));

mult_mat(13inv,auxinv,13aux);
mult_mat(13aux,13t,tot);
for(i5=0;15<2;15++){
for(35=0; j5<2; j5++){
expon[i6] [j5]=(1/2.)*1314[i5] [j5]+(1./4.)xtot [15] [35];
}
}

exponente=mul (y1,expon) ;

exponentel=nul (y2,expon) ;
psit=normt*cexp(-exponente);

psitc=conj (normt)*cexp(-conj (exponentel));
double complex resul;

resul=psit*psitc;

return resul;

}
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int main(){
FILE *ar=fopen("nega vacioc.txt","u");

gsl complex auxt;

gsl matrix_complex #rhotc = gsl matrix_complex alloc (nt, nt);
gsl vector *eig val = gsl vector alloc (nt);

gsl matrix_complex *eig vec = gsl matrix complex alloc (nt, nt);
gsl eigen hermv_workspace *w = gsl eigen hermv alloc (nt);

double hi=2.*1imx/op,h2=2.*1imx/op;
printf(" 1f %1f\n",h1,h2);

double t,y[2],yp[2] ,norma,nega, tr;
double negal,negall,negalll;

double trl,tril,trill

int i6,j6,k6,16;

int 17,17,18,78,19,9;

for (£=0.01;t<=3. ;t+=0.01){

for(i6=0;16<op;i6++){
for(j6=0; j6<op; j6++){
for (k6=0;k6<op; k6++){
for(16=0;16<op; 16++){

y[0]=-1imx+h1xk6;

y[1]=-1imx+h2+j6;

yp[0]=-limx+h1*i6;

yp[1]=-1imx+h2%16;

rhot[16*op+j6] [k6*op+16]=rhototal (y,yp,t)*hi*h2;
HH

for(16=0;16<nt;16++){

for(j6=0; j6<nt; j6++){

auxt=gsl_complex rect(creal(rhot[i6] [j6]),cimag(rhot[i6] [j6]));
gsl matrix_complex set(rhotc, i6, j6, auxt);

B
gsl eigen hermv(rhotc, eig val, eig vec, w);

norma=0. ;
nega=0.;
tr=0.;

for(i6=0;16<nt;16++){
tr+=rhot[i6] [i6];
}

for(i6=0;16<nt;i6++){
normat=gsl vector get(eig val,if);

if (gsl vector get(eig val,i6)<0.) negat=fabs(gsl vector get(eig val,i6));

}

printf (" %.101f %.101f\n",norma,tr);
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fprintf(ar," J1f %.101f 7.101f\n",t,nega,log2(2+negatl.));

}
fclose(ar);
return 0;

}
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