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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas dindmicos representan hoy en dia un area de gran actividad en
la investigacion de matemaéticas, ademés poseen un amplio potencial para
aplicaciones. La noci6én mas general considera simplemente un conjunto X
junto con un mapa f : X — X. X es llamado espacio fase. El interes es
entender la evolucion de X respecto a f. Para esto, debemos considerar al
semigrupo {f": X — X, n € NU{0}} formado por las iteradas de f con
la operacion f"tm = fro fm (f0 :=id, f* = fo-- o f, n-veces). En caso
de que f sea invertible, las iteradas de f forman un grupo. Esta nocién re-
presenta una evoluciéon discreta del espacio X. Otra es cuando la evolucion
de X varia de manera continua, un sistema de estos se conoce como un sis-
tema dindmico continuo y consta de un conjunto X junto con una familia
de mapas {f* : X — X : t > 0}, en donde ademés se cumple la propie-
dad (ley de grupo) f'"*(z) = f5(f'(z)). Méas especificamente, los sistemas
de mayor interes son aquellos en donde el espacio fase X es un conjunto
con cierta estructura; por ejemplo, espacios medibles, espacios topologicos,
espacios métricos, variedades diferenciables, etc., v f es un mapa en X que

preserva tal estructura.

En este trabajo estamos interesados en los sistemas dindmicos (discretos)
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donde X es un espacio métrico compactoy f: X — X es un mapa continuo.
Dado = € X, la orbita positiva sera el conjunto orbs(z) = {f"(z) : n €
N U {0}}. Uno de los problemas centrales del area es el entendimiento de
tales conjuntos, en particular cuestiones de recurrencia o comportamiento

asintotico.

Una de las nociones introducidas para estudiar la recurrencia y el comporta-
miento asintotico es la de los conjuntos w—Ilimite; dado x € X, asociamos un
subconjunto de X que denotamos por ws(x), este conjunto consta de los limi-
tes de subsucesiones convergentes de la 6rbita. Ya que wy(z) resulta cerrado
y f—invariante (es decir, f(ws(z)) = wy(x)), entonces podemos considerar a

Jiwp(@) : wp(x) = wy(x) como un sistema dindmico por derecho propio.

Por otro lado, para un espacio métrico compacto X y f: X — X continua,
existe (aunque hay generalizaciones en espacios no compactos) un importante
invariante asociado al sistema, llamado entropia topoldgica, denotamos este
nimero por hu,(f), éste resulta ser > 0. La entropia intenta medir la com-
plejidad de las 6rbitas, de hecho, es ampliamente aceptado como una nocién
de si el sistema es cadtico 6 no, dependiendo si la entropia es positiva 6 cero.
Entonces, dado x € X tenemos asociado el sistema fi,,.(x) : wp(v) = wyp(x) ¥

podemos considerar su entropia topologica g ( fiw f(x)).

El objetivo principal de esta tesis es presentar un resultado que establece un
nuevo tipo de principio variacional para la entropia topolégica en términos

de los sistemas w—Ilimite. Este resultado se enuncia de la siguiente forma:
Teorema Principal:

Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f: X — X continua. Entonces

htop(f) = Sup{htop(f\wf(r)) S X}

Usando el Teorema anterior mostraremos que algunos resultados ya conocidos
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de entropia topolégica admiten una prueba alternativa, y en ocasiones mas

sencilla a las existentes.

Otro hecho que logramos establecer usando el Teorema principal es el si-

guiente:

Teorema. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X un ho-
meomorfismo. Si hyp(f) > 0, entonces existe x € X tal que wy(x) es no

numerable.

Finalmente, pretendemos que este trabajo sea lo mas autocontenido posible,
por lo cual, en el capitulo dos presentamos las definiciones y los resultados
més basicos sobre sistemas dindmicos (topologicos) que sean necesarios para
el desarrollo de los temas a lo largo de este trabajo. También en el capitulo dos
introducimos algunos ejemplos con el fin de ilustrar los conceptos de la teoria.
En el capitulo tres se presenta lo relativo a la entropia topologica para un
mapa continuo en un espacio métrico compacto. Ademaés, con la finalidad de
enunciar el Principio Variacional, se presentan conceptos y resultados sobre
teoria ergodica y entropia de la medida. El Principio Variacional establece
una igualdad entre la entropia topologica y el supremo de las entropias de
medida (sobre las medidas invariantes o ergodicas que admite el sistema),
y es usado en la prueba del teorema principal de esta tesis. En el capitulo
cuatro se presentan algunas propiedades de los conjuntos w—limite que bajo
ciertas condiciones caracterizan a tales sistemas. Finalmente, en el capitulo

cinco se presentan los principales resultados de este trabajo.



Capitulo 2
Preliminares

Nosotros estamos interesados en aquellos sistemas dinamicos donde X es un
espacio métrico compactoy f: X — X es un mapa continuo. Sin embargo
iniciamos este capitulo considerando a X como un espacio topologico, pues los
conceptos y resultados basicos pueden enunciarse a este nivel de generalidad.
El material de este capitulo es clasico y puede encontrarse con mas detalle

en diversos textos referentes al tema, como [1], [2] v [3].

2.1. Sistemas Dinamicos Topolbgicos
Denotaremos por Ng=NU {0}, RT ={z e R: 2 >0} y Rf = R" U{0}.

Definicién 2.1 Un sistema dinamico topolégico es un espacio topologi-
co Hausdorff X junto con un mapa continuo f : X — X. También deno-

taremos al sistema dindmico como (X, f).

Las siguientes definiciones son para un sistema dindmico f: X — X.

Para cada n € N, la n—ésima iterada de f es la composicion de f n veces

consigo misma, f™ = fo...of (n veces); definimos f° := id, el mapa identidad.

7
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Si f es invertible, escribimos f~" := (f~1)". Ya que f"™™ = f"o f™ las
iteradas forman un semigrupo, v si f es invertible, éstas forman un grupo.
Dados A C X y n € N, denotamos f"(A) a la imagen de A bajo "y f~"(A)
a la preimagen de A bajo f~".

Para cada x € X, definimos la érbita de x por
orbs(z) = {f"(x) : n € No}.

En caso de que sea claro, omitiremos el subindice f y escribimos orb(z) en
vez de orbs(z). Un punto z € X es un punto periddico de periodo n si
existe n € N tal que f"(z) = x. Denotamos por Per,(f) el conjunto de
puntos de periodo n, Per(f) := (U, ey Pern(f). Si x es un punto periédico,
entonces el entero positivo n més pequeno tal que f"(x) = x es llamado el

periodo minimal de x. Un punto z es llamado punto fijo si f(z) = x.

Decimos que A C X es f—invariante si f(A) = A, si f(A) C A, A se
dice f—positivamente invariante. Si A C X es un conjunto cerrado y
f—positivamente invariante, entonces podemos considerar al sistema dina-

mico (A, fla), tales conjuntos los llamaremos subsistemas de (X, f)

Con el fin de clasificar o distinguir los sistemas dindmicos, necesitamos una
nocién de equivalencia; sean f: X — X yg: Y — Y sistemas dinamicos.
Una semiconjugacion de g a [ es un mapa sobreyectivo y continuo h :
X — Y tal que ho f = goh. Si h es un homeomorfismo, h se llama una
conjugacion,y fy gson llamados topoldgicamente conjugados. Si existe
una semiconjugacion de g a f, decimos que g es factor de f. Note que la

relacion de ser topologicamente conjugados es una relacion de equivalencia.

Asi, dos sistemas dinamicos que sean topoldgicamente conjugados deberan

poseer las mismas propiedades dindmicas.
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Por ejemplo, sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas topologicamente conjugados
via un homeomorfismo h: X — Y, asi ho f = g o h. Supdéngase que x € X
es un punto de periodo n, es decir, f"(z) = x, asi h(f"(x)) = h(z). Entonces
g"(h(z)) = h(z). Por tanto h(z) es un punto de periodo n para g. Ahora
tomamos A C X, tal que A es f—invariante, entonces g(h(A)) = h(f(4)) =
h(A), es decir, h(A) C Y es g— invariante. Con un argumento anélogo para

h~=! en vez de h se puede concluir la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1 Sean (X, f) y (Y,g) dos sistemas dindmicos topoldgica-

mente conjugados via un homeomorfismo h: X — Y. Entonces

i) v € X es un punto periddico de periodo n para f, si y sdlo si, h(z) € Y

es un punto periodico de periodo n para g.

ii) A C X es f—invariante, si y solo si, h(A) CY es g—invariante. [

El siguiente ejemplo muestra una clase de sistemas cuyo comportamiento

asintotico se encuentra alrededor de un sélo punto.

Definicién 2.2 Sea (X,d) un espacio métrico. Un mapa f : X — X se

llama una contraccion si existe X < 1 tal que para todo x,y € X,
d(f(x), f(y)) < Ad(z,y).

Esta desigualdad implica que el mapa f es continua.

Proposicion 2.2 (Teorema del punto fijo de Banach).

Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea f : X — X una contraccion.

Entonces existe un tnico punto fijo p de f. Ademds, para todo x € X,
fr(@) = p.
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Prueba. Sea v € X, m,n € Z, m > n. Entonces

W) @) <3 A ), )
< S RIS, 0)
An
< 2 i(fw).x).

Ya que A\ < 1, ésta dltima parte converge a cero cuando n — oo. Hemos visto
que la sucesion {f"(z)}nen es de Cauchy. Como X es completo, entonces
f"(x) — p, para algin p € X. Ademéas p no depende del punto = pues para
otro y € X,

d(f"(x), [*(y)) < A"d(z,y),
asi d(f"(x), f"(y)) — 0 cuando n — cc.

Veamos que p es un punto fijo de f. Dado que para x € X y que si n — oo, se
cumple que f(p) = f(limf™(x)) = limf"(x) = p, entonces p es un punto
fijo para f

Como A < 1y d(p, f*(z)) = 0 (n — 00), entonces todo lo anterior converge
a cero. Por tanto f(p) =p. O

2.1.1. Rotaciones del Circulo

Con notacién aditiva el circulo unitario se representa como

St =R/Z.
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S1 representa el cociente de R por el subgrupo de los enteros Z, (mod 1)
representa la relacion de equivalencia ~ que induce Z como subgrupo de R
(r ~ysix—y €Z). Sear: R — S!la aplicacion canonica dada por
7(z) = x + Z. Con la topologia cociente para S, m es continua y S! es un

espacio métrico compacto.

Para cada o € R, R, : S' — S! denota la rotacién por un angulo 27a, es
decir
R,z =z + a (mod 1).

Usando notaciéon multiplicativa

St={zecC:|z|=1}={e*": vy € R},

Roz = 2z, con zy = e*™*.

La enésima iterada (en notacion aditiva) de R, se ve como

R} (z) = x4+ na (mod 1).

Sia = § es racional, entonces R = id. Asi cada x € S! es un punto

periddico. Por otro lado, si a es irracional, entonces cada orbita es densa en
SL. En efecto, para cada e > 0, existen m,n < £ tal que d(RI(z), Rl (y)) < €
para todo z, y € S'. Como ¢ es arbitrario, entonces cada érbita es densa en

St
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2.2. Conjuntos Minimales y Recurrencia

Una nocién importante es la de aquellos sistemas que no tienen subsistemas

propios, estos son los llamados conjuntos minimales.

Definiciéon 2.3 Sea X compacto y f : X — X continua. Un subconjunto
cerrado no vacio Y C X que sea f—positivamente invariante es un conjunto
maenitmal para f si no contiene subconjuntos propios, no vacios, cerrados y

f—positivamente invariantes. St X es minimal, decimos que f es minimal.

Definicién 2.4 Sea f: X — X continua. Un punto x es no errante si
para cada vecindad U de x existe n € N tal que f"(U)NU # (). El conjunto

de puntos no errantes se denota por QU(f).

Si z no esta en Q(f), decimos que x es un punto errante.

La siguiente proposicion nos permite considerar a fio(s) : Q(f) = Q(f) como

un sistema dinamico.

Proposicion 2.3 Sea f: X — X continua y Q(f) el conjunto de puntos

no errantes, entonces Q(f) es cerrado y f—positivamente invariante.

Prueba. Sea {x,},en C Q(f), suponga que existe x € X tal que z,, — x
(cuando n — o00). Sea U un abierto que contiene a x, entonces existe m € N
tal que z,,, € Uy x,, € Q(f), por lo tanto existe Ny € N tal que fNo(U)NU #
(), entonces x € Q(f). Por lo tanto Q(f) es cerrado. Para ver que Q(f) es
f—positivamente invariante, sea z € Q(f), W abierto con f(z) € W, sea
V = f~Y(W). Entonces V es abierto y = € V. Por lo tanto existe n € N tal
que f"(V)NV # 0. Se sigue entonces que W N f*(W) = f(f(V)NV)) # 0.
Entonces f(z) € Q(f), y por lo tanto f(Q(f)) C Q(f). Es decir, Q(f) es

f—positivamente invariante. [
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Un punto z € X se dice transitivo si su orbita es un conjunto denso en X.

f X — X se dice que es topologicamente transitiva si para cuales-
quiera dos abiertos no vacios U,V C X, existe n € N tal que f™(U)NV # 0.
Si para cualesquiera dos abiertos no vacios U, V, existe m € N tal que para

todo n >m, f"(U)NV # (), decimos que f es topoldgicamente mizing.

Es facil ver que si todo x € X es transitivo, entonces X es minimal: en efecto,
procedemos por cotradiccion; suponga que existe un subconjunto propio no
vacio Y C X que sea cerrado y f—positivamente invariante. Sea y € Y,
entonces orb(y) C Y # X. Por tanto la orbita de z no es densa en X.

Entonces x no es transitivo

Suponga que algin x € X es transitivo. Sean U,V C X dos abiertos no va-
cios. Entonces existen n,m € N tal que f"(z) e U, f™(z) € V.y m =k +n.
Por lo tanto f™(x) = f*(f*(x)) € f*(U) N V. Por lo tantof es topologica-

mente transitiva.

Sif: X — X es topologicamente transitiva, tomamos algin x € X y U C
X un abierto que contiene a x. Entonces existe n € N tal que f"(U)NU # 0.

Por lo tanto z es no errante. Asi, X = Q(f).

Por ultimo, si f es topolégicamente mixing, entonces es evidente que f es

topologicamente transitivo.
Proposicion 2.4 Si a es irracional entonces R, es minimal.

Prueba. Supoéngase que R, no es minimal. Entonces existe x € S* tal que
orb(x) no es densa en S'. Sea A = orb(x). Entonces S'\ A # 0 y abierto.
Ademaés note que S* \ A es también invariante. Podemos ver a S'\ A como
una uni6én disjunta de intervalos. Sea I un itervalo en S'\ A de longitud mé-
xima. Como R,, preserva la longitud y « es irracional, entonces los intervalos
{R™(I)},en son todos de igual longitud y disjuntos; si no, existiria un x € S*

tal que & = x + na (mod1). Asi na € Z, y por tanto o € Q. Entonces S*\ A
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contiene una cantidad infinita de intervalos disjuntos de una longitud fija.
Esto es imposible pues la longitud de S! es finita. Por tanto S'\ A =0. Y

asi orb(x) = S'. Por tanto R, es minimal. [J

Las translaciones del toro son la generalizacion de las rotaciones en el circulo
para dimensiéon mayor a uno. Es decir, considerando a Z™ como subgrupo
aditivo de R", la relacion de equivalencia inducidaen R", x ~ysiz—y € Z"

nos define a
™ = R*/Z" = S'x..-xS!
n — veces

Sea v = (71, ..., ) € R™. La translacion 7, : T" — T" se define como
Ty (21, ...,xn) = (X1 + Y15 o0y Ty + ) (Mod 1).

Definiciéon 2.5 Un punto v = (71,...,7) € R™ se dice racionalmen-
te independiente si Y . ki, ¢ Z para cualquier coleccion de enteros
ki, ko, ...k, con algin k; # 0.

Es claro que o € R es racionalmente independiente si y solo si es irracional.
La proposicién siguiente es la generalizacion de la anterior, una prueba puede

encontrarse en [1, pag. 29].

Proposicién 2.5 La translacion T, es minimal, si y sdlo si vy = (71,..., Yn)

es ractonalmente independiente. []

Otro ejemplo importante en el circulo S (en notacion multiplicativa) son los

mapas definidos como

En:S" = S' E,.(2)=2" mcZ]|ml|>2.
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Proposicion 2.6 Sea Ey : S — S, Fy(z) = z2. Entonces Ey es topoldgi-

camente transitiva.

Prueba. Para probar que FE; es topolégicamente transitivo consideraremos

la representacion binaria de cada z € [0, 1].

Sea AF = [£ Etl paran=1,2,..,y k=0,1,..,2" — L.

Sea x = 0.x1x9... la representacion binaria del ntimero z € [0, 1]. Entonces
2x = 11.2973... = 0.9x3... (mod 1). Entonces EY(z) = 0.2,41Tp40... (mod 1).

Sea k = kiks...k, la representacion binaria del entero k, donde posiblemente
k

n?’

i =1,...,n. Por tanto E}(AF) = S'. Como cada intervalo I C S* contiene

aparecen ceros al principio. Entonces x € AF, si y solo si, x; = k;, para
un AF entonces EY(I) = S! para algiin n. Por tanto para cualesquiera U,V
abiertos en S! existe un natural n tal que E3(U) NV # (). Por tanto Fy es

topologicamente transitiva. [

Observacion: Se puede adaptar un argumento similar al de la prueba ante-
rior para demostrar de manera general que el mapa E,, es topoldgicamente

transitivo.

2.2.1. Automorfismos Hiperbdlicos del Toro

Cualquier matriz A de tamano n X n con coeficientes enteros induce un mapa
en R™ que deja invariante a la reticula Z" C R", y por tanto A induce un
mapa T4 en el toro T" = R"/Z". T4 es invertible si y solo si A~ tiene

coeficientes enteros, y esto pasa si y solo si det A = +1.

Definicion 2.6 Sea A una matriz con coeficientes enteros y det A = +1.
Si los eigenvalores de A no pertenecen al circulo unitario, entonces el mapa
Ty : T — T™ inducido por A se llama un automorfismo hiperbélico del

toro.
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Un ejemplo de un automorfismo hiperbolico es el definido por la matriz

A:(2 1),detA:1.
11

Sea Ty : T? — T? el mapa inducido por A. Asi T'(z,y) = 2z + y,x +
y) (mod 1).

Entonces los eigenvalores de A son:

3+45 3—V5
9 >1 Yy Ay = 5

Al = < 1.

Como A es simétrica, entonces cada vector propio asociado a A1 es ortogonal a

cada vector propio asociado a Ay. Los eigenvectores correspondientes a A; es el
V51 _ —/56-1

subespacio de larecta Ly : y = ¥5—=x. Similarmente la recta Ly : y

es el espacio de eigenvectores asociados a .

Proposicién 2.7 El conjunto de puntos periddicos de Ty es denso en T? y

Ty es topologicamente transitiva.

Prueba. Para ver que los puntos periédicos de T4 forman un conjunto denso
en T2, nos tomamos (z,y) en T?, con z = Ny = é, donde s, t, g son enteros.
Entonces TA(é, 2) = (%7 ST”) Es decir, T4 manda puntos racionales con
denominador ¢ en puntos racionales con denominador otra vez ¢. Ya que
hay ¢? puntos en T? cuyas coordenadas son racionales con denominador g,
entonces debe existir n € N tal que Ts(2, §> = (2, é) Y como cada racional
puede suponerse con denominador ¢, entonces todos los puntos (z,y) con x,y
racionales son periodicos, y por tanto los puntos periodicos son densos en T?.
Veamos ahora que T4 es topologicamente transitiva. Sean U,V abiertos no
vacios en T2 Sean p,q € U y V respectivamente puntos periodicos. Sea L}

la recta que pasa por p y es paralela a L1, y sea LI la recta que pasa por ¢
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y es paralela a Ly. Sea r € LY N L (pues son ortogonales). Sea n un periodo
comin de p y ¢ . Entonces L} y L2 son T%—invariantes. Ya que A\; > 1
y Xy < 1, entonces T5"(r) — ¢ cuando k — oo, y Tk"(r) — p cuando
k — —oo. Por tanto existe k € N tal que ;" (r) € U y Tk"(r) € V. Luego
Tk (r) € T?**(U)NV. Es decir, T**"(U) NV # (). Asi T4 es topologicamente

transitivo. O

2.2.2. Sistemas Dinamicos Simbodlicos

Sea N € N, N > 2. Consideramos el espacio de sucesiones Qy = {w =
(...w,th,wl, ) | w; € {O, 1, ,N — 1}, 1€ Z}

Qn se llama el espacio de sucesiones bilaterales de N simbolos.

De manera similar se define el espacio de sucesiones unilaterales (derechas)
Q% = {w = (Cdo,wl, ) ‘ w; € {O, 1, ,N — 1}, 1€ No}

Note que Q2 es el producto de Z copias del conjunto {0, 1,..., N—1} . Damos a
Qy la topologia producto ({0, 1, ..., N—1} con la topologia discreta), entonces

Qn es compacto.

Sean ny < ng < ... < ny enteros y oy, e, ..., € {0,1,..., N — 1}, entonces

N1,N,ee N _ r_
Colaarar = {wen |wn, =i, i=1,...,k}

es llamado un cilindro de rango k (cilindros en Q% son definidos similar-
mente).

Observacion: La familia de todos los cilindros forman una base de la topo-
logia de Q. Ademds cada cilindro es también cerrado pues su complemento

es union finita de cilindros.

Otra manera de generar la topologia dada en {2y es mediante la métrica
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definida por cada A > 1 dada por

[e.e]

| Wn — Wy, |
dy(w,w') = Z e

n=—oo

En efecto, para cada A > 1, d, genera la topologia de Qy pues cada ci-
lindro de la forma C™ +lor7lbn - (uno de estos es llamado cilindro si-

métrico de rango 2n + 1, que también lo denotamos por C7, donde a =

(Qpy i1y ey iy—1, ) ) €S UNa bola con respecto a d.
La transformacion shift.

La transformacion shift (izquierda) en Qy se define como

’ ’

on: Qv = Qn, on(w) =w' = (.., wpy, wy, ..,

!
donde w,, = wy41.

on es una biyeccion y manda cilindros en cilindros. Por tanto oy es un
homeomorfismo de Qy. (La transformacion shift en Q¥ se define de manera

similar).

Proposiciéon 2.8 Los puntos periddicos de on son densos en Qy y oy es

topolégicamente mizing.

Prueba. Ya que la familia de cilindros es una base de la topologia, es sufi-
ciente probar que cada cilindro contiene un punto periédico. Més atn, cada
cilindro contiene un cilindro simétrico de rango 2m + 1 para algin m. Toma-

mos entonces uno asi. Sea C7*, donde o = (_p, ..., Q).

Sea w = {w,}, donde w, = a,, para | n |< m y para 0 < m < n esta
dada por la relacion de recurrencia wy, 11 = a_, y W_(n+1) = ,,. Entonces es
claro que w estd en C7' ; y que w tiene periodo 2m + 1. Por tanto los puntos

periddicos de o son densos en .
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Para probar que oy es topologicamente mixing, sean o = Q_yp, .y Qg ¥
B =B m,-Bm- Sean =2m -+ k+ 1, k£ > 0. Entonces la sucesion w dada
por w; = ay, para | i |[< m, w; = B, parai =m+k+1,...3m+k+1
estd en COF, y o (w) € CF, es decir, o (w) N CF # 0. Por lo tanto oy es

topologicamente mixing. []

2.3. Conjuntos w—limite

En esta seccion introducimos una clase muy especial de subsistemas, los con-
juntos w—Ilimite. Tales conjuntos describen el comportamiento asintético de
las orbitas, y por tanto juegan un papel central en el estudio de sistemas
dinamicos. El resultado principal de esta tesis establece una relacion impor-
tante entre la dinamica del sistema global y la familia de los subsistemas

w—limite.

Definiciéon 2.7 Sea f: X — X un sistema dindmico, x € X. Un punto
y € X es llamado un punto w—limite de x si existe una sucesion {ny}ren C
Z, ny — 400, tal que f™(x) — y. El conjunto w—limite de = es el conjunto

w(x) = wy(x) de todos los puntos w—Ilimite de x.

En caso de no ambiguedad, se escribe w(x) en vez de wy(x).

Si X es un espacio métrico compacto, cada sucesion infinita posee una sub-

sucesiéon convergente, en particular cada wy(x) es no vacio.
Si f es un homeomorfismo, entonces decimos que y € X es un punto a—limite
de x si existe sucesion {n;},_ . C Z, n; = —oo, tal que f"(x) — y. El con-

junto de puntos a—limite de x se denota por a(x) = ay(z).
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Es facil ver que

wie) = U@,

neNi>n

a@) = (YU @).

neNi>n

La siguiente proposicién nos dice que fi,) @ w(z) — w(x) es un sistema

dindmico.

Proposicion 2.9 Sea (X, d) un espacio métrico compactoy f : X — X con-

tinua. Entonces para cada x € X el conjunto w(x) es cerrado y f—invariante.

Prueba. Como

w(z) = ﬂneN Uign fi(x),

entonces w(x) es interseccion de cerrados, luego w(z) es cerrado. Para ver
que w(z) es f—invariante, sea y € w(x), entonces existe ny — +o0o (ng > 1)
tal que limy_,oo f™(x) = y. Por tanto limy_, f™**(z) = f(y). Asi f(y) €
w(x), entonces f(w(x)) C w(x). Ahora considere la sucesion { ™! (x)}ren-
Como X es compacto, entonces debe existir subsucesion convergente, es decir,
im0 f™ " H(x) = 2, para algiin z € w(z). Por lo tanto lim;_,., f™:(x) =
f(2). Entonces f(z) =y, asi, y € f(w(z)), luego w(z) C f(w(z)). Por tanto

w(z) es f—invariante. O

Proposicién 2.10 Sea E; : S' — S'. Entonces existe un punto x € S* tal
que su conjunto w—Ilimite con respecto al mapa Fs3 es el conjunto de Cantor

K. En particular K es Es—invariante y contiene una orbita densa.

Prueba. Sea K el conjunto de Cantor cuyos elementos son los puntos en S!

tal que su representaciéon en base 3 contiene s6lo al cero y al dos. Ya que
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en representacion de base 3 el mapa E3 se ve como la transformacion shift
o3 (en QIY), entonces el conjunto K es Ez—invariante. Solo falta ver que Ej
tiene una Orbita densa en K. Sea x € K y 0.r;x2x3... su representacion.
Sea h(x) el nimero cuya representacion en base 2 es 0.3, 22, % ..., es decir,
reemplazamos 2 por 1. Esto define una funcion h : K — [0, 1], la cual es
continua, monoétona creciente, y uno a uno, excepto para racionales binarios.
Ademés ho E3 = FEy o h. Sea D C [0, 1] un conjunto denso de puntos que no
tienen racionales binarios. Entonces h~1(D) es denso en K. Ahora tomamos
cualquier = € [0,1] cuya orbita bajo Es sea densa. Por tanto la orbita de

h~'(x) bajo Ej3 es densa en K. [



Capitulo 3

Entropia Topologica

3.1. Definicion y Propiedades de Entropia To-

polégica

Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X un mapa continuo.

Para cada n € N, definimos la funcion

dn(z,y) = mazocp<nrd(fF(z), F(y)), con z,y € X

Cada d,, es una métrica en X (que depende de f ) que mide la maxima

distancia entre las primeras n iteraciones de x y y. Se tiene que d,,_1 < d, y
d1 = d

Recordemos que para un conjunto A C X el didmetro de A se define como
diam(A) = sup{d(zx,y) : z,y € A}.

Denotamos por Ds(n,€) la minima cardinalidad de una cubierta de X por
conjuntos con d,—diametro menor que € (d,—diametro es el didmetro res-

pecto a la métrica d,,). La compacidad de X implica que Dy(n,€) es finito.

22
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Las cantidad Dy(n,€) cuenta el nimero de segmentos de orbita de longitud

n que son distinguibles a escala e.

Sea
he(f) :=lim, .o1/nlog(Ds(n,e)).

La cantidad Dy(n,€) es creciente conforme e decrece, por tanto sucede lo

mismo con h(f).

Definicién 3.1 Sea (X,d) un espacio métrico compacto, f : X — X un

mapa continuo. La entropia topoldgica del sistema (X, f) denotada por
htop(f) €s

htop(f) = 11,Ine—>0+ he(f)

Note que el limite siempre existe (aunque puede ser infinito). Ademas, por

definicién la entropia topologica es no negativa.
Existen otras cantidades para poder definir la entropia topologica:

Sea € > 0. Un subconjunto A C X es un (n,e)—generador si para cada
x € X existe y € A tal que d,(z,y) < e. Por la compacidad de X, existen

conjuntos (n, €)—generadores de cardinalidad finita.

Si |A| denota la cardinalidad de A, definimos
N¢(n,€) := min{|A| : A es un (n,€)—generador)}.

Un subconjunto A C X es (n, €)—separado si cualesquiera dos puntos distin-
tos z,y € A cumplen que d,(z,y) > €. Un conjunto A C X (n, €)—separado

es discreto y, por la compacidad de X, es finito. Sea
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S¢(n,e) := max{|A| : A es (n,e)—separado}.
N¢(n,e) y Sf(n,e) también cuentan el nimero de segmentos de orbita de

longitud n que son distinguibles a escala e.

La siguiente proposiciéon nos dice que también se puede definir la entropia
topologica en términos de las cantidades N¢(n,e) y Sf(n,€), y que también
podemos usar el limite inferior. Una prueba de la proposicién se puede en-

contrar en |2, pag 38].

Proposicién 3.1

hp(f) = i T 1/ log(Ny(n, )
= lim lim,_,1/nlog(Ss(n,€))
e—0t
= lim lim, . 1/nlog(Ds(n,¢€))
e—0t
= lim lim, , 1/nlog(Ns(n,e€))
e—0t
(

= E1_1’)1(1)1+h’_rnn_mol/nlog St(n,e)). O
Note que la definiciéon de entropia topolégica puede extenderse para subcon-
juntos compactos. Es decir, para cada compacto K C X, pueden definirse las
cantidades D¢ (n,€), N¢(n,€) y S¢(n, €), aunque K no es necesariamente inva-
riante. Si K C X es cerrado y positivamente invariante, entonces K es com-

pacto y podemos considerar a Ao ( fix ). Es de esperar que hyop(fix) < hiop(f)-
A continuacion se presentan algunas propiedades sobre la entropia topolégica.

Una prueba de la siguiente proposicion se puede ver en |2, pag 38]

Proposicion 3.2 Sea (X,d) un espacio métrico compacto. La entropia to-
pologica de un mapa continuo f : X — X no depende de la eleccion de la
métrica sobre métricas que generan la misma topologia en X , es decir, si d’
es una métrica en X que genera la misma topologia que d, entonces hiop(f)

respecto a d y d'es igual. O
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Corolario 3.1 Sean (X, f) y (Y,g) dos sistemas topoldgicamente conjuga-
dos. Entonces hioy(f) = hiop(9)-

Prueba. Supoéngase que f : X — X yg: Y — Y son topologicamente
conjugados via un homeomorfismo h : Y — X. Sea d una métrica en X.
Entonces d'(y1,y2) = d(h(y1), h(y2)) es una métrica en Y que genera la topo-
logia de Y. Ademés h es una isometria de Y a X (y h~! es una isometria de
X aY), y como la entropia es independiente de la métrica por la proposicion

anterior, entonces A, (f) = hop(g). O

Proposicion 3.3 Sea X un espacio métrico compacto, y f : X — X

continuo . Entonces
(i) Para todo m € N, o, (f™) = mhyop(f).
(ii) Si f es homeomorfismo, entonces hiop(f™) = hiop(f)-

(iii) Para cada A C X cerrado y f—invariante (o positivamente invariante)
se tiene que Puop(fla) < Puop(f)-

Prueba.

i) Como

mazd(f™(x), f™(y)) < max d(f’(z), f(y)),

0<i<n T 0<j<mn

entonces Ny(n,e) < Ng(mn,e), por tanto huy(f™) < mh,(f). Ahora para
€ > 0 existe & > 0 tal que si d(x,y) < d, entonces d(f'(z), f'(y)) < € para i =
0,...,m. Entonces Nym(n,d) > N¢(mn,e€), por tanto hiop(f™) > mhiy(f).
Por lo tanto Ao, (f™) = mhip(f)-

ii) Para cada conjunto A C X que sea (n, €)—separado para f, secumple que
J"(A) es (n,e)—separado para f~!, entonces Ny-1(n,€) < N¢(n,e). Andloga-
mente se concluye que Ny(n,e) < N-1(n,€). Por tanto huop(f) = huop(f71).

iii) Cualquier conjunto (n,e)—separado en A es (n,e)—separado en X. Por
tanto huop(fla) < huop(f). O
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Proposicion 3.4 Sean (X, dy), (Y, ds) dos espacios métricos compactos y f -
X — X, g:Y — Y mapas continuos. Entonces

(Z) htop(f X g) = htop(f) + htop(g>'

(ii) Si g es factor de f, entonces

hiop(9) < hiop(f)- T

Una prueba de la proposicion anterior se puede encontrar en |2, pag 40].

3.1.1. Entropia Topologica de Algunos Sistemas.

Usando la definicién podemos ver que la entropia topologica de una isometria
es cero; sea f : X — X una isometria, entonces para cadan € N, d, = d
y por tanto para cada € > 0, D¢(n,€) no depende de n, entonces h.(f) =
lm,, o 1/nlog(Dy(n,€)) = 0, luego hi,,(f) = 0.

En particular rotaciones en el circulo y translaciones en el toro

tienen entropia cero.

También conviene mencionar dos hechos que se siguen de manera directa

de lo que ya tenemos; Sea €(f) el conjunto de puntos no errantes, entonces
htop(f\ﬂ(f)) < htop(f)v Yy para cada x € X, se tiene que htop((f\w(m))) < htop(f)'

Proposiciéon 3.5 Sea A una matriz 2 X 2 con coeficientes enteros y deter-
minate 1. Sean X y \7! eigenvalores de A, con [N\ > 1, y Ty : T? — T? el

automorfismo hiperbolico asociado. Entonces hiy,(Ta) = log |Al.

Demostracién. Sean vy, vy, eigenvectores de A asociados a A y A™! res-
pectivamente. Supdngase que vy, vs son de norma (euclidiana) igual a uno.
Para x, y € R? escribimos z — y = ayv; + apvy v definimos d(z,y) =

maz{|a], |az|}. Entonces d es una métrica en R? invariante bajo traslacion
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(i.e. d(z+w,y+w) = d(z,y) para todo w € R?). En particular d es invariante
bajo translacion entera y por tanto d induce una métrica d en T? = R2/Z2,
donde d(a,b) es la d distancia entre los conjuntos 7~ '(a) y 7~ '(b) (7 es la
proyecciéon canonica de R? sobre T?). Adem4s 7 es una isometria local para
estas métricas. Una d—bola de radio € es un paralelogramo cuyos lados son
de longitud (euclidiana) 2¢ y paralelos a v; y ve. Una d,—bola de radio €
es un paralelogramo con lados de longitud 2¢|A\|~™ en la direccion vy y de
longitud 2¢ en la direccion vy. Por tanto el area (euclidiana) de una d,—bola
de radio € es menor o igual a 4¢%|A\|7™. Ya que la métrica d en T? es localmen-
te isométrica a cZ, entonces para cada e suficientemente pequeno, el area de
una d,—bola de radio € es menor o igual que 4¢*|A\|~". Por tanto el minimo

nimero de d,,—bolas de radio € que cubren a T? es al menos

area (T?) /42N = |\|" /4.

Como un conjunto de didmetro € esta contenido en una bola de radio e,
entonces Dr,(n,€) > |A["/4€%. Por tanto hy,,(Ta) > log|\|. Por otro lado,
como cada d,—bola cerrada es un paralelogramo, entonces podemos cubrir a
R? por d,,—bolas cerradas con interiores disjuntos. El area euclidiana de una
d,—bola de radio ¢ es Ce?|A\|™", donde C depende del angulo entre vy y vs.
Para e suficientemente pequeno, cada d,—bola de radio € que intersecta al

cuadrado [0, 1] x [0, 1] est& contenida

en I, = [—1,2] x [—1,2]. Por tanto el nimero de bolas que intersectan el
cuadrado unitario no excede el area de I, dividido por el area de una d,—bola
de radio €. Entonces el toro se puede cubrir con 9\"/Ce? d,—bolas cerradas
de radio €. Por tanto Dr, (n,2€) < 9\"/Ce?, entonces hyp(Ta) < log|)|. Por
tanto hyp(Ta) = log|A|. O

Proposicion 3.6 Sea E,, : S' — S, E,(z) = z™. Entonces hyp(En) =

log m.
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Demostracién. Sean z,y € S con d(z,y) < m™"/2. Entonces d,(z,y) =

d(E™1(x), Er1(y)). Asi, si d,(z,y) > €, entonces d(z,y) > em™™. Entonces

—n—k

para € = m~ ¥, el conjunto {im c i =0,..,m"* — 1} cuenta el maxi-

mo nimero de elementos con distancia d,, mayor o igual a m~*. Por tanto

Ng,, (n,m™%) = m"** vy en consecuencia

m

log Ng, (m=* n)

huplBn) = Jim lig ZEE
= lim lim log m
k—oon—oc0 N
= log m. U

Proposicién 3.7 Sea on : Qn — Qn la transformacion shift. Entonces
hiop(on) = log N.

Demostracién. Recordemos que para cada A > 1 la métrica dy en (Qy esté

dada por

[e.e]

Wp — W),
di(w,w') = Z |)\|—n|‘,

n=—oo

y dy genera la topologia de Q5. Ademéas para A = 10N se cumple que para ca-
da a = (a_y, ..., a,) el cilindro simétrico C" = {w € Qy : w; = o para |i| <
m} es también la bola (respecto a d = dyon) de radio €, = (10N)"™/2
cuyo centro es cualquiera de sus puntos. Similarmente para los nimeros
Qs oy Qg €l cilindro C™—mn = {w € Qn @ wy = a;, —m < i <
m + n} es la bola de radio €, respecto a d, cuyo centro es cualquiera de
sus puntos. Por tanto, cualesquiera dos d,,—bolas de radio €,, son iguales o
disjuntas. Como exsiten N""2"*! holas de tal forma, entonces se concluye

que Sy (€, n) = N2y asi

1
hiop(on) = lim lim — log N ™™ =log N. O

m—0on—00 71
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3.2. Teoria Ergédica y Entropia de Medida.

El objetivo principal de esta secciéon es presentar el teorema del principio
variacional, el cual establece una igualdad entre la entropia topologica y el
supremo de las entropias de medida sobre medidas invariantes o ergoddicas
(respecto al mapa T'). El principio variacional es un resultado importante

que se usara en la prueba del teorema central de esta tesis.

La teoria ergodica se refiere a los sistemas en donde X es un espacio medible
y T : X — X es un mapa que preserva la medida. Para un sistema de
estos (X, T) también se define la entropia de medida del mapa T'. En el caso
que X es un espacio topologico, p es una medida de Borel (invariante) y
T : X — X es continua, entonces al sistema (X,T) le corresponden dos

entropias diferentes, la entropia topologica y la entropia de medida.

Iniciamos recordando algunos conceptos de teoria de la medida.

Definiciéon 3.2 Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion no vacia A de

subconjuntos de X es llamada una o—dlgebra si:
(i) X € A.

(ii) St A; € A, i €N, entonces |J,— | A; € A.

(iii) Si A € A, entonces A° € A.

Note que las propiedades (ii) y (iii) de la definicién anterior implican que A
es cerrado bajo intersecciones numerables.

Para cualquier conjunto X, el conjunto potencia 2X = {A: A C X} es una
o—algebra.

Observacion. Sea {A,}acs una familia de o—algebras en X. Entonces

Nacs Aa es una o—algebra, y es la minima que contiene a todos los A,.
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Definicién 3.3 Dado A C 2% | la interseccion de las o—dlgebras que con-

tienen a A se llama la o—dlgebra generada por A.

Una medida en A es una funcion p: A — R U{+00}, tal que u(0) = 0 que
es o—aditiva, es decir, p({J,cny Ai) = D _;en #(Ai) para cualquier coleccion
numerable de conjuntos disjuntos A; € A, y tal que u(0) = 0 . Los elementos
de A son llamados conjuntos medibles. Decimos que u es o—finita si X es
la union numerable de conjuntos de medida finita. Un conjunto A € A tal que
1(A) =0 es llamado un conjunto nulo. Un conjunto cuyo complemento es
un conjunto nulo se dice que tiene medida total. Decimos que una propiedad
se vale mod 0 en X, o se vale ;1 casi en todas partes (c.d.) si ésta se vale

en un conjunto de medida total.

Un espacio medible es una terna (X, A, 1), donde X es un conjunto no va-
cio, A es una o—élgebra de subconjuntos de X y u es una medida o—aditiva.
Sean (X, Ay, 1), (Y, As, no) dos espacios medibles. Un mapa T': X — Y
es medzible si la preimagen de cualquier conjunto medible es medible. Si
w(X) = 1, entonces (X, A, 1) se llama un espacio de probabilidad. Si
1(X) es finito, entonces multiplicando i por el factor 1/u(X) obtenemos un
espacio de probabilidad.

Sea X un espacio topologico. La minima o—4algebra B que contiene los abier-
tos de X se llama la c—dlgebra de Borel de X. Si B es la o—algebra de
Borel, entonces una medida p en B es una medida de Borel si la medida

de cualquier compacto es finita.

3.2.1. Invarianza y Ergodicidad.

Definiciéon 3.4 Sea (X, A, u) un espacio de probabilidad, y T : X — X
un mapa medible. Decimos que p es una medida T—invariante (o que T
preserva la medida) si para todo A € A, p(T'(A)) = u(A). Si p es
T—invariante vy, para cada A € A tal que T~'(A) = A, entonces u(A) =



CAPITULO 3. ENTROPIA TOPOLOGICA 31

0 ¢ u(A) = 1, decimos que p es una medida T—ergddica (o que T es

pu—ergddica).

Sea

A una o—algebra en X, sea M(X) el conjunto de las medidas de proba-
bilidad definidas en A. Denotaremos por Mr(X) al conjunto de todas las
p € M(X) que son T—invariantes, y M,,(T) = {u € Mp(X) : p es
T—ergodica}.

Proposicion 3.8 Sea (X, A, p) un espacio de probablilidad, y T : X — X
que preserva la medida. Entonces T es p—ergodica si y solo st para cuales-

quiera A, B € A se tiene

T 1/n S p(ANT(B) = p(A)u(B). O

El siguiente resultado nos garantiza la existencia de medidas invariantes sobre
espacios métricos compactos. Una prueba del teorema se puede encontrar en
|1, pag 135].

Teorema 3.1 (Krylov y Bogolubov). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pacto, B la o—dlgebra de Borel y T : X — X continua. Entonces existe u
medida de probabilidad T —invariante. []

Las medidas T'—ergodicas corresponden a los puntos extremales de Mrp(X).
Este hecho nos garantiza la existencia de medidas T'—ergodicas sobre espacios

métricos compactos.

Definicién 3.5 Para una medida de Borel p en un espacio métrico X se

define el soporte de p y se denota por suppy al conjunto suppi
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suppp := {x € X : para todo abierto U tal que x € U, u(U) > 0}.

El lema siguiente nos presenta otra familia de subsistemas. A partir de cada

medida de Borel f—invariante, suppu es un conjunto cerrado y f—invariante.

Lema 3.1 Sean (X,d) un espacio métrico compacto, f: X — X continua

y p una medida de Borel f—invariante. Entonces

(1) (X \suppu) = 0.
(11) suppp es cerrado.

(1) suppp es un conjunto f—invariante.

Prueba. (i) Como cada = € X \supppu tiene una vecindad abierta U tal que
uw(U) =0y X es separable (por ser X compacto), entonces X \suppu puede
ser cubierto por una familia numerable de abiertos de medida 0 cada uno.

Luego, ya que p es o—aditiva, entonces pu(X \suppu) = 0.

(i) Sea {xy, }nen C suppy, x, = x 'y x € U, U abierto. Entonces existe n € N
tal que z,, € U. Por tanto, ya que z,, € suppu, se tiene que pu(U) > 0. Asi
x € suppp. Luego supppu es cerrado.

(iii) Para ver que suppu es f—invariante, sea x € suppu, U abierto que
contiene a f(x). Entonces f~!(U) es una abierto que contiene a x (por con-
tinuidad de f). Luego 0 < u(f~(U)) = p(U). Asi f(x) € suppu. Por tanto

f(suppp) C suppp.

Para ver que suppu C f(suppp), note que suppu C f~(f(supppu)). Luego

p(suppp) < p(f~1(f(suppp))) = p(f(suppp)).

Por tanto, ya que suppyu tiene medida total, también la tiene f(suppp). Asi,
si existe x € suppu \ f(suppp), como X es compacto y suppp es cerrado,

entonces suppyu es compacto, por tanto f(suppp) es compacto, en particular
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es cerrado. Luego U = X \ f(suppu) es un abierto que contiene z, por
tanto p(U) > 0. Esto contradice que f(suppp) tiene medida total. Por tanto
suppp C f(suppp), como se queria probar. [

Proposicion 3.9 Sea (X,d) un espacio métrico compacto, B la o—dlgebra
de Borel, T : X — X y u una medida de probabilidad en B con u(U) > 0
para todo abierto U # 0, y p—ergddica. Entonces p({x € X : orb(z) =
X}) =1

Lema 3.2 Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y f : X — X continua.
Suponga que p es una medida f—ergodica. Entonces fisuppu tiene una drbita

densa.

Prueba. Consideramos el sistema fisupp, © SUppy — suppp. Ya que suppi
es compacto, y por definicion p(U) > 0 para todo U # () abierto en supppu,
entonces por la proposicion 3.9, u({zx € suppu : orb(x) = suppu}) = 1. Esto

prueba el lema. [

3.2.2. Entropia con Respecto a una Medida

Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad. Decimos que A C B mod 0 si
u(A\ B) = 0. Una particion de (X, A, ) es una familia P € A (P es
una familia numerable) de conjuntos de medida positiva tales que X = |JP
mod 0, y para culesquiera A, B € P, con A # B, u(AN B) = 0. Sea P una
particion finita de (X, A, p). Sea ¢(x) = zlogz si 0 < z < 1y ¢(0) = 0.

Definimos la entropia de P como

H(P) = Hu(P) := = >_ ¢(u(P)).

Pep

Si Py Q son dos particiones de (X, A, i), decimos que Q es un refinamiento

de P, denotado por P < Q si todo elemento de Q estd contenido en un
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elemento de P mod 0. Denotamos por PV Q a la particion cuyos elementos
son los conjuntos PN con medida positivay P € P,Q € Q. Evidentemente
PV Q es un refinamiento de Py Q.

Supongamos que 7' : X — X preserva medida, sea P una particion fini-
ta, entonces TP = {T~*(P) : P € P} es también una particion finita.

Definimos la entropia h(T,P) de T con respecto a P como
h(T,P) :=lim, oo 1/n H(PV TPV ..vT-=DP)
Este limite existe pues la sucesion
a,=H(P VTPV .. vT--UP),
es subaditiva, es decir, para todo m,n € N, a,1,, < ap, + apy,.

Definicién 3.6 Sea (X, A, u) de probabilidad y T : X — X que preserva

la medida. La entropia de medida de T respecto a | se define como
h(T) = h,(T) :=sup{h(T,P) : P es una particion finita}.
Una prueba del siguiente torema puede encontrarse en |1, pag 181].

Teorema 3.2 (Teorema del principio variacional).

Sea X un espacio métrico compacto, T : X — X continua. Entonces

hioo(T) = sup{hy(T) : j1 € M (X)}
= sup{h,(T) : p € Mo(T)}. O



Capitulo 4
Propiedades del w—limite

En este capitulo se presentan algunas propiedades de los conjuntos w- limite,
y que en condiciones favorables nos dan caracterizaciones de tales conjuntos.
El resultado principal de esta tesis se presenta en el capitulo siguiente, nos
dice que la entropia topolégica de un sistema dinamico f : X — X estéd
determinada por sus subsistemas w- limite, por eso pretendemos conocer

algo més sobre estos conjuntos.

Para cada x € X, sabemos que w(x) es f—invariante, entonces el conjunto
U,ex w(z) es también f—invariante. Sin embargo | J,.y w(z) no es necesa-
riamente cerrado. Por tanto, obtenemos un subsistema si consideramos su

cerradura.
Denotamos por
reX

Proposicién 4.1 Sea f: X — X un sistema dindmico. Entonces el con-

Junto AT(f) es cerrado y f—positivamente invariante.

Prueba. Por definicion AT (f) es cerrado. Para ver que A*(f) es positiva-

mente invariante, sea y € A*(f), entonces existe {y, }nen C U,y w(2) tal

35
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que y, — y (n — o0). Por continuidad de f, f(y,) — f(y). Sin embar-
20, {f(Yn)}nen C U,ex w(x) pues cada w(x) es f— invariante. Por tanto
fly) € AT(f). Es decir, f(AT(f)) € AT(f). Asi A*(f) es positivamente

invariante. O

Recordamos que un punto x es no errante si para cada vecindad U de x existe
n € N tal que f*(U)NU # (0 y que el conjunto de puntos no errantes se
denota por Q(f).

Proposiciéon 4.2 Sea f: X — X un sistema dindmico. Entonces para
cada x € X se tiene que w(z) C Q(f).

Prueba. Sean x € X, y € w(z). Entonces existe una sucesion de enteros
nr — +oo tal que limg_,o f™(2) = y. Sea U un abierto que contiene a v,
por tanto existe r € N tal que para todo k > r, f™(x) € U. Asi, f"+(z) €
Un frr=m(U), entonces y € Q(f). Luego, para cada x € X se tiene que
w(z)C Qf). O

Corolario 4.1 Sea f: X — X un sistema dinamico. Sea A (f) = U, ey w(2),
entonces AT (f) C Q(f).

Prueba. La proposicién anterior implica que J, .y w(z) C Q(f). Como Q(f)

es cerrado, entonces

Usex w(z) C Q(f). O

Definiciéon 4.1 Sea (X, d) un espacio métrico compacto, f: X — X conti-
nua. Entonces un conjunto Y C X se llama un sistema w—limite si existe
x e X tal que Y = wye(x).

Definicion 4.2 Sea (X, d) un espacio métrico compactoy f : X — X conti-

nua. Decimos que X es f—conexo si para todo subconjunto cerrado no vacio
propio A C X se tiene que f(A) N A # (.
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Teorema 4.1 Sea (X, d) espacio mélrico compacto y f : X — X contti-

nua. Sea x € X. Entonces w(zx) es f—conexo.

Prueba. Procedemos por contradiccion. Sea Y = w(x). Supongase que Y no
es f—conexo. Entonces existe A C Y no vacio, cerrado, tal que f(A)NAc = ()
(el complemento y la cerradura de A es tomado en Y). Sea d(f(A), A¢) = e.
Como Y es compacto y f es continua en Y, entonces f es uniformemente
continua en Y. Asi, existe 6 > 0 tal que para todo y € Y con d(y, A) < 9,
se tiene que d(f(y), f(A)) < €/2. Como Y es el conjunto w—limite de z,
existe un entero N € N tal que para todo n > N, d(f"(x),Y) < ¢ ; pues
si no, entonces existe una sucesion infinita de elementos de la forma f"(x)

(nx — o0) en el conjunto

Bs(Y)={z€ X :d(z2,Y) > 0},

el cual es compacto, y por tanto existe zy € Bs(Y)¢ tal que zj es el limite de
una subsucesion de f(x). Entonces zg es un punto w—limite de z, lo cual es
una contradiccion. También existe r > N tal que d(f"(x), A) < 0, ésto impli-
ca que d(fr+(x), f(A)) < €/2, y ésto a su vez implica que d(f"'(z), A¢) >
€/2, y como también d(f"(z),Y) < 6, entonces d(f"!(x), A) < 4, y nue-
vamente por continuidad uniforme d(f"2(x), f(A)) < €/2, lo cual implica
que d(f"2(z), A¢) > ¢/2. Repitiendo este argumento vemos que en general
d(fr+™(z), A°) > ¢/2 para todo m = 1,2, .... Esto es una contradiccion. Asf,

Y es f—conexo. [

De hecho, para un homeomorfismo f : X — X la propiedad de ser f—conexo
es necesaria y suficiente para que X sea un sistema w—limite. La prueba del

siguiente teorema puede encontrarse en [4].

Teorema 4.2 Sea (X, d) espacio métrico compacto y f : X — X un ho-
meomorfismo. Sea Y C X un subconjunto cerrado y f—invariante. Entonces

Y es un conjunto w—Ilimite si y solo si Y es f—conexo.
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Corolario 4.2 Sea (X, d) espacio métrico compacto y f : X — X conti-
nua. Sea v € X tal que w(x) es finito. Entonces existe y € X periddico tal

que

orb(y) = w(z).

Prueba. Seay € w(z), entonces orb(y) C w(x). Como w(z) es finito, entonces
el conjunto orb(y) es también finito, y por tanto y es perioédico. Entonces
orb(y) es cerrado y ademas es claro que f(orb(y)) = orb(y). Suponga que
w(x) & orb(y). Por el teorema anterior w(x) es f—conexo. Entonces se cumple
que orb(y) Norb(y)¢ = f(orb(y)) Norb(y) # § (complemento y cerradura
de orb(y) es sobre w(z)), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto orb(y) =

w(x). O

Definiciéon 4.3 Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X con-
tinua. Decitmos que X es f—irreducible si no existen A, B C X no vacios,

disjuntos, cerrados y f—invariantes tal que X = AU B.

Corolario 4.3 Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X un

mapa continuo. St X es un conjunto w—Ilimite, entonces X es f—irreducible.

Prueba. Supongase que X es un conjunto w—limite. Entonces por el teorema
4.1, X es f—conexo. Ahora supéngase que X no es f—irreducible; entonces
existen A, B C X no vacios, disjuntos, cerrados y f—invariantes tales que
X = AU B. Por lo tanto A C X es también abierto y f(A) C A. Esto
contradice el hecho de que X es f—conexo. Por tanto X es f—irreducible.
OJ

Otra propiedad que cumplen los conjuntos w—limite es la de ser internamente

transitivo por cadenas. Un estudio méas detallado del tema se encuentra en

19]-
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Definicién 4.4 Sea (X, f) un sistema. Sea A C X, no vacio y f—invariante.
Decimos que A es internamente transitivo por cadenas si para cada
a,b € Ay cada € > 0, existe una sucesion finita x1,...,x, en A con x1 = a,
T = b tal que d(f(x;),xi41) <€, 1 <i<m—1. La sucesion {1, ...,xy} es

llamada una e—cadena que conecta a con b.

Lema 4.1 Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X continua.
Sea x € X y w(x) su conjunto w—Ilimite. Entonces w(x) es internamente

transitivo por cadenas.

Prueba. Sea z,, = f"(z). Entonces w(x) es no vacio, compacto y f—invariante.
Ademaés lim d(x,,w(z)) = 0 (para A C X, z € X, d(z,A) = inf{d(z,a) :
a € A}).nge(); € > 0, entonces existe 0 < § < g tal que si u,v € U := {z €
X ¢ d(z,w(r)) < 0} y d(u,v) < 4, entonces d(f(u), f(v)) < §. Por tanto
existe N > 0 tal que z,, € U, para todo n > N. Sean a,b € w(x). Entonces
existen k > m > N tal que d(z,,, f(a)) < 5y d(zr,b) < 5. Asi la sucesion
{yo=a, Y1 = Ty oos Yom = Th—1, Yk—m+1 = b} €s una §—cadena que conec-
ta a con b. Para cada y; € U, i =0, ..., k —m, nos tomamos z; € w(x) tal que
d(z;,y;) < 6. Sea zg = a y 2x_m+1 = b. Entonces para cada : = 0,....k —m
se cumple que d(f(z;), zi+1) < d(f(z:), f(y:) +d(f (4i)s yir1) + d(Yisr, zi41) <
£+ 5+ 5 = e Es decir, la sucesion 2, 21, ..., 2x_m41 €s una e—cadena que

conecta a con b. [



Capitulo 5

Entropia Topologica Via los

w—limite

En este capitulo iniciamos con el resultado principal de la tesis. Este teorema
(5.1) establece una igualdad entre la entropia topologica de un sistema (X, f)
(X un espacio métrico compacto y f continua) y el supremo de las entropias
de sus conjuntos w—limite. Usando el teorema (5.1) probaremos algunos re-
sultados importantes ya conocidos, por ejemplo, probamos de manera muy
sencilla y directa que la entropia de un sistema se alcanza en los subconjuntos
Q(f) y A*(f). Con ayuda del teorema (5.1) mostramos también que para los
homeomorfismos con entropia positiva debe existir un punto cuyo w—limite

es no numerable.

La utilidad del teorema (5.1) se haré evidente en la medida que logremos
obtener buena informacion sobre los subconjuntos w—Ilimite, es decir, en
ocaciones esto ultimo resulta mas sencillo que calcular de manera directa

la entropia de un sistema dado.

Teorema 5.1 Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X con-

tinua. Entonces

40
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htop(f) = Sup{htop(ﬁw(w)) VS X}

Prueba. Sea M = sup{liop(fluw) : ¢ € X}. Sea v € X. Como w(x)
es cerrado y f— invariante, Nuop(fiu@)) < Ptop(f). Tomando supremos en
ambos lados (el lado derecho no depende de z), obtenemos que M < hy,(f).
Ahora, si hp(f) = 0, para cada € X, higp(flu@) = 0, por tanto M =
hiop(f). SupOngase entonces que hy,(f) > 0. Sea m tal que 0 < m < hyop(f)-
Entonces, por el principio variacional existe p medida ergodica tal que m <
hu(f) < htop(f). Sea supppu el soporte de pen X. Como suppp es cerrado y f-
invariante podemos considerar Aop ( fisuppy ). Sabemos que b, (f) = hy( fisuppp)-

Como p es ergddica, entonces por el lema 3.3 existe xy € suppu tal que

orb(xy) =suppu. Entonces

htf)p(f\w(mo)) = htoza(f\suppu)'

Asi,
m < hu(f)
= hu(f\suppu)
< huop( fisuppp) (0tra vez por el principio variacional)
= Tiop(flwteo)
< huop(f)-

Es decir, para m tal que 0 < m < hyp(f), encontramos zy tal que m <

Ptop(flu(zo)) < Piop(f). Como m fué arbitrario, entonces se tiene que M =
Sup{htop(f|w(x)) LT E X} = htop(f). O

Corolario 5.1 Sea (X,d) compacto y f: X — X un homeomorfismo. En-

tonces

htop(f) = Sup{htop(f|af(x)) MAS X}
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Prueba. Por la proposicion 3.3, hp(f) = hiop(f71). Ademas tenemos que
para cada x € X, se cumple que a¢(z) = ws-1(z). Entonces usando el teore-

ma 5.1 obtenemos que:

hiop(f) = huop(f )
= sup{htop(f (@) TEXY}
— sup{hunlfy 1) 7 € X
(;

= sup{liop(fla;@) : ¢ € X}. O

Corolario 5.2 Sea (X,d) compacto y f: X — X continua. Sea AT(f) =

U,ex w(z). Entonces

htop(f) = htop(f|A"’(f))'
Prueba. Como A*(f) es cerrado y f—invariante, huop(fia+ () < huop(f). Por

otro lado, para cada x € X se tiene que huop(fluz)) < hop(fia+(p)). Ahora,

tomando supremos en ambos lados (el derecho no depende de ),

htop(f) = Sup{htop(f\w(x)) 1T e X} S htop(f\A*(f))'
Por tanto se tiene la igualdad deseada. [J

Corolario 5.3 Sea (X,d) compacto y f : X — X continua. Sea Q(f) el

conjunto de puntos no errantes. Entonces

htop(f) = htc)p(flﬂ(f))-

Prueba. Sabemos por el corolario anterior que hioy(f) = hiop(fia+(s))- En-
tonces, ya que AT(f) C Q(f), en particular hyo,(f) = heop(fiaes)- O
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Proposicion 5.1 Sea (X,d) compacto y X numerable. Sea f: X — X un

homeomorfismo. Entonces hi,(f) = 0.

Prueba. Sea 1 una medida ergbédica en X. Como X es numerable y f es
homeomorfismo, entonces debe existir R C X también numerable tal que
X = U,egorb(z) (en este caso orb(z) = orbz(x) = {f™(x) = m € Z}) y
orb(z) Norb(y) = 0, si z # y. Ahora sea © € R y suponga que orb(x) no es

finita. Ya que pu es ergodica, para cualesquiera A, B C X medibles se cumple

que
lim 1/n " p(ANT(B)) = pu(A)n(B).

En particular si A = B = {z}. Obviamente para cada n € N, f~"({z}) N
{z} = 0. Entonces u({z})? = 0, luego u({z}) = 0. Y como f es homeomor-
fismo, se cumple que p(orb(x)) = 0. Por tanto p(X \ Per(f)) = 0. Asi, existe
xo € Per(f) tal que suppp = orb(z). Como h,(f) = hy( fisuppu). Entonces es
facil ver que h,(f) = 0. Como p fué arbitraria, por el principio variacional,

hiop(f) = 0. O

Una consecuencia directa del teorema 5.1 y del corolario anterior es el si-

guiente resultado.

Corolario 5.4 Sea (X,d) compacto, y f : X — X un homeomorfismo tal

que hiop(f) > 0. Entonces existe v € X tal que w(x) es no numerable.

Prueba. Supongamos que para todo € X, w(z) es numerable. Entonces por
el corolario anterior, para todo € X, hiop(flw(z)) = 0. Por tanto hup(f) =
sup{ htop(flw@)) : * € X} = 0. Esto contradice la hipotesis de que hy,(f) > 0.

Entonces debe existir # € X tal que w(z) es no numerable. [

Proposiciéon 5.2 Sea f : [a,b] — [a,b] un homeomorfismo. Entonces hiop(f) =
0.
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Prueba. Por el teorema del valor intermedio y la inyectividad de f, se tiene
que f es estrictamente mono6tona. Supongase que f es creciente. Sea x € [a, bl
si f(x) < x, entonces se cumple que para todo n € N, f*(x) < f*(z).
Entonces la sucesion f"(x) es estrictamente decreciente y acotada en |a, b].
Por lo tanto f"(x) converge a un punto y € [a, b]. Asi, cualquier subsucesion
de f"(x) converge también a y, y por tanto ws(z) = {y}. De igual manera se
ve que si f(z) > z, el conjunto wy(z) consta de un sélo punto. Para el caso
que f(x) =z, es claro que wy¢(z) = {z}. Es decir, hemos probado que si f es
creciente, entonces para todo = € [a, b], ws(x) es finito. Similarmente se puede
ver que esto pasa cuando f es decreciente. Por lo tanto, para todo x € [a, bl

hiop(ws(x)) = 0, y usando el teorema 5.1 obtenemos que hy,(f) = 0. O

Una consideracion muy general que se puede hacer es tomar la aplicaciéon
funcional hy,, que a cada sistema dinamico (X, f) (X métrico compacto y
f continua) le asocia su entropia topologica hi,(f). En ciertos contextos
especificos el dominio de hy,, puede ser un conjunto, o incluso mejor, por
ejemplo un espacio topolodgico, y entonces podemos preguntarnos sobre la
continuidad de hy,,, entre otras cosas. Algo que si podemos decir acerca
de Ny, ¥ se debe al teorema 5.1, es que hy,, queda determinada por sus
valores en la coleccion de sistemas w—limites. Ademaés, por el teorema 4.1,
el corolario 4.3 y el lema 4.1, sabemos que un sistema w—limite (X, f) es
f—conexo, f—irreducible y f—internamente transitivo por cadenas. Entonces

si consideramos a las colecciones

es compactoy f: X — X continua}.

Y

(X,d)
: (X, f) € Sy X es un conjunto w — limite}.
(X, f) €Sy X es f — conexo}.

(X, f) € Sy X es f —irreducible}.

(X, )

€ Sy X es f — internamente transitivo por cadenas},

Y

I I V%)
I
o sal s
PP R
>

Y

podemos concluir el siguiente corolario:
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Corolario 5.5 Sea hy,p : S — Ry U{+00} la aplicacion definida por hiy,(X, f) =
hiop(f). Entonces hy,, estd determinada por sus wvalores en las colecciones

W,C.TyT.

Se habia observado ya a partir de la definicion de entropia topologica para
un sistema (X, f), que ésta se podia extender a cualquier subconjunto A C
X, con A compacto. Sin embargo, el teorema 5.1 nos permite extender la

definicién de entropia topologica para cualquier subconjunto A C X.

Definiciéon 5.1 Sea (X, d) un espacio métrico compactoy f : X — X con-
tinua. Sea A C X un subconjunto no vacio, definimos la entropia topoldgica
H de f en A y la escribimos como H(f, A) = sup{hspp(wy(z)) : z € A}.

El teorema 5.1 nos dice precisamente que la definicion que acabamos de
dar de entropia topologica H coincide con la definicion de hiop en sistemas

compactos invariantes.

Por supuesto H depende de la métrica d en X, pero si no hay lugar a confusiéon
escribimos H en vez de H,. Ahora, sabemos que para cada @, hy,(w; (1)) es
invariante sobre métricas que generan la misma topologia. Entonces, de la
definicion se obtiene que si d’ es otra métrica en X que genera la misma

topologia que d, se tiene que Hy = Hy.

Veamos algunas propiedades de H:

Proposiciéon 5.3 Sea (X, f) un sistema dindmico (X es un espacio métrico
compacto y f : X — X continua). Entonces se cumplen las siguientes
propiedades para H :

i) Si d y d son métricas que generan la misma topologia en X , entonces
Hy=Hy.

i) Si A C X es cerrado y f—positivamente invariante, entonces H(f, A) =

htw(ﬁz“)-
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iii) St (X, f) y (Y, g) son topologicamente conjugados via un homeomorfismo
k: X =Y yACX, entonces H(f,A) = H(g, k(A)).

i) Si A,BC X y AC B, entonces H(f, A) < H(f, B).

v) Sea {An}tacs una familia de subconjuntos no vacios de X tal que X =
U Aa. Entonces H(f,X) =sup{H(f, As) : a € J}.

acJ
vi) Si g Y = Y y g es factor de f via un mapa continuo sobreyectivo
p: X =Y y BCX, entonces H(g,p(B)) < H(f, B).

Prueba. Ya hemos visto que i) se cumple. La propiedad ii) nos la da el

teorema 5.1.

iii) Sea A C X . Como (X, f) y (Y, g) son topologicamente conjugados por
k, entonces para cada € X, wy(z) es conjugado a wy(k(x)) (por el homeo-

morfismo k|ch(a:))- Por tanto htop(f\wf(x)) = htop(g|wg(k(w))>- ASi,

H(f,A) = sup{ iop(flws@)) * T € A}
= SUP{Piop(Glw, (k(z))) : T € A}
= sup{huop(Giuwyw) : ¥ € K(A)}-
= H(g,k(A)).

iv) Dados A, B C X, es evidente por definicion de H que

H(f,A) < H(}. B).

v) Dado que para cada o € J, H(Aq, f) < H(f, X), entonces se cumple que
sup{H(Aq, f) : a € J} < h(f,X). Por otro lado, sea € X, entonces existe
a € J tal que x € A,, por definicion tenemos que Ayop(fluw) < H(f, Aa).
Asi, podemos tomar supremos en ambos lados para obtener que H(f, X) =
sup{huop(flw()) : © € X} < sup{H(A,, f) : a € J}. Esto prueba la igualdad.
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vi) Sea x € B, entonces es claro que g, (p(z)) €s factor de fi, (z). Por la
proposicion 3.4, se cumple entonces que hiop(giw, (p(2))) < Ptop(flws@)). Por lo

tanto H(g,p(B)) = SUp{ Pop(Gw, (w(z))) : P(x) € p(B)} < Sup{htop<f|wf(a:)) :
r€B}=H(f,(B)O

Por tltimo, del teorema 5.1 podemos definir la nociéon de un punto con en-

tropia maximal.

Definicion 5.2 Sea (X, f) un sistema. Decimos que un punto x € X tiene

entropia mazimal si htop(f|wf(x)) = hyop(f)-

Sea Epa(f) ={x € X : htop(f\Wf(z)) = hiop(f) }-

Una cuestion natural que surge es la de estudiar la estructura topologica y
dindmica del conjunto F,,..(f), v las relaciones de este conjunto con pro-
piedades del sistema (X, f). Entre los casos extremos de que el conjunto de
puntos con entropia maximal sea el vacio 6 el total, existe un amplio es-
pectro de posibilidades que pudieran determinar cosas significativas sobre la

dindmica global.

Finalmente, cabe mencionar que en este capitulo se pudo excibir la utilidad
del teorema principal de esta tesis, por ejemplo para la prueba de resultados
ya conocidos con demostraciones mucho mas sencillas, y también el establecer
nuevos resultados. Es de nuestro interes (en trabajos posteriores) ampliar la
utilidad del teorema; usarlo para calcular la entropia topologica de una forma
més sencilla en sistemas donde ya se conoce la entropia, o calcular la entropia
topologica de sistemas para los cuales todavia no se ha calculado, después
de todo, el trabajo depende de poder conocer la entropia topologica de los

subsistemas w-limite en un sistema dado.
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