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Prefacio

Este trabajo pretende encontrar las propiedades de la integral respecto al tiempo
de algunos procesos estocasticos, mostrar algunas aplicaciones, hacer la simulacién
de trayectorias y describir su comportamiento probabilistico. También analizamos
los requisitos que debe cumplir un proceso estocastico para poder ser integrado.

En el primer capitulo se dan las bases para construir la integral de las trayectorias
como el limite de sumas parciales, se exhiben las propiedades del proceso integrado
y se dan ejemplos de procesos a los que se puede aplicar la teoria desarrollada en el
inicio de esta tesis.

En los capitulos dos y tres se tratan a fondo las propiedades y el comportamiento
probabilistico del movimiento browniano integrado y el proceso de Poisson integrado
respectivamente. En el cuarto capitulo se muestran y proponen usos para los procesos
integrados anteriormente discutidos y, por ultimo, en el quinto capitulo se proponen
algunos codigos en el lenguaje de programacién estadistico R para simular los pro-
cesos integrados aqui descritos e incluir algunos ejemplos gréficos de las trayectorias
obtenidas.

Elegi la integral de Riemann porque es la que conocia y manejaba cuando inicié
este trabajo. Es por eso que la mayoria de los resultados que empecé probando tie-
nen una estrecha relacion con las sumas de Riemann. Después conoci la integral de
Lebesgue, pero no consideramos necesario cambiar de integral porque los resultados,
aunque de manera general parece que se heredan facilmente, no es asi. Y los ejemplos

que tenia interés en estudiar tienen trayectorias Riemann-integrables.
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Capitulo 1
Introduccion

En este capitulo daremos las bases para poder definir y trabajar con un proceso
estocéstico integrado. También calcularemos sus primeros dos momentos y varianza,

para lo cual nos apoyamos en las referencias [3], [8] y en [5].

1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de wvariables aleatorias
{X; : t € T} definidas en un espacio de probabilidad comin (2,§, P), parametri-
zada por un conjunto T', llamado espacio parametral. Las variables toman valores en

un conjunto S llamado espacio de estados.

En este trabajo utilizaremos los nimeros reales como espacio de estados y los
nimeros no negativos como espacio parametral, esto es, S = Ry T = [0,00) C R.
Asi, un proceso estocastico es una funcion X: Q2 xT — S tal que para cada ty € T,
la funcién X;,: Q — S definida como Xy, (w) = X(w, o), es una variable aleatoria.
Si fijamos una wy € €2 tendremos X, : 7" — S, una trayectoria del proceso. Esta

trayectoria es ahora una funcién X, (t) = X (wp,t) con t € RT.

Definicién 1.2. Una filtracion es una coleccion de o-dlgebras {§;}i>0 que cumplen
la contencion §s C §¢ cuando s < t. En particular, la filtracion natural o candnica

de un proceso estocdstico {Xy : t > 0} es la coleccion de o-dlgebras {Fi}i>0 dadas

porFr=o0({X,:0<s<t}), cona({stoését})za( U U(Xs))

0<s<t
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Definicién 1.3. Se dice que el proceso estocdstico {X; : t > 0} es adaptado a una

filtracion {§;}i>0 si para cada t > 0 la variable aleatoria X, es §; medible.

Definicién 1.4. Un proceso estocdstico {X; : t > 0} es continuo respecto al tiempo
en el intervalo [0,T] si sus trayectorias son continuas respecto al tiempo casi sequra-

mente en dicho intervalo. Esto es, si cumple que
P{w e Q : t— X,(t) es continua en el intervalo [0,T]}] = 1.

Definicién 1.5. Un proceso estocdstico {X; : t > 0} es integrable respecto al tiempo
en el intervalo [0,T] si sus trayectorias son integrables casi sequramente en dicho

intervalo. Esto es, si cumple que
P{weQ : t— X,(t) es integrable en el intervalo [0,T]}] = 1.

En esta tesis trabajaremos con procesos integrables respecto al tiempo, por ejem-
plo el movimiento browniano, las cadenas de Markov a tiempo continuo o el proceso
Poisson. En estos casos podemos definir el proceso estocastico asociado que llama-

mos: primitiva del proceso {X; : t > 0}.

Definicién 1.6. Para un proceso estocastico {X; : t > 0}, sea It el conjunto
Ir ={w e Q:t— X,(t) es Riemann integrable en el intervalo [0,T]}.

Definimos a Xy, para cada w € Iy, como:

X (w,t) = /0 X (w, 8)ds = /0 X, (s)ds.

Como queremos que esta nueva funcién sea un proceso estocastico, tenemos que
demostrar que para cada t € T') X;(t) es variable aleatoria. Mds atin, es un proceso

estocastico adaptado a la fitraciéon candnica del proceso X.

Definicién 1.7. Un conjunto A € § se dice de medida finita si u(A) < oo, donde

es una medida del espacio ).

Definicién 1.8. Una medida se dice que es o-finita si el conjunto ) se puede expresar

como la union numerable de conjuntos de medida finita.
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Definicién 1.9. Un espacio de medida (2, F, P) se dice completo si sucede que todo

subconjunto de un conjunto de medida cero es medible.

Definicién 1.10. Dadas dos medidas p y v de los espacios A y B respectivamente,
podemos definir a la medida producto p x v, como la medida del espacio A x B

extendida por p y v.

Estas definiciones de teoria de la medida hacen posible definir la integral de una
funcion respecto de una medida. En el caso particular de la probabilidad, a la integral
de una variable aleatoria respecto a la medida de probabilidad del espacio se le llama
la esperanza de la variable aleatoria. Esta integral tiene varias propiedades anédlogas
a las de la integral de Riemann. El siguiente resultado nos sera ttil para el analisis

de los procesos integrados que estudiamos.

Teorema 1.1 (Teorema de Fubini-Tonelli). Si A y B son subconjuntos de espacios
con medidas o-finitas p y v respectivamente y f : A x B — R es una funcion

integrable entonces, si alguna de las tres integrales:

/ ( / If!du) av,
[ (f1s1v) an

; / 1fldGx )

es finita, entonces

/A(/deu>du=/3</Afd,u)du: AXde”Xd“

Proposicién. Si el proceso estocdstico {X; : t > 0} es integrable en el intervalo
0, T] y el espacio de medida (2, {S+},~,, P) es completo, entonces la funcion X; es

un proceso estocastico adaptado a la filtracion canonica de X.

Demostracion. Tomemos ¢ un niimero no negativo menor a 7'y sea w € Ir. Como
la trayectoria s — X, (s) es integrable en el intervalo [0, ], para cada sucesién de

particiones {II,,},,>1 del intervalo, con II,, = {t,;}ly, 0 =tho <tp1 < -+ <tpn =1
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tal que At,, = max |t,; — t,;—1| converja a cero conforme n tiende a infinito, tenemos
T

que la sucesién de sumas {5, },>1 definidas como
Su(w) =Y Xy (w)(ti —tiy)  donde ¢ €11,
i=1

converge puntualmente a X;(w,t) y lo hace para toda w en el conjunto Ir cuyo
complemento tiene medida de probabilidad cero, con lo que S,, converge casi segu-
ramente bajo la medida P, a X;(t) = X;(-,t). Ademas, S,, es una variable aleatoria
$: medible pues es combinacion lineal de variables aleatorias §; medibles. Como el
limite puntual casi seguro de funciones medibles es medible en espacios de medida
completos [7], llegamos a que X(+,t) es una variable aleatoria §; medible y por tanto

X(t) es un proceso estocastico adaptado. O

De manera mds general, se denota por H?[0, T al conjunto de procesos estocasti-

E [/OT|X(S)|2d3} < oo,

Para poder calcular la esperanza y varianza de los procesos integrados pediremos

cos X, tales que:

que pertenezcan a H? = H?[0, 00).
Notacién. E?[] = (E[])?

Teorema 1.2 (Desigualdad de Cauchy). Para todo par de variables aleatorias X e

Y con sequndo momento finito, se cumple que:

E’[XY] < E[X?E[Y?]

Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y).

Usando el teorema de Fubini-Tonelli aplicado a la medida de probabilidad P y
a la medida de Lebesgue A, y ya que la integral de Lebesgue coincide con la de
Riemann para funciones Riemann integrables, dado un proceso estocastico Riemann
integrable {X; : ¢ > 0}, podemos intercambiar la esperanza del proceso integrado

con la integral de Riemann del proceso original.
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11

Proposicién. Si un proceso estocdstico {X; : t > 0} pertenece a H?[0,T] entonces

E UOTIX@)MS} < .

Demostracion.

T r prT T
E |:/ |X(S)|d8:| =F / |X(S)|]l{|x(5)|§1}d8 + / |X(S)|1{|X(S)>1}d8:|
0 LJO 0

T T
<E /ds+/ |X(S)|2]1{|X<s>>1}d3}
0 0

- T
<FE T+/ |X(s)\2d51 < 00.
i 0

Proposicién. Si un proceso {X, : t > 0} pertenece a H?[0,T] entonces

( /Oﬂxsmsf] o

E

Demostracion.

donde en (1) se usé el Teorema 1.2 y en (2) el Teorema 1.1. Entonces,

T prT
/ / E[1X,X,[] duds < oo,
0 0
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y como la integral es finita, entonces podemos utilizar el teorema de Fubini-Tonelli,

T 2 T pT T pT
(/ |Xs]d3) =F {// |X8Xu]duds] = / / E | X:X,|] duds < 0.
0 0J0o 0Jo

E

La proposicién anterior nos permite usar el Teorema 1.1 para intercambiar la
esperanza de X2 o la de X,X; con su integral. A partir de ahora supondremos que
el proceso estocdstico {X; : t > 0} pertenece a H2[0,7T] ya que no es un supuesto
tan restrictivo y como se acaba de demostrar garantiza la existencia del primer y
segundo momento del proceso integrado.

Ahora calcularemos los primeros dos momentos y la varianza del proceso integrado
Xratiempotcon 0<t<T.

La esperanza de X;(t) es

g [ /0 thds}
-/ B[XJds,

el segundo momento es

E[X;(t)?]=FE ;(/Othds) 2]
([ ) ([ )
—E / / X, X dsdu}

// [XX,] dsdu
= 2/ / F[X,X,]dsdu,
0 Jo
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y la varianza es

Var(X;(t)) = — E*[X]]

// E[X.X,] dsdu — (/ E[Xs]ds)2 |
// X, X,] dsdu — (/ E[Xs]ds) (/0 E[Xu]du)
// X.X,] dsdu—// Jdsdu

_ /0 /0 E[X,X,] — E[X.]E[X,]dsdu

t t
_ / / Cov(X,, X,)dsdu
0o Jo
t u
:2// Cov(Xs, X, )dsdu.
0 Jo

1.2. Ejemplos

En esta seccién aplicaremos las férmulas de esperanza y varianza de los procesos
estocésticos integrados a las cadenas de Markov a tiempo continuo con espacio de
estados finito, al proceso de Poisson y al movimiento Browniano, pues estos tres

procesos pertenecen a H2[0, 7).

1.2.1. Cadena de Markov a tiempo continuo

La notaciéon y propiedades de cadenas de Markov a tiempo continuo son las

utilizadas en el libro [1].

Definicién 1.11. Un proceso estocdstico {X; : t > 0} es una cadena de Markov a

tiempo si su espacio de estados S es a lo mads numerable, satisface la propiedad de
Markov:

P[Xt:jlgs] :P[Xt:]|U<Xs)]7

y sus transiciones son homogéneas en el tiempo

P[X, =j[Xo =i] = P[Xpss = j| Xs = 1]
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Denotamos por 7 al vector de probabilidades iniciales definido como 7; = P [ Xy = 1],
y a la probabilidad de transicién del proceso como p;;(s) = P [Xs = j| Xo = i].
Si el proceso estocastico {X; : t > 0} es una cadena de Markov a tiempo continuo

con espacio de estados finito, la esperanza del proceso integrado es

t t
E[X[(t)]:/E[XS]dS:/ZZjﬂ'lpU(S>dS,
0 055
el segundo momento es
t ru
E[X;(t))] =2 / / E[X,X,]dsdu
0 Jo
t ru
= 2/ / Z Z ijmpij(s)pjk(u — s)dsdu,
oJo TS
y la varianza es

Var(X;(t)) = 2 /0 t /0 " Cou(X,, X.)dsdu

/o /0 z; zj: zk:J P Pjk
B Z Z Jmipi;(s) Z Z kmipir(u)dsdu.
(2 ik

Utilizaremos las férmulas anteriores en un ejemplo concreto y sencillo: la cadena de

primera ocurrencia.

1.2.2. Cadena de primera ocurrencia

Un proceso estocastico {X; : ¢ > 0} es una cadena de primera ocurrencia si
es una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados {0,1}, con el
estado 1 absorbente y estado inicial Xy = 0. El tiempo de absorcién al estado 1 es

una variable aleatoria con distribucién exp(\).
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La esperanza del proceso integrado es
t
t

= /0 po,i(s)ds

— /Ot(l —e ™M) ds

1— e—)\t
=t —
que converge a t cuando A converge a infinito y converge a cero cuando A converge
a cero. Se puede interpretar como el valor de las integrales de las funciones idéntica-
mente uno e idénticamente cero respectivamente pues corresponden a los eventos en
los que la cadena cambié de estado en el tiempo cero y cuando lo hizo en infinito.

El segundo momento del proceso integrado es
t ru
E[X;(t)*] = 2/ / Z Z ijmpij(s)pjk(u — s)dsdu

t u
= 2/ / 1 — e *dsdu
0o Jo

t 1 — —Au
:2/u——6du
0 A

t—(1—e) /A
X ;

=" —2

que converge a t2 cuando \ converge a infinito y converge a cero cuando A\ converge
a cero. La interpretacion es la misma que para la esperanza.

La varianza del proceso integrado es

Var(X;(t)) = 2/0 /Ouz Z ij:mpij(s)pij(u — 5)
- Z Z Jmipij(s) Z Z kmipi,(u)dsdu
= 2/75/u(1 B 6_)\5) [1 . (1 _ 6—>\U)} dsdu
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t u
= 2/ / (1 — e_’\s) e Mdsdu
0 Jo
t 1— —Au
= 2/ (u — —e> e Mduy
0 A

2~ (sinh(\t) — At)
— v :

que converge a cero cuando A converge a cero o a infinito. La interpretacion es que en
ambos casos el valor de X;(t) es una constante determinista por lo que su varianza
es Ccero.

En el capitulo cuatro simularemos una trayectoria de la cadena de primera ocurrencia

conjuntamente con la trayectoria de su integral.

1.2.3. Proceso Poisson

Un proceso estocastico {N; : t > 0} es un proceso Poisson no homogéneo con
tasa instantdnea A : R™ — R™ si el proceso comienza en cero, sus incrementos son
independientes y la distribucién del incremento N; — Ny, 0 < s < t, es Poisson con
pardmetro ! A(s)ds.

La esperanza del proceso integrado es

BN (t)] = /0 BIN.ds = /0 A(s)ds,

Donde

el segundo momento es

E[N;(t)?] =2 /0 t /O uE[NSNu]dsdu

iy /0 t /0 “A(s)A(u) — A(s)? + A(s)dsdu,
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y la varianza es

Var(N;(t)) = 2 /O t /0 " Cou(N,, N,)dsdu

= 2/0t/0uA(s)dsdu.

El caso en el que X es una funcién constante, al proceso {N; : t > 0} se le conoce
como proceso Poisson homogéneo. En cuyo caso las féormulas para la esperanza y la
varianza se reducen a lo siguiente. El primer momento del proceso Poisson homogéneo

integrado es
t t
E[X;(t)] = / E[X]ds = / shds = t2\/2,
0 0

y la varianza es

Var(X;(t)) = 2 /0 t /0 " Cov(X,, Xo)dsdu

t ru
= 2/ / sAdsdu = 3\ /3.
0 Jo

Retomaremos el estudio del proceso Poisson no homogéneo en el capitulo tres.

1.2.4. Movimiento browniano

Un proceso estocdstico {B; : t > 0} es un movimiento browniano estdndar si
el proceso comienza en cero, tiene incrementos independientes y estacionarios, la
distribucion del incremento By — B, 0 < s < t, es normal con parametros (0, — s),
y sus trayectorias son continuas.

La esperanza del proceso integrado es

EBi(t)] = /O B[B.ds — /0 ‘0ds =0,

el segundo momento es

t u t U t3
EBi(t)?] :2// E[BsBu]dsdu:Q// sdsdu = =,
0 JO 0 JO 3
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y la varianza es

t pru t ru t?,
Var(B;(t)) = 2/ / Cov(Bs, B,)dsdu = 2/ / sdsdu = —.
0 Jo 0 Jo 3

En el siguiente capitulo estudiaremos las propiedades del movimiento browniano
integrado, calcularemos su distribucion y aplicaremos las férmulas de los momentos

obtenidas para caracterizar los parametros de la distribucién.



Capitulo 2

El movimiento browniano

integrado

Las propiedades del movimiento browniano {B; : t > 0} que utilizaremos en este
capitulo estan basadas en [6] y nos servirdan para analizar al movimiento browniano

integrado

Bi(t) = /0 Buds (2.1)

Observacién 2.1. Si {B; : t > 0} es un movimiento browniano entonces sus trayec-

torias son continuas y por lo tanto para toda T > 0 el proceso pertenece a H*[0,T).

2.1. Propiedades

En esta seccién veremos que el movimiento browniano integrado tiene distribucion

normal con esperanza

E[Bl(t)] =0,

y varianza
t3
Var(B;(t)) = 3
A continuacion probaremos un resultado sobre la distribuciéon de las combinacio-
nes lineales del movimiento browniano para poder concluir que el proceso (2.1) es

gaussiano.

19
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Proposicién 2.1. Sean {B; : t > 0} un movimiento browniano, n € N, y II =
{ti}l o, 0 =1ty <ty < -+ <tp_1 <t,=t, una particion del intervalo [0,t]. La suma

sobre la particion S(I1) = By, + ... + By, tiene distribucion normal con pardmetros

(0, i(n — i+ 1)%(t; — t,-_l)) .

i=1

Demostracion. Si expresamos a S(II) como la suma de incrementos, obtenemos que

n n
Z By, = Z(n —i+ ]‘)(Bti - Btifl)
i=1 i=1
donde By, — By, , son variables aleatorias normales independientes con media cero y
varianza t; —t;_1, de donde obtenemos que (n —i+1)(B;, — By, ,) tiene distribucién

normal con media cero y varianza (n — i+ 1)%(t; — t;_1) y entonces

iBn ~ N (o, i(n —i+ 1)t — ti1)> :

=1

]

Como el movimiento browniano es continuo, entonces es integrable y si {II,, } ,en
es una sucesién de particiones del intervalo [0,t], con I, = {t,;}y, 0 = tho <
th1 < -+ < th, =t tal que At,, = méx|t,; —t,,-1| converja a cero conforme n
tiende a infinito, entonces la sucesién Sln = S(II,)) de sumas de Riemann definidas
previamente converge a By(t), asi que basta encontrar la distribucién del limite de
alguna sucesién que cumpla esta hipdtesis para encontrar la distribucién de By(t).

Sea II,, la particién uniforme del intervalo [0, ] en n partes iguales. Entonces tenemos

quet; =%y

utilizando la Proposicién 2.1,

Sn~N<O,:L—22§(n—i+1)2 (%)) :
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Definicién 2.1. La funcion generadora de momentos de una variable aleatoria X

es la funcion mx(u) = E [e“X}, siempre que exista.

Definicién 2.2. por ejemplo, la funcion caracteristica de una variable aleatoria X

es la funcion px(u) = E [e"“X} , donde 1 = +/—1 esta en el campo de los complejos.

La funcién caracteristica de una variable aleatoria X con distribucién normal(u, o?)
es px(u) = exp (ipu — o?u?/2)

Teorema 2.1 (Teorema de continuidad de Lévy). Sea {X,}>°, una sucesion de
variables aleatorias y sea {p,}22, la sucesion de sus respectivas funciones carac-
teristicas. Si @, (u) converge a una funcion p(u) para toda u € R y ademds ¢ es
continua en cero, entonces existe una variable aleatoria X tal que ¢ es su funcion

caracteristica y X, converge en distribucion a X. [3]

A continuacién expresaremos la funcién caracteristica de S, y calcularemos su

limite conforme n tiende a infinito para después utilizar el Teorema 2.1.

Proposicién. El proceso estocdstico integrado {B;(t) : t > 0} a tiempo t tiene

distribucion normal con pardmetros (0,t3/3).

n
-, . . . . 2
Demostracidn. Como S, se distribuye normal con media cero y varianza &5 3~ (n —
i=1

i+ 1)2 (1), su funcién caracteristica es:
n b

s, (u) = exp (-%2;—22 zn:(n —i+1)° (%)) :

1/ ( )_ 1/ u2t2 i( +1)2 t
Ji s, ) = Jim exp { =555 2 (=i DF (G



22 Capitulo 2. El movimiento browniano integrado

2 1)(2 1
= exp L lim n(nt+1)@2n+1)
2 nooo 6n3

( U2t3
=exp | —— |,
6 )

que es la funcion caracteristica de una variable aleatoria con distribucién normal.
Utilizando el teorema de continuidad de Lévy, podemos decir que el limite de S,

cuando n tiende a infinito se distribuye normal con pardmetros (0, ¢3/3). O

2.2. Distribuciones conjuntas

El siguiente punto a tratar sera encontrar la distribucién conjunta del movimien-
to browniano hasta el tiempo u > 0, B,, con su movimiento browniano integrado
respectivo hasta tiempo t > 0, By(t), para entender mejor el comportamiento con-
junto de estos dos procesos. Como Bj es el limite de S, la distribuciéon conjunta
de By(t) con B, es el limite de la distribucién conjunta de S, con B,, la cual es
normal bivariada pues las combinaciones lineales del movimiento browniano mantie-
nen la normalidad. Para calcular la distribucién conjunta basta calcular el vector de
medias y la matriz de covarianzas del vector aleatorio (B,, Br(t)). Ya conocemos la
esperanza y varianza de cada uno, por lo que procederemos a calcular la covarianza.

Empecemos por el caso 0 <t < w:

Cov(By(t), B,) = E[B(t)By]
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por otro lado, si 0 < u < t:

Cov(By(t), By) = /OtE[BsBu] ds

Los pardmetros del vector normal bivariado (By(t), B,) son:
si0<t<wu:

si0<wu<t:

3 ’LL2
0 ut—% U ’

o de manera general, si 0 < wu, 0 < t:

(o), N .
= 0 B (u/\t)t—% u 7

que nos dice que si estamos fuera de la region de integracion no importa qué tan
lejos nos encontremos de ésta, la dependencia es la misma a la del ultimo punto de

la region.

Proposicion 2.2. Si el vector (X,Y) tiene distribucion normal bivariada con vector

2
de medias p = y matriz de covarianzas > = ) entonces
Ly poLoy O,

la distribucion de (X|Y = y) es normal con media i, + pg—i(y — ly) Yy varianza
(1—p?)os.

Demostracion.

Fxiy=y(a) = fxrlzg)

fr ()
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1 ( 1 [(:c—m? IO 2p(r—uz)(y—uy)D

———F——=€X —
2wogoyy/ 1—p> p 2(1—p?) o2 0’5 0z0y

1

(y—py)?
N <_ 203 )

| (:v— [uﬁpi—;(y—uy)DQ

= exp | —
27(1 — p?)o? P 2(1 = p*)oz

T

Haciendo uso de la Proposicién 2.2, podemos dar las distribuciones condicionales
del movimiento browniano y su integral. Sabemos que la distribucién conjunta de
B con B; es normal multivariada, lo que significa que la distribucién condicional es

normal. Dicho eso, basta conocer los parametros.

La esperanza del movimiento browniano integrado condicionado a un punto del mo-

vimiento browniano es:

(uAt)t— (u/\t)z/Q(Bu _0)= (uAt)t— (uAt)?/2

E[Bi(1)|B,) = 0 + - ;

Bu:

y la varianza es:

2
Var(B(t)|B,) = | 1 — 3 =

La esperanza del movimiento browniano condicionado a un punto del movimiento

browniano integrado es:

(u/\t)t—tj(u/\t)Q/Q(B[(t)_O): |

(uAt)t— (uAt)?/2

E[Bu[B:(t)] = 0+ B (1),
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y su varianza es:

Var(B,|B;(t) = | 1- B u=u~—

Hasta ahora sélo conocemos la distribucién del proceso integrado en un punto
del tiempo. El comportamiento del movimiento browniano integrado como proceso
tiene como caracteristicas el ser diferenciable respecto al tiempo casi seguramente,
sus trayectorias son continuas casi seguramente, no cumple la propiedad de Markov
y no es martingala, submartingala ni supermartingala. Su esperanza condicionada a

la filtracién candnica del movimiento browniano, si s < t es:

;)
r S t
=F /Budu—l—/Budu 33]
LJO s
r S t
/Budu SS}—l—E[/Budu
LJO s

E

s t
—/B(u)du—I—E[/B;S—i-Bsdu
0 s

EB(1)|§.] = F /0 "B, du

5]
5]
5]

s] +(t — 5)B,

¢ ¢
—B[(s)—i-E{/B;sdu—O—/Bsdu

t—s
=Bi(s)+ E {/ B! . du
0

= By(s) + (t — s)Bs,

donde B’ es otro movimiento browniano comenzado en cero independiente de B.
La interpretacion de este resultado es que, dada la informacién hasta el tiempo s, la
esperanza es un nuevo proceso browniano integrado comenzado en cero mas la altura
a la que se encontraba el proceso; si no conociéramos toda la informacién hasta el
tiempo s sino solamente el valor que tomo el proceso en ese tiempo, la esperanza

cambiaria a:

E[Bi(1)|Bi(s)] = EE[Bi(t)[3,] |Bi(s)]
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= E[Bi(s) + (t — s)Bs|Bi(s)]
= Bi(s) + (t = s)E[Bs| Bi(s)]

— Bi(s) + (t — s)%B;(s)

~ Bi(s) (j—t - %) ,

que es mayor que Bj(s) si Bj(s) es positiva y menor si es negativa, con lo que

concluimos que no es martingala ni submartingala ni semimartingala.



Capitulo 3
El proceso Poisson integrado

En este capitulo se darén las propiedades del proceso Poisson integrado con base
en las férmulas del primer capitulo y en [6]. De igual manera se obtendra su funcién
generadora de momentos y una manera de calcular su distribucion.

El proceso Poisson integrado se define como:

t
N](t) = / NS dS,
0

donde {Ny : s > 0} es un proceso Poisson no homogéneo.

Proposicién. El proceso Poisson {N; : t > 0} pertenece a H?[0,T], con T >0, si y
sélo si A(T) < oo.

Demostracion. Los eventos {Se presentan exactamente k discontinuidades en el in-
tervalo [0, T} y { Ny = k} son iguales para toda k natural por lo que la probabilidad
de que haya una cantidad infinita de discontinuidades es P(Ny = 0c0). Como Ny es
una variable aleatoria Poisson con pardmetro A(7T'), tenemos que P(Nr = 00) es cero
si y s6lo si A(T) < oo, en cuyo caso el proceso es integrable por tener una cantidad
finita de discontinuidades, y como E [ fOT |N5|ds} < FE [ fOT NTds} pues el proceso
Poisson es no negativo y no decreciente y la esperanza del término derecho de la
desigualdad es TE [Ny| < oo, concluimos que {N; : t > 0} pertenece a H?[0,T]. O

27
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3.1. Propiedades

La esperanza y la varianza del proceso Poisson integrado, como vimos en el primer

capitulo, son:

B0 = [ Al
Var(N;(8) = 2 /O t /0 *A(s)dsdu

Queremos saber cudl es el comportamiento de este proceso, para lo cual su funcién
de distribucién nos serviria mucho. Sin embargo, N; (%) no sigue ninguna distribucién
de probabilidad comtun. Para demostrarlo basta ver quién es la funcién generadora

t . .
de momentos de fo Ngds, y, para lograrlo, haremos algunas observaciones previas:

Observacién 3.1. La suma de los términos de un proceso Poisson sobre una parti-

cion I1,, del intervalo [0,t], con 0 =ty < t; < ... <t, =1, es

n

ZNti = Z(n — 1+ ]')(Ntz - Nt¢_1)7
=1

i=1
donde {N;, — Ny, _,}"_, son variables aleatorias independientes y tienen distribucion
Poisson con parametro A(t;) — A(t;—1).

Si el proceso Poisson {N; : ¢ > 0} y la particién I1,, son homogéneos, esto es, si
la funcién X\ es constante y si los intervalos de la particién tienen la misma longitud,

la suma S,, sobre II,, queda como

tn
Sy ==3 Nu,

que se simplifica utilizando la Observacion 3.1 a

n

t
- ;( )
con Xi,..., X, variables aleatorias independientes con distribucién Poisson(At/n).

La funcién caracteristica de una variable aleatoria X con distribucién Poisson(\)
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es px(u) = exp (A(exp(it) — 1)), por lo que la funcién caracteristica de S, estaria

dada por:

o
e (1) = B |exp <uﬁzNit/n>
L =1

— E |exp (i %t(n i l)Pois()\t/n))] (1)

i=1

-y Qexp (ut"_T”le;s(At/n))] (2)

=[1= [exp (utn_TmPoiS(At/ n))}

= [T mpoisirm (ut(n — i+ 1)/n)
_ Hexp {% [eut(nfiJrl)/n - 1] }
= exp {Z% [eut(n—i—i-l)/n . 1} }

=1

~ oxp {% [Z (v — n] }

=1

by eut/n _ eut(n—i—l)/n
- (5 [

donde en (1) se hizo uso de la Observacién 3.1 y en (2) se utilizé la independencia
de las variables aleatorias. Sabemos también que el Proceso Poisson es integrable,
por lo que S,, converge a Ny(t). Podemos usar el teorema de continuidad de Lévy
para encontrar la funcién generadora de momentos de N;(t) cuando N es un Proceso

Poisson homogéneo:

n—oo

) { |:eut/n _ eut(n—i—l)/n :| }
= lim exp<{ — -n
n

n—00 1 — eut/n

my, ¢ (u) = lim mg, (u)
t
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(1+1/n) 1
ek 1_em>—5—1]}
1—6 e o1
o )
—ow{ae [}

—1
—en{a [}

U

Que no corresponde a ninguna distribucion absolutamente continua ni absolutamente

= exp

discreta.
La variable aleatoria N(t) en general es mixta pues tiene probabilidad positiva
de valer cero y para valores estrictamente positivos es continua. Para encontrar la

funcion de distribucion primero demostraremos la siguiente propiedad.

Proposicién 3.1. Los tiempos de arribo W; de un Proceso Poisson no homogéneo
{N(t) : t > 0} de tasa \(t) continua, condicionados al valor que tomd el proceso a

tiempo t, se distribuyen como estadisticos de orden, 1i.e.
o eevuin@=n(tr, - tn) = 0! ] f(t:) 0<ty < -<tp,<t

donde fy, es la funcion de densidad de una variable aleatoria Y; que tiene dominio

en el intervalo [0,t] dada por:

frily) = _AW) 0<y<t.

Demostracion. Notemos que para 0 < t; < ... < t, <t, ocurre que:
an
S Wl N@=n(t1, - 1n) = mel,...,Wn|N(t):n(t17 oo ty)
1

o P[ngtl,,antn,N(t):n]
Oy PIN(t) =n]

Oy, - Oy, eJoA(s) ds <f0t/\(3) ds)” /nl




3.1. Propiedades 31

0" PIN(h) =1, N(tn1) = N(t) = 1, N(t) — N(t,) = 0]
n"'atl 6f0 s)ds(f/\ )n

o (ﬁ PIN(t) — N(t: 1) = 1]) PN(t) — N(t,) = 0]
atn e 8t1 : efot)\(s) ds (f(f)\(S) ds)n

n (ﬁ efttiifl/\ ft ds ) ftn)‘(s) d
a n‘ i=1 7— 1
O, -0y eJoA(s) ds (f/\ ds "

o f[l <fzi_1>\(8) ds)

0 A(ti) — A(ti1)
ol | S 0

T )

=nl g A’

donde la expresion de la tercer igualdad es idéntica a la expresion en la cuarta igual-

dad pues al descomponer a la tercera en todas las posibilidades para los incrementos,
cualquier otro incremento (exceptuando el tltimo) es cero, con lo que la derivada se

anula. O

Otra observacion antes de obtener la funcién de distribucién, es que la suma de
los estadisticos de orden tiene la misma distribucién que la suma de las variables
aleatorias no ordenadas, por lo que el valor de X;(t) es igual al valor de la suma de
las dreas de los rectangulos formados por los incrementos Z;Zl(t - W;).

Dicho eso, podemos continuar:

Fx,(s) =P [Xi(t) < 5]
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=0

[Xi(t) < s| N(t) = 4] P [N(1)

SN | erOA()
:ZP Z(t—Wj)SsN(t):z i

=0 L j=1

00 i ' i . eA(t)A(t)z
:ZP tz—Zngs N(t) =1 i

=0 L j=1

00 [ i . eA(t)A(t)z
=2 P |2 M)y 2 ti—s| —

=0 Lj=1

0 [ i _ A(t)A(t)Z
:ZP Z(Y})jzm—s p

=0 Lj=1

> A A ()i
=3 (1 - F(ti - ) e@#

que, como al tiempo t las variables aleatorias Y; con densidad generada por el pardame-

tro A(s) estdn acotadas, entonces tienen todos sus momentos finitos y para i sufi-

cientemente grande, Fy"'(ti — s) se puede aproximar usando el teorema central del

limite.



Capitulo 4
Aplicaciones

En este capitulo se expondran algunos usos a los procesos integrados aqui tratados

con base en las referencias [2, 4, 9].

4.1. Movimiento browniano integrado

Este proceso estocastico tiene aplicaciones a la fisica, a las finanzas, y en general,
a cualquier rama en la que sea necesario integrar una funcién que pueda ser pen-
sada como un movimiento browniano, como pudiera ser en fisica la aceleracion o la

velocidad, en finanzas la fuerza de interés, etc.

4.1.1. Fisica

Se puede modelar la posicién en cada punto del tiempo de un objeto sometido a
una fuerza B donde B es un movimiento browniano. Por ejemplo, si el movimiento
de un grano de arena sobre una superficie sometida a altas frecuencias sonoras es
descrito por un movimiento browniano, entonces si una pelota yace sobre granos
de arena en las mismas condiciones, la pelota estaria sometida una fuerza que se
puede modelar con el proceso browniano integrado pues el diferencial de esta fuerza

se modela con un movimiento browniano.

33
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4.1.2. Finanzas

Si suponemos un mercado en el que la fuerza de interés es un movimiento brow-
niano, entonces el valor presente de una unidad monetaria invertida durante un

tiempo t seria:
eB;(t))

recordando que By tiene distribucién normal, podemos utilizar su funcién generadora

de momentos para calcular la esperanza:
B [¢50] = (1) =
y la esperanza condicional es (s < t):

E [eBz(t)} gs] - E [efotB(u) du gs}

— B |:6ng“ duef;B(u) du

_ B g [eiju du

= eP1et=Bupp o (1)

_ eBI(s)e(t—s)Bse(t—s)3/6

Si aplicamos una funcién V' : R — R al movimiento browniano antes de inte-
grarlo, pidiendo a la composicién pertenecer a H?, entonces el proceso estocéstico
formado por la composicién caeria dentro del conjunto de procesos con los que esta-
mos trabajando, por lo que podemos aplicar las férmulas desarrolladas en el primer

capitulo.

E [/OtV(BS) ds] _ /OtE V(B,)] ds
Var (/ﬂtV(Bs) ds> - /Ot/OtCov(V(Xs),V(Xu))dsdu

Por ejemplo, si V es continua se puede hacer todo lo anterior.
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4.1.3. Ecuaciones diferenciales

Aunado a los métodos directos, si la funcién V es de clase C? existe otra manera
de calcular la esperanza haciendo uso de las ecuaciones diferenciales retrospectivas,
también conocidas como backward o hacia atras.

Para eso definimos la funcion retrospectiva mas general

fa,5) = E [ / V(B

B, = x} .
Consideremos también la variable aleatoria

F@%:E{LR%BJ&L

&}
Proposicion. La funcion f satisface la ecuacion diferencial
1 o

con condicion inicial f(x,t) = 0.

Demostracion. Esta demostracion esta basada en aproximaciones y no es muy rigu-

rosa. Notemos que como
t s+As t
/vw@m:/ V(B)dut+ [ V(B du
s s s+As
entonces

Bszx]+E[/St V(B,) du

+As

flz,s)=F {/SS+ASV(BU) du

&:4.(9

El primer término de la suma vale V(z)As + o(As) para As pequeno. Para calcular

el segundo término, utilizaremos la propiedad de torre para la esperanza condicional,

o[ 0 ufa] - o[y ]
= E[F(s + As)| B

=E [f(Bs—i-As; s+ AS>| Bs] )

Bs+As> Bs:|
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Aproximando a Byyas por By + AB, llegamos a que

t
E{ V(B,) du
s+As

BS] = E[f(Bs+AB,s+ As)| By .

Obteniendo la esperanza condicionada a B, = x de ambos lados:

oLf

sin embargo el segundo término de la suma de (1) tiene fijo el valor de B, en = por
lo que en realidad quedaria igual a f(x + AB, s+ As), y procedemos a desarrollar
la expansion de Taylor de f.

Bs—x} =E[f(Bs+AB,s+ As)| B, = z].

Esto es un desarrollo valido pues la existencia de las derivadas parciales esta garan-

tizada por el teorema de convergencia dominada ya que V' es, por hipotesis, de clase

C2.

fx+AB,s+ As) = f(x,s) + AsOs f(z,s) + ABO, f(x, s)

1
+ 5A3282f(a:, s) + o(At) (2)
Las derivadas parciales son:
1. f(l’+h,5>—f(3?,8)
1 r r prt
=lim— |E /V( w)du| B —a:—i—h} E[/ w)du| By —x”
h—=oh | |/,
1 r r prt
=lim - |F / V(B;, + x + h)du|B; —O} { V(B; + z)du|B; :()H
h—=oh | |/,
1 r r pt
=lim— |E / V(B +x+ h)du — / V(B + z)du|B; = OH
h—0 h | s
V(B: h) — V(B ]
— lfm E f foth) - VBt o)du o
h—0 h
V(B h) — V(B: +z)d ]
—E mnf foth) - VBt a)du o (3)
h—0 h
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¢
=F [/ V'(B,)du|Bs = x

Anélogamente:

Opef (x,5) = D2 f(, 5) = lim Ouflz+h S) %S :5) _ g [/tV"(Bu)du\Bs =z

h—0

=0sf(x,s) = E[V(Bs)|Bs = a:] =V(x)

Donde en (3) se utiliza el teorema de convergencia acotada pues como V' es de clase
C?, éste estd acotado por el maximo de V' para cualquier intervalo cerrado.

Sustituyendo tenemos que:
flz,s) = AsV(z) + o(As) + f(x,s) + AsOs f(x, s) + %As@if(x, s) + o(As).

Cancelando de ambos lados a f(z, s), dividiendo entre As y haciendo a As tender a

cero obtenemos la ecuacion diferencial

asf+%8§f+V(x) = 0.

Esta es una ecuacion diferencial parcial eliptica de segundo orden con solucion
no trivial, y usualmente se calculan aproximaciones mediante simulacién del pro-
ceso estocastico subyacente. Esto es, el resultado se usa en ambas direcciones: para
calcular la esperanza de la composicién del movimiento browniano si la ecuacién dife-
rencial parcial es sencilla de resolver, asi como para resolver ecuaciones diferenciales

parciales por el metodo de Monte Carlo.

4.1.4. Foérmula de Feynman-Kac

Sea V' con las condiciones que se piden en el caso anterior. Regresando al caso
financiero, podemos calcular la esperanza de la exponencial del movimiento brow-

niano compuesto con la funcién V' lo que nos llevara a otra aplicacién que involucra
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la formula de Feynman-Kac. Buscamos una manera de calcular

f(.fE, S) =F |:€fstV(Bu)du

Bszx}.

Una manera de encontrarla es mediante su expresion diferencial, que como mostra-

remos a continuacién es:

0. + 53 +V(@)f =0,

con condicién inicial f(x,t) = 1. Para verificarlo comencemos notando que podemos

aproximar a f de la siguiente manera:

f(q;, 5) B [efss-‘—AsV(Bu)duef‘:+ASV(BU)du’BS _ 1;:|
= B [(1+ V(B)As + o(As)) elivarV B g, — o
= (14 V(z)As+o(As)) E [efstJrAsV(B“)dﬂBs = x] ,
que utilizando la propiedad de torre queda como
(14+V(z)As+o(As)) E[f(Bs + AB,s + As)|Bs = x]
=(14+V(x)As+o0(As)) E [f(Bs, s) + AsOsf(Bs, s)

+%A56§f(Bs, s) + o(As)|Bs = x}
= (14 V(x)As+ o(As)) (f(x, s)+ AsOs f(x, s) + %As@if(x, s) + 0(As)>
= flas) 4 (009 50 F(0,5) 4 V) fa5) ) As o+ o(A),

restando f(x,s) de ambos lados, dividiendo entre As y haciendo As tender a cero,

obtenemos:

0= 0. + 302 + V)],

con lo que podemos calcular las soluciones numéricas de un conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales a través de simulaciones.
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4.1.5. Martingalas

Dos martingalas que involucran al browniano integrado son:
= 3B, ds —tB,
= B} -3 [ B, ds

Para ver que son martingalas tomemos u < t en los reales positivos. Como ambos
casos son operaciones lineales de procesos adaptados y medibles, basta calcular su

esperanza condicional. Para el primer proceso estocastico tenemos que su esperanza

t
Su]:E{/Bsds
0

:/ Bsds+ (t —u)B, — tB,
0

:/ B, ds — uB,.
0

condicional es:

t
E{/Bsds—tBt
0

&} —tE[By|§u

Para el segundo proceso estocéstico primero observemos que:

t
E[Bf—?)/Bsds
0

donde el primer sumando lo podemos desarrollar como:

t
gu} =F[B}|§.] —3E U B, ds
0

5.

E [B}|3u] = E [(Bu+ (B — B.))*| 3]
= E B, +3B.(B, — B,) + 3B.(B; — B,)* + (B, — B.)*| §u
= BJ +3(B2)0 + 3B,E [(B; — B,)?| §u] + 0
= B> 4+ 3B,(t — u),

con lo que la esperanza condicional del segundo proceso estocastico es:

t
E[Bf—S/Bsds
0

&} =B} +3B,(t —u) -3 (/OUBS ds + (t—u)Bu>

:33—3/ B, ds.
0
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4.2. Proceso Poisson integrado

Para cualquier serie de ocurrencias modeladas con un proceso Poisson tal que
el parametro A(f) sea continuo, podemos obtener la distribucién de la suma de los
tiempos entre cada ocurrencia y el tiempo t. Esa distribucién esta dada por el proceso
Poisson integrado a tiempo t.

Por ejemplo, si suponemos que el nimero de personas que esperan en una fila que
no avanza sigue el comportamiento de un proceso Poisson, el tiempo total esperado,
visto como la suma del tiempo que cada persona espera hasta tiempo ¢, se puede
modelar como el proceso Poisson integrado. De igual manera, si el niimero de fallas
en un sistema eléctrico se modela con un proceso Poisson, y cada falla presenta fuga
de electricidad, entonces la electricidad total perdida también se puede modelar con
este proceso.

Cabe aclarar que el proceso de Poisson integrado es distinto al proceso Poisson
compuesto pues la derivada de las trayectorias del segundo son cero casi seguramente
mientras las del primero tienen probabilidad estrictamente positiva de ser mayores

o iguales a uno.
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Capitulo 5
Simulacion

En este capitulo se trabaja con el lenguaje de programacion R para presentar
simulaciones de los procesos estocasticos trabajados en esta tesis. La principal moti-
vacion de este capitulo es apreciar la forma que tienen las trayectorias de los procesos

integrados, dada la trayectoria del proceso original.

5.1. Movimiento browniano integrado

El siguiente codigo simula un movimiento browniano mediante la suma de los
incrementos de una particion uniforme en n partes. Para calcular la integral de la
trayectoria se obtiene la suma de Riemman de la particién generada. Al final el

cédigo grafica al proceso en color negro y su integral en color rojo.
1

set.seed (1) #Semilla inicial para poder reproducirlo
n=1000 #La particion sera en mil

ti<—3 #El punto del tiempo hasta donde llegara
t<—1:(tix*n) #t contiene el vector de tiempos

t<—t/n

norm<—rnorm (nxti ,0,1/sqrt(n))#Simula n incrementos por unidad de tiempo
x<—cumsum (norm ) #El browniano es la suma de sus incrementos

plot (x7t,type="1" ,ylim=c(—sqrt (ti),sqrt(ti)),xaxt="n’, yaxt='n’

IE] cédigo presentado en este capitulo estd escrito sin acentos.
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,bty="n",xlab=""  ylab="" 'main="Movimiento browniano” ,cex.main=3)#
Lo grafica
x<—cumsum (X ) /n #la integral aproximada por la suma de Riemman
lines (x7t,col="red”) #Lo grafica sobre el browniano

arrows (0, 0, ti, 0, lwd=1, length=0.15) #Dibuja el eje t
arrows (0,—1.7, 0,1.7, lwd=1, length=0.15)#Dibuja el eje Bt
text (0.17, 1.7, "Bt”, pos=2,cex=3) #Agrega el texto Bt

sl text (t1—.02, 0.05, "t”7, pos=3,cex=3) #Agrega el texto t

browniano.r

De la grafica podemos observar el cambio del comportamiento erratico del mo-
vimiento browniano, al movimiento mas suave del movimiento browniano integrado,
asi como que ambos procesos se mantienen cerca del cero. Recordemos que ambos

procesos tienen media cero.

5.2. Proceso Poisson

Este codigo sirve para simular una trayectoria de un proceso de Poisson ho-

mogéneo, su respectivo proceso integrado asociado, y graficarlos. El cédigo usa la
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propiedad de que los tiempos de interarribo condicionados al proceso Poisson se

~

distribuyen uniformemente como se vié en la Proposicién 3.1.

set.seed (1)

t<—10

lambda<—1

x<—rpois (1,lambdaxt) #Genera el numero de saltos
5| y<—sort (runif (x)x*t) #Los tiempos de salto son

uniformes
f<—stepfun(y,0:x)
yi<—cumsum (diff (¢ (0,y,t))*(0:x)) #La suma del area
plot (f,verticals=F,pch=20,xlim=c(0,t)#de los rectangulos

,ylim=c (0 ,max(yi,x)),cex=.7,xaxt="n"’

,yaxt="n’ ,bty="n’,xlab="" /ylab=""  cex .main=3
,main="Proceso Poisson”) #Grafica el proceso
lines (c(y,t),yi,col="red”) #Poisson y su integral

arrows (0, 0, t+.4, 0, lwd=1, length=0.15)#Dibuja el eje t
arrows (0,—2,0 ,max(yi),lwd=1, length=0.15)#Dibuja el eje Nt

5| text (0.6 ,max(yi),”Nt” ,pos=2,cex=3)#Agrega el texto Nt

text (t+.3,0.5,”7t” ;pos=3,cex=3) #Agrega el texto t

poisi.R
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En esta gréafica se puede apreciar que, asi como el proceso Poisson es no decreciente,
también lo es el proceso Poisson integrado. Y que la distancia entre ellos va aumen-

tando con orden O(#?).

5.3. Cadena de Markov a tiempo continuo

El siguiente ejemplo es de un proceso de Markov a tiempo continuo con dos
estados {—1, 1} donde el tiempo de estancia en cada estado se distribuye exponencial

de parametros \ y ~ respectivamente.

set.seed (1)
t<—=100
lambda<—.1
gamma<—. 1
te<—0
s<—c(—1,1)
x<—NULL
flag<-T
while (te[length (te)]<t){ #Genera los tiempos de estancia
if (flag)
te<—c(te,te[length(te)]+rexp(1l,lambda))
else
te<—c(te,te[length(te)]+rexp(l,gamma))
x<—c(x,s[c(flag,!flag)])

flag<—!flag
}
te<—te[—length(te)]
te<—te[—1]

f<—stepfun (te,x)
yi<—cumsum ( diff (¢ (0,te,t))*x)#Calcula la integral del proceso
plot (f,verticals=F, pch=20,xlim=c (3.7 ,t—-3.5) ,ylim=c (min(yi,x)

,max(yi,x)),xaxt="n", yaxt="n’,bty="n’,cex=.7,cex.main=3
,xlab="" /ylab="" main="Cadena de Markov a tiempo continuo”)
lines (c(0,te,t),c(0,yi),col="red”) #Poisson y su integral

arrows (0, 0, t, 0, lwd=1, length=0.15)#Dibuja el eje t

sl arrows (0, min(yi) ,0,max(yi),lwd=1, length=0.15)#Dibuja el eje Xt

text (4.5, max(yi)—1,"Xt” ,pos=2,cex=3)#Agrega el texto Nt
text (t—.5,-3,7t" ,pos=3,cex=3) #Agrega el texto t
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markov.R

Para esta cadena de Markov en particular, se tiene que la esperanza de la cadena y
por lo tanto de su integral son cero. Es posible apreciar ese comportamiento en la

grafica presentada.



Capitulo 6
Conclusiones

Los procesos estocasticos continuos en el tiempo tienen muchas propiedades 1tiles
derivadas del hecho de que su filtracion candénica también es continua, por lo que es
preferible trabajar con versiones continuas de los procesos estocasticos, sin embargo
no todos los procesos tienen una versién continua. Observamos que al integrar un
proceso estocastico discontinuo obtenemos un proceso estocastico continuo, derivable
por la derecha en los puntos de continuidad del proceso original, medible respecto
a la filtracién generada por el proceso original, y sobre todo, obtenemos un proceso
estocéstico al cual, derivando por la derecha resulta en el proceso original. En gene-
ral, obtener la distribucion del proceso integrado no es sencillo. Las distribuciones
obtenidas en esta tesis no son expresiones cerradas salvo en el caso del movimiento
browniano, que gracias a que es un proceso gaussiano su integral vuelve a ser un
proceso gaussiano.

Las simulaciones nos muestran que aunque el dominio del proceso estocastico
original fuera finito, el dominio del proceso integrado siempre sera continuo salvo en

el caso del proceso idénticamente cero, el cual tiene integral idénticamente cero.
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