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Introduccion

Si tenemos un nudo & C S® nos interesa estudiar el exterior de k, que
es la 3-variedad E(k) = S — int N(k) donde N (k) es una vecindad regular
del nudo. Una manera de estudiar 3-variedades es a través de la comprensiéon
de las superficies que contienen, principalmente de las superficies propiamen-
te encajadas que son incompresibles. En la Teoria de Nudos, un problema
importante es determinar todas las superficies incompresibles que hay en el
complemento de un nudo. Estamos interesados en estudiar superficies cerra-
das o superficies meridionales, es decir, superficies propiamente encajadas,
cuya frontera se compone de meridianos del nudo.

El nimero de tunel de un nudo &, denotado por 7(k), es el minimo nimero
de arcos disjuntos, propiamente encajados en E(k), de modo que E(k) menos
una vecindad regular de los arcos es un cubo con asas. En particular decimos
que un nudo no trivial k£ tiene numero de tunel uno, si existe un arco 7
encajado en E(k) con 7Nk = O7 tal que E(kUT) = S —int N(k) U N(7)
es un cubo con asas de género dos.

En [13], Morimoto y Sakuma dieron una clasificacién de los nudos con
nimero de tinel uno que tienen un toro incompresible en su complemento.
Posteriormente Eudave-Munoz, [3], dio otra demostracién de este hecho. Es-
tos nudos son (1, 1)-nudos, es decir, nudos de un puente con respecto a un
toro estandar en S3; ésta es una clase especial de nudos con nimero de tinel
uno. Respecto a superficies de género mayor, Eudave-Munoz, [4], mostré que
para cualquier g > 2 existe un nimero infinito de nudos con ntmero de
tunel uno cuyo exterior contiene una superficie cerrada, meridionalmente in-
compresible de género g y, en [6], dio una caracterizacién de (1, 1)-nudos que
admiten tal tipo de superficies. En [5], Eudave-Mufioz muestra que para cada
pareja de enteros g > 1 y n > 1, existen nudos k£ con ntimero de tunel uno,
de tal manera que existe una superficie meridional esencial S en el exterior
de k, de género g y con 2n componentes en la frontera.

IIT



v INTRODUCCION

En [7], Eudave-Munioz y Ramirez-Losada dan otra construccién que pro-
duce nudos con nimero de tinel uno, cuyo complemento contiene superficies
esenciales meridionales S con dos fronteras. En este caso los nudos obtenidos
son (1, 1)-nudos.

Es natural preguntarse si estos ejemplos son todos los posibles nudos con
nimero de tinel uno y que admiten un toro meridional esencial que toca a
k en dos puntos.

El presente trabajo da una caracterizacién de los nudos con ntimero de
tunel uno que admiten un toro meridional esencial con dos componentes en la
frontera. Tales nudos son (1, 1)-nudos y, entonces, vienen de la construccién
dada en [7], o bien son los nudos k* iterados de k y 7, donde k es un nudo
satélite con niimero de tinel uno y 7 es un tunel de desanudamiento para k,
es decir, vienen de la construccién dada en [5].

Hemos estructurado esta tesis de la siguiente forma: En el Capitulo 1
damos algunas definiciones y teoremas que nos ayudaran en el desarrollo de
este trabajo. En el Capitulo 2 hacemos un resumen de los resultados conoci-
dos para superficies incompresibles para nudos con nimero de tinel uno. En
el Capitulo 3 se prueban unos lemas que necesitamos para la demostracion
del resultado principal y por ultimo, en el Capitulo 4 damos la prueba del
resultado principal.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Conceptos basicos.

En este capitulo daremos algunas definiciones que nos ayudardn en el
desarrollo de la tesis. Para cuestiones basicas de Teoria de Nudos nos referi-
mos a los libros [1] y [14] y, para las definiciones de 3-variedades, al libro [11]
y las notas [10]. Todo el trabajo se desarrollard en la categoria PL.

Un enlace L de m componentes es un subconjunto de S* = R3 U {0},
o de R3, que consiste de m curvas simples cerradas, disjuntas y lineal por
partes. Un enlace de una componente es un nudo.

Una descomposicion de Heegaard de una 3-variedad cerrada y conexa, M,
es una pareja (4, V2) donde V; es un cubo con asas (i = 1,2), M = VUV, y
ViNVy, =0V, = 0V, Note que la frontera de un cubo con n-asas, V', es una
superficie cerrada con caracteristica de Euler 2 — 2n la cual es orientable si y
s6lo si V' es orientable. Asi para una descomposicién de Heegaard (V1,V5) de
una 3-variedad M, V; y V5 tienen el mismo nimero de asas, llamado el género
de la descomposicion, y ambas son orientables o ambas son no-orientables
dependiendo si M es orientable o no-orientable.

Sea S% = V; UV, una descomposicién de Heegaard de género uno de la
3-esfera orientada S tal que {oo} se encuentra en V5. Supongamos que V)
es un toro sélido no anudado en R?® y F' = V; N'V5 un toro con la orientacién
inducida por Vj. Existen meridianos p y v de Vj y V5 sobre F' los cuales se
intersecan en el punto P con numero de interseccion 1 sobre F'.

Definicién 1.1. Sea (V;,V3) la descomposicién de Heegaard de género uno
de S? descrita arriba. Si t es una curva simple cerrada sobre F' con ntimero
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Figura 1.1: Descomposicén de Heegaard de S3

de interseccién a y b con v y pu, respectivamente, y si |al,|b| > 2, entonces
llamamos a t un nudo toroidal; mas precisamente, el nudo toroidal t(a, b).

Figura 1.2: Nudo toroidal ¢(4, 3)

Definicién 1.2. Sea k; un nudo dentro de un toro sélido no anudado, como
en la Figura 1.3. Anudamos este toro solido en la forma de un segundo nudo
k5. Con esto el nudo que se encuentra en el interior del toro sélido original se
transforma en un nuevo nudo en el interior del toro sélido anudado. Llamamos
a éste nuevo nudo, k3, un nudo satélite (ver Figura 1.4). Decimos que el nudo
ko es companero del nudo satélite.

Suponemos siempre que el nudo companero es un nudo no trivial. También
suponemos que el nudo k; se interseca con cada disco meridiano del toro
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Figura 1.3:

ks
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-

Figura 1.4: Nudo satélite k3, con companero ks

solido, y no puede ser isotopado para dejar de hacer contacto con alguno de
ellos.

Si el nudo k; con el que comenzamos es un nudo toroidal, como en la
Figura 1.2, entonces al nudo satélite resultante con companero ks lo llamare-
mos un nudo cable sobre ko. Podemos pensarlo como un cable que se enrolla
alrededor del nudo £k, un total de p veces meridionalmente y g veces longitu-
dinalmente.

Un n-owillo es una pareja (B,{«a;}" ), donde B es la bola unitaria en
R3 v {a;}, es un conjunto de n arcos propiamente encajados en B. De-
cimos que el n-ovillo es trivial si existe un conjunto de n discos disjuntos
Dy, Ds, ..., D, C B conint(D;) Cint(B), 0D; = a;Ua;, y D;NOB = a; C
0B es un arco.
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Figura 1.5: Nudo cable

Sea k C S? un enlace, k tiene una presentacién de n puentes si existe
una 3-bola B C S? tal que (B, BNk) y (S* — B, (5% — B) N k) son n-ovillos
triviales.

Los nudos o enlaces de 2 puentes son una clase importante de nudos
que fueron clasificados por H. Schubert. En [1] se da la siguiente manera
de presentar los nudos o enlaces k de 2 puentes: El nudo £ se interseca con
un plano de proyeccién R? C R3 en cuatro puntos, A, B,C,D. El plano
R? define un semiespacio superior y un semiespacio inferior, y cada uno de
ellos se interseca con el nudo k£ en dos arcos. Cada pareja de arcos puede
proyectarse sobre R? homeomorfamente. Podemos suponer que una pareja
de arcos se proyecta sobre segmentos rectos w; = AB, ws = CD (Figura
1.6); la otra pareja de arcos se proyecta sobre dos arcos simples disjuntos
v; (de B a C)ywv (de D a A). Un arco en este diagrama es un puente si
contiene al menos un cruce superior.

Mas precisamente, para un enlace de 2 puentes k existe una pareja de
primos relativos («, §) que satisfacen a > 0, | 5| < «, § es impar, y k tiene la
siguiente proyeccion regular: cada puente estda dividido en a segmentos, con
extremos numerados de 0 a «. Asi, B y D tienen etiqueta 0, y A y C tienen
etiqueta . A lo largo del arco v, comenzamos de 0 sobre el puente w;. El
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Figura 1.6: S(3,1)

arco vy se interseca con ws en [y luego se interseca con w; en 23 mddulo
a, y luego con wy en 38 médulo a. Seguimos asi hasta que llegamos a a3
de we 0 v de wy, dependiendo si « es impar o par. Similarmente, a lo largo
del arco vy, comenzamos de 0 sobre el puente w,. El arco vy se interseca con
wiy en [y luego se interseca con wy en 23 médulo «, y luego con wy en 303
modulo a. Repetimos esto hasta llegar a aff de wy; o a de wy, de acuerdo a
cuando « sea impar o par. Observe que para un nudo, « es impar; para un
enlace, a es par y dv; = {A, B}, 0vy = {C, D}.

Llamamos a esta proyeccién regular, la forma normal de Schubert de un
enlance de 2 puentes y la denotamos por S(a, ).

Las superficies en el espacio pueden intersecarse de muchas maneras, sin
embargo, queremos que la intersecciéon sea lo mas sencilla posible; cuando
esto se logra decimos que las superficies estan en posicién general y que su
interseccién es una interseccion transversal.

La interseccion de dos curvas, o una curva y una superficie, o de dos
superficies es transversal si cada punto en la interseccion tiene una vecindad
homeomorfa a uno de los siguientes cuatro modelos (ver Figura 1.7). Si la
interseccion es vacia, también decimos que es transversal.

» Eje 2 U eje y en R?,
» Eje z U plano xy en R3,
» Plano zz U plano yz en R3,

» Plano 2y U plano 2z U plano yz en R3.
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Dos lineas en R? Una linea y una superficie en R3
Dos superficies en R? Tres superficies en R?
Figura 1.7:

Estos modelos representan los tnicos arreglos de objetos en dos y tres
dimensiones que mantienen sus caracteristicas esenciales después de hacer
isotopia del ambiente. Un conjunto de objetos estd en posicion general si
todas sus intersecciones son transversales.

Si tenemos un conjunto finito de curvas y superficies encajadas en R3
siempre podemos perturbar un poco, es decir, hacer isotopia del ambiente,
para que todos los elementos estén en posicion general unos con respecto a
los otros.

Dos superficies cerradas en posicion general se intersecan en un conjunto
de curvas simples. Para una superficie con frontera y una superficie cerrada
en posicion general, la intersecciéon también consiste en curvas simples. Para
dos superficies con frontera en posicién general, la interseccién consiste en
curvas simples y arcos.

En los siguientes capitulos vamos a trabajar con superficies meridionales
esenciales, por lo que incluimos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3. Sea M una 3-variedad y S C M una superficie propiamente
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encajada o contenida en dM. La superficie S es incompresible en M si para
todo encaje de un disco D C M, con D NS = 9D, existe un disco D C S
con 0D = dD. Ver Figura 1.8.

=

Figura 1.8:

Sea k£ un nudo en S®. Recordemos que una superficie S propiamente
encajada en el exterior de k, E(k) = S® — intN(k), es meridional si 05
consiste en una coleccién no vacia de meridianos en N (k).

Definicién 1.4. Sea k un nudo en S® y S una superficie propiamente enca-
jada en E(k) la cual es meridional o es disjunta de dN (k). Decimos que S
es meridionalmente compresible en (S3 k), si existe un disco D C S? tal que
D NS = 0D, D se interseca con k transversalmente en un punto y 0D es
esencial en S, es decir, 9D no es frontera de un disco en S y no es paralela
en S a una componente de 9S. Llamamos al disco D un disco de compre-
sion meridional para S. Decimos que S es meridionalmente incompresible en
(53, k) si S es incompresible y no es meridionalmente compresible en (S3, k).
Decimos que una superficie meridional S es esencial si es meridionalmente
incompresible, 0-incompresible y no es 0-paralela en F(k).

Una superficie meridional se puede ver como la interseccién de una su-
perficie cerrada S con el exterior del nudo tal que S se interseca con el nudo
transversalmente en un ntmero finito de puntos. Cuando decimos que S es
una superficie meridional esencial que se interseca con un nudo k£ en n puntos,
esto quiere decir que la superficie S = S N E(k) es una superficie meridional
esencial en F(k) como en la Definicién 1.4

Definicién 1.5. Un nudo no trivial k£ en S* tiene ntimero de ttnel uno
si existe un arco 7 encajado en S® con 7 Nk = J7, tal que E(kUT) =
S3 —int N(k U T) es un cubo con asas de género dos. A 7 lo llamamos un
tunel de desanudamiento de k.
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Algunas veces es conveniente expresar el tunel 7 para el nudo k£ como
T =7, UT,, donde 7, es una curva simple cerrada en E(k) y 7, es un arco
en E(k) que conecta a 7, con ON(k); resbalando el tunel sobre si mismo,
podemos pasar de una forma a otra. Notese que el exterior de k£ U 7 no

cambia al resbalar el tunel sobre si mismo.

/
ON (k)
/

ON (k)

Figura 1.9: 7 =71, UT,

Ejemplo 1.6. Todo nudo toroidal & tiene ntimero de tinel uno.

Sean T el toro donde esta encajado el nudo k£ y H uno de los toros sélidos
del que es frontera la superficie T'. El tunel sera una curva cerrada unida
mediante un arco al nudo. Sea 7 = 7, U7, donde 7, es el &nima de H y 7, es
un arco recto que conecta a 7, con k.

Resbalamos k sobre 7, y luego sobre 7,; repetimos esto tantas veces como
el nimero de longitudes de k; al resbalar también estamos eliminando los
meridianos de k; al final obtenemos el nudo toroidal k de tipo 1/0. Asi,
obtenemos dos nudos triviales k; y 7, unidos por el arco 7,, por lo que el
complemento, S* —int N(k U 7), es un cubo con dos asas. Si tomamos como
7, el &nima del otro toro sélido, S — int H, obtenemos un resultado similar.

Un nudo k en la 3-esfera tiene una (g,0b)-descomposicion si existe una
descomposicién de Heegaard de género g para S3 tal que la interseccién de
k con cada uno de los cubos con asas en la descomposicion consiste en una
coleccion de b arcos paralelos a la frontera.

Definicién 1.7. Un nudo % en S? es un (1, 1)-nudo si existe un toro estandar
T en S? tal que k es de un puente con respecto a T, es decir, k v T se
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intersecan transversalmente en dos puntos, los cuales dividen a k en dos
arcos y tal que cada arco es paralelo a un arco sobre T'. Esto es, k admite
una (1, 1)-descomposicion.

Observacién 1.8. Todo nudo de 2 puentes es un (1, 1)-nudo.

Un nudo de 2 puentes admite una (0, 2)-descomposicién, entonces existe
una descomposicién de Heegaard Vo U Wy de S® tal que Vo Nk y Wo Nk
consisten en una coleccién de dos arcos triviales. Elegimos un arco, digamos
k1, de la coleccion de arcos en Vy y sea Vi = Vo — N (k1) y Wi = WoUN (ky).
Entonces Vj U W} es una descomposicién de Heegaard de género uno de S*
y tenemos una (1, 1)-descomposicién de k.

El siguiente lema lo usaremos en los siguientes capitulos. La demostracion
se puede consultar en [2], [12] o [15].

Lema 1.9. Sea M una 3-variedad irreducible con frontera compresible y sea
v una curva simple cerrada en OM . Supongamos que OM —~ es incompresible
en M. Supongamos también que la componente de OM donde se encuentra
v no es un toro. Sea M[y| la 3-variedad que se obtiene al anadir una 2-asa
a M alo largo de . Entonces OM[y| es incompresible en M[y] y M]y] es
wrreducible.

Ejemplo 1.10. Los (1, 1)-nudos tienen nimero de tunel uno.

Sea k un (1,1)-nudo. Un tinel de desanudamiento para k es 7 = 7, U
7,, donde 7, es el 4nima de uno de los toros sélidos del que es frontera la
superficie Ty 7, es un arco recto en este toro sélido que conecta a 7, con
k. La demostracion es similar a la de los nudos toroidales. Inversamente, se
tiene el siguiente resultado.

Lema 1.11. Si k es un nudo con tunel de desanudamiento T = 7,UT,, donde
7, es un nudo trivial en S, entonces k es un (1,1)-nudo.

Demostracion. Nétese que E(71,) es un toro sélido. Deslizamos k sobre 7,,
hasta que se forma un arco k' propiamente encajado en E(7,). La variedad
E(r,) —int N(k') =2 E(k U T) tiene frontera compresible, ya que es un cubo
con asas. Si cada disco de compresién para E(1,) —int N (k') se interseca con
un meridiano de &', entonces la variedad que obtenemos al anadir una 2-asa
a lo largo de un meridiano de &’ tendria frontera incompresible, por el Lema
1.9. Pero esto no es posible, ya que la variedad que obtenemos es E(7,) la cual
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es un toro sélido. Entonces, existe un disco de compresién disjunto de £’; al
comprimir a lo largo de este disco tenemos que k' se encuentra dentro de una
3-bola, por lo que debe ser paralelo a un arco contenido en JFE(,). Entonces
podemos expresar k como k = k' U k", donde k' es un arco propiamente
encajado en F(1,) y paralelo a un arco en 0E(7,), y k" es un arco contenido
en OF(7,). Asi, k es de un puente con respecto al toro OE(T,). O

Definicién 1.12. Sea k£ un nudo con nimero de tinel uno, y 7 un ttinel
de desanudamiento para k, el cual es un arco encajado con extremos sobre
ON (k). Sea k* un nudo formado por la unién de dos arcos k* = 7 U 7, tal
que v esta contenido en ON (k). Decimos que k* es un iterado de k y 7.

El nudo £* también es un nudo con niimero de tinel uno; éste es dado por
la unién de k y un arco recto en N (k) que conecta k* y k, como se muestra
en el siguiente lema.

Lema 1.13. Sean k y 7 como antes y sea k* un iterado de k y 7. Entonces
k* es un nudo con numero de tunel uno. Un tunel de desanudamiento 3 para
k* estd dado por la union de k y un arco en N(k) que conecta k* y k.

Demostracion. Sea ¢ un arco contenido en un meridiano de N (k) que toca a
k en un punto, tal que 0 conecta k£ y uno de los puntos de 7 N . Entonces
B =kUJ es un tinel de desanudamiento para k*. Para ver esto, deslizamos
~ sobre 0 y luego sobre k, para obtener un 1-complejo, el cual es equivalente
a kU T, asi su complemento es un cubo con asas de género dos. O

Un espacio lente L(p,q), es la 3-variedad obtenida pegando las fronteras
de dos toros sélidos, de modo que el meridiano del primer toro sélido va a
una (p, g)-curva en el segundo toro sélido, donde p es el nimero de longitudes
y ¢ es el nimero de meridianos.

1.2. Algo de graficas.

Una grdfica consta de un conjunto finito de puntos V', llamados vértices,
y un conjunto finito de aristas E. Cada arista se puede representar como
una pareja [v;,v;] € V x V. Los vértices v; y v; se llaman los extremos de la
arista. Una arista con el mismo vértice en ambos extremos se llama un lazo.
El orden de una gréfica es el nimero de sus vértices, la valencia (o grado)
de un vértice v es el numero de aristas que tienen un extremo en v, los
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Figura 1.10: Espacio lente L(2, 3).

lazos se cuentan dos veces. Decimos que dos vértices son adyacentes si estan
conectados por una arista.

Una trayectoria en una grafica es una sucesion de aristas que podemos
escribir como [v,, v, ], [v,,v,], [v,,v,], ..., [v,_,,v,]. La trayectoria es simple si
todos los vértices v; son distintos.

Un circuito en una grafica es una trayectoria la cual tiene el mismo vértice
en los dos extremos: v, = v,. En la gréfica de la Figura 1.11 una trayectoria
€8s [U17U6]7 [v67v4]7 [047 U5] y un circuito es [Ula U4]7 [U4> U3]7 [1}37@2]7 [Uw Ul]'

Uy

Figura 1.11: Trayectorias y circuitos.

Una gréfica es conera si existe una trayectoria entre cualesquiera dos
vértices. Un drbol es una grafica conexa que no tiene circuitos.

Los vértices de un arbol algunas veces se llaman nodos. Los vértices de
valencia uno en un arbol se llaman nodos terminales, y las aristas unidas a
ellos se denominan hojas.

Observacién 1.14. Un arbol con n vértices tiene n — 1 aristas.
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TN

Figura 1.12: Arboles de orden seis.

Una grafica G' = (V', E’) es una subgrdfica de una grafica G = (V, F) si
VicVyE CE. Como G’ es una gréfica, los puntos finales de todas las
aristas en £’ deben pertenecer a V.



Capitulo 2

Nudos con numero de tunel
uno.

En este capitulo estudiaremos algunos resultados ya conocidos para nudos
con numero de tunel uno.

2.1. Satélites y (1, 1)-nudos.

Recordemos primero la definicion de fibrado de Seifert, vednse por ejem-
plo las notas de Hatcher [10]. Un modelo fibrado de Seifert de S' x D? es
una descomposicién de S' x D? en circulos disjuntos, denominados fibras,
construido de la siguiente manera. Comenzamos con la descomposicién de
[0,1] x D? en los segmentos [0,1] x {z}, identificamos los discos {0} x D? y
{1} x D?* a través de una 2mp/q rotacién, para p/q € Q, con p y g primos
relativos. Entonces el segmento [0, 1] x {0} se convierte en una fibra S* x {0},
mientras que todas las demds fibras en S' x D? estdn hechas de ¢ segmentos
[0,1] x {x}, si ¢ > 1. Un fibrado de Seifert de una 3-variedad M es una des-
composiciéon de M en circulos disjuntos, las fibras, tal que cada fibra tiene
una vecindad que es difeomorfa, bajo un difeomorfismo que preserva fibras,
a una vecindad de una fibra en algtin modelo fibrado de Seifert de S* x D?.

Cada fibra circular C' en un fibrado de Seifert de una 3-variedad M tiene
una multiplicidad bien definida, el nimero de veces que un pequeno disco
transversal a C' se interseca con cada fibra cercana. Las fibras de multipli-
cidad 1 son fibras regulares, y las otras fibras son multiples (o singulares, o
excepcionales).

13
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Sea k = T'(p, q) el nudo toroidal en S? de tipo (p, ¢). El exterior del nudo
toroidal, E(k), se obtiene pegando dos toros sélidos 1 y Q2 a lo largo de
un anillo A = 90Q1 N 0Qs = Q1 N Q2. Consideremos la clase de todas las
variedades obtenidas de esta forma. Tal variedad tiene una fibracién para la
cual el anima de A es una fibra regular y las dnimas de Q1 y Q2 son las tinicas
fibras excepcionales. Ademas, el espacio base del espacio fibrado de Seifert es
un disco y, por tanto, el espacio estd determinado salvo homeomorfismos que
preservan orientacién por los tipos r/p y s/q mod 1, de Q1 y Q2. Denotamos
esta variedad por D(r/p, s/q). En particular, E(T(p,q)) = D(r/p,s/q) con
ps+ qr = +1.

Sea k = T(p, q) el nudo toroidal en S* de tipo (p,q). Sean r y s enteros
tales que ps — qgr = 1. El exterior del nudo toroidal, E(k), es un espacio
fibrado de Seifert D(—r/p, s/q), es decir, el espacio fibrado de Seifert cuyo
espacio base es un disco con dos puntos coénicos, y el invariante de Seifert de
las fibras singulares, digamos u y v, son —r/p y s/q, respectivamente.

La construccién de Morimoto y Sakuma, [13], para nudos satélites con
numero de tinel uno es como sigue: Sea ky un nudo toroidal no trivial T'(p, q)
de tipo (p,q) en S®, con |p| > 2,q > 2, y sea L = k; U ky un enlace de 2
puentes, S(«, 3), de tipo (a, 3) en S® con a > 4, es decir, L no es un enlace
trivial ni es el enlace de Hopf.

Como ky es un nudo trivial, existe un homeomorfismo que preserva orien-
tacion f : E(ke) — N (ko) el cual manda un meridiano my C 0F/(ks) de ko, es
decir una longitud del toro sélido E(k3), a una fibra regular h C 9N (ko) =
OFE (ko) del fibrado de Seifert D(—r/p,s/q) de E(kg). Denotamos al nudo
f(k1) € N(ko) C S? por k(a, 83,p,q). Nétese que el toro ON(K;) es esen-
cial en el exterior de k(a, f,p, q), es decir, obtenemos un nudo satélite con
companero un nudo toroidal.

El nudo resultante es un (1, 1)-nudo. Para probar esto, sea k = k(a, 3, p, q),
y sea L = ky Uk un enlace de 2 puentes de tipo («, 3). Como L es un enlace
de 2 puentes, existe una 2-esfera > que se interseca con L en cuatro puntos,
y la cual descompone a L en una unién de dos ovillos triviales. Entonces ¥
se interseca con k; en dos puntos; asi k; tiene una presentacion de un puente
con respecto a 2. Sea A = ¥ —int N (kz); A es un anillo propiamente encajado
en S% — intN (k) cuya frontera consiste en dos meridianos de ky. Podemos
arreglar el anillo A de manera que f(A) esté hecho de fibras del fibrado de
Seifert D(—r/p, s/q) de S?; esto implica que f(A) se encuentra en la frontera
de un toro sélido estandar Ry f(OA) consiste en dos curvas de tipo (p,q)
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en tal toro. Esto muestra que f(k;) = k tiene una presentacion de un puente
con respecto a f(A) y, por lo tanto, es de un puente respecto al toro JR.

Como k(a, 8,p,q) es un (1, 1)-nudo, tiene nimero de tinel uno.

Los nudos k(«, 8, p, q¢) también pueden describirse de la siguiente manera
(ver [3]). Sea T un toro esténdar en S* y sea A,, C T un anillo tal que una
componente de JA es una curva de pendiente (p, q) sobre T, |p| > 2,q > 2.
Decimos que un nudo k pertenece a la clase de nudos 7, si k tiene una
presentacién de un puente con respecto a algin anillo A, ; esto es, k es de
un puente con respecto a T, tal que los puntos de interseccién de k con T
estdn en A, ,, y los arcos de k son paralelos a arcos sobre A, ,. Si k pertenece
a la clase T, entonces k se puede isotopar para que esté en N(A,,), para
algin A, ,. Sea S,, = ON(A,,). Para cualesquiera de estos nudos k que no
son el nudo trivial ni el nudo toroidal de tipo (p, ¢), el toro S, , serd esencial
en el exterior de k. Se puede observar que k pertenece a T siy solo si es uno
de los nudos K(«, 5;p,q).

A continuacién describimos los tuneles de desanudamiento para un nudo
en 7. El toro T divide S® en dos toros sélidos R; v Rs. Sea k un nudo en 7 tal
que k es de un puente con respecto a un anillo A, ,; asi k C N(A,,). Entonces
k se divide en dos arcos ki y ks, los cuales son arcos triviales en Ry y Ra,
respectivamente. Consideremos que R; esta foliado por toros concéntricos
alrededor del anima de R; y, entonces, k; es un arco que se interseca con
cada uno de los toros en dos o cero puntos, excepto para un toro el cual
es tangente a ki, que define un punto maximo en k;. De manera similar
definimos un minimo de ks en R,. Por un arco recto en R; o Ry queremos
decir un arco que se interseca con cada toro de la foliacién en a lo mas un
punto. Tomamos un arco recto p, el cual va del maximo de k; a un punto
x sobre S, ,. Similarmente, tomamos un arco recto p, el cual va del minimo
de k2 a un punto y sobre S, ,. Sea p, un arco en S, , que conecta a x con y,
atraviesa 7' en un punto y el cual es disjunto de un meridiano de N(A,,).
Sea 7, la unién del anima del toro sélido R; y un arco recto que conecta al
punto x con el dnima de R;. Similarmente, sea 7, la unién del dnima del toro
solido Ry y un arco recto que conecta al punto y con el dnima de R,. Note
que 7, y T, son tineles de desanudamiento para el exterior de N(A,,), esto
es, para el nudo toroidal T'(p, q).

Ahora definimos 7(1, z) = 7,Up,, 7(1,y) = 7,Up,Up,, 7(2,x) = 7,Up,Up,
y 7(2,y) = 7, U p,. Cada uno de estos 1-complejos es un tinel de desanu-
damiento para k. Ejemplos de estos tiuneles de desanudamiento se mues-
tran en las Figuras 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4. Ademads, por [13], tenemos que si
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7 es un tunel de desanudamiento para k, entonces k£ es uno de los tune-
les 7(1,2),7(1,y),7(2,2) o 7(2,y) salvo homeomorfismos de E(k). En [13]
también estan clasificados todos los tineles de desanudamiento para k salvo
isotopia del ambiente de E(k). Aqui necesitamos solamente la clasificacién
salvo homeomorfismo de E(k), ya que si dos tineles son homeomorfos, aun-
que no sean isotopicos, produciran la misma familia de nudos cuando se
toman iterados del nudo y los tuneles.

Figura 2.1: 7(1, )

En [5], Eudave-Munoz muestra el siguiente Teorema que proporciona una
forma de construir superficies meridionales esenciales de género g en el exte-
rior del nudo k y con 2n componentes en la frontera.

Teorema 2.1. Para cada pareja de enteros g > 1 yn > 1, existen nudos k
con numero de tunel uno tal que existe una superficie meridional esencial S
en el exterior de k de género g y con 2n componentes en la frontera.

En la préoxima seccién damos una idea de la prueba de este teorema en
elcasog=1yn=1.
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Figura 2.3: 7(2,x)
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Figura 2.4: 7(2,y)

2.2. Familias de nudos con nimero de tunel
uno

En [7], M. Eudave-Munoz y E. Ramirez-Losada, dieron una construccién
general de (1,1)-nudos que admiten superficies meridionales esenciales. En
particular, existen tres familias de nudos, A, B y C, las cuales constan de
(1,1)-nudos que admiten un toro meridional esencial que interseca al nudo
en dos puntos.

Sea T un toro estdndar en S® y sea T' x [0,1] C S®, donde identificamos
T con T x {1/2}.

Denotamos por Ry y Ry a los dos toros sélidos complementarios de T" x [
en S® donde RyNT x[0,1] = Ry = Tx {0} y BRyNT x[0,1] = OR; = T x{1}.
Suponemos que R; contiene el punto al infinito de S3.

Recordemos otra definicién de (1, 1)-nudo. Si k es un nudo de un puente
con respecto a T, entonces puede isotoparse para estar situado en T' x [0, 1]
tal que tiene solamente un maximo y un minimo con respecto a la proyeccion
de T'x [0, 1] sobre [0, 1]. Inversamente, si k esta contenido en 7" x [0, 1] y tiene
solamente un maximo y un minimo, entonces k es de un puente con respecto
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al.

Describiremos tres familias de (1, 1)-nudos tal que cada nudo en una de
estas familias tiene un toro meridional esencial con dos componentes en la
frontera.

Sea 7 una curva simple cerrada contenida en JR, de pendiente (p,q) en
Ry, con |p|, |g] > 2. Sea o un arco recto en 7' x [0,1/2], tal que su extremo
en T x {0} se encuentra sobre . Sea My una vecindad regular de v U « en
Ry UT x [0,1/2]. Esto es un toro sélido tal que MyNT x {1/2} es un disco
D.

Sea A un anillo en T que contiene al disco D en su interior y tal que su
frontera consiste en dos curvas meridionales en el toro sélido 7" x [1/2, 1]UR;.
Sean B; y By dos discos meridianos en 7' x [1/2,1] U Ry, tal que 0A =
0By U 0B,y. Asi AU By U By es frontera de una 3-bola que llamaremos M;.
Claramente M = My U M, es un toro sélido y, entonces, S = dM es un toro.

Sea A la familia de nudos K que viene de la siguiente construccion. K es
un nudo en 7" x [0, 1] tal que K = koU ky, donde kg es un arco en 7' x [0,1/2]
y ki es un arco en T' x [1/2,1]. Supongamos lo siguiente:

1. ko esta contenido en M y sus extremos se encuentran en el disco D.

2. ko tiene solamente un minimo en 7" x [0, 1/2], es decir, kyNT x {0} es un
punto de tangencia, el cual divide ko en dos arcos rectos en 7' x [0, 1/2].

3. Sea l;’o el nudo obtenido a partir de ky uniendo sus extremos con un
arco que se encuentra en D, y luego empujandolo hacia el interior de
My. Supongamos que el nimero de enrollamiento de kg en My es > 2.

4. ky estd contenido en T x [1/2,1] y sus extremos se encuentran en el
disco D.

5. ki tiene solamente un méximo en T'x [1/2, 1], es decir, kyNT x {1} es un
punto de tangencia, el cual divide k; en dos arcos rectos en 7' x [1/2,1].

6. ki se interseca con cada uno de los discos By y Bs en exactamente un
punto.

7. Sea l%l el arco obtenido de k; N M; uniendo los dos extremos de k; que
se encuentran en D con un arco situado en D, y luego empujandolo
hacia el interior de M. Asi, k; es un arco propiamente encajado en
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M. Supongamos que k; estd anudado en M, es decir, no es un arco
trivial; de hecho, estda anudado como un nudo de 2-puentes.

Por construccion, se sigue que K es un (1, 1)-nudo, ya que tiene solamente
un maximo y un minimo en 7" x [0, 1]. Se deduce también que K se interseca
con el toro S en dos puntos. Para un ejemplo ver la Figura 2.5.

Figura 2.5:

Teorema 2.2. Sea K un nudo en la familia A. Entonces K es un (1,1)-nudo
y S es un toro meridional esencial que se interseca con K en dos puntos.

Para una demostracién ver [7], Lema 2.3.2, Lema 2.4.2, y Teorema 2.8.2.
No es dificil construir nudos que satisfagan estas condiciones. Ademas, si las
condiciones (3) o (7) no se satisfacen, entonces el toro S es compresible o
meridionalmente compresible.

Sea Ap un anillo propiamente encajado en el toro sélido RyUT x [0,1/2],
tal que la frontera del anillo consiste en dos curvas en 7' x {1/2} que van
al menos dos veces longitudinalmente a lo largo de este toro sélido. Sea
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A; un anillo propiamente encajado en el toro sélido Ry UT x [1/2,1], tal
que la frontera del anillo consiste en dos curvas en 7' x {1/2} que van al
menos dos veces longitudinalmente a lo largo de este toro sélido. Supongamos
que 0Ay = 0A;, tal que S = Ay U A; es un toro en S®. Supongamos que
S NT x [0,1] consiste en dos anillos producto By y Bj. El anillo Ay corta
un toro sélido Ny contenido en RyUT x [0,1/2], y el anillo A; corta un toro
sélido Ny contenido en Ry UT x [1/2,1].

Existen dos posibilidades para el toro S. La primera, Ny y N se intersecan
en un anillo que se encuentra en 7' x {1/2} y, entonces, S es frontera de un
toro solido formado por la uniéon de Ny y N; que esta anudado como un
nudo toroidal no trivial. En este caso denotamos al toro por S;. La segunda
posibilidad ocurre cuando NoN Ny = 0Ag = 0A; y, de hecho, el toro S es un
toro estandar en S3; en este caso denotamos al toro por So.

Sea B la familia de nudos K que viene de la siguiente construccién. K
es un nudo en T x [0, 1] que interseca S; en dos puntos, ambos ubicados en
0A; = 0Ay C T x {1/2}, pero en componentes diferentes de 0A;. Asi, K se
divide en dos arcos, K = ko Uk, donde kg es un arco en 7' x [0,1/2] y ky es
un arco en 7' x [1/2, 1]. Supongamos lo siguiente:

1. ko es un arco contenido en 7" x {1/2}.

2. k; estd contenido en (No U N7) NT x [0,1]. El interior de k; interseca
T x {1/2} en un punto, y k; tiene un méximo local y un minimo local
en T x [0, 1].

3. ko = k; N Ny es un arco con un minimo local. Encajamos el toro sélido
Ny en S? de manera estandar, tal que la imagen del anillo 4, es una
longitud preferente de dicho toro sélido. Un extremo de ko se encuentra
en una componente de dAy, y el otro en T' x {1/2}. Sea « la frontera
de un disco meridiano de Ny que pasa a través de estos puntos finales.
Los extremos de l%o separan « en dos arcos; unimos los extremos de kg
con el subarco de a que atraviesa Ay. Esto define un nudo k en S3;
por construccion este nudo tiene una presentacion con dos minimos.
Supongamos que k es un nudo no trivial de 2 puentes.

4. 12:1 = ki1 N N7 es entonces un arco con un maximo local. Encajamos el
toro sélido N; en S3 de manera estdndar, tal que la imagen del anillo
Aj es una longitud preferente de dicho toro sélido. Un extremo de ky
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se encuentra en una componente de dA;, y el otro en T' x {1/2}. Sea
[ la frontera de un disco meridiano de N7 que pasa a través de estos
puntos finales. Los extremos de ky separan 3 en dos arcos; unimos los
extremos de ki con el subarco de 8 que atraviesa A;. Esto define un
nudo %k en S3, el cual por construccién tiene una presentaciéon con dos
maximos. Supongamos que k es un nudo no trivial de 2 puentes.

Se sigue por construccién que K es un (1, 1)-nudo, ya que tiene solamente
un maximo y un minimo en 7' x [0, 1]. Se sigue también que K interseca al
toro S7 en dos puntos. Para un ejemplo ver la Figura 2.6.

Figura 2.6:

Teorema 2.3. Sea K un nudo en la familia B. Entonces K es un (1,1)-nudo
y S1 es un toro meridional esencial que se interseca con K en dos puntos.

Para una demostracién ver [7], Lema 2.5.2. No es dificil construir nudos
que satisfagan estas condiciones. Ademads, si las condiciones (3) o (4) no se
satisfacen, entonces el toro S es compresible o meridionalmente compresible.

Sea C la familia de nudos K que viene de la siguiente construccion. K
es un nudo en 7' x [0,1] que se interseca con Sy en dos puntos, ambos se
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encuentran en 0A; = 0Ay; C T x {1/2}, pero en diferentes componentes de
0A;. Asi, K se divide en dos arcos, K = ko U ky, donde kg es un arco en
T x[0,1/2] y k1 es un arco en T x [1/2,1]. Supongamos lo siguiente:

1. ko C Ny, ko tiene solamente un minimo en 7" x [0,1/2], es decir, ko N

T x {0} es un punto de tangencia que divide kqy en dos arcos rectos en
T % [0,1/2].

2. Encajamos el toro sélido Ny en S de manera estandar, tal que la
imagen del anillo Ay es una longitud preferente de tal toro sélido. Los
extremos de ky se encuentran en componentes diferentes de 0Ag. Sea
a la frontera de un disco meridiano de Ny que pasa a través de estos
puntos finales. Los extremos de ky separan « en dos arcos; unimos los
extremos de kg con el subarco de o que se encuentra en Ag. Esto define
un nudo k en S2. Por construccién este nudo tiene una presentacién con
dos minimos. Supongamos que k es un nudo no trivial de 2 puentes.

3. k1 C Ny, ky tiene solamente un méximo en T' x [1/2,1], esto es, k; N

T x {1} es un punto de tangencia que divide k; en dos arcos rectos en
T x[1/2,1].

4. Encajamos el toro sélido N; en S® de manera estandar, tal que la
imagen del anillo A; es una longitud preferente de Ny. Los extremos de
kq se encuentran en componentes diferentes de 0A;. Sea [ la frontera
de un disco meridiano de N7 que pasa a través de estos puntos finales.
Los extremos de k; separan [ en dos arcos; unimos los extremos de
k1 con el subarco de 8 que se encuentra en A;. Esto define un nudo
k en S®. Por construccién este nudo tiene una presentacién con dos
maximos. Supongamos que k es un nudo no trivial de 2 puentes.

Se sigue por construccién que K es un (1, 1)-nudo, ya que tiene solamente
un maximo y un minimo en 7' x [0, 1]. Se sigue también que K interseca al
toro S5 en dos puntos. Para un ejemplo ver la Figura 2.7.

Teorema 2.4. Sea K un nudo en la familia C. Entonces K es un (1,1)-nudo
y So es un toro meridional esencial que se interseca con K en dos puntos.

Para una demostracién ver [7], Lema 2.5.2. No es dificil construir nudos
que satisfagan estas condiciones. Ademads, si las condiciones (2) o (4) no se
satisfacen, entonces el toro S5 es compresible o meridionalmente compresible.
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Figura 2.7:

Teorema 2.5. Sea K un (1,1)-nudo en S?, tal que existe un toro meridional

esencial S que interseca K en dos puntos. Entonces K pertenece a una de
las familias A, B o C.

Para una demostracion ver [7], Teorema 3.1.

En [4], Eudave-Mufioz mostré que existen nudos k con nimero de tunel
uno tal que existe un toro meridional esencial S en el exterior de k, con dos
componentes en la frontera. La construccién es la siguiente.

Sea k un nudo satélite en S® con niimero de tinel uno. Sea S el toro
esencial que se encuentra en el exterior de k, por [13] y [3] sabemos que
S estd anudado como un nudo toroidal. Sea 7 cualquiera de los tineles de
desanudamiento 7(1,z),7(1,y),7(2,z) o 7(2,y) para k como los definidos en
la seccion anterior. Note que 7 puede expresarse como 7 = 7, U 7,, donde T,
es una curva simple cerrada, y 7, es un arco con extremos en ON (k) y 7,, tal
que 7, es disjunto de S y 7, se interseca con S transversalmente en un punto.
El toro S divide a S en dos partes, denotadas por M; y Ms, suponemos que
k esta en M.

Note que M, N N(7,) es un cilindro R = D? x I, tal que RN S es un
disco D; = D?* x {1}, y RN N(k) es un disco Dy = D? x {0}. Deslizamos



2.2. FAMILIAS DE NUDOS CON NUMERO DE TUNEL UNO 25

T, sobre 7,, para obtener un arco 7 con ambos extremos en Dy C IN(k),
tal que 7 N M5 consiste en dos arcos rectos contenidos en R, es decir, arcos
que se intersecan con cada disco D? x {z} transversalmente en un punto. La
superficie S y el arco 7 se intersecan entonces en dos puntos. El arco 7 tiene
una vecindad N(7) = D? x I, tal que N(7) N M, C R.

Sea k* un iterado de k y 7 como se defini6 en 1.12. Asi k* = 71U\, donde A
esta contenida en N (k). El toro S y el nudo k* se intersecan en dos puntos.
Empujamos el interior de A hacia el interior de N(k), tal que A es ahora un
arco propiamente encajado en N (k) cuyos extremos se encuentran en Dj.
Recordemos que el nimero de enrollamiento de un nudo en un toro sélido se
define como el niimero minimo de veces que el nudo se interseca con cualquier
disco meridional de tal toro sdlido. Definimos el niimero de enrollamiento del
arco A en N (k) como el nimero de enrollamiento del nudo obtenido al unir
los extremos de A con un arco en Dy y luego empujandolo hacia el interior
de N (k). Esto esta bien definido.

Sea D la familia de nudos construidos como antes, tal que cualquiera de
las siguientes condiciones se satisface:

1. k no es un nudo cable, y el nimero de enrollamiento de A en N (k) es
mayor o igual a 2.

2. Supongamos que k es un nudo cable. Sea A el anillo esencial de k y S,
esto es, A C M, una componente frontera de A estd en ON(k) y la
otra es una curva sobre S. Podemos asumir que la parte de 7 que se
encuentra en M, estd contenida en A. Sea B = ON (k) N N(A); esto es
un anillo en ON (k). Supongamos que Dy C B. En este caso suponemos
que el nimero de enrollamiento de A en N(k) es > 2 y que el arco A
no puede ser isotopado, rel Dy, a un arco que se encuentra en B.

3. El nimero de enrollamiento de A en N (k) es 1. Encajamos el toro sélido
N(k) en S? de manera estdndar. Sea A el nudo que se obtiene al unir
los extremos de A con un arco situado en Dj. La imagen de este nudo
en S? es un (1,1)-nudo, de hecho, es un nudo de 2 puentes (ver 1.8).
En este caso asumimos que A es un nudo no trivial de 2 puentes.

Si ninguna de las condiciones anteriores se satisface el toro S debe ser
compresible en E(k*).
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Teorema 2.6. Sea k* un nudo en la familia D. Entonces k* es un nudo con
numero de tunel uno y S es un toro meridional esencial que se interseca con
k* en dos puntos.

Demostracion. El nudo k* tiene niimero de tinel uno ya que es un iterado de
kv 7. Por construccién k* se interseca con S en dos puntos. Si las condiciones
(1) o (2) se satisfacen, entonces S es esencial, por [5], Teorema 2.1. Si se
satisface la condicién (3), entonces observe que k* también pertenece a la
familia de nudos A. O

2.3. Resultado principal

El resultado principal es el siguiente, lo probamos en el Capitulo 4.

Teorema 2.7. Sea k un nudo con nimero de tinel uno, S un toro meridional
esencial el cual se interseca con el nudo en dos puntos y T = 1, UT, un tunel
de desanudamiento para k, donde T, es una curva simple cerrada y T, es
un arco que conecta 7, y ON(k). Entonces se cumple una de las siguientes
condiciones:

1. k es un (1,1)-nudo, o
2. SNt =0,y se cumple lo siquiente:

a) S esta anudado como un nudo toroidal no trivial.
b) El nudo T, es un nudo satélite con nimero de tinel uno.

c) k es un iterado de T, y de un tinel de desanudamiento para T, .
De los Teoremas 2.5, 2.6 y 2.7 se tiene lo siguiente,

Corolario 2.8. Sean k C S® un nudo con nimero de tinel uno, S un toro
meridional esencial que se interseca con el nudo en dos puntos. Entonces k
pertenece a una de las familias A, B, C o D definidas en la Seccion 2.2.



Capitulo 3

Algunos lemas de
desanudamiento

En esta seccién probamos algunos lemas generales acerca de tuneles de
desanudamiento.

Sea M una 3-variedad compacta, orientable e irreducible, cuya frontera
es un toro T'. Supongamos que 7 es un tinel de desanudamiento para M, es
decir, 7 es un arco propiamente encajado en M tal que H = M — int N (1)
es un cubo con asas de género dos.

Proposicién 3.1. Supongamos que 7 se desliza sobre T y sobre si mismo,
tal que T = 7, UT,, donde T, es una curva simple cerrada en el interior de
M y 7, es una arco que conecta T y T,. Supongamos que no existe un disco
de compresion para T disjunto de 7. Entonces T, no puede estar contenido
en una 3-bola B C M.

Demostracion. Supongamos que 7, estd contenido en una 3-bola B C M.
Sea ( una curva sobre ON (1) la cual es un meridiano del arco 7,, es decir, (3
es frontera de un disco en N(7) que se interseca con 7, en un punto. Hay dos
casos, existe un disco de compresién para H disjunto de (3, o bien, cualquier
disco de compresion se interseca con f3.

Supongamos primero que D es un disco de compresion para OH disjunto
de 8. Isotopando D podemos asumir que 0D estd situada en T' o en ON(7,).
Si 0D se encuentra en T, entonces T es compresible y existe un disco de
compresién disjunto de 7; o bien, existe un disco D' C T, con D" = 0D,
tal que D U D’ es frontera de una 3-bola en la cual se encuentra 7. Si esto
ocurre, cortamos H a lo largo de D para obtener dos toros soélidos, ya que

27
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H es un cubo con asas. Pero entonces M es un toro sélido y existe un disco
de compresion para T' disjunto de 7. En cualquiera de los dos casos, esto
establece la proposicion.

Por lo tanto, podemos suponer que 0D se encuentra sobre ON(r,). Sea
F una copia de ON(7) empujada ligeramente hacia el interior de H; esto es
un toro con un agujero propiamente encajado en H, cuya frontera bordea
un disco D' C T, el cual es una vecindad de 7, N T. Podemos asumir que
0D se encuentra sobre F', entonces cortamos F' a lo largo de D y obtenemos
un disco D" con 0D” = 0F = 0D’. Note que D” U D’ debe ser frontera de
una 3-bola en la cual se encuentra 7. Como antes, esto muestra que existe
un disco de compresién para T' disjunto de 7.

Supongamos ahora que cualquier disco de compresion para OH debe in-
tersecar a (3. Por el Lema 1.9, tenemos que al anadir una 2-asa a lo largo
de [ obtenemos una variedad irreducible con frontera incompresible. Pero
esto es una contradiccién, pues lo que obtenemos es M — int N(7,), lo cual
es reducible ya que asumimos que 7, se encuentra dentro de una 3-bola. Esto
completa la prueba. O

Para la prueba de la Proposicién 3.3 necesitamos una versiéon mas general
del Lema 1.9, se incluye a continuacion.

Sea F' una superficie sobre la frontera de una 3-variedad M, y sea 7 una
1-variedad propiamente encajada en F'. Por lo general v es una union de
curvas esenciales disjuntas en F. Un disco de compresion D de F' es un disco
propiamente encajado en M tal que 0D es una curva esencial en F. Decimos
que D es un disco de n-compresion (con respecto a ) si 0D interseca a 7y
en n puntos. También decimos que un disco de compresion D de F' — v es
un disco de O-compresion de F'. La superficie F' es n-compresible si existe un
disco de n-compresién. De otra manera es n-incompresible. Por definicién F
es O-compresible si y solo si F' — 7 es compresible.

Dada una curva simple cerrada J sobre F', sea M’ la variedad que se
obtiene afiadiendo una 2-asa D? x I a M tal que 0D? x I se identifica con
una vecindad regular de J en F. Sea F’ la superficie (F —dD?* x I)U(D?*x dI)
sobre la frontera de M'.

Teorema 3.2. Sea v una I-variedad en F', y sea J una curva en F' disjunta
de . Supongamos que F — y es compresible.

1. Si I’ es n—compresible, entonces F'— J es k—compresible para alguna
k <n.
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2. Si F' tiene un disco D de n—compresion con 0D una curva que no
separa sobre F', entonces F — J es 0-compresible, o bien tiene un disco
B de k—compresion tal que k < n y OB es no separante sobre F — J.

La prueba del teorema anterior se puede consultar en [16].

La siguiente proposion es natural de alguna manera, pero no es tan facil de
probar a causa de ciertos hechos. Si T" es un toro y t; es un arco propiamente
encajado en un producto T'x I, tal que T'x I —int N(t1) es un cubo con asas,
entonces por un resultado de Frohman [9], ¢; es isotépico a un arco recto en
T x I. Pero si t; y t5 son una pareja de arcos propiamente encajados en 7' x [
tal que T'x I —int N (¢; Uts) es un cubo con asas, entonces t y to pueden no
ser arcos rectos simultaneamente en 7' x I. Ahora, si A es un anillo y ¢; es un
arco propiamente encajado en A x I, con extremos en A x {0} y A x {1}, tal
que A X I —int N (t1) es un cubo con asas. Entonces por un argumento como
en el Lema 1.11, ¢; es paralelo a un arco situado en 0(A x I), pero puede no
ser isotopico a un arco recto en A x I, si los extremos de t; los mantenemos

sobre A x {0} y A x {1}.

Proposicién 3.3. Sean M, T y 7 como en la Proposicion 3.1 y supongamos
que T es incompresible. Sea T" un toro encajado en M el cual es paralelo a
T; es decir, T y T" bordean una region homeomorfa a T x I. Supongamos
que T se interseca con T" en dos puntos. Entonces (T x I) N T consiste en
dos arcos rectos en T' X I, esto es, T puede isotoparse, sin intersecarse con
T" en mds puntos, de modo que (T'x I.(T'x I)N71) = (T x I,{z,y} x I),
donde x,y € T.

Demostracion. Sea M' = M —int (T x I), entonces M = M'U(T x I), donde
OM" = M'N (T x I) =T Tenemos que H = M — int N(7) es un cubo
con asas de género dos. Note que el arco 7 no puede isotoparse de manera
que sea disjunto de 7", en caso contrario 7" seria un toro incompresible en
el cubo con asas H, lo cual no es posible. Supongamos que 7 se divide en
tres arcos T = k1 Uk U ko, tal que ki, ke C T X I, v ki C M'. Sea T' =
T'NH =T'—int N(k;)UN (k2); esto es un toro con dos agujeros propiamente
encajado en H. Note que T’ es incompresible en H, de otra manera 1" seria
compresible en M, o el arco T podria isotoparse para ser disjunto de 7".
Sea D un disco de compresién para H. Supongamos que D y 1" se in-
tersecan trasversalmente y que esta interseccién es minima. Etiquetamos los
extremos de los arcos de interseccién entre D y 17" con 1 6 2, dependiendo si
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los extremos se encuentran en ON (k1) NT" o0 en ON (ko) NT". Sea  un arco
de interseccién de més afuera en D, entonces es frontera de un disco D' C D,
con 0D' = aU~, donde « es un arco sobre OH y el interior de D’ es disjunto
de T".

Hay varios casos posibles para las etiquetas de los extremos del arco 7.

1. Los extremos de v tienen etiquetas 1 y 2 y « se encuentra en ON (k).
Esto implica que el arco k,, es isotépico a un arco sobre T". Entonces
podemos isotopar a T para que sea disjunto de T, lo cual no es posible.

2. Los extremos de v tienen etiquetas 1y 2 y D’ se encuentra en T' x I.
Entonces « es un arco que va sobre N (k;), luego sobre T'y luego sobre
N(k3). Esto muestra que k; y ks son un par de arcos paralelos en T'x I.
Como H es un cubo con asas, cortando H a lo largo de la superficie
incompresible 7" obtenemos una pareja de cubos con asas; uno de ellos
es T'x I —int N (k1Uks). Note que el disco D’ esta propiamente encajado
en T x [ —int N (k;Uky). Entonces cortamos este cubo con asas con D"y
obtenemos otro cubo con asas, el cual es homeomorfo a T'x I —int N (k;),
ya que k; y ko son paralelos en T'x I. Esto muestra que T'x I —int N (k)
es un cubo con asas y, entonces, por un resultado de Frohman [9], k;
es isotopico a un arco recto en 1" x I. Como k; y ko son paralelos, se
deduce que ambos son rectos de manera simultanea en 7" x I.

3. Los extremos de v tienen etiquetas 1 y 1 (o 2y 2) y D’ se encuentra
en T x I. Entonces « es un arco que va sobre N(k;), luego sobre T
y luego sobre N(k;) otra vez. El arco o corta ON(k;) en dos discos;
sea F' cualquiera de ellos. Entonces D' U F' es un anillo en T x I con
una componente frontera en 7'y la otra en T’; podemos suponer que
ky es un arco esencial del anillo. El anillo D’ U F' debe ser isotépico a
un anillo de la forma ¢ x I, donde ¢ es una curva simple cerrada en 7.
Esto muestra que k; es un arco recto en T' x [.

Si existe otro arco de méas afuera en D con extremos etiquetados con 2 y
2, entonces ko también deber ser un arco recto en 7' X [ y como existirian
dos anillos disjuntos que contienen a k; y ks, respectivamente, resulta que
ambos arcos son rectos de manera simultanea en 7' x I. Entonces podemos
asumir que todos los arcos de mas afuera en D tienen extremos etiquetados
con 1y 1; de lo contrario hemos terminado.
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Note que existe una pareja de arcos paralelos en D: uno de mas afuera
cuyos extremos tienen etiqueta 1 y 1 y uno al lado de éste con extremos
etiquetados con 2 y 2. Esto sucede porque cualquier arco de mas afuera tiene
los extremos etiquetados con 1 y 1y, junto a cualquier etiqueta 1, hay una
etiqueta 2. Entonces supongamos que existen dos arcos v, y 7, en D, donde
7, determina un disco D', con D" = a«U~,, y « es un arco que va sobre
N(ky), luego sobre T, y luego sobre N (ki) otra vez. El arco 7, sobre T” va
de N(ky) a N(k1) y 7, es un arco sobre 1" el cual va de N(k;) a N (k). Los
arcos v, y 7, delimitan un disco D" C D, tal que 9D" = ~, U5, U~, U S,,
donde B, y B, son arcos sobre ON (k). El arco a corta a ON(ky) en dos
discos; sea F' cualquiera de ellos. Entonces D' U F' es un anillo A, en T x I,
con una componente frontera en 71"y la otra en 7”. Isotopamos A en T" x [ tal
que el arco k; es un arco generador de A. Los arcos 3, y 3, cortan a ON (k,,)
en dos discos; sea I’ cualquiera de ellos. Entonces D” U F’ es un anillo B,
propiamente encajado en M’. Isotopamos B en M’ tal que el arco k,, es un
arco generador de B. Entonces el anillo B es incompresible y 0-incompresible,
de otra manera T” seria compresible o el arco k,, serfa isotépico a un arco
sobre T”. Podemos asumir que A y B tienen una componente frontera en
comun, por lo que AU B es un anillo, con una de sus componentes frontera
en T y la otra en 7".

Tomamos una vecindad producto A x I de A, donde A se identifica con
A x {1/2}. Consideremos el anillo C' = (IT" —0A X I) U(Ax {0})U(A x{1});
note que C estd propiamente encajado en M, es O-paralelo en M y se interseca
con 7 en un punto. Note también que AU B y C' se intersecan en una curva
simple cerrada, es decir, la componente frontera de A U B que se encuentra
en 7. Ahora tomamos una vecindad producto, (AU B) x I, de AU B, donde
AUB se identifica con (AUB) x {1/2}, y la cual se interseca con C' solamente
en una vecindad de la curva (AU B)NC.

Consideremos los anillos (C'—9(AUB) x I)U((AUB) x {0})U((AUB) x
{1}); lamémoslos Cy y Cy. Observemos que Cy y C son anillos propiamente
encajados en M, los cuales son paralelos en M es decir, son frontera de una
regién producto Cy x I, donde Cy = Cy x {0} y Cy = Cy x {1} y tal que 7 se
encuentra dentro de la regién producto C' x I, pero es disjunto de Cy y C}
(ver Figura 3.1).

Note que Cy y C son incompresibles y d—incompresibles en M, ya que son
las extensiones de B, a través de T' x I, a M. Entonces Cy y C] son anillos
incompresibles en H, pero son OJ-compresibles en H ya que H es un cubo
con asas. Entonces existe un disco £ en H, tal que 0F = p, U p,; podemos
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AUB Co

Tx 1 C

Figura 3.1: Obteniendo los anillos paralelos Cy y C4

suponer que p, es un arco esencial de Cy y p, se encuentra sobre 0H. Ademas
ENCy=p,y ENC; = 0. El disco E debe estar en H' = Cy x I —int N(7),
de otra manera Cy seria d—compresible en M. Observe que H' es un cubo
con asas, ya que es una de las componentes que se obtiene cuando cortamos
H a lo largo de Cy U C;. Tomamos dos copias paralelas de F, las unimos
por el disco Cy — N(FE) y empujamos el interior del disco resultante hacia el
interior de H’. Obtenemos un disco E’, propiamente encajado en H', cuya
frontera es disjunta de Cy U 4. Note que OF’ es una curva no trivial en 0H'.
Sean &, v &, las dnimas de los anillos Cj y C; respectivamente. Observe
que E’ es un disco de compresién para 0H' — (§,U¢, ). Sea J un meridiano de
7, es decir, una curva en ON(7) la cual es frontera de un disco en N(7) que
se interseca con 7 en un punto. Note que Cy x [ es la variedad obtenida al
anadir una 2-asa a H' a lo largo de J. Entonces existe un disco de compresion
E" en Cy x I el cual se interseca con &, U¢, en dos puntos, es decir, E” es un
disco de 2-compresion para 0(Cy x I) con respecto a & U¢,, como se define
en [16]. Entonces, por el Teorema 3.2, existe un disco de compresién F' para
H' disjunto de J, el cual interseca £, U&, en a lo mas dos puntos. Como OF
es disjunto de J, podemos suponer que OF se encuentra en 0(Cy x I).
Existen dos posibilidades para F: que OF sea un meridiano de Cy x [
que se interseca con cada & una vez, o bien que JF sea una curva trivial en
J(Cy x I) que se interseca con &, o con & dos veces. En el iltimo caso OF
es frontera de un disco F” en 9(Cy x I), tal que F'U F” es frontera de una
3-bola que debe contener a 7. Entonces existe otro disco de 2-compresion
para Cy x I el cual es un meridiano de Cy x I. En cualquier caso se deduce
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que existe un disco meridiano F' de Cy x I, disjunto de N(7). Si cortamos
H' alo largo de este disco obtenemos un toro sélido. Sin embargo, al cortar
Co x I alo largo de F', obtenemos una 3-bola que contiene a 7 y entonces
7 debe ser un arco desanudado en la 3-bola. Esto muestra que 7 es un arco
paralelo a un arco sobre Cjy, y entonces k; y ko son arcos rectos paralelos en
T x I

O






Capitulo 4

Nudos y toros meridionales
esenciales.

En este capitulo daremos la prueba del Teorema 2.7. En la primera seccion
consideramos el caso cuando el toro meridional esencial S se interseca con el
tiinel y en la segunda seccién consideramos el caso cuando S y el tiinel no se
intersecan.

4.1. S se interseca con el tunel.

Proposicién 4.1. Sea k un nudo con nimero de tunel uno, S un toro me-
ridional esencial que se interseca con el nudo en dos puntos y T = 7, UT,
un tunel de desanudamiento para k, donde T, es una curva simple cerrada y
7, es un arco que conecta T, y ON (k). Supongamos que S y T no se pueden
hacer disjuntos. Entonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

1. 7, es un nudo trivial o

2. existe un toro meridional esencial S’ que se interseca con el nudo en
dos puntos y tal que S'N1 = 0 y tal que S’ es frontera de un toro sdlido
con T, como su dnima.

Demostracion. Sean k 'y S como en el enunciado de la proposicién. Asi S =
SN E(k) es una superficie meridional esencial en E(k) cuya frontera consiste
en dos meridianos de k. Sea 7 un tinel de desanudamiento para k tal que
7 puede deslizarse sobre si mismo; en este caso puede expresarse como 7 =

35
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7, UT,, donde 7, es una curva simple cerrada y 7, es un arco que conecta 7,
con ON (k). Sea v el punto de interseccién entre 7, y 7,. Podemos suponer
que S y 7 se intersecan transversalmente en un nimero finito de puntos, esto
es S N7, consta de n puntos y S N7, consta de m puntos, n +m > 0 y que
esta interseccion es minima.

Etiquetamos con oy, ay, . .., ay, los discos de interseccién entre S'y N(r,),
etiquetados en orden como ocurren las intersecciones con S, empezando en
v, con una eleccién arbitraria de la direccién. Etiquetamos con g,, 3,,...,05,,
los discos de interseccion entre S'y N(7,), etiquetados en orden como ocurren
las intersecciones con S, comenzando en v hacia ON(k); asi (8, es la curva
més cercana a ON (k) (Figura 4.1). Sean s, y s, los discos de interseccion
entre N (k) y S.

Figura 4.1: N(1, UT,)

Sea M = S* —int N(kUT); tenemos que M es un cubo con asas de género
dos. Sea S = SN M.

Lema 4.2. S es incompresible en M.

Demostracion. Supongamos que S es compresible, entonces existe un disco
de compresién E para S, tal que OF es frontera de un disco E' en S, pues
S es incompresible en E(k) y E’ se debe intersecar con 7. Intercambiando
E’ por E obtenemos una superficie S’ isotépica a S; esta superficie S’ tiene
menos intersecciones con 7, pero esto no es posible ya que la interseccion de
Sy 7 es minima. O]

Sea D un disco de compresion de M. Supongamos que D se ha isotopado
para que se interseque con S transversalmente, supongamos también que la
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interseccién es minima entre todos los discos de compresion para M. Estu-
diamos la interseccién entre D y S; por posicién general podemos suponer
que ésta consiste en arcos y curvas simples cerradas.

Sea v una curva de interseccion que es de mas adentro en D; entonces 7y es
frontera de un disco D’; como S es incompresible se sigue que 7y es una curva
trivial en S, la cual es frontera de un disco D" en S. La unién D’ U D" es
frontera de una 3-bola; isotopando S eliminamos ~ de la interseccion SnD.
Continuando asi podemos eliminar todas las curvas de interseccién entre D
y S. Entonces D N S consiste en una coleccién de arcos. Note que cualquier
arco de interseccién no es d-paralelo en S, de otra manera, si un arco § en
S es O-paralelo, entonces, cortando D con el disco determinado por d en S,
obtenemos un disco de compresién para M con menos intersecciones con S ,
una contradiccion.

Etiquetamos los extremos de los arcos de intersecciéon en D con las etique-
tas de los discos de SN N (1) o la etiqueta de la componente de 0S en la cual
se encuentran los extremos del arco. Parte de la demostracién del siguiente
lema es similar a la Proposicién 2.3 en [4], incluimos aqui una prueba maés
detallada.

Lema 4.3. El numeron es 0. Ademds, si 0 es cualquier arco de interseccion
entre D y S, el cual es de mds afuera en D, entonces ambos extremos de 0
tienen etiquetas B, y el arco v de 0D, determinado por dicho arco de mds
afuera, se enrolla al menos una vez alrededor de N(T,).

Demostracion. Sea § un arco de més afuera en D y sea D' C D el disco que
obtenemos al cortar por la curva 8, con D'NS =4y 9D’ = § U~ donde 7 es
un arco sobre ON (kU T).

Existen varios casos posibles para ¢.

Caso 1. Un extremo de § tiene etiqueta o; y el otro a1, 1 <i<n (o f; y
Bj+1, 1 < j <m)y~y esdisjunto de N(v) y de ON (k).
En este caso la superficie S se puede empujar a lo largo de D’; con esto
eliminamos o; y ;1.
Caso 2. Un extremo de J tiene etiqueta «, y el otro o, n # 1.
Supongamos que v se interseca ya sea con ON (k) o con N(v); de otra
manera seria un caso especial del Caso 1, cuando n = 2.

Si m # 0, empujamos S a través de D’; con esto «, y «, forman una
nueva (3, y esto reduce m + n.
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Sim = 0y v no se interseca con dN(k), entonces empujamos S como
antes, creando una nueva curva f,. Si 7 se interseca con dN(k), primero
deslizamos 7, sobre 7,, luego deslizamos 7, sobre N (k) y luego deslizamos
otra vez sobre 7, siguiendo -y, sin introducir nuevas intersecciones con S.
Asi D’ se transforma en un disco como en el caso anterior, donde m = 0y

OD'NON(k) =10

Caso 3. Ambos extremos de ¢ tienen etiqueta o, (o ambos estan etiquetados
con ay,).

Note que ambos extremos de 7 estan de un mismo lado de «,, ya que S
es una superficie de dos lados. Primero suponemos que m # 0. Isotopamos
7 para que esté completamente contenida en N(7,). Si v no se interseca con
N(v), entonces la interseccién entre D y S no es minima.

Si v se interseca con N (v), entonces encontramos un disco F en N (7, UT,)
tal que E' se interseca con 7, una vez y no interseca a 7,, y 0F = yUa!, donde
o es un subarco de a,. Sea ' = E'U D', entonces £' NS = 0L =dU .
Como E’ esta contendido en E(k) y S es incompresible, OE’ es frontera de
un disco E” en S. Tenemos dos casos, dependiendo si «, estd o no contenido
en E”. En cualquier caso, debe haber al menos una interseccién de 7 con E”,
distinta de «a,, de otro modo el arco J en S serfa d-paralelo. Intercambiando
E’ por E” obtenemos una superficie S’ isotépica a S. Supongamos, primero,
que o, no estd contenido en E”. Como E’ se interseca con 7 una vez y E”
se interseca con 7 al menos una vez, la nueva superficie tiene a lo mas tantas
intersecciones con 7 como S. Note que S’ N N(7) contiene al disco F U« el
cual se interseca con 7 en dos puntos. Entonces, isotopando S, el disco EU«,
se convierte en una nueva 3, y se interseca con 7 solamente en un punto. Asi,
S’ tiene menos intersecciones con 7 que S, lo cual es una contradiccién. Ahora
supongamos que «, estd contenido en E”. En este caso E” se interseca con 7
en al menos dos puntos y E’ se interseca con 7 solamente en un punto. Asi,
S’ tiene menos intersecciones con 7 que S. En este caso la interseccién de
S’ con N(7) contiene al disco E. Entonces, estamos eliminando «, y alguna
otra curva «; o Bj y obtenemos una nueva curva a,.

Supongamos ahora que m = 0. Si podemos isotopar 7 de manera que
esté contenida en N(7), entonces la prueba es como en el caso anterior. De
otra manera, un subarco de 7 estd contenido en ON (k) y no se interseca con
0S. Deslizamos 7, sobre 7,, para obtener un arco 7 propiamente encajado
en E(k). Esto lo podemos hacer siguiendo v de manera que no se crean
nuevas intersecciones entre Sy D. Existe un disco E contenido en N (kuT),
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OF = vy U<, donde o es un subarco de «, y tal que I se interseca con
k una vez. Sea ' = EU D', entonces E'NS = OE' = 0 U ). Como £’
se interseca una vez con k y S es meridionalmente incompresible, OF’ es
frontera de un disco F en S el cual se interseca con k en un punto; digamos
que interseca a N (k) en s,. Entonces E' U F' es una esfera que es frontera de
una bola que interseca k en un arco desanudado, ya que k es un nudo primo.
Sea S" = (S — F) U E'; ésta es una superficie que se interseca con k en dos
puntos, tal que la superficie meridional correspondiente S’ = S’ N E(k) es
isotépica a S. Al isotopar ligeramente el tinel 7, vemos que S’ tiene menos
intersecciones con 7 que S, ya que al menos eliminamos «,, pero esto es una
contradiccion.

Caso 4. Los dos extremos de ¢ tienen etiqueta 3, (y si m = 1, supongamos
que 7 esta sobre el lado de §, més cercano a ON (k)).

Si podemos isotopar 7 sobre dM de modo que esté contenido en N(7),
entonces la interseccién entre D vy S no es minima. De otra manera, un
subarco de 7y estd contenido en ON (k) y no se interseca con 9S. La prueba
ahora es idéntica a la del Caso 3 cuando m = 0, con f3,, en lugar de «,.

Caso 5. Un extremo de 0 tiene etiqueta «,, a,, 0 5, y la etiqueta del otro
extremo es s;, con 1 = 1, 2.

Supongamos primero que un extremo de ¢§ tiene etiqueta «, (o0 a,); note
que en este caso m = 0. Deslizamos 7, sobre 7,, siguiendo v y sin introdu-
cir nuevas intersecciones entre S y 7, hasta que 7 sea un arco propiamente
encajado en E(k). Ahora empujamos 7 a través de D’; con esto se elimina
el disco de interseccion «,. Si un extremo de ¢ tiene etiqueta [, , entonces
empujamos 7 como antes para eliminar /3

Caso 6. Un extremo de J tiene etiqueta s, y la etiqueta del otro extremo es
S,

Como m +n # 0, v se puede hacer disjunta de N (7) deslizando 7, si es
necesario. Esto implica que S es 0-compresible; lo cual es una contradiccion.

Caso 7. Los dos extremos de d tienen etiqueta s;, con 7 = 1, 2.

Podemos suponer que « no se interseca con dN (7). Como S es d-incom-
presible, obtenemos un disco E de S al cortar por 9; este disco puede contener
a's 'y f's. Note que OF = § U s, donde s, es un subarco de s;. Entonces, al
pegar D'UFE a lo largo de § se forma un disco con frontera en N (k) y también
es frontera de un disco E’ en ON (k) ya que ON (k) es incompresible en F (k).
Note que E’ debe intersecar a 7, de otra manera D se puede isotopar a lo largo
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de E’ para reducir el nimero de intersecciones entre 9D y S, lo cual no es
posible. Asi, D’UEUE’ es frontera de una 3-bola en E(k). Como 7 interseca
E’, también debe intersecar F en al menos un punto. Ahora cambiamos E
con D', para obtener una superficie esencial S’ isotépica a S en E(k) y con
menos intersecciones con 7. Note que una componente frontera de S’ es yUs?,
donde s/ es el otro subarco de s;, y de hecho yUs? es un meridiano de N (k).

Caso 8. Un extremo de ¢ tiene etiqueta 3, y la etiqueta del otro extremo es
a, (0 ay).

En este caso empujamos la superficie S a través de D', con esto «, y 3,
forman una curva paralela a «,, y esto reduce m + n.

Caso 9. Ambos extremos de J tienen etiqueta 3, y el arco ¢ se puede isotopar
sobre N(7,) U N(v).

Si v es disjunto de N(v), entonces la interseccién entre dD y S no es
minima. Si 7 se interseca con N (v), entonces se puede colocar de manera que
7 se interseque con N(7,) en dos arcos. Existe un disco E contenido en N ()
tal que OF = yU !, donde 3! es un subarco de 3,. Sea £/ = D'UE, entonces
OF' = §Up! esta contenido en S'y, como S es incompressible, OE" es frontera
de un disco D” en S. Podemos elegir los discos £ y D" de modo que 7, se
interseque con D" en un punto correspondiente a 3, y que 7 se interseque con
E’ en un solo punto. El disco D" se interseca necesariamente con 7 en mas
puntos, de otra manera el arco § seria d-paralelo en S. Intercambiando D” con
E' obtenemos una superficie S’ isotopica a S, tal que m’+n’ < m+n, donde
n' y m’ son las intersecciones transversales de S’ con 7, y 7,, respectivamente.

Hasta ahora el tinico caso que falta considerar para el arco §, es cuando
los extremos de § tienen etiqueta (3, y el arco v no se puede isotopar a
N(7,)UN(v), es decir, v da una o més vueltas alrededor de N(r,); pero esto
solo es posible cuando n = 0; es decir, cuando S se interseca con el tunel
solamente en el arco 7,. ]

Lema 4.4. Eziste una coleccion de m arcos, digamos d,, 0,, ..., 0, en DNS
los cuales son paralelos en D y 6, es un arco de mas afuera en D.

Demostracién. DNS consiste en una coleccién de arcos en D. Construimos un
arbol en D como sigue. Asignamos un punto, o sea un vértice, por cada region
de D—S'y conectamos dos vértices si sus regiones respectivas son adyacentes,
es decir, si tienen un arco de D NS en comun. La grifica resultante G es
un arbol, ya que D es un disco. Los extremos del arbol, o sea los vértices de
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grado uno, corresponden a las regiones de mas afuera en D. En la Figura 4.2
se muestra un ejemplo de un arbol en D.

Figura 4.2: Ejemplo de un arbol en D.

Una rama de GG es una trayectoria que empieza en un extremo de G
y termina en un vértice de grado mayor que 2, tal que todos los vértices
intermedios de la rama son de grado 2. Si todos los vértices de G son de
grado 1 o 2, es decir, si G es una trayectoria, entonces todos los arcos son
paralelos y hay al menos 2m de tales arcos. En otro caso, sea G’ la gréifica
obtenida al eliminar las ramas; esto es, quitamos los vértices de grado 1 y
2 de las ramas y las aristas correspondientes. Sea V' un vértice de grado 1
de G’ (si no hay vértices de grado 1, sea V' el tinico vértice de G’). Entonces
llegan a V' al menos dos ramas, digamos que 71 y 72 son dos ramas adyacentes
que llegan a V. Sean n, y n, los arcos de mas afuera correspondientes a 71 y
r9, respectivamente. Los extremos de 7, y 7, tienen etiquetas 3, y f3,, por el
Lema 4.3. Sea ¢ un arco de D que va de un extremo de 7, a un extremo de
n,. Entonces ¢ debe cruzar las etiquetas B,,8,,.... 8., 08,813 Bs: By
y, tal vez, mas etiquetas entre 5y S . Cualquier arco de interseccién que
tenga estas etiquetas corresponde a una arista de r; o de ro, por la eleccion
de las ramas. Esto implica que r; U ry tiene al menos 2m aristas y entonces
al menos una de las ramas tiene m o mas aristas correspondientes a m arcos
paralelos.
m

Etiquetamos con i a los extremos de 9; para 1 < i < m. Sea E el disco de
més afuera en D delimitado por 6,. Sea 3, una curva sobre ON(7,), paralela
a f3,, que es frontera de un disco en N(7) y que interseca a 7 solamente en
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el punto v. Podemos isotopar E; N ON(7) para que se interseque con [, en
dos puntos esto divide a £y NON (1) en tres arcos, digamos 7,, p, y ¢,; donde
Y., P, estan en ON(7,) y d, estd en ON(T,).

Sean 7; y p; los arcos en 0D con extremos en ¢ — 1 e ¢. Los arcos v; y
p; estan contenidos en ON(7,) y descomponen a 3; en dos arcos, llamamos
a estos ﬁ; y Bf, para 0 < i < m (Ver Figura 4.3). Asi B;,ﬁil_l,’yi y pi, para
1 <4 <'m, forman un disco en ON(7,), que llamamos C;. También ﬂf , Bf_l, Ys
y p; forman un disco en ON(7,), que llamamos C!. Sean E; C D los discos
formados por d;, d;_1, p; v Vi, para 2 < i < m (Ver Figura 4.4).

S

N\ Vm! Y,
Prt L,
Figura 4.3:

Figura 4.4:
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Lema 4.5. FExiste un anillo A con interior disjunto de S, tal que una de sus
componentes frontera es J, Uﬁll C S yla otra es §, Uﬁ; C ON(t,), con alguna
pendiente p/q y q > 2

Demostracion. Notemos que E; U Ch es un anillo A con una de sus com-
ponentes frontera ¢, U /6’11 C S y la otra componente frontera es 9§, U ﬁ;, la
cual estd contenida en ON(7,), con alguna pendiente p/q. Si ¢ = 1; es decir,
9, U ﬁ; s6lo da una vuelta alrededor de N(7,), entonces 7, es isotépico a la cur-
va o, U 511 sobre S, por lo que podemos empujar el tinel a través de .S, usando

el anillo A y eliminando una interseccion con S, o sea, la correspondiente a
B,. Asi g > 2. m

Como S es un toro en S?, es frontera de un toro sélido R. Tenemos dos
casos, dependiendo si 7, esta contenido en R o no.

Caso 1. Supongamos que 7, no esta contenido en R.

En este caso el interior del anillo A es disjunto de R. Una componente
frontera de A se encuentra en ON(7), y la otra en OR = S.

Lema 4.6. El dnima de R es un cable alrededor de T, y OA es una longitud
de R, o bien, el anima de R y 1, forman un enlace de Hopf.

Demostracion. Por el Lema 4.5, la componente de dA en N(7,) es una curva
con pendiente p/q, y ¢ > 2. Si la componente de JA en R es también una
curva con pendiente r/s, y s > 2, entonces la tinica posibilidad es que 7, y el
anima de R formen un enlace de Hopf, por el Teorema 1(iv) de [8]. De otra
manera, la pendiente de A en R es longitudinal; en este caso el &nima de R
es un cable alrededor de 7,. ]

Si 7, y el 4nima de R forman un enlace de Hopf, entonces 7, es un nudo
trivial, y hemos terminado.

Lema 4.7. Supongamos que el anima de R es un cable alrededor de T, y 0A
es una longitud de R, entonces m = 1.

Demostracion. Suponemos que m > 2y consideremos el anillo F' = Ey U Cy,
donde Es y Cy estan pegados a lo largo de 7, y p, y cuya frontera estd en
S. Tenemos que F' C R, y OF consiste en dos longitudes de R, una de sus
componentes frontera es d, U f3,, la cual esta contenida en 0A. El anillo F
divide R en dos toros solidos, s6lo uno de ellos se interseca con el nudo y
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podemos empujar el arco 7, por el otro toro sélido para eliminar al menos
dos intersecciones con él, lo cual es una contradiccion. O

Supongamos entonces que SN 7, es un punto. Sea N(A) una vecindad de
A tal que z; = N(A) N R es una vecindad de 6, U ﬂll en Sy N(A) N N(r)
es una vecindad de J, U 6; en ON(7,). Podemos suponer que N(A) y k son
ajenos. Sea W = RUN(A)U N(7,). Entonces W es un toro sélido y 7, es un
anima de W. Sea T} = OW; ésta superficie es un toro que interseca a k en
dos puntos.

Lema 4.8. La superficie agujereada Ty — k es incompresible en S® —k, o bien
T, es un nudo trivial.

Demostracion. Primero probaremos que 77 — k es incompresible en W — k.
Note que z; es un anillo propiamente encajado en W, con pendiente p/q,
tal que no se interseca con el nudo k. Supongamos que () es un disco de
compresion para 17 — k. Entonces ()N z; consiste en curvas simples cerradas y
arcos. Las curvas simples cerradas las podemos eliminar porque z; es esencial
en W. Luego, tomamos un arco 1 de mas afuera en ). Si 7 es trivial en 2z,
entonces podemos isotopar () para eliminar intersecciones con este anillo. Si
7 es esencial en 2y, entonces el disco de mas afuera determinado por z; en )
esta contenido en R, pues ¢ > 2. Esto implica que S es compresible en R —k,
lo cual no es posible.

Si Ty — k es compresible en S% —int W tenemos dos casos, que la frontera
de un disco de compresién () sea esencial en el toro 77, o bien que sea trivial
en dicho toro.

Si la curva 0@ es esencial en 17, tenemos que el toro sélido W no estd anu-
dado; entonces 7, es un nudo trivial.

Si la curva 0Q) es trivial en T}, entonces es frontera de un disco Q' C Ty
que se interseca con k en dos puntos. Si W no estd anudado, entonces 7, es
un nudo trivial. Supongamos que W estd anudado; intercambiando @’ por
@, tenemos un toro mas grande 77, paralelo a T} y tal que no toca al nudo.
El toro T| es incompresible en S® — int N(k U ), pues es frontera de un toro
solido anudado y 7, es un anima de W, pero esto no puede suceder ya que
S3 —int N(k U T) es un cubo con asas. O

En este caso concluimos que 7, es un nudo trivial, o bien existe otro toro
meridional esencial que se interseca con k£ en dos puntos, es ajeno de 7 y tal
que 7, es un anima del toro sélido que tiene como frontera a 77.
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Caso 2. Supongamos que 7, esta contenido en R. En este caso 7, es un
anima de R.

Lema 4.9. m =1, o bien 7, es un nudo trivial.

Demostracion. Supongamos que m > 2. Sea F, definido como antes, F», =
E5 Uy, donde Fy y Cy estan pegados a lo largo de v, v p, y cuya frontera
estd en S. Ahora tenemos que F, no esta contenido en R. OF5 consiste en
dos curvas en JR, con pendiente p/q y ¢ > 2. Es decir, F» es un anillo en el
exterior de R y, como la pendiente de su frontera es no entera, se tiene que
F es paralelo a un anillo G5 C OR. Si k no esta en la region cuya frontera es
F5,UG5, podemos eliminar dos intersecciones con 7, empujando 7, a través del
toro solido cuya frontera es FbUG5. Supongamos entonces que k se encuentra
en tal region. Considere cualquier otro de los anillos F; definido como antes,
F; = E;UC;, donde E; y C; estan pegados a lo largo de v; y p;, con su frontera
situada sobre S. Supongamos que F; no estd contenida en R. De nuevo, F;
es paralelo a un anillo G; C OR y k debe estar contenido en la regién cuya
frontera es F; UG;. Esto muestra que F» y F; deben ser paralelos. (Ver Figura
4.5)

Figura 4.5: Anillos paralelos

Sea F} el anillo no contenido en R, que delimita una region paralela
maxima entre F; y G;. Sea T' = (OR — G;) U F;. Empujando T" levemente,
tenemos que TN7T =0, y TNk = (. El toro T es frontera de un toro sélido R’
con 7, como su anima. Si 7, no es el nudo trivial, entonces 71" es incompresible
en S3 — N(kUT), lo cual no es posible ya que S* — N(kUT) es un cubo con
asas. Entonces 7, es un nudo trivial. O
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Supongamos, ahora, que m = 1. Recordemos que D denota a un disco
meridiano de S® — int N(k U 7). Por el Lema 4.3, tenemos que n = 0, y
podemos suponer que la interseccion del disco D con S consta de colecciones
de arcos en D, donde los arcos de mas afuera tienen extremos en /3, .

Construimos un arbol en D como en la prueba del Lema 4.4. Conside-
ramos la grafica que se obtiene al cortar los vértices de mas afuera y en la
nueva grafica elegimos uno de los vértices de mas afuera. Estudiaremos, aho-
ra, la regién F' asociada con estos vértices. Esta es un disco cuya frontera es
una unioén de arcos de interseccion, donde todos los arcos son de mas afuera,
excepto a lo mucho uno, al cual denotaremos por A.

Los arcos de més afuera tienen extremos en 3, y los extremos {a, b} del ar-
co A son una de las parejas en el conjunto {{s,, s, },{si, si}, {s:, 5, }, {8, B, } },
coni =106 2. (Figura 4.6)

Figura 4.6:

Caso 1. El arco A en la regién F' tiene extremos en {s,, s, }.

El arco A\ conecta s, con s,. Sea 7 un arco en ON(k), situado en la
parte de N (k) que se encuentra en el toro sélido R, tal que 0y = O\. Sea
L el enlace formado por 7, y 7 U A. Note que A C OR y que el interior
de v esta en el interior de R. Mostraremos que L es un enlace con ntimero
de tunel uno. Sea k' el arco de k que se encuentra en el exterior de R.
Sea k' un arco en ON (k') que conecta s; y el punto 7, N N(K'), i = 1,2.
Supongamos que N (k) = N(k') U N(k?). Un tiunel de desanudamiento 7
para L estd formado por la unién de 7, y k'. Sea F’ el disco en D que
obtenemos al cortar por A y que contiene a F'. Note que OF' = AU p, donde



4.1. S SE INTERSECA CON EL TUNEL. 47

p es un arco en N (k') U N(7), ademds p = p, U p, U p,, con p, C ON (k')
y p, C ON(k?), ver Figura 4.7. Resbalamos A a lo largo de 7, siguiendo p,
primero resbalamos A sobre N(k'), luego deslizamos A sobre N(7,), luego
deslizamos A sobre N(7,), y asi sucesivamente. Hacemos esto siguiendo 0F",
hasta llegar al punto p, N p,. Ahora empujamos el arco anterior (equivalente
aAUp, Up,) a través de F’, deformandolo en p,. Vemos que una vecindad
del complejo L U7 = AU~y UK U7, U7, se deforma en una vecindad del
complejo k2Uk' UyUT,UT, = kUT. Esto prueba que 7 es un tinel para L.

N(K)

Figura 4.7: OF"

Podemos isotopar el enlace L sobre R, ya que A C JR y el interior de
v se encuentra dentro de R. Este enlace tiene nimero de tinel uno y no se
interseca con S. Por la clasificacién de enlaces con nimero de tiinel uno y
cuyo complemento contiene un toro incompresible, [8], tenemos que 7 es un
nudo trivial, y en ese caso hemos terminado.

En los siguientes casos supongamos que el arco 7, es muy corto, esto es,
isotopamos 7, hasta que esté casi contenido en la frontera del toro sélido R.
Sea R’ el toro solido R = RUN(7,) y sea S’ = OR’. Note que S’ se interseca
con k en cuatro puntos y entonces existen dos arcos de k en el complemento
de R', digamos ky y ko, donde k; es el arco con un extremo en s;, con i = 1, 2.
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Caso 2. El arco A en la regién F' tiene extremos en {s,, s, }.

Consideremos el arco A en S, que conecta s, con s,. En S tenemos una
coleccion de arcos con extremos en (3,, que corresponden a los arcos de mas
afuera determinados por F'. Estos arcos son paralelos en .S, pues cada disco
de més afuera determina un anillo con frontera en S y dN(r,), como en el
Lema 4.5. Ademss, la frontera de cada uno de estos anillos en S es una curva
de pendiente p/q, con ¢ > 2. Como el arco A es disjunto de estas curvas,
tenemos dos posibilidades para este arco. Que sea frontera de un disco o un
disco agujereado D’ en S, o bien, que junto con un subarco de s, sea una
curva de pendiente p/q en S.

Si A es frontera de un disco D', entonces existe un arco de interseccién
entre Sy D, que es trivial y de mas afuera en S. Esto es claro si s, no
estd contenido en D’. Si s, estd contenido en D', entonces existe un arco
trivial con extremos en s,, ya que 0D interseca s, y s, en el mismo nimero
de puntos, pero esto no es posible.

Tenemos entonces que A junto con un subarco de s, es una curva de
pendiente p/q en S. Podemos considerar a F' como un disco cuya frontera
consiste en el arco A, dos arcos p, y p, en N(ky) y un arco X en S’ ver
Figura 4.8. Note que p, y i, son paralelos en N (kq), es decir, existe un disco
G en ON (k) tal que FNG = p, U p,.

N (ky N (k2)

Figura 4.8: OF
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Sea H = F U G. Esto es un anillo cuya frontera estd contenida en S’
y cada una de estas curvas tiene pendiente p/q. Entonces H es un anillo
propiamente encajado en el exterior de R’ y su frontera consiste en curvas
con pendiente no entera. Luego H es paralelo a un anillo H’ contenido en
S’, o sea, H y H' son frontera de un toro sélido. Sea T' = H U (S" — H')
y empujamos ligeramente este toro para que el arco k; esté contenido en el
interior del toro sélido cuya frontera es H y H'.

Tenemos dos posibilidades:

1) T es ajeno de k y de 7. Este caso no es posible si R estd anudado,
ya que T serfa un toro incompresible en el cubo con asas S® — N(k U 7).
Entonces, 7, debe ser un nudo trivial.

2) El toro T se interseca con k en dos puntos y es ajeno de 7. Afirmamos
que T es incompresible en E(k) o que 7, es un nudo trivial. Note que Ty S
son frontera de una regién producto y cada uno de estos toros se interseca
con k en dos puntos. Asi T" debe ser incompresible en la regién que contiene
a R. Supongamos que existe un disco de compresiéon F situado en la region
que no contiene a R. Sea v = JF. Tenemos dos casos: 7 es esencial en T" 0 ~y
es trivial en 7" (sin considerar las intersecciones con k).

Si v es esencial en 7', entonces T no estd anudado. Asi 7, es un nudo
trivial.

Si v es trivial en T', entonces debe ser frontera de un disco £/ C T'. Como
7 es esencial en T'— N(k), E' debe contener los puntos de interseccién entre
k v T'; entonces el arco de k estd contenido en la bola cuya frontera es EUE".
Ahora, T" = (T'— E’) U E es un toro que no se interseca con k ni con 7. Si 7"
es incompresible en S% — N(kUT), entonces deberfa ser un toro incompresible
en S — N(k UT), lo cual no puede suceder. Si 7" es compresible, entonces
no estd anudado, asi 7, es un nudo trivial.

Concluimos que 7, es un nudo trivial, o bien existe otro toro 7' que se
interseca con k en dos puntos, es incompresible en E(k), es disjunto de 7;
pero tal que 7, es un anima del toro sélido acotado por 7'

Caso 3. El arco A en la regién F' tiene extremos en {s,, 3, }.

El arco A conecta s, con (3,. Supongamos que OF consta del arco A, un
arco p, en N (k) y un arco en S’. Empujamos el arco ky, usando el disco F,
hasta que esté en una vecindad de R’. Ahora tomamos un toro més grande T,
el cual no se interseca con el tunel y se interseca dos veces con k. Observamos
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que T es incompresible en (k) o bien que 7, es un nudo trivial. La prueba
es similar a la del caso anterior.

Caso 4. El arco A en la regién F tiene extremos en {f,, 3, }.

En este caso todos los arcos tienen extremos en (3,. Podemos suponer
que la frontera del disco F' se encuentra en el toro S’. Si OF no es trivial
en S', el toro R’ no esta anudado y entonces 7, es un nudo trivial. Si OF
es trivial en S’, entonces, por argumentos homolégicos, el arco A debe ser
paralelo en S” a los otros arcos con extremos en [3,; asi existen en total un
nimero par de arcos con extremos en f3,. Entonces F' es frontera de un disco
E en S'; este disco contiene los dos puntos de interseccién de k con ON(7,).
Entonces ambos arcos k; y ko estan dentro de la 3-bola cuya frontera es
F'U FE; intercambiando F' por F, encontramos un toro més grande que no se
interseca con k ni con 7. Entonces el toro no estd anudado, asi 7, es un nudo
trivial.

Esto completa la prueba de la Proposicion 4.1. O

4.2. S y el tunel no se intersecan.

Proposicién 4.10. Sea k un nudo con nimero de tinel uno, S un toro
meridional esencial que se interseca con el nudo en dos puntos y T =1, UT,
un tunel de desanudamiento para k, donde T, es una curva simple cerrada y
7, es un arco que conecta T, y ON(k). Supongamos que S N7 = (). Entonces
S es frontera de un toro sélido V y S® —V no es toro solido, ademds se
satisface alguna de las siguientes condiciones:

1. 7, es un nudo trivial o

2. 1, es esencial en V; es decir, no estd dentro de una 3-bola y no es
1sotopico a un dnima de V.

Demostracion. Sean k y S como en el enunciado de la Proposicién. Como
antes, sea S = SN E(k) y sea 7 = 7, U7, un tinel de desanudamiento para
k tal que SN 7 = (. La superficie S divide a S? en dos partes, S =V UW,
una de ellas es un toro sélido. Supongamos que 7 esta contenido en V. Sea
M = 5% —int N(kUT). Entonces M es un cubo con asas y S divide a M en
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dos cubos con asas, digamos M = V' UW’' donde V! =V —int N(kUT) y
W' =W — int N (k).

Lema 4.11. V es un toro solido y W no es un toro solido.

Demostracion. Supongamos que W es un toro sélido. Como W' es un cubo
con asas, OW’ es compresible. Sea ¢ la frontera de un disco meridiano de k
que estd en W. Note que W' — ¢ es incompresible en W', de otra manera S
serfa compresible. Aplicando el Lema 1.9, tenemos que W’[c| tiene frontera
incompresible, aqui W'[c|] denota W’ con una 2-asa pegada a lo largo de la
curva c¢. Por otra parte W'[c] = W la cual tiene frontera compresible, pero
esto no es posible. Por lo tanto W no puede ser un toro sélido; entonces V'
es toro sélido. |

Esto implica que V estd anudado en S3. Como V es un toro sélido, tene-
mos 3 casos:

a) 7, esta dentro de una 3-bola en V', o
b) 7, es un dnima de V', o
c) 7, es esencial en V; esto es, los casos (a) y (b) no ocurren.

Lema 4.12. EI caso (b) no puede suceder, y si pasa el caso (a), entonces T,
es un nudo trivial.

Demostracion. Supongamos que sucede (a), es decir, que 7, esta dentro de
una 3-bola B contenida en V. Entonces k NV consiste en un arco k' propia-
mente encajado en V. Sea k' = ki U ko, donde k; y ko son arcos tales que
kiNky=kNT,.

Sea D un disco de compresién para M. La interseccion entre S y D
consiste en curvas simples cerradas y arcos; las curvas simples cerradas se
pueden eliminar de manera usual, ya que S N M es incompresible en M. Sea
~ un arco de mas afuera en D y sea I el disco que obtenemos al cortar por
~. Si F' estuviera contenido en W', entonces seria un disco de d-compresion
para S, lo cual no es posible, por lo que F' C V'. Note que OF = vU 3, donde
v C Sy B C NKkUT). Entonces § = 5, U 3, U f3,, donde 3, esta contenido
en ON(k;), 3, estd contenida en ON (1, U T,) vy B, estd contenida en ON (k;).

Supongamos primero que i # j. Contraemos 7, sobre 7,, de manera que
podemos ver a k; y ke como arcos con uno de sus extremos en ON(T,).
Entonces el arco 3 lo podemos expresar como g = 3, U 5, U f3,, donde 3, y
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B, son como antes y 3, es un arco sobre ON(7,). Deslizando k; a lo largo de
ON(1,) siguiendo (,, vemos que k; y ko son arcos paralelos, es decir, existe
un disco F” en V' tal que 0F" = yU B, UBL US,, donde 3, es un arco en N(7),
disjunto de un meridiano de 7,. Cortamos V' a lo largo de F' para obtener
un cubo con asas V", el cual es homeomorfo a V' — N(7, U k"), donde k" es
un arco con extremos sobre Sy 7,. Esto no es posible por la Proposicion 3.1.

Supongamos ahora que ambos (3, y 3, estan contenidos en ON (k). Con-
traemos otra vez 7, sobre 7,, de manera que podemos ver a k; y ko como arcos
tal que cada uno tiene un extremos en ON(7,). Existe un disco C' C ON (k)
tal que C'U F' es un anillo con una conponente en la frontera, digamos Cf,
localizada sobre S, y la otra componenete en la frontera Cs, localizada sobre
ON(1,). La curva cerrada C; es trivial en ON(7,) o bien es esencial.

Vamos a suponer, primero, que C; es trivial en ON(7,). Entonces es fron-
tera de un disco E C ON(t,), el cual contiene un extremo de ko. Si C; es
trivial sobre S, entonces ky debe ser un arco paralelo a k; y procedemos como
en el caso anterior. Si C; es no trivial sobre S, entonces deber ser un meri-
diano de S, ya que C'UFUFE es un disco en V' con frontera . Tomando una
copia de CUFULE y empujandola para que sea disjunta de k; UT,, obtenemos
un disco cuya frontera es un meridiano de S y que se interseca con ks en un
punto, entonces es un disco meridiano que se interseca con k en un punto.
Pero esto no es posible porque S es meridionalmente incompresible.

Supongamos ahora que Cy es esencial en ON (7, ). Supongamos que el anillo
C U F y la esfera OB se intersecan transversalmente. Note que 9(C' U F)
es disjunto de 9B. Sea a una curva de intersecciéon de mas adentro sobre
0B. Si a es una curva trivial en C'U F', podemos encontrar otra 3-bola que
contenga a 7, y cuya frontera tenga menos intersecciones con C'U F'. Si « es
esencial en C'U F', entonces cortando C'U F' con el disco en 0B cuya frontera
es a obtenemos un disco encajado con frontera C5. Si (5 no es una curva
longitudinal en ON(7,), esto implica que existe un espacio lente agujereado
encajado en V, lo cual no es posible. Asi, Cy debe ser una longitud de ON(7,)
y, entonces, 7, debe ser un nudo trivial.

Supongamos ahora que sucede (b), es decir, 7, es un dnima de V. Como
antes, sea k' el arco k NV, tal que k' = ki U ko, donde k1, ko son arcos con
k1 N kg = kN 7,. Deslizamos ky sobre 7, obteniendo dos arcos, k] y kb, cada
uno con un extremo sobre S y el otro extremo en 7,. Por la Proposicion 3.3,
se sigue que k} y kb son una pareja de arcos rectos en el espacio producto
V' — N(1,). Deslizando de nuevo kj sobre k}, vemos que £’ es un arco en V
que es isotopico a un arco contenido en QV'; esto implica que .S es compresible
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en S® — k, lo cual es una contradiccidn.
Entonces, 7, es un nudo trivial o bien sucede el caso (c¢), es decir, 7, es
una curva esencial en V. [l

Esto completa la prueba de la Proposicion 4.10. O

4.3. Demostracion del Teorema 2.7

Sea k un nudo con nimero de tunel uno, S un toro meridional esen-
cial que se interseca con el nudo en dos puntos y 7 = 7, U 7, un tunel de
desanudamiento para k.

Primero vamos a suponer que 7 no se puede hacer disjunto de S. Entonces
por la Proposicién 4.1, 7, es un nudo trivial o bien existe otro toro meridional
esencial S, el cual se interseca con k en dos puntos, es disjunto de 7 y tal
que 7, es el dnima del toro sélido acotado por S'.

Sin embargo, la existencia de este toro contradice la Proposicién 4.10 (2),
por lo que este caso no puede suceder. Por lo tanto, 7, es un nudo trivial y
por el Lema 1.11, k es un (1, 1)-nudo.

Ahora supongamos que 7 v S son disjuntos. Por la Proposicién 4.10, S es
frontera de un toro sélido V' donde se encuentra 7. Entonces, 7, es un nudo
trivial o bien 7, es una curva esencial en V.

Si 7, es un nudo trivial entonces por el Lema 1.11, k es un (1, 1)—nudo.

Por lo tanto, supongamos que 7, es esencial en V. Entonces S es esencial
en S — 7, v 7, Uk es un tiinel para 7,. Entonces 7, es un nudo satélite con
ntimero de tinel uno y, por el resultado de Morimoto y Sakuma [13], esto
implica que S esta anudado como un nudo toroidal. Deslizamos k sobre 7,
hasta que se convierte en un arco k' con extremos sobre 7,. Entonces k£’ debe
ser uno de los tuneles de desanudamiento para 7, segin la clasificacién de
Morimoto y Sakuma [13]; esto es, deslizando k" sobre ON(7,) obtenemos un
arco p el cual es uno de los tuneles 7(1,x), 7(2,2), 7(1,y) o 7(2,y) para 7,,
como se definid en el Capitulo 2. Para obtener k de p, tenemos que deslizar
p sobre ON(7,) y luego sobre si mismo, pero esto es equivalente a tomar un
arco sobre ON(7,) que una los extremos de p, de hecho, el arco v determinado
mediante el deslizamiento de p sobre ON(7,), y luego tomar el iterado de p
y 7, usando el arco 7.

Esto completa la demostracién del Teorema 2.7.
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