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Capítulo 1

Introducción

Diversos fenómenos físicos pueden ser estudiados utilizando estructuras matemáticas y una

fuerte intuición geométrica. Para estudiar la termodinámica desde un punto de vista geométri-

co debemos encontrar estructuras que mimeticen sus propiedades principales, esperando no

solamente recuperar la información de la teoría clásica, sino también profundizar en el en-

tendimiento de ella. Esta idea es la que motivó a escribir este trabajo.

1.1. Sobre la GTD

La geometrotermodinámica (GTD) es un programa teórico que busca estudiar los sistemas

termodinámicos utilizando conceptos geométricos. La forma en la cual busca hacerlo es estu-

diando la estructura de contacto del espacio fase termodinámico (TPS), relacionandolo con

una estructura de Riemann a través de una métrica invariante ante transformaciones de Legen-

dre. La representación de los espacios físicos es un encaje del espacio TPS. El espacio encajado es

llamado espacio de estados de equilibrio (TES). La estructura Riemaniana es transporta-

da del TPS al TES garantizando la invarianza de Legendre. En el TES utilizamos la métrica

Riemanniana inducida para calcular sus geodésicas termodinámicas; que son interpretadas co-

mo procesos cuasi-estáticos para un único proceso termodinámico. También son calculadas los

objetos geométricos usuales: tensor de Riemann, tensor de Ricci, escalar de Ricci. Utilizando

estos objetos estudiamos la interacción en los sistemas termodinámicos. Las singularidades no

removibles son interpretadas como transiciones de fase.
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1.2. Sobre las métricas de la GTD

En el TPS, la estructura Riemaniana es de�nida a partir de las métricas de la GTD

G = �
�+ �habdEa 
 dIb; (1-1)

descritas en las coordenadas de Darboux ZA = f�; Ea; Iag con a 2 f1; :::; ng.

La cualidad más importante que tienen es que son las métricas más generales que preservan la

estructura de contacto del TPS bajo una transformación de Legendre.

Su primera parte está conformada por el producto tensorial de la 1�forma de contacto

� = d� � �abI
adEb. Tienen un factor conforme conocido como la función conforme � =

� (�; Ec; Ic) y a la matrix hab = hab (E
c; Ic) cuyas propiedades clasi�can a las métricas de la

GTD comométricas invariantes ante transformaciones totales de Legendre ymétricas

invariantes ante transformaciones totales y parciales.

1.3. Sobre los contactomor�smos

Las transformaciones de contacto son difeomor�smos que preservan una forma de contacto.

En particular, las transformaciones de Legendre son contactomor�smos.

Al pedir que un difeomor�smo sea un contactomor�smo, las ecuaciones usuales del difemor�smo

pueden ser reducidas. Esta idea la aplicamos dentro de este trabajo para relacionar las métricas

de la GTD con la métrica

~G = ~�2 + �abdX
adY a; (1-2)

descritas en las coordenadas Z ~A = fF;Xa; Y ag con a 2 f1; :::; ng. Estas métricas están confor-

madas por la 1-forma ~� = f0dF � faYadXaen la que f0;a = f0;a (F;X
a; Y a) y f0;a 6= 0 2 C1.

En este trabajo encontramos las condiciones de integrabilidad para obtener F como función

de las coordenadas de Darboux, F = F
�
ZA
�
.
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1.4. Sobre la interpretación estadistica de la estructura geométri-

ca de la termodinámica

La teoría de �uctuaciones Gaussiana relaciona una distribución de probabilidad de

Gauss con el Hessiano @S
@Ea@Eb

de la entropía S. A partir del Hessiano @F
@Xa@Xb nosotros a�r-

mamos que para un potencial termodinámico F , la misma distribución Gaussiana puede ser

aplicada con la presente substitución.

En concreto, demandamos que la función F pueda ser escrita en términos de las coordenadas

de Darboux con un difeomor�smo � :
�
ZA
	
�!

n
Z
~A
o
que además sea un contactomor�smo

que relacione las 1�formas ~� y �.

Las ecuaciones del difeomor�smo � son calculadas como parte de esta tesis y la solución clasi-

�cada general de ellas es dada. A partir de dicha solución podemos encontrar las solucion

particulares para las métricas de la GTD al especi�car la forma de la matriz hab y utilizar un

algoritmo basado en el tipo de solución general.

1.5. Sobre esta tesis

El propósito central de esta tesis es responder a la siguiente pregunta: ¿cómo podemos relacionar

las métricas de la GTD con distribuciones de probabilidad?

La forma en la que lo hacemos es llevando las métricas de la GTD G, via el difeomor�s-

mo/contactomo�smo �, hacia una métrica ~G que al ser proyectada al TES tiene la caracterís-

tica de ser Hessiana; siendo este el punto de partida para utilizarla dentro de la aproximación

Gaussiana de la teoría de �uctuaciones.

En esta tesis calculamos las ecuaciones completas del contactomor�smo. A partir de estas

soluciones construimos un algoritmo general que puede ser aplicado a cualquiera de las métricas

de la GTD; basado en la construcción de una solución general y la clasi�cación de la misma. El
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ejemplo de aplicación directo es la métrica1 GIII ; para la cual encontramos las relaciones

F =
�

2k + 2
(1-3)

Xa =
(Ea)2k+2

2k + 2
(1-4)

Y a =
(Ia)2k+2

2k + 2
: (1-5)

Nuestro argumento de conclusion establece que las soluciones a diferentes métricas de la GTD

permitirian calcular funciones F = F (Ec; Ic) de manera explicita; permitiendo ser un punto

de partida para realizar teoria de �uctuaciones Gaussiana al pedir que la función F sea un

potencial termodinámico.

1.6. Sobre la estructura de esta tesis

El capitulo 2 habla sobre el programa de la GTD de�niendo las estructuras matématicas que

utiliza, sus relaciones y las propiedades de las mismas. En el capitulo 3 presentamos un análisis

de las métricas de la GTD y desmostramos su propiedad más importantes: ser las más generales

y sencillas invariantes ante transformaciones de Legendre. El capitulo 4 de�ne las variedades de

contacto y los contactomor�smos entre ellas. Presentamos también en el capitulo 4 el primer

cálculo importante de este trabajo: las condiciones de integrabilidad . El capitulo 5 recapitula la

teoría de �uctuaciones Gaussianas y presenta el sengundo cálculo fundamental de esta tesis: las

ecuaciones completas del contactomo�smo. A partir de estas soluciones se contruye un algoritmo

para encontrar los difeomor�smos aplicandolo como caso concreto a la métrica GIII .

1La métrica GIII es la métrica más general que incorpara la 1�forma de Gibbs y es invariante ante transfor-
maciones totales y parciales de Legendre.
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Capítulo 2

Geometrotermodinámica

El uso de la geometría en termodinámica comienza con Gibbs al presentar la primera ley de la

termodinámica como una forma diferencial (Gibbs [1871]); permitiéndole interpretar a los esta-

dos de equilibrio de un sistema termodinámico como una super�cie. Más adelante Carathéodory

formuló las leyes de la termodinámica de manera axiomática utilizando las formas de Pfa¤

(Caratheodory [1909]); tomando como guía el concepto de proceso adiabático.

En 1973, Hermann mostró que las leyes empíricas de los fenómenos termodinámicos podrían

ser descritas de una forma matemática y concisa (Hermann [1973]); propuso un esquema de

de�nición en un marco geométrico para la termodinámica clásica utilizando un espacio de fase

termodinámico como una variedad de contacto. Estos mismos estudios fueron extendidos por

Mrugala, quien demostró que la estructura de contacto puede ser obtenida de manera natural

utilizando una distribución canónica de probabilidad (Mrugalaet al. [1990]).

Casi al mismo tiempo (1975), una segunda estructura geométrica en la forma de una métrica

Riemanniana en el espacio de estados termodinámicos fue introducida en la teoría por Weinhold

(Weinhold [1975]); siendo esta métrica el Hessiano de la energía interna. En 1979, Ruppeiner

utilizó una métrica distinta a la de Weinhold como el punto de partida para una nueva teoría

de �uctuaciones termodinámicas (Ruppeiner [1979]); esta métrica esta dada por el Hessiano de

la entropía. En 1983, Salamon y Berry mostraron la conexión entre la geometría y la disipación

(Salamonet al. [2006]).

Un nuevo enfoque fue presentado por Quevedo, donde las transformaciones de Legendre son

asociadas tanto a la estructura de contacto como a la métrica (Quevedo [2007]).

5



En este capitulo daremos las de�niciones de las estructuras fundamentales de la GTD y como

se relacionan entre ellas. En la primera sección de�nimos el espacio fase termodinámico como

una variedad Riemanniana de contacto y explicamos la caracteristica principal de las métricas

utilizadas en él. La segunda parte describe formalmente el espacio de estados de equilibrio y las

forma de obtener información termodinámica a través de su curvatura.

2.1. El espacio fase termodinámico

El espacio fase termodinámico (TPS) T es una variedad diferencial de dimensión 2n+1, que

es representada con un conjunto de coordenadas ZA = f�; Ea; Iag con a 2 f1; ::; ng. Le damos

nombres especiales a estas coordenadas: el potencial termodinámico �, las coordenadas

extensivas Ea y las coordenadas intensivas Ia.

2.1.1. El TPS como variedad de contacto

La primera estructura que se añade al TPS es una estructura de contacto, con lo cual lo

transformamos en una variedad de contacto. La variedad de contacto está formada por el

par (T ;�) siendo � la 1-forma fundamental de Gibbs de�nida como

� = d�� �abIadEb (2-1)

de acuerdo al teorema de Darboux. La característica de esta estructura es llamada la condi-

ción de máxima no integrabilidad:

� ^ (d�)n 6= 0: (2-2)

2.1.2. Las transformaciones de Legendre como generadores de métricas para

el TPS

Las transformaciones de Legendre (LT) son contactomor�smos cuya cualidad es que dejan

invariante a �; esta propiedad la llamamos la invarianza de Legendre. Consideremos ahora

transformaciones parciales de Legendre (LPT) entre coordenadas
�
ZA
	
y coordenadas
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neZAo = ne�; eEa; eIao. Estas son descritas como
� = e�� �lk eEkeI l;

Ei = �eIi;
Ii = eEi; (2-3)

Ej = eEj ;
Ij = eIj ;

donde i[j es una descomposición disjunta del conjunto de indices f1; :::; ng y k; l = f1; :::; ig. Si

i = f1; :::; ng la transformacion es denominada transformación total de Legendre (LTT).

2.1.3. El TPS como variedad de Riemann

La segunda estructura que le añadimos al TPS es una estructura de variedad de Riemann, que

es de�nida por una métrica no degenerada G. La métrica termodinámica G es invariante

ante transformaciones de Legendre, es decir

GAB ! eGAB = @ZC

@ eZA @Z
D

@ eZBGCD; (2-4)

donde ZA = ZA
�
~ZA
�
es dado por (2� 3). Tal característica nos permite clasi�car estas métri-

cas. Primero tendremos las métricas invariantes LTT:

GI=II = �2 +
�
�abE

aIb
��

�cddE
cdId

�
; (2-5)

donde �ab y �cd son matrices diagonales constantes; y segundo las métricas invariantes LTT

y LPT:

GIII = �2 + (EaIa)
2k+1

�
dEadIb

�
; (2-6)

donde Ea = �abE
b y Ia = �abI

b. Ambas clases de métricas pueden escribirse de manera compacta

como

G = �2 + hcddE
cdId; (2-7)
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con hcd = hcd (�; E
a; Ia) , donde fa 2 1; :::; ng. Con esto concluimos que la estructura matemáti-

ca del TPS es un tercia (T ;�; G). La idea principal de la GTD es que la métrica termod-

inámica describe las propiedades termodinámicas utilizando propiedades geométricas. La métri-

ca termodinámica es seleccionada de tal forma que describa un sistema físico no importando

el potencial termodinámico utilizado. Las propiedades termodinámicas de un sistema son in-

dependientes del potencial termodinámico utilizado para describirlas; la forma matemática de

esta a�rmación es la invarianza de Legendre. Esta idea es explicada en la siguiente sección.

2.2. El espacio de estados de equilibrio

El espacio de estados de equilibrio (TES) E es una variedad diferencial de dimensión n

representado por un conjunto de coordenadas Za = fEag con a 2 f1; ::; ng; y de�nido como

el encaje ' : E ! T dado por ' : (Ea) 7! (� (Ea) ; Ea; Ia (Ea)) que satisface la condición

'� (�) = 0.

2.2.1. El sentido físico del TES

El sentido físico de la termodinámica esta intimamente ligado con la ecuación fundamental

asociada a un fenómeno físico. Esto signi�ca que para distinguir un sistema termodinámico de

otro se debe especi�car una ecuación fundamental. En el formalismo de la GTD la ecuación

fundamental esta contenida en el encaje ',

� = �(Ea) : (2-8)

Así mismo la restrición del encaje ' dada por '� (�) = 0 implica las condiciones de

equilibrio termodinámico y la primera ley de la termodinámica

@�

@Ea
= �abI

b; (2-9)

d�� �abIadEb = 0; (2-10)

Más aún, la restricción de la ecuación fundamental a ser convexa en el caso de que

� sea la entropía es equivalente a la segunda ley de la termodinámica
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@2�

@Ea@Eb
> 0: (2-11)

Adicionalmente un potencial termodinámico � debe de satisfacer la condición de homogenidad

� (�Ea) = ��� (Ea) ; (2-12)

donde � y � son constantes. Esta condición es equivalente a la identidad de Euler

�� (Ea) = �abI
aEb; (2-13)

la cual se obtiene al derivar (2� 12) por �, para despues tomar el caso � = 1 y utilizar la

relación (2� 10).

Finalmente el formalismo de geometría diferencial puede ser utilizado en la identidad de Euler

para obtener la relación generalizada de Gibbs-Duhem

(� � 1) �abIadEb = �abE
adIb; (2-14)

que se obtiene la derivada exterior de (2� 13) y la relación (2� 10). Al hacer � = 1 podemos

recuperar la relación clásica de Gibbs-Duhem.

2.2.2. El TES como variedad de Riemann

La estructura de variedad de Riemann en el TES es inducida desde el TPS. Esto nos quiere

decir que en E podemos de�nir una métrica g dada por

'� (G) = g: (2-15)

Con esto concluimos que la estructura matemática completa del TES es un par (E ; g).

De manera particular, la métrica en (2� 7) de�ne una métrica

g =

8<:
�
�abE

a @�
@Eb

� �
@2�

@Ec@Ed

�
dEcdEd Para GI=II�

Ea @�
@Eb

�2k+1 � @2�
@Ea@Eb

�
dEadEb Para GIII

; (2-16)
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La aplicación de la GTD a sistemas termodinámicos reside en el cálculo del tensor de Riemann

Rabcd; el tensor de Ricci Rab y el escalar de Ricci R. A partir los casos particulares (2� 5)

y (2� 6) de la métrica (2� 16) y la elección de sistemas termodinámicos especi�cando un

potencial termodinámico �, la GTD ha logrado relacionar propiedades geometricas de g con

propiedades termodinámicas: Primero, la curvatura de (E ; g) es una medida de interacción

termodinámica; segundo, las singularidades de curvatura en (E ; g) representan transiciones de

fase; tercero, geodésicas termodinámicas en (E ; g) representan procesos cuasi-estáticos.

Finalizamos dando el enunciado principal de la termodinámica: Un sistema termodinámico es

descrito por una métrica termodinámica G en T invariante ante transformaciones que no

modi�can su estructura de contacto; e induce en E una métrica g que hereda el mismo carácter

invariante.

2.3. Referencias

Un resumen con las ideas básicas de la GTD es encontrado en (Quevedo et al. [2008b]). Para

entender el proceso que llevo a la introducción del TPS y a la elección de una variedad de

contacto se puede referir a (Mruga÷a [1985]). La idea de utilizar una variedad de contacto fue

dada en principio en (Hermann [1973]), más en dicho trabajo aún no se mencionaba una variedad

que sostuviera los procesos cuasi-estáticos. En el artículo (Mrugala et al. [1990]) se comienza a

estudiar las sub-variedades de T de�nidas por un encaje ' que cumpla la condición '� (�) = 0

para una forma de contacto �; y la condición '� (�) = 0 es asociada con la primera ley de

la termodinámica. La inducción de una métrica g = '� (G) en E a partir de una métrica G

invariante LT es presentada por primera ocasión en el artículo (Quevedo [2007]). La aplicación

a diferentes sistemas termodinámicos con dos grados de libertad es expuesto de manera general

en el trabajo (Bravetti et al. [2014]). La GTD ha encontrado aplicaciones para el gas ideal y gas

ideal de Bose-Einstein (Quevedo y Zaldivar [2015]), el gas de Van de Wals (Quevedo y Ramirez

[2012]), agujeros negros (Quevedo y Sánchez [2009]) (Bravetti et al. [2013]), reacciones químicas

(Quevedo y Tapias [2013]) y aplicaciones a modelos cosmológicos (Luongo y Quevedo [2015]).

Invitamos al lector a que lean estas interesantes referencias.
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Capítulo 3

Métricas de la

Geometrotermodinámica

¿Por qué introducir una métrica de Riemann en la termodinámica? Esta pregunta es la que le

da ese valor agregado al programa de la GTD. Para entender el hilo de ideas que nos llevan

introducir las métricas de la GTD como aquellas que tienen un sentido físico fundamental

es necesario realizar una bifurcación. Primero, demostrar que los mapeos armónicos son las

herramientas matemáticas correctas para investigar las propiedades del TES (Quevedo et al.

[2010]). Segundo, la construcción a mano de ellas resolviendo un sistema algebráico de ecuaciones

(Quevedo [2007]). Del primer surco nace la primera respuesta: debido a que ellas nos relacionan

un espacio físico con uno matemático llevandonos a que su comprensión nos permite de�nir qué

es interacción dentro de un sistema termodinámico. De la segunda asa se sostiene la segunda

respuesta: debido a que la podemos construir para ser única, general y sencilla.

En este capítulo exponemos las métricas Riemannianas del TPS en la GTD. La primera parte

presenta la generalización de las métricas (2� 5) y (2� 6), mostrando las condiciones que debe

de cumplir para ser invariantes LTT o LPT. En la segunda exhibimos un sistema de ecuaciones

para calcular metricas invariantes LT; esto nos servirá para demostrar que las métricas de la

GTD son las metricas invariantes LT más generales que contienen a la 1�forma de Gibbs.
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3.1. Métrica generalizada de la GTD

La (2� 7) es una ecuación compacta para las métricas de la GTD, que corresponden a las

métricas más simples invariantes LT. Estas métricas son un caso particular de la métrica

GTD general invariante LT

G = �2 + �habdE
adIb; (3-1)

donde � = � (�; Ec; Ic) y hab = hab (E
c; Ic). Una simple inspección nos revela que (2� 7) es

(3� 1) con el factor � = 1. Esta misma métrica es exclusivamente invariante LTT si se cumple

la condición

�hab = �~�~hab; (3-2)

donde ~� y ~hab es el resultado de aplicar la LT a � y a hab. La condición que se debe de cumplir

para ser del tipo invariante LPT es solamente aplicable a hab diagonales; de tal forma que los

elementos diagonales deben ser

�hii = �~�~hii (3-3)

�hjj = ~�~hjj (3-4)

donde i [ j es la descomposición disjunta del conjunto de indices f1; :::; ng que de�nen la LPT

en (2� 3).

3.2. Cómo encontrar métricas invariantes de Legendre

Las relaciones contenidas en la sección pasada nos indican la forma que debe de tener una

métrica G invariante LT. Encontar cada uno de los componenetes de G requiere resolver el

12



sistema de ecuaciones planteado en (2� 4). Para el caso n = 2 una LTT dada por:

� = ~�� ~E1 ~I1 � ~E2 ~I2

E1 = �~I1

E2 = �~I2 (3-5)

I1 = ~E1

I2 = ~E2:

le corresponde una matriz de transformación

@ZC

@ eZA =

0BBBBBBBBB@

1 �~I1 �~I2 � ~E1 � ~E2
0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCA
; (3-6)

que al ser utilizada en (2� 4) �ja un sistema de ecuaciónes para los componentes GZAZB :

~G�� = G��

~G�Ea = �~IaG�� +G�Ia

~G�Ia = � ~EaG�� �G�Ea

~GEaEb = ~Ib
�
~IaG�� �G�Ia

�
� ~IaG�Ib +GIaIb (3-7)

~GIaIb = ~Eb
�
~EaG�� +G�Ea

�
+ ~EaG�Eb +GEaEb

~GEaIb = ~Ib
�
~EaG�� +G�Ea

�
� ~EaG�Ib �GEaIb

~GIaEb = ~Eb
�
~IaG�� �G�Ia

�
+ ~IaG�Eb �GIaEb :

Una forma fácil de construir métricas a partir de (3� 7) es tomar el producto tensorial de la

1�forma de Gibbs � y sumarle elementos extras

G = �
�+ �habdEa 
 dIb +
kabdIa 
 dIb; (3-8)
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donde � = � (Ec; Ic), hab = hab (E
c; Ic), 
 = 
(Ec; Ic) y kab = kab (E

c; Ic). Utilizando sola-

mente que � es invariante TL podemos reducir el sistema (3� 7) a:

1 = ~G�� = 1

�~Ia = ~G�Ea = �~Ia

~GIaIb = ~G�Ia = 0

~Ia ~Ib = ~GEaEb = ~Ib ~Ia +GIaIb (3-9)

~GEaIb = �GEaIb

~GIaEb = �GIaEb :

La conclusión inmediata es GIaIb = 0 con lo que la métrica (3� 8) se tranforma en la métrica

generalizada (3� 1) con la condición (3� 2). Esto nos lleva a decir que la métrica GTD general

invariante LTT es la métrica más general que preserva el contactomor�smo �! ~�.

3.3. Referencias

Caracterizar a los encajes ' como mapeos armónicos fue expuesto por primera vez en (Quevedo

et al. [2008a]). A su vez, esta misma idea es expuesta en (Quevedo et al. [2010]) dando el cálculo

explicito para las métricas inducidas que provienen de (2� 5) y (2� 6). La construcción de las

métricas, como se ha expuesto en este trabajo, esta contenida en (Quevedo [2007]); al utilizar

un sistema algebraico deducido a partir de (3� 7). Un trabajo en la dirección de estudiar

las clases de métricas que son invariantes para generadores in�nitesimales de transformaciones

de Legendre es dado en (García-Peláez y López-Monsalvo [2014]). En (Bravetti et al. [2013])

se muestra explicitamente una métrica LTT cuya métrica inducida produce una curvatura

independiente de la representación fundamental; la generalización de la misma es dada en

(Azreg-AÃ́rnou [2014]). En esta tesis hemos calculado el tensor de Ricci y el escalar de Ricci

para las métricas (2� 5) y (2� 6) en el apendice 1.
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Capítulo 4

Contactomor�smos

La topología de contacto nació hace más de dos siglos con los trabajos de Huygens, Hamilton

y Jacobi en la óptica geométrica (Alexanderson y Geiges [2006]). Grandes matemáticos han

trabajado en ella, tales como Sophus Lie, Elie Cartan y Jean Gaston Darboux. El nombre

original es Berührungstransformation, debido a Lie (1890)1. En la pasada decada ha tenido

avances importantes convirtiendose en una bella teoría con muchas aplicaciones potenciales.

Dentro de ellas tenemos la dinámica no holonómica, la termodinámica (Mrugala et al. [1990]),

la dinámica Hamiltoniana (Hofer [1993]) y la hydrodinámica (Etnyre y Ghrist [2000]).

Los apartatos matemático que utilizamos a lo largo de este trabajo son las variedades de contac-

to, las formas de contacto y las transformaciones de contacto. El concepto principal a explicar

en este capítulo son las transformaciones de contacto. Ellas las podemos entender como trans-

formaciones de coordenadas que preservan una forma de contacto. Este capitulo está organizado

de la siguiente forma: la primera sección da un ejemplo físico sobre la idea de una transforma-

ción de contacto; en la segunda sección exponemos las de�niciones matemáticas precisas que se

requieren; la sección �nal posiciona estas de�niciones hacia la GTD relacionando el contacto-

mor�smo entre las métricas G de la GTD y una métrica ~G2 calculando lo que llamaremos las

condiciones de integrabilidad.

1Die in�nitesimal en Berührungstransformationen der Mechanik,"Leipziger Berichte (1889), pp. 145-153. Lie-
Sche¤ers, Berührungstransformationen, p. 102

2Cuya proyección al espacio de estados de equilibrio es una métrica Hessiana
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4.1. La noción de contacto y el principio de Huygens

A primera instancia podría parecer que la característica de contacto es solamente una herramien-

ta técnica, sin embargo, podemos darle un sentido físico y natural. El ejemplo seleccionado es

el principio de Huygens. Sobre él vamos a construir los objetos matemáticos necesarios para

darle el sentido de contacto.

Primero consideremos una curva suave C 2 R2 sin tangentes verticales; ahora tomemos un

elemento de línea en R2 visto como un punto en R3 dado por (x; y; p) donde x; y 2 R2 y p es la

pendiente de una línea que pasa por ese punto. Ahora interpretemos a estos objetos, pensemos

en la curva C = C (x; y) como un frente de ondas. Las lineas tangentes de C forman una

curva de Legendre en R3: ~C = ~C (x; y; p) donde p es la pendiente de cada línea tangente. Esta

curva es denominada de Legendre debido a que es la curva integral de la 1�forma de contacto

�= dx� pdy

Demos ahora un nuevo frente de ondas Ct = Ct (�x; �y). A un tiempo t, el principio de Huygens

nos dice que Ct es la envolvente de las ondas circulares centradas a todos los puntos de C3.

Esto nos dice que para cada punto (x; y) 2 C, el punto (�x; �y) 2 Ct está tanto en la linea normal

al punto (x; y) como en el circulo de radio t centrado en el mismo punto. La relación normal es:

�y � y = �1
p
(�x� x) : (4-1)

La segunda relación es escrita como:

(�x� x)2 + (�y � y)2 = t2: (4-2)

Las relaciones anteriores nos permiten encontrar una transformación � : (x; y; p) ! (�x; �y; �p)

dada por:

3Donde tomamos el radio de como t y la velocidad de propagación como 1.
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�x = x� ptp
p2 + 1

;

�y = y � tp
p2 + 1;

(4-3)

�p = p:

Dicha transformación además de relacionar las curvas C y Ct, lo hace también con las curvas

de Legendre. Esto lo podemos demostrar al observar que

d�y � pd�x = dy � pdx; (4-4)

siendo esto una forma de decir que la transformación preserva la forma de contacto.

4.2. De�niciones de objetos de contacto

4.2.1. Variedad de contacto

Una variedad de contacto T es una par (T ; �) donde T es una variedad C1 orientable de

dimensión 2n + 1 y � es una 1�forma de volúmen para la cual se cumple la condición de

contacto � ^ (d�)n 6= 0. A � se le denomina como 1�forma de contacto. Para cualquier �

que de�na la variedad de contacto T se asocian una distribución de contacto � dada por:

� = ker (�) . (4-5)

Ejemplo 1: Considere la variedad R3 descrito por las coordenadas cartesianas ZA = fx; y; zg;

y a la 1�forma � = dz + xdy. Para este caso � ^ d� = dz ^ dx ^ dy 6= 0, entonces el par�
R3; �

�
es una variedad de contacto. La distribución de contacto � es generada por los vectores

f@x; x@z � @yg. Podemos crear una imagen mental de como es la distribución. Para la recta

donde x = 0, los planos a cada punto en ella son horizontales; tomemos cualquier perpendicular

a esta recta, para x > 0 los planos a cada punto giran en el sentido de las manecillas del reloj

conforme x aumente llegando a un máximo de � en el punto +1. El efecto contrario se ve en

los puntos x < 0 donde el giro será en sentido contrario de las manecillas del reloj.
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Ejemplo 2: Considere la variedad R3 descrito por las coordenadas cilíndricas Z ~A = fr; �; zg; y

a la 1�forma ~� = dz + r2d�. Tendremos que ~� ^ d~� = 2rdr ^ d� ^ dz 6= 0, de tal forma que el

par
�
R3; ~�

�
forman una variedad de contacto. Su distribución de contacto ~� es generada por los

vectores
�
@r; r

2@z � @�
	
. Aquí la imagen mental es muy similar a la anterior. La linea en donde

todos los planos son verticales correspondera al eje z. Para cada dirección radial perpedicular al

eje z, los planos giran en sentido de las manecillas del reloj con un máximo de � en el in�nito.

4.2.2. Contactomor�smo

Un difeomor�smo � : T �! T es llamada transformación de contacto o contactomor�s-

mo si,

��~� = f�; (4-6)

donde � y ~� son 1�formas de contacto y f es una función que no se anula en el dominio de

�. El caso particular en el cual f es identicamente 1 decimos que � es un contactomor�smo

estricto.

Para los ejemplos 1 y 2 podemos de�nir el contactomor�smo

x = r2;

y = �; (4-7)

z = z;

y demostrar que lo es a partir de aplicar la derivada exterior a ~� y substituir el difeomor�smo

en ella, d (z = z)�
�
r2 = x

�
d (� = y) = dz � xdy.

4.3. Condición de integrabilidad de F para �

Esta sección presenta el primer cálculo fundamental del presente trabajo. Por un lado tenemos

las métricas de la GTD (2� 7) y por otro lado la métrica

~G = ~�2 + �abdX
adY a; (4-8)
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con la 1-forma

~� = f0dF � faYadXa (4-9)

en la que f0;a = f0;a (F;X
a; Y a) y f0;a 6= 0 2 C1.

El caracter principal de esta métrica, representada en el sistema de coordenadas Z ~A = fF;Xa; Y ag,

es su proyección ~' : F ! T dado por ~' : (Xa) 7! (F (Xa) ; Xa; Y a (Xa)); la cual puede ser

entendido como un encaje F de T siendo entonces F una variedad n dimensional.

Al presentar una difeomor�smo � : T �! T que relacione la 1�forma ~� con la estructura de

contacto � obtendriamos una interpretación física de F como un potencial termodinámico. El

resto de este capitulo se dedica a encontrar dicha relación �
�
= ~� exaltandola como la primera

a�rmación principal de esta tesis.

AFIRMACIÓN 1: Sea � : T �! T un difeomor�smo de � :
�
ZA
	
�!

n
Z
~A
o
con Z

~A =

fF;Xa; Y ag y ZA = f�; Ea; Iag donde a 2 f1; :::; ng. Tomando la 1�forma de contacto en las

coordenadas ZA como � = d� � IadE
a y la 1�forma de contacto ~� = f0dF � faYadX

a con

f0;a = f0;a (F;X
a; Y a). Entonces la condición de integrabilidad para �

�
= ~� es:

fc fXc; Ycg�Ea = fc fXc; Ycg�Ia = fc fXc; YcgEaEb = fc fXc; YcgIaIb = 0 (4-10)

fc fXc; YcgEaIb = �ab (4-11)

con:

fXc; YcgZAZB =
@Xc

@ZA
@Yc
@ZB

-
@Xc

@ZB
@Yc
@ZA

(4-12)

donde a; b; c 2 f1; :::; ng.

4.3.1. Demostración de la condición de integrabilidad para �

Partiendo de que �
�
= ~�, esto lo escribimos como:

�ZAdZ
A = �

Z ~A

@Z
~A

@ZA
dZA (4-13)

Para cada eZA esta condición es en detalle:
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1 = f0
@F

@�
� faYa

@Xa

@�

�Ib = f0
@F

@Eb
� faYa

@Xa

@Eb
(4-14)

0 = f0
@F

@Ib
� faYa

@Xa

@Ib

con Ya = �adY
d. Además son equivalentes a:

@F

@�
=

fa
f0
Ya
@Xa

@�
+
1

f0
(4-15)

@F

@Eb
=

fa
f0
Ya
@Xa

@Eb
� Ib

f0
(4-16)

@F

@Ib
=

fa
f0
Ya
@Xa

@Ib
(4-17)

Partiendo de la condición de igualdad para parciales mixtas encontramos cinco condiciones:

@2F

@�@Ib
=

@2F

@Ib@�
; (4-18)

@2F

@�@Eb
=

@2F

@Eb@�
(4-19)

@2F

@Eb@Ib
=

@2F

@Ib@Eb
(4-20)

@2F

@Eb@Ea
=

@2F

@Ea@Eb
(4-21)

@2F

@Ib@Ia
=

@2F

@Ia@Ib
(4-22)

Primera condición de integrabilidad

Aplicamos las parciales de la siguiente forma

@2F

@�@Ib
=

@2F

@Ib@�
(4-23)
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donde el lado izquierdo viene de aplicar @
@� a (4� 17) y el lado derecho de

@
@Ib

a (4� 15)

@

@�

�
fa
f0
Ya
@Xa

@Ib

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@�@Ib

�
+

�
fa
f0

@Xa

@Ib
@Ya
@�

�
+

�
Ya
@Xa

@Ib
@fa=f0
@�

�
(4-24)

@

@Ib

�
fa
f0
Ya
@Xa

@�
+
1

f0

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@Ib@�

�
+

�
fa
f0

@Xa

@�

@Ya
@Ib

�
+

�
Ya
@Xa

@�

@fa=f0
@Ib

�
+
@f�10
@Ib

(4-25)

Lo cuál implica la ecuación:

fa
f0
fXa; Yag�Ib + Ya

�
Xa;

fa
f0

�
�Ib

=
fa
f0
Ya

�
@2Xa

@�@Ib
� @2Xa

@Ib@�

�
� @f�10

@Ib
(4-26)

Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., @
2Xa

@�@Ib
= @2Xa

@Ib@�
y que f con depende explici-

tamente de las ZA

fa
f0
fXa; Yag�Ib = 0 (4-27)

Segunda condición de integrabilidad

Aplicamos para:

@2F

@�@Eb
=

@2F

@Eb@�
(4-28)

donde el lado izquierdo viene de aplicar @
@� a (4� 16) y el lado derecho de

@
@Eb

a (4� 15)

@

@�

�
fa
f0
Ya
@Xa

@Eb
� Ib

f0

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@�@Eb

�
+

�
fa
f0

@Xa

@Eb
@Ya
@�

�
+

�
Ya
@Xa

@Eb
@fa=f0
@�

�
� Ib@f

�1
0

@�
(4-29)

@

@Eb

�
fa
f0
Ya
@Xa

@�
+
1

f0

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@Eb@�

�
+

�
fa
f0

@Xa

@�

@Ya
@Eb

�
+

�
Ya
@Xa

@�

@fa=f0
@Eb

�
+
@f�10
@Eb
(4-30)

Lo cual implica la ecuación:
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fa
f0
fXa; Yag�Eb + Ya

�
Xa;

fa
f0

�
�Eb

=
fa
f0
Ya

�
@2Xa

@�@Eb
� @2Xa

@Eb@�

�
� Ib@f

�1
0

@�
� @f�10

@Eb
(4-31)

Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., @2Xa

@�@Eb
= @2Xa

@Eb@�
y que f con depende explici-

tamente de las ZA

fa
f0
fXa; Yag�Eb = 0 (4-32)

Tercera condición de integrabilidad

Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma

@2F

@Eb@Ib
=

@2F

@Ib@Eb
(4-33)

donde el lado izquierdo viene de aplicar @
@Eb

a (4� 17) y el lado derecho de @
@Ib

a (4� 16)

@

@Ec

�
fa
f0
Ya
@Xa

@Ib

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@Ec@Ib

�
+

�
fa
f0

@Xa

@Ib
@Ya
@Ec

�
+

�
Ya
@Xa

@Ib
@fa=f0
@Ec

�
(4-34)

@

@Ib

�
fa
f0
Ya
@Xa

@Ec
� Ic

f0

�
=

�
fa
f0
Ya

@2Xa

@Ib@Ec

�
+

�
fa
f0

@Xa

@Ec
@Ya
@Ib

�
+

�
Ya
@Xa

@Ec
@fa=f0
@Ib

�
� �ac
f0
� Ic@f

�1
0

@Ib

(4-35)

Lo cual implica la ecuación:

fa
f0
fXa; YagEcIb + Ya

�
Xa;

fa
f0

�
EcIb

=
fa
f0
Ya

�
@2Xa

@Ec@Ib
� @2Xa

@Ib@Ec

�
+ Ic

@f�10
@Ib

+
�bc
f0

(4-36)

Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., @2Ea

@Xc@Y b
= @2Ea

@Y b@Xc y que f0;a no depende

explicitamente de las ZA

fa fXa; YagEcIb = �bc (4-37)

22



Cuarta condición de integrabilidad

Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma

@2F

@Eb@Ea
=

@2F

@Ea@Eb
(4-38)

donde el lado izquierdo viene de aplicar @
@Eb

a (4� 16) y el lado derecho de @
@Ea a (4� 16)

@

@Eb

�
fcYc

@Xc

@Ea
� Ia

f0

�
=

�
fa
f0
Yc

@2Xc

@Eb@Ea

�
+

�
fc
f0

@Xc

@Ea
@Yc
@Eb

�
+

�
Yc
@Xc

@Ea
@fc=f0
@Eb

�
+
�ab
f0
� Ia@f

�1
0

@Eb
(4-39)

@

@Ea

�
fcYc

@Xc

@Eb
� Ib

f0

�
=

�
fa
f0
Yc

@2Xc

@Ea@Eb

�
+

�
fc
f0

@Xc

@Eb
@Yc
@Ea

�
+

�
Yc
@Xc

@Eb
@fc=f0
@Ea

�
+
�ab
f0
� Ib@f

�1
0

@Ea
(4-40)

Lo cual implica la ecuación:

fc
f0
fXc; YcgEaEb+Yc

�
Xc;

fc
f0

�
EaEb

=
fc
f0
Yc

�
@2Xc

@Ea@Eb
� @2Xc

@Eb@Ea

�
�Ib@f

�1
0

@Ea
+Ia

@f�10
@Eb

(4-41)

Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., @2Xc

@Ea@Eb
= @2Xc

@Eb@Ea
y que f con depende

explicitamente de las ZA

fa
f0
fXc; YcgEaEb = 0 (4-42)

Quinta condición de integrabilidad

Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma

@2F

@Ib@Ia
=

@2F

@Ia@Ib
(4-43)

donde el lado izquierdo viene de aplicar @
@Ib

a (4� 17) y el lado derecho de @
@Ia a (4� 17)
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@

@Ib

�
fcYc

@Xc

@Ia

�
=

�
fa
f0
Yc

@2Xc

@Ib@Ia

�
+

�
fc
f0

@Xc

@Ia
@Yc
@Ib

�
+

�
Yc
@Xc

@Ia
@fc=f0
@Ib

�
(4-44)

@

@Ia

�
fcYc

@Xc

@Ib

�
=

�
fa
f0
Yc

@2Xc

@Ia@Ib

�
+

�
fc
f0

@Xc

@Ib
@Yc
@Ia

�
+

�
Yc
@Xc

@Ib
@fc=f0
@Ia

�
(4-45)

Lo cual implica la ecuación:

fc
f0
fXc; YcgIaIb + Yc

�
Xc;

fc
f0

�
IaIb

=
fc
f0
Yc

�
@2Xc

@Ib@Ia
� @2Xc

@Ia@Ib

�
(4-46)

Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., @
2Xc

@Ib@Ia
= @2Xc

@Ia@Ib

fa
f0
fXc; YcgIaIb = 0 (4-47)
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Capítulo 5

Interpretación estadística de las

métricas geometrotermodinámicas

Las propiedades termodinámicas de un sistema pueden ser obtenidas de las caracteristicas e

interacciones de sus partículas constituyentes a través de la física estadística. Mas la termod-

inámica puede jugar el papel inverso: dar información de un sistema microscópico. Una forma

en la cual podemos obtener este tipo de información es utilizando la teoría de �uctuaciones.

La importancia de estudiar la �uctuación de alguna propiedad termodinámica es que juega un

papel crucial en diversos fenómenos físicos y en las aplicaciones tecnológícas que de estos se

derivan. Las �uctuaciones son de particular importancia en sistemas a escala nanométrica; en

dichos sistemas afectan el rendimiento, dado que de ellas derivan variabilidades funcionales que

nos llevan a introducir ruido dentro de cualquier sistema. Como ejemplos tenemos el cálculo

de coe�cientes elásticos para medir la tensión y el estrés en dinámica de moléculas (Parrinello

[1982]) o simulaciones de Monte Carlo (Meyers et al. [2005]) en el cálculo de propiedades molares

en soluciones que provienen de la �uctuación de su concentración (Debenedetti [1987]); así como

el cálculo de la energía libre en interfaces solido-liquido (Amini y Laird [2008]), sólido-sólido

(Adland et al. [2013]).

El propósito central de esta tesis está contenido en este capítulo: ¿cómo podemos relacionar

las métricas de la GTD con distribuciones de probabilidad? La forma en la que lo hacemos es

llevando las métricas de la GTD, via un difeomor�smo, hacia una métrica que al ser proyectada
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al TES tiene la característica de ser Hessiana; siendo este el punto de partida para utilizarla

dentro de la aproximación Gaussiana de la teoría de �uctuaciones.

En la primera seccion de este capítulo examinamos la teoría de las �uctuaciones en su aprox-

imación Gaussiana (Landau y Lifshitz [1988]). La segunda sección presenta el difeomor�smo

entre la metrica G en (2� 7) y ~G de (4� 8). La tercera y cuarta sección exponen una discusión

sobre las soluciones, dando una solución general. Esta solución es explorada para el caso n = 2

obteniendo como resultados una clasi�cación de ella. La última sección presenta una aplicación

detallada para el caso de GIII , encontrando un difeomor�smo completo.

5.1. Teoría de �uctuaciones Gaussiana

Algunas propiedades de los sistemas termodinámicos aislados están completamente �jas por

leyes de conservación, otras pueden variar. Si un sistema permanece aislado por un largo tiem-

po, la termodinámica nos dice que las cantidades no conservadas dejan de variar y se mantienen

constantes, llegando a un estado de equilibrio termodinámico. Sin embargo, aún después de lle-

gar al equilibrio, ciertas propiedades no conservativas continúan variando en lapsos pequeños

(Mishin [2015]). Este tipo de variaciones continuas de un sistema en equilibrio es a lo que se

le llama �uctuaciones del equilibrio. Durante estas �uctuaciones cualquier propiedad física se

desvia de manera aleatoria de su valor promedio. La meta principal de la teoría de �uctua-

ciones es predecir una distribución de probabilidad para cualquiera de estas propiedades y sus

promedios al calcular elementos estadísticos de la distribución.

Para la entropía S en la ecuación de Boltzmann S = kB ln

1, una distribución de probabilidad

puede ser asociada cuando las temperaturas no son demasiado bajas o la variaciones no son

demasiado rápidas2. Esta distribución relaciona la desviación de una serie de magnitudes de sus

valores medios. Representando la desviación por los valores
�
E1; :::; En

�
, podemos asumir que

para un punto E0, donde la entropía S es máxima, esta distribución particular P
�
E1; :::; En

�
puede ser representada como una distribución de probabilidad de Gauss:

1kB corresponde a la constante de Boltzmann y 
 al número de microestados.
2A partir del principio de incertidumbre podemos deducir que T � ~=� , donde � es el tiempo de la variación

y T la temperatura del sistema.
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P
�
E1; :::; En

�
dE1:::dEn =

s
det g

(2�)n
exp

�
gabE

aEb
�
dE1:::dEn (5-1)

con

gab = �
1

2kB

@2S

@Ea@Eb

����
E0

(5-2)

donde a; b 2 f1; ::; ng. La ecuación (5� 2) es comunmente llamada la matriz de estabilidad.

Al contar con la distribución de probabilidad de Gauss podemos relacionar las �uctuaciones con

propiedades de equilibrio de un sistema termodinámico. Estadisticamente podemos determinar

la �uctuación cuadrática media de �:

D
(��)2

E
=

@�

@Ea
@�

@Eb
gab; (5-3)

donde � es una función cualquiera � = �
�
E1; ::; En

�
y gab es la inversa de la matriz de es-

tabilidad. Es a partir de la ecuación (5� 3) que se destaca una relación de �uctuaciones con

elementos que pueden ser calculados por el formalismo estandar de termodinámica.

5.2. Ecuaciones del difeomor�smo �

En esta sección exponemos el segundo cálculo fundamental de esta tesis. La primera parte de

la relación entre la métrica G dada en (2� 7) y la métrica ~G formulada en (4� 8), a nivel de

las 1�formas ~� y �, fue expuesta en el capitulo anterior. Dicha relación es completada ahora

dando el difeomor�smo � entre ambas métricas con la condición de preservar la estructura de

contacto. La relación que ahora cobra fuerza es aquella entre habdEa
dIb de G y �abdXa
dY b

de ~G ; estas relaciones nos conducen a un conjunto de ecuaciones que al resolverlas nos permiten

encotrar Xa como Xa = Xa
�
ZA
�
y a Y a como Y a = Y a

�
ZA
�
. En consecuencia la integración

de F = F
�
ZA
�
es garantizada si se cumplen las relaciones (4� 10) y (4� 11). A continuación

presentamos el calculo del difeomor�smo completo � aplicado entre las métricas G y ~G al

realizar una a�rmación.

AFIRMACIÓN 2: Sea � : T �! T un difeomor�smo de � :
�
ZA
	
�!

n
Z
~A
o
con Z

~A =

fF;Xa; Y ag y ZA = f�; Ea; Iag, donde a 2 f1; :::; ng. Tomando la 1�forma de contacto en las

coordenadas ZA como � = d� � IadE
a y la 1�forma de contacto ~� = f0dF � faYadX

a con
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f0;a = f0;a (F;X
a; Y a) en las coordenadas Z ~A. Construyamos la métrica ~G = ~�
 ~�+�abdXa


dY b y la métrica G = � 
 � + habdE
a 
 dIb, con hab = hab (�; E

a; Ia) diagonal e invariante

de Legendre.

Entonces las (2n+ 1) (n+ 1) ecuaciones del difeomor�smo G
�
= ~G puede ser escritas como:

[Xc; Yc]�Ea = [X
c; Yc]�Ia = [X

c; Yc]EaEb = [X
c; Yc]�� = [X

c; Yc]IaIb = 0 (5-4)

[Xc; Yc]EaIb = hab (5-5)

con:

[Xc; Yc]ZAZB =
@Xc

@ZA
@Yc
@ZB

+
@Xc

@ZB
@Yc
@ZA

(5-6)

5.2.1. Calculo de las ecuaciones del difeomor�smo �

Escribamos G
�
= ~G como

GZAZBdZ
A 
 dZB = G

Z ~AZ ~B

@Z
~A

@ZA
@Z

~B

@ZB
dZA 
 dZB

= ~�
 ~� + �ab

�
@Xa

@ZA
@Y b

@ZB
+
@Xa

@ZB
@Y b

@ZA

�
dZA 
 dZB (5-7)

= (HZAHZB + [X
a; Ya]ZAZB ) dZ

A 
 dZB

con

[Xc; Yc]ZAZB =
@Xc

@ZA
@Yc
@ZB

+
@Xc

@ZB
@Yc
@ZA

(5-8)

y

HZA = f0
@F

@ZA
� faYa

@Xa

@ZA
; (5-9)

que ya han sido calculadas en (4� 14).

Ahora tomemos las ecuaciones componente por componente:
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1 = H�H� + [X
c; Yc]�� = 1 + [X

c; Yc]�� (5-10)

�Ia = H�HEa + [X
c; Yc]�Ea = �I

a + [Xc; Yc]�Ea (5-11)

0 = H�HIa + [X
c; Yc]�Ia = [X

c; Yc]�Ia (5-12)

IaIb = HEaHEb + [X
c; Yc]EaEb = IaIb + [Xc; Yc]EaEb (5-13)

0 = HIaHIb + [X
c; Yc]IaIb = [X

c; Yc]IaIb (5-14)

hab = HEaHIb + [X
c; Yc]EaIb = [X

c; Yc]EaIb (5-15)

De las cuales concluimos:

[Xc; Yc]�� = [X
c; Yc]�Ea = [X

c; Yc]�Ia = [X
c; Yc]EaEb = [X

c; Yc]IaIb = 0 (5-16)

hab = [X
c; Yc]EaIb : (5-17)

El número de ecuaciones en (5� 16) y (5� 17) es calculado de la siguiente manera: 1 ecuación

para [Xc; Yc]��, n ecuaciones para [X
c; Yc]�Ea y [X

c; Yc]�Ia ;
n(n+1)
2 ecuaciones para [Xc; Yc]EaEb

y [Xc; Yc]IaIb ; n
2 ecuaciones para [Xc; Yc]EaIb .

5.3. Soluciones lineales

Con el proposito de resolver las ecuaciones (5� 4) y (5� 5) planteamos primero las soluciones

de tipo lineal.

Xc = �c�+ �cdE
d +  cdI

d (5-18)

Y c = �c�+ "cdE
d + 
cdI

d (5-19)

donde �c; �cd;  
c
d; �

c; "cd; 

c
d 2 R son constantes a determinar. Estas constantes debemos de uti-

lizarlos en el sistema de ecuaciones [Xc; Yc]ZAZB . De tal forma que tenemos 2n (2n+ 1)
3 con-

3El conteo es de la siguiente forma: n constantes para �c y �c; n2 para �cd,  
c
d, "

c
d y 


c
d.
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stantes a determinar para (2n+ 1) (n+ 1) ecuaciones (5� 4) y (5� 5).

Aplicando (5� 18) y (5� 19) a (5� 5) tendremos:

hab = [X
c; Yc]EaIb = �ca
cb +  

c
a"cb: (5-20)

La ecuación (5� 20) implicaria que hab es una constante, de tal forma que no corresponde con

ninguna de las métricas de la GTD. Más aún, si utilizamos la condición de integrabilidad

tendriamos:

�ab = fc fXc; YcgEaIb = fc (�
c
a
cb �  ca
cb) ; (5-21)

lo cuál implicaria que las fc son tambien una constantes.

Este tipo de soluciones es una guia para buscar soluciones que realmente sean compatibles con

las métricas de la GTD. El método a aplicar consistirá en buscar una solución que nos pueda

producir dichas métricas.

5.4. Soluciones más generales aplicables a las métricas de la

GTD

Las soluciones lineales nos han demostrado que no todos los difeomor�smos pueden ser aplicables

a las métricas (2� 5) o (2� 6). La clave para construirlas esta en tomar a hab = �abE
aIb4.

Tendremos que para hab en el lado izquierdo de (5� 5) habra que encontrar relaciones Xa =

Xa
�
ZA
�
y Y a = Y a

�
ZB
�
del lado derecho que contengan a los elementos �abE

aIb. Este tipo

de soluciones las denominamos como los difeomor�smos generales:

Xc = �cabed (E
a)m

�
Eb
�n
(Ie)(1�r)

�
Id
�(1�s)

+ �c�+ �cdE
d +  cdI

d; (5-22)

Y c = 	cabed (E
a)(1�m)

�
Eb
�(1�n)

(Ie)r
�
Id
�s
+ �c�+ "cdE

d + 
cdI
d; (5-23)

donde �c; �cd;  
c
d; �

c; "cd; 

c
d;�

c
abed;	

c
abed 2 R son constantes a determinar.

4Para n = 2 corresponde a una matriz hab =
�
�11E

1I1 + �12E
2I2 0

0 �12E
1I1 + �22E

2I2

�
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5.4.1. Clasi�cación de las soluciones generales

Inmediatamente nos podemos preguntar si los difeomor�smos (5� 22) y (5� 23) tienen alguna

otra cualidad que nos pueda auxiliar en la busqueda de soluciones. La respuesta viene dada

en que nos permite hacer una clasi�cación basandonos en las potencias m, n, r y s; las cuales

podemos caracterizarlas por el vector de clasi�cación q = (m;n; r; s). La importancia de citada

clasi�cación se encuentra al realizar el cálculo de los paréntesis (5� 4) y (5� 5).

En la práctica, nosotros obtuvimos todos los sistemas (5� 4)-(5� 5) y los (4� 10)-(4� 11)

para el caso n = 2 utilizando un lenguaje de cálculo simbólico, los detalles del mismo pueden

ser encontrados en el anexo 2. El número de ecuaciones generadas ascendió a 4; 517; más dentro

de ellas aparecierón patrones de semejanza; tomando combinaciones de las constantes �cabed y

	cabed; permitiendo reducir el sistema. Observamos que el número de reducciones depende de

los tipos de clasi�caciónes q = (m;n; r; s).

De todos los tipos de sistemas, aquellos que permiten obtener métricas del tipo (2� 5) se

obtienen solamente de clasi�caciones que cumple con el criterio

m+ n = 2;

r + s = 2; (5-24)

o con el criterio

m+ n = 0;

r + s = 0: (5-25)

De tal forma que para construir elecciones de (5� 22) y (5� 23) que nos lleven a la métrica

(2� 5) deberemos de seleccionar una clasi�cación q = (m;n; r; s) ya sea por el criterio (5� 23)

o por el criterio (5� 24); para �nalmente resolver un sistema de ecuaciones que consta de

combinaciones de las constantes �cabed y 	
c
abed.

El sistema de más fácil solución es aquel que corresponde a q = (1; 1; 1; 1). Este sistema sólo

contiene elementos de los paréntesis [Xc; Yc]EaIb ; mientras que el resto son identicamente cero.

Las siguiente clasi�cación de interés corresponden a q = (m;n; 1; 1); para esta clasi�cación las
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ecuaciones que provienen del paréntesis [Xc; Yc]IaIb son identicamente cero; lo cual representa

una reducción importante en el número de ecuaciones a resolver.

5.4.2. Como encontrar difeomor�smos utilizando la solución general

A este punto daremos un algoritmo que permite la elección difeomor�smos correctos que solu-

cionen las métricas de la GTD. Asi mismo daremos un ejemplo de su uso.

La construcción de soluciónes generales se puede resumir en el siguiente algorítmo:

1. Selección de constantes �cabed y 	
c
abed en (5� 5) de tal manera que las potencias asociadas

en (5� 22) y (5� 23) correspondan a las �abEaIb de la métrica deseada.

2. Realizar el cálculo de los paréntesis (5� 4) para los coe�cientes �cabed y 	cabed seleccionados

en el paso 1.

3. Determinar el vector de clasi�cación q = (m;n; r; s) de tal manera que las ecuaciones

encontradas en el paso 1 y 2 sean consistentes o puedan reducirse.

5.4.3. Como generar una solución para GIII

El ejemplo seleccionado es el caso hab =

0@ E1I1 0

0 E2I2

1A de tal manera que �22 = �11 = 1;

cero para los demas casos.

Los coe�cientes que nos regresan la forma deseada en (5� 4) son: �11111,	11111, �21111 y 	21111
para la parte E1I1 y �12222,	

1
2222, �

2
2222 y 	

2
2222 que corresponden a E

2I2; de tal forma que

[Xc; Yc]E1E1 = !11�11E
1I1 + !1ab�cdE

aIbEcId (5-26)

[Xc; Yc]E2E2 = !22�22E
2I2 + !2ab�cdE

aIbEcId (5-27)

con,
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!22 = !11 = (m+ n) (r + s)� (m+ n� 2) (r + s� 2) ; (5-28)

�11 = �11111	
1
1111 +�

2
1111	

2
1111; (5-29)

�22 = �12222	
1
2222 +�

2
2222	

2
2222; (5-30)

y la parte �cd = �cd (�
c
abed;	

c
abed) 6= �11, es decir la combinación especial �11 no aparece en

ningún otra �cd. De igual manera las potencias a, b, c y d son tales que ninguna de sus com-

binacines nos da la E1I1 o el E2I2. Para el paso 2 del algoritmo debemos utilizar �11111,	
1
1111,

�21111 y 	
2
1111 en (5� 4); el resultado para [Xc; Yc]E1E1 es,

[Xc; Yc]E1E1 = �11�11
�
I1
�2
+ �ab�cdE

aIbEcId (5-31)

con,

�11 = � (m+ n) (m+ n� 2) ; (5-32)

mientras que para [Xc; Yc]I1I1 tenemos

[Xc; Yc]I1I1 = �11�11
�
E1
�2
+ �ab�cdE

aIbEcId; (5-33)

con

�11 = � (r + s) (r + s� 2) . (5-34)

Si ahora tomamos �12222,	
1
2222, �

2
2222 y 	

2
2222 en (5� 4); el resultado para [Xc; Yc]E2E2 es,

[Xc; Yc]E2E2 = �22�22
�
I2
�2
+ �ab�cdE

aIbEcId (5-35)

que le corresponde,

�22 = � (m+ n) (m+ n� 2) ; (5-36)

Finalmente para [Xc; Yc]I2I2 se obtiene,
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[Xc; Yc]I2I2 = �22�22
�
E2
�2
+ �ab�cdE

aIbEcId; (5-37)

cuyo coe�ciente

�22 = � (r + s) (r + s� 2) . (5-38)

Para completar el paso tres debemos de generar una vista completa del susbsitema de ecuaciones

que estamos estudiando:

!11�11E
1I1 = �11 (5-39)

!22�22E
2I2 = �22 (5-40)

�11�11
�
I1
�2

= 0 (5-41)

�11�11
�
E1
�2

= 0 (5-42)

�22�22
�
I2
�2

= 0 (5-43)

�22�22
�
E2
�2

= 0 (5-44)

una simple inspección nos muestra que la elección �11 = �22 = 0 no es consistente; de tal forma

que deberemos tener �11 = �11 = �22 = �22 = 0. La elección de los coe�cientes que mantienen

la consistencia nos da los criterios (5� 24) y (5� 25). De esta forma hemos mostrando que este

caso particular de la métrica (2� 5) cumple con la aseveración antes mencionada.

5.5. Difeomor�smo � con Xa = Xa (Ea) y Y a = Y a (Ia)

En esta sección presentamos un difeomor�smos nos permiten combinar las condiciones de inte-

grabilidad (4� 10) y (4� 11) con las ecuaciones del difeomor�smo (5� 4) y (5� 5). Analizamos

los difeomor�smo del tipo

Xa = Xa (Ea) (5-45)

Y a = Y a (Ia) ; (5-46)
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a partir de ellos presentamos un conjunto uni�cado de ecuaciones que permite integrar F . El

contenido principal de esta sección está dada por la siguiente a�rmación.

AFIRMACIÓN 3: Sea � : T �! T un difeomor�smo de � :
�
ZA
	
�!

n
Z
~A
o
con Z

~A =

fF;Xa; Y ag y ZA = f�; Ea; Iag donde a 2 f1; :::; ng con Xa = Xa (Ea) y Y a = Y a (Ia).

Tomando la 1�forma de contacto en las coordenadas ZA como � = d�� IadEa y la 1�forma

de contacto ~� = dF � faYadX
a con f1 = f1

�
X1; Y 1

�
, f2 = f2

�
X2; Y 2

�
, :::; fn = fn (X

n; Y n)

en las coordenadas Z ~A; construyamos la métrica ~G = ~� 
 ~� + �abdX
a 
 dY b y la métrica

G = �
�+habdEa
 dIb, con hab = hab (E
a; Ia) diagonal e invariante de Legendre. Entonces

las ecuaciones del difeomor�smo � se cumplen si:

(Xa; Y a)EaIb = hab (5-47)

con:

�
Xa; Xb

�
ZAZB

=
@Xa

@ZA
@Xb

@ZB
(5-48)

5.5.1. Reducción de la condición de integrabilidad y las ecuaciones del difeo-

mor�smo para � con Xa = Xa (Ea) y Y a = Y a (Ia)

La reducción es una aplicación directa del difemor�smo (5� 45) y (5� 46) con la suposición

de que f0 = 1 y fa = fa (X
a; Y a)5 . Aplicando directamente a (4� 10)-(4� 11) :

fc fXc; Y cg�Eb = fc fXc; Y cg�Ib = 0; (5-49)

debido a que @Y c

@� = @Xc

@� = 0. La otra parte,

fc fXc; Y cgEaEb = fc fXc; YcgIaIb = 0, (5-50)

5Como ejemplo, para n = 1 nos indica

f1 = f1
�
X1; Y 1� ;

X1 = X1 �E1� ;
Y 1 = Y 1 �I1� :
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se reducen debido a @Y c

@Ea =
@Xc

@Ia = 0. Finalmente tendremos:

fc fXc; YcgEaIb = fa
@Xa

@Ea
@Y a

@Ia
= fa

�
@Xa

@Ea
@Y a

@Ia

�
(5-51)

Este mismo escenario lo tenemos para las relaciones (5� 4)-(5� 5), de tal manera que

[Xc; Yc]�� = [X
c; Yc]�Ea = [X

c; Yc]�Ia = [X
c; Yc]EaEb = [X

c; Yc]IaIb = 0; (5-52)

donde las primeras tres se deben a que las Xa y Y a no dependen de �; las siguientes dos se

cancelan debido a la dependencia de las Xa y las Y a. La ecuacion restante se reduce a

[Xc; Yc]EaIb =
@Xa

@Ea
@Y a

@Ia
= haa (5-53)

Utilizando la condición de integrabilidad (5� 51) con la ecuación del difeomor�smo (5� 53),

llegamos a una relación entre los componentes de la métrica y las fa:

hab =
�ab
fb
: (5-54)

5.5.2. Aplicación a la métrica GIII

Utilizando la a�rmación 3 y resolviendo sus ecuaciones (5� 47), podemos encontrar la trans-

formación correcta para GIII . Dicho difeomor�smo relaciona las métricas G y ~G; preservando

el contactomor�smo y permitiendonos integrar F .

RESULTADO 1: Sea � : T �! T un difeomor�smo de � :
�
ZA
	
�!

n
Z
~A
o
con Z

~A =

fF;Xa; Y ag y ZA = f�; Ea; Iag donde a 2 f1; :::; ng; dado por

F =
�

2k + 2
(5-55)

Xa =
(Ea)2k+2

2k + 2
(5-56)

Y a =
(Ia)2k+2

2k + 2
: (5-57)
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Entonces � transforma la métrica

GIII = �
�+ �ab
�
EaIb

�2k+1
dEa 
 dIb (5-58)

a la métrica

~G = ~�
 ~� + �abdX
a 
 dY b; (5-59)

donde

� = d�� IadEa (5-60)

y

~� = dF � faYadXa (5-61)

con

fa =
1h

(2k + 2)2XaY a
i 2k+1
2k+2

: (5-62)

Demostración de la relación entre ~G y GIII

A partir de la a�rmación 3, utilizamos en ella la de�nición de la métrica (5� 58), de tal forma

que hab = �ab
�
EaIb

�2k+1
. La ecuación (5� 47) es especi�camente,

(Xa; Y a)EaIa =
@Xa

@Ea
@Y a

@Ia
= (EaIa)2k+1 : (5-63)

donde aclaramos que no hay suma para indices repetidos.

La solución a (5� 63) es dada por

Xa =
(Ea)2k+2

2k + 2
(5-64)

Y a =
(Ia)2k+2

2k + 2
. (5-65)
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Por otro lado tenemos la relación (5� 54), que para esta métrica adquiere la forma

1

fa
= (EaIa)2k+1 ; (5-66)

Utilizando el difeomor�smo (5� 56) y (5� 57) podemos expresar estas funciones como:

fa =
1h

(2k + 2)2XaY a
i 2k+1
2k+2

: (5-67)

Finalmente podemos integrar F a partir de la preservación de la forma de contacto,

~� = dF � Ia
2k + 2

dEa (5-68)

=
1

2k + 2
(d�� IadEa) (5-69)

de donde seleccionamos

F =
�

2k + 2
: (5-70)
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Capítulo 6

Conclusiones

Revisiones sobre la teoría de �uctuaciones termodinámicas que incluyen los conceptos de covari-

anza y consistencia han sido realizados al incorporar el lenguaje de geometría de Riemann a ella

(Ruppeiner [1995]). En otra linea de pensamiento, la incorporación directa de las �uctuaciones

a los postulados de la termodinámica ha sido presentada por los trabajos de (Mishin [2015]).

En nuestro trabajo seguimos ambas lineas de acción al incorporar las métricas de la GTD a la

teoría de �uctuaciones.

Nuestro trabajo muestra principalmente la relación entre las metricas (2� 7) y (4� 8) a partir

de un contactomor�mo � que relaciona las estructuras de contacto de�nidas por las 1� formas

(2� 1) y (4� 9). Encontramos que las soluciones generales a las ecuaciones del difemor�smo �

Xc = �cabed (E
a)m

�
Eb
�n
(Ie)(1�r)

�
Id
�(1�s)

+ �c�+ �cdE
d +  cdI

d; (6-1)

Y c = 	cabed (E
a)(1�m)

�
Eb
�(1�n)

(Ie)r
�
Id
�s
+ �c�+ "cdE

d + 
cdI
d; (6-2)

pueden ser clasi�cadas acorde a las potencias m, n , r y s. Dicha clasi�cación es utilizada dentro

de un algoritmo de solución para obtener un sistema de ecuaciones en la que los coe�cientes

�cabed y 	
c
abed correspondan a aquellos de un tipo particular de las métricas de la GTD; generan-

do una solución consistente que permita integrar la función F a partir de las condiciones de

integrabilidad (4� 10) y (4� 11).
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Para incoporar una estructura de Riemann a la teoría de �uctuaciones Gaussianas, notamos

que la métrica (4� 8) se le puede asociar la métrica proyectada

~g =
1

2

�
(f0 � fa) (f0 � fb)

@F

@Xa

@F

@Xb
+

@2F

@Xa@Xb

�
dXadXb; (6-3)

suponiendo que se cumple la primera ley de la termodinámica ~'� (dF � YadXa) = 0 en el

espacio de equilibrio F . Es claro que los encajes ' y ~' no necesariamente deben ser identicos.

Concluimos que la GTD exige que la mera función F sea un potencial termodinámico con un

extremo que corresponde a la segunda ley de la termodinámica. La condición anterior reduce

la métrica (6� 3) a

~g =
@2F

@Xa@Xb
dXadXb; (6-4)

que es una métrica Hessiana. Podemos utilizar la relación (6� 4) directamente en la teoría de

�uctuaciones Gaussinas debido a que ella cumple con los requerimientos matemáticas necesarias.

Vemos entonces que el contexto físico debe ser incorporado dentro de la estructura como un

limite de aplicabilidad. Esto es similar a el limite establecido para la teoría de �uctuaciones

Gaussiana al restringirse a aquellas que no sean �uctuaciones cuánticas. Concluimos:

La interpretación física se traduce a encontrar estos limites, para lo cual requerimos de infor-

mación para la función F .

A este punto recordamos que una expresión para F puede ser obtenida via el difeomor�smo �.

En particular nosotros la hemos encontrado para la métrica GIII

F =
�

2k + 2
; (6-5)

junto con las relaciones

Xa =
(Ea)2k+2

2k + 2
; (6-6)

Y a =
(Ia)2k+2

2k + 2
: (6-7)

Es de esta manera que con las herramientas desarrolladas en este trabajo hemos encontrado
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una forma particular de F .

En conclusion, la posibilidad de encontar soluciones nos motiva a examinar las diferentes métri-

cas de la GTD con las herramientas propuestas en esta tesis. Tales nuevas soluciones nos lle-

varian a encontrar relaciones físicas claras a partir de la forma de los difeomor�smos teniendo

en mente la conexión con la teoría de �uctuaciones.
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Apéndice A

Propiedades Geométricas del TPS

En este apendice damos fórmulas para el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Añadimos además

una descripción detallada de los objetos geométricos relacionados con cada una de las métricas

de la GTD. Los objetos matemáticos a mostrar son: los elementos de cada métrica y su inversa;

las ecuaciones geodésicas para cada métrica; formulas explicitas para los simbolos de Christo¤el

de cada métrica. En base a estos objetos mostramos el tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el

tensor de Einstein para cada una de estas métricas.

Presentamos las diferentes fórmulas en las que basamos los cálculos. En todas ellas utilizamos a

g denota la métrica de Riemann. La regla estándar para calcular los símbolos de Christo¤el

�cab

�cab =
1gcd

2
(@bgda + @agbd � @dgab) : (A-1)

Para calcular el tensor de Ricci Rab utilizamos estos símbolos,

Rab = @d�
d
ab �rb (@a (log

p
g))� �dbe�eda: (A-2)

El escalar de curvatura R es calculado utilizando contracción con la métrica.

R = gabRab: (A-3)

Las ecuaciones geodésicas pueden ser calculadas de manera directa utilizando el "Lagrangian"LG
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asociado a la métrica

LG = L1 =
�
_�� �abIa _Eb

�2
+ hcd _E

c _Id; (A-4)

y las ecuaciones de Euler -Lagrange

d

d�

�
@LG
@ _q

�
� @LG

@q
= 0; (A-5)

el punto denota diferenciación con respecto de un parámetro afín � y q son las coordenadas, en

este caso q 2 f�; Ia; Eag con a 2 f1; :::; ng. Finalmente la formula utilizada para el tensor de

Einstein E;

Eab = Rab �
1

2
gabR: (A-6)

A.1. Objetos de la métrica GIII

La métrica con la que trabajamos es

GIII =
�
d�� �cdIcdEd

�2
+ ��ab

�
EaIb

�2k+1
dEadIb; (A-7)

donde � es una constante y k 2 Z.

A.1.1. Componentes de la métrica GIII

Los componentes de la métrica están dados por:

GIII�� = 1; (A-8)

GIII�Ea = �Ia; (A-9)

GIIIEaEb = IaIb; (A-10)

GIIIEaIb =
�

2
�ab

�
EaIb

�2k+1
= 2��1a �ab: (no suma) (A-11)

Utilizandoles podemos inferir el determinate,

detGIII = (�1)n
��
�

2

�n nQ
�
(E�I�)2k+1

�2
=

��
��
2

�n �
�ni E

iIi
�2k+1�2

: (A-12)
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Además tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversa:

�
GIII

���
= 1; (A-13)�

GIII
��Ia

=
2

�

Ia

(EaIa)2k+1
= 2Ia�a; (no suma) (A-14)

�
GIII

�EaIb
=

2

�
�ab

1

(EaIb)
2k+1

= 2�ab�a: (no suma) (A-15)

A.1.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica GIII

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

_�� �cdIc _Ed = C�; (A-16)

� (Ic)2k+1
d

d�

h
(Ec)2k+1 _Ec

i
+ 2C� _E

c = 0; (A-17)

� (Ec)2k+1
d

d�

h
(Ic)2k+1 _Ic

i
� 2C� _Ic = 0; (A-18)

recordamos que le punto denota diferenciación con respecto a el parámetro afín � y C� es una

constante. Las soluciones paramétricas con respecto a � son:

Ec = Ec0 exp

�
� �

�c0

�
; (A-19)

Ic = Ic0 exp

�
�

�c0

�
; (A-20)

� = ���+ �0: (A-21)

Las constantes de�nidas en las ecuaciones previas están dadas por:
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�c0 =
�(k + 1)

C�
(Ec0I

c
0)
2k+1 ; (A-22)

�� = C� �
X
c

Ec0I
c
0

�c0
: (A-23)

Utilizando las ecuaciones (A� 19) � (A� 21), tambien podemos encontrar las primeras inte-

grales

C� = _�� �cdIc _Ed (A-24)

Cc = (IcEc)2k+1 _Ec _Ic = �
"
(Ec0I

c
0)
k+1

�c0

#2
(A-25)

A.1.3. Simbolos de Christo¤el para la metrica GIII

En este caso los símbolos son:

�E
b

�Eb =
1

� (EbIb)
2k+1

= �b (A-26)

�E
b

EaEb =

�
2k + 1

Ea
�ab � 2Ia�b

�
(A-27)

�I
b

IaIb =
2k + 1

Ia
�ab (A-28)

�I
b

EaIb = Ia�b (A-29)

�I
b

�Ib = ��b (A-30)

��IaEb = �1
2
�ab (A-31)

��EaEb =

�
Ia
2k + 1

Eb
�ab � IaIa (�a + �b)

�
(no suma) (A-32)

���Eb = Ib�b: (no suma) (A-33)

A.1.4. Tensor de Ricci para la métrica GIII

Los componentes para el tensor son:
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R�� = �R (A-34)

R�Ib = �
2k + 1

Ib
�b (A-35)

R�Eb =
2k + 1

Eb
�b + I

bR (A-36)

RIaIb = 0 (A-37)

REaIb = ��a�ab + Ia
2k + 1

Ib
�b (A-38)

REaEb = �IaIb
�
2k + 1

IaEa
�a +

2k + 1

IbEb
�b +R

�
(A-39)

donde R es el escalar de curvatura que de�niremos en la siguiente sección.

A.1.5. Escalar de Ricci para la métrica GIII

El escalar de curvatura está dado por:

R = �R�� = �2
nX
d

�2d (A-40)

A.1.6. Tensor de Einstein para la métrica GIII

Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:

EIII�� = �
3

2
R (A-41)

EIII�Ib = �
2k + 1

Ib
�b (A-42)

EIII�Eb =

�
2k + 1

Eb
�b +

3

2
IbR

�
(A-43)

GEIaIb = 0 (A-44)

EIIIEaIb =

�
� (�a +R) �ab + Ia

2k + 1

Ib
�b

�
(A-45)

EIIIEaEb = �IaIb
�
2k + 1

IaEa
�a +

2k + 1

IbEb
�b +

3

2
R

�
(A-46)
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A.2. Objetos de la métrica GI

La métrica con GI es invariante ante transformaciones totales de Legendre. Ha sido utilizada

para trabajar con agujeros negros en GTD. La métrica es de�nida como:

GI =
�
d�2 � �abIadEb

�2
+ �

�
�ehdE

edIh
�
; (A-47)

donde � =
�
�cdE

cId
�
.

A.2.1. Componentes de la métrica GI

Desde la de�nición de la métrica podemos observar que algunos de sus componentes son iguales

a los de la métrica GIII . Los componentes están dados por las siguientes relaciones:

GI�� = 1 (A-48)

GI�Ea = �Ia (A-49)

GIEaEb = IaIb (A-50)

GIEaIb =
�

2
�ab (A-51)

De ellas podemos inferir el determinate,

detG = (�1)n (�)2n : (A-52)

Además tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversa:

�
GI
���

= 1 (A-53)�
GI
��Ia

= 2
Ia

�
(A-54)�

GI
�EaIb

= 2
�ab
�
: (A-55)
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A.2.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica GI

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

_�� �abIa _Eb =
C�
2

(A-56)

d

d�

�
� _En

�
+ c� _E

n � En
�
�eh _E

e _Ih
�
= 0 (A-57)

d

d�

�
� _In

�
� c� _In � In

�
�eh _E

e _Ih
�
= 0; (A-58)

A.2.3. Simbolos de Christo¤el para la metrica GI

En este caso los símbolos son:

�E
c

�Eb =
�cb
�

(A-59)

�E
c

EaEb = � 1

2�

�
Ib�ac + I

a�cb

�
(A-60)

�E
c

EaIb =
1

2�

�
Eb�ca � Ec�ab

�
(A-61)

�I
c

�Ib = ��cb
�

(A-62)

�I
c

EaIb =
1

2�
(3Ia�bc � Ic�ab) (A-63)

�I
c

IaIb =
1

2�

�
Eb�ac + E

a�bc

�
(A-64)

���Eb =
Ib

�
(A-65)

��EaIb =
IaEb

2�
� �ab (A-66)

��EaEb = �I
bIa

�
(A-67)

A.2.4. Tensor de Ricci para la métrica GI

Los componentes para el tensor son:
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R�� = �2n
�
1

�

�2
(A-68)

R�Eb = (3n� 2) Ib
1

�2
(A-69)

R�Ib = � (n� 2)
Eb

�2
(A-70)

REaIb = +

�
(4� 3n) ��ab +

1

2
(5n� 7)EbIa

�
1

�2
(A-71)

REaEb = �
5

2
(n� 1) I

aIb

�2
(A-72)

RIaIb =
3

2
(n� 1)EbEa 1

�2
(A-73)

A.2.5. Escalar de Ricci para la métrica GI

El escalar de curvatura está dado por:

R = �2 [n+ (3n� 1) (2n� 3)] 1
�2

(A-74)

A.2.6. Tensor de Einstein para la métrica GIII

Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:

EI�� = r1
1

�2
(A-75)

EI�Eb = �r2I
b 1

�2
(A-76)

EI�Ib = �r3E
b 1

�2
(A-77)

EIEaEb = r4I
aIb

1

�2
(A-78)

EIEaIb =
�
r6�ab� + r5E

bIa
� 1

�2
(A-79)

EIIaIb = r7E
aEb

1

�2
; (A-80)

donde utilizamos los siguiente polinómios:
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r1 = �n+ (3n� 1) (2n� 3) (A-81)

r2 = (2n� 1) (3n� 5) (A-82)

r3 = (n� 2) (A-83)

r4 =
1

2
(2n+ 5 + 3 (4n� 1) (n� 2)) (A-84)

r5 =
1

2
(5n� 7) (A-85)

r6 =
1

2
(n+ (n� 1) (6n� 11)) (A-86)

r7 =
3

2
(n� 1) (A-87)

A.3. Objetos de la métrica GII

La métrica con la que trabajamos es

GII =
�
d�2 � �abIadEb

�2
+ �

�
�ehdE

edIh
�
; (A-88)

donde � = �cdE
cId y � = �abE

aIb.

A.3.1. Componentes de la métrica GII

Los componentes de esta métrica no distan mucho en su de�nición de aquellos de la métrica

GI , el componente distintivo es GII
EaIb

. Los componentes son:

GII�� = 1 (A-89)

GII�Ea = �Ia (A-90)

GIIEaEb = IaIb (A-91)

GIIEaIb =
�

2
�ab (A-92)

Utilizandoles podemos inferir el determinate,
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detG = (�1)n (�)2n : (A-93)

Además tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversa:

�
GII

���
= 1 (A-94)�

GII
��Ia

= 2
I��a�
�

(A-95)�
GII

�EaIb
= 2

�ab
�
: (A-96)

A.3.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica GIII

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

_�� �abIa _Eb =
C�
2

(A-97)

d

d�

�
� _Ec

�
+ �cc� _E

c � �cEc
�
�ab _E

a _Ib
�
= 0 (A-98)

d

d�

�
� _Ic

�
� �cc� _Ic � �cIc

�
�ab _E

a _Ib
�
= 0; (A-99)

donde C� es una constante y utilizamos la notación �c para el elemento diagonal de ��� .

A.3.3. Simbolos de Christo¤el para la metrica GIII

En este caso los símbolos son:
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�E
c

�Eb =
�cb
�

(A-100)

�E
c

EaIb =
1

2�

�
Eb�ca � Ec�c�ab

�
(A-101)

�E
c

EaEb =
1

2�

h
Ib (�ac � 2�ac) + Ia (�bc � 2�bc)

i
(A-102)

�I
c

IaIb =
1

2�

�
Eb�ca + E

a�cb

�
(A-103)

�I
c

EaIb =
1

2�
[Ia (�bc + 2�cb)� Ic�c�ab] (A-104)

�I
c

�Ib = ��cb
�

(A-105)

��EaIb =
1

2�

�
EbIa � (��ab + ��ab)

�
(A-106)

���Eb =
Ib�b
�

(A-107)

��EaEb = (1� �a � �b) IaIb
1

�
(A-108)

A.3.4. Tensor de Ricci para la métrica GIII

Los componentes para el tensor son:

R�� = �2n
�
1

�

�2
(A-109)

R�Eb = ((n� 2) �b + 2n)
Ib

�2
(A-110)

R�Ib = � (n� 2) �b
Eb

�2
(A-111)

REaIb =

0BBB@
�
�n
2 (�ab + �ab) + 2�ab

�
�

+ (n� 2)
�
EbIa�b � �

2 (3�ab + �ab)
�

+(n� 1)
�
3
2E

bIa
�

1CCCA 1

�2
(A-112)

REaEb = �
�
(n� 2) (�a + �b)�

1

2
(n+ 3)

�
IaIb

�2
(A-113)

RIaIb =
3

2
(n� 1)EbEa 1

�2
(A-114)

donde R es el escalar de curvatura que de�niremos en la siguiente sección.
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A.3.5. Escalar de Ricci para la métrica GIII

El escalar de curvatura está dado por:

R = �2n (2n� 5) 1
�2
+ 2 [3 (n� 1)� (n� 2) (4n� 1)] �

�3
(A-115)

A.3.6. Tensor de Einstein para la métrica GIII

Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:

EII�� =

0@ n (2n� 7) �

+ (2n� 1) (2n� 5)�

1A 1

�2
(A-116)

EII�Ib = � (n� 2) �b
Eb

�2
(A-117)

EII�Eb =

0@ (n (2n� 7)� (n� 2) �b) �

+ (2n� 1) (2n� 5)�

1A Ib

�3
(A-118)

EIIEaIb = +

0BBB@
�
�n
2 (�ab � 2 (n� 3) �ab) + 2�ab

�
�

+ (n� 2)
�
EbIa�b � �

2 (3�ab � 2 (n� 3) �ab)
�

+(n� 1)
�
3
2E

bIa
�

1CCCA 1

�2
(A-119)

EIIEaEb =

0BBB@
(2n� 1) (2n� 5)�

�1
2 (4n+ 1) (n� 3) �

� (n� 2) (�a + �b)

1CCCA IbIa

�2
(A-120)

EIIIaIb =
3

2
(n� 1)EbEa 1

�2
(A-121)
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Apéndice B

Desarrollo de software

La pregunta central en la discusión de la creación de software para cálculos cientí�cos es: ¿Qué

lenguaje de programación debo de utilizar? Nosotros nos atrevemos a contestarla diciendo:

Aquel lo haga rápidamente. Esta respuesta no es simple de interpretarla, dentro de sí existe una

discusión más formal que nos lleva a hablar de la clasi�cación de los lenguajes de programación

en alto y bajo nivel.

B.1. Alto nivel y bajo nivel en los lenguajes de programación

Los lenguajes de alto nivel son aquellos que nos permiten traducir cálculos a algoritmos uti-

lizando la menor cantidad de líneas de código. Ejemplos de lenguajes de alto nivel son: Python,

Pearl, Octave, R e IDL. Este tipo de lenguajes son usados en la computación cientí�ca con el

propósito de hacer exploración de ideas. La sintaxis de ellos permite una interacción entre las

ideas y los tipos de datos computacionales que las re�ejan; permitiendo un desarrollo �exible

en el que la mayor cantidad del tiempo es usado en pensar lo que se codi�ca que en cómo codi-

�carlo. La comunidad cientí�ca favorece el uso de este tipo de lenguajes para comunicar nuevas

ideas dado que existen librerías que han traducido las herramientas matemáticas a funcionalidad

computacional directa.

En contraste, un lenguaje de programación de bajo nivel nos permite ejecutar cálculos con

rapidez utilizando de manera e�ciente los recursos de hardware. El ejemplo estándar para

lenguajes de bajo nivel es C. El manejo de los recursos de hardware es realizado desde la misma
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codi�cación, de tal manera que permite implementar estrategias para aumentar la velocidad de

respuesta tales como: paralelismo, clusterismo o indexación de datos. El nivel de experiencia

para la escritura y comprensión de algoritmos debe ser alto más aún para comprender las

aplicaciones realizadas por terceros. Tal especialización es la que ha segmentado su uso dentro de

la ciencia; haciendo que cada grupo de investigación utilice sus propios algoritmos especializados

en los problemas que ellos tratan.

Existen otros lenguajes de programación de tipo intermedio tales como C++ y Java. A comen-

tario, dichos lenguajes son los que han tenido más éxito en el ámbito comercial debido a este

mix de habilidades. Hemos expuesto esta última clase de lenguajes debido a que en ellos encon-

tramos las características necesarias para la solución de los sistemas de ecuaciones presentados

en esta tesis.

B.2. Problema computacional en esta tesis

Nuestro problema reside en la solución de sistemas (5� 4), (5� 5), (4� 10) y (4� 11) para

el caso n = 2. La principal di�cultad de dichas soluciones es el número de variables que se

tiene que calcular y que no puede ser programado de manera directa; debe de ser �exible para

poder calcular las ecuaciones y los casos especiales que se deben de resolver. De manera exacta

debe permitir generar las solucione general (5� 22) y (5� 23) como un objeto computacional;

procesarse en las ecuaciones (5� 4), (5� 5), (4� 10) y (4� 11) para crear un conjunto de otros

objetos computacionales que relaciones las constantes �cabed y 	
c
abed; �nalmente estas relaciones

son las que deberán procesarse para encontrar los valores de ellas que nos permitan establecer

las soluciones acordes a las métricas de la GTD.

Para este tipo de problemas computacionales debemos de hacer una mezcla entre las cual-

idades de un lenguaje de alto nivel con un lenguaje de bajo nivel. Esta mezcla la encon-

tramos en Python a través de la distribución de Anaconda de 64 bits y versión de kernel

3; utilizando las librerias utilizadas numpy y sympy disponibles en formato opensource. La

documentación para la instalación y documentación de esta distribución la podemos encon-

trar en https://ipython.org/. En lo que resta de esta apédice daremos un diagrama del código

implementado en la solución de las ecuaciones (5� 4), (5� 5), (4� 10) y (4� 11). El con-
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junto completo de programas y librerias que creamos puede ser encontrado en el repositorio

https://github.com/ekhar666/�uctuaciones_GTD. Invitamos a los lectores a que utilicen estas

referencias.

B.3. Diagrama de solución y documentación

En esta sección presentamos el diagrama de �ujo que implementa el algoritmo de solución para

las ecuaciones del difeomor�smo en la �gura B.1. Cada uno de los elementos en el diagrama rep-

resenta una funcionalidad que se encuentra bien especi�cada dentro de los programas de control.

Nosotros creamos varios programas de control para desarrollar diferentes ideas; cada uno de ellos

podría especi�car un caso particular para la solución general (5� 22) y (5� 23) al seleccionar

algún vector de clasi�cación. La funcionalidad está repartida entre varios módulos de funciones

que están desarrollados en las bibliotecas difeomor�smos.py y difeomor�smos_solvers.py.

Figura B.1: Diagrama de �ujo calculo de ecuaciones de difeomor�smo

La funcionalidad general del diagrama es:

1. SET GTD Metric: En esta paso le damos al programa la matriz hab acorde a algún

caso de las métricas de la GTD GI , GII o GIII .
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2. SET Coe¢ cients: Esta funcionalidad asigna valores a �cabed y 	
c
abed. En el inicio del

ciclo de cálculo su valor es algebraico y no un número.

3. SET General Equation Case: Los coe�cientes �cabed y 	
c
abed son puestos con sus valores

en la ecuación general. Esta función requiere que se especi�que uno vector de clasi�cación

q. La función es capaz de calcular n sumas de diferentes casos de ecuaciones generales.

4. CALCULATE Difeomorphism Equations: Realiza el cálculo especi�co de las ecua-

ciones del difeomor�smo (5� 4), (5� 5), (4� 10) y (4� 11) con los valores de los coe�-

cientes �cabed y 	
c
abed.

5. REDUCE Difeomorphism Equations: El paso anterior genera un conjunto nuevo

de ecuaciones; esta funcionalidad remueve las ecuaciones duplicadas. La funcionalidad es

aumentada encontrando no solo ecuaciones duplicadas sino sumas y multiplicaciones por

escalar; dichas ecuaciones también son removidas si se cumple con los criterios adecuados.

6. CALCULATE Coe¢ cients: Esta es la parte fundamental del algoritmo. Su base es

calcular los coe�cientes �cabed y 	
c
abed en las ecuaciones (5� 4) y (4� 10) que las reduzcan;

con la condición de que dichos coe�cientes no aparezcan en ninguna de las ecuaciones

(4� 10) y (4� 11). El resultado son nuevos valores �cabed y 	cabed que serán utilizados

en los pasos 1 y 2 para encontrar un difeomor�smo más cercano a la solución. Este paso

representa el �nal del ciclo, los siguientes pasos son condiciones de control para validar la

solución momentánea o determinar si es una solución �nal.

7. CHECK Jacobian: El primer criterio calcula el Jacobiano del difeomor�smo parcial. Si

su valor es 0 termina el ciclo y si es diferente, continua para buscar una solución �nal.

8. CHECK Consistency: Criterio que determina si los coe�cientes �cabed y 	
c
abed no

generan un sistema de ecuaciones incompatibles con la solución buscada para la métrica

de la GTD seleccionada. Termina el ciclo si encuentra alguna inconsistencia.

9. CHECK GTD Solution: Criterio �nal que determina si el difeomor�smo parcial es

una solución a las ecuaciones del difeomor�smo. El ciclo termina si se ha encontrado una

solución y el difemor�smo parcial es considerado como �nal.
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