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Capitulo 1

Introduccion

Diversos fenémenos fisicos pueden ser estudiados utilizando estructuras matemdéticas y una
fuerte intuicién geométrica. Para estudiar la termodindmica desde un punto de vista geométri-
co debemos encontrar estructuras que mimeticen sus propiedades principales, esperando no
solamente recuperar la informaciéon de la teoria cldsica, sino también profundizar en el en-

tendimiento de ella. Esta idea es la que motivé a escribir este trabajo.

1.1. Sobre la GTD

La geometrotermodindmica (GTD) es un programa tedrico que busca estudiar los sistemas
termodindmicos utilizando conceptos geométricos. La forma en la cual busca hacerlo es estu-
diando la estructura de contacto del espacio fase termodindamico (TPS), relacionandolo con
una estructura de Riemann a través de una métrica invariante ante transformaciones de Legen-
dre. La representacién de los espacios fisicos es un encaje del espacio TPS. El espacio encajado es
llamado espacio de estados de equilibrio (TES). La estructura Riemaniana es transporta-
da del TPS al TES garantizando la invarianza de Legendre. En el TES utilizamos la métrica
Riemanniana inducida para calcular sus geodésicas termodindmicas; que son interpretadas co-
mo procesos cuasi-estdticos para un dnico proceso termodindmico. También son calculadas los
objetos geométricos usuales: tensor de Riemann, tensor de Ricci, escalar de Ricci. Utilizando
estos objetos estudiamos la interaccién en los sistemas termodindmicos. Las singularidades no

removibles son interpretadas como transiciones de fase.



1.2. Sobre las métricas de la GTD

En el TPS, la estructura Riemaniana es definida a partir de las métricas de la GTD

G=0®06+ Ay, dE* @ dI°, (1-1)

descritas en las coordenadas de Darboux Z4 = {®, E% I*} con a € {1,...,n}.

La cualidad mds importante que tienen es que son las métricas mds generales que preservan la

estructura de contacto del TPS bajo una transformacion de Legendre.

Su primera parte estd conformada por el producto tensorial de la 1—forma de contacto
© = dd — §,,I*dE". Tienen un factor conforme conocido como la funcién conforme A =
A(D,E° I°) y a la matrix hg, = hgp (E€, I€) cuyas propiedades clasifican a las métricas de la
GTD como métricas invariantes ante transformaciones totales de Legendre y métricas

invariantes ante transformaciones totales y parciales.

1.3. Sobre los contactomorfismos

Las transformaciones de contacto son difeomorfismos que preservan una forma de contacto.

En particular, las transformaciones de Legendre son contactomorfismos.

Al pedir que un difeomorfismo sea un contactomorfismo, las ecuaciones usuales del difemorfismo
pueden ser reducidas. Esta idea la aplicamos dentro de este trabajo para relacionar las métricas

de la GTD con la métrica

G = 0%+ §,dXdY", (1-2)
descritas en las coordenadas Z4 = {F, X% Y con a € {1,...,n}. Estas métricas estdn confor-
madas por la 1-forma © = fodF — f,Y,dX%n la que fo.a= fou(F, XYy fou#0€C™®.

En este trabajo encontramos las condiciones de integrabilidad para obtener F' como funcién

de las coordenadas de Darboux, F' = F' (ZA).



1.4. Sobre la interpretacion estadistica de la estructura geométri-

ca de la termodinamica

La teoria de fluctuaciones (Gaussiana relaciona una distribucién de probabilidad de

% nosotros afir-

os

maggs de la entropfa S. A partir del Hessiano

Gauss con el Hessiano
mamos que para un potencial termodindmico F' , la misma distribucién Gaussiana puede ser

aplicada con la presente substitucion.

En concreto, demandamos que la funcién F' pueda ser escrita en términos de las coordenadas
de Darboux con un difeomorfismo x : {Z A} — {ZA} que ademds sea un contactomorfismo

que relacione las 1—formas © y ©.

Las ecuaciones del difeomorfismo x son calculadas como parte de esta tesis y la solucién clasi-
ficada general de ellas es dada. A partir de dicha solucién podemos encontrar las solucion
particulares para las métricas de la GTD al especificar la forma de la matriz hyp, y utilizar un

algoritmo basado en el tipo de solucién general.

1.5. Sobre esta tesis

El propdésito central de esta tesis es responder a la siguiente pregunta: ;cémo podemos relacionar

las métricas de la GTD con distribuciones de probabilidad?

La forma en la que lo hacemos es llevando las métricas de la GTD G, via el difeomorfis-
mo/contactomofismo x, hacia una métrica G que al ser proyectada al TES tiene la caracteris-
tica de ser Hessiana; siendo este el punto de partida para utilizarla dentro de la aproximacién

Gaussiana de la teoria de fluctuaciones.

En esta tesis calculamos las ecuaciones completas del contactomorfismo. A partir de estas
soluciones construimos un algoritmo general que puede ser aplicado a cualquiera de las métricas

de la GTD; basado en la construccién de una solucién general y la clasificacién de la misma. El



ejemplo de aplicacién directo es la métricam G''I: para la cual encontramos las relaciones

o
F = 1-
2k 42 (1-3)
X —_— 1-4
2k +2 (1-4)
A T (1-5)

Nuestro argumento de conclusion establece que las soluciones a diferentes métricas de la GTD
permitirian calcular funciones F' = F (E€, I¢) de manera explicita; permitiendo ser un punto
de partida para realizar teoria de fluctuaciones Gaussiana al pedir que la funcién F' sea un

potencial termodindmico.

1.6. Sobre la estructura de esta tesis

El capitulo 2 habla sobre el programa de la GTD definiendo las estructuras matématicas que
utiliza, sus relaciones y las propiedades de las mismas. En el capitulo 3 presentamos un analisis
de las métricas de la GTD y desmostramos su propiedad méds importantes: ser las més generales
y sencillas invariantes ante transformaciones de Legendre. El capitulo 4 define las variedades de
contacto y los contactomorfismos entre ellas. Presentamos también en el capitulo 4 el primer
cédlculo importante de este trabajo: las condiciones de integrabilidad . El capitulo 5 recapitula la
teoria de fluctuaciones Gaussianas y presenta el sengundo cdlculo fundamental de esta tesis: las
ecuaciones completas del contactomofismo. A partir de estas soluciones se contruye un algoritmo

para encontrar los difeomorfismos aplicandolo como caso concreto a la métrica GH1.

'La métrica G es la métrica mas general que incorpara la 1—forma de Gibbs y es invariante ante transfor-
maciones totales y parciales de Legendre.



Capitulo 2

Geometrotermodinamica

El uso de la geometria en termodindmica comienza con Gibbs al presentar la primera ley de la
termodindmica como una forma diferencial (Gibbs| [1871]); permitiéndole interpretar a los esta-
dos de equilibrio de un sistema termodindmico como una superficie. Mds adelante Carathéodory
formulé las leyes de la termodindmica de manera axiomdtica utilizando las formas de Pfaff
(Caratheodory| [1909]); tomando como guia el concepto de proceso adiabético.

En 1973, Hermann mostré que las leyes empiricas de los fenémenos termodindmicos podrian
ser descritas de una forma matematica y concisa (Hermann|[1973]); propuso un esquema de
definicién en un marco geométrico para la termodindmica cldsica utilizando un espacio de fase
termodindmico como una variedad de contacto. Estos mismos estudios fueron extendidos por
Mrugala, quien demostré que la estructura de contacto puede ser obtenida de manera natural
utilizando una distribucién candnica de probabilidad (Mrugalaet al. [1990]).

Casi al mismo tiempo (1975), una segunda estructura geométrica en la forma de una métrica
Riemanniana en el espacio de estados termodindmicos fue introducida en la teoria por Weinhold
(Weinhold [1975]); siendo esta métrica el Hessiano de la energfa interna. En 1979, Ruppeiner
utilizé una métrica distinta a la de Weinhold como el punto de partida para una nueva teorfa
de fluctuaciones termodindmicas (Ruppeiner| [1979]); esta métrica esta dada por el Hessiano de
la entropfa. En 1983, Salamon y Berry mostraron la conexién entre la geometria y la disipacién
(Salamonet al.|[2006]).

Un nuevo enfoque fue presentado por Quevedo, donde las transformaciones de Legendre son

asociadas tanto a la estructura de contacto como a la métrica (Quevedo| [2007]).



En este capitulo daremos las definiciones de las estructuras fundamentales de la GTD y como
se relacionan entre ellas. En la primera seccién definimos el espacio fase termodindmico como
una variedad Riemanniana de contacto y explicamos la caracteristica principal de las métricas
utilizadas en él. La segunda parte describe formalmente el espacio de estados de equilibrio y las

forma de obtener informacién termodindmica a través de su curvatura.

2.1. El espacio fase termodinamico

El espacio fase termodindmico (TPS) 7 es una variedad diferencial de dimensién 2n+1, que
es representada con un conjunto de coordenadas Z4 = {®, E* I®} con a € {1,..,n}. Le damos
nombres especiales a estas coordenadas: el potencial termodinamico ®, las coordenadas

extensivas F* y las coordenadas intensivas 7¢.

2.1.1. EIl TPS como variedad de contacto

La primera estructura que se afiade al TPS es una estructura de contacto, con lo cual lo
transformamos en una variedad de contacto. La variedad de contacto estd formada por el

par (7,0) siendo © la 1-forma fundamental de Gibbs definida como
O =dd — 6, [°dE? (2-1)

de acuerdo al teorema de Darboux. La caracteristica de esta estructura es llamada la condi-

cién de mdaxima no integrabilidad:
O A (dO)" £ 0. (2-2)
2.1.2. Las transformaciones de Legendre como generadores de métricas para

el TPS

Las transformaciones de Legendre (LT) son contactomorfismos cuya cualidad es que dejan
invariante a O; esta propiedad la llamamos la invarianza de Legendre. Consideremos ahora

transformaciones parciales de Legendre (LPT) entre coordenadas {ZA} y coordenadas

6



{ZA} = {&D, E“,fa}. Estas son descritas como

= — gy BT,

E'=-T
I'=E", (2-3)
B = F,
I = fj;

donde ¢Uj es una descomposicién disjunta del conjunto de indices {1,...,n} y k,I = {1,...,4}. Si

i ={1,...,n} la transformacion es denominada transformacién total de Legendre (LTT).

2.1.3. El TPS como variedad de Riemann

La segunda estructura que le anadimos al TPS es una estructura de variedad de Riemann, que
es definida por una métrica no degenerada G. La métrica termodindmica G es invariante

ante transformaciones de Legendre, es decir

0z¢ ozP

Gap — Gap = @ﬁGCDa (2‘4)

donde Z4 = z4 (Z A) es dado por (2 — 3|). Tal caracterfstica nos permite clasificar estas métri-

cas. Primero tendremos las métricas invariantes LTT:
G = 02 + (€4 B1") (xeqdBedl?), (2-5)

donde &, ¥ x4 SOn matrices diagonales constantes; y segundo las métricas invariantes LTT
y LPT:
G = 02 4 (B, L) (aBear’) (2-6)

donde E, = 6 E® y I, = §4,1°. Ambas clases de métricas pueden escribirse de manera compacta
como

G = 0% + hegdECdI?, (2-7)



con heg = heq (P, B4, I%) ,donde {a € 1,...,n}. Con esto concluimos que la estructura matemati-
ca del TPS es un tercia (7,0, G). La idea principal de la GTD es que la métrica termod-
indmica describe las propiedades termodindmicas utilizando propiedades geométricas. La métri-
ca termodindmica es seleccionada de tal forma que describa un sistema fisico no importando
el potencial termodindmico utilizado. Las propiedades termodindmicas de un sistema son in-
dependientes del potencial termodindmico utilizado para describirlas; la forma matemaética de

esta afirmacion es la invarianza de Legendre. Esta idea es explicada en la siguiente seccién.

2.2. El espacio de estados de equilibrio

El espacio de estados de equilibrio (TES) £ es una variedad diferencial de dimensién n
representado por un conjunto de coordenadas Z% = {E®} con a € {1,..,n}; y definido como
el encaje ¢ : € — T dado por ¢ : (E%) — (®(E®*),E% I*(E")) que satisface la condicién
¢ (©) =0.

2.2.1. El sentido fisico del TES

El sentido fisico de la termodindmica esta intimamente ligado con la ecuaciéon fundamental
asociada a un fenémeno fisico. Esto significa que para distinguir un sistema termodindmico de
otro se debe especificar una ecuacién fundamental. En el formalismo de la GTD la ecuacién

fundamental esta contenida en el encaje ¢,

= (EY). (2-8)

Asf mismo la restricién del encaje ¢ dada por ¢, (©) = 0 implica las condiciones de

equilibrio termodinamico y la primera ley de la termodindamica

0P
ok

d® — §,,1%dE" = 0; (2-10)

= Sl (2-9)

Msds aun, la restriccién de la ecuacién fundamental a ser convexa en el caso de que

® sea la entropia es equivalente a la segunda ley de la termodindmica



Rk
apeams = (2-11)

Adicionalmente un potencial termodindmico ¢ debe de satisfacer la condicién de homogenidad
d (A\EY) = N® (E%), (2-12)
donde A y 3 son constantes. Esta condicion es equivalente a la identidad de Euler
B (EY) = 6 I°EY, (2-13)

la cual se obtiene al derivar (2 — 12)) por A, para despues tomar el caso A = 1 y utilizar la
relacién (2 — 10)).

Finalmente el formalismo de geometria diferencial puede ser utilizado en la identidad de Euler

para obtener la relacién generalizada de Gibbs-Duhem

(B—1) 0 I°dE" = 6,4, EdI°, (2-14)

que se obtiene la derivada exterior de (2 — 13)) y la relacion (2 — 10]). Al hacer § = 1 podemos

recuperar la relacién cldsica de Gibbs-Duhem.

2.2.2. El TES como variedad de Riemann

La estructura de variedad de Riemann en el TES es inducida desde el TPS. Esto nos quiere

decir que en £ podemos definir una métrica g dada por

" (G) =g (2-15)
Con esto concluimos que la estructura matemdtica completa del TES es un par (€, g).
De manera particular, la métrica en (2 — 7)) define una métrica

(gabEaL‘I’)< e )dECdEd Para GI/1T

7= e o (2-16)
2k+1 2
(Ea%) (%) dE*dE®  Para G'!!

9



La aplicacién de la GTD a sistemas termodindmicos reside en el cdlculo del tensor de Riemann
R% 4 el tensor de Ricci Rqp, y el escalar de Ricci R. A partir los casos particulares
y de la métrica y la eleccién de sistemas termodindmicos especificando un
potencial termodindmico @, la GTD ha logrado relacionar propiedades geometricas de g con
propiedades termodindmicas: Primero, la curvatura de (£,g) es una medida de interaccién
termodindmica; segundo, las singularidades de curvatura en (&, g) representan transiciones de

fase; tercero, geodésicas termodindmicas en (£, g) representan procesos cuasi-estaticos.

Finalizamos dando el enunciado principal de la termodindmica: Un sistema termodindmico es
descrito por una métrica termodindmica G en T invariante ante transformaciones que no
modifican su estructura de contacto; e induce en € una métrica g que hereda el mismo cardcter

nvariante.

2.3. Referencias

Un resumen con las ideas bésicas de la GTD es encontrado en (Quevedo et al.| [2008b]). Para
entender el proceso que llevo a la introduccién del TPS y a la eleccién de una variedad de
contacto se puede referir a (Mrugalal [1985]). La idea de utilizar una variedad de contacto fue
dada en principio en (Hermann! [1973]), m4s en dicho trabajo ain no se mencionaba una variedad
que sostuviera los procesos cuasi-estédticos. En el articulo (Mrugala et al.|[1990]) se comienza a
estudiar las sub-variedades de 7 definidas por un encaje ¢ que cumpla la condicién ¢* (©) =0
para una forma de contacto ©; y la condicién ¢* (0) = 0 es asociada con la primera ley de
la termodindmica. La induccién de una métrica ¢ = ¢* (G) en £ a partir de una métrica G
invariante LT es presentada por primera ocasién en el articulo (Quevedo| [2007]). La aplicacién
a diferentes sistemas termodindmicos con dos grados de libertad es expuesto de manera general
en el trabajo (Bravetti et al. [2014]). La GTD ha encontrado aplicaciones para el gas ideal y gas
ideal de Bose-Einstein (Quevedo y Zaldivar| [2015]), el gas de Van de Wals (Quevedo y Ramirez
[2012]), agujeros negros (Quevedo y Sanchez| [2009]) (Bravetti et al.|[2013]), reacciones quimicas
(Quevedo y Tapias [2013]) y aplicaciones a modelos cosmoldgicos (Luongo y Quevedo| [2015]).

Invitamos al lector a que lean estas interesantes referencias.
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Capitulo 3

Métricas de la

(Geometrotermodinamica

i Por qué introducir una métrica de Riemann en la termodindmica? Esta pregunta es la que le
da ese valor agregado al programa de la GTD. Para entender el hilo de ideas que nos llevan
introducir las métricas de la GTD como aquellas que tienen un sentido fisico fundamental
es necesario realizar una bifurcacién. Primero, demostrar que los mapeos arménicos son las
herramientas mateméticas correctas para investigar las propiedades del TES (Quevedo et al.
[2010]). Segundo, la construccién a mano de ellas resolviendo un sistema algebraico de ecuaciones
(Quevedo| [2007]). Del primer surco nace la primera respuesta: debido a que ellas nos relacionan
un espacio fisico con uno matemético llevandonos a que su comprensién nos permite definir qué
es interaccién dentro de un sistema termodindmico. De la segunda asa se sostiene la segunda

respuesta: debido a que la podemos construir para ser tnica, general y sencilla.

En este capitulo exponemos las métricas Riemannianas del TPS en la GTD. La primera parte
presenta la generalizacion de las métricas y , mostrando las condiciones que debe
de cumplir para ser invariantes LTT o LPT. En la segunda exhibimos un sistema de ecuaciones
para calcular metricas invariantes LT; esto nos servird para demostrar que las métricas de la

GTD son las metricas invariantes LT mé&s generales que contienen a la 1—forma de Gibbs.

11



3.1. Meétrica generalizada de la GTD

La (2 —7) es una ecuacién compacta para las métricas de la GTD, que corresponden a las
métricas méas simples invariantes LT. Estas métricas son un caso particular de la métrica

GTD general invariante LT
G = 0% + AhgdE®dI®, (3-1)

donde A = A(®,E° I°) y hay = hay (E° I¢). Una simple inspeccién nos revela que (2 — 7)) es
(3 — 1) con el factor A = 1. Esta misma métrica es exclusivamente invariante LTT si se cumple

la condicién

Ahzzb = _Ahabv (3_2)

donde A y hap es el resultado de aplicar la LT a A y a hy. La condicién que se debe de cumplir
para ser del tipo invariante LPT es solamente aplicable a hg, diagonales; de tal forma que los

elementos diagonales deben ser

Ahii = —Ahy (3-3)

Ahjj = Ahy, (3-4)

donde i U j es la descomposicién disjunta del conjunto de indices {1, ...,n} que definen la LPT

3.2. Co6mo encontrar métricas invariantes de Legendre

Las relaciones contenidas en la seccién pasada nos indican la forma que debe de tener una

métrica GG invariante LT. Encontar cada uno de los componenetes de G requiere resolver el
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sistema de ecuaciones planteado en (2 — 4)). Para el caso n = 2 una LTT dada por:

® = & E'T - B

EY = -I!
E? = -I? (3-5)
" = E
I’ = E%

le corresponde una matriz de transformacion

1 —Il —I~2 —E~1 —Eg
o 0 0 0 -1 0
YA
——=10 0 0 0 -1 , 3-6
0zA (3-6)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

que al ser utilizada en (2 — 4)) fija un sistema de ecuaciénes para los componentes Gza 5 :

Goo = Goo

Gope = —1"Goo + Gore
Gera = —E°Gog — Gopa

Gpogy = I (f“GM, . G¢,1a> — I"Gyp + Grap (3-7)
Grp = EP <E“G® + G¢Ea> + E%Gypo + Grap

éEaIb = I (ENach@ + G@Ea) - ENan)Ib —Gpap

éIaEb - Eb (fachq) - Gq:.]a) + jaGchb - G]aEb.

Una forma facil de construir métricas a partir de (3 — 7)) es tomar el producto tensorial de la

1—forma de Gibbs © y sumarle elementos extras

G =00+ AgupdE* @ dI” + QkqydI® @ dI°, (3-8)
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donde A = A(E1°), hgp = hap (E€, 1), Q = Q(E 1)y ko = kap (B, 1€). Utilizando sola-
mente que © es invariante TL podemos reducir el sistema a:

1 = Gop=1
I = Geps=—1I°

é[a[b - G’@[a :O

I°T" = Gpage = I°T" + Grap (3-9)
éEalb - —GEa[b
éIaEb - *GlaEb.

La conclusién inmediata es Gapp = 0 con lo que la métrica (3 — 8|) se tranforma en la métrica
generalizada (3 — 1)) con la condicién (3 — 2)). Esto nos lleva a decir que la métrica GTD general

invariante LTT es la métrica mas general que preserva el contactomorfismo © — ©.

3.3. Referencias

Caracterizar a los encajes ¢ como mapeos armoénicos fue expuesto por primera vez en (Quevedo
[2008a]). A su vez, esta misma idea es expuesta en (Quevedo et al|[2010]) dando el cdlculo
explicito para las métricas inducidas que provienen de y . La construccion de las
meétricas, como se ha expuesto en este trabajo, esta contenida en ); al utilizar

un sistema algebraico deducido a partir de (3 — 7). Un trabajo en la direccién de estudiar

las clases de métricas que son invariantes para generadores infinitesimales de transformaciones

de Legendre es dado en (Garcia-Peldez y Lépez-Monsalvo| [2014]). En (Bravetti et al.| [2013])

se muestra explicitamente una métrica LTT cuya meétrica inducida produce una curvatura

independiente de la representacién fundamental; la generalizacién de la misma es dada en

(Azreg-AAfnoul [2014]). En esta tesis hemos calculado el tensor de Ricci y el escalar de Ricci

para las métricas (2 — b)) y (2 — 6)) en el apendice 1.
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Capitulo 4

Contactomorfismos

La topologia de contacto nacié hace mdas de dos siglos con los trabajos de Huygens, Hamilton
y Jacobi en la éptica geométrica (Alexanderson y Geiges| [2006]). Grandes matemadticos han
trabajado en ella, tales como Sophus Lie, Elie Cartan y Jean Gaston Darboux. El nombre
original es Beriithrungstransformation, debido a Lie (1890)[1_1 En la pasada decada ha tenido
avances importantes convirtiendose en una bella teorfa con muchas aplicaciones potenciales.
Dentro de ellas tenemos la dindmica no holonémica, la termodindmica (Mrugala et al|[1990]),

la dindmica Hamiltoniana (Hofer| [1993]) y la hydrodindmica (Etnyre y Ghrist| [2000]).

Los apartatos matemaético que utilizamos a lo largo de este trabajo son las variedades de contac-
to, las formas de contacto y las transformaciones de contacto. El concepto principal a explicar
en este capitulo son las transformaciones de contacto. Ellas las podemos entender como trans-
formaciones de coordenadas que preservan una forma de contacto. Este capitulo estd organizado
de la siguiente forma: la primera seccién da un ejemplo fisico sobre la idea de una transforma-
cién de contacto; en la segunda seccién exponemos las definiciones matemaéticas precisas que se
requieren; la seccién final posiciona estas definiciones hacia la GTD relacionando el contacto-
morfismo entre las métricas G de la GTD y una métrica calculando lo que llamaremos las

condiciones de integrabilidad.

!'Die infinitesimal en Bertihrungstransformationen der Mechanik,"Leipziger Berichte (1889), pp. 145-153. Lie-
Scheffers, Beriihrungstransformationen, p. 102
2Cuya proyeccion al espacio de estados de equilibrio es una métrica Hessiana
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4.1. La nocién de contacto y el principio de Huygens

A primera instancia podria parecer que la caracteristica de contacto es solamente una herramien-
ta técnica, sin embargo, podemos darle un sentido fisico y natural. El ejemplo seleccionado es
el principio de Huygens. Sobre él vamos a construir los objetos mateméticos necesarios para

darle el sentido de contacto.

Primero consideremos una curva suave C' € R? sin tangentes verticales; ahora tomemos un
elemento de lfnea en R? visto como un punto en R?® dado por (z,y, p) donde z,y € R y pes la
pendiente de una linea que pasa por ese punto. Ahora interpretemos a estos objetos, pensemos
en la curva C = C'(z,y) como un frente de ondas. Las lineas tangentes de C' forman una
curva de Legendre en R3: cC=C (x,y,p) donde p es la pendiente de cada linea tangente. Esta

curva es denominada de Legendre debido a que es la curva integral de la 1—forma de contacto

n=dz — pdy

Demos ahora un nuevo frente de ondas C; = C (Z,¥). A un tiempo ¢, el principio de Huygens
nos dice que C; es la envolvente de las ondas circulares centradas a todos los puntos de Cff]
Esto nos dice que para cada punto (z,y) € C, el punto (Z, ) € Cy estd tanto en la linea normal

al punto (x,y) como en el circulo de radio ¢ centrado en el mismo punto. La relacién normal es:

1
y—y=——(x—x). 4-1
S (@ —2) (4-1)
La segunda relacién es escrita como:
(@—2)+ -y’ =1 (4-2)

Las relaciones anteriores nos permiten encontrar una transformacién x : (z,y,p) — (Z,9,D)

dada por:

$Donde tomamos el radio de como ¢ y la velocidad de propagacién como 1.
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r = x— ,
p?+1
t
y = y— 4-3
T (4-3)
p =D

Dicha transformaciéon ademés de relacionar las curvas C'y Cy, lo hace también con las curvas

de Legendre. Esto lo podemos demostrar al observar que
dy — pdZ = dy — pdz, (4-4)

siendo esto una forma de decir que la transformacién preserva la forma de contacto.

4.2. Definiciones de objetos de contacto

4.2.1. Variedad de contacto

Una variedad de contacto 7 es una par (7,7) donde 7 es una variedad C* orientable de
dimensién 2n + 1 y n es una 1—forma de volimen para la cual se cumple la condicién de
contacto n A (dn)" # 0. A 7 se le denomina como 1—forma de contacto. Para cualquier 7

que defina la variedad de contacto 7 se asocian una distribucién de contacto ¢ dada por:
€ = ker (). (4-5)

Ejemplo 1: Considere la variedad R? descrito por las coordenadas cartesianas Z4 = {z,y,2};
y a la 1—forma n = dz + xdy. Para este caso n A dn = dz A dx A dy # 0, entonces el par
(R3, 7]) es una variedad de contacto. La distribucién de contacto £ es generada por los vectores
{02, 20, — 0y}. Podemos crear una imagen mental de como es la distribucién. Para la recta
donde x = 0, los planos a cada punto en ella son horizontales; tomemos cualquier perpendicular
a esta recta, para x > 0 los planos a cada punto giran en el sentido de las manecillas del reloj
conforme z aumente llegando a un méximo de 7 en el punto +oco. El efecto contrario se ve en

los puntos x < 0 donde el giro serd en sentido contrario de las manecillas del reloj.
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Ejemplo 2: Considere la variedad R? descrito por las coordenadas cilindricas Z A {r,0,z}; y
ala 1—forma 7 = dz + r2df. Tendremos que ) A dij = 2rdr A df A dz # 0, de tal forma que el
par (R3, f]) forman una variedad de contacto. Su distribucién de contacto é es generada por los
vectores {&, r20, — 89}. Aquf la imagen mental es muy similar a la anterior. La linea en donde
todos los planos son verticales correspondera al eje z. Para cada direccién radial perpedicular al

eje z, los planos giran en sentido de las manecillas del reloj con un méximo de 7 en el infinito.

4.2.2. Contactomorfismo

Un difeomorfismo x : 7 — 7 es llamada transformacién de contacto o contactomorfis-

mo si,

X' = fn, (4-6)

donde 1 y 1 son 1—formas de contacto y f es una funcién que no se anula en el dominio de
Xx. El caso particular en el cual f es identicamente 1 decimos que x es un contactomorfismo

estricto.

Para los ejemplos 1 y 2 podemos definir el contactomorfismo

r = r2,
y =0, (4-7)
zZ = z

y demostrar que lo es a partir de aplicar la derivada exterior a 7) y substituir el difeomorfismo
enella, d(z=2)— (r* =) d(0 = y) = dz — zdy.
4.3. Condicion de integrabilidad de F' para y

Esta seccion presenta el primer cdlculo fundamental del presente trabajo. Por un lado tenemos

las métricas de la GTD (2 — 7)) y por otro lado la métrica

G =02+ §pdXedY?, (4-8)
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con la 1-forma

O = fodF — f,Y,dX* (4-9)

en la que fo, = fo.u (F, XYy foa#0€C™.

El caracter principal de esta métrica, representada en el sistema de coordenadas Z A {F,X* Y},
es su proyeccién ¢ : F — 7 dado por ¢ : (X%) — (F(X?%),X*Y?(X%)); la cual puede ser
entendido como un encaje F de 7 siendo entonces F una variedad n dimensional.

Al presentar una difeomorfismo y : 7 — 7T que relacione la 1—forma © con la estructura de
contacto © obtendriamos una interpretacién fisica de F' como un potencial termodindmico. El
resto de este capitulo se dedica a encontrar dicha relacién © X § exaltandola como la primera
afirmacién principal de esta tesis.

AFIRMACION 1: Sea x : T — T un difeomorfismo de x : {ZA} — {ZA} con ZA =
{F, XY} y ZA = {®,E*, I*} donde a € {1,...,n}. Tomando la 1—forma de contacto en las
coordenadas Z* como © = d® — I,dE® y la 1—forma de contacto © = fodF — f,Y,dX® con
fo.a = fou (F, X% Y?). Entonces la condicién de integrabilidad para © X9 es:

fc {Xcﬂ}/;l}@Ea = fc {XC’Y;}@IG = fC {XCﬂY;l}E“Eb = fC {Xcﬂ}/;i}lalb =0 (4'10)

fe {XC,YC}Ea[b = Oab (4-11)
con:.

0X° 9Y, 0X°¢ 0Y,

X5 Yekaazn =573 575 577 974 (+12)
donde a,b,c € {1,...,n}.
4.3.1. Demostracién de la condicién de integrabilidad para y
Partiendo de que © X O, esto lo escribimos como:
YA
A A
@ZAdZ = @Z“i Wdz (4—13)

Para cada Z4 esta condicién es en detalle:
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1 = fogg - faYaaa)fI;
o= foe 1N (4-14)

0 = fo% - faya%

con Y, = 64qY%. Ademads son equivalentes a:

gg - ;‘;Ya 3;; + ;o (4-15)

a b
ggb _ ;Z “?))];b_jfo (4-16)
o = e (3-17)

Partiendo de la condicién de igualdad para parciales mixtas encontramos cinco condiciones:

O*F 0*F
— = = 4-1
o®oIb o1v9d’ (4-18)
0*F 0*F
- - 4-19
OPOE? OEb0d ( )
0*F 0*F
OEPOIY ~  OI'OED (4-20)
0*F 0*F
- 4-21
OEYOEa OE*OE" ( )
0*F O*F
— 4-22
oIbore o191 ( )
Primera condicién de integrabilidad
Aplicamos las parciales de la siguiente forma
O*F 0*F
= 4-2
o®oIb  OIPOD (4-23)
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donde el lado izquierdo viene de aplicar ;% a ([ — 17) y el lado derecho de % a (4 — 15)

for 02X° fa X7 DY, OX 01,/ fo
5 ( aﬂ) <f 8(1)6[”) < fo O a<1>> + (Ya or 0% ) (4-24)
0 [ fa aXa 1 22X fa 0X9Y, v 0Xdf./ fo ofyt
a1 <f f> < afba<1>) (fo 0% 8Ib) * ( "9 oD ) MTC
(4-25)

Lo cudl implica la ecuacién:

& a a fa _& 02X 92 xe 8f()_1
X Yo +Ya (X0 2 =Y (o ai0w) — o (4-26)

.. . . . . 2 ya 2
Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., 25> = 9°X

) BIT0 81b8<1> y que f con depende explici-

tamente de las Z4

;Z (X% Yolgp =0 (4-27)

Segunda condicién de integrabilidad

Aplicamos para:

O’°F  O*F
OPOEL  OEPOD

(4-28)

donde el lado izquierdo viene de aplicar % a ([ —16) y el lado derecho de 5 Eb a (4 —15)

O (fay, 0X* I\ [ fo. 0?X° fa 0X® 0Y, 0X*0f./ fo b
<I><on“8Eb_fo> = (foya¢8Eb>+<ﬁ8E’%>+<Y“8E7 o0 )‘”i%’
0 fa., 0X° 1 B fo., 02°X° fa 0X® 0Y, 0X®0f./ fo
dED (on“ 00 +fo> - <on aEbaq>> * <f0 0% 8Eb> * (Y 00 0L >+ 5%5’@

Lo cual implica la ecuacién:
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fa fa\ _ fay (OPX* PXC vOf " Ofy!
—{X*Y, Y, X9, =Y, -1 — 4-31
fo K Yabop Y\ X550 =5 Yo Ga0m0 ~ 05000 oo~ opr 3
Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e., 8‘9;?55 = % y que f con depende explici-
tamente de las Z4
Ja rxey, = 4-32
%{ VYatep =0 (4-32)
Tercera condicién de integrabilidad
Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma
O*F O*F
(4-33)

OEbOIP — OIPOED

donde el lado izquierdo viene de aplicar % a (4 —17) y el lado derecho de % a (4 — 16)

0_(fay 0X° fa,, 0°X° fa X" 0Y, 8X® dfa/ fo
OE* <fo Yoar > <on 8E081”> " <f0 or ope) T\Mor oEe (4-34)

a (faY oXe IC> (faY 82Xa ) N <fa, 0xe 8Ya) n <Y 0X@ afa/f()) B % _[CGfO

fo “OEc  fy fo “OIYOEC fo OE° OIb dEc  OIb o oIb
(4-35)
Lo cual implica la ecuacién:
fa (sra a fa Ja o*xe 0*x° cOfe | Obe
XY Yo} e Yo ¢ X ==Y, — I —  (4-36
fo{ ) }E Ib + fo Zegb fo OEcOIb OIYOEC + aIb + fO ( )
Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e.,afﬁcg;b = Enaj,g;c y que fo,, no depende
explicitamente de las Z4
JaAX " Yo} gepp = O (4-37)
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Cuarta condicién de integrabilidad

Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma

O*F O*F
OEYOFe — QFE.)ED (4-38)

donde el lado izquierdo viene de aplicar % a (4 — 16)) y el lado derecho de 8% a (4 — 16))

oxe I*N _ (fa,, O*X° f. 0X¢ Y, 0X°afc/ fo ab a
8Eb (fc “DEa f0> - (fOY‘;aEbaEa> * (fanaaEb> + (Y 9E" oBb ) T g 1 %%39

_l’_

aoxe I° fo., 0%Xc f. 0X¢ 0Y,
[V =) = (2Verr ) + (55
“OF fo fo TOE%OFE fo OE® OE¢

Lo cual implica la ecuacidn:

2y 2 yc -1 -1
?{X%YC}EaEﬁYc{X‘: fc} ‘chc< Feom ~ 95 )‘[b% 120 ()
0 EaRb

fo fo OE®9Eb  OEb9FEa oOFE¢ OE?
Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e.,agig(;b = 8221,)8(;& y que f con depende
explicitamente de las Z4
fa c o
T AX Y papr =0 (4-42)

fo

Quinta condicién de integrabilidad

Aplicamos las parciales haciendolo de la siguiente forma

O’F  O’F
oIbgre — PredId

(4-43)

donde el lado izquierdo viene de aplicar % a (4 — 17)) y el lado derecho de % a (4 — 17))
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dXe fao, O?X€ fe X° Y, X df./fo
afb (f are a) < fOY Ibafa> + <f0 oIa alb> + <YC oI 9Ib ) (4-44)

0X¢ fa., 0?°X°€ fe 0X€0Y, 0X°of./fo
e A Y, y,9%° i
BIG (f azb) < fo Iaafb> - <f0 a1 a[a) * ( o> ol > (4-45)
Lo cual implica la ecuacién:
Je {X Yo ap + Ye g X6, Je _ Jey, U (4-46)
fO yLeSfagb c fO Jagb - fO c 8[‘-"81a 8[“8[b
o1e . . . . 52Xxc _ 9?Xxc
Utilizando que las parciales mixtas son igules, i.e.,555w = 39
fa (e -
T AX Yebpap =0 (4-47)
fo
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Capitulo 5

Interpretacién estadistica de las

métricas geometrotermodinamicas

Las propiedades termodindmicas de un sistema pueden ser obtenidas de las caracteristicas e
interacciones de sus particulas constituyentes a través de la fisica estadistica. Mas la termod-
indmica puede jugar el papel inverso: dar informacién de un sistema microscépico. Una forma
en la cual podemos obtener este tipo de informacién es utilizando la teoria de fluctuaciones.
La importancia de estudiar la fluctuacién de alguna propiedad termodindmica es que juega un
papel crucial en diversos fenémenos fisicos y en las aplicaciones tecnolégicas que de estos se
derivan. Las fluctuaciones son de particular importancia en sistemas a escala nanométrica; en
dichos sistemas afectan el rendimiento, dado que de ellas derivan variabilidades funcionales que
nos llevan a introducir ruido dentro de cualquier sistema. Como ejemplos tenemos el cédlculo
de coeficientes eldsticos para medir la tension y el estrés en dindmica de moléculas (Parrinello
[1982]) o simulaciones de Monte Carlo (Meyers et al. [2005]) en el cdlculo de propiedades molares
en soluciones que provienen de la fluctuacién de su concentracién (Debenedetti [1987]); asi como
el célculo de la energfa libre en interfaces solido-liquido (Amini y Laird| [2008]), sélido-sélido

(Adland et al.|[2013]).

El propdsito central de esta tesis estd contenido en este capitulo: jcdmo podemos relacionar
las métricas de la GTD con distribuciones de probabilidad? La forma en la que lo hacemos es

llevando las métricas de la GTD, via un difeomorfismo, hacia una métrica que al ser proyectada
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al TES tiene la caracterfstica de ser Hessiana; siendo este el punto de partida para utilizarla

dentro de la aproximacion Gaussiana de la teoria de fluctuaciones.

En la primera seccion de este capitulo examinamos la teoria de las fluctuaciones en su aprox-
imacién Gaussiana (Landau y Lifshitz| [1988]). La segunda seccién presenta el difeomorfismo
entre la metrica G en y G de . La tercera y cuarta seccién exponen una discusién
sobre las soluciones, dando una solucién general. Esta solucién es explorada para el caso n = 2
obteniendo como resultados una clasificacién de ella. La iltima seccién presenta una aplicacién

detallada para el caso de G'!, encontrando un difeomorfismo completo.

5.1. Teoria de fluctuaciones Gaussiana

Algunas propiedades de los sistemas termodindmicos aislados estdn completamente fijas por
leyes de conservacién, otras pueden variar. Si un sistema permanece aislado por un largo tiem-
po, la termodindmica nos dice que las cantidades no conservadas dejan de variar y se mantienen
constantes, llegando a un estado de equilibrio termodindmico. Sin embargo, atin después de lle-
gar al equilibrio, ciertas propiedades no conservativas contintian variando en lapsos pequenios
(Mishin| [2015]). Este tipo de variaciones continuas de un sistema en equilibrio es a lo que se
le llama. fluctuaciones del equilibrio. Durante estas fluctuaciones cualquier propiedad fisica se
desvia de manera aleatoria de su valor promedio. La meta principal de la teoria de fluctua-
ciones es predecir una distribucién de probabilidad para cualquiera de estas propiedades y sus

promedios al calcular elementos estadisticos de la distribucién.

Para la entropia S en la ecuacién de Boltzmann S = kp 1n£ﬂ una distribucién de probabilidad
puede ser asociada cuando las temperaturas no son demasiado bajas o la variaciones no son
demasiado répidasﬂ Esta distribucién relaciona la desviacién de una serie de magnitudes de sus
valores medios. Representando la desviacién por los valores (El, e E”), podemos asumir que
para un punto Ey, donde la entropia S es méaxima, esta distribucién particular P (El, s E")

puede ser representada como una distribucién de probabilidad de Gauss:

'kp corresponde a la constante de Boltzmann y  al nimero de microestados.
A partir del principio de incertidumbre podemos deducir que T > fi/7, donde 7 es el tiempo de la variacién
y T la temperatura del sistema.
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P(E,..,E")dE"..dE" = | /(C::)% exp (gabE“Eb) dE..dE" (5-1)

1S
2kp OEOQE®

con

Gab = (5—2)

Eo

donde a,b € {1,..,n}. La ecuacién (5 — 2|) es comunmente llamada la matriz de estabilidad.
Al contar con la distribucién de probabilidad de Gauss podemos relacionar las fluctuaciones con
propiedades de equilibrio de un sistema termodindmico. Estadisticamente podemos determinar

la fluctuacién cuadratica media de ¢:

96 0
<(A¢)2> = aga a—gbg“”, (5-3)

ab eg la inversa de la matriz de es-

donde ¢ es una funcién cualquiera ¢ = ¢ (El, ..,E”) v g
tabilidad. Es a partir de la ecuacién (5 — 3) que se destaca una relaciéon de fluctuaciones con

elementos que pueden ser calculados por el formalismo estandar de termodindmica.

5.2. Ecuaciones del difeomorfismo y

FEn esta secciéon exponemos el segundo calculo fundamental de esta tesis. La primera parte de
la relacién entre la métrica G dada en y la métrica G formulada en , a nivel de
las 1—formas © y O, fue expuesta en el capitulo anterior. Dicha relacién es completada ahora
dando el difeomorfismo x entre ambas métricas con la condicién de preservar la estructura de
contacto. La relacién que ahora cobra fuerza es aquella entre ho,dE*®@dI? de Gy 6,45dX*®dY?
de G ; estas relaciones nos conducen a un conjunto de ecuaciones que al resolverlas nos permiten

encotrar X como X% = X*“ (ZA) yaY®comoY?®=Y" (ZA). En consecuencia la integracion

de F = F (Z%) es garantizada si se cumplen las relaciones (£ — 10) y (£ — 11). A continuacién

presentamos el calculo del difeomorfismo completo x aplicado entre las métricas G y G al
realizar una afirmacién.

AFIRMACION 2: Sea x : T — T un difeomorfismo de x : {ZA} — {ZA} con ZA =
{F, XY} y Z4 = {®,E* 1%}, donde a € {1,...,n}. Tomando la 1—forma de contacto en las
coordenadas Z* como © = d® — I,dE® y la 1—forma de contacto © = fodF — f,YodX® con
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fo.a = fou (F, X% Y?) en las coordenadas 7ZA, Construyamos la métrica G=0R0+05,4dX*®

dY? y la métrica G = © @ © + hgpdE® ® dI®, con hgy = hay, (®, E*, 1) diagonal e invariante

de Legendre.

Entonces las (2n+ 1) (n+ 1) ecuaciones del difeomorfismo G = G puede ser escritas como:

[XC7YZZ]<I>E‘1 = [XC,YC](I)IQ = [XC7YC]EaEb - [XC’Y:?LDCD - [Xcayc]lalb =0

[XC7 YZJ]E“I" - h’ab

con:

_OX° Y.  OX° OV,
“0Z4 078 " 028 927

[XC7YC]ZAZB

5.2.1. Calculo de las ecuaciones del difeomorfismo yx

. X A
Escribamos G = G como

YA YA
2128 97A 978
- - 0X® oYt  9X® oY’

= 996+ <aZA 078 ¥ 978 974
= (HyaHys + (X, Ya] yays)dZ? @ dZP

GyazpdZ? @dZ® = @ dz4 ® dzB

) dZ74 @ dzP

con
. dXc oY, 0X° Y,
[X aYC]ZAZB = d7A 7B + 07B ozA
y
oF 0X®
HZA = me - faYaaZﬁy

que ya han sido calculadas en (4 — 14)).

Ahora tomemos las ecuaciones componente por componente:
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1 = HeHle +[XYe]ge =1+ [X Yelgg (5-10)
—I" = HeHpe 4+ [X°Ye]gpa = =1 + [X, Ye]g o (5-11)
0 = HeHpe+ X Yelgpra =X Ye]gsa (5-12)
I°T = HpaHpg 4+ [X Y] g = 110 + [ X, Yo pa o (5-13)
0 = HpHp+[XY]pap = [XYeljap (5-14)
hab = HE"‘HIb + [XC7YC]E'a[b = [chifc]Ea]b (5'15)
De las cuales concluimos:
[Xcvn]dﬂb = [Xc7}/;]<bE“ = [XC7Y'C]¢IQ = [Xcayc]E“Eb = [Xcﬂ}/c]lulb =0 (5_16)
hap = [Xca Yc]EaIb . (5—17)

El nimero de ecuaciones en (5 — 16) y (5 — 17)) es calculado de la siguiente manera: 1 ecuacién

para [X €, Y;]pe, n ecuaciones para [X €, Yelgpa v [X€, Yol g fa; n(n2+1) ecuaciones para [X¢, Y] ga g

y [X¢, Ye]japp; n? ecuaciones para [X€, Ye] pao.

5.3. Soluciones lineales

Con el proposito de resolver las ecuaciones (5 — 4)) y (5 — 5|) planteamos primero las soluciones

de tipo lineal.

X¢ = a®+ BSEL oIt (5-18)

Y¢ = 50 4SR5 (5-19)

donde af, 35,9y, 6%, 5,75 € R son constantes a determinar. Estas constantes debemos de uti-

lizarlos en el sistema de ecuaciones [X¢, Y.],4,5. De tal forma que tenemos 2n (2n + 1)E| con-

3El conteo es de la siguiente forma: n constantes para a y 6% n? para 85, %5, €5y 75
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stantes a determinar para (2n + 1) (n + 1) ecuaciones (5 —4) y (5 — 5).

Aplicando (b —18) v (5 — 19) a (5 — 5) tendremos:

hab = [Xca Yc]EaIb = BeYeb + Vaech- (5'20)

La ecuacion (b — 20|) implicaria que hgp s una constante, de tal forma que no corresponde con
ninguna de las métricas de la GTD. Mis atn, si utilizamos la condicién de integrabilidad

tendriamos:

Sab = fe { X5, Y::}Ealb = fe (Baver — VaYer) s (5-21)

lo cudl implicaria que las f. son tambien una constantes.
Este tipo de soluciones es una guia para buscar soluciones que realmente sean compatibles con
las métricas de la GTD. El método a aplicar consistird en buscar una solucién que nos pueda

producir dichas métricas.

5.4. Soluciones mas generales aplicables a las métricas de la

GTD

Las soluciones lineales nos han demostrado que no todos los difeomorfismos pueden ser aplicables

a las métricas (2 —5)) o (2 —6)). La clave para construirlas esta en tomar a hg, = £, E%1

Tendremos que para hg, en el lado izquierdo de (5 — 5) habra que encontrar relaciones X =
X (ZA) yYe=Y¢? (ZB) del lado derecho que contengan a los elementos ¢,, E*I°. Este tipo

de soluciones las denominamos como los difeomorfismos generales:

n -r (175) C C C
XC = My (B (B') (19077 (1) + at0 + BB + w517, (522)
(1-n)

Yo = W (B (D) (1) (1) 4 60 + B 4 451 (5-23)

c C c C .cC c c c 3
donde af, 8y, 95,0 5,75, 1S, .00 ¥ g € R son constantes a determinar.

EnE'T €L, ER T 0 )

4Para n = 2 corresponde a una matriz hep = ( 0 512EII1 + fzzEQl2
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5.4.1. Clasificacién de las soluciones generales

Inmediatamente nos podemos preguntar si los difeomorfismos (5 — 22)) y (5 — 23)) tienen alguna

otra cualidad que nos pueda auxiliar en la busqueda de soluciones. La respuesta viene dada
en que nos permite hacer una clasificacion basandonos en las potencias m, n, r y s; las cuales

podemos caracterizarlas por el vector de clasificaciéon ¢ = (m,n,r, s). La importancia de citada

clasificacién se encuentra al realizar el cdlculo de los paréntesis (5 —4)) y (5 — 5)).
En la préctica, nosotros obtuvimos todos los sistemas (5 —4)-(5 —5)) y los (4 — 10)-(4 — 11)

para el caso n = 2 utilizando un lenguaje de cdlculo simbdlico, los detalles del mismo pueden

ser encontrados en el anexo 2. El nimero de ecuaciones generadas ascendié a 4, 517; més dentro
de ellas aparecierén patrones de semejanza; tomando combinaciones de las constantes IIY, , v
v, 4> permitiendo reducir el sistema. Observamos que el nimero de reducciones depende de
los tipos de clasificaciénes ¢ = (m,n,r,s).

De todos los tipos de sistemas, aquellos que permiten obtener métricas del tipo se

obtienen solamente de clasificaciones que cumple con el criterio

m4+n = 2,
r+s = 2; (5-24)
o con el criterio
m+n = 0,
r+s = 0. (5-25)

De tal forma que para construir elecciones de (5 —22) y (5 — 23)) que nos lleven a la métrica

deberemos de seleccionar una clasificaciéon ¢ = (m,n,r, s) ya sea por el criterio (5 — 23|)
o por el criterio (b — 24]); para finalmente resolver un sistema de ecuaciones que consta de
combinaciones de las constantes II¢, , y W<, ..

El sistema de més ficil solucién es aquel que corresponde a g = (1,1,1,1). Este sistema sélo
contiene elementos de los paréntesis [X ¢, Y;] o »; mientras que el resto son identicamente cero.

Las siguiente clasificacién de interés corresponden a ¢ = (m,n, 1,1); para esta clasificacion las
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ecuaciones que provienen del paréntesis [X¢, Y] . son identicamente cero; lo cual representa

una reduccién importante en el niimero de ecuaciones a resolver.

5.4.2. Como encontrar difeomorfismos utilizando la solucién general

A este punto daremos un algoritmo que permite la eleccién difeomorfismos correctos que solu-

cionen las métricas de la GTD. Asi mismo daremos un ejemplo de su uso.

La construccién de soluciénes generales se puede resumir en el siguiente algoritmo:

1. Seleccién de constantes IIS, , v V¢, , en (5 — 5) de tal manera que las potencias asociadas

en (5—22) y (5 — 23) correspondan a las £, E*I° de la métrica deseada.

C

2. Realizar el cdlculo de los paréntesis (5 — 4) para los coeficientes I1¢, vy W¢,

4 seleccionados

en el paso 1.

3. Determinar el vector de clasificaciéon ¢ = (m,n,r,s) de tal manera que las ecuaciones

encontradas en el paso 1 y 2 sean consistentes o puedan reducirse.

5.4.3. Como generar una solucién para G'!!

E't 0
El ejemplo seleccionado es el caso hy, = - de tal manera que &99 = &7 = 1;
0 FE°I

cero para los demas casos.

; e 1 2 2
Los coeficientes que nos regresan la forma deseada en (5 — 4) son: 113111, Y1111, 13111 v Y11

para la parte E'I! y T1105,Wdons, 113599 v W3595 que corresponden a E212%; de tal forma que

(X Yelpm = wnZEnFB'U 4wl 2 BT BT (5-26)

(X Yol pope = woeSooB?I? +wE B I"ET (5-27)

con,
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wepr = wip=Mm+n)(r+s)—(m+n—2)(r+s—2), (5-28)
En = Mgy Wi + W W, (5-29)

Eo2 = T3999 W30 + 113990 W300s, (5-30)

y la parte Zcqg = Zcq (1500 Ypeq) 7 =11, s decir la combinacién especial =11 no aparece en
ningin otra Z.4. De igual manera las potencias a, b, ¢ y d son tales que ninguna de sus com-

binacines nos da la E*I' o el E?I?. Para el paso 2 del algoritmo debemos utilizar I1};,;,¥1,;,
113, vy Y3, en (5 —4)); el resultado para [X¢, Y| es,
(XYl g = 0uZ0 (1N + 0 Zca BT BT (5-31)

con,

011 =—(m+n)(m+n-—2); (5-32)

mientras que para [X¢ Y;|;1;1 tenemos

(X Yol iy = CiiBar (BY)? + CopBea BTV ECTY, (5-33)

con

Cr=—(r+s)(r+s—2). (5-34)

Si ahora tomamos 113990, ¥3050, 13990 ¥ Wiyoy en (5 — 4); el resultado para [X€, Y. p2p2 es,

[X€, Yol oz = 029595 (1%)° + 0upZca B I BT (5-35)

que le corresponde,

f22 =—(m+mn)(m+n-—2); (5-36)
Finalmente para [X¢ Y;]| ;2,2 se obtiene,
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—_ 2 —_
X, Yol oo = ConZoo (B?)” + €y Zea B IV EF I, (5-37)

cuyo coeficiente

Cyo=—(r+s)(r+s—2). (5-38)

Para completar el paso tres debemos de generar una vista completa del susbsitema de ecuaciones

que estamos estudiando:

winEn Bt = & (5-39)
woaBp E2I? = & (5-40)
601,121 (1Y) = 0 (5-41)
C1iEn (E1)2 =0 (5-42)
02552 (17)° = 0 (5-43)
CoZi22 (E2)2 =0 (5-44)

una simple inspeccién nos muestra que la eleccién =17 = Z99 = 0 no es consistente; de tal forma

que deberemos tener 617 = (;; = 022 = (95 = 0. La eleccién de los coeficientes que mantienen

la consistencia nos da los criterios (5 — 24f) y (5 — 25]). De esta forma hemos mostrando que este

caso particular de la métrica (2 — 5)) cumple con la aseveracién antes mencionada.

5.5. Difeomorfismo x con X = X*(E*) y Y*=Y*([%)

En esta seccién presentamos un difeomorfismos nos permiten combinar las condiciones de inte-

grabilidad (4 — 10)) y (4 — 11)) con las ecuaciones del difeomorfismo (5 — 4)) y (5 — 5)). Analizamos

los difeomorfismo del tipo

X* = X“(E%) (5-45)

Yo = Yo%), (5-46)
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a partir de ellos presentamos un conjunto unificado de ecuaciones que permite integrar F. El
contenido principal de esta seccién estd dada por la siguiente afirmacion.

AFIRMACION 3: Sea x : T — T un difeomorfismo de x : {ZA} — {ZA} con ZA =
{F, X% Y} y Z4 = {®,E* I} donde a € {1,...,n} con X* = X*(E®) y Y* = Y*(I%).
Tomando la 1—forma de contacto en las coordenadas Z* como © = d® — I,dE® y la 1—forma
de contacto © = dF — f,Y,dX® con f1 = fi (Xl,Yl), fa=fa (XQ,YQ), vy o = [ (XY™
en las coordenadas ZA; construyamos la métrica G = © @ © + §4dX® @ dY? y la métrica
G =0®0+hypdE*®dI, con hey = ha, (B, 1%) diagonal e invariante de Legendre. Entonces

las ecuaciones del difeomorfismo x se cumplen si:
(Xaa Ya)Ea[b = hab (5—47)

con:

X oxb
a b _
(X X )ZAZB 0ZAHZB

(5-48)

5.5.1. Reduccién de la condicién de integrabilidad y las ecuaciones del difeo-

morfismo para xy con X® = X*(E*) y Y*=Y([%)

La reduccién es una aplicacién directa del difemorfismo (5 — 45) y (5 — 46)) con la suposicién

de que fo =1y fo = fo (X% Y“)ﬂ Aplicando directamente a (4 — 10)-(4 — 11)) :

fed XY Yape = [ AX Y g = 05 (5-49)

debido a que % = 88)((; = 0. La otra parte,

fC {XcaYc}EaEb = fc {Xcach}[a[b = 0, (5—50)

»Como ejemplo, para n = 1 nos indica
fl = fl (X17 Yl) )
X' = X'(BY,
vyt o= vi(I').
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se reducen debido a ggz = %)I(: = 0. Finalmente tendremos:

0X* oYy *® 0X* oYy *®
JeAXS Yebpar = fogpa gra = fe <8Ea 8Ia> (5-51)
Este mismo escenario lo tenemos para las relaciones (5 — 4)-(5 — 5|), de tal manera que
[XC7}/;]¢><I> = [Xcvi/c]d)E“ = [XC7}/;]¢IG = [Xca}/C]EaEb = [Xcvi/c]lalb =0, (5'52)

donde las primeras tres se deben a que las X% y Y? no dependen de ®; las siguientes dos se
cancelan debido a la dependencia de las X® y las Y. La ecuacion restante se reduce a
0X*9Y®

X, Yol g = 3 gpa = hao (5-53)

Utilizando la condicién de integrabilidad (5 — 51]) con la ecuacién del difeomorfismo (5 — 53)),

llegamos a una relacién entre los componentes de la métrica y las f,:

Sab
hap = 222 5-54
b £, ( )

5.5.2. Aplicacién a la métrica G/

Utilizando la afirmacién 3 y resolviendo sus ecuaciones (5 — 47)), podemos encontrar la trans-
formacién correcta para G'1. Dicho difeomorfismo relaciona las métricas Gy G; preservando

el contactomorfismo y permitiendonos integrar F'.

RESULTADO 1: Sea x : T — T wun difeomorfismo de x : {ZA} — {ZA} con ZA =
{F,X* Y%} y Z4 = {®,E*, I*} donde a € {1,...,n}; dado por

o

F = -
2k + 2 (5-55)
X 2k + 2 (5-56)
Y = ———. .
2%k + 2 (5-57)
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Entonces x transforma la métrica

2k+1
G —0®6 1+, (E“Ib> dE® @ dI

a la métrica

G=0®0+5,dX*®dY?,

donde
O =dd — I,dE”
y
O =dF — f,Y,dX*
con
1
fo= pES

[(% +2)? X“Ya} 22

Demostracién de la relacién entre G y G/

(5-58)

(5-59)

(5-60)

(5-61)

(5-62)

A partir de la afirmacién 3, utilizamos en ella la definicién de la métrica (5 — 58)), de tal forma

que hgp = dgp (E“I b)%ﬂ. La ecuacion (b — 47)) es especificamente,

0Xe oy
OE® §Ie

(Xa7 Ya)Eaja =

donde aclaramos que no hay suma para indices repetidos.

La solucién a (5 — 63)) es dada por

a\2k+2
o _ (B9
2k +2
a\2k+2
o I
2k + 2
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Por otro lado tenemos la relacién (5 — 54)), que para esta métrica adquiere la forma

; — (EaIa)2k+1 : (5_66)

a

Utilizando el difeomorfismo (5 — 56)) y (5 — 57)) podemos expresar estas funciones como:

1
fa = 2k+1 ° (5'67)

[(% +2)? XaYa} 2

Finalmente podemos integrar F' a partir de la preservacién de la forma de contacto,

© = dF - 2in SdE" (5-68)
- 2k1+ S (0% — ,dE") (5-69)

de donde seleccionamos
b= 21:11 2 (5-70)

38



Capitulo 6

Conclusiones

Revisiones sobre la teorfa de fluctuaciones termodindmicas que incluyen los conceptos de covari-
anza y consistencia han sido realizados al incorporar el lenguaje de geometria de Riemann a ella
(Ruppeiner| [1995]). En otra linea de pensamiento, la incorporacién directa de las fluctuaciones
a los postulados de la termodindmica ha sido presentada por los trabajos de (Mishin [2015]).
En nuestro trabajo seguimos ambas lineas de accién al incorporar las métricas de la GTD a la

teorfa de fluctuaciones.

Nuestro trabajo muestra principalmente la relacién entre las metricas (2 — 7)) y (4 — 8|) a partir
de un contactomorfimo y que relaciona las estructuras de contacto definidas por las 1— formas

(2—1)) y (4 —9). Encontramos que las soluciones generales a las ecuaciones del difemorfismo x

1—

Xxe Chea (B (E?)" (19077 (Id)( Vot + G5B+ sl (6-1)

(1—n) s
Y = Wy (BT (BT () (1) 4 650 + eG4 1 (6-2)

pueden ser clasificadas acorde a las potencias m, n, r y s. Dicha clasificacién es utilizada dentro

de un algoritmo de solucién para obtener un sistema de ecuaciones en la que los coeficientes
. . . . s )

I v We, .4 correspondan a aquellos de un tipo particular de las métricas de la GTD; generan-

do una solucién consistente que permita integrar la funcién F' a partir de las condiciones de

integrabilidad (4 — 10) y (4 — 11)).
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Para incoporar una estructura de Riemann a la teorfa de fluctuaciones Gaussianas, notamos

que la métrica (4 — 8|) se le puede asociar la métrica proyectada

OF OF N O*F
dXe9Xb = 9XedXb

5= |(fo—fu) (fo— 1) axax’, (6-3)

suponiendo que se cumple la primera ley de la termodindmica @* (dF — Y,dX®) = 0 en el
espacio de equilibrio F. Es claro que los encajes ¢ y @ no necesariamente deben ser identicos.
Concluimos que la GTD exige que la mera funcién F' sea un potencial termodindmico con un

extremo que corresponde a la segunda ley de la termodindmica. La condicién anterior reduce

la métrica (6 — 3) a

O*F

~ a b
7= agypdX dX", (6-4)

que es una métrica Hessiana. Podemos utilizar la relacién (6 — 4]) directamente en la teoria de

fluctuaciones Gaussinas debido a que ella cumple con los requerimientos matemaéticas necesarias.

Vemos entonces que el contexto fisico debe ser incorporado dentro de la estructura como un
limite de aplicabilidad. Esto es similar a el limite establecido para la teoria de fluctuaciones
Gaussiana al restringirse a aquellas que no sean fluctuaciones cuénticas. Concluimos:

La interpretacion fisica se traduce a encontrar estos limites, para lo cual requerimos de infor-
macion para la funcion F.

A este punto recordamos que una expresiéon para F' puede ser obtenida via el difeomorfismo .

En particular nosotros la hemos encontrado para la métrica G/

o
F= e (6-5)
junto con las relaciones
= e (6-6)
RNV s
YOS e (6-7)

Es de esta manera que con las herramientas desarrolladas en este trabajo hemos encontrado
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una forma particular de F.

En conclusion, la posibilidad de encontar soluciones nos motiva a examinar las diferentes métri-
cas de la GTD con las herramientas propuestas en esta tesis. Tales nuevas soluciones nos lle-

varian a encontrar relaciones fisicas claras a partir de la forma de los difeomorfismos teniendo

en mente la conexion con la teoria de fluctuaciones.
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Apéndice A

Propiedades (Geométricas del TPS

En este apendice damos férmulas para el tensor de Ricci y el escalar de Ricci. Afiadimos ademaés
una descripcién detallada de los objetos geométricos relacionados con cada una de las métricas
de la GTD. Los objetos mateméticos a mostrar son: los elementos de cada métrica y su inversa;
las ecuaciones geodésicas para cada métrica; formulas explicitas para los simbolos de Christoffel
de cada métrica. En base a estos objetos mostramos el tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el

tensor de Einstein para cada una de estas métricas.

Presentamos las diferentes férmulas en las que basamos los cédlculos. En todas ellas utilizamos a

g denota la métrica de Riemann. La regla estdndar para calcular los simbolos de Christoffel

cb
“ cd
c

1
ab = 92 (Ov9da + Oagod — Oagan) - (A-1)

Para calcular el tensor de Ricci R, utilizamos estos simbolos,
Rap = 9414 — V3 (04 (log /g)) — TE.TS,. (A-2)
El escalar de curvatura R es calculado utilizando contraccién con la métrica.
R = g" Ry, (A-3)

Las ecuaciones geodésicas pueden ser calculadas de manera directa utilizando el "Lagrangian" Lq
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asociado a la métrica

. LN\ 2 .
Lo=1L, = (<I> — 6abIaEb> ¥ hogBOTY, (A-4)
y las ecuaciones de Euler -Lagrange

d (0Lg\ OLg _
X

=) -5 =0 A-5
2 a4 (A-5)
el punto denota diferenciaciéon con respecto de un pardmetro afin A y ¢ son las coordenadas, en
este caso ¢ € {®,1% E®} con a € {1,...,n}. Finalmente la formula utilizada para el tensor de
Einstein F,

1

Eab = Rab - igabR~ (A'G)

A.1. Objetos de la métrica G/

La métrica con la que trabajamos es

2 2k+1
Gl = (d<1> - 5chCdEd> + Ada (E“Ib) dE“dI®, (A-7)
donde A es una constante y k € Z.
A.1.1. Componentes de la métrica G/
Los componentes de la métrica estdn dados por:
GfIDIEI“ = -1 (A-9)
G, = 17, (A-10)
A 2k+1 e
GHL, = 55(11, (Ealb> = 2I';16%. (no suma) (A-11)
Utilizandoles podemos inferir el determinate,
11 A" okt1]’ AN” in2kr1]”
det G = (—=1)" [(2> [1(E7I17)*** } = [(—2> (I} E'T*) ] . (A-12)
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Ademsds tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversa:

(GIH)‘M’ 1,
117\ ®1 2 I
(G111 — KW = 2IT,, (no suma)
Berb 2 1
(G 1 abW = 20444 (no suma)

A.1.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica G'/!

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

® — §4I°E = Cs,

A (IC)2k+1 % [(EC)2I<:+1 Ec} + 2C¢EC _ 0,

A (Ee)2+1 % [(Ic)%—i-l j—c:| 90 =0,

(A-13)

(A-14)

(A-15)

(A-16)

(A-17)

(A-18)

recordamos que le punto denota diferenciacién con respecto a el pardmetro afin A y Cs es una

constante. Las soluciones paramétricas con respecto a A son:
A
Cc __ C
E° = Ejexp <—/\C ,
0

A
[C = Igexp (c) ’
0

D = Ao+ Ao.
Las constantes definidas en las ecuaciones previas estdn dadas por:
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(A-19)

(A-20)

(A-21)



Ak+1)

No= e (EGIS™ T,
Eglg
Ae = Ca—) —°.
0

[

(A-22)

(A-23)

Utilizando las ecuaciones (A — 19 — (A — 21)), tambien podemos encontrar las primeras inte-

grales

Co

Ce

= & §4I°F°

k4172
— (ICEC)2]€+1 Ecjc — (ESIS) i ]

Ao

A.1.3. Simbolos de Christoffel para la metrica G'!/

En este caso los simbolos son:

A.1.4. Tensor de Ricci

1
A (EbI0)2F -
2k+1
Ea
2k+1
Ia
1°T,

6% — 21T

5ab

2k +1
Eb

I°T. (no suma)

I(l

6% — 197%(T'y + 1) | (no suma)

para la métrica G'/!

Los componentes para el tensor son:

45

(A-24)
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Roo = —R (A-34)

Rq)]b — Trb (A-35)
2k+1
Rop = Tirb +I'R (A-36)
R[a]b - 0 (A-37)
2k+1

Rpapp = —Dq0% + 102~ 7T (A-38)

2/<;+1F 2k +1
I°Ee ot IPED

Rpag = —1,1, Tp+R (A-39)

donde R es el escalar de curvatura que definiremos en la siguiente seccién.

A.1.5. Escalar de Ricci para la métrica G'/!

El escalar de curvatura estd dado por:

R=—-Rep=-2) I} (A-40)

A.1.6. Tensor de Einstein para la métrica G’/

Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:

B = —gR (A-41)
2k+1
el = — T (A-42)
2k+1_ 3
EMIL = [Ebrb + 21173} (A-43)
G]a[b - (A—44)
2k + 1

B, = {— Ty + R) 6% + I° rb] (A-45)

2k + 1 2k+1_ 3
EUL ., = —1,1I, [ Taga Lo+ oz Lo+ 23} (A-46)
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A.2. Objetos de la métrica G’

La métrica con G! es invariante ante transformaciones totales de Legendre. Ha sido utilizada

para trabajar con agujeros negros en GTD. La métrica es definida como:

Gl = <d<1>2 _ 6abI“dEb)2 4T (5eth6dIh> , (A-47)

donde I" = (5chCId).

A.2.1. Componentes de la métrica G’

Desde la definicién de la métrica podemos observar que algunos de sus componentes son iguales

a los de la métrica G, Los componentes estdn dados por las siguientes relaciones:

Gle = 1 (A-48)
Ghpa = —I° (A-49)
Gl = I°T° (A-50)
r
Ghapy = o 0ab (A-51)
De ellas podemos inferir el determinate,
det G = (=1)" (I)*". (A-52)
Ademsds tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversa:
@H** =1 (A-53)
a e
(@)™ = 2 (A-54)
agtb 5
(@)™ = 2 (A-55)
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A.2.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica G’

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

) ) C
& — 5 "B = 7‘1’

% (PE") + o — B" (5 B°1") = 0

% (p jn> P L (6ehE€fh> =0,

A.2.3. Simbolos de Christoffel para la metrica G'

En este caso los simbolos son:

c 0
FgEb - %b
c 1
Mp = —55 (I”(Sac + I“(Scb)
c 1
Fgajb = ﬁ (Eb(sca - Ecéab)
c o
F<II>Ib = _?Cb
re - - (31%pe — I6ap)
Eagb or be ab
c 1
Fﬁalb = ﬁ (Eb(sac + Ea5b0>
b
(i3]
Lo = T
I°Eb
F%alb = T - 6(1[)
Ibre
F%“Eb = = T

A.2.4. Tensor de Ricci para la métrica G'

Los componentes para el tensor son:
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(A-56)

(A-57)

(A-58)

(A-59)
(A-60)
(A-61)
(A-62)
(A-63)
(A-64)
(A-65)
(A-66)

(A-67)



1\ 2
=20 (1) o)
1
Rgpe = (3n — 2) Ibﬁ (A-69)
Eb
R@Ib - — (TL — 2) ﬁ (A—?O)
1 1
Rgap =+ ((4 —3n)Dégup + 3 (5bn — 1) Eb[a> T2 (A-71)
5 Ieq°
3 o 1
Rpep =5 (n—1) E°E v (A-73)
A.2.5. Escalar de Ricci para la métrica G’
El escalar de curvatura estd dado por:
1
R=-2[n+ 3n—-1)2n—3)] T2 (A-74)
A.2.6. Tensor de Einstein para la métrica G'!/
Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:
T 1
E(pq) = Tlﬁ (A-?E))
1
Bl = —rgfbﬁ (A-76)
1
Egp = —7~3J5”ﬁ (A-77)
arb 1
Bl o =14l Ibﬁ (A-78)
I bra 1
By = (redal +15E'1") = (A-79)
a 1
El,,=mE Ebﬁ, (A-80)

donde utilizamos los siguiente polinémios:
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rn = —n+Bn-1)(2n-3) (A-81)
ro = (2n—1)(3n —5) (A-82)
rg = (n—2) (A-83)
= %(2n+5+3(4n— 1) (n—2)) (A-84)
Ty = % (bn —17) (A-85)
- % (n+ (n—1) (6n— 11)) (A-86)
= g (n—1) (A-87)
A.3. Objetos de la métrica G/
La métrica con la que trabajamos es
Gl = (dq>2 - 5abI“dEb)2 4T (nethedIh> , (A-88)

donde T' = §.4FE°I¢ y T = n, BI°.

A.3.1. Componentes de la métrica G/

Los componentes de esta métrica no distan mucho en su definicién de aquellos de la métrica

G, el componente distintivo es G . Los componentes son:

Eagb-

G, =1 (A-89)
Gipa = —I° (A-90)
Gl = I°T° (A-91)
Ghap = gnab (A-92)

Utilizandoles podemos inferir el determinate,
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det G = (—1)™ (I)*". (A-93)

Ademsds tambien podemos escribir los componentes de la métrica inversas:

(@M = 1 (A-94)
a 1P

(@)™ = 2t (A-95)

(G = 2%. (A-96)

A.3.2. Ecuaciones geodésicas de la métrica G/

Las ecuaciones geodésicas para esta métrica son:

Cso

b — S I"E" = (A-97)
d% (PE°) + noco B = n B° (ng BI1*) = 0 (A-98)
dil)\ (ch) —necal® —n I° (UabEajb) =0, (A-99)

donde Cs es una constante y utilizamos la notacién 7, para el elemento diagonal de 7,4 .

A.3.3. Simbolos de Christoffel para la metrica G!!!

En este caso los simbolos son:

o1



- 1
e 1
Fgalb = or (Eb(sca - Ec%ﬂab)
e 1
FgaEb = aT |:Ib (Oac — 21mqe) +1¢ (556 - 277bc):|
c 1
Fﬁalb = ﬁ <Eb6ca + Ea50b>
e 1
FIEa]b = ﬁ [Ia (5bc + 277017) - Icncnab}
Fgfb - %
1
Moy = 5o (EbI“ (T + Fdab)>
Ib
Topr = I? :
1
F%aEb = (1 =14 —m) AR

r
A.3.4. Tensor de Ricci para la métrica G/

Los componentes para el tensor son:

1 2
oo = -an (1)
b

Repe = ((n—2)n, + 2n) T2
Eb
Rep =—(n—2) Ubﬁ

(7% (nab + 5(11)) + Qnab) r

Rgapp = | +(n—2) (E*T°n, — L (36 + nuy))

+(n—1) (3EPI%)

Rppn == (00 =2 (ra+m) = 5 (0 +3))

3 1
Rpepp =3 (n—1) EbEaﬁ

donde R es el escalar de curvatura que definiremos en la siguiente seccién.
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r2

(A-100)
(A-101)
(A-102)
(A-103)
(A-104)
(A-105)
(A-106)
(A-107)

(A-108)

(A-109)
(A-110)

(A-111)

(A-112)

(A-113)

(A-114)



A.3.5. Escalar de Ricci para la métrica G'/!

El escalar de curvatura estd dado por:

R:—2n(2n—5)%—|—2[3(n—1)—(n—2)(4n—1)]% (A-115)

A.3.6. Tensor de Einstein para la métrica G/

Con los componentes de ricci y la métrica podemos encontrar las ecuaciones de Eistein:

I —T7)T
Efy = nen = € (A-116)
+@n-1)@2n-571 | T
11 Eb
Egp =~ =2) 0y (A-117)
Mm—T)—(m—2)n)T \ I
Eé%b _ (n(2n ) —(n ) Mb) Lg (A-118)
+(@2n-1)2n-5)T r
(_% (5ab -2 (n - 3) nab) =+ 277ab) r 1
E{Eﬁlb =+ | +(n-2)(E I, — % (30ab — 2 (n — 3) 1)) 2 (A-119)
+(n—1) (3EbI?)
2n—-1)(2n—-5)7T
B L = L rr A-12
pepr = | —5(n+1)(n=3)T | 75 (A-120)
—(n—=2) (g +m)
3 L, 1
Bl = 5 =1) E'E o (A-121)
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Apéndice B

Desarrollo de software

La pregunta central en la discusién de la creacién de software para calculos cientificos es: jQué
lenguaje de programaciéon debo de utilizar? Nosotros nos atrevemos a contestarla diciendo:
Aquel lo haga rédpidamente. Esta respuesta no es simple de interpretarla, dentro de si existe una
discusién mas formal que nos lleva a hablar de la clasificacién de los lenguajes de programacién

en alto y bajo nivel.

B.1. Alto nivel y bajo nivel en los lenguajes de programacion

Los lenguajes de alto nivel son aquellos que nos permiten traducir cédlculos a algoritmos uti-
lizando la menor cantidad de lineas de c6digo. Ejemplos de lenguajes de alto nivel son: Python,
Pearl, Octave, R e IDL. Este tipo de lenguajes son usados en la computacién cientifica con el
propdsito de hacer exploracién de ideas. La sintaxis de ellos permite una interaccién entre las
ideas y los tipos de datos computacionales que las reflejan; permitiendo un desarrollo flexible
en el que la mayor cantidad del tiempo es usado en pensar lo que se codifica que en cémo codi-
ficarlo. La comunidad cientifica favorece el uso de este tipo de lenguajes para comunicar nuevas
ideas dado que existen librerias que han traducido las herramientas mateméticas a funcionalidad
computacional directa.

En contraste, un lenguaje de programaciéon de bajo nivel nos permite ejecutar cdlculos con
rapidez utilizando de manera eficiente los recursos de hardware. El ejemplo estdndar para

lenguajes de bajo nivel es C. El manejo de los recursos de hardware es realizado desde la misma
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codificacién, de tal manera que permite implementar estrategias para aumentar la velocidad de
respuesta tales como: paralelismo, clusterismo o indexacién de datos. El nivel de experiencia
para la escritura y comprensién de algoritmos debe ser alto m&ds ain para comprender las
aplicaciones realizadas por terceros. Tal especializacién es la que ha segmentado su uso dentro de
la ciencia; haciendo que cada grupo de investigacién utilice sus propios algoritmos especializados
en los problemas que ellos tratan.

Existen otros lenguajes de programacién de tipo intermedio tales como C++ y Java. A comen-
tario, dichos lenguajes son los que han tenido més éxito en el d&mbito comercial debido a este
mix de habilidades. Hemos expuesto esta 1ltima clase de lenguajes debido a que en ellos encon-
tramos las caracteristicas necesarias para la solucién de los sistemas de ecuaciones presentados

en esta tesis.

B.2. Problema computacional en esta tesis

Nuestro problema reside en la solucién de sistemas (5 —4)), (5 —5)), (4 —10) y (4 — 11) para

el caso n = 2. La principal dificultad de dichas soluciones es el nimero de variables que se
tiene que calcular y que no puede ser programado de manera directa; debe de ser flexible para

poder calcular las ecuaciones y los casos especiales que se deben de resolver. De manera exacta

debe permitir generar las solucione general (5 —22) y (5 — 23) como un objeto computacional;

procesarse en las ecuaciones (5 — 4f), (5 — 5)), (4 — 10) y (4 — 11)) para crear un conjunto de otros

objetos computacionales que relaciones las constantes II¢, , v ¢, .- finalmente estas relaciones
son las que deberdn procesarse para encontrar los valores de ellas que nos permitan establecer
las soluciones acordes a las métricas de la GTD.

Para este tipo de problemas computacionales debemos de hacer una mezcla entre las cual-
idades de un lenguaje de alto nivel con un lenguaje de bajo nivel. Esta mezcla la encon-
tramos en Python a través de la distribucién de Anaconda de 64 bits y versién de kernel
3; utilizando las librerias utilizadas numpy y sympy disponibles en formato opensource. La
documentacién para la instalacién y documentaciéon de esta distribucién la podemos encon-

trar en https://ipython.org/. En lo que resta de esta apédice daremos un diagrama del cédigo

implementado en la solucién de las ecuaciones (b —4)), (5 —5), (4 —10) y (4 — 11f). El con-
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junto completo de programas y librerias que creamos puede ser encontrado en el repositorio
https://github.com/ekhar666/fluctuaciones  GTD. Invitamos a los lectores a que utilicen estas

referencias.

B.3. Diagrama de solucién y documentacion

En esta seccién presentamos el diagrama de flujo que implementa el algoritmo de solucién para
las ecuaciones del difeomorfismo en la figura B.1. Cada uno de los elementos en el diagrama rep-
resenta una funcionalidad que se encuentra bien especificada dentro de los programas de control.

Nosotros creamos varios programas de control para desarrollar diferentes ideas; cada uno de ellos

podria especificar un caso particular para la solucién general (5 — 22) y (b — 23|) al seleccionar

algiin vector de clasificacién. La funcionalidad estd repartida entre varios médulos de funciones

que estdn desarrollados en las bibliotecas difeomorfismos.py y difeomorfismos solvers.py.

SET

INI GTD Metric

SET
Coefficients

CHECK

GSET GTD solution
eneral

Equation
Case

FIN

CALCULATE CHECK FIN
Difemorphism Consitency
Equations

REDUCE
Difemorphism

Equations CHECK

Jacobian FIN

CALCULATE
Coefficients

Figura B.1: Diagrama de flujo calculo de ecuaciones de difeomorfismo
La funcionalidad general del diagrama es:

1. SET GTD Metric: En esta paso le damos al programa la matriz hy, acorde a algin

caso de las métricas de la GTD G, G o G!11.
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. SET Coefficients: Esta funcionalidad asigna valores a II¢, , y ¥¢, .. En el inicio del

ciclo de célculo su valor es algebraico y no un nimero.

. SET General Equation Case: Los coeficientes II¢, ;v W&, ., son puestos con sus valores
en la ecuacién general. Esta funcién requiere que se especifique uno vector de clasificacion

q. La funcién es capaz de calcular n sumas de diferentes casos de ecuaciones generales.

. CALCULATE Difeomorphism Equations: Realiza el cdlculo especifico de las ecua-

ciones del difeomorfismo (5 — 4f), (5 —5)), (4 — 10) y (4 — 11)) con los valores de los coefi-

3 (& c
cientes II, , vy Ve, ..

. REDUCE Difeomorphism Equations: El paso anterior genera un conjunto nuevo
de ecuaciones; esta funcionalidad remueve las ecuaciones duplicadas. La funcionalidad es
aumentada encontrando no solo ecuaciones duplicadas sino sumas y multiplicaciones por

escalar; dichas ecuaciones también son removidas si se cumple con los criterios adecuados.

. CALCULATE Coefficients: Esta es la parte fundamental del algoritmo. Su base es

calcular los coeficientes IIS, , y V¢, ; en las ecuaciones (5 — 4) y (4 — 10) que las reduzcan;

con la condicién de que dichos coeficientes no aparezcan en ninguna de las ecuaciones

(@ —10) y (4 —11). El resultado son nuevos valores II, , v V¢, ., que serdn utilizados

en los pasos 1 y 2 para encontrar un difeomorfismo més cercano a la solucién. Este paso
representa el final del ciclo, los siguientes pasos son condiciones de control para validar la

solucién momentanea o determinar si es una solucién final.

. CHECK Jacobian: El primer criterio calcula el Jacobiano del difeomorfismo parcial. Si

su valor es 0 termina el ciclo y si es diferente, continua para buscar una solucién final.

. CHECK Consistency: Criterio que determina si los coeficientes II{, ;, y W&, , no
generan un sistema de ecuaciones incompatibles con la solucién buscada para la métrica

de la GTD seleccionada. Termina el ciclo si encuentra alguna inconsistencia.

. CHECK GTD Solution: Criterio final que determina si el difeomorfismo parcial es
una solucién a las ecuaciones del difeomorfismo. El ciclo termina si se ha encontrado una

solucion y el difemorfismo parcial es considerado como final.
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