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Introduccion

La teoria de punto fijo es una de las herramientas mas poderosas de la matematica
moderna. Recordemos que, dada una aplicacién f : X — X, un punto fijo de f es un punto
x € X que satisface la ecuacién f(z) = z. A los teoremas que involucran la existencia y
propiedades de puntos de este tipo se les conoce como teoremas de punto fijo. Dicha teoria se
puede aplicar en varias dreas de la matemaética como teoria de juegos, economia matematica,
teoria de optimizacién y teoria de aproximacién, entre otras.

La teoria de punto fijo se ha estudiado y generalizado en diferentes espacios, y varios
teoremas se han desarrollado a lo largo de los anos. En 1886, Poincaré fue el primero en
trabajar en esta area. Luego, alrededor de 1912, Brouwer probd que si tomamos a X como
una bola cerrada en un espacio euclidiano, entonces toda aplicacién f : X — X tiene un
punto fijo. A este resultado se le conoce como el teorema de punto fijo de Brouwer. Tiempo
despues, en 1926, Solomon Lefschetz probé un resultado que en la actualidad se conoce
como el teorema de punto fijo de Lefschetz. Este teorema da condiciones suficientes para que
una aplicacién f : X — X, definida en un poliedro compacto X, tenga un punto fijo. Mas
concretamente, el teorema dice que si el numero de Lefschetz A(f) (que es un invariante
construido a partir de los homomorfismos inducidos en homologia por la aplicacién f) no es
cero, entonces f tiene puntos fijos. Se puede ver que el teorema Lefschetz generaliza el de
Brouwer.

En este trabajo mostraremos una version mas general del teorema de punto fijo de
Lefschetz, que se conoce como el teorema de punto fijo de Lefschetz-Hopf. Este teorema
dice que justo A(f) = Iy, donde I es el indice de punto fijo de la aplicacién f (el cual se
puede interpretar como el niimero de puntos fijos contados con ciertas multiplicidades, las
cuales explicaremos més adelante) y X es un espacio més general conocido como retracto de
vecindad euclidiana. Los resultados que se muestran estan inspirados en [3].



Capitulo 1

Retractos de vecindad y el grado de
una aplicacion.

En este capitulo introduciremos el concepto de retracto de vecindad y definiremos el grado
de una funcién. También estudiaremos algunas propiedades del grado y mostraremos una
manera de calcularlo. Por dltimo, daremos algunas propiedades homolégicas de los retractos
de vecindad en R"™, las cuales usaremos mas adelante.

1.1. Retractos de vecindad.

Sea, X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. El subconjunto A se dice que es
retracto de X si existe una aplicacién r : X — A tal que la restriccién de r a A es la identidad,
esto es, |4 = ids. En este caso a r se le llama retraccién. Decimos que A es retracto de
vecindad de X (abreviado N R por su nombre en inglés neighborhood retract) si existe una
vecindad abierta U de A en X tal que A es retracto de U. De la definicién se sigue que to-
do abiertoen X es NRde X, yquesi Aes NRde X y Bes NR de A, entonces Bes NR de X.

Definamos ahora lo que es el grado de una aplicacién. Recordemos primero que todo
endomorfismo ¢ de un grupo ciclico libre esta dado por un entero, esto es, ¢(x) = nx para
un determinado n € Z. Aplicando lo anterior a grupos de homologia definamos ahora la
nocién de grado en topologia algebraica. En adelante trabajaremos con grupos de homologia
sobre Z a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.1. Dada una aplicacion f : S™ — S", el endomorfismo inducido f. de
H,(S™) 2 Z esta dado por f.(x) = deg(f)x, donde deg(f) € Z estd determinado de manera
unica. Al entero deg(f) se le conoce como el grado de f.

Algunas propiedades del grado de una funcién son:
1. deg(id) = 1.

2. deg(fo f') = deg(f)deg(f").
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3. Si f =~ f' entonces deg(f) = deg(f’).
4. El grado de una equivalencia homotépica es +1.

Por ejemplo, el grado de una transformacién ortogonal f : S™ — S™ coincide con el
determinante, esto es, deg(f) = det(f). Por otra parte, si f : S™ — S™ es una funcién
antipoda (z +— —z), entonces deg(f) = (—1)""!1. Como una aplicacién de esto tenemos el
siguiente resultado; en él llamaremos a x punto antipoda de f si f(z) = —z. Denotaremos
cona:S"— S"aa(xr)=—x.

Proposicién 1.1. Si f : S — S™ no tiene puntos fijos, entonces deg(f) = (—=1)"*1. Si
f 8" = S™ no tiene puntos antipodas (f(x) # —x), entonces deg(f) = 1. En particular,
toda aplicacion f : S** — S?¥ tiene un punto fijo o un punto antipoda.

Demostracion. Si f no tiene puntos fijos, dg(t) = (1 —¢)f(x) — tx # 0 para toda ¢t € [0,1] y
x € S™. Por lo tanto D(z,t) = sziggH es una deformacién de f en una aplicacién antipoda.

De esta manera, de ser f homotépica a la aplicacién antipoda, deg(f) = (—1)"*1.

Ahora, si f(z) # —z para toda z € S™, entonces g(z) = —f(x) no tiene puntos fijos y por
tanto

deg(f) = deg(a og) = deg(a)deg(g) — (_1)n+1(_1)n+1 -1

Concluimos entonces que, si f no tiene puntos antipodas, deg(f) = 1. Finalmente, si f :

S2k — §2F no tiene puntos fijos ni puntos antipodas, entonces deg(f) = (—1)%+! = —1
y deg(f) = 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f tiene un punto fijo o un punto
antipoda. ]

Lo que queremos ahora es definir el grado de una funcién localmente.

Definicién 1.2. Sean V C S™ (con n > 0) un conjunto abierto, f : V — S™ una aplicacion
y q € S™ un punto tal que f~1(q) es compacto. Consideremos entonces la composicion

Ho(S") 25 Ho(S", 5" — f71(q) = Ha(V,V = f7Y(g) L5 H, (5", 5™ — q) = H,(S") (1.1)

donde exc es el isomorfismo de escision (escindiendo S™—V ) y el iltimo isomorfismo estd da-
do por N
H,(S",S" —q) = H,(S",p) = H,(S") = H,(S")

pues S™ — q es contraible.

La composicién (1.1) tiene la forma x — degq(f)x, donde degq(f) € Z y estd determinado
de manera unica. A este entero se le conoce como el grado local de f en q. Tenemos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1. Siq ¢ Im(f), entonces degq(f) =0. Si f:V — 8™ es la inclusion, entonces
degy(f) =1 para toda g € V' pues

H,(S™) = H,(S", 8" — q) = H,(S™).
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Si f es un homeomorfismo sobre un conjunto abierto f(V) C S™, entonces degq(f) = £1
para toda q € f(V) pues

Ho(S™) = Hy(S™, S"— 7)) = Ho(V,V—f1(q)) = Ha(F(V), F(V)—q) = Ho(S", S"—q) =

donde el primer isomorfismo se obtiene considerando la sucesion de la pareja (S™,S™ —
(@)

Lo que justifica el adjetivo local de la definicién dada es la siguiente proposicién.
Proposicién 1.2. Si f~1(q) C K C U C V, donde K es compacto y U es una vecindad de

K, entonces el grado de f en q estd también dado por la composicion

Ho(S™) 25 Hy (57, 8" — K) = Hy(U,U — K) Y% 5757 — g) = Hy(8™)  (1.2)

La proposicién 1.2 nos dice que podemos reemplazar f~!(g) por cualquier conjunto com-
pacto méas grande que f~!(g) que lo contenga y esté dentro de V, también reducir a V por
una vecindad de f~!(g). Por ejemplo, podemos reducirlo a f~1(B), donde B es una vecindad
de gq.

Corolario 1.1. Dada una aplicacion f: S™ — S™, deg(f) = degy(f) para toda ¢ € S™.
Demostracion. Se sigue de la proposicion 1.2 tomando K = S™ = U. O
El siguiente resultado nos permitird calcular el grado local de una funcién.

Proposicion 1.3. Sea f : V — S™ yq € S™ como en la definicion 1.2. Supongamos que V es
unidn finita de conjuntos abiertos, V= J\_; Vi, tal que los conjuntos f/\_l(q), con fx = flv,,
son compactos y mutuamente ajenos, esto es, f;l(q) N fu_l(q) = () para todo \ # . Entonces

degq(f) = Y _5=1degq(f2)-

Demostracién. Elijamos primero una vecindad Uy de fy 1(q) en Vy tal que UxNU, = 0 si
A # p, y definamos U = [ J}_, Uy. Consideremos ahora el siguiente diagrama

Ho(S™) e Ho (8™, 8" — f~1(q)) Ho(U,U — £7Y(q)) —

i{id} J{{i,\*} {i’A*}Tg

r n D ire
B, Ha(S") —22

fa

{id}T

@fk*

donde exc es el isomorfismo de escision, {id} es la aplicacién cuyas componentes son funciones
identidad, e iy,7) denotan inclusiones. Ahora, la funcién {i}} es un isomorfismo pues U es

H,(S",S" —q) = H,(S")

@7;\:1 H, (5™, 8" — q) = @;:1

Hy(5™),

@3:1 Hn(SnaSn _f,(l(Q)) = @3:1 Hn(U/\7U)\ —f)?l(Q)) —

H,(S™)
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unién ajena de {Uy,} y por !. La conmutatividad del diagrama es clara excepto tal vez por el
segundo cuadrado. Notemos que la composicién

Ho(Un, Us— £1(9)) 22 Ho(U,U — 174(q) & H, (87,57 — £71(q)) 25 H, (5™, 8"~ £())

coincide con la inclusién si A = u, y es cero si A # p (pues Uy C S™ — fﬂ_l(q)). Luego, por
la proposicién 1.2, la parte superior define a deg,(f), mientras que la parte inferior define
{degq(fx)}. Por lo tanto, considerando la parte superior, inferior y las flechas de los extremos,
tenemos que

degy(f) = degqy(f).
A=1

O]

Como ya dijimos antes, la proposicién 1.3 nos permitirad calcular deg,(f). Supongamos
por un instante que f~!(g) es un conjunto finito, digamos f~1(¢q) = {p1,...,pr}. Podemos
entonces elegir conjuntos abiertos Vy tales que py € Vy y VANV, = () para todo A # . Basta
entonces que calculemos degy(fy). A este nimero se le suele llamar la multiplicidad del punto
pa- Por lo tanto, deg,(f) es igual al niimero de puntos en f~!(q) contando sus multiplicidades.
Como ya vimos antes, la multiplicidad se puede calcular en cualquier vecindad de py, y si f
es localmente homeomorfo, entonces todas sus multiplicidades son =+1.

1.2. Propiedades homolégicas de los retractos de vecindad en
Rn

Consideremos primero subconjuntos arbitrarios B C A C S™. Para todo p € A, las
inlcusiones inducen los homomorfismos

Ho(S™ — B,S™ — A) 2% H,(8", 8" — p) <~ H,(S")
donde i, es isomorfismo pues S™ — p es contraible.
Lema 1.1. Para today € Hy(S™ — B, S™ — A), la funcion J, : A — ﬁn(S”) dada por
(Jy)(p) = Z'pil(]’p(y))
es continua, esto es, localmente constante. Por lo tanto, (J,)|p = 0.

Demostracion. Recordemos que una funcién de un espacio topolégico A en un espacio discreto
B es continua si y sélo si es localmente constante. Sea (J,)(p) = x, esto es, jp(y) = ip(x).
Queremos ahora construir una vecindad U de p tal que si ¢ € U N A, entonces j,(y) = iq(x),

!Sea X un espacio arbitrario con componentes por trayectorias Xx, A € A. Sea A C X un subespacio y
Ax = AN X,. Entonces las inclusiones iy : (Xx, Ax) — (X, A) inducen un isomorfismo €, ., Hn(Xx, Ax) =
H,(X,A).
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esto para toda ¢ € UNA. Sea ¢ € S,(S" — B) C 5,(5™) y z € S,(S™), entonces la suposicién
de que jp[¢] = ip|2] significa que existen cadenas c € S,(S™) y ¢ € S,(S™ — p) tales que

(—2=0(c)+ .

Ahora, ¢ € S.(S™ —p) es una combinacién lineal de un nimero finito de simplejos singulares
o, cada uno de los cuales evita a p y por lo tanto evita una vecindad abierta de p que
denotaremos como U, (esto, pues I'm(o) es cerrada). Por lo tanto,

¢ € 8.(S"—U) C Su(S" — q)

donde U = (,c; Us y ¢ € U N A. Entonces, por lo anterior,

La segunda afirmacién, (J,)|p = 0, se debe a que, para p € B, la funcién j, se factoriza a
través de un grupo cero, esto es,

H,(S" — B,S" — A) — H,(S" — B,S" — B) — H,(S" — B,S" — p).

Del lema anterior obtenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.3. Sea B C A C S" yI'(A, B) el grupo aditivo de las aplicaciones continuas (o
localmente constantes) A — H,(S™) que son cero en B, tomando T'(A, () = T'(A). Entonces
el lema 1.1 nos define un homomorfismo

J=JA,B):H,(S"—B,S"— A) — TI'(A,B)
dado por
e )]

Es facil ver que el homomorfismo J es natural respecto a inclusiones, esto es, si (A1, By) C
(Ag, Bs), entonces el diagrama

Hn(S” - Bg, Sn - AQ) L> Hn(Sn - Bl, Sn - Al)

.

I'(Az, Bs) ! I'(Ay, By)

es conmutativo (donde i, y i’ son inducidas por las inclusiones).

La importancia del homomorfismo J se debe a la siguiente proposicién, que aunque
no demostraremos, va a jugar un papel importante en los resultados que veremos maés
adelante.
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Proposicién 1.4. Si X C Y son subconjuntos de S™ que son retractos de vecindad (por
ejemplo X y 'Y abiertos), entonces

1. Hi(Y,X) =0 para toda i > n.
2. J: Hy(Y,X)2=T(S" — X,S" — Y).

La prueba de la proposicién anterior se puede ver en [3].



Capitulo 2

Retractos de vecindad euclidiana.

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de los retractos de vecindad, con el
fin de introducir el concepto de retracto de vecindad euclidiana (ENR).

2.1. Retractos de vecindad euclidiana (ENR).

Claramente los conjuntos abiertos son retractos de vecindad. Sin embargo no todo sub-
conjunto de R™ es retracto de vecindad como se muestra a continuacién.

Proposicion 2.1. 51 X C R" es un NR, entonces es de la forma X = C N O, donde C es
cerrado y O es abierto en R™.

Demostracion. Dado que X es NR de R™, existe una vecindad abierta O C R" y una funcién
continua r : O — X tal que r es una retraccion, es decir, r|x = idx. Entonces X es cerrado
en O y por lo tanto X = O N C para algin cerrado C en R™. O

A los conjuntos de la forma C' N O descritos en la proposicién anterior se les conoce como
conjuntos localmente cerrados. A estos conjuntos siempre se les puede ver como cerrados
de un espacio euclidiano como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 2.1. 5i X C R" es localmente cerrado, entonces X es homeomorfo a un subconjunto
cerrado de R™1,

Demostracion. Dado que X = C'NO con C cerrado y O abierto en R", podemos definir una
funcién continua j : O — R"*! dada por

jx) = <x’ dist(x,;&” - O)>

donde dist representa la distancia de un punto a un conjunto usando la métrica euclidiana.
Entonces

§(0) = {(z,t) € R" x R | ¢ - dist(z, R" — O) = 1}

es cerrado en R"*!. Luego, por cémo esta definida la funcién j, O es homeomorfo a 5(O). De
esta manera, dado que X es cerrado en O, j(X) es cerrado en j(O) y por lo tanto cerrado en
Rn—l—l' ]
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Veamos ahora el siguiente resultado.

Lema 2.2. Dado X C R", X es localmente cerrado si y solo si X es localmente compacto,
es decir, todo punto p € X tiene una vecindad compacta en X.

Demostracion. Si X es localmente cerrado, existe un conjunto abierto O y un conjunto
cerrado C' de R” tal que X = C'NO. Sea x € X. Entonces existe una vecindad compacta K
de x en R” tal que K C O. Dado que KN X = K NC es una vecindad compacta de = en X,
entonces X es localmente compacto.

Supongamos ahora que X es localmente compacto, es decir, para cada x € X existe una
vecindad compacta K, de z en X. Entonces K, se escribe como K, = X NV, donde V,
es una vecindad compacta de x en R". Definamos O, = int(V,). Asi, dado que K, C R"
también es compacto,

XNO,=K,NO=XNO,

y por tanto

X={Jxno,)=JXn0,) =X (| JOx).

xT

Concluimos entonces que X es localmente cerrado. O

Del lema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. §i X C R™ es localmente cerrado y Y C R™ es homeomorfo a X, entonces
Y es localmente cerrado.

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que un conjunto es localmente cerrado si y sélo
si es localmente compacto. Asi, X es localmente compacto. Sea ¢ € Y y p € X tal que
f(p) = ¢, donde f es el homeomorfismo de X en Y. Si tomamos la vecindad compacta K, de
pen X,

K, % f(K,)

donde f(K)) es vecindad compacta de g en Y, esto es, Y es localmente compacto y por tanto
localmente cerrado. O

Veamos ahora un resultado similar al anterior, pero para retractos de vecindad.

Proposicion 2.2. Si X CR" es NR y Y CR"” es homeomorfo a X, entonces Y es NR.

Demostracion. Dado que X es retracto de vecindad, X es localmente cerrado. De esta manera,
por corolario 2.1, Y es localmente cerrado. Lo anterior nos asegura que existe un abierto
V C R" tal que Y es cerrado en V.
Consideremos ahora el homeomorfismo h : Y — X que existe por hipdtesis. Dado que V' C R”
es normal, Y cerrado en V' y Y es homeomorfo a X, por el teorema de extensién de Tietze,
existe una funcién continua g : V- — R” tal que g|y = h. Luego, como X es NR, existe una
vecindad abierta O de R" y una retraccién r : O — X. Notemos que el conjunto W = g=1(O)
es un abierto en V, y por tanto abierto en R", tal que Y C W y h™! or o g|i es retraccién
(pues (b1 oroglw)ly =idy). Por lo tanto Y es NR.

O
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Definamos ahora el concepto de retracto de vecindad euclidiana, el cual va a ser de gran
importancia en el presente trabajo.

Definicién 2.1. A un espacio topoldgico Y se le llama retracto de vecindad euclidiana (o
ENR) si existe un retracto de vecindad X C R™ que sea homeomorfo a Y. Asi, por la
proposicion 2.2, cualquier otro X' C R™ que sea homeomorfo a 'Y serd retracto de vecindad.

Por ejemplo, S~ ! es retracto de R” — 0, y B" es retracto de R”. Por lo tanto, cualquier
subconjunto de R™ que sea homeomorfo a S"' 0 B" es NR.

Lema 2.3. Toda variedad diferenciable es un ENR.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable. Por el teorema del encaje de Whitney
podemos pensar en M como una subvariedad encajada en RY, con N € N. Luego, por el
teorema de la vecindad tubular, M tiene una vecindad U que es la imagen bajo un difeomor-
fismo de una abierto en el haz normal N M. Notemos que U es la vecindad que buscamos, ya
que el teorema de la vecindad tubular nos afirma que M es retracto de U. Por lo tanto, toda
variedad diferenciable es ENR. O

Miés atn, se puede probar que toda variedad topolégica es un ENR (véase [1]).



Capitulo 3

Teorema de punto fijo de
Lefschetz-Hopf.

En este capitulo definiremos el indice de punto fijo y daremos algunas propiedades im-
portantes de el. Definiremos también el niimero de Lefschetz de un endomorfismo de rango
finito y veremos que coincide con la traza del endomorfismo. Por dltimo, demostraremos el
resultado principal de este trabajo, el teorema de punto fijo de Lefschetz-Hopf.

3.1. Indice de punto fijo.

Sea V' un conjunto abierto de R™ y g : V — R™ una aplicacién. Entonces, por la
proposicién 1.3 del capitulo 1, bajo ciertas condiciones, el grado de g sobre ¢ € R™ se puede
interpretar como el “ntiimero” de puntos en g~ !(g), suponiendo que el conjunto es finito
o al menos compacto. Nétese que el conjunto de puntos fijos Fiz(g) de g coincide con
(i — g)~1(0), donde i es la inclusién. Por lo tanto el “ntimero” de puntos fijos deberfa ser
medido por el grado de (i — g) sobre 0, tomando F, compacto. A este grado le llamaremos
el indice de punto fijo I, de g.

Antes de entrar en detalles definamos qué es una clase fundamental. Consideremos
una pareja (V, K), donde V es abierto en S = R™ U {oc}, y K C V es compacto. Por la
proposicién 1.4 sabemos que

H,(V,V — K)2T(5" — (V- K),S" - V),

donde I'(S™ — (V — K), 8" — V) representa el grupo aditivo de las aplicaciones S" —(V — K) —
H,(S™) que son cero en S™ — V. Entonces existe un tnico elemento ox € Hy,(V,V — K) tal
que, para todo p € K, la imagen de ox bajo

H,(V,V — K) — Hy(V,V — p) = H,(S", S" — p) = H,(5")

es un generador fijo de H,(S™) = Z. Cada clase correspondiente a cada generador de H,(S™)
se llama clase fundamental alrededor de K. Claramente, si V' C V', la funcién inclusién lleva
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clases fundamentales de H,, (V,V —K) a clases fundamentales de H,(V',V'—K). Esto justifica
la expresion “alrededor de K y la notacion “ox” donde no importa quien es V. Tomemos un
generador fijo o de H,(S™) y ox € Hp(V,V — K) su respectiva clase fundamental. Entonces
ok es la imagen del generador o bajo

H,(S") — H,(S",S" — K)= H,(V,;V - K)

y estd caracterizada, por la proposicién 1.4, por el hecho de que su imagen bajo H,(V,V —
K) — H,(V,V —p) = Z coincida con o, para toda p € K. Definamos ahora, formalmente, el
indice de punto fijo de una aplicacién.

Definicién 3.1. Sea V' C R™ un conjunto abierto y g : V — R™ una aplicacion. Supongamos
que

F = Fiz(g) = {z € Vlg(z) = x},

el conjunto de puntos fijos, es compacto (F siempre es cerrado). Consideremos la funcion
i—g:(V,V—F)—= (R",R"—0), dada por (i—g)(x) = x—g(x), y el homomorfismo inducido

(i—9)s: H(V,V — F) — H,(R",R" — 0) = Z.
Definimos entonces el indice de punto fijo I, € Z de g como

(i = g)«(or) = Iy - 00,

donde oy genera a H,(R™,R™—0). Notemos que esta definicion no depende de la eleccion del
generador o € Hy,(S™) pues —(op) = (—0)r y —(0p) = (—0)o.

Noétese que el indice de punto fijo coincide con la definicién de grado local que dimos an-
teriormente; esto pues lo estamos definiendo en funcién de la clase fundamental op. Tenemos
ahora la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Dado g : V. — R™ como en la definicion anterior, sea W subconjunto
abierto y K compacto tales que

F=F,CKCWCV.
Entonces (i — g) manda (W, W — K) en (R*",R" —0) y (i — g)«(0ok) = I - 0p.

La prueba es clara pues la inclusién (W, W —K) < (V,V —F) manda Ok en O (tomando
sus respectivos homomorfismos en homologia). La proposicién anterior nos dice que el indice
I, depende sélo de g|ly, donde W es una vecindad de F', y que podemos sustituir a ' por un
compacto K que lo contenga tal que K C W. Enlistemos algunas propiedades del indice de
punto fijo y bosquejemos sus pruebas.

Lema 3.1. El indice de punto fijo tiene las siguientes propiedades:

1. (Unidad) Una funcién constante g : V. — R™ tiene indice 1 si g(V) C V, e indice 0 si
g(V) ¢ V.
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2. (Aditividad) Sea g : V. — R™ como en la definicion 3.1, tal que V' es una union finita
de conjuntos abiertos Vi, coni=1,2,...;r, todo F' = {x € V;|g(x) = x} es compacto y
se cumple que F' N F7 = () para todo i # j. Entonces Fy =J;_ F* e Iy =31 Iy, .

3. (Multiplicatividad) Sean g : V — R™ y ¢ : V' — R™ funciones como en la definicion
3.1. Entonces el conjunto de puntos fijos de gx g’ : V x V' — R ¢g Fyy = Fyx Fy
(& Ig><g’ = Ig : Ig/.

4. (Invariancia homotdpica) Si gy : V — R™, con 0 <t < 1, es una deformacion tal que
K ={z € V|gi(x) =z para algun t} =J, Fy, es compacto, entonces Iy = Iy, .

5. (Conmutatividad) Si U C R™, V C R™ son conjuntos abiertos y f : U - R"™, g:V —
R"™ aplicaciones continuas, entonces las dos composiciones

gof W=f1V)=R" y fog:W =¢g1U)—-R"

tienen conjuntos de puntos fijos homeomorfos, es decir, Fix(go f) = Fix(f og). Si
ademds estos conjuntos son compactos, entonces Igor = Ifog.

Demostracion. 1. Si g(V) ¢ V, entonces Fiz(g) = 0 y por tanto op = 0. Sig(V)=p eV,

entonces
i—g:(V,V—-p)— R"R"-0)

manda o, en og.

2. Dado que estamos en un espacio de Hausdorff, y cada F? es compacto, podemos encon-
trar vecindades abiertas W; de los F" tales que W; C V; yWinW; = () para todo i # j.
Definamos W = J; W;. Entonces, por la proposicién 3.1, I, = I, e Ig\vi = Ig|W1_.
Luego, dado que los abiertos W; son ajenos,

H,(W,W - F) = @5 H,(W;, W; — F)

y el isomorfismo identifica op con {opi}. Asi,
Iy 00 = (i = g)u(or) = Y (i = 9)<(0pi) = (D_ Igpy. )00.
i i

3. Si definimos F' = Fixz(g) y F' = Fixz(g'), entonces op X 0 y 0g X of, son clases
fundamentales alrededor de F' x F' = Fy, vy 0 x 0" € R Por lo tanto, utilizando
propiedades del producto exterior,

Ipxg (00 x dly) = (i %1 = gx g)ulop x o) = [(i — g) (7' — g)]u(or x o)

= (i = 9)«(or)] x [(I" = g")x(0fpr)] = (IgIy) (00 % 0fy)-

4. Por la proposicion 3.1, (i — g¢)«(ox) = Ig,00 para toda 0 < t < 1. Luego, dado que
(t—g): (V,V —K)— (R",R" — 0) es una deformacién, por invariancia del dominio

Igo00 = (i = g0)« = (i = g1)« = Iy, 00.
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5. Para la primera parte consideremos la aplicacién « : Fiz(go f) — Fixz(f o g) dada por
a(x) = f(z) con inversa 3(z’) = g(2’). Supongamos ahora que los conjuntos Fiz(go f)
y Fiz(f o g) son compactos, y definamos la aplicacién v : W — W' dada por

v(z,y) = (9(y), f(x)).

Sea 7 una deformacién de v dada por

Ye(z,y) = (tgo f(z) + (1 —t)g(y), f(x))

conz € W,y e W' y0<t<1.Debido que Fiz(v) = {(x,y) | x € Fiz(gof), f(x) =y}
es compacto e independiente a ¢, por la propiedad de invariancia homotépica, I, = I,,.
Notemos que la aplicacién ~y; es la restriccién de la aplicacién § : W x R® — R™ x R"
definida como

o(z,y) = (9o f(z), f(x)).

Entonces, por la proposicién 3.1, I, = I5. Consideremos ahora una deformacién de §
dada por

6e(x,y) = (go f(x), (1 —1)f(x)),

donde Fliz(0;) = {(z,y) | € Fiz(gof),(1—t)f(x) = y}. De lo anterior, | Jy<,«; Fiz(d;)
coincide con la imagen de la aplicacién Fiz(go f) x [0,1] — W x R™ dada por

(1) = (2, (1 = 1) f(2)),

que es compacta. Asi, por la propiedad de invariancia homotépica, Is = I5 con
01(z,y) = (go f(x),0). Pero d; es una aplicacién producto. Entonces, por la propiedad
de multiplicatividad, Is, = Igoflcte = Igof. Juntando todo, I, = I, ¢. Por tltimo, por
la simetria de 7, y modificando las deformaciones que dimos anteriormente, tenemos
que
Ipog = Iy = Igoy-
O

Para més detalles, véase [3]. La propiedad 5 del lema anterior nos sugiere la siguiente
generalizacién del indice de punto fijo. Supongamos que Y es un espacio topolégico, U C Y
es abierto, y h : U = Y es una aplicacion que se factoriza a través de un conjunto abierto
V C R", esto es, h = f o @ donde

h:USVSY.
Entonces, el indice de h (si se puede definir), debe coincidir con el indice de
aof=p1U)— W

Lo que nos preguntamos ahora es cuando el indice es independiente de la descomposicién
h = B o a. En general esto no se sabe, sin embargo, si U es un ENR, si se cumple.
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Proposicién 3.2. Si Y es cualquier espacio topolégico y U C'Y es un conjunto abierto que
es ENR, entonces toda funcion continua h : U — Y admite una descomposicion h = o «

donde h : U 5 V g Y y V es un abierto en algin espacio euclidiano R™. Si ademds
Fp, ={z € U|h(z) = =} es compacto, entonces el indice de punto fijo de
aofB:pHU) -V CR"

estd definido y es independiente de la descomposicion h = [ o «, esto es, sélo depende de
h. Este nimero Ioop es entonces, por definicion, el indice de punto fijo de h (en simbolos

I = Ino)-
Demostracion. Dado que U es ENR, existe X C R™ tal que U =2 X y X es NR. Asi, existe
V' C R™ abierto tal que

X -y "o x

Ql / \ iu

U U
con r o1 = idy. Entonces

ULy iy

es una descomposicién de h, lo que prueba la existencia. Ahora, si U — V £> Y es cualquier
descomposicién de h, Fpop = Fgoq = Fj, (por la propiedad 5 del lema 3.1). Si suponemos

entonces que [}, es compacto, Fos es compacto y I,og estd definido. Falta ahora ver que
1,05 no depende de la descomposicién de h. Consideremos las funciones

aor:V - VCR" y iofB:57HU)—=V CR™
Por la propiedad 5 del lema 3.1, las composiciones
(aor)o(iof)=aof y (ioB)o(aor)=io(hor)

tienen el mismo indice, esto es, Inog = liopor- Por lo tanto, I,0 no depende de la descom-
posicién a o 5. ]

Notese quesiY =R™, V =U, a =1idy 8 = h, tenemos la definicién 3.1. Cabe mencionar
que las propiedades que tenemos para el indice de punto fijo de una funcién g : V. — R”
también se cumplen para esta nueva definicién.

3.2. Teorema de punto fijo de Lefschetz-Hopf.

En adelante R denotard un anillo fijo conmutativo con unidad, a menos que se indique lo
contrario. Nétese que podemos darle a R estructura de anillo graduado definiendo Ry = R y
RZ' =0siz 75 0.

Definicién 3.2. Sea M = {M;},cz un R—mddulo graduado, y sea M*, = Homp(M;, R).
Para todo R—mddulo graduado N definimos © = Opy : M* @ N — Hompg(M, N) dada por

O @ n)(m) = (=1)" "o (m)n.
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Notemos que M*®@ N y Hompg(M, N) tienen estructura de R—mdédulo graduado, es decir,
podemos reescribir a ©® como

o:P ( P m; ®Nk> - P <HHomR(Ml,Nl+i)>.

i€Z N jtk=i i€Z NIEZ

Luego, usando la propiedad universal de la suma directa y el producto tensorial, podemos
ver que O es un homomorfismo de R—mddulos graduados que es natural respecto a M y N.

Proposicién 3.3. La imagen de © consiste en aquellos homomorfismos B : M — N que se
factorizan a través de un modulo graduado libre finitamente generado, es decir, tales que son
UNaG COMPoSicion

6:M—F—N

donde F; = R REP...P R para toda i y F; = 0 para casi toda i. A estos homomorfismo se
les llama de rango finito. St ademds N es libre, entonces © es un monomorfismo, es decir,
© representa un isomorfismo de M* @ N en Im(©) = {8 : M — N|B es de rango finito}.

Demostracion. Sea ¢ € M* y n € N = Hompg(R,N). Entonces, a excepcién del signo,
O(¢ ® n) coincide con la composicion M % R ™ N (m +— ¢(m) — @(m)n). Lo anterior
prueba la primera afirmacion, pues los elementos de M* ® N son sumas finitas de términos
p®n y los homomorfismos de rango finito son sumas finitas de composiciones M — R — N.
Supongamos ahora que N es libre. Sea {i, : R — N} er una base libre de N. Entonces todo
a € M*® N es de la forma a = Zﬂ/el“ ¢y @ iy(1). Ahora, si p, : N — R es la p—ésima
proyeccion (esto es, p, 0, = id y p, o iy = 0 para toda p # \), entonces

(id@pu)(a) =Y oy @ (puoiy(1)) =pu®@1
yerl

y por lo tanto
Our((id ® pu)(a)) = Omrlp, ® 1) = £py.

Luego, por la naturalidad de © aplicada a p,,, el diagrama

idl
Mo N—2P A eR

9MNl leMR

Homp(M,N) -~ Homp(M, R)

conmuta, es decir, © g ((id®p,)(a)) = ppoOrn(a). Por lo tanto, ©n(a) = 0 implica que
Yy = Epu 0 Onn(a) = 0 para toda € I' y por lo tanto a = 0.
O

Definicion 3.3. Sea N un R—mddulo graduado y sea e : N*®@ N — R la funcion evaluacion,
e(lp®@n) =p(n). Si N es libre y f: N — N es un endomorfismo de rango finito, entonces
O~ YB) € N*® N (por la proposicion 3.3) y A(B) = e(©71(B)) € R se llama la traza o el
numero de Lefschetz de 3.
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La funcién e : N* ® N — R anula todos los elementos de dimensién diferente de 0, esto
por la estructura de R—mdédulo graduado que tiene N. Asi, el nimero de Lefschetz de 3 es
cero a menos que || = 0, esto es, a menos que 3 = {f;} donde f; : N; — N, para todo i € Z.
Para calcular A(/3) en este caso, tomemos una base I'; para cada N;. Entonces

B = Bln
pel;
para toda v € T, con matriz de coeficientes 3, € R. Ahora, para toda j € Z y p € I';
definimos @ € N*; = Hom(Nj;, R) como
o (y) = B,
para v € I';. Si 3 es de rango finito, entonces casi todos los ¢ son cero. Por lo tanto

a= Z(—l)]@“@uGN*@N

wel;
JEZ

esta definido y para v € I';

(©0(a)(y) = Z(—l)j@(sﬁ’“@m(v)
gy
= Y (-1 (=nhlgr(y)p
pel;
jez
= Y (—1IPIgr ()
kel
jez

= Y (e

kel
= Y B
pel;

= 5(7)7
esto es, ©(a) = (. Por lo tanto,

AB) =e(@71(B) =ela) = D (1Y) = Y (-8 =D (1)) > 8 (3.1)
nel’; nel; JEZL nel’;
jez JEZ
que justo es la traza de B. Se puede verificar que la expresién anterior es independiente de
la eleccién de la base I'; de N;. Esta definicién la usaremos en algunas ocasiones en lo que
resta.

Veamos ahora el resultado principal de este trabajo. En la siguiente prueba consideraremos
a H(X) como la suma directa de los grupos de homologia de X. De esta manera, dada la
graduacion trivial que le dimos al anillo R, H(X) es un R—moédulo graduado.



18 CAPITULO 3. TEOREMA DE PUNTO F1JO DE LEFSCHETZ-HOPF.

Teorema 3.1. [Teorema de punto fijo de Lefschetz-Hopf] Sea Y un ENR, K C Y
compacto y f 1Y — K CY continua. Entonces el conjunto de puntos fijos de f es compacto,
(flr)s« = H(K,Q) = H(H,Q) tiene rango finito e It = A(f|K)«-

Demostracion. El conjunto de puntos fijos de f es cerrado en K y por lo tanto compacto.
Luego, dado que Y es EN R, existe X C R" retracto de vecindad tal que el siguiente diagrama
conmuta

X -v-r.x
Ni/ \lw
Y e

y se satisface que 7 o j = idy, para algun V' C R™ abierto. Entonces j(K) = K y el indice de
f es igual al indice de la funcién

g=jofor: VLV L K~jK) cR

(por la proposicién 3.2 tomando f = foroj)y flk = g|k®. Debemos mostrar que I, =
A(g|Kk)«, pues de ser asi,

Iy =1, = Mg|k)s = A(f] k)™

Usaremos en la prueba homologia racional (omitiendo los coeficientes Q) y el hecho de que
H(XxY)2 H(X®Y)=H(X)®H(Y)5 Ademis, la clase fundamental ox bajo el morfismo
H(V,V—-K;Z)— H(V,V—K;Q) se sigue denotando o . Consideremos primero el diagrama

1d®ga dwid
_—

H(V,V -K)® H(V) H(V,V - K)® HK) =~ (HK)* ® H(K) (3.2)
S & ok
HV,V - K) —————— > H(R",R" — 0) - Q

donde A : (V,V — K) — (V,V — K) x V dado por A(z) = (z,z) es la funcién diagonal,
d: (V;V-K)x K — (R",R"—0) dada por d(z,y) = x —y es la diferencia, e es la evaluacién
yd: H(V,V—-K)— (HK)" = Hom(H(K), Q) esta definida para hacer el segundo diagrama
conmutativo, esto es, ([c/i\(v)](k:))oo = d«(v ® k). El diagrama de la izquierda es conmutativo
dado que

d(id x g(A(2))) = d(z, g(x)) =z — g(z) = (i — g)(2).

Por la definicién del indice de punto fijo, la parte inferior del diagrama 3.2 manda la clase
fundamental ox de la siguiente manera

o — Iy - 09 — 1.

#Usaremos la notacién f|x = g|;x) para referirnos a que f|x y gl;) difieren por el homeomorfismo
inducido por j, K 2 j(K).

“Dado que flx = g|k, las trazas de los respectivos homomorfismos en homologia coinciden y por tanto
A(glx)« = A(flK)x-

El primer isomorfismo se debe a la equivalencia homotépica que da el mapeo de Eilenberg-Zilber y el
segundo isomorfismo es por el teorema de Kiinneth.
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Entonces, como el diagrama 3.2 es conmutativo, lo mismo pasa para la parte superior, es
decir,

I, =e(ag) donde ay= (c/l\® gx) 0 Ni(0K).
Dado que H(K) es libre, por la proposicién 3.3, H(K)* ® H(K) es isomorfo al conjunto de

homomorfismos § : H(K) — H(K) de rango finito. Asi, por la definicién del nimero de
Lefschetz, tomando ©(aq) = 3,

Iy = e(ag) = e(©71(B)) = A(B) = A(O(ay))

donde a4 = (c/l\® gx) © Ay (oK ). Veamos que O(ay) = (g9|K)«, lo que probard el teorema. Para
esto, consideremos el siguiente diagrama

1d@t s d«®id
—_— —_—

H\V,V -K)® H(V) ® H(K) H(\V,V —K)® H(K)® H(V) HR"R"—0)® H(V)= H(V) (3.3)

i&@g*@n’d icﬁ@id@g* l%l@g*

(HK)* ® H(K) ® H(K) — "~ (HK)* ® H(K) ® H(K) —" - Q@ H(K) = H(K)

donde t, : H(V)® H(K) — H(K) ® H(V) esta dada por t.(¢ ® n) = (—1)Ely @ ¢. La
conmutatividad del cuadrado de la derecha en el diagrama 3.3 se sigue de la conmutatividad
del cuadrado de la derecha en 3.2 haciendo producto tensorial con g,. La conmutatividad del
cuadrado de la izquierda es clara. Ahora, si tomamos A, (o) @k € HV,V - K) HV)®
H(K), su imagen bajo la parte inferior del diagrama 3.3 es

A* (OK) Rk
CT@g*@idI

det,
ag®k=ERn® ki

LSy lF e @ K @ 2 (1) (k) @ e (<) FLE (),

es decir, obtenemos (—1)"¥l¢(k)n = ©(¢ @ n)(k) = O(ay) (k). De igual manera, dado que el
diagrama 3.3 es conmutativo, si mandamos A, (ox) ® k por la parte superior obtenemos el
mismo resultado, esto es,

O(ag) = g« 0 (K, V), (3.4)
donde ®(K,V) = {®\(K,V)}rez es la siguiente composicién:

O X

®\(K, V) : Hy(K) 2% Hy o [(V,V — K) x K]

(idxt)« (dxid).
— —_—

XD g VIV = K) X V x K] 55

Hynl(V,V - K) x K x V] Hy (R R — 0) x V] 222970 5 (1),

De la definicion de producto exterior, el mapeo de Eilenberg-Zilber y el teorema de Kiinneth,
se sigue que la parte superior del diagrama 3.3 y la composicién g, o ®(K, V') coinciden. Para
finalizar la prueba veamos que

O\(K, V) =i (K, V),
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donde i(K,V) : K — V es la inclusién. De esta manera tendriamos que

O(ay) = g« 0 ®(K, V) = (g|K)«

y por lo tanto
Iy = A(©(ag)) = A(glx)s-

La prueba consiste en varios pasos y estd basada en las siguientes propiedades de ®. Si
K'c KcV cV' cR" con V' abierto y K compacto, entonces

i(V,VYO(K,V) = (K, V"), (3.6)

(K, V)i (K' K) = ®(K',V), (3.7)

donde i, es el homomorfismo inducido por la inclusién. La propiedad 3.6 se debe a que el
homomorfismo inducido por la inclusién manda clases fundamentales en clases fundamentales,
es decir, i.(ox) = og. Luego, la propiedad 3.7 se debe a que en la definicién de ¢(K,V)
podemos reemplazar (V,V — K') por (V,V — K) y ogs por o sin alterar el resultado, esto
pues la inclusién manda og en og. Otras propiedades que usaremos en la prueba, y que se
derivan de las dos anteriores son:

(K, V)=i.(K, V) = oK, V)=1i(KV'), (3.8)
(K, V) =i (K,V) = ®K' V)=i (K V), (3.9)
O(K, V) =i (K, V) = i (V,V)®K,V)—i.(K, V)] =0, (3.10)
O(K'\V)=i (K V) = [®K,V)—i.(K,V)]i.(K K')=0. (3.11)

Paso 1: Supongamos primero que K = p con p un punto. Por la propiedad 3.8 podemos
sustituir a V por una bola abierta pequena alrededor de p. Entonces el generador 1p €
Hy(p) = Ho(V') se mapea bajo ® de la siguiente manera

1p—=opx1p—=o0px 1y x 10, x 1, x 1= di(op x1,) x 1, =00 x 1, = 1,
y por tanto ®o(p, V) = i.(p,V).

Paso 2: Sea & : Hy(K) — Hy(V). Dado que Hy(K) esté generado por grupos Hy(p), con
p € K, entonces este paso se reduce al paso ! por la propiedad 3.11.

Paso 3: Supongamos que K = S* con A > 0, y V es una vecindad de la cual K es
retracto por deformacién. Dado que

ix(K,V): H\(K) = H\(V) = Q’G
existe un nimero ¢ € Q (que depende de K y V) tal que

D\(K,V) =q-i(K,V).
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Sea A la funcién antipoda de K = S*, y sea r : V — S* una retraccién. Entonces la funcién

g=Aor: V5 8A A, SX es libre de puntos fijos y por tanto I, = 0. Luego,
Gx 0 DA(K, V) = q(gs 0ix(K,V)) = A, = q(—1)*id,,

esto pues la funcién antipodal tiene grado (—1)**1. Ahora, de la igualdad 3.4, aplicada a la
funcién g que acabamos de definir, tenemos que O(ay) = g« o ®(K, V) y por tanto

A(O(ag)) = Ag(~=1)*idy) =1+ (-1)q(-)" ' =1-¢.
Asi, dado que I; = A(©(ay)), ¢ =1y por lo tanto @5 (K, V) =i, (K, V).
Paso 4: Supongamos que K = C?, donde C* es el A—esqueleto de la descomposicién
de una reticula cibica de un cubo C (con A > 0), y sea V arbitraria. Usando homologia
celular tenemos que Hy(C?) estd generado por grupos i.(S, K)(Hx(S)), donde S = S
es la frontera de un (A 4+ 1)—cubo en C. La frontera S tiene una vecindad abierta W

en V de la cual es retracto por deformacién’. Asi, ®y(S, W) = i.(S,W) por el paso 3 y
D, (S, V) =1.(S,V) por la propiedad 3.8. Luego, por la propiedad 3.11,

[PA(K, V) —is(K,V)]ie(S, K) =0,
y como las imagenes de i, (95, K) generan Hy(K), ®\(K,V) =i (K, V).

Paso 5: Supongamos que K es un subespacio CW de C?, donde C* es como se defi-
nié en el paso anterior, y V arbitraria. Tomemos un subconjunto abierto U del cual C*
sea retracto por deformacién’ y un conjunto abierto W contenido en U NV del cual K sea
retracto por deformacién’. Usando homologia celular, dado que C* no tiene (A 4 1)—células,
Hy41(CY, K) = 0.8 Entonces, si consideramos la sucesién de la pareja (C*, K),

Z*(Kv C)\) : H)\(K) - HA(CA)

es monomorfismo y por lo tanto i,(W,U) : Hx(W) — H\(U) también lo es. Por otra parte,
O, (CMU) =i, (CMU) por el paso 4, y ®»(K,U) = i,(K,U) por la propiedad 3.9. Asi,

(W U)[@AEK, W) — i (K, W) =0

por a propiedad 3.10, y dado que i,(W,U) es monomorfismo, ®,(K, W) = i.(K,W). Por
ultimo, aplicando la propiedad 3.8, @\ (K, V) = i.(K,V).

Paso 6: Supongamos por ultimo que V y K son arbitrarios. Elijjamos una reticula

5Si K es retracto por deformacién de V, entonces la inclusién natural ¢ de K en V induce un isomorfismo
en homologia.

7Si X C Y son subespacios CW de una reticula ciibica de R™ y V es un conjunto abiertos que contiene a
X, entonces X tiene una vecindad abierta W en Y NV de la cual es retracto fuerte por deformacién. Véase
[3], lema 6.20, pagina 212.

8Si Y es un subespacio CW de X tal que X — Y no contiene ninguna n—célula, entonces H,(X,Y) = 0.
Véase [3], corolario 4.3, pagina 101.
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cubica lo suficientemente fina de tal manera que toda célula que intersecta a K este con-
tenida en V', y definamos a M como la unién de esas células. Entonces M es un subespacio
CW de algun cubo C (donde C' es como lo describimos en los pasos 4y 5) y K C M C V.
Por la propiedad 3.9 es suficiente probar que ®(M,V) = i.(M,V). Sea M = M N C* el
A—esqueleto de M. Entonces ®y(M?*, V) = i,(M*, V) por el paso 5 y

[®5\(M, V) — i (M, V)]in(M*, M) =0 (3.12)

por la propiedad 3.11. Ahora, usando homologfa celular tenemos que Hy(M> 1) = H, (M)
(pues las inclusiones i : M**1 — M inducen isomorfismos Hy(M**!) = Hy (M) para toda
E< X+ 1) y Hy(M 1, M) =0 (pues Hy, (MM M) = 0 para toda k # \ + 1). Luego, si
tomamos la sucesién de la pareja (M**!, M*),obtenemos que

in(M*, M) : Hy(M?) — Hy\(M)
es epimorfismo. Por lo tanto, de 3.12 concluimos que ®)(M,V) =i, (M, V).

Esto concluye la prueba. O

Si N es un R—mdédulo graduado libre, entonces la funcién identidad id : N — N es de
rango finito si y sélo si todo N; tiene base finita y casi todo N; = 0. En este caso

Aid) =) (=1)’8;,
J
donde f3; es el nimero de elementos en la base de N;. Por lo tanto, el nimero de Lefschetz
generaliza la caracteristica de Euler-Poincaré?, es decir,

X(N) = A(idy)
para grupos abelianos libres graduados. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Corolario 3.1. SiY es un ENR compacto y f : Y — Y es una aplicacion continua tal que
fe=1id, : H(YY,Q) = H(Y,Q) (es decir, f ~id), entonces I = x(Y).

98i G = {Gnl}nez es un grupo abeliano graduado (es decir, una sucesién de grupo abeliano) tal que
rank(Gr) es finito para toda n e igual a 0 para casi toda n, entonces

X(G) =D _(=1)"rank(Gy)
nez

se define como la caracteristica de Euler-Poincare de G, donde rank(A) es el nimero méximo de elementos
linealmente independientes de A.
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