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A mi amigos y compañeros en esta traveśıa, Catalina Hernandez, Antonio León,
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Un culombio es la carga eléctrica de 6.241× 1018 electrones.

-¿Tántos? ¿Millones de billones de trillones de electrones?

-Ajá.

-¿Y quién los contó?

-Yo.

-¡Ah! si fue usted, compadre, el que los contó, entonces śı le creo.

Fernando Vallejo, Manualito de imposturoloǵıa f́ısica.
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Resumen

Se realizó un estudio teórico del acoplamiento esṕın-órbita de Rashba presente en gases
de electrones bidimensionales contenidos en nanoestructuras semiconductoras III-V con
dopaje modulado. En particular se presenta un estudio sistemático de la influencia del
dopaje modulado y campos eléctricos externos en pozos de potencial que contienen al gas
de electrones bidimensional con la magnitud del parámetro de acoplamiento αR de Rashba.

Se desarrolló un método computacional para resolver de forma autoconsistente la ecuación
de Schrödinger y la ecuación de Poisson para tales sistemas con dopaje modulado. Es-
to nos permitió obtener el perfil de potencial, concentración electrónica en el pozo con
gran precisión y eficacia en tiempo de cómputo. El modelo consiste en una hibridación de
metodoloǵıas reportadas en la literatura basada en convenientes transformaciones unitarias
el Hamiltoniano de la heterounión en conjunto con una refinada y eficaz solución de la
ecuación de Poisson, todo esto realizado en un esquema de diferencias finitas con malla
no-uniforme.

Una vez en encontrada la convergencia para los estados electrónicos se calcularon los
valores esperados del parámetro de Rashba αR dentro del modelo k · p de teoŕıa de masa
efectiva y se compararon nuestros resultados con los reportados por experimentos en la
literatura.

En particular, se realizó el estudio del comportamiento del parámetro de Rashba αR
como función de la densidad de donadores de carga de un lado de un pozo de potencial de
AlSb/InAs/AlSb en el rango de Dop = 1× 1015 cm−3 a Dop = 1× 1018 cm−3. Encontrando
que la magnitud del parámetro de Rashba es mı́nimo a densidades de dopaje alrededor
de Dop = 2.3 × 1016 cm−3, arrojando un valor de αR = 0.592meV nm, consistente con lo
observado en el comportamiento f́ısico de la nanoestructura.

Asimismo se realizó un análisis de la variación del parámetro de Rashba con campos
eléctricos externos t́ıpicamente inducidos en experimentos v́ıa potenciales de compuerta. Ob-
servamos que la magnitud del parámetro de Rashba presenta un comportamiento creciente
como función del campo externo, entre φext = 0 kV/cm y φext = 50 kV/cm, este potencial
eléctrico es grande pero realizable en experimentos actuales. Nuestro método también nos
permitió aplicar voltajes de compuerta aún mayores, para fines ilustrativos, hasta llegar a
φ(z) = 500kV/cm, lo que es un valor extremadamente grande, pero nos permitió ver un
comportamiento más interesante de el parámetro αR, se obtuvo un incremento consider-
able del parámetro de Rashba (αR = 14.310meV nm) a un campo externo extremadamente
grande φ(z) = 170kV/cm. El incremento del valor de αR es de gran interés en la espintrónica
para aplicaciones en dispositivos como transistores de esṕın, por lo que nuestros resultados
pueden ser de relevancia para la implementación práctica de tales dispositivos.

Palabras Clave: Parámetro de Rashba, Dopaje modulado, GE2D, Schrödinger-Poisson.



v
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modulado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

7. Cálculo del parámetro de Rashba 62
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donadores ionizados, lo que y crean un campo electrostático interno
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5.1. Figura esquemática de el sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.1. Pozo finito GaAs/AlGaAs/GaAs con lp = 10nm de ancho, rodeado de

un par de barreras de lb = 15nm. Este cálculo se realizó resolviendo
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estados ligados. En (b) y (d) se muestran los estados ligados, la linea

sólida corresponde a el primer estado ligado y las lineas discontinuas a

los primeros estados excitados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



xiii

6.6. Las figuras (a) y (b) son las presentadas por Roan et al. [7], y las

figuras (c) y (d) los resultados obtenidos mediante nuestro método. En

(a) y (c) se muestran al perfil de la banda de conducción con un campo
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1. Introducción

En el año de 1990 Datta y Das [8] publican un art́ıculo en el que proponen una idea

novedosa, la implementación de un análogo electrónico al modulador opto-electrónico,

ahora mejor conocido como el Transistor de esṕın. Su funcionamiento se basa en el

efecto esṕın-órbita en semiconductores, estudiado años atrás (1959) por Emmanuel

Rashba [9]. La posibilidad de basar la electrónica convencional en otra propiedad de

la materia, como el momento magnético intŕınseco del electrón o esṕın (a demás de

la carga del mismo), como fue propuesto por Datta y Das, abrió toda una nueva

rama de la f́ısica llamada espintrónica [10](del ingles spintronics, SPIN TRansport

electrONICS). El efecto esṕın-órbita de Rashba también dio origen a toda una nueva

fenomenoloǵıa f́ısica basada en el esṕın, tales como la corriente de esṕın palarizadas

[11], el efecto Hall de esṕın [12], incluyendo su versión cuantizada [13], el efecto

zitterbewergung [14], entre otros. Recientemente el efecto esṕın-órbita es un campo

de investigación muy activo en el tema de de los aislantes topológicos.

La importancia de la interacción esṕın-órbita (IEO) para la estructura de bandas

de los electrones de Bloch fue señalada primero en 1954 por Elliott [15] y Dresselhaus

et al. [16]. Elliott señala en este importante art́ıculo que se encuentra una degeneración

en el esṕın en las bandas de enerǵıa εn(k) para cada vector de onda k de la zona de

Brillouin. Lo anterior, siempre y cuando la inversión espacial sigue siendo una buena

simetŕıa de la estructura cristalina. Dresselhaus et al. [16] por otro lado demostró que

el desdoblamiento del esṕın (SS, por sus siglas en inglés) de los orbitales atómicos

tipo-p podŕıan cualitativamente alterar el espectro de resonancias del ciclotrón en

semiconductores como Silicio y Germanio.

Posteriormente en un trabajo pionero Dresselhaus [17] utiliza teoŕıa de grupos e
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invariantes realiza un estudio de los efectos de el acoplamiento SO en semiconduc-

tores tipo zincblenda con asimetŕıa de inversión de bulto (AIB), que es la estructura

cristalina de muchas semiconductores (tipo III-V y tipo II-VI) de interés tales como

el GaAs, InSb y CdTe. Predijo un desdoblamiento de esṕın en la dispersión ε(k), de

orden cúbico en el vector de onda k para bandas de conducción con simetŕıa Γ6. Este

es conocido actualmente como acoplamiento de esṕın-órbita de tipo Dresselhaus.

En el art́ıculo ampliamente citado de Bychkov y Rashba (1984) [9] presentan el

famoso hamiltoniano de Rashba, en este art́ıculo Bychkov y Rashba no mencionan

la asimetŕıa de inversión espacial, ahora se conoce la necesidad de que exista la AIE

en la dirección de crecimiento del cristal para que el efecto Rashba se presente en

las nanoestructuras. Algunos autores pensaron que el desdoblamiento del esṕın en la

banda de conducción era proporcional a el campo eléctrico en la banda de conducción.

Malcher et al. en 1986 [18] observó que el promedio del campo eléctrico no es cero si

la función de onda del electrón penetra a una a una región con distinta masa efectiva.

Lassnig en 1985 [19] utilizando la teoŕıa k · p, fue el primero en reconocer que el efecto

de esṕın-órbita tipo Rashba en la banda de conducción tiene una dependencia con el

gradiente del potencial incluyendo el desempatamiento de la banda de valencia en la

interfaz.

La primera teoŕıa del desdoblamiento del esṕın debido a la asimetŕıa de inversión

espacial para las bandas de valencias tipo-p fueron llevadas acabo por Ohkawa y

Uemura (1975) [20], Bangert y Landwehr (1976) [21], y Ando (1985) [22].

Por la parte experimental, la primera vez que se reportó el desdoblamiento en el

esṕın debido a la asimetŕıa de inversión espacial es en el trabajo de Stormer et. al.

(1983) [23], quien observó patrones de nodos en las oscilaciones de Shuvbnikov-de

Haas (ShdH) y un desdoblamiento en las frecuencias de resonancia del ciclotrón de

huecos en una nanoestructura de GaAs/GaAlAs. La primera observación del des-
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doblamiento en el esṕın en la banda de conducción fue reportada en 1988 por Luo et

al. en un pozo cuántico de GaSb/InAs [24] e independientemente por Das et al. (1989)

en una nanoestructura de InxGa1−xAs/InyAl1−yAs [25], ambos usando los patrones

de nodos de las oscilaciones de ShdH. Posteriormente Dresselhaus et al. en 1992 [26]

demostraron que el desdoblamiento en el esṕın puede ser medido mediante el efecto

de antilocalización débil en la magnetoconductancia a muy bajos campos magnéticos.

Jusserand et al. en 1995 [27] y Richard et al. en 1996 [28] proveyeron los datos más

completos del SS disponible hasta hoy (2015) mediante la dispersión de Raman de

los electrones de conducción en pozos cuánticos de GaAs/GaAlAs. Engels et al. en

1997 [29] y Nitta et al. en 1997 [30] comenzaron a realizar experimentos de el efecto

de campos eléctricos externos en el SS en heteroestructuras con compuertas, lo que

esta directamente relacionado con posibles aplicaciones espintrónicas. Khodaparast

et al. en 2001 midieron el SS relacionado a la AIE en pozos cuánticos de InSb/InAlSb

directamente mediante la resonancia de esṕın [31].

De los métodos experimentales para medir el acoplamiento de Rashba en na-

noestructuras, el método más accesible es por medio de los patrones de nodos en la

oscilación de la magnetoresistencia de ShdH. Los niveles de Landau de cada población

de esṕın origina oscilaciones de la magnetoresistencia con una diferencia de fase entre

ambas poblaciones de esṕın, lo que origina nodos en las oscilaciones, la fase entre

ambas poblaciones de esṕın es proporcional a la diferencia de enerǵıa entre ellas. La

separación de los distintos estados de esṕın puede ser determinada contando el número

de oscilaciones entre dos nodos, o mediante la simulación numérica de los patrones de

nodos de ShdH y comparando estas con las experimentales, como fue publicado por

Luo et al. [24].

Recientemente, diversos autores han investigado el SS y su dependencia con un

campo eléctrico externo en heteroestructuras con compuertas. Esto con particular
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interés después de que Datta y Das (1990) [8] propusieran su famoso análogo elec-

trónico al modulador óptico, el cual basa su funcionamiento en este efecto. Un campo

eléctrico externo afecta el SS de dos maneras distintas. Primero, cambiando la densi-

dad de portadores de carga en el pozo cuántico, i.e. el vector de Fermi kF . Segundo,

cambiando la asimetŕıa del pozo de potencial cuántico.

Engels et al. en 1997 [29] demostró que el parámetro α de Bychkov-Rashba es

modificado por un campo eléctrico externo, una descripción teórica en total concor-

dancia con los datos experimentales. En particular, fue demostrado que la principal

contribución al parámetro α es debido a la asimetŕıa de la función de onda en la

interface. Schäpers et al. en 1998 [32] expandió el anterior trabajo de Engels et al.

[29].

En 2009, Nitta et al. presentan un estudio teórico y experimental sobre la manip-

ulación del esṕın de electrón por medio de el acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba

en heteroestructuras semiconductoras, la parte experimental se realizó midiendo las

antilocalizaciones débiles, encontrando una dependencia del valor absoluto de la αR

inversa a la densidad superficial Ns, explicado mediante la teoŕıa k · p. En la tabla

4.2 se muestran valores t́ıpicos de el parámetro de Rashba αR para distintos semicon-

ductores tipo III-V.

En el año 2015, 25 años después del impetuoso art́ıculo publicado por Datta y

Dass [8], Pojen Chuang et. al. [33], publican un interesante art́ıculo en el que repor-

tan la fabricación de un all-electric all semiconductor spin field-effect transistors ; un

transistor de efecto de campo de esṕın controlado eléctricamente y fabricado sólo con

materiales semiconductores. La forma con la que logran superar los distinos problemas

asociados a la fabricación de el sFET es mediante QPCs (por sus siglas en ingles).

El obtener la constante de Rashba (αR) en una heteroestructura aśı como poder

estimar de manera certera su dependencia con el campo eléctrico externo, la densidad
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de las impurezas con las que es dopada la heteroestructura, aśı como de las distintas

configuraciones del sistema, nos ayudaŕıa dar un gran paso en el diseño de futuros

dispositivos que aprovechen la IEO. Por lo que está tesis se encuentra orientada a el

desarrollo de un método para estimar el posible valor del parámetro de Rashba (αR)

en una nanoestructura arbitraria, conociendo sólo las propiedades de bulto del mismo

(∆SO, mr, Eg, εr, etc.)

En el caṕıtulo 2 se hará una revisión de la aproximación de masa-efectiva, siendo

ésta teoŕıa la base para la solución de la ecuación de Schrödinger; seguido por el

caṕıtulo 3 donde se trata el tema de heteroestructuras con dopaje modulado y el gas

de electrones bidimensional; el caṕıtulo 4 trata del acoplamiento esṕın-órbita, después

se detallará el método presentado en ésta tesis en el caṕıtulo 5; en el caṕıtulo 6 se

analizarán distintos casos reportados en la literatura para mostrar la confiabilidad

de nuestro método, al final en el caṕıtulo 7 se expondrán los resultados obtenidos

al analizar un sistema que presenta IEO con enerǵıas viables para el desarrollo de

dispositivos como el expuesto por Datta y Das [8].
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2. Teoŕıa de masa efectiva

La teoŕıa de masa efectiva es una de las teoŕıa más versátiles y poderosas en estado

sólido. Esto es justificado por su capacidad de predecir resultados consistentes con los

obtenidos mediante métodos experimentales. Por constituir la base teórica fundamen-

tal para el desarrollo de nuestro estudio en esta tesis, en este caṕıtulo haremos una

revisión de la theoŕıa de masa efectiva lo que nos permitirá establecer las ecuaciones

básicas que utilizamos en este trabajo.

2.1. Hamiltoniano efectivo para una impureza

Supongamos que se agrega una perturbación cómo una impureza a un cristal semi-

conductor perfecto al cual, en principio tiene funciones de onda y espectro energético

conocido. Siendo más precisos, la perturbación podŕıa ser una impureza atómica que

genera un pozo cuántico, una barrera de potencial, una súper red. La idea es encon-

trar las nuevas eigenfunciones aśı como las nuevas eigenenerǵıas producidas al intro-

ducir dicha impureza. La dinámica de los electrones en el cristal con la perturbación

dentro del esquema de part́ıcula independiente estará gobernada por la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo,

[Ĥ0 + Vimp(r)]Ψ(r) = εΨ(r), (2.1)

dónde Ĥ0 es el hamiltoniano para el cristal perfecto dado por Ĥ0 = − h̄2

2m0
∇2 + V0,

con m0 la masa del electrón libre, V0 es el potencial periódico del cristal perfecto,

Vimp(r) la contribución adicional de la impureza, Ψ(r) es la función de onda de los

electrones en la posición r y ε es la enerǵıa. La ecuación de Schrödinger para el cristal
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perfecto puede ser resulta mediante el uso de funciones con un mismo periodo a que

concuerda con el del cristal perfecto (i. e. utilizando el teorema de Bloch), pero al

introducir impurezas se rompe la simetŕıa del cristal, aśı que la ecuación 2.1 presenta

un gran reto para resolverse de manera anaĺıtica.

Sin embargo, como veremos más adelante, utilizando la teoŕıa de masa efectiva es

posible conocer soluciones simples para el caso en que las impurezas son creadas por

donadores o aceptores de electrones en un semiconductor. Un donador se comporta

cómo si tuviese una carga positiva asociada a ella ya que al ionizase libera al electrón

extra, por lo general en una nanoestructura III-V los donadores son átomos del grupo

IV embebido en el material del grupo III, por lo que cuentan con un electrón que

no participa en en la formación de la nanoestructura, en el caso de los aceptores el

signo es invertido. La impureza entonces se comporta cómo un átomo de Hidrógeno,

pero con la masa rescalada a la masa efectiva de los electrones o huecos. Aśı mismo la

carga es apantallada por la constante dieléctrica del semiconductor huésped. Ambos

efectos reducen la enerǵıa de ionización substancialmente de 13.6 eV para el átomo de

Hidrógeno a solamente 5meV para un donador de electrones en GaAs (por ejemplo).

Esta estimación teórica es consistente con las mediciones obtenidas experimental-

mente para las enerǵıas de amarre t́ıpicas de impurezas donadoras en GaAs. Estas

situaciones se puede justificar por la teoŕıa de la masa efectiva, la cual describiremos

en forma resumida a continuación.

Sin perder generalidad para simplificar la notación considérese un sistema uni-

dimensional. Suponga que se ha resuelto la ecuación de Schrödinger para el cristal

perfecto

Ĥ0φnk(z) = εn(k)φnk(z), (2.2)

donde φnk y εn, son las eigenfunciones y eigenvalores del hamiltoniano Ĥ0 con n rep-
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resentando la n-ésima solución con momento k. Como éstas soluciones φnk(z) forman

un conjunto completo, la función de onda Ψ(z) del sistema con la impureza puede

entonces ser expandida en términos de φnk(z) de la forma,

Ψ(z) =
∑
n

∫ π/a

−π/a
ψ̃n(k)φnk(z)

dk

2π
, (2.3)

donde ψ̃n(k) son los coeficientes de la expansión. Esta ecuación tiene una sumatoria

sobre todas las n bandas electrónicas, a es la periodicidad de la red cristalina. La

integral en k que incluye todos los estados en la primera zona de Brillouin del cristal.

Podemos sustituir la expansión 2.3 e intentar encontrar ψ̃n(k). Sin embargo, esta

sigue siendo una solución exacta, a pesar de que no es más sencilla de resolver, en

principio, que la ecuación original. Para poder proceder adelante, la función de onda

debe simplificarse, apropiadamente.

El primer paso es asumir que sólo la función de onda de una sola banda toma

el papel principal en la conducción. De esta forma la sumatoria sobre n se pueda

eliminar. Tomando a un donador en el GaAs como ejemplo, esperamos que el estado

principal (base) este cerca del fondo de la banda de conducción (Γ6 para estructuras

tipo zincblenda). Los estados en la banda de valencia o en la banda de conducción

con mayor enerǵıa debeŕıan de tener, en principio, una menor contribución para este

tipo de semiconductores. Esto debe ser demostrado a posteriori. Experimentos de

fotoluminiscencia catodoluminiscencia muestran que la enerǵıa del donador está cerca

a la banda de conducción, pero lejana a las demás bandas. Por lo tanto la aproximación

mencionada en la teoŕıa de masa efectiva es razonablemente buena.

Cómo segundo paso suponemos que sólo los estados en una pequeña porción del

espacio-k contribuyen significativamente a la integral. En el caso de una impureza

donadora, esperamos que k se encuentre alrededor de 0, al igual que el fondo de la
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banda de conducción es encontrada en el punto de simetŕıa Γ en semiconductores

zincblenda para enerǵıas cercanas a cero. Por tanto la función de Bloch se puede

escribir cómo φnk(z) = unk(z) exp(ikz), donde unk(z) es una función periódica en z.

Suponemos ahora que la mayoŕıa de las variaciones en φnk(z) en k vienen de ondas

planas y que unk(z) puede ser tratada independientemente de k en una pequeña región

del espacio-k. Por lo que escribimos (para valores pequeños de k),

φnk(z) = unk(z)eikz ≈ un0(z)eikz = φn0(z)eikz. (2.4)

Figura 2.1: (a) Una representación esquemática de la función envolvente, curva suave.
La curva con múltiples oscilaciones es generada por las funciones de onda asociadas a
los núcleos atómicos, las cuales vaŕıan rápidamente en la aproximación de estos. (b)
La posición de los tomos atómicos son señalados por los puntos; también se puede
apreciar al potencial asociado a los núcleos atómicos de la red cristalina [4].

Note que con estas dos simplificaciones, la función de onda 2.3 toma la forma de

una transformada inversa de Fourier,

Ψ(z) ≈ φn0(z)

∫ π/a

−π/a
ψ̃(k)eikz

dk

2π
= φn0(z)ψ(z). (2.5)

Éste es el primer resultado significativo de la teoŕıa de masa efectiva. La función de

onda puede reescribirse aproximadamente cómo el producto de la función de Bloch del

extremo local de la banda de enerǵıa del material anfitrión y una función envolvente
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ψ(z). Suponiendo que ψ̃(k) contiene solo una pequeño rango de números de onda, esto

a su vez significa que ψ(z) debe ser una función que vaŕıa lentamente en el espacio

real. Por ejemplo, se sabe que el radio de un donador es alrededor de 10nm en el

GaAs, el cual es grande para la constante de red que es alrededor de 0.5nm.

Éste es un paso adelante, ahora necesitamos una ecuación para esta función envol-

vente. Sustituimos la ecuación (2.3) en la ecuación de Schrödinger (2.1). El problema

principal es el efecto de Ĥ = Ĥ0 +Vimp(z). Si hacemos la reducción a una sola banda

obtenemos

ĤΨ(z) = Ĥ

∫ π/a

−π/a
ψ̃(k)φnk(z)

dk

2π

=

∫ π/a

−π/a
ψ̃(k)εn(k)φnk(z)

dk

2π

≈ φn0(z)

∫ π/a

−π/a
ψ̃(k)εn(k)eikz

dk

2π
.

(2.6)

Note que el hamiltoniano Ĥ actúa sólo en la dirección z, por lo tanto sólo afecta

a φnk(z). Además sabemos que ésta última es una eigenfunción de la ecuación de

Schrödinger para el cristal perfecto (2.2), por tanto el operador puede ser sustituido

por su eigenvalor εn(k). finalmente, hacemos la aproximación (2.4) para la función

de Bloch. Seguidamente expandimos la banda de enerǵıa cómo una serie infinita de

potencias de k : εn(k) =
∑

m amk
m, con m entera. Con esto obtenemos

ĤΨ(z) ≈ φn0(z)
∑
m

am

∫ π/a

−π/a
ψ̃(k)kmeikz

dk

2π
. (2.7)

Ahora utilizaremos el resultado estándar de la transformada de Fourier de una

derivada. Primero note que la integral (por partes),

∫
df(z)

dz
e−ikzdz = ik

∫
f(z)e−ikzdz = ikf̃(k), (2.8)
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lo que nos indica que la transformada inversa de Fourier de kf̃(k) es simplemente

−idf(z)/dz. Este resultado puede ser generalizado para mostrar que la transformada

inversa de kmf̃(k) es (−id/dz)mf(z), para toda m. Por lo que la ecuación (2.7) se

convierte en

ĤΨ(z) ≈ φn0

∑
m

am

(
−i d
dz

)m
ψ(z) ≡ φn0(z)εn

(
−i d
dz

)
ψ(z). (2.9)

Cabe aclarar que la expresión poco convencional εn(−id/dz) no es nada más que

una abreviación de la expresión de la izquierda. Esto quiere decir que uno debe tomar

εn(k), expandirla a una serie de potencias de k, y remplazar a k por −id/dz en cada

término. En general existe un número infinito de términos tal que εn(−id/dz) es una

expresión compleja a pesar de su clara notación.

Hemos reducido entonces la ecuación de Schrödinger (2.1) a una forma más simpli-

ficada, ya que los términos restantes VimpΨ y εΨ son simplemente una multiplicación

escalar de la función de onda. Eliminando el factor común φn0, llegamos a

[
εn

(
−i d
dz

)
+ Vimp(z)

]
ψ(z) = εψ(z). (2.10)

Éste es nuestro resultado final importante, esto es, una ecuación de Schrödinger

para la función envolvente con un hamiltoniano efectivo. En el proceso, la función

de Bloch se ha eliminado del problema, tal cómo el potencial periódico del huésped

a favor de un complicado operador de enerǵıa cinética que contiene la estructura de

bandas. En tres dimensiones, εn(−id/dz) es reemplazado por εn(−i∇). La normal-

ización de la función envolvente no representa gran dificultad, por que la función de

onda completa es el producto de ψ y φn0, estas dos componentes usualmente son

tratadas y normalizadas por separado, tal que
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∫
|ψ(r)|2d3r = 1,

∫
|φn0(r)|2d3r = 1, (2.11)

donde ambas integrales son sobre el volumen Ω de la muestra. Por tanto, debemos

utilizar Ψ(r) = Ω1/2ψ(r)φn0(r) para que el producto obedezca la normalización. El

hamiltoniano efectivo aún seŕıa complicado de resolver si hubiésemos mantenido la

estructura de bandas completa de εn(k). Sin embargo, ya hemos supuesto que la

función de onda es obtenida de una pequeña región del espacio k, y que podemos

simplificar a εn(k) para que sea consistente con este argumento. Por ejemplo, el fondo

de la banda de conducción de GaAs es aproximadamente

εn(k) ≈ Ec +
h̄2k2

2m∗
, (2.12)

donde m∗ = m0mr es la masa efectiva del electrón en la heteroestructura, siendo m0

es la masa del electrón y mr es la masa relativa del electrón en el material, la cual es

claramente adimensional. Reemplazando a k→ −i∇ obtenemos que

εn(−i∇) ≈ Ec −
h̄2

2m∗
∇2 (2.13)

Sustituyendo esto en la ecuación de Schrödinger efectiva (2.10), y pasando Ec al

lado derecho de la ecuación, obtenemos finalmente

[
− h̄2

2m∗
∇2 + Vimp(r)

]
ψ(r) = (ε− Ec)ψ(r). (2.14)

Note que con este procedimiento finalmente llegamos a una ecuación de Schrödinger

que se asemeja a la de un electrón libre, con la excepción de una masa efectiva (renor-

malizada) y con la enerǵıa medida desde el fondo de la banda de conducción.
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2.2. Impurezas hidrogenoides

Ahora analizaremos el caso de una impureza en un semiconductor con carac-

teŕısticas de un donador. El potencial coulombiano atractivo asociado a la impureza

V (r)imp = − e2

4πε∗R(r)
, dondeR(r) = |r− r′| es la distancia entre la impureza hidrogenoide

en r′ y la función de onda del electrón, la ecuación de Schrödinger se convierte en,

[
− h̄2

2m∗
∇2 − e2

4πε∗R

]
ψ(r) = (ε− Ec)ψ(r). (2.15)

Note que esta ecuación describe exactamente al átomo de hidrógeno con excepción

de la masa efectiva m∗ y la constante dieléctrica ε∗ del semiconductor. Por tanto,

podemos utilizar los resultados para el átomo de Hidrógeno y simplemente insertar

las constantes en los resultados para el átomo de hidrógeno. Por lo que el estado de

más baja enerǵıa es E = Ec−Ry, donde Ry es la enerǵıa de Rydberg efectiva (enerǵıa

de amarre), la cual se define con la siguiente ecuación,

Ry =
h̄2

2m∗a0
2

=
1

2

e2

4πε∗a0

, (2.16)

a0 =
4πε∗h̄2

m∗e2
, (2.17)

donde a0 es el radio efectivo de Bohr. La función de onda correspondiente al primer

estado es ψ(R) = (πa2
0)−1/2exp(−R/a0). Por ejemplo, para donadores en GaAs, usan-

do m∗ = 0.0665. La enerǵıa de amarre y el radio de Bohr efectivo para los donadores

son, respectivamente, Ry ≈ 5.72meV y a0 ≈ 10nm. Esto en excelente concordan-

cia con las enerǵıas de amarre determinadas experimentalmente, por ejemplo, para

impurezas de Si y Ge en GaAs se han medido enerǵıas de 5.84 meV y 5.88 meV,

respectivamente (ver Tabla 2.1 [1]).
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Note que en este modelo hidrogenoide es genérico, esto es, no distingue entre

diferentes impurezas en un mismo semiconductor. Sin embargo, la teoŕıa de masa

efectiva (TME) permite, inclusive, refinar las estimaciones de las enerǵıas de amarre

de donadores y aceptores en los que distingue entre las enerǵıas asociadas a distintas

especies de impurezas en un mismo semiconductor anfitrión. Tal refinamiento fue

realizado en semiconductores de banda ancha III-V (nitruros) por F. Mireles y S. E.

Ulloa utilizando pseudopotenciales atómicos locales [34][35][36].

Tabla 2.1: Enerǵıas de amarre predichos por la teoŕıa de masa efectiva (TME) y la en-
erǵıa de amarre medida experimentalmente en donadores t́ıpicos en semiconductores
zincblenda III-V [1]. Note la excelente concordancia con los datos experimentales, lo
que valida el modelo de impurezas hidrogenoides en la TME

Semiconductor Teórico (meV ) Experimental (meV )
GaAs 5.72 SiGa(5.84; GeGa(5.88)

SAs(5.87); SeAs(5.79)
InP 7.14 7.14
InSb 0.6 TeSb(0.6)
CdTe 11.6 InCd(14); AlCd(14)
ZnSe 25.7 AlZn(26.3); AlZn(27.9)

FSe(29.3); ClSe(26.9)

2.3. Teoŕıa de masa efectiva en heteroestructuras

Para el caso de heteroestructuras semiconductoras, se debe de prestar un poco

más de cuidado al aplicar la teoŕıa de la masa efectiva. Recordemos que la función

de onda en el bulto (sólido) total es el producto de una función envolvente que vaŕıa

lentamente con respecto a la posición y la función de Bloch del extremo local en la

estructura de bandas del huésped (ecuación 2.5). Para el caso de la unión de dos

materiales en cualquier lado de la heterounión, la función de Bloch debe ser similar

para que la aproximación de la masa efectiva sea válida. Una condición lógica seŕıa

que pertenezcan al mismo punto en la enerǵıa del n-ésimo eigenestado εn(k). Esto
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fallaŕıa, por ejemplo, para la banda de conducción del GaAs y el AlGaAs, donde las

bandas de conducción se encuentran en el punto Γ y en X, respectivamente. Aún

que los mı́nimos sean los mismos, tal cómo en el GaAs y el Al0.3Ga0.7As, uno podŕıa

aventurarse a afirmar que la función de Bloch debeŕıan ser casi idénticas. Esto es por

que sus enerǵıas cinéticas son muy altas, tal que las diferencias en la función de Bloch

podŕıan fácilmente introducir errores que pueden cambiar las enerǵıas de alrededor

o menores de 0.1 eV , enerǵıas en las cuales normalmente estamos interesados. Sin

embargo, cálculos detallados de primeros principios confirman que la teoŕıa de la masa

efectiva permanece aceptable a pesar de las pequeñas variaciones en la funciones de

Bloch en los diferentes materiales.

Un segundo punto importante es el empatamiento de la función envolvente en la

interfaz. Considere una unión en z = 0 entre un par de regiones neutras de un material

A y uno B (GaAs y AlxGa1−xAs con 0 < x < 0.45, por ejemplo) como se esquematiza

en la figura 2.2. La ecuación de Schrödinger para la función envolvente en las dos

regiones, si consideramos solamente una dimensión por simplicidad, tenemos,

(
EA
c −

h̄2

2m∗A

d2

dz2

)
ψ(z) = εψ(z),(

EB
c −

h̄2

2m∗B

d2

dz2

)
ψ(z) = εψ(z).

(2.18)

donde EA
c (EB

c ) y m∗A (m∗B) indican el fondo de la banda de conducción y la masa

efectiva en el material A (B).

La diferencia en el fondo de la banda de conducción actúa cómo un potencial

escalón con el material B más arriba por ∆Ec = EB
c −EA

c . Si los materiales fuesen los

mismos simplemente igualaŕıamos los valores y las derivadas de la función de onda

en la interfaz, dando las condiciones conocidas 1

1Esta condición de continuidad de la derivada se deduce directamente de la conservación de carga
a través de la interfaz e integrando la ecuación de Schrödinger al rededor de z0.
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Material

     A     
ΔE

c
Material

B      

z

Figura 2.2: En esta figura se muestra de forma esquemática la interfaz entre dos
materiales semiconductores A y B, con una desempatamiento entre sus bandas de
conducción de ∆EC , la cual seŕıa la diferencias entre ambas bandas de conducción
EA
C y EB

C .

ψA(0) = ψB(0),

d

dz
ψA(z)|z=0 =

d

dz
ψB(z)|z=0A,

(2.19)

donde ψA (ψB) se refiere a la función de onda en el material A (B). Sin embargo, la

simple condición (2.19) no es correcta para una heterounión con dos distintas masas

efectivas. La forma correcta de escribir las condiciones de continuidad es

ψA(0) = ψB(0),

1

mA

d

dz
ψA(z)|z=0 =

1

mB

d

dz
ψB(z)|z=0,

(2.20)

Note que la condición de igualdad entre las derivadas ahora incluye a las masas

efectivas. Ya que la derivada esencialmente es el operador de momento, la ecuación

(2.20) requiere que las velocidades sean las mismas en ambos lados para conservar

la corriente. La función envolvente obtiene un discontinuidad de la derivada en la

interfaz si mA 6= mB.

Un argumento más matemático es decir que la errónea condición de continuidad

(2.19) impĺıcitamente asume que la ecuación de Schrödinger tiene la forma
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− h̄2

2m∗(z)

d2

dz2
ψ(z) + V (z)ψ(z) = εψ(z). (2.21)

donde m∗(z) depende del material en que se encuentra, para la mayoŕıa de las het-

eroestructuras, una función escalón. Esta ecuación no es hermitiana (o de la forma de

Sturm-Liouville) si m∗(z) vaŕıa, y muchas de las propiedades de la función de onda

desaparecen cómo consecuencia de ello. La aparentemente trivialidad de reescribir la

ecuación en la forma

− h̄2

2m0

d

dz

[
1

mr(z)

d

dz
ψ(z)

]
+ V (z)ψ(z) = εψ(z) (2.22)

restaura la naturaleza hermitiana. Esto puede ser justificada rigurosamente por la

teoŕıa k · p para multibandas. Existe una teoŕıa exacta de Burt, la cual preserva el

orden correcto de los operadores y resuelve el problema llegando a una forma hermi-

tiana de la ecuación de Schrödinger [37] y para estructuras tipo wurtzita fue formulado

posteriormente por Mireles y Ulloa [38]. Note que ambas versiones se reducen a la

misma ecuación de Schrödinger para una heteroestructura, pero la segunda forma

asegura que las funciones de onda sean ortogonales, los eigenvalores sean reales y se

conserve la corriente, aśı cómo otras condiciones que son importantes. El precio es

una distinta condición de continuidad (ecuación 2.20).

La aparente discontinuidad en la función envolvente en la heterointerfaz podŕıa

poner en duda la validez, porque las funciones de onda ’reales’ deben ser suaves.

Afortunadamente, la aproximación de la masa efectiva continúa siendo válida si la

función envolvente vaŕıa suavemente en escala atómica. La figura 2.3 muestra un ejem-

plo de forma esquemática de la función de onda completa (incluyendo la función de

Bloch) para un pozo cuántico de GaAs de 6nm de ancho. Esta función es suave, pero

la función envolvente es construida burdamente uniendo los máximos, la cual tiene
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una abrupto cambio de pendiente en la heterointerfaz. Por lo que el cambio abrupto

en la pendiente de la función envolvente impuesta por la condición de continuidad

(ecuación 2.20) correctamente refleja un cambio a escala atómica en la función de

onda completa [5].

Figura 2.3: En esta figura se muestra la función de onda completa φ(z), incluyendo
las funciones de Bloch ψ(z), las cuales vaŕıan rápidamente en posición. La función
envolvente construida uniendo los máximos de las funciones de Bloch. Se puede obser-
var un cambio ligeramente abrupto en la interfaz entre los materiales, cómo se puede
esperar dada la condición de continuidad (ecuación 2.20) [5].

Cabe señalar que en el modelo que se desarrolla en esta tesis utilizaremos la

ecuación de Schrödinger independiente del tiempo como se muestra en la ecuación

2.22, ya que al introducir una masa variable, sigue siendo hermitiana. Más adelante

en el caṕıtulo 5 procederemos a discretizarla, lo que nos llevará a una matriz her-

mitiana ya que es simétrica y real. A continuación haremos una revisión de las het-

eroestructuras con dopaje modulado y como es modificada la banda de conducción

al generarse un campo eléctrico interno, ya que para poder obtener un perfil de la

banda de conducción más apegado a la se encuentra en la nanoestructra se deben de

resolver de manera autoconsistente la ecuación de Schrödinger y la de Poisson como
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describiremos en detalle más adelante.
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3. Nanoestructuras con dopaje modulado

El gas de electrones bidimensional (GE2D) atrapado en una heterounión semi-

conductira con dopaje modulado es uno de los sistemas de bajas dimensiones más

importante para el transporte electrónico. Forma el núcleo del transistor de efecto

de campo, que es llamado por muchos acrónimos incluyendo transistor de efecto de

campo con dopaje modulado (MODFET, por sus siglas en inglés) y transistor con

movilidad alta de electrones (HEMT, por sus siglas en inglés). En estos transistores el

confinamiento de los electrones es en una una dimensión, quedando aśı estos libres de

moverse en un cuasi-plano bidimensional perpendicular a el plano de crecimiento de

las capas seiconductoras, de ah́ı su nombre. Como su nombre lo señala, en el HEMT

se requiere que los electrones tengas alta movilidad, lo que se puede traducir a un

camino libre medio alto (λs ≈ 1− 5µm).

La forma más obvia de introducir portadores de carga para producir un GE2D

en una heteroestructura semiconductora es dopando la región donde se desea tener

electrones o huecos. Desafortunadamente, las impurezas son ionizadas, formando un

potencial hidrogenoide, como ya vimos en el pasado caṕıtulo, lo cuales causa disper-

siónes de los portadores de carga debido a la interacción coulombiana (dispersión por

impureza ionizada). Esto evidentemente afecta la propagación electrónica dentro de

la estructura cuidadosamente crecida, ya que los niveles de enerǵıa son modificados

y se alteran las interfaces entre las funciones de onda de los electrones que se ocu-

pan para producir efectos cuánticos como el tunelaje resonante. Este problema puede

ser resuelto utilizando dopaje modulado o remoto, donde el dopaje es crecido en una

región pero los portadores de carga migran a otra. Esto se encuentra ilustrado para

el caso de una heterojunción entre AlGaAs con dopaje modulado tipo n y GaAs sin
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dopaje en la Figura 3.1.

El material es neutro en todo el espacio y las bandas son lisas si los electrones se

mantienen con sus donadores en el AlGaAs (Figura 3.1(a)). Los electrones comienzan

a viajar después de haber sido liberados y algunos migran hacia el GaAs. Ah́ı pierden

enerǵıa y son atrapados al no pueden subir a la barrera presente por ∆EC . Esta

migración separa a los electrones negativamente cargados de sus donadores con carga

positiva, lo que da lugar a un potencial electrostático φ(z) que tiende a permitir el

regreso de los electrones al AlGaAs (figura 3.1(a)).

n-AlGaAs

ΔE
c sin dopaje

GaAs

z

E
F

2DEG

función de onda

(a) (b)

�1

z

Figura 3.1: (a) En esta figura se muestra de una manera esquemática como los elec-
trones de los donadores migran de la capa de AlGaAs con dopaje tipo n a la heteroin-
terfaz. (b) Esto crea un pozo de potencial en el cual quedan atrapados los electrones
dejando atrás a los átomos de los donadores ionizados, lo que y crean un campo
electrostático interno que a su vez modifica el perfil de la banda de conducción [5]

La enerǵıa total para los electrones es la suma la enerǵıa cinética y potencial.

Claramente la enerǵıa cinética de los electrónes viene dada por la estructura de ban-

das, en particular, esta no vaŕıa con la posición dentro de cada material pero cambia

en la heterojunción. El efecto principal viene dado por la discontinuidad ∆Ec. La en-

erǵıa potencial es originada por el potencial electrostático −eφ(z); para los electrones,

esto debe ser añadido a la enerǵıa cinética para dar la enerǵıa total para el mı́nimo de

la banda de conducción Ec(z), como se muestra el la Figura 3.1(b). Los argumentos

son exactamente los mismos que para el diagrama de bandas de una heterojunción

ordinaria tipo p-n, excepto para el elemento crucial de ∆EC . Esta discontinuidad

tiene mayor efecto por que previene al campo eléctrico de regresar a los electrones
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a sus donadores; el campo solo puede concentrar a los electrones contra la interfaz,

donde son atrapados en un pozo de potencial casi triangular. Este pozo es t́ıpicamente

unos 10nm de ancho a la enerǵıa de Fermi de los electrones. Los niveles de enerǵıa

en dirección de z son cuantizadas en una forma similar a las de un pozo cuadrado.

Usualmente solo las niveles más bajos estan ocupados. Todos los electrones ocupan

el mismo estado en z, pero se mantienen libres en las dimensiones a lo largo de x y

y. Con esto se forma el gas de electrones bidimensional (GE2D).

Con el dopaje modulado se obtenen dos beneficios, (i) se separan a los electrones

de sus donadores para reducir la dispersión debido a las impurezas ionizadas, y (ii)

producir el confinamiento de los electrones en dos dimensiones. Un refinamiento puede

ser logrado al dejar una capa de AlGaAs sin dopaje entre la de n-AlGaAs y la de

GaAs. Esto incrementa la separación entre electrones y donadores, lo que reduce aún

más la dispersión, con el costo de bajar la densidad de electrones en el GE2D. Una

movilidad alta es vital para mucho experimentos f́ısicos pero la densidad electrónica

no es importante t́ıpicamente, aśı que comúnmente se utiliza un separación grande

entre la región con dopaje modulado y la heterounión donde se desea obtener el GE2D.

En la figura 3.2 se puede observar con más detalle una heterounión como la mostra-

da en la figura 3.1(b), en esta imagen se puede observar que el pozo cuántico creado

en la heterounión no es del todo triangular, esto es debido que un campo eléctrico in-

terno es generado al ionizarse las impurezas introducidas mediante dopaje modulado

junto con la contribución de los estados localizados dentro de este pozo cuántico.
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Figura 3.2: Ilustración de una heterounión entre dos semiconductores con dopaje
modulado (InAs/GaSb), en el cual se indicar los dos estados ligados más bajos, al
igual que el nivel de Fermi εF [6].
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4. Acoplamiento esṕın-órbita en

semiconductores

Al aplicar la relatividad especial a las ecuaciones de Maxwell, se predice que el

movimiento de un electrón en presencia de un campo eléctrico produce un campo

magnético efectivo en el sistema de referencia del electrón (Jackson 3ed. [39]). El

acoplamiento del esṕın del electrón con tal campo magmético efectivo se le denomina

interacción esṕın-órbita (IEO) [2] y esta se encuentra gobernado por la siguiente

hamiltoniano 1,

ĤSO =
h̄

4m2
0c

2
p · (σ̂ ×∇V ) =

h̄

4m2
0c

2
σ̂ · ∇V × p = −µBσ̂ ·Beff (p), (4.1)

donde m0 es la masa del electrón libre, c es la velocidad de la luz, σ̂ = (σx, σy, σz)

es un vector cuyas componentes son las matrices Pauli, y V es el potencial eléctrico;

del lado derecho de la Eq. (4.3), p representa el momento canónico y Beff (p) es el

campo magnético efectivo. En presencia de un campo magnético externo B = ∇×A,

p debeŕıa ser reemplazado por su momento cinético P = p + e
c
A. En el caso de

átomos, por ejemplo, la IEO se refiere a la interacción del esṕın del electrón con el

potencial coulombiano de los núcleos atómicos y los demás electrones del átomo.

Similarmente, en sólidos la IEO es determinado por la interacción del esṕın del

electrón, pero con el campo eléctrico promedio que corresponde al potencial cristal-

ino periódico. Cabe señalar que otros campos eléctricos internos o externos pueden

1Este hamiltoniano se puede derivar formalmente de la ecuación de Dirac considerando veloci-
dades cuasi-relativistas y expandiendolo hasta orden v2/c2.
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también producir términos adicionales de IEO.

La ecuación 4.3 puede también ser reescrita de la siguiente manera,

ĤSO = − h̄

4m2
0c

2
∇V · (σ̂ × p̂), (4.2)

En sólidos cristalinos el coeficiente αR se ve renormalizado lo que conduce a dos

tipos de acoplamiento esṕın-órbita, Rashba y Dresselhaus. El primero aparece en

sistemas con asimetŕıa de inversión espacial (AIE) y el segundo con asimetŕıa de

inversión de bulto (AIB). Para el caso de un pozo cuántico con ∇V 6= 0 se tiene un

campo eléctrico efectivo en la interface αR, por lo que llegamos a la siguiente expresión

ĤSO =
αR
h̄

(σ̂ × p̂), (4.3)

la cual es conocida como el hamiltoniano de Rashba [9].

Para un gas de electrones bidimensional el hamiltoniano viene dado por la siguiente

expresión

ĤGE2D = Ĥ0 + ĤSO

=

 h̄2

2m∗

(
k2
x + k2

y

)
αR (ikx + ky)

αR (−ikx + ky)
h̄2

2m∗

(
k2
x + k2

y

)
 (4.4)

Resolviendo la ecuación de Schrödinger con el hamiltoniano para un gas de elec-

trones bidimensional, en el esquema de electrón libre 4.4, esto es,

ĤGE2D |ψ〉 = ε |ψ〉 , (4.5)

con soluciones del tipo |ψ〉 = ei(kxx+kyy), se obtiene una dispersión de enerǵıa dada

por,
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ε±(k) =
h̄2k2

2m∗
± αRk, (4.6)

donde k = |k|.

Note que la degeneración en k se rompe cuando el parámetro de Rashba αR 6= 0,

con una separación 2αRk, lo cual es mostrada de forma esquemática en la figura 4.1

ε
(k

)

k

ε(k) vs k

|ε+> |ε->

Figura 4.1: Aqúı se muestra de forma esquemática el rompimiento de la degeneración
en momento debido a la existencia de acoplamiento esṕın-órbita de Rashba.

4.1. Semiconductores con asimetŕıa de inversión

espacial

Semiconductores elementales como el Silicio cuentan con simetŕıa de inversión

espacial. Para dichos semiconductores los estados se encuentran doblemente degene-

rados en el momento (i. e. εk↑ = εk↓). La simetŕıa de inversión temporal requiere que

εk↑ = ε−k↓, ya que al realizar una inversión temporal 2 k → −k y σ =↑ cambia a

2Realizar una inversión espacial significa tomar k→ −k, dejando el esṕın fijo.
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σ =↓ (degeneración de Kramers). Sin embargo, al romperse la simetŕıa de inversión

espacial (i. e. εk 6= ε−k) surge la IEO tipo Rashba. La simetŕıa de inversión espacial

puede romperse por una variación espacial en el potencial, al cual se encuentran su-

jetos los electrones (∇V 6= 0), esto se puede lograr simplemente aplicando un campo

eléctrico externo φ, dejando al potencial como V (r) = V0(r) − eφ(r). Esto también

puede ser logrado cuando se generan campos internos en un heteroestructura debido

a el reacomodo de cargas cuando se cuenta con dopaje modulado como ya vimos en

el caṕıtulo 3.

Figura 4.2: Esquema del diagrama de dispersión de bandas en el punto Γ de simetŕıa
t́ıpica de semiconductores III-V.

El hamiltoniano de esṕın-órbita tipo Rashba (ecuación 4.3) puede ser derivado

formalmente de la teoŕıa k · p utilizando el modelo de Kane de 8-bandas [40], como

es descrito por de Andrada e Silva et. al. [41] y por la teoŕıa de invariantes, como

fue propuesta originalmente por E. I. Rashba y V. I. Sheka [42]. Estos extienden el

esquema propuesto como fue por Marques y Sham [43] para poder incluir la bandas

del split-off, ya que éstas resultan sumamente importantes para la IEO en la banda de

conducción, como veremos más adelante. En el modelo de Kane [40] los eiguenestados
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base en el bulto en la banda de conducción cerca del punto Γ aśı como las tres bandas

de valencia tienen simetŕıa S, X, Y y Z, y están dadas por,

u1 = |S ↑〉 ,

u2 =
∣∣∣√2

3
Z ↑ +

√
1
6

(iX ↑ +Y ↓)
〉
,

u3 = −
√

1
2
|−iX ↑ +Y ↓〉 ,

u4 = −
√

1
3
|Y ↓ (Z − iX) ↑〉 ,

u5 = S ↓,

u6 =
√

2
3

∣∣∣Z ↓ +
√

1
6

(iX ↓ +Y ↑)
〉
,

u7 = −
√

1
2
|−iX ↓ +Y ↑〉 ,

u8 = −
√

1
3
|Y ↑ (Z − iX) ↓〉 ,

(4.7)

donde ↑ y ↓ denotan el estado del esṕın a lo largo de la dirección del eje y, k‖ es el

vector de onda, el cual es perpendicular a la dirección de crecimiento z. La función

de onda envolvente viene dada entonces por,

|ψ(r)〉 = eikxx+ikyy

8∑
j=1

fj(z) |uj(r)〉 , (4.8)

con fj como las funciones envolventes. En esta base (4.7) el hamiltoniano de masa

efectiva es diagonal a bloques,

Ĥ =

 Ĥ+ 0

0 Ĥ−

 (4.9)

con
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Ĥ± =



V (z) EP

[
d
dz
∓ k+

2

]
∓
√

3
2
EPk+

P√
2

[
d
dz
± k+

]
EP

[
d
dz
∓ k−

2

]
V (z)− Eg 0 0

∓
√

3
2
EPk− 0 V (z)− Eg 0

EP√
2

[
d
dz
± k−

]
0 0 V (z)− Eg −∆


, (4.10)

donde k± = kx ∓ iky, V (z) denota el potencial de confinamiento, m0 como la masa

del electrón, Eg es la brecha energética, ∆ es la separación de enerǵıa de esṕın-órbita

y EP =
√

2
3
h̄
m0
〈iS |px|X〉, con valores t́ıpicos en semiconductores EP ≈ 25 eV . Los

términos de la part́ıcula libre de segundo orden en k son despreciados en los elementos

de la diagonal ya que t́ıpicamente la masa efectiva del electrón en semiconductores

es muy pequeña (por ejemplo, para el GaAs es 0.0665m0), por lo que la dispersión

viene dada esencialmente por los elementos fuera de la diagonal.

La ecuación de masa efectiva multibandas con el hamiltoniano 4.9 da lugar a dos

grupos de cuatro ecuaciones acopladas para los dos grupos de funciones envolventes.

Se llega a la siguiente ecuación tipo Schrödinger para la función envolvente para la

banda de conducción al eliminar los demás componentes,

[(
− h̄

2

d

dz

1

m(z, ε)

d

dz
+

h̄2k2

2m(z, ε)
+ V (z)− ε

)
I + α(z, ε) (σxkx − σyky)

] f1

f2

 = 0,

(4.11)

con I es la matriz identidad, ε es la enerǵıa del electrón de conducción, y σx y σy son

las matrices de Pauli para x y y, respectivamente. Note que la masa efectiva de los

electrones es expĺıcitamente dependiente de la posición y de la enerǵıa,
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1

m(z, ε)
=
E2
P

h̄2

[
2

ε− V (z) + Eg
+

1

ε− V (z) + Eg + ∆

]
(4.12)

y equivalentemente, el parámetro de Rashba depende de la posición y enerǵıa, la cual

se encuentra dada por la siguiente expresión,

α(z, ε) =
E2
P

2

d

dz

[
1

ε− V (z) + Eg
− 1

ε− V (z) + Eg + ∆

]
. (4.13)

El término lineal en kx y ky corresponde al acoplamiento esṕın-órbita de Rashba.

El cual es cero (excepto en la interfaz) para el bulto (V (z) = constante), al igual que

para pozos cuánticos simétricos. Note que no existe término de tercer orden en k, lo

cual implica que sólo la asimetŕıa del pozo de potencial contribuye a la enerǵıa de

desdoblamiento de esṕın. El valor esperado de el parámetro de Rashba es simplemente,

αR(ε) =
E2
P

2

〈
ψ(z)

∣∣∣∣ ddz
[

1

ε− V (z) + Eg
− 1

ε− V (z) + Eg + ∆

]∣∣∣∣ψ(z)

〉
(4.14)

La expresión 4.14 nos es de utilidad para calcular el parámetro de acoplamien-

to de esṕın-órbita de Rashba αR para un pozo de potencial cuántico genérico V (z),

lo cual es fundamental para el método desarrollado en este trabajo de tesis. Esta

ecuación ecuación establece que una vez conocida la soluciones a un sistema cuántico,

esto es, las funciones de onda ψ(z) y enerǵıa caracteŕısticas ε asociadas al perfil de

confinamiento V (z) dado por el gas de electrones bidimensional contenidos en la na-

noestructura dada, entonces es posible determinar cual es la intensidad del parámetro

de acoplamiento de esṕın-órbita de Rashba αR. En el trabajo presente determinamos

las funciones de onda ψk(z) con sus enerǵıas asociadas εk, aśı como el perfil de confi-

namiento V (z) al resolver la ecuación de Schrödinger de forma auto-consistente junto
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con la ecuación de Poisson.

Es ilustrativo notar que se puede obtener una expresión anaĺıtica aproximada para

la constante de acoplamiento de esṕın-órbita αR que nos permite realizar estimaciones

de su intensidad en distintos materiales. Para esto procederemos de la siguiente man-

era:

Como nuestro interés es en espećıfico con la banda de conducción, y observamos

que cuenta con enerǵıas ε mucho menores al resto de los parámetros energéticos que

entran en el modelo, i. e. Eg y ∆, entonces es posible expandir α(z, ε) (ecuación 4.13)

en potencias del parámetro adimensional

δ =
ε− V (z)

Eg + ∆
. (4.15)

Si se expande hasta primer orden en δ obtenemos una ecuación simplificada que

es sólo función de los parámetros constantes conocidos del material, y suponemos un

campo eléctrico constante φ[V (z) = eφz] [6] llegamos a la expresión

α =
h̄2

2m∗
∆

Eg

2Eg + ∆

(Eg + ∆)(3Eg + 2∆)
eφ(z) (4.16)

Note que α ≈ ∆
Eg

por lo que Eg � ∆ implica un parámetro de acoplamiento esṕın-

órbita de Rashba αR grande, al igual que una masa efectiva pequeña m∗ → 0 implica

una αR grande.También se puede observar de la ecuación 4.14 y de la ecuación 4.16

que es necesario que el semiconductor cuente con una banda de esṕın split-off para

que presente acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba.

En la tabla 4.2 se muestran, un recopilación de valores medidos de manera exper-

imental del parámetro αR de Rashba en distintas nanoestructuras, trabajo realizado

por Fabian et. al. [2].

En la siguiente sección se desarrollara a detalle el método central para este trabajo.
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Tabla 4.1: En esta tabla se presenta la estimación de la αR para distintos materiales,
utilizando la ecuación 4.16 y un campo electrostático externo φ(z) = 50 kV/cm.

Nombre Eg [eV ] ∆SO [eV ] mr [m0] αR [meV Å]
GaAs 1.477 0.341 0.670 0.233
AlAs 3.072 0.280 0.150 0.227
InAs 0.371 0.390 0.026 60.413
AlP 3.605 0.070 0.220 0.030
InP 1.389 0.108 0.080 0.820

GaSb 0.766 0.760 0.039 19.077
AlSb 2.339 0.676 0.140 0.834
InSb 0.206 0.810 0.013 298.895

Tabla 4.2: Rango de valores del parámetro de acoplamiento de Rashba αR = 2kFαR
medidas experimentalmente y el desdoblamiento de esṕın ∆R en la enerǵıa de Fermi
εF [2].

Sistema ∆R (meV ) αR (meV Å) Referencia
AlSb/InAs/AlSb 3.2− 4.5 60 Heida et al. (1998)
AlSb/InAs/AlSb 0 0 Brosig et al. (1999)
AlSb/InAs/AlSb 0 0 Sasa et al. (1999)

AlGaAs/GaAs/AlGaAs − 6.9± 0.4 Jusserand et al. (1995)
2DEG GaAs/AlGaAs − 5± 1 Miller et al. (2003)
AlGaSb/InAs/AlSb 5.6− 13 120− 280 Sasa et al. (1999)

InAlAs/InGaAs/InAlAs 1.5 40 Das et al. (1989)
InAlAs/InGaAs/InAlAs 4.9− 5.9 63− 93 Nitta et al. (1997)
InAlAs/InGaAs/InAlAs − 50− 100 Hu et al. (1999)
InGaAs/InAs/InGaAs 5.1− 6.8 60− 110 Nitta et al. (1998)
InGaAs/InAs/InGaAs 9− 15 200− 400 Grundler, (2000)
InGaAs/InP/InGaAs − 63− 153 Engels et al. (1997)

GaSb/InAs/GaSb 3.7 90 Luo et al. (1988)
Si/SiGe QW − 0.03− 0.12 Malissa et al. (2004)
SiO2/InAs 5.5− 23 100− 300 Matsuyama et al. (2000)
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5. Método para la solución de la ecuación

de Schrödinger y Poisson

El resolver la ecuación de Schrödinger en conjunto con la ecuación de Poisson nos

permite determinar el perfil de la banda de conducción, los estados ligados y la enerǵıa

de Fermi en una heteroestructura semiconductora. Considere una heteroestructura

semiconductora con un perfil de potencial dependiente de la posición genérico V (z),

por ejemplo, supongamos un sistema como el mostrado en la figura 5.1 el cual consiste

en un pozo de potencial finito de un material B rodeado de una material A, en el

esquema de la aproximación de masa efectiva, la ecuación de Schrödinger en una

dimensión (ecuación 2.22) puede ser reescribe de la siguiente manera,

− h̄2

2

d

dz

(
1

m∗(z)

d

dz

)
ψ(z) + V (z)ψ(z) = εψ(z) (5.1)

donde h̄ es la constante de Plank dividida por 2π, m∗(z) = m0mr(z) es la masa efec-

tiva, ε la enerǵıa, ψ la función de onda y V (z) es el perfil de la banda de conducción.

Esta última es modificado durante el cálculo autoconsistente de las ecuaciones de

Schrödinger y Poisson.

Si dicha heteroestructura se encuentra dopada con donadores y/o aceptores de

carga, entonces se tienen que tomar en cuenta las interacción electrostática entre las

cargas. Por tanto es necesario resolver también la ecuación de Poisson simultánea-

mente:

d

dz

(
εr(z)

d

dz

)
φ(z) = − e

ε0
ρ(z) (5.2)
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donde εr(z) es la permitividad relativa, ε0 es la permitividad del vaćıo, e es la carga

del electrón, φ(z) es el campo electrostático total (externo e interno) y ρ(z) es la

densidad de carga en la nanoestructura, dada por

ρ(z) = N(z)− n(z) (5.3)

donde N(z) es la distribución de densidad del dopaje modulado tipo n y n(z) la

densidad electrónica en la heteroestructura, el signo es debido a la carga del electrón

(−e). La ecuación de Schrödinger y la de Poisson se encuentran acopladas por la

densidad electrónica dada por la siguiente expresión,

n(z) =
λ∑
k=1

ψ∗k(z)ψk(z)nk (5.4)

donde λ es el número de estados ligados, nk es la probabilidad de que el estado k se

encuentre ocupado, dada por

nk =
m∗

πh̄2

∫ ∞
εk

1

1 + e
ε−εF
kT

dε (5.5)

es decir, nk es la integral de la función de distribución de Fermi-Dirac sobre todas

las enerǵıas ocupadas por la densidad de estados del gas de electrones bidimensional,

por otro lado, el potencial electrostático se encuentra relacionado con el potencial de

la ecuación de Schrödinger de la siguiente manera,

V (z) = ∆EC(z)− eφ(z) (5.6)

donde ∆EC(z) es el desempate de las bandas de conducción de los distintos materiales

que forman a la heteroestructura, como se muestra en la figura 5.1, note que el

potencial V (z) tiene una dependencia con el potencial electrostático φ(z), lo cual
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implica que un cambio en φ(z) afecta a V (z) lo que a su vez modifica las soluciones

a la ecuación de Schrödinger, esto es, a las funciones de onda y a las enerǵıas propias

del sistema. Por tanto las ecuaciones 5.1 y 5.2 deben satisfacer la misma solución, por

ello dichas ecuaciones deben ser resueltas de una forma auto-consistente.
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Figura 5.1: Figura esquemática de el sistema.

Este problema será resuelto mediante el método de diferencias finitas (Apéndice

A), el cual consiste en discretizar el espacio obteniendo una malla y en ella hac-

er aproximaciones a las derivadas. En nuestro trabajo aplicaremos una malla no-

uniforme, misma que nos dará ventajas sobre la malla uniforme, ya que ésta puede

ser adaptada para obtener alta resolución en regiones de interés y una baja resolución

en regiones donde la solución cambia lentamente, sin perder precisión y ahorrando

tiempo de cómputo.
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5.1. Ecuación de Schrödinger en el esquema de

diferencias finitas

Primeramente discretizaremos la ecuación de Schrödinger (ecuación 5.1) en el es-

quema de diferencias finitas en una malla no uniforme [44], siguiendo el procedimiento

descrito en el Apéndice A llegamos a la siguiente ecuación,

− h̄2

2

(
2(ψi+1 − ψi)

m∗
i+ 1

2

hi(hi + hi−1)
− 2(ψi − ψi−1)

m∗
i− 1

2

hi−1(hi + hi−1)

)
+ Viψi = εψi (5.7)

donde ε es la enerǵıa, Vi y ψi representan al potencial y la función de onda evaluados

es la posición zi, respectivamente, hi es la distancia entre los puntos zi+1 y zi, y m∗
1± 1

2

representa la masa efectiva tomada en el punto medio de zi y zi±1. Esta ecuación se

puede representar en una forma matricial como,

n∑
j=1

Ai,jψj = εψi (5.8)

con

Ai,j =



− h̄2

2

(
2

m
i+1

2

1
hi(hi+hi−1)

)
, j = i+ 1

− h̄2

2

(
2

m
i− 1

2

1
hi−1(hi+hi−1)

)
, j = i− 1

−Ai,i+1 − Ai,i−1 + Vi, j = i

0, otros casos

(5.9)

Note que la matriz A no es simétrica, por lo que su solución seŕıa más trabajo que

si fuese simétrica. sin embargo, si definimos a L2
i = 1

2
(hi + hi−1), podemos escribir,
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Ai,j =



− h̄2

2

(
2

m
i+1

2

1
hi

)
1
L2
i
, j = i+ 1

− h̄2

2

(
2

m
i− 1

2

1
hi−1

)
1
L2
i
, j = i− 1

−Ai,i+1 − Ai,i−1 + Vi, j = i

0, otros casos

(5.10)

y definiendo Bi,j = L2
iAi,j entonces podemos escribir,

B = MA (5.11)

donde M es una matriz con L2
i en su diagonal. Claramente que B es simétrica, i.e.,

Bi,i+1 = Bi+1,i, por lo que, entonces tenemos,

Bψ = MAψ = εMψ, (5.12)

si ahora reescribimos M = LL, donde L es diagonal (cuyos elementos son Li), al

multiplicar por la derecha por L−1 obtenemos,

L−1BL−1Lψ = L−1LLAψ = εL−1LLψ = εLψ (5.13)

lo que conduce a la siguiente ecuación central de eigenvalores y eigenvectores

HΨ = εΨ (5.14)

donde H = L−1BL−1 y Ψ = Lψ.

Con esta transformación obtenemos una matriz tridiagonal simétrica, la cual se

puede ser resuelta de manera numérica de una forma más efectiva que una asimétrica.

Después de resolver la ecuación de Schrödinger obteniendo los estados ligados (ψk) y
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sus enerǵıas asociadas (εk).

En un pozo cuántico, a los electrones en cada subbanda se le considera como un

cuasi-GE2D. Al considerar sólo a los estados ligados, los cuales desvanecen en las fron-

teras el cuasi-nivel de Fermi puede ser considerado como independiente de la posición.

En cada subbanda, los electrones ocupan las regiones del pozo y de la barrera, y la

distribución entre ambas regiones depende en la distribución de probabilidad de la

función de onda en cada región. para la k-ésima subbanda, la densidad electrónica

superficial nk (Ecuación 5.5). La densidad electrónica superficial total puede ser ex-

presada como Ns, la suma de nk en cada subbanda. Para calcular la enerǵıa de Fermi

εF , es necesario resolver la siguiente igualdad,

Ns =
m∑
k

nk (5.15)

Una vez obtenidas las soluciones a la ecuación de onda de Schrödinger del sis-

tema, como lo son las funciones de onda ψk(z) con sus enerǵıas asociadas εk a los

estados ligados en la nanoestructura, al igual que la enerǵıa de Fermi εF , podemos

proceder a calcular la densidad electrónica mediante la ecuación 5.4. Una vez obteni-

da n(z), esta se utiliza en la ecuación de Poisson (ecuación 5.2) multiplicada por la

carga del electrón e, como una densidad de carga negativa. Una vez resuelta numéri-

camente la ecuación de Poisson obtengamos el campo electrostático interno φ(z), lo

que analizaremos en la siguiente sección.
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5.2. Ecuación de Poisson en el esquema de difer-

encias finitas

Para resolver numéricamente la ecuación de Poisson (5.2) utilizaremos el método

de Newton, tal como está descrito en el art́ıculo publicado por Snider et. al. [45]. Este

consiste en hacer correcciones a una primera aproximación al potencial electrostático

φ(z), esto es, si la solución exacta está dada por φ(0)(z) y la función prueba por

φ(z). El problema es encontrar la corrección δφ(z), tal que, la función prueba más la

corrección sean iguales a la exacta, esto es,

φ(0)(z) = φ(z) + δφ(z) (5.16)

si sustituimos φ(0)(z) en la ecuación de Poisson (5.2) tenemos que:

d

dz

(
εr
dφ

dz

)
= − e

ε0
(ND − n[φ+ δφ])− d

dz

(
εr
dδφ

dz

)
, (5.17)

si ahora definimos n[φ+ δφ] = n[φ] + δn[φ], podemos reescribir la ecuación 5.17 como

−
[
d

dz

(
εr
dφ

dz

)
+
e

ε0
(ND − n[φ]) =

]
=

d

dz

(
εr
dδφ

dz

)
− e

ε0
(δn[φ]) (5.18)

supondremos que δφ(z) es muy pequeña, de tal suerte que podemos expresar δn[φ]

como

δn[φ] =
m∑
k=1

[δ(ψ∗kψk)nk + ψ∗kψkδnk] (5.19)

expĺıcitamente tenemos que



40

δ(ψ∗kψk) = ψ∗k[φ+ δφ]ψk[φ+ δφ]− ψ∗k[φ]ψk[φ] (5.20)

y

δnk = nk(φ+ δφ)− nk(φ). (5.21)

De la experiencia numérica se sabe que el primer término de la ecuación (5.19) es

mucho menor que el segundo, por lo que podemos escribir

δnk[φ] ≈
m∑
k=1

ψkψkδnk. (5.22)

asimismo podemos escribir a δnk, como

δnk =
δnk
δε

δε, (5.23)

de manera que cuando δε tiende a cero, el término δnk

δε
tiende a una derivada, esto

es,

δnk ≈
∂nk
∂ε

δε =
∂

∂ε

(
m∗

πh̄2

∫ ∞
εk

1

1 + e
ε−εF
kT

dε

)
δε. (5.24)

Con estas aproximaciones finalmente sustituyendo en la ecuación 5.18 obtenemos,

− ei = Ci,i+1δφi+1 +

(
Ci,i +

e

ε0

m∑
k=1

ψ∗k,iψk,i
em∗

πh̄2(1 + e(ε−εF )/kT )

)
δφi + Ci,i−1δφi−1

(5.25)

donde se ha definido
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ei =
n∑
j=1

Ci,jφj +
e

ε0
(NDi− ni) (5.26)

con

Ci,j =



2ε
i+1

2

hi(hi+hi−1)
, j = i+1

2ε
i− 1

2

hi−1(hi+hi−1)
, j = i-1

−Ci,i+1 − Ci,i−1, i = j

0, otros casos

(5.27)

por lo que para resolver la ecuación de Poisson (5.2) tenemos que resolver el

siguiente sistema de ecuaciones lineales

Cδφ = ξ (5.28)

donde C es una matriz tridiagonal asociada a la ecuación de Poisson 5.2 y ξ es el

vector con elementos ei. La que podemos resolver con un método numérico, como una

descomposición LU, por ejemplo.

Recapitulando, para resolver la ecuación de Poisson numéricamente comenzamos

por evaluar ξ con la ecuación 5.26, después resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

conformado por las ecuaciones 5.27 y 5.26 para δφi. Note que en caso de desconocer

el campo electrostático (φi), lo cual sucede en la primera iteración del método, las

ecuaciones 5.26 y 5.27, son reducidas a la ecuación 5.2 en el esquema de diferencias

finitas.

Con este procedimiento se obtiene el potencial electrostático interno creado por el

dopaje modulado y los estados ligados. Este potencial electrostático de nuevo entra

a la ecuación de Schrödinger (ecuación 5.7) como parte del potencial Vi como indica
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la ecuación 5.6, por lo que se vuelve a resolver el problema hasta que la solución

converja o deje de variar considerablemente (en nuestro caso |δφ| < 10×1015 kV/cm),

aśı obteniendo finalmente la solución autoconsistente de la ecuación de Schrödinger

y Poisson.

El método desarrollado se basa en una hibridación entre el método publicado por

Snider et. al. [45] con el publicado por Roan et. al. [7], ampliando éstos con el cálculo

del parámetro de Rashba con el desarrollo realizados por de Andrada e Silva et. al.

[6]. El método consiste en forma resumida en los siguientes pasos, también descrito

de forma gráfica en el Diagrama 6.1.

1. Resolver la ecuación de Schrödinger utilizando de la aproximación de masa

efectiva para contar con un hamiltoniano que sigue cumpliendo las propiedades

de hermiticidad bajo el esquema de diferencias finitas utilizando una malla

variable con V (z) = ∆EC(z).

2. Una vez resuelta la ecuación de Schrödinger contamos con las enerǵıa εk y

funciones propias del sistema ψk(z).

3. Procedemos a calcular la enerǵıa de Fermi εF mediante el método de punto de

carga nulo, el cual consiste en encontrar la εF necesaria para que las cargas

de los estados ligados queden equilibradas con las impurezas introducidos en la

heteroestructura como dopaje modulado.

4. Ya calculada εF , procedemos a calcular la densidad electrónica n(z) debido a

los estados ligados en el pozo de potencial cuántico.

5. Resolvemos la ecuación de Poisson con la densidad de carga aportada por el

dopaje moduladoND(z) y la densidad electrónica n(z), para obtener el potencial
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electrostático interno φint(z) formado por la suma de todas correcciones δφ a el

potencial electrostático inicial ND(z).

6. Con φint(z) volvemos a resolver la ecuación de Schrödinger (paso 1) ya que

φint(z) entra al potencial de confinamiento como eφint(z), donde e es la carga

del electrón.

7. Se repite este procedimiento hasta que φ(z) converja dentro de una tolerancia

(10−15 en los casos presentados en esta tesis).

8. Una vez contando con las funciones de onda de los estados ligados ψk(z) y

el potencial electrostático interno φint(z), podemos calcular el parámetro de

Rashba αR utilizando la formula 4.14.

Esta metodoloǵıa fue implementada en Fortran 90/95, en la parte de solución de

las ecuaciones de eigenvalores (ecuación de Schrödinger 5.7) y sistema de ecuaciones

lineales (ecuación de Poisson 5.27 y 5.26) se utilizaron las subrutinas de la libreŕıa

MKL de intel; para la ecuación numérica de eigenvalores se utilizó la implementación

del método de Múltiples Representaciones Relativamente Robustas (DSTEVR) y para

la solución de el sistema de ecuaciones lineales se utilizó la descomposición LU (DGT-

TRF) junto con el método de sustitución progresiva y regresiva (DGTTRS).

En el siguiente caṕıtulo realizaremos el análisis de distintos casos conocidos de la

literatura para verificar la veracidad de el método desarrollado en esta tesis.



44

Inicio

Potencial de prueba V0(z)

Resolver la ecuación
de Schrödinger para
obtener los λ esta-
dos ligados εk y ψk

Calcular n(z) con εk y ψk

Obtener εF equilibrando
Ns con la densidad de car-
ga de los estados ligados

Calcular ρ(z)
Actualizar el valor de V

con el nuevo valor de φ(z)

Resolver la ecuación
de Poisson para φ(z)

utilizando εk, ψk, εF y ρ(z)

Cambio
ρ(z)

Calcular αR

Fin

śı

Variables
V0(z) : Potencial inicial
ψk(z): El k-ésimo eiguen estado
εk : La enerǵıa asociada a ψk(z)
n(z) : Densidad electrónica (e−)
Ns : Densidad superficial total
ρ(z) : Densidad electrónica total
φ(z) : Cámpo electrostático
αR : Parámetro de Rashba

Diagrama 6.1: Se muestra el diagrama de flujo del método implementado
para obtener el parámetro de acoplamiento de Rashba αR.
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6. Estudio numérico de nanoestructuras

con solución anaĺıtica conocida.

Este caṕıtulo es dedicada a la revisión de la veracidad y precisión del método

desarrollado en esta tesis con algunos casos bien conocidos de la literatura, como lo

son: El pozo cuadrado finito, el pozo triangular y el pozo finito (con dopaje modulado

con y sin campo eléctrico externo).

6.1. Solución numérica para pozo finito y pozo tri-

angular

En esta sección se estudian dos sistemas clásicos: (i) El pozo de potencial finito

embebido en una nanoestructura, y (ii) el pozo cuántico triangular, cabe señalar que

con frecuencia este último es utilizado como aproximación a los pozos de potencial

formados en las heterouniones con dopaje modulado. El propósito de esta sección

es realizar un cálculo comparativo entre nuestro método numérico y estos casos con

soluciones anaĺıticas conocidas.

6.1.1. Pozo cuántico finito

En esta sección analizaremos el problema de un pozo de potencial finito, el cual

consta de una capa de Arsenuro de Galio (GaAs) de 10nm de ancho situado entre

dos barreras de Arsenuro de Galio con una concentración de Aluminio de x = 0.3

(AlxGa1−xAs) de 15nm 1. En este caso la discontinuidad de la banda de conducción

1Nos interesa calcular los estados ligados y eigenfunciones asociadas para tal heteroestructura,
ya que el sistema de interés para el estudio del comportamiento de la αR de Rashba es también un
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∆Ec y la masa efectiva del electrón m∗ como función de la concentración x están

dadas por,

m∗ = (0.0665 + 0.0835x)m0

∆Ec(x) = 0.67∆Eg(x)

(6.1)

donde m0 es la masa del electrón libre y ∆Eg la discontinuidad de la brecha energética

entre los semiconductores GaAs y AlAs, dada como,

∆Eg(x) = 1.247x (eV ) (6.2)

Los parámetros utilizados para resolver la ecuación de Schrödinger 5.1 se presentan

en la tabla 6.1 [3],

Tabla 6.1: Parametros utilizados por Chuang para resolver el pozo finito.

Capa m∗(m0) Eg(eV ) Ancho (nm)
Barrera Al0.3Ga0.7As 0.0916 1.798 15

Pozo GaAs 0.0665 1.424 10

La solución anaĺıtica consta en dividir el espacio en tres regiones en las que el

potencial se mantiene constante. Como nuestro interés son los estados ligados y sus

correspondientes funciones de onda, las enerǵıas estarán por debajo de ∆EC , lo que

implica funciones exponenciales evanescentes para la función de onda conforme se

alejan del pozo (GaAs), mientras la función de onda es de tipo sen(z) y cos(z) en la

región del pozo. Aplicando las condiciones de continuidad (de la función de onda y

sus derivadas) en las fronteras de las regiones, es trivial llegar a la siguiente ecuación

transcendental para este problema,

pozo cuántico finito.
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γ =
m∗b
m∗p

k tan

(
k
lp
2

)
(para las soluciones impares)

γ = −m
∗
b

m∗p
k cot

(
k
lp
2

)
(para las soluciones pares)

(6.3)

con

γ =

√
2m∗b(V − ε)

h̄2 (6.4)

y

k =

√
2m∗pε

h̄2 (6.5)

donde V (z) es el potencial, ε la enerǵıa, m∗b y m∗p son la masa efectiva en la barrera y

en el pozo, respectivamente; la cual es resuelta por un método numérico para obtener

las enerǵıas permitidas, las cuales son los puntos de cruce entre ambas γ(ε).

Para obtener este resultado nuestro método (SPalpha) resolvió sólo la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo en un esquema de diferencias finitas, empleando

una malla no-uniforme como la descrita en el apéndice A.

Tabla 6.2: Comparaciones del valor del estado base Chuang [3] y el método SPalpha.

Exacto (meV ) SPalpha (meV )
E0 30.7 30.70
E1 120.69 120.67
E2 245.03 245.48

Se puede observar en la tabla 6.2 el resultado de el estado base es exactamente el

mismo que el descrito por Chuang [3].

6.1.2. Pozo cuántico triangular

Tal como se mencionó anteriormente, el estudio del pozo de potencial triangular

es de gran interés por su utilización como primera aproximación al pozo formado en
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Figura 6.1: Pozo finito GaAs/AlGaAs/GaAs con lp = 10nm de ancho, rodeado de
un par de barreras de lb = 15nm. Este cálculo se realizó resolviendo la ecuación de
Schrödinger (ec. 5.1) mediante el método de diferencias fińıtas con un total de 2048
particiones. Se muestra el perfil de la banda de conducción en rojo y los 3 estados
ligados (con ε0 = 30.70meV , ε1 = 120.67meV , ε2 = 245.49meV ) de color azul, el eje
derecho es el que pertenece a dicha función de onda asociado a cada estado ligado.
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una heterounión con dopaje modulado. Dicha aproximación consta de una barrera

infinitamente alta en z ≤ 0 y un potencial lineal V (z) = eFz para z > 0, con eF

como la pendiente del potencial, de tal forma que el potencial V (z) describa una carga

e dentro de un campo eléctrico F = 50kV/cm (asumiendo como positivo el producto

eF ) en un sistema de GaAs.

Se debe resolver la ecuación de Schrödinger (Ec. 5.1) sujeta a las condiciones de

frontera ψ(z = 0) = 0 y ψ(z → ∞) = 0 y ψ′(z = 0) = 0 y ψ′(z → ∞) = 0 impuesta

por la barrera infinita. Utilizando los siguientes factores de escala para posición z0 y

enerǵıa ε0, tenemos que

z̄ =
z

z0

, z0 =

(
h̄2

2m∗eF

) 1
3

(6.6)

ε̄ =
ε

ε0

, ε0 =

[
(eF h̄)2

2m∗

] 1
3

= eFz0, (6.7)

con lo que la ecuación de Schödinger puede ser reescrita de la siguientes manera

d2

dz̄2
ψ(z̄) = (z̄ − ε̄)ψ(z̄). (6.8)

Esta ecuación puede ser simplificada aún más definiendo una nueva variable inde-

pendiente s = z̄ − ε̄. Con esto la ecuación 6.8 es reducida a la ecuación de Stokes o

Airy,

d2

ds2
ψ(s) = sψ(s). (6.9)

Esta popular ecuación tiene dos soluciones independientes conocidas como las

funciones de Airy, Ai(s) y Bi(s), las cuales son mostradas en la figura 6.2. Un requisito

importante impuesto por los postulados de la mecánica cuántca, es que la función de
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onda sea bien comportada en z → ±∞, lo que es equivalente a s → ±∞. Esto

significa que la solución dada por Bi(s) no es f́ısicamente biable, ya que diverge en

s→ +∞.

−0.5

 0

 0.5

 1

−8 −6 −4 −2  0  2

A
i(
s
),

 B
i(
s
)

s

Ai(s)
Bi(s)

Figura 6.2: Esta gráfica muestra las funciones de Airy Ai(s) y Bi(s), en donde se
puede apreciar el comportamiento de ambas soluciones matemáticamente validas para
el problema del pozo triangular. Si embargo, sólo la función Ai(z) tiene relevancia
f́ısica.

La condición de frontera en z = 0 requiere que ψ(z = 0) = ψ(s = −ε̄) = 0. La

Figura 6.3 muestra que existe un número infinito de valores de s donde Ai(s) = 0

denotado por ank, o −ck para remover el signo. Por lo tanto, es necesario que ε̄ = ck

para asegurar que la función de onda desvanezca en z = 0, y las enerǵıas permitidas

están dadas por
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εk = ck

[
(eF h̄)2

2m∗

] 1
3

, n = 1, 2, 3, ... (6.10)

y la función de onda sin normalizar por

ψk(s) = Ai(s) = Ai(z̄ − ε̄) = Ai

(
eFz − ε
εk

)
(6.11)

Todas las funciones de onda ψk(s) tienen la misma forma funcional y simplemente

son desplazadas en z al cambiar la enerǵıa: ψ1 contiene medio ciclo, ψ2 contiene dos

medios ciclos, y aśı sucesivamente. En la figura 6.3 podemos observar los tres primeros

estados ligados y sus eigenfunciones asociadas. En la tabla 6.3 se muestran las enerǵıas

asociadas a los tres primeros estados ligados

Tabla 6.3: En esta tabla se pueden apreciar los valores de la enerǵıa los tres primeros
estados ligados del pozo cuántico triangular 6.3, obtenidos mediante la solución
anaĺıtica y numérica utilizando el método presentado en esta tesis.

Anaĺıtico (meV ) SPalpha (meV )
ε1 56.348 56.759
ε2 99.128 99.209
ε3 133.987 133.944

Una vez establecida la precisión y veracidad de nuestro método numérico para

resolver la ecuación de Schrödinger en el pozo cuántico finito y en el pozo triangular,

al comparar los resultados obtenidos de forma anaĺıtica con los obtenidos por nuestro

método.

En la siguiente sección procederemos a estudiar soluciones autoconsistentes de la

ecuación de Schrödinger y de Poisson, para un pozos cuánticos finitos de GaAs entre

dos barreras Al0.35Ga0.65As con distintas configuraciones, con/sin dopaje modulado

y/o campo electrostático externo.
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Figura 6.3: En esta figura se muestran los primeros tres estados obtenidos de la solu-
ción anaĺıtica (linea azul continua), y las funciones de onda obtenidas numéricamente
por nuestro método (cruces), aśı como la barrera de potencial triangular (rojo). Para
este sistema se tomo F = 50 kV/cm, el sistema es GaAs con m∗ = 0.0665
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6.2. Cálculos auto-consistentes

En esta sección analizaremos la parte auto-consistente de nuestro método, por lo

que resolveremos el problema de un pozo de potencial fińıto en una nanoestrucuram

la cual consiste de un pozo de potencial de GaAs de 100 Å, rodeado por barreras de

Al0.35Ga0.65As de 200 Å, a su vez este sistema se encuentra embebido ente dos barreras

de AlAs, como es mostrado en la Figura 6.4, tal sistema fue analizado por Roan et

al. [7].

Con nuestro método, se reprodujeron los cálculos realizados en la Sección III de

el trabajo publicado por Roan et al. [7], en el que realizan un cálculo autoconsistente

de las ecuaciones de Schrödinger y de Poisson, para obtener el perfil de la banda de

conducción para distintos casos aplicables también a nuestro método.

Figura 6.4: El sistema propuesto por Roan et al. [7], que consta de un pozo de potencial
de GaAs con un ancho de 100 Å, con una barrera de potencial a cada lado del pozo de
Al0.35Ga0.65As de un grosor de 200 Å, en algunos casos los últimos 50 Å son dopados
con Si (donadores), y el sistema se encuentra embebido en AlAs.

Los parámetros utilizados en la simulación de esta heteroestructura son:

m∗ = (0.0665 + 0.0835x)m0, (6.12)

la barrera de potencial a la temperatura T viene dada por [7],
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V0 = ∆EC = 0.6[1.247x− 5.405× 10−4T 2/(T + 204)]eV, (6.13)

y con constante dieléctrica,

ε = (13.1− 3.0x)ε0, (6.14)

donde x es la fracción molar de Al, m0 y ε0 son la masa del electrón libre y la

constante dieléctrica de el vaćıo, respectivamente.

En ls siguiente sección resolveremos el sistema de este pozo de potencial de forma

auto-consistente, para resolver el pozo cuántico finito es necesario resolverlo de manera

auto-consistente, ya que en una nanoestructura en la que existen estados localizados,

estos al contar con carga eléctrica deforman la banda de conducción generando un

campo electrostático interno.

6.2.1. Solución auto-consistente

Primeramente analizaremos el caso auto-consistente de este sistema (Figura 6.4)

sin incluir el dopaje modulado en los extremos, ni campo eléctrico externo, por lo

que el cálculo autoconsistente incluye sólo los estados ligados, en la Figura 6.5(b) se

encuentran los estados reportados por Roan et al. [7], en el cual se puede observar

una pequeña deformación del potencial debido a las cargas localizadas en el pozo de

potencial (estados ligados).

La enerǵıa de transición entre el estado base y el primer estado excitado es de

92.03meV , en nuestro método obtenemos una enerǵıa de transición interbandas de

92.33meV , con el potencial y estados ligados como se muestran en la Figura 6.5(b)(d).
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Figura 6.5: Las figuras (a) y (b) son las presentadas por Roan et al. [7], y las figuras
(c) y (d) los resultados obtenidos mediante nuestro método. En (a) y (c) se presenta
el perfil de la banda de conducción y la enerǵıa de las tres funciones de onda, el pozo
con linea sólida (segmentada) corresponde a el perfil de la banda después (antes)
del cálculo auto-consistente y las lineas rectas a la enerǵıa asociada a los primeros
tres estados ligados. En (b) y (d) se muestran los estados ligados, la linea sólida
corresponde a el primer estado ligado y las lineas discontinuas a los primeros estados
excitados.
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6.2.2. Solución auto-consistente con campo eléctrico externo

En esta sección analizaremos el caso del pozo de potencial finito, en un sistema

similar al descrito en la pasada sección (figura 6.4), con la adición de un campo elec-

trostático externo φ(z) = 50 kV/cm. Al aplicar un campo electrostático constante

esperamos que el perfil de la banda de conducción obtenga una inclinación con pen-

diente eφ.

Al adquirir una pendiente, el perf́ıl de la bnda de conducción pierde la simetŕıa

de inversión espacial, con lo que la heteroestructura rompe su degeneración en el

momento, esto es debido a el acoplamiento esṕın-órbita tipo Rashba que surge al

contar con asimetŕıa de inversión espacial.

En el sistema reportado en el trabajo de referencia es mostrado en la Figura 6.6,

donde se puede apreciar claramente una pendiente proporcional a el campo eléctrico

aplicado.

Note que el tercer estado es desplazado hacia fuera del pozo, también se puede

observar que las funciones de onda son desplazadas hacia el lado negativo de z, lo

cual se puede observar más claramente en el estado base.

En dicho sistema es reportado una diferencia de enerǵıa entre el estado base y

el primer estado excitado es de 93.54meV en el caso de referencia [7] y 94.08meV

en nuestro método con el perfil de la banda de conducción y los primeros estados

mostrados en la Figura 6.6

6.2.3. Solución auto-consistente con dopaje modulado

En este caso, se introduce una capa con dopaje modulado con 50nm de ancho en

los extremos de la heterestructura, con lo que se obtiene una mayor deformación de

la banda de conducción, esto es debido a el exceso de cargas libres en los extremos
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Figura 6.6: Las figuras (a) y (b) son las presentadas por Roan et al. [7], y las figuras
(c) y (d) los resultados obtenidos mediante nuestro método. En (a) y (c) se muestran
al perfil de la banda de conducción con un campo eléctrico aplicado de 50 kV/cm a el
pozo de potencial con linea sólida (segmentada) corresponde a el perfil de la banda
después (antes) del cálculo auto-consistente y las lineas rectas a la enerǵıa asociada
a las primeras tres primeras funciones de onda. En (b) y (d) se muestran los estados
ligados, la linea sólida corresponde a el primer estado ligado y las lineas discontinuas
a los primeros estados excitado.
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del sistema, las cargas libres migran a la interfaz del pozo (como se mencionó en el

Caṕıtulo 3), lo que genera un campo electrostático interno capaz de lograr atrapar

electrones, lo que da origen a un GE2D. El cálculo se realizó a temperatura ambiente

T = 300K, y al los extremos del pozo se introdujo dopaje modulado con una densidad

de donadores de carga ND = 1018 cm−3, los obtenidos por nuestro método aśı como

los datos reportados por Roan et al. [7] son presentados en la figura 6.7.

El caso de referencia es mostrado en la figura 6.7 donde claramente se puede

observar una joroba en el pozo debido a la mayor concentración de carga electrónica

en éste, también se puede apreciar un fuerte desplazamiento de el fondo del pozo (al

rededor de 120meV ).

Note que el perfil de la banda de conducción es desplazado debido a el campo

electrostático generado dentro de la nanoestructura, en espećıfico en las interfaces de

los distintos materiales, también se puede ver que el segundo estado excitado ψ3(z)

es desplazado fuera del pozo de potencial, debido que el fondo del pozo de potencial

es también desplazado.

En este caso no se presenta acoplamiento esṕın órbita tipo Rashba ya que el

valor esperado del campo electrostático es cero, esto se debe a la simetŕıa del mismo,

aśı como el de las funciones de onda.

6.2.4. Solución auto-consistente con campo eléctrico externo

y dopaje modulado

Finalmente, estudiamos un sistema con dopaje modulado y un campo eléctrico

externo el cual también fue comparado con el reportado por Roan et al. [7], este caso

es el más interesantes de analizar ya que con ello podemos estudiar como cambia

la constante de Rashba en función del campo eléctrico externo, idea que forma la

base del funcionamiento del transistor de esṕın expuesto en el famoso art́ıculo de
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Figura 6.7: Las figuras (a) y (b) son las presentadas por Roan et al. [7], y las figuras
(c) y (d) los resultados obtenidos mediante nuestro método; En (a) y (c) se muestran
el perfil de la banda de conducción y la enerǵıa de los tres primeros estados al dopar
ambos extremos con una densidad de donadores ND = 1018 cm−3, el perfil de la banda
de potencial del pozo con linea sólida (segmentada) corresponde a el perfil de la banda
después (antes) del cálculo auto-consistente y las lineas rectas a la enerǵıa asociada a
los primeros tres estados ligados, en (b) y (d) se muestran los estados ligados, la linea
sólida corresponde a el primer estado ligado y las lineas discontinuas a los primeros
estados excitados, en esta gráfica se puede apreciar el fuerte desplazamiento de la
banda de conducción sobre todo en el centro del pozo ya que nuestras condiciones
de frontera para el potencial electrostático (φ(z)) son los de una onda estacionaria,
también se puede apreciar que el segundo estado excitado ψ3(z) es desplazado fuera
del pozo de potencial.
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Datta-Das [8].

En este caso se puede observar los resultados reportados ya en la literatura [7] a

la par con los obtenidos por nuestro método en la figura 6.8. En este caso, similar

al anterior pero ahora con la adición de una campo eléctrico externo de 50 kV/cm,

lo que provoca que el perfil de la banda de conducción sea semi-triangular, lo que se

traduce a una variación espacial del potencial, la cual es asimétrica, lo cual se puede

apreciar en la figura 6.8 (b) y (d) como un corrimiento del centro de la función de

onda del estado base hacia la izquierda; también es posible observar (figura 6.8(a)

y (c)) como es modificado el potencial debido a el dopaje modulado y los estados

ligados, lo que nos daŕıa las condiciones adecuadas para presentar un acoplamiento

esṕın-órbita tipo Rashba, lo cuan analizaremos en el siguiente capitulo cambiando los

materiales del pozo, por materiales de brecha energética estrecha y con una diferencia

de masas efectivas grande, condiciones idóneas para generar una constante de Rashba

de mayor magnitud.
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Figura 6.8: Las figuras (a) y (b) son las presentadas por Roan et al. [7], y las figuras
(c) y (d) los resultados obtenidos mediante nuestro método; El (a) y (c) se presenta al
perfil de la banda de conducción con un campo eléctrico aplicado de 50 kV/cm y con
dopaje modulado en ambos extremos de la nanoestructura con densidad de donadores
de ND = 1018 cm−3, aśı como la enerǵıa de los tres primeros estados, el pozo con linea
sólida (segmentada) corresponde a el perfil de la banda después (antes) del cálculo
auto-consistente y las lineas rectas a la enerǵıa asociada a los primeros tres estados
ligados, en (b) y (d) se muestran los estados ligados, la linea sólida corresponde a el
primer estados ligado y las lineas discontinuas a los primeros estados excitados.
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7. Cálculo del parámetro de Rashba

En este caṕıtulo se exponen los resultados obtenidos con el método desarrollado

en esta tesis, el cual consiste en realizar un cálculo auto consistente de las ecuaciones

de Schrödinger y de Poisson para obtener el campo electrostático interno, al igual

que la enerǵıa de los estados ligados (como fue descrito en el caṕıtulo 5), datos que

posteriormente se utilizan para evaluar la ecuación 4.14 (caṕıtulo 4) para obtener el

valor de el parámetro de Rashba αR, en la nanoestructura de interés.

El sistema que fue analizado consiste de un pozo de potencial de Arseniuro de Indio

(InAs) embebido en Antimoniuro de Aluminio (AlSb), la elección de estos materiales

es debido a que estos son de brecha energética pequeña, la diferencia de masas efectivas

entre ellos es grande, y la banda de esṕın split-off no se encuentra degenerada con las

bandas de dispersión de hueco ligero y hueco pesado, como se muestra en la figura 4.2.

Cómo referencia tenemos el trabajo recopilatorio de Fabian et. al. [2], donde presenta

distintos valores de el parámetro de Rashba αR reportados experimentalmente en

sistemas similares al analizado en esta tesis, estos valores se presentan en la tabla 4.2,

siendo el trabajo publicado por Heida et. al. [46] el más importante de ellos este caso.

Primero se realizaron los cálculos necesarios en el material para caracterizarlo,

y ver que concuerde en comportamiento con el esperado dadas las condiciones del

sistema. Segundo, se analizó el comportamiento del parámetro de Rashba en el sistema

al variar el ancho del pozo, el dopaje modulado y el campo electrostático externo.
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7.1. Caracterización del pozo finito de InAs/AlSb

Se comenzó realizando los cálculo en una nanoestructura, la cual consiste en un

pozo cuántico finito, formado por una capa de Arseniuro de Indio (InAs) de 10nm

de espesor embebido entre dos capas de 20nm de Antimoniuro de Aluminio (AlSb);

esto, como ya se mencionó, con el fin de caracterizar al material.

Se analizaron cuatro casos, primero se trabajó con el caso del pozo de potencial,

resolviendo sólo la ecuación de Schrödinger 5.1, seguido se aplicó un campo eléctri-

co externo a dicho pozo para forma un pozo triangular finito; posteriormente, se

realizaron cálculos autoconsistentes de ambos casos, después se introdujo una capa

dopada con silicio (Si) en un extremo del pozo.

7.1.1. Caso: pozo de potencial cuántico finito

Como ya fue mencionado, se comenzó con el caso más sencillo, con el objeto de car-

acterizar al sistema en el cual nos basamos para realizar el análisis del comportamiento

del parámetro de Rashba αR; el de un pozo de potencial finito de InAs/AlSb. Real-

izando los cálculos en dicha nanoestructura, con lo cual se obtuvo la gráfica mostrada

en la figura 7.1, en la cual se muestran el estado base y los dos primeros estados

excitados dentro del pozo, y cuyas enerǵıas se encuentran en la tabla 7.1.

Tabla 7.1: Resultados obtenidos de el pozo cuántico

Estado Enerǵıa (meV)
E0 84.22
E1 352.81
E2 848.26

En la figura 7.1 se puede observar un cambio de pendiente abrupto en las funciones

de onda, lo cual es debido a que en la heterounión existe una diferencia de masas

relativas entre ambos materiales muy grande, esto es para cumplir con la condición
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Figura 7.1: En esta figura se muestran los tres estados ligados de un pozo finito
conformado por InAs con un espesor de 10nm, mismo que es acotado por dos capas
de AlSb de 20nm, las enerǵıas de dichos estados se muestran en la tabla 7.1, es
importante resaltar que en este caso que se resolvió sólo la ecuación de Schrödinger
per se.
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de continuidad mostrada en la ecuación 2.20. como fue descrita a finales de capitulo

2.

7.1.2. Caso: pozo finito con campo eléctrico externo

Ya obtenidos estos resultados, se prosiguió a calcular las funciones propias asoci-

ados a el pozo cuántico de potencial finito, aplicando un campo eléctrico externo con

una magnitud de 50 kV/cm en la dirección de crecimiento, con esto se logró obtener

un pozo triangular finito con pendiente proporcional a dicho campo electrostático.

Los resultados de este cálculo son presentados en la figura 7.2 y tabla 7.2, en la

figura 7.2 se puede apreciar el perfil de la banda de conducción (linea roja) y los

dos primeros estados ligados (lineas azules), se puede ver que las funciones de onda

pierden la simetŕıa con un leve sesgo haćıa la parte más baja del pozo. Las enerǵıas

asociadas a los estados ligados que son mostradas en la tabla 7.2 son mayores a las

de el pozo sin campo eléctrico externo, debido a que este campo externo recorre la

banda de conducción, principalmente el fondo del pozo.

Tabla 7.2: Resultados obtenidos de el pozo cuántico con un campo eléctrico externo
de 50 kV/cm.

Estado Enerǵıa (meV)
E0 205.45
E1 474.86
E2 970.13

7.1.3. Caso: pozo finito con dopaje modulado

En esta sección se agregó en la barrera izquierda de la nanoestructura impurezas

donadoras, lo que produjo una migración de cargas a la heterojunción, como ya se

vio en el capitulo 3, lo cual afecta al perfil de la banda de conducción, lo que a su vez
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Figura 7.2: En esta figura se puede apreciar la banda de conducción (linea roja) del
pozo cuadrado con un campo eléctrico externo aplicado de 50 kV/cm, lo que induce
una pendiente en dicha banda; también son mostrados los dos primeros estados ligados
con enerǵıas mostradas en la tabla 7.2.
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afecta a los estados ligados, ya que la carga de los electrones interactúa con las cargas

libres, hasta llegar a un equilibrio electrostático, lo que forma un campo eléctrico

interno. Las impurezas consisten en átomos de Si (donadores) con una concentración

de 1.8× 1017 cm−3, en los primeros 5nm de la barrera de la izquierda. Los resultados

de esta simulación se muestran en la figura 7.3 y la tabla 7.3.
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Figura 7.3: En esta gráfica se puede observar como el perfil de la banda de con-
ducción es modificado por una capa con impurezas de Si con una concentración de
1.8× 1017 cm−3, se puede apreciar como la banda de conducción es modificada por la
redistribución de cargas, las cuales quedan atrapadas en la vecindad de la interfase
(al rededor de los primeros 20nm), también se puede ver que el campo generado es
de carácter local, ya que después de el pozo la banda de conducción se comporta de
manera constante, recorrida por el campo interno; el perfil de la banda de conducción
original es mostrado por la linea roja punteada y el resultando del cálculo autoconsis-
tente con la linea roja sólida. También se pueden observar los tres primeros estados
ligados.
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Tabla 7.3: Resultados obtenidos de el pozo cuántico con dopaje modulado.

Estado Enerǵıa (meV)
E0 143.11
E1 410.58
E2 905.99

7.1.4. Caso: pozo finito con dopaje y campo externo

Finalmente se analizó el caso de el pozo rectangular finito, con dopaje modula-

do, como es descrito en la pasada sección, pero ahora también aplicando un campo

eléctrico externo, con lo que se logra desplazar aún más a la banda de conducción

y haciendo que ésta tenga una mayor variación espacial, por lo que es de esperar

que exista un aumento en la interacción esṕın-órbita (IEO) tipo Rashba. En la figura

7.4 se muestra como es modificado el perfil de la banda de conducción con el campo

eléctrico (linea roja punteada) por la presencia de el dopaje modulado (linea roja

sólida). En la tabla 7.4 son mostradas las enerǵıa del los tres estados ligados de la

nanoestructura.

Tabla 7.4: Resultados obtenidos de el pozo cuántico con dopaje modulado.

Estado Enerǵıa (meV)
E0 266.88
E1 535.62
E2 1030.73

7.2. Análisis del comportamiento del parámetro

de Rashba con nuestro método

Ya probado el método presentado en esta tesis y caracterizado el sistema en el

que se trabajará, se procedió a analizar el comportamiento de la αR; se analizó el

comportamiento de la αR de Rashba en función de la concentración de los donadores
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Figura 7.4: En esta figura se puede apreciar el perfil de la banda de conducción y los
tres primeros estados ligados.
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de cargas con los que se encuentran dopados los primeros 5nm de la nanoestructura,

y también se estudió la dependencia del parámetro αR de Rashba con respecto a un

campo eléctrico externo, lo que debeŕıa de romper aún más la degeneración en el

momento entre los dos eigenestados de esṕın.

7.2.1. La dependencia del parámetro de Rashba con respecto

a la densidad de donadores de carga

Se analizó el comportamiento de la αR de Rashba variando la densidad de im-

purezas de donadores (dopaje) depositados en los primeros 5nm de la nanoestructura,

para aśı lograr una mayor variación del campo eléctrico interno en la primera interfaz

del pozo de potencial, ya que las cargas liberadas por los donadores son equilibradas

con las cargas contenidas en el pozo cuántico de potencial (estados ligados).

Haciendo un barrido en el dopaje de Dop = 1 × 1015 cm−3 hasta Dop = 1 ×

1018 cm−3, se obtuvo el comportamiento mostrado en la figura 7.5, en la que se puede

observar que la αR de Rashba muestra un interesante comportamiento. Seŕıa de es-

perarse que el valor del parámetro de Rashba (αR) aumentara, pero ocurre lo con-

trario en la región donde la concentración de dopaje vaŕıa de Dop = 1 × 1015 cm−3

a Dop = 23 × 1015 cm−3, esto es por que antes de este último valor existen cuatro

estados ligados. Al pasar la densidad de impurezas el valor de Dop = 23× 1015 cm−3,

sólo existen tres estados ligados en el pozo, a partir de este valor el parámetro de

Rashba αR comienza a incrementar, como seŕıa de esperarse.

Con respecto a los valores de la αR de Rashba, vemos que comienza en el valor

de αR = 0.739meV nm, llevando a un mı́nimo de αR = 0.592meV nm en Dop =

23× 1015 cm−3, y en el ĺımite superior alcanzando el valor de αR = 1.003meV nm.

Al aplicar un campo externo electrostático externo φ(z) = 5.0 kV/cm se observa

que el comportamiento de la αR de Rashba es recorrido, el primer valor de αR =



71

 0.55

 0.6

 0.65

 0.7

 0.75

 0.8

 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

m
e
V
n
m

10
15
 cm

−3

α
R

Figura 7.5: En esta figura se muestra el comportamiento obtenido con nuestro método
para calcular el parámetro αR de Rashba como función de la densidad de donadores
de carga en la nanoestructura a φ(z) = 0.0 kV/cm.
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2.030meV nm llegando a su mı́nimo de αR = 1.500meV nm a una concentración de

dopaje de Dopr = 6.2× 1017 cm−3, como se muestra en al figura 7.6.
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Figura 7.6: En esta figura se muestra el comportamiento obtenido con nuestro método
para calcular el parámetro αR de Rashba como función de la densidad de donadores
de carga en la nanoestructura a φ(z) = 5.0 kV/cm.

El comportamiento del parámetro de Rashba αR se puede explicar por la fuerza

que ejerce el campo electrostático externo a las cargas liberadas por los donadores, ya

que en este caso el número de estados ligados no es modificado, al lograr un equilibrio

de las cargas libres con el campo electrostático externo φ(Z) = 5.0 kV/cm en la

concentración Dopr = 6.2 × 1017 cm−3, después de ah́ı el parámetro αR comienza a

incrementar debido a la deformación del campo electrostático interno.

También se puede observar que al aumentar el campo electrostático externo φ(z),
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el parámetro αR decae más lento, lo que se puede apreciar en las figuras 7.7, donde

es aplicado un campo externo φ(z) = 10 kV/cm; y en la figura 7.8, donde el campo

aplicado es φ(z) = 5 kV/cm.
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Figura 7.7: En esta figura se muestra el comportamiento obtenido con nuestro método
para calcular el ∆R de Rashba como función de la densidad de donadores de carga
en la nanoestructura a φ(z) = 10.0 kV/cm.

En la siguiente sección se analizará la dependencia del parámetro αR de Rashba

con respecto al campo electrostático externo φ(z).
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Figura 7.8: En esta figura se muestra el comportamiento obtenido con nuestro método
para calcular el parámetro αR de Rashba como función de la densidad de donadores
de carga en la nanoestructura a φ(z) = 50.0 kV/cm.
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7.2.2. La dependencia del parámetro de Rashba con respecto

a un campo eléctrico externo

Se realizó una análisis sistemático del comportamiento del parámetro de αR de

Rashba con respecto a un campo electrostático externo aplicado (φ) a la nanoestruc-

tura descrita a principio de este caṕıtulo; un pozo cuántico de potencial conformado

por InAs/AlSb, con un ancho de 10nm.

El campo electrostático aplicado a la nanoestructura se varió desde φ(z) = 0.0 kV/cm

hasta alcanzar los φ(z) = 500.0 kV/cm; para fines ilustrativos mostramos los resulta-

dos obtenidos en distintos subdominios del campo electrostático externo aplicado en

la nanoestructura, al final el espectro total de soluciones. Primeramente, en la figura

7.9 se muestra el barrido de φ(z) = 0.0 kV/cm a φ(z) = 50 kV/cm, en esta figu-

ra se pueden observar resultados al aplicar campos electrostáticos con magnitudes

fácilmente realizables en condiciones de laboratorio.

Se puede observar en la figura 7.9 que el parámetro de Rashba αR muestra un

comportamiento creciente, lo que seŕıa de esperarse ya que al aumentar el campo

eléctrico se aumenta la pendiente del la barrera de potencial.

Al realizar un barrido más extenso, ya que la herramienta aśı lo permite, de φ(z) =

0 kV/cm hasta φ(z) = 500 kV/cm, se puede apreciar otros efectos más interesante,

lo que es mostrado en la figura 7.11. El comportamiento mostrado en dicha figura es

debido a que al aumentar φ(z) se logran vaciar los estados ligados de mayor enerǵıa,

esto es realizado moviendo la pendiente de la banda de conducción hasta que la

frontera inferior del pozo cuántico quede por debajo de la enerǵıa del estado ligado que

se desea vaciar, otro argumento que soporta dicho comportamiento es el de la forma

del estado base, el cual vaŕıa muy poco comparado con el caso de campos eléctricos

menores (φ(z) < 150kV/cm). Valga recordar que tales magnitudes del campo eléctrico
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Figura 7.9: Se muestra la respuesta del parámetro de acoplamiento αR de Rashba al
ser variado el campo eléctrico aplicado de manera externa de φ(z) = 0.0 kV/cm a
φ(z) = 50.0 kV/cm.



77

sueles ser poco realistas para experimentos en laboratorios.
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Figura 7.10: En esta figura se muestra el comportamiento del parámetro αR de Rashba
al variar el campo eléctrico externo de φ(z) = 0 kV/cm hasta φ(z) = 500 kV/cm.

También se realizaron los cálculos de la dependencia de la αR de Rashba con

respecto al campo eléctrico externo, con una capa dopada con donadores (primeros

5nm), con una concentración Dop = 2.0× 1016 cm−3. En este caso se pudo observar

una disminución en el parámetro αR, pero el comportamiento no cambió sustentable-

mente, como es mostrado en la figura 7.11.

En la figura 7.11 la disminución de el parámetro de Rashba (αR) se le atribuye

a que las cargas liberadas por el dopaje modulado logran atenuar a el campo elec-

trostático externo como ya se mencionó en la sección pasada.

Se puedo observar que el valor máximo de αR = 14.310meV nm fue al aplicar un
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Figura 7.11: En esta figura se puede apreciar el comportamiento de el parámetro
αR de Rashba con respecto a la variación del campo eléctrico externo aplicado a la
nanoestructura, estado esta dopada con un exceso de portadores de carga (Dop =
2.0× 1016)



79

campo electrostático externo φ(z) = 170.0 kV/cm, y sin incluir el dopaje modulado;

este es el máximo, pero el dopaje modulado es necesario para que exista el acoplamien-

to esṕın-órbita aún sin campo electrostático interno, ya que al incluir las impurezas

donadoras se logra crear un campo electrostático interno. El valor máximo obtenido

para αR con una concentración de donadores Dop = 2.3×1016 cm−3 se logró al aplicar

un campo electrostático externo φ(z) = 175 kV/cm, el cual fue αR = 14.101meV nm.

7.2.3. La dependencia del parámetro de Rashba con respecto

a un campo eléctrico externo con dopaje modulado

En esta sección analizaremos el comportamiento del parámetro de Rashba αR

en función de un campo eléctrico externo, para el caso de una nanoestructura con

distintas concentraciones de donadores de portadores de carga (dopaje modulado)

en los primeros 5nm. Esto con el fin de estudiar como el dopaje modulado (Dop)

afecta el comportamiento del valor del parámetro de acoplamiento esṕın-órbita αR

con respecto a un campo electrostático externo (φ(z)).

En la Figura 7.12 se muestran los resultados obtenidos al realizar los cálculos

mencionados. Se puede observar que la cota superior esta dada por el caso en que no

cuenta con dopaje modulado, esto es debido al atenuamiento del campo electrostático

por los portadores liberados por el dopaje modulado.

El parámetro αR de Rashba depende del promedio de la función de onda con una

función que depende del rećıproco de la derivada potencial de confinamiento (V (z)),

como se muestra en la ecuación 4.14, por lo que al incrementar el dopaje (Dop) el

potencial de confinamiento aumenta, lo que significa que su reciproco disminuye, por

lo tanto también el valor promedio del parámetro de acoplamiento de esṕın-órbita,

como se puede apreciar en la Figura 7.12.

En la siguiente subsección analizaremos el comportamiento de el parámetro αR
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Figura 7.12: En esta figura se puede observar como se comporta el parámetro de
acoplamiento esṕın-órbita (αR) en función de un campo electrostático externo para
distintas concentraciones de dopaje modulado (Dop).
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de Rashba con respecto a la concentración de impurezas depositadas en los primeros

5nm de la nanoestructura para distintos campor electrostáticos externos.

7.2.4. La dependencia del parámetro de Rashba con respecto

al dopaje modulado a un campo eléctrico externo

En esta sección ilustraremos la dependencia del parámetro de acoplamiento esṕın-

órbita con respecto al dopaje modulado realizado en uno de los extremos de la na-

noestructura, esto para distintos campos electrostáticos externos φ(z).

Como ya se mencionó en la pasada sección al incrementar la densidad de los

donadores de carga en la nanoestructura se observa una disminución en le parámetro

αR de Rashba, lo que se puede observar en la Figura 7.13.

Es importante notar que aún en ausencia de campo externo el parámetro αr

cuneta con un valor finito; también es interesante notar que entre mayor sea el campo

electrostático el parámetro de acoplamiento esṕın-órbita αR cuenta con un rango

mayor de variación, por lo que se puede ajustar la concentración de donadores (Dop)

para poder lograr las condiciones deseadas de control sobre la nanoestructura con

respecto a el campo electrostático externo aplicado (φ(z)).

En la siguiente sección se exponen las conclusiones de este trabajo de Tesis.
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Figura 7.13: En esta figura se puede observar como se comporta el parámetro de
acoplamiento esṕın-órbita (αR) en función de la densidad de impurezas donadoras
(Dop) para distintos campo electrostático externo.
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8. Conclusiones

En la presente tesis se desarrolló un método computacional que podŕıa ser de

gran utilidad para el diseño de heteroestructuras semiconductoras, en particular las

necesarias para contruir dispositivos espintrónicos, ya que podemos predecir el com-

portamiento del parámetro de Rashba (αR) y su dependencia con campos eléctricos

externos e impurezas introducidas a la heteroestructura mediante la técnica de dopaje

modulado.

Se analizó el caso de un pozo finito de AlSb/InAs/AlSb, donde pudimos observar

que existen valores de densidad de impurezas y de campos eléctricos con los que el

parámetro de Rashba aumenta considerablemente, siendo de suma importancia la

parte dependiente del campo eléctricos externo, ya que este nos podŕıa ser útil para

el desarrollo de el dispositivo propuesto por Datta-Das [8], el esṕın-FET (SFET, por

sus siglas en inglés), en los que el campo eléctrico externo seŕıa lo equivalente a un

voltaje de compuerta, este SFET seŕıa de dimensiones mas pequeñas que los que

actualmente se encuentran en el mercado, y a su ves requeriŕıan menor enerǵıa para

su funcionamiento, ya que los electrones de conducción se encuentran confinado en

un gas de electrones bidimensional donde el camino libre medio es largo, por lo que

los electrones tendŕıa menor perdida de enerǵıa aśı pues requiriendo menor enerǵıa

para ser transportados de la fuente al drenaje.

El modelo fue empleado para analizar el comportamiento de la αR en una het-

eroestructura semiconductora tipo pozo finito de potencial de InAs embebido entre

dos barreras de AlSb, primero analizamos su dependencia con la densidad de im-

purezas donadoras diluidos en la barrera de la derecha, encontramos que para este

sistema el valor máximo de αR = 14.101meV nm cuando la estructura cuenta con
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una densidad de carga electrónica n2D = 28.369× 1015 cm−2 y una concentración de

impurezas Dop = 2.3×1016 1/cm3, en el que dicha heteroestructura podŕıa emplearse

para crear un filtro de esṕın ya que rompe la degeneración en momento. El campo

electrostático para lograr este valor (φ(z) = 170 kV/cm) es un poco alejado a lo que

es posible lograr en el laboratorio, pero con un campo externo de φ(z) = 50 kV/cm

se podŕıa llegar a obtener un valor de αR = 9.470 lo cual es una valor aceptable para

futuras aplicaciones de estas nanoestructuras.
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A. Apéndice A: Método de diferencias

finitas

El método de diferencias finitas consiste en discretizar la(s) dimensión(es) de in-

teres con una malla, para aśı poder efectuar de una manera aproximada, por medio

de algoŕıtmos generalmente computacionales, a las distintas operaciónes que regular-

mente se efectúan en espacios continuos.

Diferenciación numérica

Expandiendo a la función f(z) en su serie de Taylor alrededor de (z+ h) tenemos

que:

f(z + h) = f(z) + hf ′(z) +
1

2!
h2f ′′(z) +

1

3!
h3f ′′′(z) + ... (A.1)

f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z) +

1

2!
hf ′′(z) +

1

3!
h2f ′′′(z) + ... (A.2)

Por otro lado expandiendo a la función f(z) alrededor de (z − h) obtenemos:

f(z − h) = f(z)− hf ′(z) +
1

2!
h2f ′′(z)− 1

3!
h3f ′′′(z) + ... (A.3)

f(z)− f(z − h)

h
= f ′(z)− 1

2!
hf ′′(z) +

1

3!
h2f ′′′(z)− ... (A.4)

Restando la ecuación A.3 a la ecuación A.1 tenemos que:

f(z + h)− f(z − h) = 2hf ′(z) +
2

3!
h3f ′′′(z) + ... (A.5)
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de la cual al dividir la ecuación por 2h, resulta la sguiente ecuación:

f(z + h)− f(z − h)

2h
= f ′(z) +

1

3!
h2f ′′′(z) + ... (A.6)

Si nos quedamos a segundo orden en h en la ecuación A.2 tenemos la fórmula de

diferenciación finita progresiva:

f ′(z) =
f(z + h)− f(z)

h
(A.7)

Similarmente de la ecuación A.4 obtenemos la fórmula de diferenciación regresiva:

f ′(z) =
f(z)− f(z − h)

h
(A.8)

y de la ecuación A.6 quedándonos a segundo orden en h tenemos la fórmula de

diferenciación centrada:

f ′(z) =
f(z + h)− f(z − h)

2h
(A.9)

Con estas formulas podemos obtener derivadas en puntos medios de una malla no

uniforme con la siguiente fórmula:

f ′
i+ 1

2
=
fi+1 − fi

hi
(A.10)

o con

f ′
i− 1

2
=
fi − fi−1

hi−1

(A.11)

donde fi = f(zi), hi = zi+1 − zi y fi± 1
2

= f(1
2
(zx + zi±1)), ahora en los puntos de

la malla obtenemos:
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f ′i ≈
fi+ 1

2
− fi− 1

2

1
2
(hi + hi−1)

(A.12)

Ecuaciones diferenciales

La ecuación de Schrödinger y Poisson tienen el mismo operador de diferenciación

del tipo:

d

dz

(
α(z)

d

dz

)
θ(z) (A.13)

utilizando dos veces la aproximación a de diferenciación fentrada (ecuación A.12)

obtenemos que:

d

dz

(
α
dθ

dz

)
≈

(
α dθ
dz

)
i+ 1

2

−
(
α dθ
dz

)
i− 1

2

1
2
(hi + hi−1)

(A.14)

por lo tanto tenemos que:

d

dz

(
α
dθ

dz

)
≈
αi+ 1

2

(
θi+1−θi
hi

)
− αi− 1

2

(
θi−θi−1

hi−1

)
1
2
(hi + hi−1)

(A.15)

reagrupando términos resulta que:

d

dz

(
α
dθ

dz

)
≈ 2

hi + hi−1

[(
αi− 1

2

hi−1

)
θi−1 −

(
αi− 1

2

hi−1

+
αi+ 1

2

hi

)
θi +

(
αi+ 1

2

hi

)
θi+1

]
(A.16)
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