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Introduccidén

Es ampliamente conocida la aparicion frecuente de la serie armonica en diversas areas de la
matematica. Desde hace cientos de afios sabemos que la serie completa diverge, y sin em-
bargo se han encontrado propiedades matematicas interesantes al recurrir al uso de sumas
finitas extraidas de la serie armonica. En esta situacion se presenta el problema de como se
manejara esta suma finita, que ahora si converge, es decir, se plantean cudles son las mejo-

res estrategias para analizar la siguiente sumatoria:

Lo mas recomendable, parece ser, es hacerlo a través de aproximaciones.

El resultado de estas sumas finitas es lo que conocemos como nimeros armonicos,

mismos que se denotan como H,,, para cualquier # en los enteros positivos.

Este trabajo de tesis presenta ejemplos de la aparicion en la teoria de ntimeros, asi
como en otras ramas de las matematicas, de los nimeros armoénicos, y qué de manera con-
junta se nos presenta la necesidad de conocer una aproximacién de sus valores. Cuando se
da el caso de que n sea grande, entonces la complicacion aumenta para aproximar el valor

de H,,.

La tesis pretende ser un trabajo de introduccion a los nimeros armonicos, dirigido
principalmente a los que se inician en la teoria analitica de los numeros, pero también se
adentra en otros topicos vinculados con funciones aritméticas-multiplicativas, medias ar-

monicas enteras y numeros de Stirling, entre otros.

La tesis comprende cinco capitulos y en ellos aparece lo siguiente:

El Capitulo uno inicia con la base historica de la serie armonica. Se plantea la pro-
blematica de aproximar a H,, para cualquier n y se muestran los métodos adoptados para que
las aproximaciones sean cada vez mejores. En el proceso de refinar los resultados se hace uso
de lo que se conoce como la constante de Euler, misma que ocupa un destacado lugar en este

trabajo de tesis.



Otra parte del capitulo estd dedicada a exponer como se usan los nimeros armonicos para
trabajar con funciones aritméticas que tienen un comportamiento inestable y dificil de des-
cribir en determinados intervalos. Una de éstas puede ser o(n), es decir, la suma de los

divisores de un entero positivo.

En el Capitulo dos se retoma el comportamiento irregular de las funciones aritméti-
cas, pero ahora se estudiaran bajo la idea de promedios,es decir, se examinara el promedio de
conjuntos finitos de valores en la imagen de este tipo de funciones, y esto si nos permitira
conocer algunas caracteristicas de esta clase de funciones tan inestables. Posteriormente se
definen los nimeros armonicos de segundo orden, y se presenta una aproximacion analoga a

la dada en el capitulo anterior para los armonicos de primer orden.

En el Capitulo tres nos adentramos en el camino de considerar a otros subconjuntos
de la armonica, y entonces cabe preguntarnos, ;por qué no tomar elementos que sean mas
dispersos, es decir, que no necesariamente empiecen con el uno, o que no tengan que ser

consecutivos?. En este sentido podriamos pensar en la suma de los reciprocos de los primos

1 , v ]
2.— o en la suma de los reciprocos de los cuadrados 3, —-, pero sabemos estos dos casos
rp m=1 M

ya han sido ampliamente estudiados.

Bajo las directrices anteriores, en este capitulo introducimos un conjuntos de denomi-
nadores que no estan vinculados directamente con la definiciéon de nimero armoénico; aqui
consideramos denominadores que pertenecen al conjunto de divisores de un entero, y con
esto damos entrada a lo que se conoce como numero divisor armonico o numero de Ore. Lo

que se pretende con esto es encontrar medias armodnicas enteras.

En el Capitulo cuatro se muestra que los nimeros armonicos H,,se pueden expresar
en términos de la cantidad de permutaciones, con n elementos determinados, que se pueden
descomponer exactamente en k ciclos. En otras palabras, lo que haremos es expresar a los
numeros armoénicos empleando los nimeros de Stirling de primer grado, pero solo con la
suma que la definicion de H,, nos sugiere y con una interpretacion combinatoria del resul-

tado de la misma.

El Capitulo cinco esta dedicado a la exposicion de algunos resultados que involucran a nu-

meros armonicos, pero con la caracteristica de que son extraidos de trabajos publicados en
Il



afos recientes. Lo anterior tiene el propdsito de mostrar que el tema de los armoénicos sigue

presente las investigaciones actuales.

Principalmente en este capitulo se abordara el teorema de Wolstenholme y los primos que

también llevan su nombre.



Capitulo 1

Sobre los niumeros armonicos.

Cuando se aborda cualquier tema de las matematicas, desde la perspectiva que se quiera,
siempre es apropiado recordar el origen y las inquietudes que llevaron a los interesados en
estas disciplinas, en particular, a observar determinados elementos que motivaron los desa-
rrollos en ese topico. Es en este contexto en el que damos inicio a la exposicion de los ni-

meros armonicos.

Los niimeros armonicos son el resultado de sumas finitas de la serie armoénica

Z—1+++

Los primeros resultados formales que se conocen sobre la serie armonica son los
aportados por Nicolas Oresme (1320-1382). Este personaje escribi6 en 1360 el De propor-
tionibus proportionum y alli presenta una base tedrica para el tratamiento de las relaciones
y proporciones que emplean exponentes. Oresme us6 métodos graficos para encontrar la

convergencia de series como:

1X3+ZXB+3X3+ +n><3+ 4
4 16 64 4n 3
n

a a 1\ a 1\? a 1
LT SETARE SN AL
n n n  n n n n

En Questiones super geometriam Euclides se ocupd de algunas series, demostrando por

primera vez que la serie armonica

[ee]

1
Z£—1+ +3 + - es d vergente
n=1

Fue hasta mediados del siglo XVIII cuando Leonhard Euler tuvo la necesidad de tra-
bajar con sumas parciales finitas de la serie armonica, y en 1730 se adentro en el estudio de

encontrar la convergencia de la serie
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y que hoy se conoce como el problema de Basilea; por otro lado también se enfrentd a una
funcion que hoy conocemos como la funcion Gamma. Estas dos rutas llevaron a Euler a
tener que usar sumas parciales finitas de la serie armonica, pero fue hasta Institutiones Cal-
culi Differentialis (1755 Parte 11, cap. VI) donde dedic6é una parte del capitulo a la cons-

truccion de la suma

1 1
—_1+ +3 Ll
Tl m

||M§

y de manera ejemplar enunci(') un resultado que se expresa en términos de nimeros de

Bernoulli'. Este tema lo retomaremos mas adelante.

1.1Naturaleza de los niUmeros armonicos.

. , , o . . co 1
Ya se mencion6 que los niimeros armonicos son sumas parciales de la serie 2, _, +. Entonces,

1 . . . .
para cada n en 27—, p designamos con H,,, al valor de dicha suma y lo identificamos como el n-

ésimo numero armoénico. A continuacion se presentan algunos de los primeros #» nimeros

armonicos:
H, =1
1
H,=1+—
2
H3:1+l+l
H, —1+l+l+ + !
n—1

1
+—,conneN.

' Los ntiimero de Bernoulli son los coeficientes Bk de la expansion en una serie de Taylor de la funcion

G(x)= , es decir, G(x) = = ZB , para [x| < 2.

n=0



Acto seguido la primera pregunta que se plantea es ;cual es el valor de la suma para cada
nimero armoénico?. Sabemos que cada H, es un racional y el camino mas apropiado para
obtenerlo, cuando #n es grande, es el de las aproximaciones. En ocasiones es necesario saber
el valor exacto de H, (que es facil llegar a €l para n pequefia); sin embargo, en el estudio de
los nimeros armonicos en ocasiones vale la pena estudiar las aproximaciones a sus valores,
ya que éstas nos permiten conocer mas acerca de la naturaleza de los mismos. A continua-
cion se construiran algunas cotas que seran de utilidad para poder llegar a dichas aproxima-

ciones de H,,.

1.2 Aproximaciones
Una manera interesante de recorrer esta ruta es mediante el uso de logaritmos y para ello es

recomendable tener presente que
n
1
In(n) = J —dx.
L X

Veamos que el teorema que sigue nos proporciona una manera de acotar al logaritmo de 7,
lo cual se logra recurriendo a los nimeros armoénicos. Esto nos aportard lo necesario para
que posteriormente podamos obtener una aproximacion de H,,.
Teorema 1.1.
H, —1 < In(n) < H,_, paratoda n> 1 en los enteros positivos.
Demostracion: Primera parte
Primero demostraremos la desigualdad
H, — 1 < In(n),

y lo haremos con base en la comparacion de las representaciones geométricas, tanto de H,, —
ni . . , . 1 .

n(n) = J. —dx, u u == -

1 como de In(n) = J] ~dx, es decir, recurriremos al area bajo la curva de y ~en el inter

valo [1, n].

Sabemos que H, = 1 + % + § + -+ %, y de esto se obtiene que



Ahora, pasamos a representar geométricamente a H, — 1. Para esto colocamos rectangulos

de ancho uno sobre el eje x, en el intervalo [1,n] (Ver Figura 1.1); en lo que corresponde al

eje y se levantan las alturas

)

N =
Wk

1 1 . y
1 de esta forma se consiguen n — 1 rectangulos de

areas

N R

ER T de sus 4 igual a H, — 1
,3,4,...,n,ycuya Suma de€ Sus arcas €S 1gual a .

. .y , . 1 .
A continuacion comparamos el area bajo la curvay = ~en el intervalo [1,7n], con la
suma de las areas de los n — 1 rectangulos, que representan a H, — 1. Como se muestra en
. , . 1 . .
la Figura 1.1, H, — 1 es menor que el area bajo la curva y = —en dicho intervalo. De esta

forma se hace evidente que H, — 1 < In(n).

1/2r

1/n | I—\

0 1 2 3 n-1 n

Figura 1.1. Comparacion entre el area que representa H,, — 1
y la que representa In(n).

Segunda parte
Se demostrara que In(n) < H,_;. La ruta a seguir es semejante a lo hecho en la demostra-

cion anterior. Considérense nuevamente rectangulos sobre el intervalo [1,n] con ancho 1,

pero ahora tomemos al primero de ellos con altura 1 (Fig. 1.2), el segundo %, y asi hasta el

, 1 r .
n — 1 rectdngulo con altura —- Entonces la suma de las éreas es igual a

ooy
2 3 n—1

que representa a Hy,_4.
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1/nt

0 1 2 3 n-1 n
Figura 1.2. Comparacion entre el area que represente H,,_; Yy la que representa In(n).

En la Figura 1.2 se aprecia la representacion de los rectangulos, pero si comparamos a la

, , n1 ,
suma de las areas de los rectangulos con In(n) = f1 ;dx, entonces el area de todos los rec-

tangulos es superior al area bajo la curva y = %, por lo se tiene que In(n) < H,_4.

Con este teorema ya tenemos los elementos suficientes para enunciar la primera
aproximacion del n-ésimo armonico. Antes de seguir adelante con las aproximaciones es
importante mencionar que los resultados contemplardn un margen de error, es decir, el va-
lor obtenido para H,, no estard dado en términos de un nimero racional. En lugar de ello
éste serd una aproximacion con elementos mas manejables, que contemplen el uso de un
margen de error, y que mas adelante se intentard exhibir que tiende a cero cuando 7 es

grande, en el orden de H,,.

Para obtener las aproximaciones que queremos se hara uso de lo que se conoce como la
gran O. En nuestro caso la usaremos como un elemento de aproximacioén que nos permitira
calcular qué tan “proximas” se encuentran dos funciones a partir de cierto intervalo. Para esto
consideremos dos funciones, f(x) y g(x) para las que se puede establecer la relacion f(x) =
g(x) + 0(h(x)) . Se dice que f(x) esigual a g(x) més la gran O de h(x), donde 0(h(x)) es el
margen de error. Ahora, en nuestro caso particular, una de las funciones es f(x) = H, y la otra
es g(x) =In(n), para que la comparacion se dé en términos de una igualdad se requiere a

O(h(x)).



Para un uso mas adecuado de O(h(x)) usaremos lo que se conoce como notacion de Lau-

2
dau.

La conveniencia de trabajar con aproximaciones de este tipo para H, es que permite
visualizar el comportamiento de H,, a través de la comparacion de ésta con una funcién tan

conocida como lo es In(n).

Ahora proponemos el siguiente teorema que da lugar a la primera aproximacion para

H,,y que en el siguiente capitulo sera de utilidad para alguna de las demostraciones.

Teorema 1.2.

H, =In(n) + 0(1) para n> 1.

Esta expresion nos dice que H,, es cercana a In(n) excepto por un error que €s cercano a uno.
Cuando n toma valores cercanos a 1 la diferencia entre H,, y In(n) es cercana a uno; con-

forme n crece la diferencia va decreciendo .

Demostracion.

Antes de presentar la demostracion es adecuado mencionar qué es lo que se quiere desarro-
llar en el contexto de la gran O. Ya se mencion6 que se quiere demostrar que H,, = In(n) +
0(1), y esto significa que |H, —In(n)| « 1, lo que conlleva a que existan Cy N, tales que
|H, —In(n)| < C x 1, para toda n > N. Aqui podemos omitir el valor absoluto porque
H,_, < H,, y ademas In(n) < H,_;. Entonces tenemos que In(n) < H,_; < H,, por lo que
In(n) < H, y 0 < H, —In(n). En consecuencia, sélo se tiene que demostrar que existen C'y
N tales que H, —In(n) < C x 1, paratodan > N.

Ahora pasamos a la demostracion.

’La notacion de Landau se refiere al simbolo <« , que se lee como menor menor que el cual define una rela-
cion entre dos funciones de la siguiente manera:

Dadas f(x) y g(x), f(x) « g(x) si existen C en los reales y una x, € Dom(f) U Dom(g) tal que:

f(x) < C g(x), para toda x > x,.

Con esta notacion ahora podemos comparar en términos de una igualdad a f(x) con g(x) agregando a esta
ultima el margen de error usando la notacidon de la gran O sobre una funcién h(x) (se denota como O(h(x)))
y que se pretende sea una constante o que decrezca en la medida que x crece. Dicho de otra manera, y usando
la definicion anterior del menor menor, decimos que |f(x) — g(x)| < h(x), lo que significa que f(x) =

gx) + O(h(x)).



Sabemos que H,_; < H,, y por el Teorema 1.1, que establece que H, — 1 < In(n) < H,,_1,
se sigue que H, — 1 < In(n) < H,_; < H,, y en consecuencia que
H,—1<In(n) < H,
Después de restar H,, de todos los términos de la expresion, se obtiene
—H, + H, —1 < —H, +In(n) < H, — H,

y, por lo tanto, —1 < —H,, + In(n) < 0, o de manera equivalente, 0 < H,, —In(n) < 1. Asi,
para C > 1y para todan > 0 se tiene que H, —In(n) < C x 1, y asi se llega a que |H, —
In(n)| « 1, para dar lugar a que H, = In(n) + 0(1). De esta manera se puede ver que el
margen de error oscila entorno de una constante que es uno, y se puede decir que el error no

tiene grandes modificaciones aunque la n cambie.

El siguiente resultado proporciona una mejor aproximacion para H,, y tiene la carac-
teristica de que el margen de error tiende a cero cuando 7 es grande, y ademads la igualdad
para H, contard con una constante que no tiene relacion con la gran 0. Cabe decir que la
demostracion recurre a elementos geométricos, lo que nos permitird visualizar la relacion

entre Hy, y In(n).

Teorema 1.3.

H, = In(n) + y + 0(1/n), para n mayor o igual que uno y una constante .’

Demostracion

Hagamos primero algunas consideraciones geométricas. En las Figura 1.3 se muestra que la
parte rayada es lo que H, sobrepasa ay = % A la seccion que corresponde el i-ésimo tér-

mino de la particion le llamaremos E;.

Cada E; con 1 <i <n—1se pueden alojar en una seccion con base de longitud 1 y

altura 1, como se muestra en la Figura 1.4, y las partes no se traslapan porque la funcién

1 . .
y=_¢€s estrictamente decreciente.

* Lo que se plantea es que |H, — (In(n) + y)| « 1/n, que a su vez por definicion significa que existen N y
C tales que |H, — (In(n) +y)| < C x 2 paratodan > N.

7
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Figura 1.3. Representacion por pasos de las n primeras secciones E;.
Como la seccion —de la extrema izquierda— donde colocamos las partes sombreadas,
que es lo que le sobra a cada H,, para igualar In(n), mide uno de base por uno de altura,
entonces X' E; < 1. Asi, el valor de la suma de los E; cuando su cantidad tiende a infinito,

: 4
es menor que 1 y ésta es la constante y .

Si a la constante y le restamos las primeras n — 1 secciones E;, cuya suma es Y1 Ej;

llegamos a la siguiente expresion:
Y — X Ei =y — (Hpy — In(n)),

Donde y corresponde a la suma de todos los sobrantes (partes sombreadas en la Figura 1.4)

cuando » tiende a infinito, mientras que E; son los sobrantes desde 1 hasta n — 1.

N ¥ es una constante importante en matematicas y recibe el nombre de “constante de Euler” Tiene un valor
aproximado de y =0 57721566490153286061... Para saber més de y consultese el apéndice al final del
capitulo, donde aparecen mas comentarios acerca de ella.

8
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Figura 1.4. Se muestran los acomodos de las secciones E; en un cuadrado de area

uno, para algunos valores de n
A partir de n + 1 los sobrantes pueden entrar en un rectangulo de altura% y base uno, el
cual tendra area %, y por la configuracion de estos sectores sombreados ellos no llenan todo
el rectangulo de area % Entonces y — Y1 E; representa a los sobrantes a partir den + 1, y

~ . . . — 1 .
por los sefialamientos anteriores podemos decir que y — XI-1E; < —y como la parte iz-

quierda de la desigualdad es mayor que cero, entonces se llega a que
0<y-(Hp_;—In(n)) <1/n.
Enseguida multiplicamos las desigualdades por -1 y obtenemos que —1/n < H,_; —
In(n) —y < 0, y si ademas se le suma %, se llega a
—1/n+1/n<Hp_;—In(n)—y+1/n<0+1/n,

9



y como H,,_; + % = H,, entonces 0 < H, —In(n) —y < 1/n. Empero, siC =1 yN =1, en-
tonces, 0 < H,, —In(n) —y < C - 1/n, para todon > N. Por lo tanto |H,, — In(n) —y| « 1/n,

y por la notacion de la gran O finalmente se llega a

H, =In(n) +v +0(3).

En la Figura 1.4 de la demostracion que acabamos de exhibir encontramos el resumen gra-
fico de la aproximacion de H,, a través de la comparacion con In(n), ademas de la relacion

de los nimeros armoénicos con la constante de Euler y.

Enseguida mostraremos que el Teorema 1.3 no solamente es valido paran € N, sino
que también para cualquier t € R*. Este hecho sera usado en el capitulo 2 en el proceso de
describir el comportamiento de funciones aritméticas, tal como se hard mas adelante en este

capitulo.

Teorema 1.4.
H =In(t) +y+0 (%) cont € R*.

Demostracion:

Sabemos que”

Hy = H) = In[t] +y+0 (%)

Demostremos que

Inf¢] = In(t) + 0 (%)

Y luego lo sustituiremos en la expresion anterior.

Por una parte f[i]idx =1In(t) —In[t] = 0 es el area bajo la curvay = % Ver Figura 1.5.

> Se define H, para t € R como

H 1
tT Lk
k=t
Dado que k < t exactamente cuando k < [t], donde [t] simboliza la parte entera de t, entonces

1
Hy= Y -
[t] k

k<[t]

De lo anterior tenemos que H, = Hp,.

10
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1

0 [t] t
Figura 1.5. Area bajo la gréfica de y = 1/, en el intervalo [[¢], t].

Por otra parte la distancia de [t] a t es menor que 1, asi que un rectangulo de base t — [t] y

1 rooz , 1 .
— tendria drea a lo mas —, como se ve en la Figura 1.6.

altura B &

]| SR

0 [t] t
Figura 1.6: El area bajo la graficade y = l/x , es menor a la del rectangulo de altura 1/[t]‘

Asi que 0 < In(t) — In[¢] S%para toda [t] > 1, entonces In[t] =In(t) + O (%) Sustituyendo

esto en Hpy:

Hy = Hyy =ln(t)+0(%>+y+0(%)=ln(t)+y+20<%>=1n(t)+y+0(%)6

pero que H, =In(t) +y + 0 (%) se cumpla implica que:

1
|H, — (In(t) + )| < m

6 1 1
El error 20 (E) queda representada por O (E)

11



Pero % L %, ya que existen C =2 y N =1 tales que [—1] <2 -%, para todat > 1, por lo que

|H, — (In(t) + )| % « %, por lo tanto [H, — (In(t) +y)| < 7, esto es, H, = In(n) +y +
1
0(3):

A pesar de que la segunda aproximacion que construimos para el n-€simo armonico
ya tiene un buen grado de aproximacion, considerando que 1/n se hace pequefio muy rapi-
do, resulta que es posible contemplar la posibilidad de que el margen de error se puede me-
jorar para que asi la aproximacion sea mejor con valores pequefios de n. Para esto presen-
tamos las siguientes aproximaciones, de las cuales sacaremos algunas conclusiones a partir

de calculos numéricos.

Otras aproximaciones

Tipo A

Al observar la Tabla’ 1.1.
n H, Ln(n) +y+1/(2n)
10 2.9289682539682539683 2.9298007578955785446
102 5.1873775176396202608 5.1873858508896242286
103 7.4854708605503449127 7.4854709438836699127
104 9.7876060360443822642 9.7876060368777155967
10° 12.090146129863427947 12.090146129871761281

Tabla 1.1

<y 1 y s . ;.
vemos que la expresion (ln(n) +y+ Z) se acerca muy rapido al valor racional del n-ésimo

armonico, es decir, para valores pequefios de n la aproximacion ya es muy certera. Enton-

ces, es apropiado analizar la posibilidad de que exista una funcion h(n) tal que:

1
H, — (ln(n) +y+ %)| & h(n)
que a su vez implicaria que existen C y N tales que:
|Hn — (ln(n) +y+ %)| « C - h(n), para todan > N, cuando n — co.

De los datos de la Tabla 1.1 se percibe que el valor absoluto de la diferencia H, —

(1n(n) +y+ i) se puede expresar de esta manera:

7 Esta tabla fue tomada de (Stopple, 2003)
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n H, — (ln(n) +y+%)|
10 8.325x 1074
102 8.333x 107
103 8.333x 1078
10* 8.333 x 10710
10° 8.333 x 10712

Con estos datos podemos ver que los valores de |Hn — (ln(n) +y+ %)| se comportan apro-
ximadamente como una funcion de la forma nim, con m en los naturales. Después de probar

para algunos valores de my de C, encontramos que con C = % h(n) = % y N =10 se po-

dria satisfacer la desigualdad deseada. Esto es, si tomamos esos valores obtenemos que ——;
es mas grande que |Hn - (ln(n) +y+ %)L segun los valores de la Tabla anterior, como se

muestra en la tabla que sigue:

N 1
11 - n?2

10 9.09 x 107*

102 9.09 x 10~°

103 9.09x 1078

10* 9.09 x 10710

10° 9.09 x 10712

Como ﬁ y |Hn — (ln(n) +y+ %)| son funciones decrecientes, entonces tenemos la certe-

za de que

1 1
H, — (ln(n) +vy +ﬁ>| < m, para n > 10

Asi, con base en lo anterior podemos decir que:

1 1
Hn=ln(n)+y+%+0<ﬁ)

13



s 1 . , .
En conclusion, se propone un margen de error O (= ) que tiende a cero rapidamente, y esta
nZ

aproximacion de H,, es mejor que la anterior, expresada como

anln(n)+y+0()

1
n
Todo esto se justifica con los calculos que nos sugerian los datos de Tabla 1.1.

Aproximacion Tipo B

De manera analoga ahora tenemos el conjunto de datos de la Tabla 1.2.°

n H, In(n) +y +1/(2n) —1/(12n?)
10 2.9289682539682539683 2.9289674245622452113
102 5.1873775176396202608 5.1873775175562908953
103 7.4854708605503449127 7.4854708605503365793
104 9.7876060360443822642 9.7876060360443822633
105 12.090146129863427947 12.090146129863427934
Tabla 1.2

Notese que en la Tabla 1.2 se aprecia que la aproximacién que proporciona la féormula
In(n) +y +i—ﬁ del n-ésimo armonico tiene una exactitud que alcanza 9 decimales

desde n = 102 , mientras que la férmula anterior de la aproximacion Tipo A es de solo cua-

tro decimales.

Entonces, como en el caso anterior, trataremos de encontrar una funcion

h(n) y constantes C y N, tales que:

|Hn - (ln(n) Ty T % B 12n2)

< C-h(n), paratodan > N.

En la tabla que sigue se muestran algunos valores de

|Hn—(ln(n)+y+i— L )

2n 12n2/)0°

encontrados con base en los datos de la Tabla 1.2:

¥ Esta tabla fue tomada de (Stopple, 2003)
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n H, — (ln(n) +y+%— 121n2)
10 8.29 x 1077
102 8.33 x 10711
103 8.33 x 10715
10* 8.33 x 10719
10° 8.33 x 10723

Con estos datos y con los céalculos hechos para el ejercicio anterior podemos proponer a la

funcion h(n) = %, junto con C = 1—11 yn>10.

Asi, con base en estos elementos podemos hacer la siguiente tabla

. 1
11-ns
10 9.09 x 1077
102 9.09 x 10711
103 9.09 x 10715
10* 9.09 x 10719
10° 9.09 x 1023

Y como también |Hn — (ln(n) +y+ L L) y ﬁ son decrecientes, entonces

2n  12n2

|H" N (ln(n) ty+ ﬁ - 121712)

< %ns' para todan > 10.

1 1 1 r .
Por lo tanto se llega a que H, = In(n) +y + T 0 (ﬁ)’ y ésta es la nueva aproxima-
cion para el n-ésimo armoénico segun los datos de la Tabla 1.2, la cual supera ampliamente

lo logrado con la aproximacion Tipo A.

Para terminar este apartado mencionaremos que Leonhard Euler aport6 los elementos

necesarios (Institutiones Calculi Differentialis(1755 Parte 11, cap. V1)) para que fuera posi-

ble elaborar una igualdad semejante a

H,=In(n)+y+5,-—5+0(%).

1212
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Estaean=ln(n)+y+i— L L

~+———[...] 0, enunciada de otra manera,
2n 12n 120n

B . .
H =In(n)+y+ Z—,’i , donde By es el k-ésimo numero de Bernoulli.
k=1
Esta igualdad no es una aproximacion tan manejable como la construida en el Tipo B, pero

lo sobresaliente es que nos proporciona una relacion directa con los nimeros de Bernoulli.

1.3. Generalizacion de la constante de Euler

Una vez mas hay que hacer énfasis en que en las cuatro expresiones que acabamos de cons-
truir para obtener una aproximacion del n-ésimo arménico aparece la constante y de Euler.
Acto seguido extenderemos la idea del uso de una constante para obtener la suma de una
sucesion {d, } de numeros que representan sectores de areas sobre una curva f, que es posi-
tiva y estrictamente decreciente. Consideremos que f es una funcion estrictamente decre-
cente y postva en el ntervalo [1, «); por otro lado la suces 6n {d,} es de los n-nimeros
que representan las areas que sobrepasan la curva (véase que en la Figura 1.7 los d,, son los
sectores sombreados), que son parte de los rectangulos que cubren “super ormente” el area

bajo la curva de f en el intervalo [1, n]. Entonces, definimos

n—-1 n
d, = ;f(k) —Jl f(x)dx,para n = 2,34, .... (1.1

Se nota que d,,+1 > d,, y que ademas las partes sombreadas pueden ser nuevamente con-
centradas en una zona de altura f(1) y base unitaria (véase la Figura 1.7). Como f es estric-
tamente decreciente entonces no existe traslape de las zonas sombreadas cuando se agrupan
en la zona antes mencionada. Y al comparar las dreas de cada una de las d; se tiene que
d, < dn4q < f(1), entonces se ve que {d,} es una sucesion creciente que a la vez converge

a un limite C(f), por lo tanto:

lim d,, = C(f)
n—oo
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Figura. 1.7 . Representacion grafica de la sucesion {d,,}.

Aqui nos podemos referir a C(f) como una constante de caracter general asociada a cada
funcion f. La interpretacion geométrica de este resultado es que C(f) es la suma de todas
las partes sombreadas que sobrepasan a la funcion f en el intervalo [1, ). Véase en la Fi-
gura 1.7 que estas partes sombreadas cumplen con 0< C(f) < f(1); por otro lado,
(C(f) — d,) representa la suma de las areas sombreadas en el intervalo [n, ), y estas areas
nuevamente se pueden trasladar a la izquierda dentro de un rectangulo de altura f((n)), y

con esto se llega a que:
0<C(f)—d,<f(n), n=234,.. (1.2)
Con base en esto podemos enunciar lo siguiente:

Si f'es una func 6n estr ctamente decrec ente sobre [1, ), entonces ex sten una cons-
tante positiva C(f) <f(1) y una sucesion {E/(n)}, donde 0 <E/(n) <f(n), tales
n n
Z Fk) = j fFdx+C(H)+E@m), n=23,.. (1.3)
k=1 1

Notese que esta ecuacion nos indica que la diferencia entre la suma y la integral es igual a
una constante que dependera de como sea f, mas una cantidad positiva E¢(n), que es menor
que el ultimo término de la suma. Entonces, si f(n) tiende a cero cuando # tiende a infinito,

entonces E¢(n) también tiende a cero.

Para demostrar la proposicion enunciada definimos la igualdad

Er(n) = f(n) — (C(f) — dn),

17



entonces la ecuacion (1.3) es una consecuencia de la definicion en la ecuacion (1.1), y las
desigualdades
0<Em< f(n)

surgen de la ecuacion (1.2).

Finalmente, si f(n) tiende a cero cuando # tiende a infinito, entonces de (3) se tiene

que

C(f) = lim (Zf(k)— | f(x)dx>
=1 1

Esta constante es un caso general de lo que conocemos como la constante de Euler asociada

a una funcion f.

Un caso particular, cuando f(x) = % entonces C(f) es la constante y de Euler que ya

conocimos, y que usamos antes en la aproximacion de H,,.

Para profundizar mas en este estudio de la generalizacion de las constantes asociadas

con la suma }}_, f (k) recomendamos leer el articulo de (Apostol,1999)

1.4. Algunos usos de los nimeros armaénicos para analizar funciones aritmeti-
cas.

En la seccion anterior se vio como acotar a H, y también como encontrar valores muy cer-
canos a ¢l. Las aproximaciones se hicieron utilizando la funciéon In(n) y la constante de
Euler. Ahora procederemos a estudiar como se pueden usar estas propiedades de los armo-
nicos para evaluar otras funciones aritméticas, las cuales generalmente son muy inestables,
y por lo mismo no es facil describir su comportamiento en determinados intervalos. En el
primer caso se trata de acotar la funcidon suma de divisores, es decir, la funcién aritmética

o(n) usada en la teoria de nimeros.

Teorema 1.5.

o(n) < nln(n).

18



Demostracion
La ruta de la prueba consiste en demostrar primero que o(n) < nln(n) + n, para toda n. En se-

gundo lugar, si mostramos que n In(n) + n < nln(n), obtendremos que a(n) < nln(n).

Pasemos ahora a la primera parte: demostrar que o(n) < nln(n) + n, para toda n. Pa-

ra esto se requiere considerar las siguientes propiedades de los divisores de un entero:

, .. n .y .. 9
Dado un niimero n y un divisor d de n, entonces 2 también es un divisor de n.” Esto

nos dice que para los divisores d; = 1,d,,d3, ..., d,, = n de n se tienen sus complementos

nn on n
1 ) dz ) d3 LA n’

que finalmente son los mismos divisores d; pero escritos de diferente manera y en otro or-

den. Con estos elementos se propone que

o(n) =Zd =Zg,y esto mpl ca que o(n) =Zg

din din din

Donde d|n denota a los niimeros d divisores de n. Como la suma corre en d, entonces

1 , . a(n) 1

o(n) = ndeE y de aqui se sigue que — = Ddin -
Y si consideramos una suma que no esté restringida a correr solo en los divisores de n,
sino que puede desarrollarse para todos los enteros menores o iguales que 7, entonces se

tiene que

Para el lado derecho de la expresion anterior podemos aplicar las cotas obtenidas anterior-

mente, es decir, que H, — 1 < In(n), o lo que es equivalente H,, < In(n) + 1. Asi, llegamos a

que:
n
—= -< - = < In(n
n d d n
din d=1
’Por ejemplo, tomemos si n =8, sus divisores son d =1,2,4,8, pero también se pueden ver como - =8, %: 4,
8
2=2,-=1
4 8



y por tanto @ < In(n) + 1, o de manera equivalente, a(n) < nln(n) + n, que es lo que se

queria demostrar primeramente.

Es asi como los nimeros armdnicos fueron un elemento fundamental para llegar al

resultado requerido.

Ahora pasamos a la segunda parte de la demostracion, que es la de probar que existen

unas constantes C y N tales que nln(n) + n < nln(n) - C, para todan > N.

Asi, considérese que paran = 3 se tiene que 1 <In(n), y de esto se sigue que n <

nln(n) paran > 3. Después de sumar en ambos lados nIn(n) se obtiene que
nin(n) + n < 2nln(n).

Si suponemos que para el lado derecho 2niIn(n) < Cnln(n) para alguna C, entonces
0 < Cnln(n) — 2nlIn(n), y por tanto 0 < (C — 2)nIn(n). De esto ultimo tenemos que para
C =3 siempre se cumple, considerando que'’ n>3. Con esto Gltimo tenemos que

2nln(n) < Cnln(n) paran = 3, y por lo tanto
nln(n) +n < 2nln(n) < Cnln(n)

De donde tenemos que nln(n) + n < Cnln(n), con este resultado aunado a la primera
parte de la demostracion llegamos a que o(n) < nln(n) + n < Cnln(n) 1, por lo tanto

o(n) K nln(n).

Como uno de los objetivos de la matematica es simplificar los procesos asi como sus
expresiones (formulas), entonces cabe preguntarnos si es posible mejorar la cota anterior de
o(n) y obtener una mas simple. A continuacion veremos la posibilidad de establecer que

o(n) < n.

Que a(n) sea « n significaria que existen constantes C y N tales que o(n) < Cn para

todan > N. Pero si (n) no es < n, entonces veamos qué pasa con C y N.

Si no existen C y N tales que o(n) < Cn para toda n > N, implica que para cualesquie-

ra C existen una infinidad de enteros n tales a(n) > Cn.

" Aqui tenemos que C = 3 y N = 3 son las constantes requeridas.
""'Para C y N elegidas convenientemente.
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Asi, dada una constante C necesitamos examinar si es posible generar una infinidad de va-
lores para n tales que o(n) > Cn, y si es asi, entonces terminamos la demostracion de la

imposibilidad de que g(n) < n.

Para examinar con mas detalle lo anterior elegimos cualquier N € Z tal que N > e, y
de esto se obtiene In(N) > €. Ahora como In(N) es una funciéon creciente, entonces sin

problema podemos considerar an = N!.

. O'
Con base en lo ya visto sabemos que T de donde d corre en los divisores de

n, pero los divisores de n = N! son més que si s6lo consideramos a los divisores 1,2,3, ..., N

1,. , . . 1
Entonces X4, - tiene mas o igual cantidad de sumandos que X_; - por lo que

SERE Zd

din

Nuevamente podemos ver como al trabajar con los divisores de 7 llegamos a una desigual-
dad que involucra nimeros armonicos, y entonces podemos utilizar las desigualdades obte-

nidas en el teorema 1.1 de esta tesis, y de dichas desigualdades tenemos que Hy_; < Hy; y
como In(N) < Hy_; < Hy, entonces In(N) < Hy. De aqui concluimos que Y.N_ 1— =Hy >

In(N).

Ademas, por la eleccion de N sabemos que In(N) > C;

a(n) Zd ZE_HN>IH(N)>C

d|n

()

por lo tanto —= > C y, finalmente, o(n) > Cn para una infinidad de valores den .

Por ultimo se llega a que existen una infinidad de valores de n para cada C tales que

a(n) > Cn, y con esto se concluye que no es posible que (n) < n.

En resumen, hemos presentado diversas cotas y aproximaciones para H,, y con base
en ello mostramos algunos resultados que involucran a otras funciones aritméticas. Lo que
deseamos destacar es que las demostraciones de dichos resultados requieren de los niameros

armoénicos y de sus propiedades previamente presentadas.
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Capitulo 2

Promedios

La primera parte de este capitulo estard dedicada al estudio del comportamiento de
funciones aritméticas —como en el capitulo anterior—, pero ahora desde la perspectiva del
concepto de promedios en funciones, y siempre apoyandose en los resultados sobre
nimeros armonicos obtenidos en el capitulo anterior. En la segunda parte se definirdn los
nimeros armonicos de segundo orden —la suma de fracciones con denominadores
cuadrados—, ademas de una relacion andloga a la del Teorema 1.2 del capitulo 1, pero ahora

para los armonicos de segundo orden.

En el capitulo anterior se estudiaron algunas formas para aproximar ciertas funciones
aritméticas, como fue el caso de a(n), y se hizo a partir del uso de otras mas simples o ya
conocidas. Con esto se pretendia que el margen de error para que se diera la igualdad fuera
muy pequerio. Sin embargo, sucede que para funciones como t(n)!2 no es facil poder
plantear una aproximacion con base en una funcidn simple, y esto se debe a que t(n) es una
funcion muy irregular, pues sucede que ésta puede tener como valor al dos, cuando n es un
primo, pero si el siguiente nimero, n + 1, es un nimero compuesto con muchos divisores,

entonces el valor de 7(n + 1) dar un gran salto.

Asi, frente a la dificultad de poder modelar el comportamiento de la funcidn, y ante la
inquietud por conocer mas sobre t(n), optamos por el estudio de los promedios, esto es,
analizar el promedio de conjuntos finitos de valores en la imagen de este tipo de funciones,
y esto si nos permitird conocer ciertas caracteristicas de esta clase de funciones tan

inestables.

Con el fin de suavizar esos saltos y asi aproximar a manera de promedio una funcién

con otra para compararlas, a continuacioén se enuncia una definicion.

12 Recordemos que ésta es la funcion aritmética que nos indica la cantidad de divisores de un ntimero. Por
ejemplo, los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6, 12, entonces 7(12) = 6, pero si el nimero en cuestion es primo,
como el 13, sus divisores son 1y 13, entonces t(k) = 2.
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o)

— 1 cuando n - o y se escribe
gm)

Definicion. Decimos que f(n) es asintotica a g(n) si
como f(n)~g(n).

Para ejemplificar el sentido de la definicion usemos la relacion ya conocida H,, =
1
In(n)+y+0 (Z)
Al restar In(n) de ambos lados se obtiene
H,—In(n)=y+0 (%),
y al dividir cada lado entre y
H,—1 1
n—n(n) =140 <_),
Y n
Aqui y~1 es absorbida por el término de la gran O, que es %, y a la vez este término tiende a

cero cuando n — o, lo que significa que el error se hace tan pequefio como se quiera

Hyp—1In(n)

cuando n se hace grande. Finalmente — 1, cuando n - o, esto es H, —

In(n) ~y.

El siguiente resultado nos proporciona informacion por intervalos de las imagenes de
7(n); la ventaja de esto es que si nos permite visualizar explicitamente los resultados
dentro de una funciéon continua. Para llegar a esto, el uso de los nimeros armoénicos es

fundamental dado que simplifican la demostracion del teorema que ahora enunciamos.

Teorema 2.1. La suma de los primeros n valores de 7(n) es

n

Z (k) = nln(n) + 0(n)

k=1

o de manera equivalente,

n

%Z (k) = In(n) + 0(1).

k=1
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Demostracion:
Para adentrarnos mas en la ubicacion de los divisores de un entero primero damos un
ejemplo numérico (Stopple 2003), y posteriormente pasamos a la demostracion general.

.. k .
Sabemos que por cada divisor d de & podemos tener que = donde ¢ también es un

divisor de k. Més aun, podemos ubicar a los enteros ¢ y d como un punto (c, d) en el plano
cuyas coordenadas son las de un punto en la grafica de la funcioén x -y = k. En la Figura

2.1 podemos ver los puntos (c, d) para el caso de k = 8 .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.1: Gréficade y = 8/x, resaltando los puntos (c,d), con cy d divisores de 8

Ahora hagamos lo mismo para k =1,2,...,7 (ver la siguiente tabla) y coloquemos los

puntos (¢, d) de la misma manera que en k = 8, como se muestra en la Figura 2.2.

k | d divisor de k | Puntos de forma (c,d)
11 (1,1)

21,2 2,1), (1,2)

3013 3.1), (1,3)
401,2,4 4,1), (2,2), (1,4)
51,5 (5,1), (1,5)
611,2,3,6 (6,1), (3,2), (2,3), (1,6)
711,7 (7,1), (1,7)
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Figura 2.2: Los puntos (¢, d), concy d divisoresden = 1,2, ..., 8.

Al visualizarlos podemos notar que segun el valor de k los puntos (c,d) se localizan en
alguna de las hipérbolas y =§, y =§,...,y =§ y ellos a la vez son los que se

contabilizan en la suma

8

Z 1K) = 7(1) + 7(2) + - + 7(8),

k=1

es decir, se estan contando los pares de enteros (¢, d) con ¢ - d < n, sin considerar los ejes.
Por otro lado, si se consideran los cuadrados de area unitaria de la Figura 2.2 asociados a
los puntos resaltados, de tal forma que a cada punto le asociamos el cuadro donde €l se

ubica en la esquina superior izquierda, entonces el area total de los cuadros que estan bajo
8 . .
la curvay = Sy sobre ella es ff%dx = 8In(8). Pero se tiene que considerar un aspecto

adicional de los cuadrados que estan sobre la curva, y es que entre ellos existen los que

tienen una parte de su area que no estd asociada a uno de los puntos sefialados, y también
. . : , 8
estdn los que si se asocian a un punto pero que su drea rebasa a la curva y = —. Estos

sectores de areas los podemos ver sombreados en la Figura 2.3.
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Figura 2.3.

Notese que las areas que rebasan, en conjunto no pueden ser mayores que 8, o en los
o . 8 .
términos que estamos usando, 0(8), y se debe a que la funcion y = ~ ¢s continua y

estrictamente decreciente. Entonces las areas no se traslapan y se pueden alojar en el

rectangulo de base uno y altura ocho.

Finalmente tenemos que Y8_,7(k) =8In(8)+0(8), o de forma equivalente

%Zgzl (k) = In(8) + 0(1), que es el promedio de la suma.

Después del caso particular que nos lleva al resultado de una forma un tanto

heuristica, pasamos a un planteamiento mas general.

Primero contamos los divisores de cada k y luego sumamos los totales

n

ir(k) - Z 1,

k=1 k=1d|k

o lo que es lo mismo

n n

RCEDDREDE

k=1 k=1 d|k cd
cdsn

Como se pudo ver en el ejemplo, d recorre todos y cada uno de los divisores de los enteros
menores o iguales que n. Pero antes de continuar con la demostracién es importante

describir el uso de los nimeros armonicos en esta demostracion.
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Al igual que antes es ttil ver a los divisores de n como n/d , y de esta forma es mas facil
notar que [2] = n(%) + 0(1). Ahora, la suma de los divisores d menores o iguales a n, tienen
a la expresion n-H, + O(n), y a partir de aqui se pueden usar las propiedades ya
demostradas de H,, —en el Teorema 1.2— del capitulo anterior, para dar lugar al resultado
que se busca. Enseguida continuamos con la demostracion.

Dadoquec-d <n,c < gy también d < n, podemos vera ), ¢q 1 como

cdsn

n

Suw=¥1-33

k=1 cd dsn c<l
cdsn

Esto se ve mejor en el ejemplo numérico y en la Figura 2.2. La suma interior de la parte
derecha de la igualdad significa que por cada divisor d de k = 1,2, ..., n menor o igual a n se

n . n r
toma -~ y se cuentan todos los enteros ¢ menores o iguales a —» €N caso de que éste sea

entero. Esto ultimo es representado por la funcion [g], (entiéndase por [g] la parte entera de

), asi que podriamos escribir solo a

Z (k)

k=1 dsn

3

n

Pero la parte decimal de g no pasa de 1, asi que E] = %+ 0(1) por lo que ahora tenemos:

Zr(k) - > [E=D <g+ 0(1)) .

dsn dsn d<

%+ Z 0(1) = nH,, + 0(n)

dsn

’ . n
Por cada término 2 hay un error de alrededor de 1, y como son n, entonces al sumarlos el

error es menor o igual a n, esto es, 0(n). Ademas, ya se demostré que H, = In(n) + 0(1),

por lo tanto, si sustituimos a H, en la igualdad anterior, se obtiene que

n

Z (k) = n(ln(n) + 0(1)) +0(Mm) =nln(n) + 0(n) + 0(n) = nin(n) + 20(n) = nin(n) + 0(n)
k=1

La ultima igualdad es posible porque al 2 lo podemos integrar junto con el término » de la
gran O. Con esto termina la demostracion. De este resultado se deriva el siguiente

corolario, y a pesar de que no intervienen directamente los nimeros armonicos

27



consideramos que es adecuado presentarlo porque complementa el estudio de la funcion

(k).
Corolario 2.1.

Yhoq (k)

nn 1 cuando 7 tiende a infinito. Dicho en otras palabras, };—; T(k) es asintotica a

In(n!) cuando n tiende a infinito.

Pero antes de demostrar el Corolario 2.1 requerimos de dos lemas previos que
facilitaran el proceso
Lema 2.1.
In(n!) = nln(n) — n + 0(In(n)),

Lo demostraremos por dos vias: la primera seguird una forma mas geométrica, como ya lo
hemos hecho antes; la segunda sigue un derrotero dentro del célculo integral y ésta la

presentamos en el Apéndice II.

Demostracion

En la Figura 2.4 se muestran rectangulos de area In(2),In(3), ...,In(n), y la suma de todas

las areas Y3, In(k), es la zona sombreada.

In(n)

Figura 2.4: Rectangulos de area In(2),1n(3), ..., In(n).

Por otro lado [ In(x)dx es el area bajo la curva y = In(x) desde 1 hasta n. Al sobreponer
1

los rectangulos y la curva (véase Figura 2.5) se puede apreciar que
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Zln(k) > flnln(x) dx

o 1 2 3 A n

Figura 2.5: Area bajo la gréfica del In(x)1 hasta n comparada con area de los rectangulos de alturas
In(2),In(3), ..., In(n).

y la diferencia 0 < Y p_,In(k) — [ 1n In(x)dx se puede visualizar en la Figura 2.6. Lo que

esta sombreado, que sobresale por encimada de In(n) y que cabe en el rectangulo de area

In(n), da lugar a que

0< In(k) — | In(x)dx < In(n)
2.0~

Ahora consideremos que
Z In(k) = In(2) +In(3) + -+ In(m) = In(1- 2 - ...-n) = In(n)
k=2

y como sabemos que | 1n In(x)dx = nln(n) —n + 1, entonces llegamos a que

0< In(k) — | In(x)dx < In(n)
2.0~
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n(n) —
n(3)
n(2)

0 1 2 3 e e . n

Figura 2.6: Area sombreada sobresaliendo por encima de la gréfica de In(n), dada
por Yx-,In(k) — fln In(x) dx, y que puede ser acomodada en el rectangulo de area

In(n).
Esto es equivalente a
0<In(n!) —(nin(n) —n+1) <In(n),

por lo tanto 0 < In(n!) — (nIln(n) —n) < In(n) + 1, pero aqui podemos encontrar una
constante d tal que In(n) + 1 < d In(n) para toda n a partir de cierta ny, es decir, de la
desigualdad anterior 0 < (d — 1) In(n) — 1, por lo tanto para d =2 yn, = 1 se cumple

siempre la desigualdad para toda n > n,. Asi tenemos que
[In(n!) — (nln(n) — n)| < In(n)

y finalmente tenemos que In(n!) = nln(n) —n + O(In(n)), que es lo que se queria

demostrar. Para la segunda demostracion véase el Apéndice II.

Lema 2.2

In(n!)
nln(n)

— 1, cuando n — .
Demostracion.

Retomando que |In(n!) — (nln(n) —n)| <« In(n) sabemos que existen C y N tales que
0 < In(n!) — (nln(n) —n) < C - In(n) paratodan > N.

1
nln(n)

Multiplicando la desigualdad por se obtiene
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In(n!) B (1 _n ) <c In(n)

~ nln(n) nln(n) nln(n)’

Simplificando

ln(n') 1 1
nln(n) (1 B ln(n)) =

In(n!) 1
nln(n) In(n)

y de esto se infiere que +0 ( ) pero cuando n — o = tlenden a

, In(n!) .
cero. Asi - tiende a 1 cuando n — oo.

In(n)

Regresemos ahora al Corolario 2.1 y recordemos que deseamos demostrar que

22=1 (k)

In(n!) -1

Cuando 7 tiende a infinito.

Demostracion:

Dividiendo la igualdad del Teorema 2.1, Y-, 7(k) = nln(n) + 0(n), entre nln(n)

obtenemos

k=17(k) _nln(m) 1 1
A~ e a0 ™ = 1+0(1 n ))

1 no(k
pero cuando n - o, — — 0, entonces Zie=17(k)

. on o
v , nint) 1, es decir, Y-, (k) ~n - In(n), y por lo

tanto

2i=17(k) _
n-o nln(n)
Pero del Lema 2.2 sabemos que In(n!)~nIn(n), y como ~ es una relacion de equivalencia
se sigue que

n

Z (k) ~In(n!),

k=1

y finalmente

lim 2i=17(k) _
n-o In(n!)
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Antes de terminar esta seccion de las aproximaciones de Yp-; T(k) expondremos otra
igualdad que emplea un resultado del capitulo anterior sobre niimeros armoénicos (ver
pagina 10), pero aquella tiene la particularidad de que se cumple para cualquier nimero

real. El teorema dice que
1 +
H; =ln(t)+y+0(?), cont € R
Enseguida enunciamos el teorema que ofrece una mejor aproximacion de Y —, t(k).

Teorema 2.2.

n

Z (k) =nln(n) + Qy —Dn+ O(ﬁ)

k=1

Donde y es la constante de Euler.

Demostracion:

Iniciamos contando los puntos (¢, d) tal y como se hizo en un ejemplo numérico mostrado
previamente para obtener el promedio de (k) (ver Figura 2.1 de este capitulo), pero ahora
se hard para el caso general. Al contar los puntos (c,d) obtenemos 7(k) para cada k €

{1,2,...,n}.

Como todos los puntos (c,d) estdn sobre hipérbolas, y éstas son simétricas con
respecto a la recta y = x, entonces basta contar los puntos que estan sobre la rectay = x y

los que estan bajo ella. En Figura 2.7 esté la representacion del caso general.

Figura 2.7: La identidad se intersecta con la hipérbola y = 1/, en el punto (\/ﬁ \/E)
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Dado que y=xyy = g son iguales en x =+/n, entonces algunos de los puntos que

queremos contar y que estdn sobre la recta y = x van desde el (1,1),(2,2) hasta el
([vn],[Vn]), esto implica que hay [vVn] de ellos. Pero a la vez [Vn] <+n, y entonces
podriamos considerarlos dentro del error de aproximacion 0(vn) y con ello los dejamos de

tomar en cuenta.

Como ya mencionamos, los nimeros armonicos se utilizaran en esta demostracion a

. . .. n ., .
través de considerar los divisores de n en su forma —> pero en esta ocasion, debido a la

aparicion de H 5 , utilizaremos el hecho de que H,=In(t) +y+0 G) parat € R,

demostrado en el Teorema 1.4 del capitulo 1.

Prosiguiendo con la demostracion, recordemos que ya habiamos tomado en cuenta los

puntos que estan sobre y = x, pero aun falta ver qué ocurre con los que estan por debajo de
ella. Para esto, por cada d = 1,d = 2, hasta d = [v/n] contamos [%] —d puntos,'®y al final

multiplicamos por 2 para considerar los puntos que estan por encima de y = x, esto es

n

Z (k) = 2 Z ([g] ~d) +0(vn)

k=1 dsvn

:22 [<g+0(1))—d]+0(\/ﬁ)=zzg+22 0(1)—22 d+0(¥n)

ds\n dsvn ds\n ds\n
Para simplificar la ultima expresion veamos qué sucede con las sumas
2240y Xycynd. La primera identidad Y. ;. 7 O(1) es una suma de a lo mas Vn

errores con tamafio O (1), asi que al sumarlos el error no pasa de v/n, es decir, tendriamos
un error 0(V/n).
. t2
Y para Y, ;. 5 d, demostremos primero que para t € R se cumple que i< k = -+
t? . .
0(t)."*Para lo cual vamos a comparar a Y,;,<, kK con — Vistos como areas.

2 t .
El area que representa % = [ o xdx y el area que representa )., <; k se ven en la Figura 2.8.

3Para convencerse de esto puede uno ayudarse del ejemplo numérico antes mencionado.
“Esta es una generalizacion de la suma de los n primeros enteros, es decir, es la suma de los primeros k
enteros hasta un ¢ real.
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-0 1t

0 t

2
Figura 2.8: El area que representa fotxdx = %y el area que representa Y <; k.

r ;. y t . .,
El area que representa )., k seria igual al area que representa fo x dx si los triangulos

sombreados izquierda!® de la Figura 2.9 tuvieran la misma é4rea que el sector de é4rea

sombreado mostrado en la parte derecha de la Figura 2.9. Pero el area de los triangulos

sombreados es [zL] y el area del sector sombreado es a lo més t, y como [zﬂ < t, entonces 0 <
Yeek— () < fotxdx, ydeaquique 0 < Yy k — fotxdx < t, por lo tanto:
tz
Z k==+0@
kst

Sabiendo cuanto es la suma de los primeros & enteros hasta un nimero real ¢, tenemos que

Yaeyid =5+ 0(n).

Sustituyendo en la ecuacion Yjp_;t(k) =2 st\/ﬁg +2¥ <m0 =23 md +

0(vn) los valores de ¥, 7 0(1) y ¥y< 7 d que acabamos de obtener resulta

[t]

5Bl 4rea sombreada en la Figura 2.9 en la izquierda de la misma, es T dado que tenemos [t] tridngulos de

. 1
area —.
2
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n

>tk = 2nH 5 - 2 (g + 0(\/5)) +0(Vn) = 2n (m(\/ﬁ) +7+0 (%)) —n+20(Vn)

= 2n1n(\/ﬁ) + 2ny + 2n0 (%) —-n+ 0(\/5)
In(n)

1
= ZnT +QRy—-1n+ O(ﬁ) +2n0 <\/_ﬁ> =nln(n)+ Qy—-n+ 0(\/5)

La tltima igualdad es consecuencia de la definicion de la gran O .

0 [t 0 m t

Figura 2.9: En el lado izquierdo, la parte sombreada tiene area [Zi] y enel lado

derecho de la figura, la parte sombreada tiene a lo mas area igual a t.

Con esto terminamos la otra aproximacion de ).;_; T(k) lo cual nos permitié conocer otra

modalidad del uso de los armonicos.

2.2. Numeros armonicos de segundo orden.

A continuacion presentamos la definicion de los niimeros armonicos de segundo orden, asi
como algunas relaciones analogas a las de los nimeros arménicos de primer orden vistas en
el capitulo anterior. Estas seran de utilidad para demostrar otras propiedades vinculadas a

funciones aritméticas.
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Los nimeros armonicos de segundo orden son:
HP =1

1
Hy? =1+

1 1
(2) _
H3 —1+?+?

@ 1 1 1 w1
Hn =1+?+?+"'+E=ZF
k=1

Y como ya ocurrié en el capitulo anterior, lo primero que nos interesa es conocer una

. .y 2 . .
aproximacion de H,S ). En los de primer orden usamos la constante de Euler para construir
aproximaciones cada vez mas precisas; ahora, para los de segundo orden, usaremos a

2),'6 y posteriormente, en la generalizacion, apareceran las constantes {(3), ..., {(k).
yp g p

Teorema 2.3. Existe un nimero real {(2) tal que:

H? = —%+ @2)+0 (%)

Este resultado es el analogo del Teorema 1.3 del capitulo 1.

Demostracion:

Por una parte, el area bajo la curva y = xiZ’ a partir de x = 1 estd dada por la integral

Lavm i [ Sar—m (<3 = m (1-2) =1

J, et =tim | =t (<)], = tm (1-5) -

En la Figura 2.10 se muestra la graficade y = iz y debajo de ella a los rectangulos de area
X

1 1
1, =

327 320

16¢(2) es un valor de la funcidn zeta de Riemann.
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221

1%+

174
13 M

0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.10: Lagréficadey = xiz y los rectangulos de area 1,212,312,

1

22,3—2, .. €S

Se percibe directamente que la suma de las areas de los rectangulos de area

menor que el area bajo la curvade y = xiZ a partir de x = 1 y por tanto es menor que 1. Asi,

se define {(2) como

1 1
(D=1t tgt

Por otra parte, lo que se quiere demostrar es equivalente a que

(@-HP =—~0(=)

n2
. . 3 1 )
El lado derecho representa el area de todos los rectangulos con area — excepto los primeros

. . o 1
n. Tal area es aproximadamente la que estd bajo la curvay = T desde x = n en adelante,

y estd dada por la integral

®q - (B1 _ e /1 1y 1
f—zdx=11m —zdlelm (——) = lim (——§)=—,
n

X B—-oo n X B—-oo X n B—oo \N

o 1 . (2) . ~
fn x—zdx se aproxima a {(2) — H,”’, pero tiene pequefios excedentes, como se ve en la

Figura 2.11.
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1n |

y=1/x2

n n+1 n+2 n+3

Figura 2.11: La parte sombreada es lo que se excede fnwxizdx sobre ¢(2) — Hf).

. , L1 :
Alojando los sectores sobrantes en el rectangulo de area —»> Como se ve en la Figura 2.12,

1/n
y:1/x2

—

0 n n+1 n+2 n+3

Figura 2.12: Las partes sombreadas se puede acomodar en el rectangulo de area 1/n?

. , , 1 .
se consigue que el area de los excedentes no sea mas grande que —5» €8 decir, el margen de

, . , 1
error del area bajo la curva y de los rectangulos no es mayor que —.
n

’ 2 c 1 . .
Asi, para que {(2) — H,(l ) sea cercano a fn x—zdx se tiene que considerar un margen

de error muy cercano a —nlz. Por lo tanto, {(2) — H,(lz) = % -0 (—nlz), y en consecuencia
1 1
2 _
H,” = _1_1+ ((2)+0 (ﬁ)

38



Armonicos de orden k

Para el caso de los armonicos de orden k, definimos a {(k) como

1 1
{(k) = 1+2—k+3—k+"‘
1
y=‘|/xk
12
173 .
0 1 ) 3 4 5 6

Figura 2.13: Lagraficade y = 1/x* y los rectangulos de area 12—1,(3—1,(

. , 3 1
Nuevamente { (k) — H,Sk) es el area de los rectangulos de area — conn = 1,2, ..., menos

una cantidad finita de ellos HT(Lk).

El 4rea bajo la graficade y = xik esta dada por:

® e 1 B1d_l_ 1 1 3_1_ 1 1 1 1
fn PZa- ) x_Bl—{Elo(—k+1 xk-l) _ngo(k—l nk=1" k-1 Bk-l)

n

De igual manera fnoo;—kdx es cercano a {(k) — H,gk), y la diferencia esta en los sobrantes

(las partes sombreadas) que se ilustran en la Figura 2.14.
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1n'r

Figura 2.14: La parte sombreada muestra lo que le sobra afnmﬁ paraser {(k) — H,(lk)

. 7 4 1 r
Igual que antes, a los excedentes los podemos ubicar en el rectangulo de area — (véase

Figura 2.15.)

1t h

Figura 2.15: La parte sombreada se puede acomodar en el rectangulo de area 1/nk.

Por lo tanto se puede enunciar que

()~ HY = - 0(-r)

k—1 nk-1 nk

1

HY = - 0 +0(=
n = ko e AT OG)

. ., . 2 r :
Con la aproximacion deducida para H,(l ) ahora podemos regresar al calculo de promedios
de funciones aritméticas, como ya se habia adelantado antes. Enseguida analizaremos a la

funcion a(n) (que es la suma de los divisores de n).
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Teorema 2.4.

Para toda n en los enteros positivos

n

n2
Z o(k) = ¢(2) 5 + 0 (nIn(n)).

k=1
Esto podemos verlo también desde la perspectiva de conocer el promedio de una suma

finita de las funciones sigma. Lo anterior en vista de que se puede plantear la equivalencia

n

1
=) a0 = §2)5 + 0(n(w).

k=1

Demostracion:

Para la demostracion nos podemos ayudar del ejemplo numérico que hemos usado antes,
aquel donde los divisores de un entero se representan con puntos con coordenadas enteras,
solo que ahora no se contaran los puntos, y lo que se hara es sumar la segunda coordenada

de esos pares de enteros (¢, d).

n ,
Como ¢+ d < n, entonces d < ¢ < n, asi que

ia(k):kzz: d= Z d:ZZd

k=1 1d|k (¢c,d) csn g<t
cdsn ¢

Haciendo un alto en la demostracion diremos que en esta ocasion los nimeros armonicos
, . . ., t2 .
apareceran naturalmente luego de introducir la expresion Y p<; k = -+ 0(t) en la anterior

serie de igualdades. Haciendo esto, Y-, 0(k) se podra poner en términos de nimeros

armonicos de segundo orden y de primer orden.

., .. ., t2
Retomando la demostracion; usamos la siguiente expresion Y <.k = - +0(), con

n . . .
t = - en la suma interna; de la siguiente manera:

XCERNESY CEATIC) B RIS ICES I

csn gt csn csn csn csn csn
c
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Esta ultima igualdad se debe a que la suma de n errores, cada uno acotado por una

n 1
constante k veces — estd acotada por kn ), <, -

Y por lo demostrado en el Teorema 2.3 para los nimeros armoénicos de segundo

orden se puede proponer que

2 1 1 2 1 1
k
2 2 2

n n 1 n n
— (@5 -2+50 (ﬁ) +0(uH,) = {5 =2+ 0(1) + 0(nIn(m)

2

La Gltima igualdad se debe a que nH,, < nln(n), puesto que H, < 1 -In(n), para todan >

2, y si multiplicamos de ambos lados por n > 0 entonces nH, < n - In(n), para todo n> 2,

y como — % + 1 <« nln(n), entonces

n 2

Z o(k) = ((2)"7 +0(nin(n))

k=1

Un resultado inmediato es el siguiente.

Corolario 2.2.

Z k)~ k.

n
k=1 k=1
Y al igual que el teorema anterior a este resultado se puede visualizar en términos de los

promedios de ambas sumas.
Demostracion:

2
Usando la igualdad del Teorema 2.4, y dividiéndola entre {(2) n?, tenemos que

Yroaolk) ¢ (2)”72 , 0(nin(w)
@ @ @~

de donde

k=10(k) 2 . nln(n)
O BRI 0( n? >
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y como

nln(n) In(n)
nZz

2 nln(n)
1+((2)'0< 2 >—>1

n

n2
> ot~

k=1

— 0 cuandon — oo,

entonces

por lo tanto

Por otro lado, al multiplicar a ¥%_, k por {(2), que es lo que cambia en la suma, se tiene
p k=1

nn+1)

que $F-1 {@Dk = {22 = ()% + 0(w)

2
Por lo tanto Y-, {(2)k~((2) n? Y por la transitividad de ~ concluimos que

Finalmente llegamos a la equivalencia de lo que puede ser el valor promedio de la suma de
hasta » sumandos de la funcién sigma, y lo interesante es que el resultado queda en

términos de un valor de la funcion zeta de Riemann.

43



Capitulo 3

Los armonicos de Ore

En los capitulos anteriores se expusieron propiedades de los nimeros armdnicos que
nos permitieron calcular aproximaciones. También recurrimos a ellos como elementos
de aproximacion de otro tipo de funciones que se comportan de manera inestable, y en
todos los casos el estudio de los armodnicos estuvo centrado en considerar partes finitas
de la serie armonica, pero con la caracteristica de que los sumandos inician desde el

denominador uno y todos los restantes son consecutivos.

También podemos adentrarnos en la direccion de considerar subconjuntos de la
armonica, y entonces cabe preguntarnos, ;por qué no tomar elementos que sean mas
dispersos, es decir, que no necesariamente empiecen con el uno, y que no tengan que ser

consecutivos?. En este sentido podemos considerar la suma de los reciprocos de los

) 1 , 1
rimos — o0 la suma de los reciprocos de los cuadrados — que, como
2
p primo p nentero

sabemos, estos casos ya han sido estudiados.

Bajo las directrices anteriores ahora podemos analizar conjuntos de
denominadores considerados de manera arbitraria, y para este caso no se puede dejar de
mencionar a Oystein Ore, que fue quien introdujo la idea de lo que se conoce como

numero divisor armonico o numero de Ore.

En 1948 Ore, académico de la Universidad de Yale, escribi6 el articulo On the
averages of the divisors of a numbers. En el presenta un estudio donde analiza algunos
conjuntos de nimeros que posean una media armonica, aritmética y geométrica que
resultan ser enteros positivos. En esta tesis so6lo consideraremos el caso de la media

armonica entera de ciertos conjuntos.

3.1. Conjuntos con media armanica entera.
Esta seccion estara dedicada a la construccion de ciertos conjuntos que cumplen con lo

mencionado en los parrafos anteriores. Recordemos que la media arménica H de un

. , ., 1 1 1 ,
conjunto de n elementos a; estd dada por la relacion ol Yiz1 —, ¥ aqui es donde
i

44



reconocemos porqué hemos vinculado esto con los nimeros arménicos. Dado que nuestro
interés esta en los conjuntos cuya media arménica es un entero, revisaremos el caso en
que Ore consider6 el conjunto de los divisores de un entero n. Para esto considérese n un
entero y su descomposicion en primos n = p%t -p“z St p“r, y por otro lado veamos

que la media armonica de los divisores de n es — de . Ahora, si d es un

H (n) ‘r(n)

.« . n .y .
divisor de n, entonces " también lo es, y en consecuencia

DS

dn dn dn
Por lo que
n 1 n
Hn)  t(n) ZE i d
Entonces
n 1 ) _n-t(n)
m = m.O’(n), asl H(Tl) = W

Aqui Ore nos presenta una elegante expresion para la media armoénica del conjunto de
los divisores de un entero #n, y lo que hay que destacar es que la media quedé como el

multiplo de un cociente de funciones aritméticas de n.

Acto seguido, veamos cuales enteros n pueden tener un conjunto de divisores
cuya media armoénica sea un entero, y en consecuencia como interviene una suma finita
que es una parte de la serie armonica. Pero antes de seguir adelante veamos dos

ejemplos de enteros cuyos divisores tienen una media armoénica que pertenece a los

enteros. Asi, para n = 6 sus divisores son 1, 2, 3 y 6, y de la expresion m - Zl_

tenemos que la media armoénica de ellos es
4 —
Para el caso de n = 140, sus divisores son 1, 2, 4, 5, 7, 10, 14, 20, 28, 35, 70, 140, y su
media armonica es

12

T+o4gstototo bbbt
140

=5
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Pasemos a estudiar algunos casos en los cuales se puede determinar que la media

armonica no es entera, para después pasar a los que la media armonica si es entera.

Ore parte de considerar los casos de enteros que son potencia s6lo de un primo,

n-t(n)

es decir, paran = p%*, y como H(n) = P entonces:
Y(a+1
Hn) = p_( )
pa+pa 1+...+p+1

y de aqui podemos decir que p%y[p*+p*t+--+p+1] son primos relativos.
Veamos porqué. Supongamos que no son primos relativos, entonces existe un entero
d # 1tal que d|p® y d|p% + p* ! + -+ p+ 1, entonces podemos ver que como d|p%, y
p es un primo, en consecuencia el divisor comun es de la forma d = p‘. Asi, si

asumimos que el divisor comiin es p', entonces
pi|ptpi[pt - p.pi[pt - 2, ..., PPt - P,
y se llega a que
pi|pt + pi*tt + - + p®,
Pero si estamos considerando que p|p° + p* + -+ p' + - + p%, y que ademas p'|p' +

p't1 + - + p“%, entonces tiene que suceder que

T o 1 pt—1
Pt +p 2+ -+ + 1] = :
p—1
, . : - pie S iy
Pero aqui llegamos a un inconveniente, porque p‘|1’;—_11 entonces p' < I;Tl, pero

p' —1<p', y mas aun, p* > %. Esto constituye una contradiccion y por lo tanto p® y
p* +p* 1+ -+ p+1no tienen divisores comunes diferentes de uno y entonces son
primos relativos. Entonces, por el lado de los enteros p' y [p'~t + p*™2 + -+ p* + 1] ya
vimos que no es posible que H(n) sea un entero. Ahora so6lo queda analizar que
[Pt +p'~% + -+ p! + 1] pueda dividir a [a + 1]. Pero tampoco puede suceder esto, y
se debe a que p% +p* ! + -+ p+ 1 tiene a + 1 sumandos mayores o iguales a 1, lo

cual lleva a que
pE+p*t+-+p+l1>a+1l

Con esto se llega finalmente a que H(n) no puede ser un entero cada vez que n sea la

potencia de un primo.

46



Después de este primer descarte de enteros que no pueden tener media armonica entera,
Ore prosiguid su analisis y se ocup6 de demostrar que cuando n # 6 y es producto de

primos diferentes, entonces la media armonica de los factores no puede ser un entero.

n-t(n)

Para demostrar esta proposicion recordemos que H(n) = y del enunciado

a(n)
considérese que n = p,p,..p,, con los factores ordenados de forma ascendente.
Sustituyendo los elementos de H(n) se obtiene que

P1P2 Dy - 27
1+ D+ 1) ...(pr+ 1)

H(n) =
(notese que T(n) =27y o(n) = ((py + D(p2 + 1) ... (pr + 1)).
Ahora supongamos que n es impar y reescribamos a H(n) de la siguiente manera:

1
o P1P2 - Pr-* 2" P1P2 - Dr

oD@+ Dt ) () (Y

H(n) =

pit+1

—, coni € {1,2,...,7}, o es primo o

En el denominador podemos apreciar que cada

se puede descomponer en primos, asi que en el denominador habria por lo menos r
primos; pero ndtese que cada factor del denominador es mas pequefio que cualquiera del
numerador, y esto nos lleva a concluir que ningun elemento del denominador puede ser
pr- Entonces, si todos los factores del denominador fueran primos, y como ninguno de
ellos es p, , podria suceder que éste se cancelara con algin primo entre
p1P2 - Pr—1, PEro como son 1 factores entonces sobraria uno que no se cancela con p,,
asi que el cociente no seria un entero.Y si fueran mas de r primos se podrian eliminar a
lo mas r — 1, y quedaria p,- en el numerador, y en el denominador primos que no se

cancelan con p,., y nuevamente el cociente H(n) tampoco seria un entero.

Para el caso en que # sea par, es decir, que p; = 2y se tiene que

2" py .y 22 py ... r

3-(p+ 1) (or+1) 3(,,274,1)(%7“)

H(n) =

y esta igualdad solo puede ser un entero sip, = 3, porque de no ser asi entonces no
habria forma de eliminar al tres del denominador y en consecuencia H(n) no seria un

entero. Asi, con p, = 3 se tiene

22-3-p, ... 2 ps3..
H(n) = pP3 .- Pr _ D3 - Pr

o G I =0 B =)
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y como se requiere cancelar al 2 y los factores del denominador también estan en orden
. p3+1\ . . . (ps+l
creciente, entonces (=5—) tiene que ser necesariamente 2. Pero si (Z—)=2,

entonces p; = 3, pero en las hipdtesis se menciond que todos los primos en la
factorizacion p,p, ... p, son diferentes y puestos en orden creciente, entonces se da una
contradiccion porque ya se tenia que p, = 3, y esto no puede ser el caso. Lo anterior nos

lleva finalmente a que H(n) no puede ser un entero.

Hasta ahora practicamente solo hemos visto conjuntos de nimeros cuyo conjunto
de divisores no tienen una media armonica que corresponda a un entero positivo, pero
en lo que resta de esta seccion se mostraran las propuestas de Ore de enteros que si

pueden tener conjuntos de divisores que tienen una media armonica entera.

Los casos de Ore apuntan en la direccién de los nimeros perfectos, aquellos que

cumplen que g(n) = 2n. De la definicion de media armoénica para el conjunto de los

nt(n) _nit(n) _

divisores de n se tiene que H(n) = % Para el caso de un perfecto par

o(n) T 2n
de la forma n = 2™"1(2™ — 1) se tiene que 7(n) = (m — 1+ 1)(1 + 1) = 2m; entonces

se concluye que

es un entero, es decir, la media armonica pertenece a los enteros positivos.

Pero atn falta una parte y es la que corresponde a los perfectos impares. Por lo
que conocemos como factor de Euler, sabemos que si se llega a encontrar un perfecto
impar éste tiene que ser de la forman = p”‘qfﬁ1 qfﬁr donde p* = @ = 1 (mod 4)18. Lo
anterior nos lleva directamente a que @ = 4k + 1, y entonces al calcular 7(n) se llega a
quet(n) = 4k +2)2B;+1)..2B, +1) =22k + 1)(2B; + 1) ...(2B, + 1) es par, y por

lo tanto H(n) es un entero.

Para terminar veamos que si se tiene un numero con media harmonica entera,
entonces es posible construir otro numero también con media armodnica entera. Para
esto supongamos que n tiene media armonica entera. Haciendo n; = kn, con k un

nimero con media armonica entera tal que (k,n) = 1, se tiene que

18 r .
El término p°® es lo que conocemos actualmente como factor de Euler.
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k-n-t(k-n)

Hny) =H(k-n) = (-1

La segunda igualdad resulta de que (k,n) = 1.

Considerando las propiedades tanto de 7(n) como las de g(n), y reacomodando
términos encontramos que

k-n-r(k-n)_n-r(n)_k-r(k)

Ao =Hem == "~ om o

Asi, n, serd un entero con media armodnica entera.

Lo que tenemos es que los nimeros que cumplen con tener media armdnica entera

son los que actualmente se nombran como los nimeros armonicos de Ore.
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Capitulo 4

Los numeros armonicos vistos desde los ciclos
de las permutaciones.

En los primeros dos capitulos se trabajo en aproximaciones de los nimeros armonicos y se
tomo a estos como una funcién de n, y ésta se compard posteriormente con otras funciones.
Lo que se busca en esta seccion es mostrar que los nimeros armoénicos se pueden expresar
en términos de la cantidad de permutaciones, con n elementos determinados, que se pueden
descomponer exactamente en & ciclos.'” En otras palabras, lo que haremos es expresar a los
nimeros armoénicos empleando los ntimeros de Stirling de primer grado, utilizando s6lo la
suma que la definicion de H,, nos sugiere y adoptando una interpretacion combinatoria del

. 2
resultado de la misma.?°

Retomemos al n-ésimo numero armoénico

Si queremos expresarlo como un racional entonces nos tenemos que enfrentar a una

operacion no muy grata como lo seria €sta

Zn:l_n!+(1-3-4-5-...-n)+(1-2-4-5-...-n)+(1-2-3-5-...-n)+~~+(1-2-3-...-(n—l))
k- n!
k=1

Si consideramos n = 0, entonces se puede expresar al n-ésimo numero armoénico de la

siguiente manera: H,, = %, donde p,, = 0.

Asi, en este contexto definimos a py = Hy = 0, y paran = 1, sabemos que H, =

H,_{+ %; a partir de esto se puede llegar a que

¥ Para el conjunto {1,2,...,n}, se va a entender por ciclo un arreglo de la forma (1,2..n) o sus
permutaciones, como por ejemplo (n ... 2,1).

Lo que se expone en este capitulo se basa en (Benjamin, 2002).
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_&_ pn—l +l:npn,l+(l’l—1)'

9

"l (n=D! n n
de donde
&:npnfl+(n—l)!’ @.1)
n! n!
por lo que

p,=np,  +(n-1)!

Lo que tenemos es una expresion recursiva para p,,, pero lo mas importante es que tenemos
la posibilidad de interpretar como es el numerador del n-ésimo armoénico. Para explicar
combinatoriamente esta expresion primero veamos coOmo son los nimeros de Stirling, ya

que esto nos facilitard su comprension.

4.1. Nameros de Stirling
Los nimeros de Stirling se denotan por [Z] conn =k > 1y representan el nimero de

permutaciones de n elementos en k ciclos. Antes de seguir daremos un ejemplo de los
ciclos para que se entienda mejor su significado. Veamos el ejemplo de contar el nimero de
maneras de sentar a n personas diferentes alrededor de k mesas circulares idénticas, y sin

permitir que alguna esté vacia.”’
Para calcular [Z] seguiremos el camino de la recursividad, y para ello veamos que a
partir de la definicion, con n = 1, se tiene que [111] =(n-1

Pero retomemos el ejemplo para el caso de la ultima igualdad. Consideremos al
conjunto {1,2,3}, y que representan a tres personas, la #1, #2 y #3, que se tienen que sentar

alrededor de una mesa circular. Asi, podriamos sentarlas de las siguientes formas

(123),(132),(231),(213),(312),(321),

*'Por ejemplo:
[;}] = 6, ya que tenemos las siguientes configuraciones

posibles,(1)(2)(34), (1)(3)(24), (1)(4)(32), (2)(3)(14), (2)()(31), (3) () (21).
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pero como la mesa es circular, entonces los arreglos (123),(231) y (312) se pueden
considerar como el mismo, ya que la persona #1 siempre tiene del mismo lado a la persona
#2. Por otra parte, en los arreglos (132), (213), (321) la persona #1 tiene del otro lado a la
persona #2, entonces, tanto los arreglos (123),(231)y (312), asi como los de

(132),(213), (321), cuentan como uno por cada grupo. Con este ejemplo podemos ver que

las permutaciones de tres elementos en un ciclo son exactamente [ﬂ =2=03-1.

Ahora, para k > 2 se tiene que

I P R

donde [n Z 1] es el nimero de permutaciones de n + 1 elementos en k ciclos, o pensando en

el ejemplo, se cuenta el nimero de maneras en las que se pueden sentar n + 1 personas
diferentes en k mesas circulares. Acto seguido abordemos la igualdad, pensando que en el
lado derecho se pone atencion a la persona n + 1, considerando si ésta se encuentra sola en

una mesa o no.

Entonces si la persona n + 1 estd sola en una mesa, se tiene que n personas restantes

n .
se acomodan en las k — 1 mesas restantes de [k _ 1] formas. Pero si la personan + 1 no
estd sola, entonces primero acomodamos a las otras n personas en las k mesas y asi

tendriamos [Z] formas de hacerlo, pero para cada una de ellas hay que agregar a la persona

, n .
n + 1, por lo tanto, tendriamos n [k] maneras de colocar a las n + 1 personas, y que ademas
la #(n + 1) no esté sola. Asi, al sumar ambas situaciones, cuando la persona esta sola y

cuando no lo estd obtenemos que [n 7{' 1] = [k f 1] +n [Z]
Para el caso particular en que k = 2 se obtiene
"7 1=+ nfo] = o]+ -

Notese que en el caso de que p, en (4.1) fuera igual a [7”2' 1], entonces la igualdad p,, =
np,_1 + (n — 1)! quedaria representada de la manera

3= nfg) - i

obteniéndose asi una interpretaciéon combinatoria para p,,.
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Ademas, como p; =1 = [g] , Yy sl para toda n>1, p, = [n ; 1] entonces se tendria que

n+1]
H, = -2

n!

, y éste seria un resultado importante.

n+1
Si se justifica que H, = [j—l] entonces ya estaremos en posesion de una herramienta

que nos permitira relacionar a los nimeros de Stirling con los armonicos.

Pasemos ahora a demostrar el teorema. Primero se hard de una manera que permita
familiarizarse con la idea de qué se esta contando. La segunda forma también esta orientada
al conteo, pero poniendo especial atencion en la posicion de cierto elemento; tal manera de
contar no s6lo nos sirve para facilitar los céalculos en futuras demostraciones, sino que
también muestra detalladamente como acomodar los elementos en los ciclos para que las
configuraciones resultantes sean validas. Esto serd utilizado para las siguientes

demostraciones.

Teorema 4.1. Paratodon > 1.

Hn n!

Lineamientos generales para la demostracion:

Sea T, el conjunto de maneras en las que se puede disponer a los elementos del 1 hasta el n,
. .. , n . .
en dos ciclos disjuntos no vacios. Por lo tanto |T,| = [2] También convenimos en que

siempre el primer elemento de cada ciclo es el més pequefio de los elementos que éste
contiene; ademads, asumimos que los ciclos se adectian a un orden creciente con base en el
primer elemento del ciclo. De esta manera el ciclo que contiene al 1 siempre es el primero,
esto es, estd a la izquierda, y por eso se le llama ciclo izquierdo, y al otro se le llama ciclo

derecho. Por lo anteriormente convenido, las permutaciones en T, tienen la forma:
(alaz aj)(aj+1 ...an), conl<j<n-1a=1

Y @41 €s el elemento mas pequefio del ciclo derecho.
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Demostracion |

Para la demostracion sera 1til contar las permutaciones en T,,; que tienen exactamente k
elementos en el ciclo derecho, para 1 < k < n.

Primero se escogen k elementos del conjunto {2, ...,n + 1}, y estos se pueden elegir de

(Z) maneras. Después, para cada una de esas (Z) formas, podemos acomodar a los k

elementos en el ciclo derecho de (k — 1)! maneras. Ademas, para cada una de las (Z) (k —
1)! maneras de arreglar k elementos en el ciclo derecho, se tienen (n — k)! maneras de

arreglar a los n — k elementos restantes en el ciclo izquierdo, de manera que hay (2) (k —

n!

Din-k)!= Ty

k=D!'(n=-k)'= ™ permutaciones de T, con k elementos en el ciclo
k p

derecho.

. ’ - n!
Pero si sumamos los términos > para cada valor de k, entonces obtendremos el

numero de permutaciones en Ty, que es igual a [n ; 1]. Entonces

3= Y=
k=1

= n! H,, que es lo que queriamos probar.

Y asi llegamos a que [" -2" 1]

Demostracion 1l

ifn+1 . ; .
La otra manera de demostrar que H, = ;[ ; ] sera a través de considerar que para

n! . . ;.
2<r<n+1hay o permutaciones en Tj,,; que tienen a r como el elemento minimo en

el ciclo derecho.

Por lo antes mencionado podemos decir que los ciclos a contar son de la forma
(1..)(r...), y que todos los elementos del 1 hasta el r — 1 aparecen en el ciclo izquierdo,
garantizando asi que » sea el minimo en el ciclo derecho; mientras tanto los elementos de

r + 1 hastan + 1 podrian estar en el ciclo izquierdo o derecho.
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Para empezar a contar lo primero que hacemos es acomodar del hasta el r — 1 en el ciclo
izquierdo y tomar a r al principio del ciclo derecho; entonces habria (r — 2)! maneras de

que esto suceda en el ciclo izquierdo.

Asi, para cada una de las (r — 2)! maneras de arreglar a los elementos desde 1 hasta
r — 1 en el ciclo izquierdo, y con r en el lugar que le corresponde en el ciclo derecho,
comenzamos a acomodar los elementos faltantes, que son r+ 1,r+ 2,...,n+ 1. La
manera de hacerlo es insertando uno a la vez, a la derecha de los que ya estaban
acomodados (lo hacemos a la derecha para garantizar que 1 y r sean los primeros de su

correspondiente ciclo).

Por cada una de las (r — 2)! maneras de ubicar desde el 1 hasta r — 1 en el ciclo
izquierdo, y con r al principio del ciclo derecho, hay » elementos ya posicionados, por lo
que a7 + 1 lo podemos poner a la derecha de los r ya colocados, de r maneras diferentes.
Con lo cual, ahora ya hay r + 1 acomodados; a r + 2 lo podemos ubicar de r + 1 maneras
diferentes a la derecha de los r + 1 ya acomodados, y asi continuamos hasta n + 1, donde
debe de haber n que ya estan acomodados, y por eso hay n maneras de colocaran + 1 ala

derecha de los n ya acomodados.

Lo anterior en conjunto significa que por cada una de las r maneras de acomodar a
r + 1 hay r + 1 maneras de colocar ar + 2, y asi sucesivamente hasta n, por lo que el
numero de maneras de poner de r + 1 hasta n + 1, para alguna de las (r — 2)! maneras de
acomodar a los elementos de 1 hasta r — 1 estara dado por

1-2-....r=1-r-....n _ n!
1-2-....r—1 (r=1!

r(r+1)(r+2)---n=

Si recorremos cada uno de los valores que puede tomar r (a saber, 2<r<n-+1),

estaremos contando las permutaciones en T, = [n 42' 1].

Asi,

n+1

n

n+1]_ o IZE— I

[ 2 ]— r—1_n' k—n.Hn
r=2 k=1
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donde la segunda igualdad se da porque hicimos k = r — 1; ademas, si2<r<n+1y
restamos 1, tenemosque 1 <r—1=k < n.

n+1
Recapitulando: la igualdad H,, = M es una manera interesante de relacionar a los

n!
numeros armonicos con los de Stirling, pues el significado del numerador nos indica que la

definiciéon de H, también tiene una interpretacion en términos de los ciclos de las

permutaciones.

4.2. Propiedades que vinculan nimeros armaénicos y numeros de Stirling.
En esta seccion ofrecemos una interpretacion combinatoria de algunas identidades que
originalmente se presentaban solo en términos de numeros armoénicos y coeficientes

n+1
binomiales a través de la identidad antes planteada, H,, = [ j‘ ],

que relaciona a Hy, con los

numeros de Stirling.

Aqui presentamos algunas de esas relaciones entre nimeros armonicos y formulas
combinatorias que daran lugar a ciertas identidades que estaran en términos de los nimeros
de Stirling.

Para n y m enteros no negativos se tiene:

a) sz =nH —-n

ik n |
o S s

o El (-

Propiedad a)

Por medio de la conexidén entre nimeros armonicos y de Stirling ya sefialada es posible
obtener una expresion que sélo involucre nimeros de Stirling, y ésta brinda la posibilidad
de dar una demostracion basada plenamente en el conteo y que se desarrolla de manera

intuitiva.
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Para transformar la identidad ).}_; H, = nH, —n aplicamos el Teorema 4.1, es decir,

sustituimos a Hy, y a H,, por una expresion en términos de nimeros de Stirling, para llegar

aque
n-1
lik+11_nm+1 1 4
gﬁﬂz Tl 2]_"‘m—m[2]_”

o visto de otra manera,

CO-Dlk+1) 41
; k! [z]z[z]_"!

por lo tanto

n—1( — 1)1
> e[

Haciendo el cambio n :== n — 1 llegamos a

n—2
F)=-vre Y S 2 paran 22
k=1

y esta Ultima expresion es la que se va a demostrar.

Sabemos lo que representa el lado izquierdo; falta entonces ver qué representa el lado
derecho en términos de Stirling. Para llevar a cabo esto nos servird contar el numero de

permutaciones en T, que tienen al 2 en el ciclo derecho, que junto con las permutaciones

que tienen al 2 en el ciclo izquierdo nos dara el total [721]

n , . . .
[2] cuenta el nimero de permutaciones en T, y sabemos, a partir de la demostracion

n! . .
del Teorema 4.1, que — cuenta las permutaciones de T ue tienen a r como el
r—1 n+1

(n-1)!

2—

elemento minimo en el lado derecho. En nuestro caso, si r = 2, entonces tenemos

(n —1)!, es decir, (n — 1)! cuenta el nimero de permutaciones en T,, que tienen al 2 en el

ciclo derecho.

Contemos ahora las permutaciones donde el 2 esté en el ciclo izquierdo para obtener

el total de permutaciones en Ty,.
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Se tiene que cualquier permutacion con el 2 en el ciclo izquierdo tiene la forma

(1ayaz ... an—-x2by1b, ...bj_1)(bj ... by)

conl<k<n-2y1<j<k

Cuando k = n — 2 el 2 esta al lado del 1, y si variamos a k y j tenemos que los ciclos son

de esa forma.

Aseguramos que el namero de tales ciclos, con exactamente k términos a la derecha

del 2, esta dado por el £ -ésimo término de la suma.

Para ver que tal es el caso, primero se toman a,a, ... a,_,_j del conjunto {3, ..., n},
en cualquiera de las (n — 2)!/k! formas. En el conjunto {3, ..., n} hay n — 2 elementos, y si

tomamos n — 2 — k de ellos, sobran k que no fueron escogidos mas el 2; asi, tenemos

k + 1 elementos no escogidos que se acomodan de [k ; 1] maneras en dos ciclos que tienen

la forma (2b1b2 ...bj_l)(bj ...bk) con 1 <j <k (esto nos asegura que el 2 permanece

siempre en el ciclo izquierdo).

Asi, por cada una de las (n — 2)!/k! formas que se pueden escoger a a;a; ... A,_o_k

hay [k ; 1] maneras de acomodar a by b, ...bj_1 bj ... b, de la manera antes descrita, por lo

que @ [k ; 1] es el nimero de ciclos con exactamente k elementos a la derecha del 2y

este ultimo en el ciclo izquierdo.

Propiedad b)

La idea nuevamente es transformar la identidad b) a una que involucre a los nimeros de
Stirling y a los coeficientes binomiales, ya que estos se prestan para una demostracion
basada en el conteo.

Asi, a la identidad Y72} (7]:1) Hy, = (mrj_ 1) (Hn - ﬁ), le aplicamos el Teorema 4.1 y

obtenemos

n-1

(@l =G G )

&
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Sustituyendo a (Y'I;) y (m:l_ 1) resulta que

k! k n! 1 1 1
];nm!(k—m)!k![ ;1]:(m+1)!(n—(m+1))!(a[n; ]_m+1)

Simplificando, obtenemos las siguientes ecuaciones:

n-1
1 1 1
];nm!(k—m)![k—;l]:(m+1)!(n—(m+1))!([n+ ]_m+1)

< (m+ D! (n—(m+ D) [k+ 1] [n+ 1]

= m! (k —m)! m+1
< (m+ 1! (n—(m+ 1))'[k+1] [n+1]
= m! (k —m)! m+1

Haciendo n:==n—1m:=t—1yk:=k—2, llegamos a la expresion que nos importa

demostrar:

[n] n_l)' Z [k_l]%:gi,con1£t§n—l

k=t+1

En esta demostracion es importante decir cuales son los tltimos t elementos (1 <t <n —

1) de los ciclos (1a2 as .. aj)(aj+1 an), los cuales resultan ser

Ap, Ap—1, -+, Any1—¢

aun cuando alguno de ellos esté en el ciclo izquierdo.

Lo que se va a realizar es una particion de las permutaciones en T, de acuerdo a si el

mayor de los ultimos t elementos esta solo en el ciclo derecho o no.

Se afirma que paral <t <n-—1, el nimero de permutaciones en T,,, donde el

mayor de los ultimos t elementos esta solo en el ciclo derecho, es (n — 1)!/t.

Las permutaciones por contar tienen la forma (1a2a3 aj)(an), donde a,, es el mas

grande del conjunto {ay41—¢) o) Ap—1, An}-

A los elementos a,as; ...a,_1a, (que son n — 1) los podemos permutar de (n — 1)!
maneras, y asi obtener los ciclos de la forma (1a,as ...a,,_;)(a,) antes descritos. En todos

esos ciclos el mayor de los ultimos t elementos tiene la misma probabilidad de estar en
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cualquiera de las Gltimas t posiciones, y por eso hay (n — 1)!/t permutaciones en las que el

mayor de los ultimos t elementos esta solo en el ciclo derecho.

Como siempre, hay que contar en cuantas permutaciones el mayor de los ultimos ¢
elementos no esté solo en el ciclo derecho. Para eso elegimosuna t,talque 1 <t <n — 1.
El 1 no esta incluido en los ultimos t elementos, y por las convenciones antes hechas, por

ello, si llamamos & al mayor de los ultimos t elementos, tenemos que t + 1 < k < n.

Construyamos las permutaciones que intentamos contar: para ello, acomodamos del 1
hasta el k — 1 en dos ciclos; para ello hay [k ; 1] maneras de hacerlo, y para cada una de
esas maneras insertamos a k a la derecha de alguno de los tltimos t elementos, habiendo
asit [k ; 1] maneras de realizar este proceso, asegurandonos asi que k es el mayor de los

ultimos t elementos y que no esta solo en el ciclo derecho (ya teniamos dos ciclos no

vacios y todavia insertamos a k).

Para cada una de las configuraciones anteriores ya tenemos k lugares ocupados y nos
falta ain acomodar a k + 1,k + 2, ...,n. Pero para asegurarnos de que k siga siendo el
mayor de los Ultimos t elementos colocamos a los faltantes a la derecha de cualquier

elemento que no sea alguno de los ultimos t elementos.

Por lo anterior sabemos que ya hay k ubicados, pero no podemos colocar al k + 1 a
la derecha de ninguno de los ultimos t elementos; debido a ello, sélo hay k — t lugares
disponibles para k + 1; para k + 2 ya habrd k + 1 acomodados, y por tantok +1 —¢

maneras de colocar ak + 2, y asi seguimos con un argumento similar al de la segunda

demostracion del Teorema 4.1. Concluimos que por cada una de las t[k ;1]

configuraciones hay (k—t)(k+1—-t)..(n—1—-1¢t) = E::i:g: maneras de acomodar a

k+1,k+2,..,n, de modo que k sea el mayor de los ultimos t elementos. Por tanto,
variando los valores posibles de t obtenemos el segundo sumando de la expresion que

deseamos demostrar.
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Propiedad c)
Al igual que antes usaremos el Teorema 4.1, pero ahora lo haremos para pasar de una
expresion en términos de armoénicos a una que soélo tendra nimeros de Stirling. Previamente

habiamos visto que es conveniente hacerlo de esa manera.

n—1
Tenemos Z[i ) ! . = [”;] (H,—H,) yaplicamos el Teorema 4.1; entonces

k=m n—
-1

(== G-

m

3

=
1l

Sustituyendo a (::l) resulta

n-1

1 ! 1
an(rl:l)n_k m! (nn m)'(n' [""‘ 1] ![m; 1])
Simplificando
nl m'(n m)' n+1] _ "Mm+1
SEEEE
por lo tanto
n-1

(k)m!(n—m)! n_![m+1] _ [n+1]

m n—k
m

=
1l

Haciendon:=n—-1,m:=m—-1yk:=t—1llegamos a la siguiente ecuacion:

n-1

[n] [ ((:1__11))', + Z (7;__11) (m _(173!_(2)_ m)!,para l1<m<sn

y ésta es la igualdad cuya validez demostraremos.

En el lado izquierdo de la igualdad tenemos a [;l], que ya sabemos lo que cuenta. Del
otro lado hay una expresion, de la cual se demostrard que lo que cuenta es el nimero de
permutaciones en T, que tienen del 1 hasta m en el ciclo izquierdo y el nimero de
permutaciones en las que los elementos del conjunto {1,2, ..., m} estan repartidos en ambos

ciclos de T,, no so6lo en el izquierdo o el derecho.
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Empecemos con el caso en que los elementos 1,2, ..., m estan repartidos en los dos ciclos,

de manera tal que cada ciclo tiene al menos uno de ellos.

Los elementos 1,2, ...,m se pueden arreglar en dos ciclos de [rg] maneras, y para
cada una de ellas hay que ver de cuantas formas se pueden acomodaram + 1,m+2,...,n
en los lugares restantes. Para cada una de las [rg] maneras de arreglar al 1,2, ..., m en dos
ciclos, ya se tienen ocupados m lugares; asi que para el elemento m + 1 hay m maneras de
colocarlo a la derecha de los m elementos ya acomodados,* y por cada [Zl] m maneras de

arreglar del 1 hasta el m + 1, el elemento m + 2 se puede colocar de m + 1 formas a la

derecha de los m + 1 ya acomodados, y asi sucesivamente™hasta llegar al elemento n, para
el cual por cada [Zl]m(m + 1) ...(n —2) formas de acomodar del 1 hasta el n — 1, hay

n — 1 formas de acomodarlo a la derecha de los n — 1 elementos ya acomodados. Asi, el
niumero de permutaciones que tienen a los elementos 1,2, ..., m repartidos en ambos ciclos

es
(n— 1!

[ ]m(m+1) .(n— 1)—[ ](m—l)'

Ahora contemos cuantos ciclos de T, tienen al 1,2, ..., m en el ciclo izquierdo.

Se afirma que el otro sumando en la parte derecha de la identidad cuenta el numero
de permutaciones antes descritas, pero con exactamente t elementos en el ciclo izquierdo y
n —t en el derecho, para una t que cumple conm <t <n — 1. Es decir, que en el ciclo
izquierdo tienen que estar del 1 hasta el m, y podria o no haber otros elementos.
Para empezar el conteo consideremos una t fija tal quem <t < n — 1, por lo que el ciclo

izquierdo tendra t y el derecho n — t.

Se desea contar el nimero de ciclos de T;, en los cuales todos los elementos del
conjunto {1,2, ..., m} estén en el ciclo izquierdo; para ello, y por las convenciones antes
hechas, colocamos al 1 en el principio del ciclo izquierdo, por lo que quedan t — 1 lugares

disponibles en el ciclo izquierdo para los m — 1 elementos del conjunto {2, ..., m}. Existen

#2Se colocan los elementos m + 1,m + 2, ..., n a la derecha de los ya acomodados para que nos aseguremos
de que el primer elemento de cada ciclo sea el mas pequefio.
**La justificacion es semejante al argumento de la segunda demostracion del Teorema 4.1
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(,51111) maneras de escoger m — 1 lugares de los t — 1 disponibles en el ciclo izquierdo. Y

t—1

por cada una de esas (m_ 1

)maneras hay (m — 1)! formas en que los elementos 2, ..., m

ocupen m — 1 lugares. Pero para cada una de las (;l__ll) (m - 1)! formas de acomodar a los
elementos 2, ..., m falta acomodar a los elementos m + 1,m + 2, ..., n en los n — m lugares
restantes. Hay (n — m)! maneras de hacer eso, pero por cada n — t maneras, solo una pone
al elemento mas pequeno del ciclo derecho al principio del mismo; por eso dividimos a
(n —m)! entre n — t, obteniendo (n —m)!/n —t, de manera que no haya repeticiones.

Por lo tanto, para la t elegida, existen

t—1\y(m—-1D!I(n—-m)!
(m—l) (n—1t)

maneras de acomodar a todos los elementos del conjunto {1,2, ..., m} en el ciclo izquierdo,

mismo que tiene t lugares disponibles. Ademas, cumple con el requisito de que el primer

elemento del ciclo es el mas pequefio.

Recorriendo todos los posibles valores de t llegamos a que

n-1

—1y(m—=1D!(n—m)!
2(7:1—11) = (n—r;) =

t=m

Sumando los subtotales de los casos obtenemos el nimero de permutaciones en T,.

En las tres proposiciones anteriores pudimos utilizar la relacion entre H,, y los
nimeros de Stirling. Esto para cambiar de unas identidades que envolvian armonicos y
coeficientes binomiales a otras identidades que involucran niimeros armoénicos y de Stirling,
lo cual nos llevo a realizar demostraciones basadas en el hecho de contar elementos de un
conjunto, lo cual es un concepto mas cercano a la intuiciéon que los que se usan al realizar

una demostracion algebraica.

Para finalizar este capitulo estudiaremos el siguiente teorema que nos proveé de otra
relacion entre niimeros armonicos y de Stirling, donde se hace nuevamente uso del teorema
4.1 para transformar la expresion inicial a una que facilite el conteo via los niimeros de

Stirling.

Teorema 4.2. En promedio, una permutacion de n elementos tiene H,, ciclos.
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Demostracion:
n

Como n elementos tienen n! permutaciones y de las cuales [k] tienen k ciclos, entonces el
Teorema 4.2 enuncia de forma equivalente que
n
Reak g
n! = Hn

y si se aplica el Teorema 4.1, entonces

S k[ = [ 1] connz 1
k=1

En el lado izquierdo se cuenta el nimero de permutaciones de {1, ...,n}, con k ciclos, y
donde uno de ellos es diferenciado de alguna manera. Por su parte, el lado derecho cuenta
el numero de permutaciones del conjunto {0,1,...,n}, con exactamente 2 ciclos. Para

demostrar la igualdad se dard una correspondencia uno a uno entre ambos conjuntos.

Para ver la correspondencia se transforma la permutacion de n elementos con k ciclos

y tomando a C; como el ciclo diferenciado:
(€ (Ce=1) - (G+1)(G) (Gj-1) - (E(C),
en
(0C1Cy ... Cj—1Cjiq - Ck—1Ci) (C)).
Si contrariamente tenemos (0a;a, ...a,_;)(by ..b;) en Tpyq, con M el ciclo

distinguido, tal ciclo se insertara entre los ciclos Cj_; ... C,C; que se generan de la siguiente

manera:

Cy, el ciclo que estd mas a la derecha, empieza con a4, seguida por a,, y asi
sucesivamente, hasta encontrar un niimero a; que sea menor que a;. Asumiendo que aq;
existe, es decir, a; # 1, construimos a C, poniendo a a; al principio del ciclo y repetimos el
procedimiento anterior; empezaremos un nuevo ciclo cada vez que encontremos un nuevo
elemento mas pequefio. Ya formados los ciclos y habiendo insertado el ciclo diferenciado,
obtenemos una permutacion de n elementos de acuerdo con las convenciones hechas. Asi,

obtenemos la correspondencia uno a uno que buscabamos.
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Se puede generalizar lo que acabamos de demostrar de la siguiente manera:

Si hay m ciclos de los k ciclos dados, entonces

YR

Esta vez el lado izquierdo cuenta el nimero de permutaciones de {1, ..., n} con k ciclos,

pero m de ellos son diferenciados y hay (YI;) maneras de escogerlos de entre k ciclos. El

lado derecho [::1111] cuenta el nimero de permutaciones del conjunto {0,1,...,n} con

m + 1 ciclos.

Si tenemos la permutacion con n elementos, k ciclos y m de ellos diferenciados, lo
transformamos en m + 1 ciclos de la siguiente manera: el primer ciclo consiste en juntar
todos los ciclos no diferenciados acomodados en orden descendente de acuerdo con el
primer elemento del ciclo, y los siguientes m son los ciclos diferenciados acomodados en

orden creciente, de acuerdo con el primer elemento de cada ciclo.

Y si tenemos m + 1 ciclos en las permutaciones del conjunto {0,1, ..., n}, procedemos
de manera semejante a la demostracion del Teorema 4.2; pero ahora, después de formar los

ciclos, insertamos los m ciclos distinguidos segun las convenciones hechas antes.

Todavia se puede generalizar mas la ecuacion anterior si planteamos que

Zn: [Z] 2k = (n + 1)!
k=0

donde tenemos un numero arbitrario de ciclos diferenciados.

Con este ultimo resultado se cierra este capitulo, habiendo mostrado algunas
relaciones que se generan entre los nimeros armoénicos y la cantidad de permutaciones en k
ciclos, y esta relacion permite que se expresen de un lado u otro las equivalencias entre

armonicos y numeros de Stirling.
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Capitulo 5

Temas de actualidad sobre niumeros armoénicos

Este capitulo esta dedicado a la exposicion de algunos resultados que involucran a nu-
meros armoénicos, pero con la caracteristica de que son extraidos de trabajos publicados
en afos recientes, y esto tiene el proposito de mostrar que el estudio de los numeros
armoénicos sigue produciendo resultados. Enseguida mostraremos algunos de estos re-

sultados que dan una idea de los temas en donde se desarrollan los mismos.

Uno de los aspectos que podemos estudiar de H,, bajo el enfoque de cantidades
fraccionarias, es el de darle una interpretaciéon combinatoria a través de los nimeros de
Stirling —que es lo que ya se hizo en el capitulo anterior— y en especial apelando a la
parte del numerador. Otro aspecto, pero con H,, expresado como una fraccion irreduci-
ble, es la divisibilidad de H,, para unan € N, o cuando H,, es congruente modulo n € N.
Un caso especial e interesante se presenta cuando n = p — 1 con p primo, y es ese caso
precisamente el tema de estudio de este capitulo. Comenzaremos con la congruencia de
Wolstenholme que tendra dos demostraciones. La primera estara dividida en varias par-
tes en los que podremos observar el manejo y algunas propiedades de H,,. La segunda

esta basada en el uso de las propiedades de ciertos polinomios.

La llamada congruencia de Wostenholme es equivalente al teorema de Wolsten-
holme, del cual veremos algunas variaciones y generalizaciones relacionadas —directa o
indirectamente— con los nimeros armoénicos y que involucran coeficientes binomiales y

numeros de Bernoulli.

Por ultimo, en este capitulo vamos a mencionar algunos trabajos recientes sobre

teoria aritmética de los nimeros armonicos.

5.1. Teorema de Wolstenholme

Sea el numero armoénico H,, = 1 + % + % + -+ %, del que sabemos que esté representado

por un numero racional que se puede llevar a su forma irreducible. En particular pode-

mos considerar al conjunto de los Hp.1, que serdn numeros armonicos donde p es un
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primo, es decir, que son los de la forma H,_; =1 + % + % + -4 ﬁ = g, donde a 'y b son

enteros. Lo que nos enuncia Wolstenholme es una propiedad muy interesante sobre di-
visores primos del numerador a y que ademas no es libre de cuadrados®*. Asi, el resul-
tado principal senala que

Si p > 3, entonces p? divide al numerador del racional irreducible % que es la suma

de H,_;.

Antes de proceder con la demostracion de este teorema se requiere probar algunos resul-
tados previos, pero es importante mencionar que estos no son solo un tipo de lemas ne-
cesarios para el resultado principal, sino que también aportan por si solos propiedades
interesantes de los arménicos. Pasemos ahora a presentarlos junto con sus demostracio-

nes.

Propiedad |

. .. .y . . a
Sea p un primo, entonces p divide al numerador de la fraccion irreducible - que repre-

senta a la suma H,_; = 1+ LI
2 3 p—-1

Demostracion

SeaH, =1+ % + % + ﬁ. Si agrupamos los sumandos de manera simétrica to-

mando de H,_; sucesivamente ¢l primero y el Gltimo de los sumandos, tenemos que

H —<1+ ! )+(1+ ! )+(1+ ! )+ (=t
p-1 = p—1) \2 "p-2/ \3 p-3 ptlp—p1p

2

Si se multiplica cada término por la unidad de manera adecuada se obtiene

(WE-D (1 Mk -2) 1(2)
Hp_l_( -1 +(1)(p—1)> (2(10—2) +(2)(P—2)>+

()

y sumando cada binomio se llega a que

= (w6-)* (@e—2)* @e—) <ﬁ)

2

24 Se dice que un numero n es libre de cuadrados si en su factorizacion en primos ningtn factor tiene
potencia mayor que uno.
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Hp—1 =P (ax;—n>+(@x;—a)+(8x;—m>+”+(@?K§f%5> i

20=2-(52)(p=22) + 0= 030~ (2) 0= + -+ =020 = D () p-5)
P pP-1DQ)p-2) (1’2;1) (p _ 172;1)

(p—1)! (p—1)! (p—1)!
p + + -+ f)
_ ((1)(p—1) (2)(p-2) (”2_1)(1;_1’71)
(»—1)!

Aqui se percibe que el producto de los denominadores contiene (p-1) factores diferentes

enteros entre 1 y (p-1), y por lo tanto

= (535
AR
Notese que N es un entero y que ninguno de los factores diferentes de 1, contenidos en
(p — 1)!, divide a p; entonces en el racional irreducible de Hp.1 el numerador es divisible

por p. Esto es lo que se queria demostrar.

Es en la demostracion de esta propiedad donde podemos observar que cuando p es

. e . . 1
un primo en H,_; entonces se facilita la manipulacion de la suma H,_; = 1 + St t

1 . ,
- asi como conocer mas sobre la naturaleza de H,_;.

. .. . N
Sigamos ahora con el analisis de los elementos del cociente —— y veamos que

(p-1!
a partir del entero N, que es de la forma
@-D! (- (- (p—D)! )
+ + R e vl
<(1)(p -1 @@-2 BGFE-3) ) -22)
se puede inferir que
Para toda n en el conjunto {1, 2, 3, ..., (p-1)} se cumple que
(p - D!

— (2y—1
mp—m - ) medp)

(notese que el lado izquierdo de la congruencia involucra a todos los sumandos de N,

incluso dos veces).

Demostracion.

(g(;l_):l), por lo tanto (n)(p — n)x = (p — 1)!. Ahora, por el teorema de Wilson?’

tenemos que (n)(p —n)x = (p —1)! = -1 (mod p), pero como n(p —n)x = npx —

Sea x =

25E] teorema de Wilson enuncia que “Si p es un nimero primo, entonces (p — 1)! = -1 (mod p)”.
q p p p
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n?x, entonces —n?x = —1 (mod p), o de manera equivalente, n?x = 1 (mod p). Pero
como 7 esta en el conjunto {1,2,3, ..., (p — 1)}, por lo tanto n* y p son primos relativos y
esto nos lleva a que la congruencia n?x = 1 (mod p) si tiene solucién incongruente para

x,y éstaes x = (n?)"1(mod p). Finalmente se obtiene que

— 1!
% = (n?)"(mod p).

Ya podemos pasar al andlisis de la existencia de por lo menos un primo al cuadrado

.. _a — N_

entre los divisores del numerador de H,_; = »» bero como Hy_y =p ( (p—1)!)’ entonces
demostraremos que p divide a N, que es parte del numerador de H,_;.

Ahora demostraremos que N = 0(mod p).

Demostracion

La ruta a seguir sera la de probar primero que 2N = 0(mod p). Para esto consideramos

que (n?)™1 = (n™1)%(mod p), y como acabamos de demostrar que

(- 1!

— (271
o= = () (modp)

entonces
2\~ 1
N = (12)—1 + (22)—1 4 e 4 ((pT—l) ) (mod p),
o de manera equivalente
172
N = (1—1)2 + (2—1)2 + - 4 ((pT—l) ) (mod p)

Entonces

2N=N+N=Q1"D2+ @22+ + ((”T‘l)‘l)z + (T2 4
+ ((qu)*)Z (mod p)
= (1—1)2 + (2—1)2 T ((pT_l)_l)z N (_(1_1))2 n (_(2—1))2 + ..

H(-(E2)7)) o

Pero sabemos que —(r™1) = (=) *(mod p) y que (p — 1) = —i(mod p) por lo tanto
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2N = (172 + (2712 4 -+ ((”2;1)_1>2 + (1)) + ((—27H)* + -
_ 2
+ <(— (pT_l) 1)) (mod p)
_1\2 —1\\2
=112+ Q)24+ ((”21) ) + ((— = )) T
+((=279)°((=17)  (mod p)
s s () 4 () o o2

+((p— 1D H%modp) = 172+ 27H% + -+ ((p — D™1)?*(mod p)
= (1% +(2)* + -+ (p — 1)*(mod p)

Pero sabemos que (1)? + (2)?2 + -+ (p — 1)? = 0 (mod p), entonces 2N = 0(mod p).

Finalmente como p es mayor que 3, entonces p no divide a 2, y por tanto p divide a N.

Retomando a H,_; = % = p( Al ), ya podemos decir que p? divide al numerador

(r-1)!

. _ pzM
de H,_,, y en consecuencia hemos llegado a que H,_; = (m)

Se ha establecido que al sumar de manera adecuada los sumandos de H,,_;, y con-
siderando que p es primo se pueden obtener resultados sobre la divisibilidad del nume-
rador de H,_;.

Tenemos ademas otra forma de visualizar al factor cuadratico del numerador de

. . -1 (p—-1)!
H,_. Por lo anterior sabemos que al numerador lo podemos escribir como ¥}_; @ p Y

esta suma puede ser analizada desde el perfil de que cada sumando es un producto de
(p — 2) ntmeros diferentes tomados del conjunto {1,2,3 ..., (p — 1)}. Pero esta suma a

la vez es el coeficiente del término (—x) en el polinomio

gx)=@x-1Dx=-2)..(x—(-1D).

Recordemos que los coeficientes del polinomio g(x) pueden ser representados como

productos de las raices del mismo g(x).
Tenemos que g(x) se puede escribir en la forma

g(x) = xP71 = D;xP7? + DpxP ™3 — oo + Dp—3x2 —Dp_zx+ (p—1)!
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donde el coeficiente Dy, es la k-ésima funcion elemental simétrica de las raices, es decir,
la suma de los productos de los ntimeros del conjunto {1,2,3 ..., (p — 1)} tomados de k

en k. Aunado al siguiente resultado de polinomios que dice

Para cada primo p todos los coeficientes del polinomio

fO)=(x-Dx-2)..(x—(p-1))—xP1+1,

son divisibles por p.

Concluimos que cada uno de los coeficientes Dy, Dy, ..., Dp,_; es divisible porp. Y lo

que nos interesa en este caso es que D,,_, sea divisible por p2.

Asi, lo que se tiene es que g(x) evaluada en p da lugar a que g(p) = (p — D!, y
que por lo tanto (p—1)!=g(p)=pP~' —Dip? 2+ Dp?~3 — -+ D,_3p* —
Dy_>p + (p — 1L Y si reducimos la expresion anterior, y ahora también consideramos
que p > 5, y finalmente volvemos a reducir pero moédulo p3, entonces Dy_,p =

0 (modp?), y por lo tanto D,_,p = 0 (modp?), que es a lo que se queria llegar.

Estas congruencias que acabamos de mostrar donde intervienen los nlimeros ar-
monicos pueden ser vistas como los dos casos equivalentes del teorema de Wolsten-
holme donde ahora la congruencia esta en términos de un coeficiente binomial. El teo-

rema en cuestion entonces diria lo siguiente:

Para todo primo p > 3 se cumple la congruencia (2pp_—11> =1 (mod p3).
Siguiendo esta parte del estudio de los coeficientes binomiales, se han descubierto de-
cenas de propiedades importantes que han complementado y generalizado el teorema de
Wolstenholme. Pero, como el tema de este trabajo son los nimeros armoénicos, entonces
centraremos principalmente nuestra atencion en las partes donde intervienen directa o
indirectamente. Apareceran congruencias que relacionan coeficientes binomiales con
nimeros armonicos, y estos a su vez con numeros de Bernoulli modulo potencias de
primos y un tipo particular de primos, los primos de Wolstenholme, que se definiran a

partir de los nimeros armoénicos.

. . . 2p—1
Abhora se tiene que la congruencia mencionada ( pp_ 1 ) = 1 (mod p3),
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fue generalizado por J. W. L. Glaisher en 1900. Su propuesta es que para p = 5 se tiene

que

En 1995 R. J. McIntosh (McIntosh, 1995) trabajé con el médulo p° y propuso que si p >

7 tendria que suceder que

0 B

Para 2007 J. Zhao (Zhao, 2007) plante6 que si p > 7 entonces

p-1
2p—1\ _ 1 s
(p—1>: 1+2p2E(modp ),
k=1
y notese que esta propuesta si quedd en términos de un nimeros armoénico, ya que la

anterior, que también fue para modulo p°, estaba en funcion de la suma de reciprocos

de cuadrados y no de enteros positivos que son los que corresponden a los armonicos.

Para la potencia p® y p > 7, R. Tauraso propuso en 2010 que

p-
1) Zl P_Zi ‘
(p—l =1+2 k_k 3k_k (mod p®),

o de manera equivalente

2p—1 <1 < 1

p—

(p )—1—2 E E_sz E p(modp6).
k=1 k=1

Recientemente, en 2011 R. Mestrovic enunci6 que para p > 11 se tendria que

p- p-1 \2 p-1

(ot)er-wgiow{(#21) -S jowse

k=1 k=1 k=1

Notese que todas estas congruencias involucran al nimero arménico Y7} 1—, salvo la de

Mclntosh, pero la de J. Zhao si retoma los nimeros armoénicos en el caso del modulo

cinco.

, . . 11 . ,
De aqui podemos inferir que ZLiE se puede expresar de diversas formas segln la

potencia de un modulo primo, es decir, de lo anterior tenemos que
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p—1

k=1

1,
7)o
(p—l =1+4+2p k(modp)

k=1

p—11 p—11
2p—T1\ _ 2 6
(p_1>:1—2p E—Zp ﬁ(modp)

k=1 k=1

=1 2\ B
2p—1)= _ - 2 Z _ 7
(p—l =1-2p k+2p 2p " oz (mod p”).

k=1 k=1 k=1
Y esto nos lleva a expresiones de la forma

Pl
2p—1\ _ 4
(p_l):l—ZpZE+pr1

k=1

p—1
2p—1\ _ 5

k=1

o1 o1
2p—1\ _ 2 6
(5o1)=1-2) =2 ) m+vn

k=1 k=1

Pl Pl 2 p- "
i)=Y Sk

=1-2 -+ 2 2 - — .

(3 PLETP P Lk Rz | TP

k=1 k=1 k=1

Y por tanto el coeficiente binomial <p ) tiene una representacion como expansion en

potencias de p; dicho de otra forma, el coefiente binomial tiene una representacion p-adica,
y ademas es notable que los coeficientes de esta representacion p-adica incluyen nime-

ros armoénicos en algunos de sus coeficientes.
. . . (2p—1 . o .
Por otro lado el coeficiente binomial (pp_ 1 ) también se puede visualizar en tér-

minos de los nimeros de Bernoulli. Estos numeros que denotamos por By, (k en los na-

turales), y que recordamos se definen como los coeficientes de la funcién generadora

ZBkk' ex —1’

De aqui se puede ver que Bo =1, B1 =-1/2, B =1/6, B4=-1/30, y B, = 0 para los impa-

resn > 3.

Ademéds se tiene una congruencia que se conoce como congruencia de Glaisher

ue involucra a los nimeros de Bernoulli B3, y que es la siguiente:
p
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(Zp—l

2
p—1 ) =1 —§p3Bp_3(mod p*),

para todo primo p = 7.

. , 2p—1 - e
Notese que ya se tenia que ( pp_ 1 ) =1-2p Z,"i:i%(mod p*), y por la transitividad de

las congruencias se puede llegar a que

p—1

Z 3 — 1 4
3P B, 3= Zp;E(modp ).

De manera semejante se tienen resultados para los modulos 5, 6, y 7. En estos casos se

dan las siguientes relaciones

p-
3 — 1 5
P°Bp3_p2_p = ZE mod p~)
k=1
p-1 1
P3Bps_p2_y — 3p Bp3+5pB 5_2ka ,Zk_ (mod p®).

Notese nuevamente como se genera la relacion entre armonicos de grado uno y dos con

las expresiones p-adicas que se acompafian de nimeros de Bernoulli.

Ahora pasamos a definir y dar unas propiedades de lo que recientemente se cono-

ce como los primos de Wolstenholme.

5.2. Primos de Wolstenholme

Un primo p se conoce como primo de Wolstenholme si satisface la congruencia

(Zp_—ll) = 1 (mod p*).

p
Se puede ver que esta congruencia se tiene la igualdad
(pr—_ 11) 1
=y w2

se puede apreciar que V), es divisible por el primo p.

Véase que de la congruencia ya mencionada (pr__ll) =1 —§p3Bp_3(m0d p*); se

tiene que 1, = —%Bp_3(mod p). Asi, se puede sefialar que p es un primo de Wolsten-

holme si y solo si p divide al numerador de los numeros de Bernoulli B, ;.

74



En 2007 (J. Zhao 2007) defini6é a los primos de Wolstenholme, recurriendo a nimeros

armonicos, de esta forma:
Un primo p es un primo de Wolstenholme si Zﬁ;i% = 0(mod p3).

En 2011 se lleg6 a un resultado interesante que involucra armoénicos de primer grado y
de grado mayor. (Mestrovic 2011) demostrd que si p es un primo de Wolstenholme en-
tonces

GEEED)

P71 _ 41
YL, p_zi_p_zi ANERIFIA imod N
2402 3L 4 Lkt s L5 6 Luke P
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

N

5.3. Lineas actuales de investigacion.

El tema de los nimeros armoénicos sigue vigente y algunas de las lineas actuales de in-

vestigacion son las siguientes:

NUmeros armonicos y sucesiones de Lucas. Este trabajo lo ha desarrollado (Zhi-
WeiSun 2011) quien estudia congruencias que relacionan numeros armonicos y suce-
siones de Lucas. Uno de los teoremas que ha demostrado es el siguiente:
Seauy =0,u; =1,y u,yq =u™ —4u,_, paran =1,2,3,---. Entonces para todo pri-

mo p > 5 se tiene que
p—1
H, _
> Srttess = 0 (mod p)
k=1

donde § =0sip =1,2,4,8(mod 15), y § = 1 en los otros casos.
En este articulo podemos encontrar congruencias que relacionan armonicos con

nimeros de Fibonacci y de Lucas.

Teoria Aritmética de los nUmeros armonicos. En este caso (Zhi-WeiSun 2012) ha
demostrado varias propiedades que involucran a los armoénicos dentro de un contexto de
la aritmética de residuos segin un modulo que involucra primos. Algunas de las pro-

piedades de la aritmética residual son:

Sea p > 3 un primo, entonces
a) Yh11-k =0 (modp)
b) TkoiHE = 2(p — 1)(mod p?)
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c) Zi;i H? = 6(mod p)
p-1H; _
d) 2k=1k_2 = 0 (mod p)parap > 5.

Para tener mas datos sobre este tema se puede consultar el articulo de (R. Mestrovié¢

2011). Aqui también se encontrara una extensa bibliografia sobre el tema.
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Conclusiones

En los capitulos de la tesis estudiamos a los nimeros armoénicos H,, y exploramos como
pueden ser una herramienta muy eficiente para construir y demostrar resultados que han
llegado a ser de gran importancia en la teoria de numeros, por ejemplo en la construc-

cion de la constante de Euler o en la deduccion de los nameros de Bernoulli

Como la serie armoénica diverge entonces desde el inicio sabiamos que no seria
facil trabajar con sumar parciales de ella, que son precisamente los niimeros armonicos
H, , entonces para encontrar aproximaciones cada vez mas cercanas al valor real de
ellos se usaron los elementos que nos proporciona el concepto de la gran O, y con ésta
cada aproximacion tenia un margen de error el cual siempre se procur6d que tendiera a
cero conforme 7 crecia en H,. Aqui podemos concluir que el uso de las propiedades de
la gran O y de los numeros arménicos nos permitié entender mas el comportamiento de
funciones aritmético-multiplicativas, que son generalmente muy inestables como es el

caso de a(n) y t(n).

En el capitulo cuatro estudiamos la relacién que existente entre los numeros ar-
monicos y los nimeros de Stirling, y como a partir de ella se obtienen identidades que
antes estaban en términos de coeficientes binomiales y numeros armonicos, pero des-
pués estan en términos de niameros de Stirling. En este capitulo tuvimos otra manera de
tratar a los nimeros armonicos, ya que el objetivo no fue aproximar a H,, sino entender

el comportamiento de H,, tanto en el denominador como en el numerador de la suma
. 1,1 1 , .
parcial 1 + Stz tt+o. Aqui es donde surge la manera de relacionar a H, con los

numeros de Stirling. También es importante mencionar que a través de la relacion antes
mencionada fue posible visualizar de mejor manera la demostracion de las identidades
antes citadas, ya que todas las demostraciones se reducen a contar elementos de ciertos

conjuntos.

Después de escribir el capitulo cinco concluimos que el estudio de los armonicos
estd en plena actividad creativa para aportar nuevos resultados, como es el caso de Zhi
Wei Sun, Zhao o Mestrovié¢, que estan enfocados al estudio de congruencias que con-
tienen a H,, con especial interés en que el médulo sea un numero primo; o sobre el

teorema de Wolstenholme que es uno de los resultados méas sobresalientes.
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El tema de los nimeros armoénicos es muy basto y tuvimos la oportunidad de
comprobar al momento de decidir que caracteristicas incluiriamos en la tesis, ya que
teniamos frente a nosotros usos de ellos de gran utilidad en matematica asi como en
otras ciencias, pero nuestro objetivo estaba dirigido a la teoria de nimeros. Asi, sélo
tomamos aquellas propiedades que convergian en tal rama de las matematicas, dejando
fuera las que se alejaban del objetivo, tal es el caso de la representacion analitica de los
nameros armonicos o formulas explicitas para sumas de la forma Y, a; Hj, presentes en

el analisis de algoritmos, entre otras aplicaciones.
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Apeéndice |

La constante y de Euler.

La constante y de Euler®® definida como el limite de [1 + % + -+ %] —In(x), cuando x

tiende a infinito, surgié a mediados del siglo XVIII. El anélisis de Euler de la constante
y se gestd en un entorno de interés por las series del tipo 1 + zin + -+ xin y su conver-
gencia. Fue en su escrito titulado De Progressionibus harmonicis observationes (Euler,
1734) donde dio a conocer dicha relacion entre el logaritmo natural y los nimeros ar-

monicos.

A pesar de que y es considerablemente mas dificil de calcular que las conocidas
constantes Tt y e, el reconocimiento que se le ha otorgado no es del mismo calibre que el

de las otras constantes.

Los usos de y en otras disciplinas de la matematica son amplios, pero aun resta
por conocer de ella. En este sentido falta determinar si y es un nimero irracional o tras-
cendente. Segiin T. Papanikolaou (Havil, 2003) si y se pudiera expresar como un co-

. . a . ’ :
ciente simple —, entonces el denominador b tendria que cumplir con ser mayor a

10242980 Ppor otra parte Hilbert (Havil, 2003) se refiri6 a la irracionalidad de y como un

problema sin resolver que parece intratable.

Entre otras propiedades de y se puede demostrar que la diferencia entre el n-ésimo

armonico menos In(n) y y da lugar a

=1 x — [x]
kZlE—ln(n)—y=f " dx

n
donde [x] es la parte entera menor a x. La anterior diferencia también cumple la siguien-
te desigualdad:

1
H, —In(n) —y < —

— <
2n+1) 2n

También se puede expresar mediante expansiones asintdticas (sirven para hacer estima-

ciones de y):

Zposteriormente seria conocida como la constante de Euler-Mascheroni, y cabe sefialar que Mascheroni
fue quien la denota por (y); ademas contribuy6 con algunos célculos para su aproximacion en 1790.
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1 1
12n2  120n*

1
a) y~H, —In(n) — P +

b) y~Hn—ln(n+%+i+ ! +)

24n  48n3
In(n)+In(n+1) 1 1
¢) y~Hn 2 6n(n+1) = 30n2(n+1)2

La primera expansion asintética fue planteada por Euler, la segunda por Negoi (Negoi,

1997) y la tercera por Cesaro (Cesaro, 1885).

Otras razones que justifican la relevancia de la constante de Euler es que puede
ser encontrada en expresiones como: a) la integral exponencial; b) el primer término de
la expansion en serie de Taylor para la funcion zeta de Riemann; c¢) el calculo de la fun-
cion Digamma; d) la solucion de la ecuacion de Bessel de segunda clase; e) una defini-
cion del coseno integral. Todas estas aplicaciones aparecen en el contexto del Analisis.
En teoria de nimeros la podemos hallar en la definicion de la funcién Gamma, en el
calculo del orden de la magnitud de funciones aritméticas, en una conjetura sobre los

primos de Mersenne, entre otros (véase, (Weisstein)).

En los parrafos siguientes se mencionan algunas maneras como se puede expresar
Yy en términos de integrales, series, limites y como parte de una igualdad que involucra

funciones de Bessel.

Entre la numerosa cantidad de limites mediante los cuales se puede que expresar v,

hemos seleccionado como ejemplo los siguientes:

1.- El limite antisimétrico (Whittaker & Watson, 1990):

oo

, 1 1
y=lim » (=-=)
n=1

2.- En el siguiente limite se puede ver otra relacion entre la constante de Euler y la

funcion Zeta de Riemann:

o [en-1 =1 ¢(1—k)
V—il_{rgo[ 2n _1“("”;(%_ nk >l

T i > : 2 +0( . )
B nl_I,I;o e?" m+D)'Lt+1 nin 2ne2"
m=0 t=0

Debido a que la funcidn en el término del error decrece rapidamente cuando n — oo,

resulta que este limite es conveniente para alcanzar una buena aproximacion para y.
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3.- Por ultimo tenemos que
1 1
—y= 1im{r(z) ——} _ 1im{m(z) ——}

z-0 Z z-0 Z

Dando lugar a las siguientes igualdades:
—-y=0I O=¥Y®D)

Donde T'(z) es la funcién gammay W(z) es la funcion digamma.
Para concluir con esta parte de las representaciones de la constante y presentamos la

siguiente igualdad

_ So(2) — Ko(2) —1 (1 )

IO(Z) n EZ '

Aqui Ky(z) es una funcion de Bessel de segunda clase modificada, I,(z) es una fun-

(22)" "t

(k1?2

cion de Bessel de primera clase modificada y Sy(2) = %, _, (véase, (Weisstein)).

De esta ultima representacion se puede obtener un algoritmo iterativo eficiente para

calcular y.

Ahora pasamos a exponer algunos calculos para aproximar a y. Estos fueron pre-
sentados por Euler en 1734 (ver Euler, 1734), y con ellos obtuvo la primera aproxima-

cion de la constante:

Sabiendo que la expansion en serie de Taylor de In (1 + %) es

1 1 11 11 11 11
n(1+-)==-2-= o

y despejando a —% obtenemos
1 1 11 11 11 11
__:_ln(l+_)__._+_.___._+_.__...
n n

De aqui resulta que
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Ahora, sustituyendo valores para n=1,2,3,...,i obtenemos

1 1 1
1=1n2+§—§+z—§+
1 311 11 11 11
2oty ey Ety s st

Sumando estas igualdades y considerando que In (%) = In(a) — In(b), se llega a que
1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+E+---+7=1n(1+1)+5(1+§+§+---)—§(1 +;+3—3+"')+Z(1+2—4+3—4+

A partir de esta ultima expresion Euler calculd por primera vez el valor aproximado
dey = 0.577218. Maés tarde, en 1736, utiliz6 una férmula que se deriva de la definicion
que habia presentado antes (Euler,1736), la cual es un caso especial de la nombrada suma
de Euler-Maclaurin, a saber:

PRSPPI SUVOOE) P Ot U SO IO Bi
273 YT o T 22 Tt T ns 2kn2k

Tomando k =7 yn = 10 consiguid ofrecer como valor de la constante la cifra
0.5772156649015329. Este método proporciona una mejor estimacion que el primero,

pero hay que calcular los valores de B,y, lo que podria dificultar el proceso.

El método anterior ha sido usado en varias ocasiones. Tal es el caso del astronomo
J. C. Adams (Adams, 1878), quien en 1878 uso6 los célculos de M. Ohm (Ohm, 1840) y
los suyos para obtener su propia aproximacion de y. En 1825 A. M. Legendre
(Legendre, 1825-1828), al igual que Oettienger en 1861 (Oettinger) y W. Shanks en
1869 (Shanks, 1869), utilizaron la misma idea para sus propios computos. Otros célcu-
los que se han realizado para la suma de Euler-Maclaurin en épocas mas recientes son

los de J. W. Wrench en 1952 (Wrench Jr., 1952) y D. E. Knuth en 1962 (Knuth, 1962).

Pero volvamos con Mascheroni. En 1790, calculé una aproximacion de 32 deci-
males de y, sin embargo sélo los primeros 19 decimales eran correctos, como se pudo
comprobar afios mas tarde en 1809 con el célculo de J. Von Soldner, el cual estd basado
en la funcion logaritmo-integral con la que calcul6 hasta 24 decimales. En 1812 F.B.C.
Nicolai extendio la cifra hasta 40 decimales bajo la direccion de Gauss, reafirmando la

validez del célculo de Soldner (Glaisher, 1872).
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Para 1887 T. J. Stieltjes (Stieltjes & T.J., 1887) utiliz6 la siguiente serie (con rapida

convergencia) basada en la funcion Zeta de Riemann:

11 (3)_ CR2k+1)-1)
V) 42k + 1)
Al haber calculado primero varios valores para la funcién Zeta de Riemann, Stieltjes

pudo dar una cifra de 32 decimales para y.

En 1962 D. W. Sweeney (Sweeney, 1963) utilizé una expansion de la integral de

una exponencial y calculd 3683 decimales (esta formula ya era conocida por Euler).

(_1)k—1nk | 3 Ooe—t Q=0 (e—n)
Tk “"‘V—fn T =0

k=1
Usando el enfoque de Sweeney, en 1977 R. P. Brent calculd 20 700 cifras decimales
(Brent, 1977). Este método también fue usado por X. Gourdon en 1998, pero con un
proceso de division binaria hecha por medio de una computadora durante 47 horas, ob-

teniendo 7 286 255 decimales.

R. P. Brent y E. M. McMilan en 1980 (Brent & McMillan,1980) usaron variantes
de funciones de Bessel para calcular a y con 30 100 decimales en 20 horas, utilizando
una computadora en un programa que se baséd en la siguiente ecuacion, haciendo x =

17400.

[ee) TLk n
Yy=o Hi (F) cnn
y=oo—nkn_lnn+0(e »") cuando n —» <o
Ly (F)
y donde C;, es
1 sin=1
Cn =127 sin? (E),Sin >2
n

En 1993 J. Borwein us6 una variante en el método anterior obtuvo 172 000 cifras deci-

males.

En 1999 X. Gourdon elabor6 un programa con un refinamiento de la ecuacion de
Brent y McMilan, dandole un tratamiento binario, mientras que P. Demichel se encargo

del procesamiento, y asi llegaron a obtener 108 000 000 decimales.
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Apéndice I1.

Demostracion?’ de la igualdad: In(n!) = nln(n) — n + 0(In(n)),

Demostracion:

Consideremos a un entero k , y una x tal que k — 1 < x < k. Por lo tanto
In(k — 1) < In(x) < In(k),

y como la funcidn logaritmo es creciente entonces podemos integrar entre x =k — 1y
x =k, esto es,
k k k
f In(k — 1)dx Sf In(x)dx Sf In(k)dx
k-1 k-1 k-1
Y como In(k — 1) y In(k) son funciones constantes respecto a x, entonces
k
(k—(k—1)nk—-1) < f In(x)dx < (k — (k — 1)) In(k)
k-1
k
In(k—1) < f In(x)dx < In(k)
k-1
Ahora, multiplicando por —1 y sumando In(k) se obtiene
k

0 <In(k) — f In(x)dx < In(k) —In(k — 1),

k-1

Y sumando cada término desde k = 2 hasta k = n se tiene

n n k n
0< In(k) — In(x)dx < ) (In(k) —In(k — 1)) .....(1)

Pero nos tenemos que detener a ver las partes:

El término Y}, In(k) es igual a In(n!).

El término Y};_, kk_ ,In(x)dx se puede expresar como
ok 2 3 n
2f In(x)dx = f In(x) dx +f In(x) dx + +f In(x) dx
= k-1 1 2 n-1

= fnln(x) dx =nln(n) —n+1

Y finalmente para el término de la derecha resulta que

27 Esta demostracion esta tomada de (Stopple, 2003)

84



n

E(m(k) ~In(k — 1))

k=2
= (In(2) — In(1)) + (In(3) — In(2)) + (In(4) — In(3)) + -
+ (In(n) —In(n — 1)) = In(n)

De regreso a (1), y sustituyendo las tres igualdades anteriores, se llega a que
0<In(n!))—(nln(n) —n) <In(n) + 1,

En consecuencia In(n!) — (nln(n) — n) < In(n), y finalmente concluimos que

In(n!) = nln(n) —n + 0(In(n)).
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