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Introduccion.

Actualmente los mercados financieros y particularmente los mercados
emergentes demandan nuevas técnicas para la valuacién de la relacion entre
los activos que se manejan en ellos. Las condiciones que existian en los
mercados cuando Harry Markowitz (1952) desarrollé la teoria matematica de
la cartera han cambiado. El calculo de la matriz de varianzas-covarianzas
usada en el modelo de Harry Markowitz es una metodologia que necesita

modificarse con una nueva forma de medir la correlacion.

La base de la teoria moderna de la cartera descansa en el hecho de que los
rendimientos de los activos en una cartera son linealmente dependientes y
normales, lo anterior no necesariamente se cumple con todos los rendimientos

de los activos y particularmente en mercados emergentes.

En el afo de 1952, Abe Sklar demuestra el teorema de relacion de
dependencia entre variables y surgen los primeros conceptos de copulas. Para
el ano de 1973, la teoria de copulas se desarrollé para tratar de estudiar las

dependencias existentes en instrumentos del mercado de valores.

El presente trabajo de investigacion documenta las ventajas que se obtienen
al utilizar la metodologia de copulas para el calculo de la matriz de correlacion
de activos, bajo la premisa de que las relaciones de los activos se dan de
forma esférica y no lineal, a diferencia de la metodologia tradicional de Harry
Markowitz (1990). Ademas de que se pretende que sirva en el estudio de la
metodologia de copulas, debido a la limitante que existe de material en idioma

espanol.

El objetivo general de la investigacion es analizar las consecuencias de
contrastar los rendimientos de una cartera de inversion, resultado de calcular
la matriz de correlacion de rendimientos con la metodologia tradicional y con

la metodologia de copulas.
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Se propone el calculo de los rendimientos de varias carteras 6ptimas tanto con
la metodologia tradicional de Harry Markowitz en donde la matriz de
correlacion de activos se calcule a través del coeficiente de Pearson como con

la metodologia de copulas.

La evaluacion de los rendimientos de las carteras con ambas metodologias
se obtendra a través del uso del indice de Sharpe, el cual expresara la

rentabilidad obtenida por cada unidad de riesgo soportado por la cartera.

De acuerdo con el valor numérico obtenido de dicho indice, podemos concluir
en términos de rendimientos que mientras mayor sea este valor, mejor sera el
rendimiento de la cartera; si es negativo indica rendimientos inferiores a los
rendimientos que se podrian obtener al invertir en certificados de la Tesoreria,
(CETES) y; si es menor a uno, significa que el rendimiento del activo es inferior
comparado con una inversién en una cartera que tuviera todos los activos del

mercado de valores.

Pregunta de investigacion: s, Se obtendran mejores resultados en relacion a los
rendimientos, calculando la matriz de correlacion de activos de una cartera de
valores con la metodologia tradicional (correlacién de Pearson) que con la

metodologia de cépulas?

En el primer capitulo se discute la forma en que la idea de esta investigacion

surgio y algunos aspectos metodologicos de la investigacion.

En el segundo capitulo se revisan conceptos basicos de la administracion de
carteras y conceptos clave para el desarrollo de la metodologia moderna de

valuacién de Carteras de Harry Markowitz.

En el tercer capitulo se desarrolla el concepto de optimizacion matematica, el
cual aplicado a una cartera de inversion nos ayudara a conocer cuando

obtener un éptimo en una cartera.
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Para finalizar en el cuarto capitulo se desarrolla la metodologia de cépulas,
sus propiedades; asi como el Teorema de Sklar que da surgimiento al
desarrollo de esta metodologia para el manejo de correlaciones entre
variables. De hecho, vale la pena comentar, en la circular unica de Bancos?@ en
México emitida por la Comision Nacional Bancaria y de Valores de
aplicabilidad a las instituciones de crédito, se tomé directamente el modelo
RiskMetrics de JP Morgan basado en copulas para el calculo del ponderador
de capital por riesgo de crédito. Dicha metodologia es obligatoria de acuerdo
con los acuerdos de Basilea® para todas las instituciones de crédito a nivel

mundial.

a Se recomienda revisar el Articulo 2 Bis 10 y el apartado C de esta circular en:
http://www.cnbv.gob.mx/Prensa/Presentaciones%20Seminario%20Corresponsales/i.%20Circ
ular%20%C3%9Anica%20de%20Bancos.pdf.

b Los acuerdos de Basilea son regulacion de supervision de bancos emitidas por el Comité de
Supervision Bancaria de Basilea y son seguidos de forma obligatoria a nivel internacional. Ver
www.bis.org para mayor informacion.
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Capitulo 1. Fundamentacion.

La idea de investigar sobre la metodologia de copulas surge en el afno 2012,
buscando informacién de bolsas de valores en la Internet encontré un articulo que
me llamo la atencion, se llama: “Recipe for disaster: The Formula that Killed Wall
Street” escrito por Félix Salmon, el autor trataba el tema de un modelo basado en
la copula gaussiana creado por el doctor X. Li y en principio decia que el doctor X.
Li no recibiria el premio Nobel, el documento en términos generales plantea el uso
de la copula gaussiana como herramienta para calcular las correlaciones entre las

variables a estudiar.

El doctor X. Li proponia este nuevo método que no esta basado en la historia de los
precios de los activos, sino en otros instrumentos llamados derivados; en el tiempo
en que aparecio el articulo, comenzaba la popularidad de estos instrumentos que al
cabo de una década empezaron a crecer de forma exponencial y que ahora tienen

una participacion en el mercado de valores de trillones de millones de ddlares.

La metodologia propuesta fue tan popular que todos los gurus de los mercados de
valores comenzaron a usarla de forma indiscriminada, sin poner atencién en los
riesgos sobre los cuales se estaba basando este modelo de precios. Lo utilizaron

en el mercado hipotecario americano.

Lo anterior dio como resultado que en el 2008 el mercado de valores
norteamericano, particularmente el hipotecario cayera, llevandose en su paso a
muchas otras bolsas de valores del mundo y se tuviera una crisis financiera mundial.
El gobierno del presidente George Bush tuvo que intervenir para rescatar a miles de
empresas en quiebra y establecer una nueva reglamentacion en los mercados de

valores.

1 Recuperado de http://www.wired.com/2009/02/wp-quant/ el dia 15 de marzo de 2016.
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Después de leer el articulo me di a la tarea de tratar de entender el concepto de
copula, por qué es importante y cual fue su participacion en la crisis del 2008; lo
anterior no fue facil pues la mayoria de la literatura relacionada con el tema se
encuentra en un nivel matematico muy alto con respecto al perfil de un economista
y en idioma inglés. Encontré también que la mayoria de trabajos sobre copulas
tienen una aplicacion a mercados perfectamente simétricos como los de naciones

desarrolladas; pero es muy escasa.

Debido a la literatura escasa sobre copulas y su aplicabilidad a un mercado
emergente como el mexicano, surge la pregunta ;Qué pasaria si se aplica la
metodologia del doctor X. Li al modelo de Harry Markowitz para calcular la matriz

de covarianzas?

En el mundo financiero existen empresas deficitarias y empresas superavitarias que
desean invertir en instrumentos financieros que redituen beneficios maximos con
un riesgo bajo. Lo anterior hace que los mercados de valores, intervengan en la
economia de paises enteros, pues las inversiones financiadas con los fondos de
las empresas superavitarias son usados para impulsar negocios de las empresas

deficitarias en areas como capital de trabajo y proyectos de inversion.

Lo anterior no es nada facil si consideramos que algunos inversionistas son
adversos al riesgo y prefieren instrumentos que sean de rapida recuperacion aun
cuando se sepa que si se tienen proyectos a largo plazo, la inversion en
instrumentos como las "acciones” es la mas adecuada puesto que el rendimiento

recompensa el tiempo de mantener el dinero en uso.

Lo importante en inversiones a largo plazo, como las acciones, es contar con una
metodologia confiable que estime el riesgo. La metodologia de Harry Markowitz,
que es la mas utilizada para el calculo de la matriz de correlaciones entre activos
que componen una cartera, presenta una debilidad desde el punto de vista de varios
autores (Franco-Arbelaez L., Avendano C. y Barbutin H., 2011) y (Kristjanpoller, W.
y Liberona, C., 2010) entre otros, porque no permite el calculo del riesgo de los

activos al considerar una relacion lineal entre las variables de estudio y desestimar
2



la influencia de cada una de ellas como un todo al componer una cartera de

inversion.

Dada la importancia que hoy reviste el tema de administracion de riesgos en la
toma de decisiones, y dado lo limitado que resulta la metodologia clasica de calculo
de la matriz de correlacién, pues considera como punto de partida la normalidad de
las variables de estudio; y por ende la optimizacion de carteras, la aplicacion de la
metodologia de copulas para el calculo de la matriz de correlacién de activos, llena
un vacio que se tiene en el area de gestion de carteras, donde se concentra la
influencia de dos o mas activos, y sirve como estrategia para afrontar los nuevos

retos en el ambiente de los negocios.

La metodologia tradicional hace uso de la relacién que existe entre la media de los
rendimientos sobre la inversidn y la varianza de los mismos para encontrar el punto
de minima varianza y construir la frontera eficiente. Dada una minima varianza se

tiene una cartera eficiente en términos de mejores resultados financieros.

En esta metodologia se requiere calcular una matriz de varianzas-covarianzas que
puede resultar un problema, en la medida que se incrementa el numero de activos

a considerar.

El uso de la matriz de varianzas-covarianzas, de antemano compleja se dificulta al
considerar que las relaciones entre los instrumentos de los mercados de valores
son de forma lineal o normal. Esto, resulta una limitante cuando se quiere obtener
la participacion de cada uno de los activos en los efectos totales de una cartera; es
decir, la metodologia hace uso de un instrumento estadistico como la correlacion,
en particular la de Pearson, que al estar compuesto por las varianzas de los activos,
siendo la varianza la relacion lineal entre los mismos, solo considera pares de ellos

y no permite concentrar en un solo instrumento la influencia de mas de tres activos.



La metodologia de copulas es un instrumento matematico que concentra la
influencia relacional de dos o hasta “n” activos sin necesidad de que los calculos se
compliquen al ir creciendo el numero de activos que participan en la cartera. Es un
instrumento que contempla una relacion multivariable. La metodologia de copulas
no necesita que las marginales de los rendimientos que componen la funcion

conjunta tengan una distribucion normal como punto de partida para su uso.



Capitulo 2. Conceptos basicos de la administracion de
Carteras de inversion.

En el este capitulo desarrollaremos los conceptos basicos que se deben manejar al
trabajar con carteras de inversién, la fundamentacién del modelo de la cartera, la

constitucion de la cartera y la evaluacion de su desemperio.
2.1 Principios béasicos de un modelo de precios de activos.

De acuerdo con Campolieti (2014) en la practica, las matematicas de las finanzas
recurren a los siguientes principios basicos cuando se trabaja con modelos de
precios de activos: Las acciones de los inversionistas no afectan los precios del
mercado; se puede comprar o vender cualquier cantidad de activos sin que se
afecten los precios del mismo en el mercado; se tiene liquidez en el mercado al
poder vender los activos en cualquier momento; se puede utilizar una posicion corta
en activos al poder pedir prestados los activos y venderlos, usando el dinero
obtenido para invertir en otras inversiones; se pueden comprar cantidades
fraccionales de un activo; no hay costos adicionales involucrados en las
transacciones; los precios de los activos son inciertos en un futuro y los modelos de

precios estan basados en supuestos determinados antes de implementacion.

Componentes basicos de un modelo financiero. Los modelos financieros poseen
caracteristicas basicas para su implementaciéon; para Campolieti (2014) estas son
las caracteristicas basicas de un modelo financiero: El horizonte de tiempo, que es
mayor a cero (T >0), es la fecha en que las actividades de comercializacién del
activo se detienen; las fechas de comercializacion son fechas calendario entre el
tiempo inicial t=0 y el horizonte de tiempo t=T en las cuales se puede
comercializar el activo; el estado del mundo esta representado por w el cual es
relevante para el ambiente econdmico que deseamos modelar; los estados de w
son llamados escenarios de mercado o estados del mundo; el conjunto de todos los
posibles escenarios o estados del mundo, se denotan por Q, el cual es llamado el

espacio del estado; la base comercial de activos representa los activos que estan
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disponibles para comercializar; las reglas de comercializacion tales como ventas en
corto, presencia de costos de transaccién e impuestos, se deben especificar al
inicio.

Los modelos financieros pueden ser categorizados en dos tipos generales; tiempo
continuo o tiempo discreto. Para un modelo de tiempo continuo, los tiempos
permitidos y las fechas de comercializacion caen dentro de un intervalo continuo

[0,T] con tiempo inicial 0 y final T respectivamente. Para el modelo de tiempo
discreto, los activos son observados dentro de un conjunto finito de fechas de

calendario {0,1,...,T}.

Los modelos de tiempo discreto pueden ser subdivididos en modelos de periodo
simple con solo dos fechas relevantes de comercializacion, la fecha actual t=0 y
la fecha de madurez t=T y en modelos multiperiédicos, donde la comercializaciéon

de los activos tiene lugar en diferentes fechas.
2.2 Modelos bésicos de precios de activos.

Existen varios modelos para determinar los precios de los activos en una cartera,

enseguida veremos los mas importantes para el manejo de carteras.

Modelo Binomial para un periodo simple. Campolieti (2014) consideremos a un
inversionista que tiene que enfrentar una economia cuyo estado futuro es
desconocido con certidumbre. Se construye un modelo simple que describe dicha
economia. Primero se supone que hay solo dos fechas: la fecha actual etiquetada
como 0 vy la fecha futura (o de madurez) etiquetada como T. Como la economia
es incierta, debe haber al menos dos futuros estados, cada uno correspondiente a
uno de los dos posibles resultados o escenarios. Sean estos dos posibles estados
en nuestro modelo denotados por w™ y w*. En este ejemplo los dos estados pueden
representar “malas” o “buenas” noticias. Asi para nuestro modelo financiero

tenemos un modelo de periodo simple con el conjunto de estados Q= {w*,w*}.



La rigueza V de la inversién en la base comercial de activos es una funcion del
tiempo V =V,, te{0,T}. Es razonable asumir que la riqueza inicial V, de la inversion
es conocida en el tiempot=0. Sin embargo, la riqueza final V,en el tiempo de
madurez es incierta, y es una funcion de estados we Q. Hay dos estados para V,
que puede tomar V,(w") y V,(w").

Para desarrollar el modelo, necesitamos cuantificar los cambios en nuestra
economia para determinar el valor de estados de Q. Segundo, necesitamos

especificar que activos estan disponibles para integrar nuestra cartera. Asumimos

que w" ocurre con probabilidad p e (0,1). Por lo tanto w™ ocurre con probabilidad
1-p. Lariqueza al final V; puede ser vista como una variable aleatoria dentro del
espacio finito de probabilidad (Q,F,P) con Q como el conjunto de escenarios
establecidos y P como una distribucién de probabilidad definida con base en el
conjunto F = {@,{W‘},{W},Q} como sigue:

0 Si E=0,

p Si E={w'}

P(E)= I-p Si Ez{w‘}

1 Si E=Q={w’,w*}

Modelo para tiempo discreto con un numero finito de estados. Campolieti
(2014) propone hacer mas realista el modelo anterior aumentando el numero de
periodos de observaciones y adicionando mas estados de la economia. Asumiendo
que la comercializacion puede tomar lugar a cualquier tiempo monitoreado discreto

t=0,1,2,...,T. Esto es, el tiempo de horizonte T es un entero, y el tiempo es medido

en periodos. Un periodo de observacion puede corresponder a un afio, un mes, una

semana, un dia, una hora, un minuto y aun un segundo.



El espacio de estados Q es finito y contiene M estados del mundo w',w’,...,w".
Consideremos un activo tal como una accién (A=S) o un bono (A=B) con el
precio A monitoreado sobre los tiempos t=0,1,2,...,T. Asumimos que A >0 para
todo t. En el presente t =0, el precio actual es A, y se supone conocido. Los precios
futuros A para t >0 permanecen inciertos hasta que la informacion del mercado es
revelada. Asi, matematicamente, para cada tiempo fijo t, el precio es una variable
positiva sobre un espacio finito de probabilidad.

Rendimiento de los activos en términos generales. Consideremos un activo A

(o una cartera de activos) con un proceso de precios {A}t:m . - El'rendimiento total

y la tasa de rendimiento del activo sobre un intervalo de tiempo [s,t] con 0 <s<t,

denotado  por R[?,t]yr[sA,t]’ son variables aleatorias  definidas por

RA A Yr[ﬁq - A;f‘s ,respectivamente.

[st] A

Estan relacionadas por R, =r, +1. A veces, por simplicidad, el término rendimiento

es usado para ambos conceptos. Los rendimientos en instrumentos riesgosos son
inciertos y representan estados del espacio w siendo por lo tanto funciones

contenidas en el espacio de estados we Q. Para los rendimientos de un activo A

sobre un periodo simple [t—l,t] donde t=1,2,....,T, usamos la notacion:
RtA = R[/:—l,t] y rtA = r[tA—l,t]'

Por simplicidad y cuando el contexto es claro se omite el super script A y
simplemente se denota el rendimiento total como R y la tasa de rendimiento como

r. Los precios de los activos se pueden escribir en términos de un periodo simple.

Para cada t=1,2,...,T, tenemos que:

=R _IZ(A _A—l)/A—l =(A/A—I)_1: A = RtA—l yAt:(H'rt)At-l'



Aplicando sucesivamente esta regla para A _,,A ,,...,A, obtenemos

A=0+DA, =+ )0+ 1A, = =1+ 0)A+1). (1+ 1) A,

Equivalentemente, tenemos que A =RR,..RA, para t=0,1,..,T. Por lo tanto la

dinamica de los precios de los activos puede ser descrita por los rendimientos de

los activos y por el precio inicial del activo A,. Hay que notar que los rendimientos
agregados Ry, =A/Ay I'[S’t]=(A—A)/Ag. sobre el activo A del tiempo s al

tiempo t satisfacen respectivamente:

R[s,t]:R R .Rty1+r[s’t]:(1+rs+1)(1+rs+2)...(l+rt).

S+17 's+2°°

2.3 Métodos para el calculo de los rendimientos de una cartera de activos.

De acuerdo con Le Sourd (2007) existen dos formas para calcular los rendimientos
de una cartera a partir de su formula basica, aquellas que toman en cuenta los

flujos de capital y las que evaluan los rendimientos por varios periodos.

Formula Basica. El rendimiento de una cartera esta dado porR,, =(V, -V, +D)/V,,.

Donde V,_, representa el valor de la cartera al inicio del periodo y V, denota el valor
de la cartera al final del periodo y D, denota los flujos de efectivo generados por la
cartera durante el periodo de evaluacion.

Tomando en cuenta los flujos de capital.

Método de la tasa de rendimiento del capital promedio. Esta tasa es igual a la

relacion entre la variacion en valor de un cartera durante el periodo y el promedio

del capital invertido durante el periodo. Ry =(V; -V, —C,)/(V, +1/2C,).

Donde V, denota el valor de la cartera al comienzo del periodo; V; denota el valor

de la cartera al final del periodo y C, denota el flujo de efectivo que ocurrié en el

9



tiempo t, donde C, es positivo si representa una contribucién y negativo si es una

salida de efectivo. Aunque una medida mas exacta es la siguiente:
Rowr =(V =V, =C)/ (Vo +[(T =)/ T]C,).

Donde T denota el tiempo total en el periodo y t el tiempo ocurrido entre flujos de

efectivo. Si hay un flujo de n capitales la formula a usar es:

Rewg = [vT -V, —iCtJ/vo +Zn:[(T ~t,)/T]C,.

Método de la tasa interna de rendimiento. Este método esta basado en célculos
actuariales. La tasa interna de rendimiento es la tasa descontada que se obtiene al
valuar la cartera al final del periodo y es igual a la suma de su valor inicial mas los
flujos de capital que se dan en el periodo. El flujo de efectivo para cada subperiodo
es calculado tomando la diferencia entre los flujos de efectivo; la cual proviene de

la reinversion de los dividendos, la contribucién de los clientes y la salida de efectivo

n—1

que son pagos a los clientes. R, =V, +ZCt /A+R) =V, /(1+R)".
t=1

Donde T denota el periodo en afios; t denota el tiempo en que se dan los flujos de
efectivo, expresado en afos, V, es el valor inicial del cartera; V; es el valor final de

la cartera en la fecha t; C, representa los flujo de efectivo en la fecha t, los cuales
pueden ser positivos si son entradas de capital o negativos si son salidas de capital.

Método de latasa ponderada en el tiempo. El principio de este método es romper
el periodo en varios subperiodos, durante los cuales la composicion de la cartera
permanece fija. El rendimiento por el periodo completo es obtenido calculando la
media geométrica de los rendimientos sobre los subperiodos. El resultado nos da
un rendimiento promedio ponderado por la longitud de los subperiodos. (Peterson,
Py Fabozzi, F. 2010).
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Tomamos un periodo de longitud T durante el cual ocurren los movimientos de
capital en las fechas (t;),.,. Denotamos por V, el valor del portafolio justo antes

del movimiento de capital y C, que representa los flujos de capital.
El rendimiento de los subperiodos esiguala R :(Vti -(V,, +Cti_l))/(Vti_1 +C,, ) Esta formula

permite comparar los valores de la cartera al final y al inicio del periodo.

n uT
El rendimiento para el periodo total es: R, =[Hl(1+ Rli)} —1. Este calculo da la
tasa de rendimiento por unidad monetaria invertida, independientemente de los
flujos de capital que se den durante el periodo.
Evaluando los rendimientos por varios periodos.

Media aritmética. El método mas simple implica calcular la media aritmética de los
rendimientos por los subperiodos. La media aritmética de los rendimientos pasados
nos proporciona un estimador insesgado de los rendimientos del siguiente periodo.

Es por lo tanto el rendimiento esperado de la cartera y puede ser usado como un

.
pronostico del futuro desempeiio del mismo. R, =(1/T)Z Re,

t=1
La media geométrica. La media geométrica nos permite unir varias tasas de
rendimiento aritméticas durante varios periodos, para obtener la tasa de crecimiento

real de la inversion durante el periodo total. El calculo asume que los ingresos

intermedios son invertidos. La tasa promedio para el periodo esta dada por
_ T T
R, =[t1‘[1(1+ Rli)} —1. La media geométrica nos da el valor exacto observado

durante el periodo, lo cual no hace la media aritmética.

La media y la varianza de un conjunto de activos. De acuerdo con Christou

(2008) los rendimientos de un activo en el tiempo t se definen como:

R :(Pt _PH)/PH-
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Donde P yP_, son el precio del activo en el tiempo t vy el precio del activo en el

tiempo t-1 respectivamente. Se pueden usar rendimientos diarios, semanales, o
mensuales, pero en el manejo de las carteras se emplean los rendimientos
mensuales. Si se reciben dividendos por parte del inversionista, se afaden al

dividendo junto con el precio del activo en el momento t. Por lo tanto la media y la

varianza de los rendimientos de una cartera i estan definidos como:

P 5 1 & — . . .

R, :—ZR“,G :—Z(Rh —R;)". Y la covarianza entre los rendimientos del activo
N5 -5

iyj estddada por cov(R,R,)=0; :ﬁz(Rit_Ri)(Rﬁ_ﬁj)'
L=l

2.4 Medidas de desempefio para carteras de inversion.

Midiendo la tasa de rendimiento de una cartera. De acuerdo con Shahid (2007),
la tasa de rendimiento de un cartera es medida como la suma del efectivo recibido
(dividendos) y el cambio en el valor de mercado de la cartera (ganancia o pérdida
de capital) dividido por el valor de mercado del capital.

Efectivo(Dividendo) + capital (ganancia o pérdida)
valor de mercado de la cartera(valor de compra)

Tasa de retorno de una cartera=

La tasa de rendimiento es la medida mas importante de una cartera. Es buena para
carteras estaticas. Las carteras normalmente reciben cantidades adicionales para

ser invertidas y se retiran cantidades de la misma.

Tasa de rendimiento ponderada por el tiempo. El monto invertido es neutralizado
en los calculos de la tasa ponderada por el tiempo debido a que hay depdsitos y
disposiciones que no estan bajo el control del administrador del fondo, pero los
rendimientos son computados con base en la distribucion del efectivo y en los
cambios en el valor de mercado de una parte del fondo; el calculo de la tasa de
rendimiento ponderada en el tiempo se calcula dividiendo el valor al comienzo de
esa parte del fondo en la distribucion de efectivo y su cambio en el valor durante el

periodo.
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Tasa de rendimiento ponderada por su valor. Esta metodologia ignora los
depdsitos y disposiciones del fondo durante el periodo sobre el cual se esta
midiendo, pero toma el valor ponderado de los depdsitos y las disposiciones en la

cuenta. Suponga que W; es una disposicion en el tiempo T y D, es un depdsito en

el tiempo t y ademas asumamos que el efectivo (dividendo) es recibido en la cartera

al final del periodo. El valor de la tasa ponderada r se encuentra resolviendo la

siguiente ecuacion: Cartera = Zn:(Dt /(A+1) )+ i(wT /(14+1)" )+ (Vf cartera)/(1+T)". 2

t=1 t=1

Donde m es el numero de disposiciones, t es el tiempo en afos y n es el numero
de depdsitos durante el periodo.

2.5 Medidas para desempefio de riesgo ajustado (Basadas en el Capital Asset
Pricing Model (CAPM)3)

De acuerdo con Shahid (2007) existe en los mercados informacién publica que es
conocida por todos e informacion privada que esta en posesion de algunos
individuos. Si quisiéramos estimar los rendimientos esperados, la varianza y
covarianza de una cartera basados solo en la informacién publica, veriamos que

las carteras caerian en la linea de mercado.

Indices de desempefio de riesgo ajustado. Para Shahid (2007), Nielsen (1998),
Le Sourd (2007), Knight y Satchell (2002) y Garza (2009) existen tres indices
basados en el CAPM que ayudan a medir el desempefio del administrador de la

cartera de inversion.

El indice Jensen (Jensen, 1968). Este indice se utiliza para determinar si el

administrador de la cartera se desempefid mas alla de un indice de mercado. En

2 V| Valor inicial; VF valor final.

3 Traduccion es Modelo de Precios de Activos de Capital.
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finanzas este indice es usado para determinar el requerimiento en exceso sobre un

activo o cartera basado en el modelo de precios de activos de capital.

El indice de Jensen utiliza la linea de mercado para comparar las carteras. En 1970,
fue la primera metodologia usada para evaluar el desempefio de los fondos
mutualistas. EI modelo es usado para ajustar el nivel de riesgo beta, para obtener
rendimientos mayores de los activos mas riesgosos. Permite que el inversionista
lleve a cabo pruebas estadisticas para ver si la cartera da rendimientos normales o
relativamente altos en comparacion al mercado. En este indice lo primordial es
escoger el indice de mercado, puesto que el desempeio de la cartera sera

comparado contra este.

De acuerdo con el modelo de precios de activos de capital (CAPM), en un modelo
de riesgo de equilibrio la tasa de rendimiento de un activo o cartera se expresa de
la siguiente manera: Er, =r, +(Er, —r1,)B;.

Donde Er, es el rendimiento esperado de un activo o de un cartera; 1, la tasa de
rendimiento libre de riesgo; Er_ es la tasa de rendimiento esperada del mercado y
B- es la beta o riesgo sistémico de un activo o cartera.

Si queremos obtener el indice Jensen, a una serie de tiempo de los rendimientos de
la linea de seguridad (r, —r,) se aplica el método de regresion contra el exceso de

rendimiento del mercado(r, —r, ). Obteniendo lo siguiente:
(b —r) = +(1,— 1) 5 + &

Donde 1, es el rendimiento de la cartera; r, es la tasa libre de riesgo; «,es medida
del indice de Jensen; B, es la beta o riesgo sistematico de la cartera; r_ es

m

rendimiento de la cartera del mercado y ¢, el término de error aleatorio de la cartera.
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Al tomar la media de ambos lados de la ecuacion de acuerdo con Shahid (2007) y
mencionado por Levy y Sernat (1984), el término de error aleatorio de la cartera es

siempre cero. Por lo tanto la ecuacion queda como sigue: «, =1, —(r; +(,—1.)/53,)-

En el marco del modelo de precios de capital (CAPM), «, debe ser siempre cero.

Lo que significa que el activo se ha desempefado exactamente igual que el

mercado basado en su error sistematico.

El indice Sharp (Sharp, 1966). En 1966, de acuerdo con Shahid (2007), Nielsen
(1998), Sharpe desarrollo una medida compuesta para evaluar el desempefio de
una cartera la cual es muy similar a la de Treynor. La unica diferencia es usar la
desviacion estandar en lugar de la beta. El indice de Sharp es una medida en la

cual queremos medir el desempefio de una cartera dado un periodo de tiempo.

Para el indice de Sharpe, necesitamos conocer tres cosas, la tasa de rendimiento
de la cartera, la tasa de rendimiento libre de riesgo y la desviacidon estandar de la
cartera. Para la tasa libre de rendimiento libre de riesgo, podemos usar la tasa
promedio de los rendimientos (dado un periodo de tiempo). La desviacion estandar

de la cartera es el riesgo sistematico de la cartera. El indice de Sharp se calcula de

la siguiente manera: S, =(r, -, )/ .

Donde r, es la tasa de rendimiento de la cartera; r, la tasa de rendimiento libre de
riesgoy o, la desviacion estandar de la cartera. Una medida alta del indice de Sharp
indica un desempefio adecuado ya que cada unidad de riesgo (desviacién estandar)

es recompensada con un exceso en los rendimientos.

El indice Treynor (Treynor, 1965). En 1965, de acuerdo con Shahid (2007),
Treynor fue el primer investigador que célculo el desempefio de una cartera. Una
medida en exceso de una cartera por unidad de riesgo es igual a la tasa de
rendimiento de la cartera menos la tasa libre de riesgo, dividida por la beta de la

cartera.
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Esto es util para evaluar los rendimientos en exceso, y para que los inversionistas

evaluen como la estructura de la cartera afecta los rendimientos ante diferentes

niveles de riesgo sistematico. El indice de Treynor es: T, =(rP —r, )/,Bp.

Donde r, es la tasa de rendimiento de la cartera; r, la tasa de rendimiento libre de
riesgo y f,la beta de la cartera. Cuando r, >r, y f, >0, tenemos el valor méas

grande de Treynor. Esto significa una mejor cartera para todos los inversionistas a

pesar de su desempefio individual de riesgo.

Cuando r, <r, entonces el valor de Treynor es negativo porque r,<r,, en este

caso el desempefio de la cartera es muy pobre. Cuando la negatividad se da por la

beta, el desempefio de los fondos es excelente.
2.6 Medida basada en el VaR de la cartera.

De acuerdo con Le Sourd (2007) el Value at Risk (VaR #) es un indicador que permite
resumir el conjunto de indicadores de riesgo asociados a una cartera que esta
diversificado sobre varias clases de activos. EI VaR mide el riesgo de una cartera

como la cantidad maxima que puede perderse dado un nivel de confianza.

Esta definicion de riesgo puede usarse para calcular un indicador de riesgo ajustado
para evaluar el desempefio de una cartera. Para definir un indicador, dividimos el
VaR por el valor inicial del cartera y por lo tanto obtenemos un valor de perdida

comparado con el valor total de la cartera.

Obtenemos un indice parecido al de Sharp en el cual la desviacién estandar es

remplazada con un indicador basado en VaR, y lo definimos como:

VaR, =(R, —R:)/(VaR, /V;) =(R, =R )V, /VaR,.

4 Traducido como Valor en Riesgo.
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Donde R, denota el rendimiento de la cartera; R. es la tasa de rendimiento del

activo libre de riesgo;VaR, es el VaR de la cartera; y V, denota el valor inicial de la

cartera. El calculo del VaR presupone que se ha escogido un limite de confianza.
Por lo tanto VaR se puede comparar para diferentes carteras con el mismo nivel de

confianza.
2.7 Medidas de Benchmark® de carteras de inversion.

De acuerdo con Morningstar (2009) y Knight y Satchell (2002) se toman tres

medidas para determinar el desempefio de una cartera:

Beta pB. La Beta es una medida de la sensibilidad de los fondos a los movimientos

de un indice de mercado (o cartera de comparacion). La Beta del indice de mercado
es 1. Una Beta de 1.10 tiende a proporcionar un 10% sobre el indice de mercado.

Una Beta del 0.85 tiene un rendimiento menor al mercado del 15%. La Beta se

calcula de la siguiente manera: 8. =Cov,, /o, .

Donde p es la Beta de la cartera r. Cov,, es la Covarianza entre los rendimientos

de la cartera r y la cartera de comparaciony o, es la varianza de los rendimientos

de la cartera de comparacion.

Alpha «a. Alfa mide el desempeno de una cartera después de ajustarse el riesgo
sistematico medido por la Beta con respecto al indice de comparaciéon. Un
inversionista pudo haber formado una cartera pasiva con la misma Beta de la cartera
invirtiendo en el indice y pidiendo prestado o prestando a la tasa de rendimiento

libre de riesgo. Alfa es la diferencia entre la tasa de rendimiento de la cartera y la

SEl anglicismo "benchmark" o "benchmarking" designa el hecho de elaborar una lista de productos

o de servicios, definir criterios de evaluacion del rendimiento o de eficacia y realizar el estudio

comparativo, generalmente presentado en un cuadro. Recuperado de http://es.ccm.net/faq/9457-

benchmark-definicion el dia 13 de Septiembre, 2015.
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tasa de rendimiento de la cartera de mercado por la beta de la cartera. Alfa se puede

calcular de la siguiente manera: «,, = R®* — 8B°®.
M

Donde «,, es la alfa mensual de la cartera (si se necesita la alfa anual se multiplica

esta por 12); R® es el rendimiento promedio de la cartera; 3 es la Beta de mercado;

B¢ es el rendimiento de mercado.

R-cuadrada. La R-cuadrada es un estadistico que se produce en el analisis de
regresion de minimos cuadrados. R—cuadrada es un numero entre 0 y 1 que mide
la relacion existente entre las variables independientes y dependientes. Una R-
cuadrada muy baja indica que los movimientos de la cartera no estan muy bien
explicados por los movimientos de la cartera de mercado. R-cuadrada se puede
usar para tener una seguridad significativa de la estimacion en particular de una

Beta. Generalmente una R-cuadrada alta indica que la Beta es mas confiable. La R-

cuadrada se calcula de la siguiente manera: R’ =(Covrb /0102). Donde Cov,, es la
covarianza entre la cartera r y la cartera de mercado; o, es la desviacion estandar

de la carterary o, es la desviacion estandar de la cartera de mercado.

Modelo de tres factores de Fama-French. Una derivacion adicional del Capital

Asset Pricing Model (CAPM) fue desarrollado por Fama y French (1993) citados en

Rojas y Ruiz (2011), donde extienden dos variables adicionales que entregan mayor
poder explicativo: SMB y HML. Estas variables se derivan de la evidencia empirica
encontrada por estos autores, de que histéricamente aquellas acciones de menor
capitalizacion bursatil y mayor valoracion (book-to-market) tenderan a obtener
mayores rendimientos, por lo tanto fue necesario corregir el modelo al evaluar los

rendimientos de activos mediante CAPM.
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Para hacer eso, se define SMB como “Small Minus Big"®, donde se compone una
cartera con el 30% superior de acciones de menor capitalizacién y otra con el 30%
superior y se restan sus rendimientos. De forma analoga, se realiza lo mismo para
acciones de mayor valoraciéon book-to-market menos los rendimientos de las de
menor valor, obteniendo HML definida asi por las siglas de “High Minus Low"’. El

modelo se puede definir matematicamente como:
L—r, =a,+ B, —r)+B,(SMB)+ 4, (HML) + ¢,.

Omega: Keating y Shadwick (2002) citados por Rojas y Ruiz (2011) introducen esta
medida en sus trabajos de 2002 y 2003, con el fin de evitar los problemas que
presentan las medidas basadas en la relacibn media-varianza. Una de las
principales ventajas es la simplicidad dentro de las medidas de momentos parciales,
lo cual expandié su uso en la ultima década. Esta medida se define como el ratio
de probabilidades ponderadas entre ganancias y pérdidas, ambas relativas a cierto

nivel de rendimientos, y no como rendimientos positivos o negativos.

Es estrictamente positiva, lo que facilita su interpretacién, y creciente, a mayor
Omega, mejor rendimiento. QF(L):(I:(l—F(x))dx)/IaLF(x)dx. Donde la funcién
F(+) es la funcién de distribucién acumulada, (a,b) es el rango de rendimientos de
la cartera y L es el nivel de rendimiento exigido o benchmark.

La evidente ventaja al considerar momentos mayores a los de la media y la varianza,
sesgo y curtosis, permite incorporar inversiones de mayor complejidad y eliminar el
supuesto de normalidad en los rendimientos, a cambio de pérdida de simplicidad y
verse mas sesgado por la arbitrariedad del benchmark a utilizar.

8 Traducido como “El menor menos el grande”.

" Traducido como “El alto menos el bajo”
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Upside Potential Ratio® Esta medida es una derivacién de la razon de Sortino
(Sortino y Van der Meer (1991) citados por Rojas y Ruiz (2011)) definido por su
mismo autor, Frank Sortino, que busca dar luces con respecto a que los
inversionistas consideran el riesgo, de forma menos general, como las posibles
caidas en los precios de sus activos, por lo tanto una medida de rendimiento
ajustado por riesgo deberia castigar las caidas y valorar las subidas con respecto a

un determinado nivel minimo.

De esta forma, se define el Upside Potential Ratio, en su forma discreta, como:

U :[i(ri_rml’n Pr)j/ io:(ri_rml’n)2 Pr'

min min

Siendo rmin el rendimiento minimo esperado por el inversionista. Su gran utilidad
radica en utilizar una definicion de riesgo mas intuitiva, siempre que se esperen

rendimientos positivos del activo o cartera.

Information Ratio (IR ). De acuerdo con Le Sourd (2007) la razon de informacion,
algunas veces llamada razon de valuacion, esta definida por el rendimiento residual
de la cartera comparada con su riego residual. El residuo de una cartera
corresponde a los rendimientos compartidos que no son explicados por el
benchmark. Resultado de las opciones tomadas por el administrador de la cartera
al sobrecargar los valores donde él espera que los rendimientos sean mayores que
— E(RP)_ E(RB)
o(R. —Rg)

el valor del benchmark. IR . Donde R; denota los rendimientos de

la cartera de benchmark.

Modigliani y Modigliani M? (1997). Modigliani y Modigliani (1997) citado por Le

Sourd (2007) demostré que la cartera y su cartera de comparacion (benchmark)

8 Traducido como “La razén potencial de subida”

9 Traducido como “Razén de Informacion”.
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deben tener el mismo riesgo para ser comparables en términos de puntos base o

desempefio de riesgo ajustado. Propusieron que la cartera debe ser apalancada y

desapalancada usando un activo libre de riesgo. Definieron la siguiente medida:
O .

RAP, = (R, —R.)+R.. Donde o,, / 0, es el factor de apalancamiento; o,, denota
Op

la desviacion estandar anualizada de los rendimientos de mercado; o, denota la

desviacion estandar anualizada del fondo P; R, denota el rendimiento anualizado

del fondo P y R. denota la tasa libre de riesgo.

2.8 Diversificacién de una cartera de valores.

Para Mayes (2010) una cartera de valores es un conjunto de activos. Los
inversionistas, ya sea individuos o corporaciones, por lo general son propietarios de

carteras de valores formadas por mas de un activo.

Con frecuencia, una cartera de valores tendra menos riesgo que cualquiera de las
inversiones individuales que contenga. Puede haber un costo, en la forma de un
rendimiento un poco mas bajo que el esperado cuando se compara con la
alternativa de rendimiento mas alto, pero mejora el punto medio general entre riesgo

y rendimiento. Esta reduccidn en riesgo se conoce como efecto de diversificacion.

De acuerdo con Fragkiskos (2014) al incorporar activos a la cartera, el riesgo se

distribuye entre todos los activos integrados de acuerdo con la férmula 1/ N, donde

N es el numero de activos. Esto comunmente se llama diversificacion nativa,
mientras esta diversificacion da buenos beneficios al adicionar indiscriminadamente
activos a la cartera, mejores beneficios de diversificacién o beneficios mas eficientes
de diversificacién pueden obtenerse al utilizar técnicas de optimizacion, incluyendo

la Teoria Moderna de la Cartera.

De acuerdo con Bender, Brian, Nielsen y Stefek (2010) citado por Fragkiskos (2014)
la diversificacidon se encuentra en un contexto de correlacion entre los mercados

alcista “toro” y el bajista “0s0”. Page y Tabor (2011), citados por Fragkiskos (2014),
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consideran que aunque la diversificacién de activos riesgosos y no riesgosos ofrece
beneficios, tal combinacion tiene un desempefo pobre durante periodos de crisis
financieras, cuando la correlacién de los activos aumenta. Los inversionistas pueden
lograr correlaciones menores entre activos riesgosos y por ende una mejor
diversificacion.

Otra manera de definir a la diversificacion es en términos de contribucion al riesgo,
lo cual es equivalente a la beta de una cartera. Esto se relaciona con la contribucion
a la perdida, bajo ciertas circunstancias, las dos medidas son idénticas Quia (2005),

citado por Fragkiskos (2014). La cartera de minima varianza tiene un mejor

desempefio con respecto al riesgo pero una pobre diversificacion.
2.9 Funciones de utilidad esperada.

De acuerdo con Campolieti (2014) el procedimiento para seleccionar inversiones se
puede reducir a optimizar la distribucién de probabilidad de la incertidumbre de la

riqueza en el futuro.

Para el caso de resultados inciertos, el inversionista esta interesado en minimizar la
varianza de la respectiva probabilidad de distribucion. En el caso de alternativas con
resultados inciertos, se introduce una funcién que es calculada con un valor

esperado llamado funcion de utilidad esperada.

La funciéon especifica de utilidad a utilizar depende de las preferencias de los
inversionistas, tolerancia al riesgo y medio ambiente financiero. Las siguientes son

las funciones de utilidad mas comunes: La funcion de utilidad logaritmica (log)
u(x)=Inx; la funcion de utilidad exponencial u(x)=-e* cona>0; la funciéon de
utilidad potencia u(x)=x" con0<a<l; la funcion de utilidad cuadratica
u(x)=x—ax’ con 0<a definida parax<(1/2a) y la funcién de utilidad lineal

u(x)=a+bx,b>0. La suma o la multiplicacién de la funcién de utilidad por una

constante no son afectadas si la constante es positiva. En general, dada una funcion

de utilidad u podemos definir otra funcion de utilidad U equivalente a u de la forma
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u(x) =a-+bu(x) con b>0. Esta nueva funcion de utilidad se dice es equivalente a la

funcién original y dan idénticas clasificaciones de oportunidades de inversion.
2.10 Aversioén al riesgo.

Las funciones de utilidad son construidas basadas en los siguientes principios

Campolieti (2014): Primer principio. Los inversionistas prefieren mas que menos. Si

hay dos ganancias ciertas V, y V,, entonces el inversionista prefiere la que sea

mayor; ejemplo, V, <V, implica que u(V,)<u(V,). Por lo tanto u es una funcion
creciente. Segundo principio. Los inversionistas son adversos al riesgo.
Desviaciones positivas AV de un promedio de ganancia V no pueden
compensarse con desviaciones negativas —AV de cantidades del mismo tamarfio y
con la misma probabilidad de un promedio de riqueza. Ejemplo:
uV)—-uv -AV)>ulVv +AV)-uVv).

Por lo tanto, u(V)>(u(V+AV)+u(V -AV))/2. Esta desigualdad se mantiene

verdadera para toda V, si u es una funcidon céncava. El lado izquierdo,
ulV)—u(v —AV), es el dolor de perder AV unidades monetarias, y el lado derecho

ulv +AV)—u(Vv), es el placer de ganar AV unidades monetarias.

Una funcidén u definida en un intervalo[a,b] se dice que es concava si para cualquier

acon0<a <1 ycualquier x,y e R, se cumple u(ax+(1—-a)y)=>au(x)+(1—a)u(y).

Una funciéon u se dice es convexa sobre [a,b] si la funcién —u es céoncava. Esto es

si para cualquier ¢ con 0<a <1 y cualquier x,y e R, se cumple:

U(ax+(1—-a)y) <au(X)+(1—a)u(y).
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Capitulo 3. Optimizacion.

La optimizacion es encontrar aquellas carteras que dan el mayor rendimiento ante
un determinado nivel de riesgo de la misma. En este capitulo se ven de manera
general los distintos modelos para eficientar carteras y los requisitos basicos que

deben cumplir para ser eficientes.
3.1 Concepto.

Para Nocedal y Wright (2006) la optimizacion es una herramienta importante de
decision en la ciencia y en el analisis fisico de sistemas. Para hacer uso de esta
herramienta necesitamos identificar un objetivo, es decir una medida cuantitativa de

desempenio del sistema bajo estudio.

Este objetivo puede ser la ganancia, el tiempo, el potencial energético, o cualquier
cantidad o combinacion de cantidades que puedan ser representadas por un simple
numero. El objetivo depende de ciertas caracteristicas del sistema, llamadas
variables. Nuestra meta es encontrar los valores de las variables que optimizan el
objetivo. En muchas ocasiones las variables tienen restricciones. El proceso de
identificar el objetivo, las variables y las restricciones para un problema dado se
conoce como modelar. La construccion de un buen modelo es el primer paso en el

proceso de optimizacion.

Una vez que el modelo ha sido formulado, un algoritmo de optimizaciéon puede ser
usado para encontrar su solucién, con ayuda de una computadora. No existe un
algoritmo de optimizacion global, pero si una coleccion de algoritmos, cada uno de

los cuales ha sido disefiado para un caso particular de optimizacion.
3.2 El problema de optimizacion.

De acuerdo con Chong y Zak (2001) el problema de optimizacion consiste en

minimizar f(x) sujeto a que x Q. Lafuncién f:R" - R que deseamos minimizar
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es una funcion de valor real, y es llamada la funcion objetivo. El vector x es un

. . . T .
vector de variables independientes, tales que x:[xl,xz,...,xn] eR". Las variables
X, Xy,..., X, Son también referidas como variables de decision. El conjunto O es un

subconjunto de R", llamado conjunto de restricciones o conjunto factible.

El problema de optimizacidén puede ser visto como un problema de decision que
involucra encontrar el mejor vector X de las variables de decision sobre todos los
posibles vectores en Q2. Por el mejor vector entendemos que solo un resultado es
el mas pequeno de la funcién objetivo. Este vector es llamado el minimizador de f
sobre Q. Es posible que haya muchos minimizadores. En este caso al encontrar

cualquiera de ellos es suficiente.

Hay problemas de optimizacién que requieren maximizar la funcién objetivo. Estos
problemas, sin embargo, pueden ser representados en la forma anterior porque

maximizar f eslo mismo que minimizar —f.

El problema anterior es la forma general de un problema de optimizacion con

restricciones, porque las variables de decisién estan restringidas o restrictas al
conjunto Q. Si Q=R", entonces el problema se convierte en un problema de
optimizacioén sin restricciones.

De acuerdo con Boy (2009) en la optimizacion de una cartera, buscamos la mejor
manera de invertir capital en un numero n de activos. La variable X, representa la
inversion en el activo i, por lo tanto el vector xe R" describe de forma general la

distribucion del conjunto de activos.

Las restricciones pueden representar limites en el presupuesto (limites sobre la
cantidad maxima a ser invertida), los requerimientos de que la inversion no sea
negativa (no asumir posiciones en corto), y un valor minimo aceptable del

rendimiento esperado de la cartera en su totalidad. El objetivo o la funcién de costo
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pueden ser una medida del riesgo promedio o la varianza de los rendimientos de la

cartera.
3.3 Métodos para encontrar los minimizadores al optimizar.

De acuerdo con Chong y Zak (2001) existen los siguientes métodos para encontrar

los minimizadores en una optimizacion.

Método de busqueda de una dimensién. En este método determinamos el
minimizador de la funcién sobre un intervalo cerrado. La unica propiedad que
asumimos de la funcién objetivo es que es unimodal, lo que significa que tiene solo

un minimizador local.
Método de labusqueda dorada. El método de busqueda dorada de una dimensién
se basan en evaluar la funcion objetivo en diferentes puntos en el intervalo [a,,b, ].

Escogemos puntos que van cerrando progresivamente al minimizador de f con las

menos evaluaciones posibles. Nuestra meta es encajonar el minimizador con la

suficiente exactitud.

Método de la busqueda de Fibonacci. En este método suponemos que solo

podemos variar el valor p en cada etapa, por lo que en la etapa kth en el proceso
de reduccion usamos el valor p,, y en la siguiente etapa usamos el valor p, ,,, y asi
sucesivamente. Nuestra meta es seleccionar sucesivamente valores de p,,
0< p, <1/2, tal que solo una funcién es requerida para cada etapa.

Método de minimos cuadrados. Para Boy (2009) un problema de minimos

cuadrados es una optimizacion de un problema sin restricciones y un objetivo el cual

es la suma de los cuadrados de la forma:
5 k
a'x—b; : minimizar fo(x) = Ax—b|, = > (a] x—b)’.
i=1

Donde Ae R*" con ( k>n), a/ son los renglones de A, y el vector x e R"es la

variable de optimizacion. La solucion de este método de minimos cuadrados se
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puede resumir resolviendo un conjunto de ecuaciones lineales, (A"A)x = A™b, para

obtener la solucion analitica x=(A"A)" A'B.

Método de programacion lineal. Una clase importante de optimizacién son los

problemas de programacién lineal en el cual el objetivo y las restricciones son

lineales. Boy (2009): Minimizar c¢'x; Suijeto a: aiTXSbi, i=1,...,m.

Aqui los vectores C,a,,...,a, € R" y los escalares b,...,b, € R son los parametros que

especifican el objetivo y las restricciones del problema.
Método de Optimizacion convexa. De acuerdo con Boy (2009) un problema de
optimizacién convexa es de la forma: Minimizar f(x);

Sujetoa: a'x-t<h, i=1...k; -a'x-t<-b,i=1..,k.
Donde las funciones f,..., f, : R" — R son convexas y satisfacen:
f.(ax+py)<af.(X)+pf(Y) VX, yeR" yVa,feR con a+pB=1La>0,5>0.
El método de minimos cuadrados y el de programacién lineal son casos particulares

de los problemas generales de optimizacién convexa.

Método de optimizacién no lineal. De acuerdo con Boy (2009) la optimizacion no
lineal es el término usado para describir un problema de optimizacion donde el

objetivo o funciones de restriccion son no lineales y no se sabe si son convexas.

Desgraciadamente, no existen métodos efectivos para resolver un problema general
de programacion no lineal. Los métodos para resolver estos tipos de problemas

toman diferentes aproximaciones cada uno de los cuales involucra compromisos.
3.4 Optimizacion de carteras.

Optimizacion de una cartera con dos activos. Para Campolieti (2014),
Kachapova (2013) y Elton et al (2014) se tiene un periodo en el cual consideramos

un modelo con dos activos riesgosos A' yA’, donde te {0,T}.
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Cada activo, etiquetado por i=1,2, esta caracterizado por su valor inicial Ag y su
respectivo rendimiento simple del periodo r,=(A —A;)/A. Por lo que tenemos
A = Aé(1+ri). Los rendimientos riesgosos I, y I, (asi como los precios finales de
los activos A} yAT2 ) son variables aleatorias definidas en un espacio comun de
probabilidad Q y la funcién de probabilidad P.

Formemos una cartera [xl,xz]T comprando X, acciones del activo 1 y X, acciones

del activo2. La riqueza inicial de tal cartera es V,=XA +XA. La tasa de

rendimiento r, esta dada por

r :VT _Vo — Xl(A} —Aé)—FXZ(ATZ—AbZ):Xl(A;—AA)&_{_XZ(ATZ—Aé)ﬁ:XlAJ) szé
Vo

' VO VO A; V0 Af

Introducimos los siguientes pesos: w, =(xA))/V, y w,=(XA)/V,.

Los cuales son llamados asignaciones de pesos de los fondos entre los dos activos.

En otras palabras, 100w,% de la inversion inicial esta invertida en los activos i =1,2.

Por definicion de una funcién de ganancia, los pesos asignados deben sumar uno:

w, +W, =1. Si las ventas en corto son permitidas, los pesos pueden ser negativos, y

por lo tanto pueden ser mayores a uno. Para una cartera sin ventas en corto, ambos

pesos estan entre cero y uno. Dados los valores de los rendimientos I, y los pesos

w;, el valor total de la riqueza al final del periodo es:
V; =(1+1 )V, =1+wWr +w,n )V, =(W (1+15)+wW,(1+1,))V,.

T . .
Una cartera con pesos [w,w,| puede ser caracterizada por el rendimiento

esperado y la varianza de este rendimiento.
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Dado que K, =W, +W,r,, tenemos que: E[r, |=E[wr, ]+ E[w,r,]=WE[r, ]+ W,E[w,r, ]

Var (r, ) =Var (w, r)1 +Var (w,r, ) +2Cov(w,r,, W,I,)
=w’Var(r,) +wVar(r,) +2w,w,Cov(r,, r,)
=w;Var(r) +wVar(r,) + 2w,w,Corr(r,, r,)Var(r) JVar(r,).

Aqui definimos el coeficiente de correlacién entre dos variables aleatorias como:

Corr(r, ) =p, = [Cov(rl, rz)/(War(q)War(rz))] e[-11].

Nota: Si la varianza de una de las variables es cero, el coeficiente de correlacién

esta indefinido. De acuerdo con Campolieti (2014) y Elton et al (2014) la varianza

de los rendimientos de una cartera sin ventas en corto (w,,W, >0 ) no puede exceder

la mayor de las varianzas de los rendimientos de cualquier activo de la cartera.
0 <Var(r,) <max {Var(r,),Var(r,)}.

Introduciremos la siguiente notacidn para la esperanza y la varianza de la cartera;

los rendimientos esperados, la varianza de los rendimientos y el coeficiente de

correlacion: 4, =E[r, |,oy =Var(x,); 14 =E[r],o7 =Var(r);(i =1,2); p,, = Corr(r,,r,).

El criterio de la media-varianza para dos activos. De acuerdo con Campolieti

(2014) suponemos que tenemos una funcion de utilidad U, consideremos la

expansion de Taylor de u sobre el punto

2

E[V]:uV)~u(E[V])+u'(E[V])(V - E[V])+%u”(E[V])(V -E[V])".
Tomando esperanzas matematicas:

E[uv)] = u(BV ) +u (EV])E[(v -EV ]+ su(EV])E[ (v -ENV )]
=u(E[V])+u"(E[V])Var[V]/2.
Tenemos que E[V ~E[V]]=E[V]-E[V]=0yE|V-E[V] |=Var().
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Por lo tanto, una aproximacién razonable a la inversidén 6ptima esta dada cuando el

inversionista maximiza u(E[V ]) + u”(E [V ])Var [V]/2.

Supongamos que u”(x) es una funcién no decreciente de x. Por lo tanto, dado que

u”(x)<0, una inversion optima V puede ser seleccionada maximizando el valor

esperado E [V] y minimizando la varianza Var(V). Considerando que la desviacién

estandar o, ;Nar(\/) caracteriza el riesgo asociado con la inversiéon V. Por lo
tanto, el criterio de la media varianza nos dice que la inversion éptima se obtiene al
maximizar el valor esperado de la ganancia y minimizando el riesgo.

Linea de la cartera. Consideremos dos activos riesgosos con sus respectivos
rendimientos I, y r,. Es una situacion tipica donde la probabilidad de distribucion

conjunta de los rendimientos es desconocida. Sin embargo, es posible estimar los
momentos de los rendimientos con informacién histérica. Supongamos que solo
conocemos los rendimientos esperados y las varianzas de los rendimientos vy el
coeficiente de correlacién. Cada cartera en estos activos puede ser caracterizada
por sus rendimientos esperados y sus respectivas varianzas. Campolieti (2014) y
Elton et al (2014).

.

En el punto del plano (o, 1), una cartera V con pesos [WI,WZ] es representada por
— . 2 _ 2 2 2

un punto (o, 4, ) que se calcula con u, =W, +W,i0; 0, =W, + W0, +20,WW,0,0,.

Encontremos el conjunto de puntos sobre el plano (o, ) que describa todas las

posibles carteras en los que caen los dos activos. Donde w,+w, =1, todas las

carteras pueden ser parametrizadas por una variable xeR:w, =X y W, =1-X. Por

lo tanto, el conjunto de todas las posibles carteras pueden ser representadas por la

linea de la cartera.
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Escenarios de correlacion para dos activos. De acuerdo con Campolieti (2014)
y Elton et al (2014) se pueden dar los siguientes valores para el coeficiente de

correlacion:

Primer caso con |p12|:1. Primero, si p,, =1. Tenemos que la varianza de la
cartera V esta dada por o*vz(X):(X o, +(1—x)zo-2)2. Y por lo tanto ¢, (x):‘x o, +(1—x)202‘.
La cartera queda descrita por: 4, (X)=xu+(1-X)m; 0,(X)=|x o, +(1-X0,| con xeRR.
Los pesos de la cartera libre de riesgo quedarian de la manera siguiente:

W =0,/(c,-0,) yW, =0,/(0,-0,).

Uno de los pesos es negativo, por lo tanto se necesitan ventas en corto para

construir una cartera libre de riesgo.

Segundo caso con p, =-1. La cartera queda descrita por:
1y () =Xt +(1=X)1; 0, () =|X (0, +0,)—0,| conx eR.
Los pesos de la cartera libre de riesgo quedarian de la manera siguiente:
W =0,/(c,+0,) yW, =0,/(0,—0,).

Los dos pesos son positivos por lo que no se necesitan ventas en corto para

construir una cartera libre de riesgo.

Tercer caso con |p,|<1. Excluimos x de
() =Xt +(1=X) 113 0y () =X’ +(1=X)’ 75 +2X(1-X)5,0,0,,.-

Y expresamos o’ en funcion de 4 dandonos:

o =| (=) (=) |7+ (=)' /(=) |07 =2 (=) (= 12) (14 =11 | i
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Después de algunos movimientos algebraicos transformamos la ecuacion en:

o’ = Ay’ —2Bu+C, donde A=(612 ~2p,,0,0, +022)/(,ul -,
B :[/‘1022 + 107 =2,0,0, (¢4 +ﬂz)}/(ﬂ1 —H )2 )

C= [(Mo-z ) +(140,)" =2p,0,0, 4411 } / (:u1 —H )2 :

La curva definida de la ecuacion anterior es una hipérbola. De hecho, si

reescribimos la ecuacion de la siguiente manera: o, :A(y—(B/A))2+D. Donde

D=C—(B’/A). Al cambiar las variables de (o, 1) a(x=a/x/5,y:(«/z/«/5)y—(B/M)).

Facilmente se puede obtener la ecuacion canénica de la hipérbola: x* +y* =1.

La cartera de minima varianza. De acuerdo con Campolieti (2014) siempre hay
una cartera con minima varianza o, . Ya se han encontrado carteras libre de riesgo
con varianza cero para el caso de |p12|=1.Encontremos la solucion general para
este problema. Supongamos que |p12|<1 0 o,#0, la cartera con la minima

2 2
0, —2p,0,0, A 0, —2p,0,0,

: . W = W, = .
varianza se encuentra en: Vo ior2p00, ¥V P oltal-2p,00,

2 2 2
(l_pIZ)Gl 0,
2 2 :
o, +0, _zplzo-laz

. 2
La varianza de la cartera es O =

Optimizacion de carteras para n activos. Campolieti (2014) y Kachapova (2013)

consideran un modelo de mercado para N diferentes activos A, A’,.., A", donde

te{0,T}. El rendimiento del ith activo est, =(A —A))/ A,

Supongamos que construimos una cartera con estos activos. Sea X, el numero de

partes del activo I con i=1,2,..,N. El valor de la cartera en el tiempo t es
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N .
V, :inA' parate{0,T}. El rendimiento de la cartera es una combinacion lineal de
i=1

los rendimientos de los activos:

6= (Ve =Vo ) Vo =D (% (A = AV )= (A /Y, ) (A = A) 7 A ) = D0 (XA /Y, I

i=1 i=1 1

N N N
=1

N .
Definimos la distribucion de los pesos como w; :inA(') /V, con i=12,.,N de los

i=l

fondos entre los N activos. La férmula para el rendimiento r, toma la siguiente

N
forma: r, =wr +W,r, +...+ Wy, =D W,

& it
Denotemos w:[w, w, .. w,] eR". Claramente la suma de los pesos es 1. Este
hecho lo podemos escribir de la forma: u'w=1, dondeu ::[1 1 .. 1]T eR".

Aqui x' denota la transpuesta del vector x. Operando con vectores columna.

Denotamos 4 = E[r,] como el rendimiento esperado sobre el activo i; o7 =Var(r,)
la varianza del rendimiento sobre el activo i y ¢; =Cov(r,,r;) como la covarianza

entre los rendimientos r, y r,para i,j=1,2,..,N.

Los rendimientos esperados y las covarianzas entre los rendimientos pueden ser

arregladas respectivamente en un vector columna Nx1 y una matriz NxN :

H C, G Cin

;i c, ¢ c
m=| yC= 21 2 2N

Hy Cni Cna o Gy

La matriz C es llamada la matriz de covarianzas. La covarianza o,, =Cov(X,Y) de

dos variables aleatorias X yY puede ser factorizada como un producto de
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desviaciones estandar, o, yo,, y el coeficiente de correlacion entre XyY
denotado por p,, =Corr(X,Y) como sigue: o, =0y Py Oy-

Por lo tanto, la matriz de covarianza C puede ser representada como un producto

de una matriz diagonal con las desviaciones estandar de los rendimientos,

o; ::,,Nar(ri), y una matriz de correlacion cuyas entradas son los coeficientes de

correlacion entre los rendimientos, o =Corr(r,r),i,j=12,..,N:

oo 0 ... 0 I p, . pnlloy O ... O
. 0 o, - O0fpy, 1 - pyll0O o, - 0
0 0 e Oy Pni Pna 1 0 0 o+ Oy

Se usa el hecho de que Corr(X, X) =1 para cada variable aleatoria X, donde p; =1

para todo i=1,2,...,N.

La matriz de covarianzas es simétrica C =C" y definida positiva w'Cw > 0 para cada
vector we R" no nulo. Dado que C esta definida positiva, es una matriz no singular

y por lo tanto su inversa C™' existe. Existen varios criterios necesarios para
determinar si una matriz real simétrica es definida positiva, incluyendo los
siguientes: Todos los eigen valores de C son positivos; todos los menores
principales son positivos; el kth menor principal de C es el determinante de la

esquina superior izquierda kxk de C donde k=1,2,..,N este ultimo criterio es
conocido como el criterio de Sylvester.
Existe una unica matriz triangular L, con elementos estrictamente positivos en la

diagonal, que permiten factorizar C en C=LL". Tal factorizacion es llamada
factorizacién de Cholesky. Nota que en general C puede ser una matriz definida

semi positiva, lo que significa que w'w>0 para todo we R".
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La esperanza matematica de la cartera V con los pesos W es

Hy =E[rv]=5&vvinJ=Zil[vvm]=ivviﬂi.

i=1 i

La varianza de r, es
N N N N N N N
oy =Var(r,) =Var(ZWiEJ=C0V[Zwiri’zwjerZZZCOV(V\%W,-H )= wwc;.
i=1 i=1 j=1 i=1 j s
Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma de vectores matrices:
U, =mw; op =w Cw.

La cartera de minima varianza. De acuerdo con Campolieti (2014) para encontrar

la cartera de minima varianza, necesitamos resolver
f (W) :=w Cw — min sujetoau’w=1.
w
Usaremos el método de los multiplicadores de Lagrange, primero, encontramos los

puntos criticos de la funcion F(w,4):=w'Cw—1(u"w-1).

Las derivadas parciales de F con respecto a w, para i=1,2,...,N son

oF OF (< : :
M(w,ﬂb) =M[22wichij —}t;vvi mJ:z;chu —A.

i=l i=l

N
Igualando a cero obtenemos la ecuacion lineal: ZZWJ.Cij -A=0 Vi=12,...,N.
j=1

Sea cJT el jth renglon de la matriz C. Entonces las ecuaciones anteriores pueden

ser reescritas en forma de vector: 2cJTW—i =0parai=1,2,...,N.

Finalmente tenemos que 2Cw-Au =0. Multiplicando ambas partes por la matriz

inversa C™' el lado izquierdo nos da 2C'Cw-AC 'u=2w-AC'uyC'0=0=2w-AC'u=0.
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. A . ,
Al resolver esta ecuacion para w obtenemos que w==C'u. La Unica variable que

esta faltando es A. Sustituyendo la ecuacion para w en la restriccion u'w=1

tenemos que 1=u'w=u"(4/2)C'u=A=2/(u"Cu).
Finalmente, obtenemos el vector de pesos para la cartera de minima varianza:
w,=C'u/u'Cu.

Dado que la segunda derivada de la funcién f(w) es 2C (la cual es definida

positiva), la funcidon F(w, 1) es una funcién céncava de W para cada valor de A.

Por lo tanto, la funcién f(w) tiene un minimo en W,,. La varianza minima puede ser

. 2 T
calculada poniendo los pesos de W, en oy =W CW: 52 =w,Cw,, = MRS
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Capitulo 4. Teoria de Cdpulas.

Las marginales de las funciones se integran a una funcion llamada copula en donde

el concepto de normalidad no es importante.
4.1 Definicion de Copula.

De acuerdo con Jaworski et al (2009a) y Nelsen (2006) para cada d>2, a d-

dimensional cépula (en corto d-cépula) es una funcion de distribucion (f.d) d-variable
en II° cuyas variables marginales univariadas estan uniformemente distribuidas en

II. Por lo tanto, cada d-cépula pude estar asociada con una variable aleatoria v.a.

Sea U=(U,,U,,...,U,) tal que Ui ~u(I) para cada i€{l,2,..,d} y U ~C. De forma

inversa, cualquier variable aleatoria cuyos componentes estan uniformemente

distribuidos sobre II, estan distribuidos de acuerdo a una copula. La clase de todas
las copulas se denota por “ ./ Debido a que las copulas son funciones de

distribucién multivariadas se pueden caracterizar por lo siguiente. Una funcion

C: 11 > 11 es una Cépula si, y solo si, cumple las siguientes propiedades:
Para cada |j e{l,Z,...,d},C(u) =U, cuando todos los componentes de U son igual a
1 con la excepcion de jth que es igual a U ell; C es isoténica’, ejemplo:

C(u)<C(v) para toda U,Ve ll°,u<V; C es d-creciente.

10 Una funcion isotdnica es aquella que preserva el orden de la funcion f:X->R , para cualquier

X, ye X secumplex>y = f(X)> f(y) yx<y= f(xX)< f(y).

Tomado de: http://glossary.computing.society.informs.org/ver2/mpgwiki/index.php/lsotonic_function
el dia 11 de Noviembre, 2015

37


http://glossary.computing.society.informs.org/ver2/mpgwiki/index.php/Isotonic_function

4.2 Propiedades de las copulas.

De acuerdo con Jaworski et al (2009a) se puede probar que C(u)=0 para cada

uell?® teniendo al menos uno de sus componentes el valor cero. Otra importante

propiedad es que una copula es una funcion Lipschitz!', es decir, para todo

d
uvell’, se tiene que IC(u)-C(v)| <D Ju; -V} Usando el teorema de Ascoli-
i=1

Arzela'2. Se puede demostrar que 7 .<es un conjunto compacto en el conjunto de

todas las funciones continuas de 11%dentro de |l equipado con el producto
topoldgico, el cual corresponde a la topologia del punto donde todas las funciones

convergen. Ejemplos de lo anterior son:

Copula independiente Il (U)=UU,..U; asociada con un vector aleatorio
U=U,U,,.,U;) cuyos componentes son independientes e uniformemente
distribuidos en 11; Coépula comonotdnica® M, (U) =min(u,u,,..U,) asociada con un
vector U =(U,U,,..,U,) de una variable aleatoria uniformemente distribuida sobre

I y tal que U=U,=.=U, Coépula  contramonoténica

" Se recomienda revisar a Gonzalez (2012) Analisis Real, para entender las propiedades de

continuidad y diferenciacion de las copulas al ser funciones de Lipschitz.

2 Es recomendable revisar el articulo de Medvedev (1992) Condiciones de Compacidad de Ascoli-
Arzela, donde se discute los trabajos de Ascoli y Arzela sobre conjuntos infinitos de funciones, asi
como equicontinuidad y sobre condiciones de compacidad para conjuntos infinitos de funciones

continuas.

13 Es recomendable leer el articulo de Dhaenne et al (2002) sobre el concepto de comonotonicidad

en ciencias actuariales y en finanzas y de Denuit, M. y Dhaene, J (2003) Sobre la caracterizacién de

la comonotonicidad y Contramonotonicidad.
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W, (u;,u,) =max {u, +u, —1,0} asociado con un vector U =(U,,U,) de una variable
aleatoria uniformemente distribuida sobre Il y tal que U, =1-U,. El conjunto ./
es un conjunto convexo'.

Una combinacion convexa de copulas tiene la siguiente interpretacion probabilistica:

Combinacién convexa de copulas. Sea U' y U® dos variables d-dimensional

aleatorias sobre el espacio de probabilidad (Q,. /~,P) distribuido de acuerdo a las
copulas C' y CZ, respectivamente. Sea Z una variable aleatoria Bernoulli tal qué

P(Z=1)=ay P(Z=2)=1-aparaalguna « € Il. Supongamos que Ul, U’y Z son
independientes. Ahora consideremos la variable aleatoria d-dimensional U * donde

U*=0,(ZU"+0,(Z)U” para i {1,2},0,(x) =1 si y sélo si X=i,0;(X)=0. Entonces, se
puede probar que U * esta distribuida de acuerdo con la copula aC' +(1—a)C2.

Propiedades probabilisticas de las Cépulas. De acuerdo con Jaworski et al
(2009a) y Mai (2014) las copulas son invariantes para una variable aleatoria X con

respecto a cualquier aumento o rescalada de los componentes de X.

Sea X =(X,,X,,..., X4) una variable aleatoria con distribucién de frecuencias F y
la copula C. Sea T,T,,...T; una funcién estrictamente creciente de RaR.

Entonces C es también la copula de la variable aleatoria (TI(XI),TZ(XZ),...,Td(Xd)).

Por lo tanto, las cépulas que describen la dependencia de los componentes de un
vector aleatorio son invariantes bajo transformaciones crecientes de cada

coordinacion.

14 Berck y Sydsaeter (2010) un conjunto S € R" es convexo si
X,y €S y/le[O,l]:/lx+(l—/1)ye S.
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Ventajas de las copulas.’ De acuerdo con Becerra (2008) las copulas tienen las
siguientes ventajas: Dado que la cépula extrae la estructura de dependencia de la
funcién de distribucion multivariada, esta contiene mucha mas informacion acerca
de la dependencia entre d-variables aleatorias que la que puede contener un solo

numero.

La copula tiene en cuenta todos los posibles casos de dependencia. Si existe
dependencia perfecta positiva entre las variables aleatorias de interés, se dice que
las variables aleatorias son “comonotdénicas”; por su parte, cuando la dependencia
es perfecta negativa, se dice que las variables son “contramonoténicas”. En ambos
caso, estas situaciones pueden ser descritas por una coépula especifica.
Adicionalmente, cuando las variables aleatorias son independientes, su relacion se

resume en la copula independiente.

La copula es invariante ante transformaciones monétonas decrecientes, incluyendo

las transformaciones afines positivas. Sean R,...R, variables aleatorias con
funciones de distribucién marginales F.,...,F; y cépula C. Si T,..T; son
transformaciones mondtonas crecientes, esta propiedad implica que R,....R; y
T.(R),...T4(R;) tienen la misma copula C. En efecto, si a R se le aplica una
transformacion monétona creciente T;, entonces la funcién de distribucion de T(R)
es: P(L(R)<F)=P(R <T"(0)); F<T'(()=F(F).  Donde , ¢ Rango(T,)

4.3 Teorema de Sklar

El teorema de Sklar es la base para la construccion de la teoria de copulas; sin él,
el concepto de copula seria solo un conjunto rico en uniones de funciones de

distribucion.

5 Cuando las variables aleatorias no superan el supuesto de normalidad multivariada.
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Teorema de Sklar: Sea F una funcion de distribucion d-dimensional con marginales

univariadas F,F,,..F;. Sea A, elrango de F;, A =F;(R)(j=12,..,d). Entonces

existe una cépula C tal que para todo (X;,X,,..., X;) ef&d,
F(X, X500 %) = COR (X)), B (%), Fy (Xg)-

Tal C esta Unicamente determinada sobre AXAX..A, y, por lo tanto, es Unica
cuando F,F,,..F, son todas continuas.

El teorema anterior de acuerdo con Jaworski et al (2009a) y Nelsen (2006) también
admite la siguiente implicacion, usualmente muy importante cuando queremos
construir modelos estadisticos considerando, separadamente, el comportamiento
univariado de los componentes de un vector aleatorio y sus propiedades de

dependencia al ser integrados a una copula.

Si F, Fz,...Fd son funciones de distribucién univariadas y si C es cualquier d-copula

entonces la funcion F:RY — I1I.
Definida para F(X,X,,...,%;) =C(F(X),F,(X,),...F;(X;)) es una funcion de

distribucién d-dimensional con marginales F,F,,...F;.

Especificamente, cuando Fi es continua para cada ie{1,2,..,d}, C puede ser

obtenida a través de la siguiente formula: C(U,,U,,...,.U,)=F(F™(U), 5" (Uy),... F;' (U,)).

Donde Fi_l denota la pseudo-inversa de F dada por E‘l(s)zinf{t|Fi(t)23}. Por lo
tanto, las coépulas son esencialmente una manera de transformar la variable
aleatoria (X,,..,X;) en otra variable aleatoria (U,,...U;)=(F(X)),....F,(X,))

teniendo las marginales distribuidas sobre |l y preservando la dependencia entre

sus componentes.
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En otro sentido, cualquier cépula puede ser combinada con diferentes funciones de
distribucion para obtener una funcion de distribucion d-variada usando
F (X, %50 %) =C(R (X)), F,(X,),..., Fy(Xy))- En particular, las cépulas pueden servir

para modelar situaciones donde se necesitan diferentes distribuciones para cada
marginal, dando una alternativa valida para varias funciones de distribucion

multivariadas clasicas como la Gaussiana, Pareto, Gamma, etc.

El teorema de Sklar debe ser usado con precaucion cuando las marginales tienen
discontinuidades o saltos. De hecho, aun si existe una representacion para una
funcién de distribucion conjunta no continua, esta no es unica. En tales casos, el
modelado y la interpretacion de la dependencia a través de las copulas es sujeto a

precaucion.

El teorema de Sklar y su consiguiente aplicacién pueden ser formulados de manera
analoga en términos de funciones de sobrevivencia'® en lugar de funciones de

distribucion. Jaworski et al (2009a). Especificamente, dada una variable aleatoria
X =(X,,X,,...X4) con funcién conjunta de sobrevivencia E y funciones univariadas
de sobrevivencia marginales F(i=12,...,d), para todo (X;,%,,....X;) €R" se tiene

que: F(X, Xy, Xg) = C(F(X), F(X,),.... F(X,)).

A

Para alguna copula C, usualmente llamada copula de sobrevivencia de X (esta

copula esta asociada con la funcion de sobrevivencia X). En particular, sea C la

copulade X ysea U=(U,U,,.U,) un vector tal que U ~C.

6 Es recomendable leer el articulo de Mina-Valdez (2009) sobre el uso de funciones de
supervivencia en las ciencias sociales. Discute el concepto y utilidad de las mismas para las ciencias

sociales.
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Entonces, tiene unaé(u):E(I—UI,...,I—ud), dondeC_?(U):P(U1 >U,...Us >Uy)es la
funcion de sobrevivencia asociada con C, dada explicitamente por

d
Cw=1+>(-b" > C. . (u.u,,..4), con C; ; denotando la marginal de C
k=1

I<i <iy <..<i <n

relacionada a (i, i,,...Jy ).

4.4 Familias de cépulas

Las copulas juegan un papel importante en la construccion de funciones de
distribucion multivariadas y, como consecuencia, tener a la mano una gran variedad
de copulas puede ser muy util para construir modelos estocasticos teniendo
diferentes propiedades, que son algunas veces indispensables en la practica
(ejemplo colas cargadas, asimetrias, etc.). Por lo tanto, se han llevado a cabo varias
investigaciones para la construccion de diferentes familias de coépulas y sus

propiedades. De acuerdo con Joe (1997) citado por Jaworski et al (2009a) una

familia multivariada de copulas {Cg}, donde 6 es un parametro que pertenece a un
subconjunto (usualmente, compacto'”) ® c R"(p>1).

Propiedades de las familias de cépulas:

Interpretabilidad. Los miembros de la familia deben tener alguna interpretacion
probabilistica sugiriendo situaciones naturales donde la familia pueda ser
considerada. Por ejemplo la familia de Coépulas Cuadras-Auge tiene una
interpretacion directa en términos de modelos de choque, asiendo esta clase de

familia adecuadas para modelar situaciones donde un choque comun tiene

7 De acuerdo con Apdstol (2006:71) “un conjunto S de R" se llama compacto si, y sélo si, cada
recubrimiento abierto de S contiene un subrecubrimiento finito; esto es, una subcoleccién finita que

también recubraa S".
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consecuencias sobre un sistema compuesto por varios componentes (cartera de

crédito, sistema de tiempo de vida, etc.).

Flexibilidad y un gran rango de dependencia. Los miembros de la familia deben
describir diferentes tipos de dependencia, incluyendo la cépula independiente ||d y

una dentro de los limites de la Frénchet-Hoeffding (posiblemente como un caso

limitante con respecto a los parametros).

Facilidad de manejo. Los miembros de la familia deben ser expresados en una
forma cerrada o al menos, deben facilmente ser simulables por medio de un
algoritmo. Hay que notar, que muchos procedimientos de ajuste estan basados en

el hecho de que el ajuste de la familia puede ser rapidamente ejemplificado.

De acuerdo con Becerra (2008) las copulas pueden ser agrupadas en diferentes
categorias. Una primera categoria es la de las copulas limite o copulas
“fundamentales”, ya que se encuentran asociadas con los casos extremos de

dependencia: comonotonicidad, contramonotonicidad e independencia.

Una segunda categoria de agrupacidon comunmente usada se encuentra asociada
a la forma funcional de la cépula. Esta categoria identifica dos tipos de copulas, las
copulas “explicitas”, aquellas que pueden ser expresadas a través de una forma
funcional cerrada, o “implicitas” las cuales son derivadas de funciones de
distribucion multivariadas conocidas, aunque sus formas funcionales no son simples
o cerradas. Ejemplos de copulas explicitas se encuentran en las copulas
fundamentales, mientras que entre las copulas implicitas se encuentran las copulas

derivadas de las funciones de distribucion normal y t multivariada.

Por ultimo la tercera categoria de agrupacion depende directamente de las
caracteristicas particulares de las copulas. Bajo esta categoria es posible identificar

cuatro grandes grupos o familias de las copulas.

De acuerdo con Jaworski et al (2009a) y Becerra (2008) se tienen las siguientes

familias de copulas:
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Familia de Copulas Elipticas. Las cépulas elipticas son aquellas asociadas a

variables aleatorias cuya funcion de distribucion multivariada es de la forma f (x', x),

por lo que las curvas de nivel de variables aleatorias que tengan este tipo de copulas
forman elipses. Bouyé et al (2000). Las dos cépulas mas importantes de esta familia

son la copula normal (o gaussiana) y la copula t —Student, las cuales se derivan de

las funciones de distribucién multivariada que poseen estos mismos nombres.

Un vector aleatorio X =(X,,X,,...,X;) se dice tiene una distribucién eliptica con
vector medio U€R', matriz de covarianza > =(c:;) y un generador
g:[0,40] >[0,+], y puede ser escrito como X ~%(u,»,,9), si puede ser
expresado en la forma de X =+ RAU, donde AAT :Z es la descomposicion de
Cholesky de z, U es un vector d-dimensional uniformemente distribuido sobre la
esfera Sd —lz{u eRd :uf+...+ujz‘}, y R es una variable aleatoria positiva

independiente de U, <con densidad dada para cada r>0 por

27Z_d/2

r(d/2)

fg(r)= r'g(r?).

La funcion de densidad (si existe) de una distribucién eliptica esta dada, para cada

XeR’, por hgx) =[3 | g((x= 2" S " (x— ).

Por ejemplo, cuando g(t):(27r)7d/2 exp(-t/2), entonces X tiene una distribucion

(d+v)/2

gaussiana multivariada. Similarmente, g(t)=c(l+t/V)™ ™", para una constante c

adecuada, genera la distribucién multivariada t —Student con V grados de libertad.
Una de las caracteristicas de una distribucién eliptica es que la escala de

componentes Xl/afa“,...,Xd/ o, esta idénticamente distribuida de acuerdo a

una funcién de distribucién Fg. Este hecho representa limitaciones para el uso de

dichas distribuciones al momento de modelar sistemas estocasticos cuando los
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componentes no son similares. Para evitar esto, es util calcular la copula de una
distribucion eliptica y usarla, junto con algunas funciones de distribucion marginales
univariadas, para obtener modelos mas flexibles. Estas distribuciones son llamadas

comunmente distribuciones meta-elipticas.

Sea X un vector eliptico aleatorio X ~%3‘/(/1,Z, g). Supongamos que, para cada

i <{1,2,...d},(X,/\Joy ) ~ F,. Llamamos cépula eliptica a la funcién de distribucion

HEARENIEN)

De acuerdo con Becerra (2008) la cépula gaussiana con matriz de correlacion P

tiene la forma:

o'u) 0y

(W) =0y (@ ()., @7 (U= [ . | 1

1,
] ] Wexp(—gx P 1dexl...d)(d,

Donde @, es la funcién de distribucién normal multivariada con matriz de

correlaciones PeR™ y o~! es la funcion de distribucién inversa de la distribucion

normal estandar. Cherubini et al (2004).

La copula t —Student con matriz de correlacion P e R™ y v >0 grados de libertad

tiene la forma:

v+d -2
L G L
Cip(W)=t,,(t,' U)oty U= | o | (1+—X'P‘lx] dx,...dx,,
’ ’ Vv d/2 Vv
- - F(zj(Vﬂ')

Donde t,, es la funcion de distribucion t—Student multivariada con matriz de

correlaciones P y V grados de libertad; y tv‘j, es la funcion de distribucion inversa

asociada a la distribucion t univariada con V grados de libertad. Cherubini et al
(2004).
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Debido a que este tipo de cdpulas esta caracterizado principalmente por la matriz

de correlaciones P, mas el numero de grados de libertad en el caso de la copula t,

las cépulas elipticas resultan atractivas en el mundo financiero, ya que en carteras

conformadas por factores de riesgo que sigan una distribucion eliptica se satisfacen
las condiciones que garantizan la subaditividad del Valor en Riesgo ((VaR,) y el
principio de diversificacion. Becerra et al (2008).

Familia de Coépulas Arguimedianas. Llamamos generador arquimediano a

cualquier funcién continua y decreciente v : [0,00] — Il que satisface la condicién de

w(0)=1, %iml//(t) =0 y la cual es estrictamente decreciente sobre [O, inf {t|z//(t) = 0}]

Por conveniencia, y(+x0)=0y ' (0) =inf {t >0Jy(t)=0}, donde v~ denota la
pseudo inversa de . Una Coépula d-dimensional es llamada Arquimediana si tiene
la siguiente presentacion, para todo ue 1l y para algun generador arquimediano

w. CU)=p(y™ U)+y " Uy)+..+y 7 (Uy))

Los siguientes resultados caracterizan a las copulas Arquimedianas en términos de

las propiedades de sus generadores. Sea ¥ un generador arquimediano. Sea CW
la funcién dada por C(u). Entonces CW es una copula d-dimensional si, y sélo si, la

restriccion de v para [0,00] es d-monotona, es decir satisface: ' es diferenciable

hasta el orden d-2 en [0,4+©] y la derivada satisface D)y )>0 para

ke{0,1,...d~2} paratoda t>o0; (1) *y'*? es decreciente y convexo en [0,+].

Ejemplos de cOpulas Arquimedianas. La mayoria de copulas que pertenecen a
esta familia son funciones de uno o dos parametros, lo que si bien permite
representar facilmente diferentes tipos de dependencia, también implica una de sus
mayores limitaciones, ya que resulta complicado describir relaciones de

dependencia complejas con un numero reducido de parametros, especialmente en
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dimensiones altas. Nelsen (2006). Cuatro son las copulas mas importantes de esta

familia:

Copula Gumbel-Hougaard. La expresién estandar para los miembros de esta

d

1/6
familia de d-copulas es: C;" (u) = expL—(Z(—log(ui))‘)J ] donde 0 >1.

i=1

Para & =1 obtenemos la cépula independiente como un caso especial, y el limite

de CEH para 8 -+ es la copula comonotonica. ElI generador arquimediano de
esta familia esta dado por w(t) =exp(-t"").

Copula Mardia-Takahasi-Clayton. La expresion estandar para los miembros de

esta familia de d-copulas es:

i=1

d -1/6
CHMTC(U,V)—maX{(ZUiG -(d —I)J ,0}, donde §>~1/(d ~1),6 #0.

El caso limite en donde 8 =0 corresponde a la cépula independiente.

El generador arquimediano de esta familia esta dado por y,(t) = (max{1+6t,0})"".

Las coépulas de este tipo se pueden derivar de dos tipos de distribuciones
multivariadas: Distribucion de Pareto por Mardia y la distribucion de Burr por

Takahasi. Mucha gente se refiere a esta familia como cépulas de Clayton.

Copula Frank. La expresion estandar de esta familia de d-copula es

e (e™ —1
C;r(u)——élog£1+MJ, donde 6> 0.

(e“g —l)d_1

El caso limite en donde @ =0 corresponde a I1,. Para el caso de d =2, el parametro

0 puede ser extendido también al caso #<0. Las copulas de este tipo fueron

introducidas por Frank (1969) en relacion con un problema de funciones asociativas
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sobre Il. Estas son absolutamente continuas. El generador arquimediano esta dado
) 1 A
por: y,(t) = —Elog(l—(l—e 9)6 t).

Copula Clayton generalizada. Esta es un ejemplo de copula de Arquimedes de

dos parametros. El generador de esta copula es v, (t)=6"(t-1)’, donde >0y

o=l

La forma generalizada de esta cépula esta dada por:
C ) =@ -7+ =1 ).

Como se puede observar, si bien todas estas copulas son arquimedianas, describen
tipos de dependencia completamente diferentes. Becerra et al (2008). La cépula
Gumbel muestra dependencia en los extremos unicamente en la cola superior,
mientras que la copula Clayton la exhibe en la cola contraria. Por su parte, la cépula
Frank no muestra dependencia en ninguna de las dos colas y la cépula Clayton
generalizada muestra dependencia en los extremos para ambas colas, aunque

pueden ser de intensidades diferentes.

Familia de Cépulas EFGM. Las llamadas distribuciones Eyraud-Farlie-Gumbel-
Morgenstern (EFGM) han sido consideradas por Morgenstern (1956) y Gumbel
(1958) y desarrolladas por Farlie (1960). Sin embargo, la idea de considerar tales
distribuciones se originaron en el trabajo de Eyraud (1936).

Sea d>2 ysea & la clase de todos los subconjuntos de {1,2,...,d} teniendo al
menos 2 elementos. Trivialmente, & contiene 2? —d —1 elementos. Para cada

S e~ asociamos un numero real &, con la convencion de que, cuando

S={i,i,,..ig},0, =

s iy oy

49



Una copula EFGM puede ser expresada de la siguiente manera:
CzEFGM (U, u,) =uu,(1+a,(1-u)(1-u,)), y

C3EFGM (U;,U,,Up) =Uu,us[1+ o, (1-u (1 —u,) + o, (I-u ) = Uy) + &, (1-u, )1 - uy)
+ 0!123(1 - u1)(1 - uz)(l - U3)]_

No es dificil demostrar que cualquier copula EFGM es absolutamente continua con

funcion de densidad dada por: C5™ (u)=1+Y_ ,JJ(1-2u,). Como consecuencia
Sew jes

el parametro @, tiene que satisfacer la siguiente desigualdad: 1+ Z [, 20.

Sew jes

Para cualquier &; €{-L1}. En particular se tiene que |or;| <1. Las cépulas EFGM no

permiten modelar una gran dependencia entre variables aleatorias.
4.5 Construccion de Copulas.

Varios modelos de construccidon de cépulas se han desarrollado en los ultimos afios
desde varias perspectivas. De una forma abstracta los modelos comienzan con una
copula conocida o algunas funciones auxiliares y generan en automatico la nueva
copula. De acuerdo con Jaworski et al (2009a) y Nelsen (2006) se pueden distinguir

tres tipos de construccion de copulas.

Construccion de copulas con marginales dimensionales bajas. Estas
construcciones estan estrictamente relacionadas con el problema original de
Frénchet al considerar funciones de distribucion con marginales fijas. En este
contexto los resultados mas interesantes se han obtenido por medio del método de
condicionamiento, usado por Dall’Aglio et al (1991), Joe (1997) y Ruschendorf
(1985). Un método muy poderoso introducido recientemente esta basado en la idea

de lo que se llama la construccién de copulas por apareamiento.

Transformacion de Copula a Copula. La construccion de este segundo tipo esta

basado en la transformacion de d-cépulas en otras d-copulas teniendo posiblemente
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caracteristicas adicionales (por ejemplo, un mayor numero de parametros).

Especificamente los siguientes casos han sido estudiados con profundidad.

Sumas ordinarias. Esta construccion fue introducida bajo el marco algebraico,
llamado teoria de semigrupos'®; para después ser traducido al lenguaje de normas
triangulares (t-normas)'®, las cuales son operaciones binarias sobre Il que son
asociativas, conmutativas, monétonas y con elemento neutro 1, finalmente esto
también se aplicé a las copulas bivariadas (lo cual de hecho, puede ser visto como

un caso especial de operaciones binarias sobre 11).

Las sumas ordinarias como método de construccion de copulas esta basado en los
estudios de Alsina et al (2006), Klement et al (2000) y Schweizer (1983). Una

extension de la construccion de copulas con sumas ordinarias sobre “.ha sido
recientemente discutida por Jaworski et al (2009b), Jaworski (2008) y Mesiar (2010).
Este método esencialmente se basa en un procedimiento de parche, consistente en
redefinir el valor que una cépula asume en una d-caja B de 11¢ rescalando a una
nueva copula.

De acuerdo con Mesiar (2010) tenemos el siguiente resultado: Sea ~ un

subconjunto finito y contable de N y sea [ak,bk]ke_/ una familia de subintervalos de
Il indexados por ~ ysea (C,),., unafamilia de copulas en 7.~ también indexada

por .7 . Se requiere que cualquiera de los dos intervalos [ak,bk]ke_/ tenga al menos

un punto final en comun.

8 Revisar Kolman et al (1997) para un entendimiento de la teoria de semigrupos y operaciones

binarias.

19 Revisar el trabajo de Barragan (2009) para el estudio y aplicacion de las T-Normas.
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Entonces la suma ordinaria de C de (Ck)ke) con respecto a la familia de intervalos

[ak’bk]ke./ es definida la d-copula, para todo u e 11° por:

ak+(bk—ak)Ck(mm(u“bk)_ak mm(ud,bk)_akj’

b.-a b -a
C(u):= if min{u,u,,..u,}e[a,.b ] paraalginke.”,

min {u,,U,,..U, }, cualquier otro caso.

Para tal C la podemos escribir de la siguiente manera

C=((a.b.Cy)),_ . =D ) }Ck.

ke /

Distorsion. Dada una copula C y una biyeccion incremental w: 1l 11, la

distorsion de C esta definida como la funcion CW ¢ I,

C, () =y CH Uy (Ut (Uy))).

Tal transformacién se ha originado del estudio de las funciones de distribuciéon
probabilisticas distorsionadas (especialmente, la distorsién de potencias), y ha sido
considerada por Alvoni et al (2009), Charpentier (2008), Durante et al (2010),
Durante et al (2005), Durrleman et al (2000), Frees et al (1998), Genest et al (2001),
Klement et al (2007), Morillas (2005) y Nelsen et al (2006). En el contexto de
obligaciones de deuda colaterizada sintética, la distorsion de copulas se ha usado
recientemente para producir distribuciones de pérdidas de colas pesadas en

carteras. Crane et al (2008).

Composicion puntual de copulas. Dadas dos cépulas A yB en ./ definimos
la composicién de A yB a través de una funcién adecuada H:II* I,
fioll -1l yg: 1l > 1 (i=12,..d), y cualquier mapeo C,;:11° > 11 dado por
Cp (W) = H AT, (U)o £y (U)), BT, (U), G4 (Uy))):
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Mezcla de cOpulas. Estas construcciones estan basadas en la transformacion de
una copula C en otra copula por medio de un rearreglo adecuado de la distribucién
de la masa original de C. La idea se origina de la nocién de mezcla de minimos

introducida por Mikusinski (2009) y esta relacionada con algunas modificaciones de

la copula |V|d Mikusinski (1992). Una generalizacion reciente es discutida por

Durante (2009).

Construccion geométrica de copulas. El tercer tipo de construccién se refiere a
métodos para originar copulas comenzando con alguna informacion sobre su
estructura (por ejemplo, apoyo, diagonales, secciones). Para una buena revision de
esta construccion debemos referirnos a Nelsen (2006): Cépulas con apoyo dado;
Frederick (2005): Copulas con un horizonte o seccion vertical dado; Durante (2007);
Klement (2007); Rodriguez-Lallena (2009a, 2009b) y Ubeda-Flores (2008): Copula
con secciones diagonales; De Baets et al (2007, 2009); Durante et al (2007, 2008);
Erderly et al (2006); Jaworski (2009); Mayor (2008) y Nelsen (2008); y cépulas con

secciones afines dadas Klement (2007) y Quesada-Molina (2008).
4.6 Copulas y conceptos tedricos asociados.

Para Carol (2008) en la practica se da que los rendimientos de las distribuciones
marginales son asimétricos, la dependencia es no linear o ambos. Esto significa que
la correlacién no nos sirve como una medida de dependencia, porque solo aplica
cuando las variables aleatorias tienen una distribucidén eliptica multivariada. La
alternativa es el uso de las copulas, la cual es una herramienta flexible para la
construccion de distribuciones conjuntas. Tipicamente, el uso de una coépula para
construir distribuciones conjuntas da una forma funcional que captura el
comportamiento observado de los retornos financieros de los activos mas alla de
los de una distribucion eliptica.

Simulacion de una variable aleatoria. Para entender el concepto de copula,

reconsideremos el método usado para simular valores, dada una funcién de
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distribucion. De acuerdo con Carol (2008) las siguientes son definiciones y
propiedades de las funciones univariadas y continuas de distribucion:

Sea X una variable aleatoria continua con dominio D. Una funcién de distribucién
F en X es continua, monétona y creciente de D a [0,1] tal que F(x)=P(X <x).
Por lo tanto para cualquier x € D, la probabilidad de que X sea menor que X esta
dada por el valor de funcién de distribucion en X. Asumiendo, si existe, la funcion

de distribucién inversa F™':[0,1]— D, es definida como la inversa de la funcién,
F'(F(X)) =X paratoda x e D.

Asumiendo que F es diferenciable sobre D, su funciéon de densidad esta definida
como la derivada de la funcién de distribucién, f(x)=F'(x). Donde F es creciente

mondtona, f(x)=>0.

Concepto de cuantil. Para Carol (2008) el cuantil de una variable aleatoria

continia X asociada con una probabilidad « €[0,1]; el cuantil @ de X es el valor

X, de X tal que P(X <X,)=a. Los cuantiles se usan para simulaciones. Ejemplo:

Simular un numero aleatorio U para representar una probabilidad. Denotamos con
U porque es una salida aleatoria de una distribuciéon uniforme. Ahora usamos la

inversa de la funcion de distribucion para encontrar el correspondiente cuantil. Sea
-1 . . . . . . .y .
X=F"(U), las variables uniformes tienen funciones de distribucién lineal. En

particular, la variable uniforme estandar U~U[0,1] tiene la propiedad de
P(U <u)=u. Ahora para toda U €[0.1], P(F(X)<u)=P(X < F(u)=F(F"u)=u.

Distribucion condicional de la cOpula y sus curvas cuantiles. De acuerdo con
Carol (2008) al igual que una funcién de distribucién conjunta, las copulas tienen
distribuciones condicionales. Una distribucion condicional es la distribucién de una
variable dado que las otras toman algunos valores fijos especificos. La unica

diferencia entre la distribucién de una cépula condicional y la distribucién ordinaria
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es que las marginales de cada copula estan uniformemente distribuidas por
definicion. Sin embargo, la distribucién de la cépula condicional puede ser un poco
diferente para diferentes coépulas. La distribucién condicional de una copula,
usualmente expresada en términos de su funcidn de densidad, es una de las partes

mas utiles de una cépula para muchas aplicaciones financieras.
Para definir la distribucidn condicional de una cépula debemos considerar, por
simplicidad, una cépula bivariada C(Ul,Uz). Entonces tenemos dos distribuciones

condicionales de la copula y estan definidas por las funciones:

Cl‘2(U1|U2)= PU, <y, |U2 =u,) yC,,(u, |U1) =PU, <u, |U1 =u,).

21
Las distribuciones condicionales son obtenidas tomando las primeras derivadas de

o(u,u o(u,,u
(alu 2) yCZ‘I(u2|ul): ( 1 2).

2 1

la copula con respecto a cada variable, Cl‘z(ul |u2) =

Podemos describir la distribucion condicional por su cuantil asociado. Para alguna

probabilidad fija g, tenemos Cz‘l(u2|ul):q. Esto define a U, como una funcién de (

yU,. Por lo que podemos escribir U, = gq(ul), donde §, es una funcién explicita o
implicita del cuantil de la curva de la cépula.

Dependencia de cola (Tail dependence). De acuerdo con Carol (2008) la
dependencia de cola examina la concordancia de las colas (valores extremos) de la
distribucion conjunta. Para las variables independientes la densidad de la copula se
encuentra por todos lados. Las densidades de las cépulas no se ven como funciones
ordinarias de densidad, las cuales son siempre positivas y tienen valores grandes
en el centro. De hecho, es un poco la inversa: la densidad de la cépula que usamos
en finanzas tiene valores en las esquinas, indicando la importancia de la

dependencia de las colas.
Definimos el i, jesimo coeficiente de la dependencia de cola inferior como:
,11; = 1i£n P(X, < |:i—1(o|)|xj <F'(@)), siempre y cuando el limite exista.

qy 0
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Este representa la probabilidad condicional de que una variable tome valores en la

cola inferior, dado que la otra variable toma valores en la cola superior. Donde el

coeficiente es una probabilidad condicional, ﬂ,,; e[O, 1]. Se dice que la copula tiene

una dependencia de cola baja para X,y Xj cuando i,; >0, y el valor del coeficiente
de dependencia es el maximo.

Similarmente definimos el i, jesimo coeficiente de la dependencia de cola superior

como: A; =LmP(X; > F.'(q)). Siempre y cuando el limite exista. Este representa la
q

probabilidad condicional de que una variable tome valores en la cola superior, dado

que la otra variable toma valores en la cola inferior.
Donde el coeficiente es una probabilidad condicional, i; e[O,l]. Se dice que la

copula tiene una dependencia de cola alta para X, y Xj cuando i,}l >0, y el valor

del coeficiente de dependencia es el maximo.

Una cépula tiene dependencia de cola simétrica si i,;:ﬂij“ para todo i,j, vy

dependencia asimétrica de cola si los coeficientes de dependencia de cola superior

y de cola inferior son diferentes.

Limites de la dependencia. Introducimos algunas cépulas especiales como las

copulas “analogas” de correlacion cero y la de correlacion entre -1y 1. La version
multivariada C(F(X,),F,(X,))=F,(X)F,(X,) es la copula independiente que aplica en
todos los casos en que las variables aleatorias son independientes. Esto puede ser
escrito como C(U,,U,,...,U.)=UU,..U . Por lo tanto, la funcién de distribucidn conjunta
es el producto de las distribuciones marginales. La copula Fréchet de limite superior
esta dada por C(U,,U,,...,u,) =min(u,,u,,...,U,).

Este es el limite superior de todas las posibles cdpulas, en el sentido de que ninguna

otra copula puede tomar un valor mas grande que el valor de esta copula, y cuando
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las variables aleatorias tienen el limite superior de Frénchet se dice que se tiene

una dependencia positiva perfecta.
La copula de limite inferior de Frénchet es una cépula para n=2. Esta definida como
C(u,,u,,...,u,) =max(u, +U, +...+U, —=N+1,0). Ninguna cépula puede tomar un valor

menor que este valor, y corresponde al caso en donde las variables aleatorias tienen

una dependencia negativa perfecta.

Decimos que una coépula captura una dependencia positiva o negativa entre
variables si tiende a uno de los limites de Frénchet. Pero la cépula gaussiana no
tiende al limite superior de Frénchet cuando la correlacion se incrementa a 1, y

tampoco tiende al limite inferior de Frénchet cuando la correlacion disminuye a -1.
4.7 Calibracién de cépulas.

La conexidn entre correlacion de rango y ciertos parametros de copulas bivariadas
es importante para calibrar los parametros de las copulas, existiendo para ello
también técnicas de calibracion basadas en el método de estimacion de maxima

verosimilitud.

Correspondencia entre cépulas y correlacion de rangos. De acuerdo con Carol

(2008) se puede demostrar que la tau T de Kendall, tiene relacién directa con una

11
copula de funcion bivariada C(u,v) como sigue: r:4”C(u],u2)dC(u1,u2)—1.
00

Por lo tanto, si la copula depende de un parametro entonces proporciona un medio
para calibrar este parametro usando una muestra estimada de la correlacion de

rango. La copula normal bivariada tiene un solo parametro, la correlacion 9, y la

. T
identidad se expresa como 4 =sin (5 TJ. Esto también aplica a la copula t — Student
y otras copulas elipticas. Hay una relacion entre esta copula y la rho de Spearman

11
£ usando: p:12Hu,u2dC(u1,u2)—3, Probando que 9=2sin[%pJ. Finalmente para
00
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'

1
la copula agrimediana tenemos ¢ :1+4I
w'(X)

0

( W (X)

jdx. Aplicando lo anterior a la copula

de Gumbel obtenemos 7=1-8"'=8=(1+7)", y para la cépula Clayton

=% S a=2:(1+2)".
a+2

Métodos de calibracion de cOpulas por estimacion de maxima verosimilitud
(EMV). De acuerdo con Carol (2008) es posible calibrar los parametros de las
copulas haciendo la densidad de la copula tan cercana como sea posible a la
densidad de copula empirica. Sin embargo, la densidad de la cépula empirica puede
ser tan sensible que cambios pequefos pueden provocar cambios grandes en la
calibracion de los parametros. Por lo tanto la densidad de copula empirica es usada

para juzgar la bondad de ajuste de la copula estimada.

Modelo general de calibracion de cépulas (EMV): De acuerdo con Carol (2008)
primero describimos el algoritmo de calibracibn en términos generales.

Supongamos que la densidad conjunta esta definida por
f (X X)=f(%).. £, (% )C(F (%),....F, (%)) v especificamos los parametros de
las marginales y de la copula. Por simplicidad suponemos que cada marginal tiene
solo un parametro @, pero lo siguiente puede ser facilmente generalizado a los
casos en donde las marginales tienen un vector con parametros. Sean las
marginales de densidad y distribucién definidas como f(X;2) y F(X;a)

respectivamente y reescribimos la densidad conjunta de arriba como
f (X X3 0,0) =¢(F (X3,)..... F, (Xn;an);ﬁ)ﬁ fi(x;0).
i=1

Donde a=(,,..,2,) es el vector de los parametros de las marginales y 6 es el

vector de los parametros de la copula.

Obtenemos la siguiente funcién de maxima verosimilitud
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In L(at,0;X,.... %) = Z[Inc( X3 )seeos By (X3 2 )ZInf X J

Donde X :(Xm--wxm) es el vector renglén de las observaciones de las 1 variables

aleatorias en el tiempo t en una muestra de variables de series de tiempo. Y

podemos reescribir la ecuacion anterior como sigue:

In L(at,0;%,,..., %) = Zlnc( (X )see o Fy (X2, )+Zn:i|nf Xits

t=1 i=1 t=1

La maxima verosimilitud se puede obtener de dos formas: Calibrando los

parametros para cada densidad marginal, individualmente usando el método de

estimacion de maxima verosimilitud en la manera usual. Esto es, para cada @, en

T

el vector de maxima verosimilitud estimar & resolviendo maxZInf (), para
el

i=1,..,n. Calibrando los parametros de la copula resolviendo

nt >

max Y In¢(F (x;:a),....F, (X, );0)
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Conclusiones.

Después de realizar una revision de literatura exhaustiva y de recabar informacion
suficiente que permitiese documentar las caracteristicas y propiedades de la
metodologia de cépulas, para resolver el problema de calculo de la matriz de
varianzas-covarianzas, sin considerar las limitantes del coeficiente de correlacion

de Pearson se obtuvo lo siguiente:

La asociacion de una variable de rendimiento con otras variables de rendimiento,
en una cartera de inversion, juega un papel relevante, pues tiene un impacto directo

en los rendimientos asi como en las pérdidas esperadas.

El coeficiente de correlacion usado en la metodologia de Harry Markowitz para el
calculo de la matriz de varianzas-covarianzas solamente contempla una relacion
lineal entre las variables mientras que en la metodologia de copulas, las marginales
que integran la funcién conjunta pueden cumplir, 0 no, el criterio de normalidad
multivariable y ademas seguir diferentes procedimientos para obtener un indice
eliptico de independencia. Esto ultimo, explica mejor el comportamiento e influencia

por variables microeconémicas y macroecondémicas.

En el presente analisis se obtuvo que la metodologia de copulas es mas adecuada
para el calculo de la matriz de varianzas-covarianzas, porque es invariante ante
transformaciones monoétonas crecientes y decrecientes de las variables aleatorias
que componen dicha matriz. Toma en cuenta los posibles casos de dependencia
entre las variables de rendimientos, los cuales se pueden modelar a través de una
copula especifica. En el caso de mercados emergentes, como el mexicano, resulta
conveniente utilizar esta metodologia dados los diferentes escenarios econémicos
de inversion (crecimiento del Producto Interno Bruto por debajo de lo planeado,
aumento de la inflacion debido a factores estructurales y de reforma econdmica,

social y politica, baja del precio del crudo mexicano, recortes al gasto corriente, etc.).
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El resultado del comparativo entre ambas metodologias (Copulas-Harry Markowitz)
muestra la ventaja de la primera respecto de la segunda para el calculo de la matriz
de varianzas-covarianzas, pues tiene la libertad de especificar las marginales y asi
obtener una distribucion empirica, o cualquier distribucion paramétrica, que se
ajuste a la informacion del mercado de valores en el que se esté creando la cartera

de inversion, eliminando asi la restriccion de normalidad para las marginales.
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