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Introduccion

La teoria de la relatividad de Einstein (especial y general) resulté en una revolucién de
la fisica contemporanea. Esta revolucion implica de entrada conceptos contraintuitivos
y sorprendentes. La relatividad ha sido probada una y otra vez en los laboratorios mas
avanzados sin dejar lugar a dudas acerca de sus fundamentos. Después de cien anos
de su creacioén, la relatividad sigue siendo una teoria sorprendente, al grado de que los
estudiantes de cualquier nivel no dejan de preguntarse acerca de su funcionamiento.

Muchos libros se han escrito para divulgar los conceptos bésicos de la teoria, sin em-
bargo, cuantos de ellos en el area de divulgacion son necesarios para dejar claro que el
tiempo y el espacio se entretejen para explicar los limites de cantidades que desde el
marco de las teorias cldsicas serian infinitas, entre ellas la rapidez de la luz.

Los estudiantes suelen entender que deberia existir un limite para la rapidez de la luz,
luego cuestionan el por qué ese limite coincide con el limite de rapidez para cualquier
objeto en el universo. Después de tomar algunos cursos (de relatividad por su puesto)
esas dudas desaparecen, pues luego de esto, se puede apreciar que la teoria es impecable.
Sin embargo, esta teoria estd basada en dos postulados. Uno de ellos es, que la rapidez
de la luz es un invariante en cualquier sistema de referencia inercial.

Esto no deberia ser un problema, dado que existen postulados tanto en fisica como en
las matemadticas, que normalmente no se cuestionan, pues en ellos se basan las teorias
que se conocen hasta ahora.

Por lo regular, la mayoria de los autores introducen al lector al mundo de la relatividad
sin cuestionar ni explicar los mecanismos por los cuales funciona. Sin embargo, algunos
autores como A. Beiser[1] tratan de explicar como se puede entender por ejemplo la
famosa ecuacién de Einstein £ = mc? proponiendo una situacién ideal (sugerida por
el propio Einstein) en la seccién llamada: “Masa y Energia: Derivacién Alternativa”,
que consiste en una caja cerrada en la cual en uno de sus extremos se emite un pulso
electromagnético.

Son pocos los ejemplos (pero no nulos) de los estudios a cerca de como puede enten-
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derse el funcionamiento de la teoria de Einstein. Otro ejemplo se tiene en el trabajo
de L. C. Baird[2] en el cual plantea un deduccién breve y pedagdgica de la masa rela-
tivista. Otro ejemplo se tiene con T. R. Sandin en “In defense of relativistic mass”[3]
y en “Relativistic momentum and kinetic energy, and £ = mc®” de Ben Yu-Kuang Hu[4].

Los trabajos anteriores proponen situaciones en las cuales se trata de entender el meca-
nismo de accion a través de situaciones ideales, de las cuales se logra obtener una he-
rramienta pedagogica que ayuda a explicar y entender parte de la teoria de Einstein. Por
ejemplo en “The quantum vacuum as the origin of the speed of light”[5] de M. Urban et
al., proponen un modelo para explicar el origen de la velocidad de la luz considerando al
vacio cuantico continuamente lleno de apariciones y desapariciones de pares de particulas
cargadas, en este caso fermiones (pares pasajeros de particula-antiparticula), asumiendo
que un par pasajero es el producto de la fusion de dos fotones virtuales, y derivan la ve-
locidad del fotén en el vacio modelando su propagaciéon como una serie de interacciones
con esos pares.

Por todo lo anterior y en aras de la didactica se ha propuesto un ejercicio para tratar
de entender lo que sucede a nivel cuantico acerca del limite de la rapidez de las masas.

Estd de més decir que este limite es obtenido de forma natural del postulado men-
cionado. Cuando se acelera una masa, su velocidad crecerda de forma casi lineal para
energias pequenas, sin embargo para energias grandes su rapidez seguird otra ley que ya
no es lineal, describiendo su limite final. El ejercicio mencionado consta de hacer a un
lado el postulado de la rapidez y proceder de forma inocente en lo que sucederia si se
considera la aceleraciéon de una particula cargada por el simple hecho de su interaccion
con campo eléctrico.

Lo anterior implica que se deberia considerar que una particula cargada se acelera por
la absorcién de fotones del mencionado campo. Haciendo uso del efecto Doppler clasico
o una variante del mismo se investiga la rapidez adquirida por la particula cargada.

Para este ejercicio, esta tesis estd organizada de la siguiente forma: En el capitulo
inicial se da una completa descripcién del articulo de Einstein de 1905, de forma que el
lector quedara enterado de los detalles del origen de la relatividad especial. Este capitulo
evidentemente puede ser dado por visto si el lector conoce la teoria; al mismo tiempo
el lector daria por entendido que el autor conoce la teoria y no pretende otra cosa que
un ejercicio didactico sobre los mecanismos que la naturaleza utiliza para mantener las
leyes. El segundo capitulo trata sobre el Efecto Compton, muy 1til si se quiere saber
acerca de la absorcion de energia de fotones por parte de particulas cargadas. De en-
trada se dice que ya que este ejercicio es tedrico, sélo se tomara en cuenta interacciones
Compton en las cuales se aproxima a la maxima energia de absorcion. En los siguientes



capitulos se establece el ejercicio, discusién y conclusiones.

Al final, se pregunta si el limite se genera por la velocidad de los portadores de la
interaccién, en este caso los fotones. Si los fotones tuvieran otra velocidad, entonces el
limite seria esa otra velocidad, por lo que el ejercicio tiene sentido.






Capitulo 1

El articulo que cambié la historia:
“Sobre la electrodinamica de los
cuerpos en movimientos”

La teoria de la relatividad de A. Einstein ha tenido mucho éxito, brindando una expli-
cacion de muchos fenémenos, uno de ellos, del cual se es testigo todo aquel que posee
un celular con navegacion, es el GPS.

Sin embargo, hay fenémenos que no son observados tan de cerca, por ejemplo, la desin-
tegracion retardada de las particulas, es decir, una particula que llega del espacio, viaja
durante un tiempo mayor al que pareceria ser su tiempo de vida media en reposo

Dada la importancia de esta teoria, a continuacion se hace una revisén a fondo so-
bre las ideas de Einstein publicadas en su articulo de 1905: “Sobre la electrodinamica
de los cuerpos en movimientos”[6].

1.1 “Asimetrias” del modelo clasico.

La experiencia ha ensenado que no existen sistemas de referencia privilegiados cuando se
trata de cuerpos en movimiento. Por ejemplo, nadie puede identificar al estar encerrado
en una caja si se esta en el espacio en ausencia de gravedad o si se esta en caida libre,
no hay forma de saber en cudl de los dos sistemas se encuentra.

Las leyes de la fisica Newtoniana y més ain la definicion de espacio y tiempo absolutos
dados por Newton deben ser modificadas de alguna manera al encontrarse fenémenos en
la naturaleza no explicables y en discordancia con tal definiciéon. Uno de los fenémenos
de esta clase, como es bien sabido, es la interaccion electromagnética entre un campo



magnético y una varilla conductora en movimiento[7], misma que depende claramente
del sistema de referencia donde se mida, pues un observador en reposo observara que
las cargas dentro de la varilla se mueven,por tanto en el interior de la varilla se crea un
campo eléctrico que ejerce una fuerza que tiende a equilibrar a la fuerza que de otro
modo haria mover cualquier carga a lo largo de la varilla; mientras que para un obser-
vador que se mueve con la varilla, observara que en el interior de la varilla no hay campo
eléctrico, vy a pesar de haber un campo magnético uniforme, este no produce ninguna
fuerza porque no hay cargas en movimiento.

Estas “asimetrias’ no explicadas por la teoria clasica imponen la modificacién de la
misma o el adicionamiento de “entes” con propiedades extranas pero suficientes para
dar sentido a una explicacion de los fenémenos antes no explicados. En este rubro, se
encuentra la introduccién del éter, extrano medio de propagacién de la luz, el cual de-
beria permear todo el espacio y ser extremadamente ligero. Sin embargo, la experiencia
demostrada por Michelson y Morley[8], revela que tal “éter” no existe.

1.2 Postulados de la teoria especial de la relatividad.

En medio del colapso de las teorias fisicas, en 1905, un joven fisico dié solucion al
dilema: cambiar toda la fisica hasta entonces desarrollada o introducir modificaciones
cuyo objetivo fuera corregir aquellas partes que no arrojaban los resultados esperados.
Albert Einstein, propuso en uno de sus famosos articulos “Sobre la electrodinamica de
los cuerpos en movimiento”, modificar el concepto de espacio y tiempo absolutos, y
ponderar la existencia de marcos privilegiados de referencia. Einstein postulé en esencia
dos cosas:

e Para todos los sistemas de referencia inerciales, las leyes fisicas toman la misma
forma (Principio de relatividad).

e En todo sistema de referencia, la velocidad de la luz ¢, es siempre una constante,
sin importar el movimiento de la fuente (Invariancia de la velocidad de la luz).

1.3 Definicion de simultaneidad y sincronizacion de
relojes.

Dada los postulados anteriores, Einstein tuvo que cambiar y desarrollar nuevos concep-
tos, tales como simultaneidad, espacio y tiempo.

Dados dos observadores colocados en A y en B, ambos con relojes de la misma na-
turaleza, cada uno podra evaluar eventos cronolégicamente en sus vecindades, pero sin
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alguna hipoétesis adicional, es imposible comparar cronolégicamente los eventos del ob-
servador en A con los eventos del observador en B.

Falta definir un tiempo en comin para ambos observadores, esto puede hacerse si se
toma un rayo de luz emitido desde A y reflejado en B por algin espejo de tal forma que
regresa al punto A, denotando el tiempo como ¢4 al momento justo en el cual el rayo
de luz es emitido, sea t5 el tiempo en el cual el rayo llega a B y ademés t7 el tiempo en
el cual el rayo regresa al punto A, dados A y B en reposo, si se define que el tiempo de
viaje de la luz de ir de A a B es igual al de B a A, se tiene que los relojes colocados en
A y en B estaran sincronizados si:

tp—ta =1t —tg (1.1)

Suponiendo que lo anterior se puede hacer sin contrariedades para una cantidad arbi-
traria de puntos, y ademas que las siguientes afirmaciones son validas:

1 Dados dos relojes A y B, tal que A estd sincronizado con B, entonces B esta
sincronizado con A.

2 Dados tres relojes A, B y C, tales que A esta sincronizado con B, y A esté
sincronizado con C, entonces los relojes B y C' estaran también sincronizados.

De esta manera, se obtuvo una definicién de “simultaneo” y de “tiempo”, todos los
tiempos estan definidos por medio de relojes estacionarios en el marco de referencia. La
sincronizacion de los relojes ocurre porque estos estan separados en lugares distantes
uno del otro.

La definiciéon de “tiempo de un evento” dado por Einstein, se refiere al dato de un
reloj que se encuentra en reposo en el mismo lugar y en el mismo momento del evento,
sincronizado con un reloj en reposo. Apelando a los hechos experimentales, la magnitud:

2AB
=c (1.2)
th —ta

Es una constante universal.

1.4 Sobre la relatividad de la longitud y del tiempo.

’ . . / . /
Supongase dos sistemas de referencia S y S, de tal forma que el sistema S se mueve a
. . . . . /! . ’ .
una velocidad uniforme v en la direccion de los ejes © — x, mientras que los demads ejes



X A B X

Figura 1.1: Dos sistemas de referencia. S estd en reposo y S  se mueve a velocidad v
respecto de S en la direccién z — . En S hay una varilla de longitud ! en reposo,
iniciando en el punto A y terminando en B.

son paralelos. Considérese una varilla de longitud [ medida en el sistema S que viaja a
una velocidad v relativa a .S, es decir en reposo con respecto al sistema S’, en la cual
se han colocado relojes en los extremos sincronizados con un reloj en S en reposo. La
longitud de la varilla medida en S’ es evidentemente [, sin embargo, la longitud de la
varilla medida desde S serd diferente de [.

Considérese un rayo de luz emitido desde el extremo A de la varilla en el tiempo ¢4, llega
al extremo B en el tiempo tp y se refleja hacia A llegando en el tiempo t*. Considérese
el fendmeno observado desde el sistema S, la velocidad del rayo al aproximarse a B sera
¢ — v, considerando la longitud de la varilla vista desde S como r4p, el tiempo que le
toma al rayo llegar desde A hasta B es:

TAB
c—v

tp—t4 = (1.3)

Cuando el rayo es reflejado en B hacia A, se aproxima con una velocidad ¢ + v medida
desde S, por tanto la diferencia temporal estara dada por:

(1.4)

De lo anterior se observa que el tiempo de ir de A hasta B es distinto del tiempo que toma
en volver de B hasta A. Es decir, dados dos observadores colocados en los extremos de la
varilla cada uno con sus respectivos relojes, veran que los relojes no estdn sincronizados
entre si, mientras que los observadores en S los veran como sincronizados. De aqui que
dado dos eventos simultaneos desde el punto de vista de un sistema coordenado ya no se
puede interpretar como simultaneo desde el punto de vista de un sistema que se mueva
con velocidad relativa al primero. El concepto de simultaneidad deja de ser absoluto.



1.5 Teoria sobre la transformacion de coordenadas
y del tiempo de un sistema en reposo a otro
sistema que se encuentra en movimiento trasla-
cional uniforme con respecto al primero.

Considérese nuevamente dos marcos de referencia S y S', con sus ejes coincidentes en
t =0, S permanece en reposo con respecto a S’ que se mueve con una velocidad relativa
v en la direccién = — x’ con respecto a S. Considérese un punto P en el sistema S,
que se mueve a una velocidad v, nétese que P esta en reposo desde la perspectiva de
un observador situado en el origen de ', es decir, dada 2’ la coordenada de P en S,
2 mantiene un valor fijo. Sea X la posicién del punto P, tal que medida desde S,
X =z —vt.

y y'
S S
V P
_., .
L")
_..
X A g

. . . 7 /! .
Figura 1.2: Dos sistemas de referencia. S esta en reposo y S se mueve a velocidad v
. ., ! / .
respecto de S en la direcciéon x — x . Un punto en S permanece en reposo, el mismo
. . . 7
punto medido en S se mueve a la misma velocidad v que S".

Desde el origen del sistema S’, se emite un rayo de luz en el instante ¢,, llega a P en
t’l, y regresa hacia el origen de S en el tiempo t’2. Supongase que los relojes estan
sincronizados, entonces utilizando (1.1) se debe cumplir que:

1 ’ ’ ’

Notese que los tiempos tg, tll y t; pueden ser expresados como funcién de (X, y, 2, 1),
donde t es el tiempo medido desde el sistema S en el que llega el rayo de luz a P. De
esta manera se puede escribir cada tiempo como t; = t;(X .Y, 2,t), donde i se refiere a
los valores 0, 1,2, tomando lo anterior, los instantes de tiempo en que el rayo es emitido,
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recibido y reflejado pueden escribirse expresamente como:

ty =1(0,0,0,t) (1.6)
t; =t (X,0,0,t+ X ) (1.7)
1 ] c—v .
X

ty =1(0,0,0,t+

) (1.8)

cC— v c+wv

Se puede reescribir (1.5) al introducir las ecuaciones anteriores, esto queda como:

X /
+ ) =1t(X,0,0,t+

1[t’(000t)+t’(000t+
2 T T c—v cH+v c—v

) (1.9)

Noétese que si X es infinitesimalmente pequenio (1.7) y (1.8) se transforman como:

, X , ot' ot

t(X,0,0,t + E) —1(0,0,0,1) + EM + ﬁAX (1.10)
, , ot’
£(0,0,0. ¢ £(0,0,0,t) + —At 1.11
(,,,+C_U+C+U)—>(,,7)+8t (1.11)

Donde At = £ para (1.10) mientras que para (1.11) At = (2X + CJ%), obsérvese que
esto depende del camino que sigue el rayo de luz si es hacia P o hacia el origen de S’

Por lo que al sustituir en 1.5 y hacer un poco de algebra se obtiene:

1,1 1 ot ot 1 ot

— —] == — 1.12
2[(c—v+c+v)8t] 8X+c—v<9t ( )
Después de arreglar términos queda:
ot v ot
— +(——=)—=0 1.13
(9X+(02—v2)8t ( )

Si ahora, se envia un rayo de luz en la direccién y desde el origen de S', a un punto
Y fijo. Vista la senal desde el sistema S, el rayo viaja a una velocidad ¢ haciéndo un
angulo, con velocidad v en el eje x y velocidad /¢ — v? en el eje y.

, . / / / . ..
Anélogo al caso anterior, sean t,, t; y ¢, los tiempos en los cuales el rayo es emitido,
llega a Y y regresa al mismo lugar de su emision, respectivamente.

Nétese que visto desde el sistema S, ty,t; v t, son funciones de las coordenadas de
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X b4

Figura 1.3: Un rayo de luz es emitido desde S" a un punto Y fijo, la velocidad del rayo es
c. Desde el sitema 5, el rayo lleva una trayectoria con un angulo y su velocidad también
es ¢, en el eje y de S, se tiene una velocidad distinta.

S, de la forma:

ty=1(0,0,0,t) (1.14)
’ / Y
ty =t (O,Y,O,t+ﬁ) (1.15)
2 —v
/ / Y Y
ty,=1(0,0,0,t+ + 1.16
(1.17)
Utilizando el hecho que de los relojes estan sincronizados se tiene que:
1., Y Y / Y
-1t (0,0,0,1, + =t(0,Y,0,t + —— 1.18
I o) = ) oy

Empleando el mismo argumento de hacer Y infinitesimalmente pequeno se puede ver
que después de la sustitucién correcta se tiene:

! ! i

1[( 2 ot )] = ot n 1 ot (1.19)
22—z ot Oy 2 —2 0t .
De donde finalmente:
ot
— =0 1.20
5 (1.20)



Haciendo un desarrollo andlogo para un rayo en moviéndose en direccion z se tiene:

ot

= 1.21
5, =0 (1.21)

Debido a las propiedades de homogeneidad e isotropfa del tiempo, las soluciones para t
deben ser lineales[6] [9], es decir, debe cumplirse que tales soluciones tengan la forma:

t =at+bX +cy+dz (1.22)

Debido a (1.20) y (1.21), se tiene que ¢ = d = 0, de tal forma que:

t =at+bX (1.23)
Utilizando (1.13) se puede verificar que b = — 5%, por tanto:
’ v
t =alt — 2 UQX] (1.24)

Donde a no depende de las coordenadas x, y o z, pero si depende de v.

Supéngase ahora que desde el origen de S’ se lanza un rayo de luz en la direccién
de crecimiento de . En S’ el rayo se mueve a velocidad ¢, sin embargo, visto desde S
tiene una velocidad relativa ¢ — v. En S, después de un tiempo ¢, viaja una distancia
dada por z', de tal forma que:

’ ’ v

r =ct =cat — —=X| (1.25)

c2 — p2

Dado que desde el sistema S, el rayo se propaga a una velocidad relativa ¢ — v en un
tiempo t se tiene:

X

CcC—

t =

(1.26)

Sustituyendo en (1.25) y después de hacer algunos cdlculos simples se puede demostrar
la relacion siguiente:

r = a(x — vt) (1.27)



. . ., / .
Si ahora, se lanza un rayo en la direcciéon y se tiene:

/ ’

y =ct =calt —

2 02] = cat (1.28)

Puesto que el rayo fue lanzado solamente en la direccién y'. Desde el sistema S, el

tiempo estara dado por:

!

t= (1.29)

2 — 92

Sustituyendo (1.29) en (1.28) se tiene que:

/ ca 1

v Gyl
T2

De la misma manera lanzando un rayo en la direccién z se obtiene la traansformacion
/
entre las coordenadas z y z dada por:

(1.30)

/ 1
2 =a|—]=% (1.31)

_ 2
C2

Tomando (1.24) y sustituyendo la forma explicita de X se tiene:

’ (% (% a (%
t :a[t—cz_sz] :a[t—c2_v2(:v—vt)1 =1_z [t—;x} (1.32)

Notese que el factor [1 avz] es una combinacion de un tnico factor al ser a dependiente

2
de la velocidad. Puede denotarse tal factor como ¢(v). Reescribiendo (1.27), (1.30) y
(1.31) en términos del factor ¢(v), es facil demostrar que:

r = ¢(v)y(x — vt) (1.33)

y = o)y (1.34)

y = o(v)y (1.35)

Donde v = —. Falta determinar la forma de ¢(v), para ello consedérese otro sistema

1=z

1 .« . 7 z z
S" moviéndose a una velocidad —v con respecto a S. Supéngase ademas que los origenes
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de S, 8"y S” son coincidentes en t =t =t" = 0. Al transformar las coordenadas del
sistema S, primero en las coordenadas de S’ y luego a las coordenadas de S se tiene que:

{' = o(—vp(—v) {t + %x} (1.36)
Por tanto:
£ = s(—op(=0) { st - 52)] + 5 [N )@ — i) | (1.37)
Es facil ver que:
t" = ¢(—v)p(v)t (1.38)

2" = §(—0)é(v)e (1.39)
y' = o(—v)e(v)y (1.40)
2 = o(—v)p(v)2 (1.41)

De las ecuaciones (1.38), (1.39) y (1.40) se ve que las transformaciones entre [z, y", z"]

. . . 7 , .
y [z,y, z] no contienen al tiempo, los sistemas S* y S estdn en reposo relativo uno con
. 7 . . .
respecto del otro, las transformaciones de S en S son transformaciones de identidad,

tal que ¢(—v)o(v) = 1.

Ya se sabe algo acerca de la funcién ¢(v), falta determinar su forma precisa. Para
ello consedérese una barra de longitud [ en reposo en el sistema de referencia S'. La
barra estd alineada con el eje 3, con uno de sus extremos en el origen de S’ y otro en
t =0,y =1,z =0, tal como en la imagen.

Se quiere ver las coordenadas de los extremos de la barra desde la perspectiva de un

observador en S. Para ello considérese que visto desde S, los puntos A y B (inicio y fin
de la barra), estén localizados en:

12



Y § y' <
B (0 {)
 —
A H(0.0)
* x'

Figura 1.4: Una barra de longitud [, se mantiene en reposo en el sistema S’ que se mueve
a una velocidad v con respecto al sistema S. La barra es alineada con el eje y'.

l

T4 = vt za =0 Yp =

o (v)
ya =0 T = vt zg =10
Por lo que la longitud de la barra medida en S' es ﬁ Debido a razones de simetria, la

longitud de la barra medida en el sistema en reposo, que se mueve perpendicularmente a
su eje depende solamente de la velocidad y no de la direccién y el sentido del movimiento.
Por lo que la longitud de la barra no varia si se cambia v por —v, hecho esto se tiene
que:

= (1.42)

Por tanto:

$(v) = ¢(—v) (1.43)

Combinado con el hecho de que el producto de ¢(v)p(—v) = 1, se tiene finalmente que
¢(v) = 1. Por tanto las transformaciones entre las coordenadas del sistema S* y las
coordenadas del sistema S, pueden finalmente escribirse como:

fzy@—éﬂ (1.44)
z =~(x —vt) (1.45)
y =y (1.46)
2=z (1.47)
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literatura actual como transformaciones de Lorentz, en honor a Hendrik Anton Lorentz
(1853-1928) quien fue el primero en darse cuenta que las ecuaciones del electromag-
netismo de Maxwell permanecian invariantes ante este tipo de transformaciones de coor-
denadas.

1.6 Significado fisico de las ecuaciones de transfor-
macion.
Einstein analiz6 dos ejemplos de cuerpos en movimiento. Considérese primero una esfera

de radio R, moviéndose con una velocidad v, es decir, se encuentra en reposo en un sis-
! . . .
tema S que se mueve a la derecha de otro sistema S con la misma velocidad de la esfera.

! 7’ .7
En S, la esfera se encuentra en reposo, por tanto tendra por ecuacion:

g4 y?+22=R? (1.48)

Utilizando las transformaciones encontradas, es facil ver de una simple sustitucion en la
ecuaciéon del cuerpo visto desde S, toma la forma:

2

1- B

+y* + 2% = R? (1.49)

Que es la ecuacién de un elipsoide, dado lo anterior un cuerpo esférico moviéndose, se
vera como un elipsoide desde un sistema en reposo. La coordenada x aparece contraida
por el factor ﬁ

Para el siguiente caso, considérese dos sistemas de referencia inerciales S y .S', tal que
S" se mueve a una velocidad v a la derecha de S y ademds, en el instante t = ¢t = 0, sus
origenes son coincidentes. Supéngase que a bordo de cada sistema (en el origen) hay un
reloj capaz de medir el tiempo, sean t el tiempo del sistema S y ¢ el tiempo del sistema

S': se quiere ver como es la medicién del tiempo del sistema S” pero medido desde S.

. 7 . . s . . / .
Para ello considérese lo siguiente: después de un tiempo t, el origen de S visto desde S
se encuentra en x = vt, tomando la transformacion temporal se tiene que:

t’:7<t—éx>:7(t—évt>:t 1—p2 (1.50)
C &

Por tanto, sumando y restando un uno, se puede ver que:
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I (1 - \/1—752) / (1.51)

Lo cual dicta que el reloj en S mide el tiempo de S' pero retardado por el factor

1—+/1- B2

1.7 Teorema de adicion de velocidades.

Una pregunta interesante se plantea cuando hay una particula que se mueve a velocidad
u constante con respecto al sistema S ;Cémo se mide la velocidad de la particula desde
el sistema S7

Supéngase pues que una particula parte del origen de S en ¢ = 0 con una veloci-
dad constante w, después de un tiempo ¢ = 0 las ecuaciones de la particula son de la
forma:

T = wyt (1.52)

I I

wyt (1.53)

De las transformaciones de coordenadas se tiene que:

v(z — vt) = yw, (t - ém) (1.54)
c
Despejando de tal forma se tiene que:
(W + )
r=———>=t 1.55
(14 2u,) (1:55)

Considérese ahora que desde el sistema de referencia S, la particula tiene coordenadas
dadas por:

T = Uyt (1.56)

Donde u, es la componente de la velocidad de la particula en la direccién x, vista desde
S. Sustituyendo el resultado para x se tiene que:

 (we +v)

= s Bw) (1.57)

xT
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Para la coordenada y, vista desde S se cumple que:

Y =ywy <t - §$> == wyt—‘l_ﬁ2 (1.58)

1+ 25
Vista desde el sistema S, la particula tiene coordenadas en: y = u,t, igualando se tiene
finalmente que:

Uy, = w Vvi-5 (1.59)

Y yl+v;1éx

A (157) y (159) se le conoce como el teorema de adicién de velocidades.

1.8 Transformacién de las ecuaciones de Maxwell-
Hertz para el espacio vacio. Sobre la naturaleza
de las fuerzas electromotrices que aparecen en
el movimiento de un campo magnético.

Una de las causas de que Albert Einstein descubriera su teoria de la relatividad fue la
aparente eleccién de un marco privilegiado de referencia hecha por los fenémenos elec-
tromagnéticos. Al emplear las ecuaciones de transformacién de Galileo y transformar las
ecuaciones de Maxwell a “sistemas en movimiento”, las ecuaciones de Maxwell transfor-
madas parecian tomar la misma forma, excepto por términos adicionales proporcionales
a la velocidad relativa entre los dos sistemas de referencia.

Si se es capaz de medir esos términos adicionales a las ecuaciones de Maxwell en el
sistema de referencia que se mueve, se podria determinar la velocidad relativa v al éter
estacionario, el cual se supone en reposo respecto al espacio absoluto de Newton.

Medir tales términos en la practica es demasiado complicado, puesto que van como
(%) a primer y segundo orden, ante esta imposibilidad, H. A. Lorentz, introdujo un
tiempo local y defini6 a los campos eléctrico y magnético en un marco de referencia S,
en términos de combinaciones lineales apropiadas de los campos en S. Esto produjo que

ya no se encontraran términos de (%) a primer orden, pero si los hubo a segundo orden.

.z o ’ . . !/
La relacion entre los campos magnético y eléctrico entre los sistemas S y S, se obtu-
vieron de tal manera que las ecuaciones de Maxwell fueran consistentes con el principio
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de relatividad de Newton. Einstein reviso este procedimiento e inicié con el principio
de relatividad y obtuvo las ecuaciones de transformacion de Lorentz. Para obtener las
ecuaciones de transformacion de los campos eléctrico y magnético en los sistemas Sy
S', considérese primero las ecuaciones de Maxwell-Hertz en el espacio vacio, es decir,
sin fuentes para los campos:

10B, 0E, OE,

19E, 9B, 0B, _ T (1.63)
ol oy o> (1.60) c Ot 0z dy
10B OE, O0F,
10E, _ 0B, 0B, (1.61) -5 vy — — (1.64)
c Ot 0z ox c ot Oz 0z
10E, 0B, 0B 10B oE, OFE
202 90y 0 1.62 i e 1.65
c Ot ox dy (1.62) c Ot oy Ox (1.65)
~ OE, OE, OE,
VoE= g g = (1.66)
. B B B
V-B:ax 0B, aZ:O (1.67)

El conjunto de ecuaciones (1.60) a (1.67), es valido en el sistema de referencia S fijo.
Si ahora, se quiere ver como se transforman estas ecuaciones a un sistema de referencia
S', moviéndose a una velocidad v con respecto a S en la direccién de crecimiento de
x, se tendrian que aplicar las ecuaciones de transformacién de Lorentz encontradas
anteriormente. Por ejemplo:

o8, _on.of on.od omoy | om0

ox ot 0xr 0z dx Oy Ox 072 Ox (1.68)
v OF, OF,

Tear o

Haciendo algo anélogo para la componente y y z del campo E se tiene:

oL, _ 0E,
dy Oy

0E, OE,
0= 07 (1.70)

Utilizando las relaciones anteriores, se puede reescribir (1.66) en las coordenadas
primadas como:

(1.69)
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1

!

v0E, 0E, O0E, OE,

B = —~v— =0 1.71
De una forma similar, también se puede escribir (1.67) como:
;= (% an 631 aBy 8Bz
B = —y— =0 1.72

De la misma forma al aplicar las ecuaciones de transformacion al conjunto de ecuaciones
. ’ . . /
(1.60) a (1.65), es posible obtener la forma de éstas mismas ecuaciones en S":

10E, _0[y(B. - fBE,))] 9y (B, - BE.)|

c ot oy 0z e
%é’ [y (Eya;' BB.) _ égjm ok (Bza;ﬁEy ) (1.74)
%ah (Eza;’ 8B,)] _ 9y (Bya;ﬁEz o af,x (1.75)
% aa% _ (Eya;ﬂBz ) Ok (Eza;ﬁBy )] (1.76)
%3 [y (Bya; BE.) _ 0l (E%;/ﬂBy N 351 (1.77)
%3[7 (Bza; BE,) _ 3@? e (Eya;/ﬁBz ) (1.78)

De acuerdo con el principio de relatividad, las ecuaciones de Maxwell deben tener la
misma forma en el sistema S, de tal forma debe cumplirse que:

’

10E, 0B, 0B ' OE, ;
198, 0B, 95, (1.79) 10B, OE, OF, (1.82)
c Ot oy 0z c ot 0z Oy
OE / / 10B, 90E. OE,
l ¥y _ aBz o aBz (180) — Y _ z L (183)

c Ot 07 oz’ c ot oz’ 0z

’ ’ /

10E, 0B, 0B
-—= = — L 1.81
c ot or' oy (1.81)

10B, O0E, OE,
—-—Z = L — 1.84
c ot oy or (1.84)
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Ahora, debe hacerse notar que, las ecuaciones (1.73) a (1.78) y (1.79) a (1.84) deriva-
dos para S son equivalentes a las ecuaciones de Maxwell para el sistema S, ademés las
ecuaciones de ambos sistemas coinciden, por tanto se puede encontrar por inspeccion
las equivalencias de las transformaciones de los campos en Sy S'. Estas equivalencias
a lo mas difieren en un factor que depende de la velocidad, andlogo al caso en el cual
las ecuaciones de transformacion cambiaban por un factor dependiente de v.

Para este caso, imponiendo argumentos de simetria y paridad de tal factor, se puede
ver que este factor tiene que ser forzosamente la identidad, por lo que al igualar las
componentes de las ecuaciones se encuentran las ecuaciones de transformacién para las
componentes de los campos eléctrico y magnético:

E, = E, (1.85) B, =B, (1.88)
E, = (B, — BB.) (1.86) B, = (B, + BE.) (1.89)
E.=~(E. + B,) (1.87) B, =~(B.-8E,)  (1.90)

1.9 Teoria del principio Doppler y de la aberracién.

Cuando se tiene una fuente de luz, la cual es emitida en forma de ondas electromagnéticas
a una frecuencia dada, tiene lugar el llamado efecto Doppler, el cual es la disminicién o
aumento de la frecuencia en funcién del movimiento del observador hacia la fuente de
luz. Para explicar este fenémeno considérese lo siguiente:

Témese una fuente de ondas electromagnéticas muy lejos del sistema inercial de re-
ferencia S, de tal forma que en un entorno del origen de S, el frente de ondas se puede
representar en una region del origen por ondas planas de la forma:

E, = Eosen(o) (1.91) B, = Bysen(¢) (1.94)
E, = Eyysen(¢) (1.92) B, = Byysen(¢) (1.95)
E. = E,psen(¢) (1.93) B, = B,psen(¢) (1.96)
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Donde ¢ esta dada por:

b= w <t— azx—i-ayy—i-azz) (1.97)

Cc

Donde a,, a, y a, son las direcciones de los cosenos directores de las normales a la onda.

Se quiere ver como son las componentes del campo electromagnético vistos desde la
. . . !
perspectiva de un observador colocado en el sistema de referencia S° que se mueve a una
. . ., /
velocidad v en la direccién x — x .

Si se aplican las ecuaciones de transformacion para cada una de las componentes de
los campos, de tal forma que:

y 5 . y' S
e
—
¢
® x'

Figura 1.5: Ondas electromagnéticas aproximadas por ondas planas en una regién del

origen de S, se quiere ver como se ven las componentes del campo electromagnético en
. ! .

un sistema S que se mueve a velocidad v.

E. = E.jsen(¢) = Eysen(é)  (1.98) B, = B.,sen(¢') = Bysen(¢) (1.101)

E; = E;Osen(gzﬁ/) = v (Eyo — 8B.g) sen() B;, = B;/(]sen(gzﬁ/) =7 (Byo + BEx) sen(¢)
(1.99) (1.102)

E. = Eqsen(¢) =7 (Ezo + 8Byo) sen(¢) B, = Biysen(¢) = (Buo + SEy) sen(¢)
(1.100) (1.103)
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Mientras que ¢ es la fase vista desde un observador en S, tal que:

¢_w<t_amx+ayy+azz)
c

w w w
=Wt — —Q,T — —ayYy — —a2
c c c
(1.104)

’ B ’ w ’ ’ w w
=w|t +—x fy——axy(a: —|—vt>——ayy——azz
c c c c

1 ’ 1 6 ’ w w
=wy|l——auw |t —wy|-a,—— | T — —a,y — —a,z
c c c c c

’ / ’ a;x/+a// /+(I;Z/
o (o) "

Por tanto, al comparar (1.104) y (1.105), se tiene que:

!/

w= (1.106)

(1= Ja)
Sustituyendo la relacién anterior en la parte con término en z’ de la ecuacién (1.104),
después de algunos sencillos pasos se llega a que:

, a; — [

%:1—%5

(1.107)

Haciendo algo semejante se encuentran también las transformaciones de los cosenos
. ! !
directores en las coordenadas y y 2 :
’ Cly

Y= ) (1.108)

’ a,

De (1.106), considerando como en la figura, que el frente de ondas tiene un angulo con
respecto al eje z de S, de tal forma que se puede expresar a, = cos(¢), considerando
ademas la relacién entre w y v se puede escribir la relacion existentes entre las frecuencias
observadas en los dos marcos de referencia:

S Vl — Beos(¢)
N
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Si el dngulo ¢ = 0, la ecuacion para el principio de Doppler para velocidades arbitrarias

se reduce a su forma:
1 —
!

1+

Qe

(1.111)

ol

Si ¢ es el angulo entre la direccién del rayo y la linea de observacién que va del origen
de S a un observador en ', entonces (1.107) toma la forma:

i cos(¢) — 3

cos(¢p ) = = Beos(d) (1.112)

La relacion anterior, es la férmula de la aberracién. Si ahora ¢ = 7, la férmula se reduce
a:

cos(¢p ) = — (1.113)

Si ahora se considera que el campo eléctrico del frente de ondas es paralelo al eje z, las

componentes del campo eléctrico para un observador colocado en el sistema de referencia
S toman la forma:

E.o,=0 (1.114) Epn=0 (1.115) Eq,=A (1.116)

Debido a que el campo magnético es perpendicular al campo eléctrico, la componente

en z debe ser nula, mientras que en la direcciéon de x, la componente estara dada por la

la amplitud A multiplicada por sen(¢), y en la direccién y, sucede lo mismo pero con
signo negativo, de tal forma que:

B,y = Asen(¢) (1.117) By = —Asen(¢) (1.118) B,,=0 (1.119)

Aplicando la transformacion de coordenadas a las componentes del campo eléctrico
y magnético, y y tomando que E, = E,gsen(¢) se tiene las componentes de los campos
para el sistema S

E, =0 (1.120)  E. =~ (1 — Beos(¢)) Asen(¢)  (1.122)

E =0 (1.121) B, = Asen(¢)sen(¢) (1.123)
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B, =~ (8 — cos(¢)) A (1.124) B, =0 (1.125)

z

Del principio de relatividad, las ecuaciones de los campos deben tener la misma
forma en ', (1.120) se puede escribir como:

1 — 2cos(¢)

v2

c2

A =~ (1 - %cos(qf))) A=A (1.126)

Para ¢ = 0 se obtiene una relacién similar a (1.112), dada para la trasnformacién de

amplitudes:

1 —
14

ol

A=A

(1.127)

ale

La ecuacién (1.128) significa en palabras que: Dado un observador que se aproxima con
velocidad cercana a ¢, hacia una fuente de luz, dicha fuente de luz deberia mostrar una
intensidad infinita”[6].

1.10 Transformacién de la energia de rayos de luz.
Teoria de la presion de radiaciéon ejercida sobre
un espejo perfecto.

Se quiere ahora ver la relacion existente entre la energia de un objeto medida desde Sy
S'. Para ello, témese una esfera de radio R, que viaja paralelamente al frente de ondas,
con velocidad ¢ vista desde el sistema S. Dados a,, a, y a, los cosenos directores de la
normal de la onda, los elementos de superficie de la superficie esférica, desde el punto
de vista de un observador fijo en S estaran dadas por:

(z — cta,)? + (y — cta,)* + (2 — cta,)* = R? (1.128)

Dado que la esfera viaja con el frente de ondas a la velocidad de la luz, la energia de
radiacion , ni entra ni sale de ella, es decir, la cantidad de raciacién dentro de la super-
ficie esférica permanece constante.

. ! . ,
Para un observador en el sistema S, los elementos de superficie del cuerpo, tomaran la
forma de un elipsoide, esto puede verse al emplear las ecuaciones de transformacién en
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(1.128), de tal forma que para el observador en S" al tiempo t = 0, se tiene:

(1= —a,) + (1 = y=a,2)’ + (% = -a.a')’ = B (1.129)
y S a ",'n"'l §
A ek L A‘
W
—
- ¢
X '

Figura 1.6: Superficies esférica viajando a velocidad ¢, medida desde S, en la misma
direccion que las ondas del frente de ondas.

La cual es la ecuacion de un elipsoide con centro y semiejes en:

7' =0 (1.130) y =aa (1.132) Y =qaa (1.134)
C C

[
X ==y 8D Y' =R (1.133) Z'=R (1.135)

Se quiere ver la razén de las energias de luz medidas en Sy en S', para ello considérese
que la energfa por unidad de volumen estd dado por A?/8m para un observador en S,
y dado el principio de relatividad, la medida de la energia de luz para un observador
en S" debe tener la forma A /87, sea E y E las energfas de luz medidas desde S y S’
respectivamente, la razén entre ellas esta dada por:

o L G (1.136)
E V A%8n  A21— Ycos(9) '
Empleando (1.126), se tiene que:
E' 1—"2cos(¢)
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Esta ecuacién dicta que si una fuente de energia se acerca hacia un observador en el
origen de S, a muy alta velocidad, la energia que se recibe y se mide con algtin aparato
de medicion, se acumula de manera creciente, hasta que la fuente pasa por el origen de
Sy se aleja, de tal forma que cada vez se percibird menos energia para los aparatos de
medicién del observador de S.

Si ¢ =0, (1.137) se reduce a:

FE’ 1-
= 1.138
E 1+ ( )

ale

ol

Que tiene la misma forma que (1.111), es decir, la razén entre las energias es igual a
la razén entre las frecuencias, por tanto se comprueba que la energia de una onda es
proporcional a su frecuencia, éste resultado resulta de vital importancia para secciones
subsecuentes, tiene implicito el efecto Doppler empleado mas adelante, el cual resulta
ser la forma de relacionar la frecuencia en dos sistemas de referencia que se mueven uno
respecto del otro.

Considérese ahora una superficie perfectamente reflectante, colocada en el plano x = 0,
en el sistema de referencia S, y un frente de ondas como en la situaciéon anterior. Es
claro que el frente de onda estara caracterizado por medio de tres cantidades, a saber:
A, cos(¢) y v, medidas desde S; mientras que, para un observador en S', el frente de
onda se caracterizara por: A', cos(¢') y v/, dadas por: (1.126), (1.112) y (1.110), res-
pectivamente.

Si ahora se considera que el frente de ondas choca con la superficie reflectante, y se

reflejan de tal manera que no hay absorcién de energia, las cantidades que describen a
. !

las ondas reflejadas, para un observador en S, se cumple que:

A=A (1.139)
cos(¢') = —cos() (1.140)
Vi =u (1.141)

Al transformar éstas cantidades al sistema S, se puede ver que:
A= A (1.142)
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cos(¢) = cos(¢) (1.143)
V= (1.144)
Se quiere saber como son las ecuaciones para el sistema S de la luz reflejada, para ello

hay que considerar la transformacién inversa de las coordenadas, por lo cual:

1+ %cos(gb) Y Ycos(¢)

= Al I__C(OS)( ) %cos(qﬁ) — %cos(qb) + (2>2}

A/// — A//

(1.145)

—_

- (P
Un célculo sencillo y andlogo al anterior permite dar las relaciones entre las variables de
la onda reflejada vistas desde el sistema de referencia S:

L (1)) costo) - 2
= — 1.146
) 1-— 2%COS<¢) + (2)2 ( )

C

cos(

" 1 — Q%COS((M + ch i
V'=v = (o) ©) (1.147)

Ahora, hay que considerar que la energia medida en S, que incide sobre el espejo por
unidad de drea y por unidad de tiempo estd dada por A?(c- cos(¢) —v)/8m, por lo cual
la energia que sale del espejo tendra una forma similar, solo que con el signo de v y ¢
opuesto (el frente de ondas se aleja): A”?(—c-cos(¢") +v)/8n. La diferencia entre las
dos expresiones anteriores es igual al trabajo ejercido por la presién de la luz por unidad
de tiempo, e igual a Pv, de tal forma se obtiene la expresién para P:

b A (cos(9) = 7

T (O (1.148)

Para el caso en el que v << ¢, se reduce a una ecuacién que estd de acuerdo con el
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experimento y otras teorias:

_o A 2
P = 287TCOS (9) (1.149)

1.11 Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-
Hertz considerando las corrientes de conveccion.

Considérese ahora una de las ecuaciones de Maxwell incluyendo el término de la densidad
de corriente, la cual en este caso, corresponde al movimiento de cargas en el vacio:

L 19E .
B=-— J 1.150
V x T + 1o ( )

Donde J es la densidad de corriente, la cual esta dada como J = pu, donde @ es el campo
de velocidades de las cargas eléctricas; p es la densidad de carga dada por p = ¢V - E.

Sélo por cuestiones de notacion, sea p, = %, de esta manera, se puede escribir la
ecuacion anterior como:

, 1 (0F
VxB=-= <— + p*ﬁ) (1.151)
C

Expicitamente p, queda determinada por:

oE, O0FE, OFE,
. = 1.152
P Ox * dy * 0z (1.152)

Escritas explicitamente, para cada coordenada se obtiene:

oB. 9B, 1 OE,
gy 02 {f’*“w* ot } (1.153)
8B, 9B, 1 OE,
9 os —E{P*“ﬁﬁ} (1.154)
B, 0B, 1 OE,

— = — < PlU, + —= 1.1
Ox dy ¢ {p e ot } (1.155)

Estas ecuaciones son validas en el sistema S, por lo que se pueden utilizar las ecuaciones
de transformacion de Lorentz y la transformacién de coordenadas para los campos, lo
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cual da:

B, 9B, 1|, ., OE,
y — = == — 1.1

B, 0B, 1| .. OE,
y — =T == 1.157
az/ ax/ c {p*uy + at/ } ( )

B, 9B, 1(.,, OE.
— - ==C = 1.158
o' dy ¢ {p*uz ot' } ( )

Donde las componentes de la velocidad @ y p, son:
w, =20 (1.159)
1 — =5
/ Uy
U, = 5——— 1.160
' B 100
’ U,
U, = ——"— 1.161
*TBI- =) o
,  0E, O0E, OF, UV

== 2= p(1-2) 1162
P= %0 T oy T as o1 (1.162)

, — . , . . !
Noétese que el vector @ es la velocidad de las cargas eléctricas en el sistema S'; por
tanto, el fundamento electrodindmico de la teoria de Lorentz para la electrodindmica de
los cuerpos en movimiento esta de acuerdo con el principio de relatividad.

1.12 Dinamica de un electréon (acelerado lentamente).

Supéngase de nuevo, los dos sitemas S v S, tal que S’ se mueve con velocidad v en
la direccién x — x'. Supéngase ademds que un electrén inmerso en un campo electro-
magnético, se encuentra en reposo en el origen de S, desde el punto de vista de un
observador en fijo S, el electrén se mueve con velocidad v. Es facil ver que desde el
sistema de referencia S’ la fuerza electromagnética es puramente eléctrica, esto resulta
de la expresion de la fuerza de Lorentz:

F=q(E+7xB) (1.163)

’ 7 !
Dado de que, el electrén se encuentra en reposo en S', v = 0, entonces:
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F'=¢(E'+7 x B') = qE = me (1.164)
La relacién anterior se expresa en término de las coordenadas como:
mif;' = ¢E. (1.165)
mii;%’ — 4E! (1.166)
mcf;'z/ = qE! (1.167)

Dadas las condiciones impuestas, son validas las ecuaciones de transformacion para las
coordenadas y los campos:

t =yt — gt) (1.44)

x = (x — vt) (1.45)

y =y (1.46)

7=z (1.47)

E =E, (1.86) B =B, (1.89)

E, =~(E, - 8B.) (1.87) B, = (B, + BE.) (1.90)
E. =~(E: + B,) (1.88) B. =~(B. - BE,) (1.91)

Se quiere ver como se ven las leyes del movimiento del electrén, vistas desde el sis-
tema de referencia S, para ello nétese lo siguiente:

2/ ’
d*x d (dx) (1.168)

dt? — dt' \ di’

Considérese que:

() () (2)- - ey
yE—v) _ v

y1-83)  1-Z;

c

(1.169)
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Al sustituir (1.169) en (1.168) se tiene:

&2 d ( i—v ) _ d(fig@) /dt

d? —dr \1-E; dt'/dt

1 i (o)=L (1.170)
Y
1
Y

(-Zp  (-Zip

;x)s{x (1—§a’:)+(a‘:_v)§j}

Notese que para S, & = v, por tanto:

—~
—
|
1=

&2z 1 1
dtﬁ - ;(1 — 32)3 {:E(l - 52)} = '7395 (1.171)

Haciendo algo andlogo para la coordenada 3 y = se tiene que:

&y .
7 = 72 (1.172)
a2 .
T =% (1.173)

Si ahora se sustituye cada una de las componentes en la ley de Newton, se obtienen las
ecuaciones del movimiento referenciadas al sistema S

d*x
m73W =qE, (1.174)
d2
my—3 = q(E, - 6B.) (1.175)
d*z
my = q(E. + BBy) (1.176)

El término m~? es llamado masa longitudinal, mientras que m~y es la masa transversal
y m es la masa en reposo. Cuando el electron acelera desde el reposo por la accién de
un campo electromagnético a lo largo del eje z, la energia cinética Ej del electrén es
igual al trabajo hecho por el campo eléctrico:

W = /Fdx (1.177)
0
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Donde F' = qF,. De la segunda ley de Newton para el electrén se tiene:

mfyS d2

- 1.178
q a2 ( )

Por lo que sustituyendo en (1.177) se tiene:

my3 d’u

E, =W = /Fd:n—/qux— q——

_m/ de__m/< . 3/2> . (1.179)

= mc*(y — 1) = ymc* — mc?

De donde es claro que si v = ¢, entonces el trabajo es infinitamente grande por lo que la
velocidad de la luz es un limite, es decir, si se pudiera acelerar un electrén a la velocidad
de la luz ¢, entonces, se requeriria de una energia infinita para lograrlo.
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Capitulo 2

Efecto Compton y absorcion de
fotones.

Los logros de la relatividad especial de A. Einstein han sido muchos, entre ellos explicar
fenomenos en los cuales la mecéanica clasica de Newton es insuficiente, sin embargo,
todos estos resultados han sido obtenidos al postular sélo dos cosas, dos hechos que
hasta ahora tienen fundamento en las mediciones hechas sobre la velocidad de la luz en
diferentes marcos de referencia[8] y de la covarianza de las ecuaciones de Maxwell, éstos
son los dos postulados de Einstein de la relatividad especial.

., Qué pasaria si al menos en una situacién muy ideal, pudiera mostrarse el mecanismo
por el cual funciona el segundo postulado de la relatividad especial? Pues bien, he aqui
el proposito de este trabajo, plantear una situacién ideal empleando los fundamentos
de la mecdnica cuéntica primitival entre ellos el concepto de cuantizacién de la luz y el
conocido efecto Compton, a partir de éstos llegar a que la velocidad de una particula
tiene un limite superior y es justamente la velocidad de los cuantos de luz, es decir, la
velocidad de la luz.?

'Aqui se considera como los fundamentos de la mecédnica cudntica primitiva a los siguientes
fenémenos:

e Teorfa del cuerpo negro.

Efecto fotoeléctrico.

e El modelo de Bohr del atomo de Hidrégeno.
e Teoria del efecto Compton.

Considerados en [16] .
2Si los cuantos de luz tuvieran una velocidad v, entonces el limite de velocidad para para particula
tendria que ser v. Véase el apéndice A.
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Antes de llegar a considerar la situaciéon de la que se hablé en el parrafo anterior,
es preciso recordar algunas cosas referente a la mecanica cuantica primitiva, explorar el
como surgié la idea de los paquetes de energia minima llamados quantum o fotones y
llegar a la teoria del efecto Compton.

2.1 Planck y la cuantizacion del campo de la ra-
diacion.

Uno de los problemas que agobiaba a la fisica clésica era el problema de la radiacién de
cuerpo negro. En general, un cuerpo emite y absorbe radiacién simultdneamente[17],
un cuerpo negro tiene la propiedad de absorber toda la radiacién que sobre el incide y
no dejar escapar fraccién alguna de ella.

u(v,m Densidad espectral de radiacion de cuerpo negro.

F Planck
- Rayleigh-Jeans

Wien

Figura 2.1: Densidad espectral de radiacién de un cuerpo negro, aproximacién por la
distribucién de Rayleigh-Jeans y distribucion de Wien.

Los intentos de la fisica clasica por modelar y explicar este fenémeno dieron frutos poco
convincentes, pues fueron en 1900 Lord Rayleigh y James Jeans quienes predijeron que
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para la radiacién dentro de una cavidad, la densidad de energia tiene la forma:

kT
plw, T) = 7w

s (2.1)

Llamada distribucién de Rayleigh-Jeans, donde kg es la constante de Boltzmann, 7' la
temperatura y c la velocidad de propagacion de la luz en el vacio. Se puede ver en la
imagen, que esta distribucién da buena aproximacién en las regiones del espectro que
estan con frecuencias bajas. Por otra parte, la fisica clasica daba también la distribucion
de Wien:

hw®
W@ hw/kpT (22)

Pw =

Obtenida por Wilhelm Wien en 1893, se puede notar que ésta aproximacién da muy
buenos resultados para frecuencias altas. Sin embargo faltaba entender lo que pasaba
en la regién comprendida entre las dos distribuciones, a este fenémeno se le llaméo
“catastrofe ultravioleta”.

Fue Max Planck, en 1900 quien resolvio el problema al asumir que la absorcién y emision
de radiacion de las paredes de la cavidad puede ser modelada por osciladores atéomicos
en las paredes de la cavidad y que la energia de cada oscilador puede estar limitada a
“paquetes” de energia (valores discretos) miltiplo entero de un cierto valor minimo:

E = hw (2.3)

A este paquete de energia mimima, Planck lo llamé “Cuanto”, el cual depende de la
frecuencia pero no de la temperatura. Este resultado obtenido por Planck fue en con-
tradiccién directa con las ideas de la continuidad de la fisica clasica. De este resultado
se deduce la distribucién de Planck?:

hw? 1
plw,T) = 123 ehw/ksT _

(2.4)

La distribucion de Planck modela los resultados experimentales con exactitud, y es
facil obtener en el limite de w tendiendo a cero a la distribucién de Rayleigh-Jeans.
La suposicién de la cuantizacion de energia del intercambio de paredes supuso el primer
avistamiento del concepto de “fotén”, el cual més adelante fue empleado por A. Einstein.

3Para la deduccién de la férmula de distribucién de Planck se puede consultar [16], [18] y [19].
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2.2 A. Einstein y el efecto Fotoeléctrico.

Otro de los fenémenos que no encontraba una solucién satisfactoria dentro del marco
de la fisica clasica fue el observado por Heinrich Hertz en 1887, el cual consiste de la
emision de electrones por una placa de algin material al ser expuesta a radiacién en
forma de luz, estos electrones emitidos son llamados “fotoelectrones”.

Hasta 1905, se conocian las siguientes caracteristicas del efecto fotoeléctrico:

Cuando la luz se incide sobre un metal, los electrones a veces se emiten y a veces
no.

e Luz mas intensa expulsa un mayor nimero de electrones.

El brillo de la luz no afecta la energia cinética de los electrones emitidos.

e Dado un metal iluminado por una fuente de luz concreta, la energia cinética de
los electrones expulsados nunca superé un maximo determinado.

Estas caracteristicas del efecto fotoeléctrico, son incompatibles con la teoria ondula-
toria de la luz, misma que predice la no dependencia de la frecuencia para el efecto
fotoelétrico, si no de la intensidad; es decir, una luz mas intensa, proporcionaria mas
energia a los electrones.

La evidencia experimental, corroboré que una luz mas intensa de la misma frecuen-
cia daba lugar a mas electrones emitidos pero de la misma energia.

2.2.1 Consideraciones teédricas del efecto fotoeléctrico.
En 1905, Albert Einstein explica en su articulo “On a Heuristic Point of View Concer-

ning the Production and Transformation of Light” la fisica detras del efecto fotoeléctrico
con una explicacién simple[20]:

e Para que un electrén se emita desde el metal, es necesario que adquiera una cierta
cantidad de energia.

e Para una cantidad de energia igual o mayor a la funciéon de trabajo ¢, el electron
se emite.
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e Si la luz esta empaquetada en bloques de energia hv = E, y uno de éstos bloques
golpea un electréon, éste adquiere una energia suficiente para ser emitido a través
de la superficie del metal.

e Cada paquete de energia (quantum o fotén) tendria que dar la misma energia para
un electron £ = hv, y todos tendran la misma energia méaxima, siempre y cuando
la frecuencia de la luz absorbida sea la misma.

Considérese ahora un solo cuanto de luz que transfiere su energia total a un solo electrén,
este pierde una parte de la energia en su recorrido a la superficie de la placa y otra porcion
al escapar de la misma, esta uiltima pérdida debe ser igual a la funcién de trabajo del
material. Por tanto, la energia maxima de un electrén que deja el metal esta dada por:

Emdz = hv — QZS (25)

Notese que si ¢y es la energia minima de arranque, entonces:

Emdx = hVO - ¢0 =0 (26)

De donde se obtiene que la frecuencia minima para arrancar electrones del metal es:

vy = % (2.7)

A los cuantos de luz se les denominé “fotones”, después de que en 1926, Gilbert New-
ton Lewis sugiriera este nombre: “I therefore take the liberty of proposing for this
hypothetical new atom, which is not light but plays an essential part in every process
of radiation, the name photon”.[21] Con la explicacién satisfactoria del fenémeno de
emision de electrones por una placa al ser expuesta a radiacion, se pone de manifiesto la
discretizacion de la energia y con ello el concepto emergente en aquellos anos de cuanto
de luz y posteriormente llamado foton.
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2.3 Efecto Compton, propiedades de particula para
el foton.

La explicacion de los fenémenos anteriores supuso el desarrollo de un concepto nuevo
en la fisica de ese entonces, la introduccion de la discretizacion de la energia habria de
marcar los inicios de la naciente teoria cuantica.

El hecho de que la energia (radiacién) estaba cuantizada en paquetes de energia minima
llamados fotones, implicaba que la luz tenia un comportamiento de corpusculo, esta
dualidad en el comportamiento de la radiacién permitié a L. de Broglie proponer en
su tesis doctoral una analogia entre particulas y onda, si una onda se puede comportar
como particula nada impide que una particula se pueda comportar como una onda e
incluso tener asociada una longitud de onda, la cual de Broglie propuso como:

h
A= (2.8)

Donde p es el momento de la particula en movimiento. Dada esta similitud entre
particulas y ondas fue logico preguntarse ;qué pasa si un fotén choca o impacta a
un electréon en reposo? Este fenémeno es conocido como el efecto Compton en honor
a Arthur Compton quien lo estudio y explicé en 1923 empleando la dualidad onda
particula y algunas nociones de la relatividad especial.

En el efecto Compton sucede lo siguiente: un fotéon de energia E = hr impacta a
un electrén inicialmente en reposo, el impacto hace que el fotéon cambie su direccion y
mas ain que pierda parte de su energia, misma que se transfiere al electron que después
de la colisién se movera con una energia igual a la fraccion de energia perdida por el foton.

Al fotén se le puede asignar un momento, para ello considérese lo siguiente:

E=hv = h§ = pc (2.9)

Donde se ha empleado (2.8)*. Por tanto para el fotén se tiene:

4En los textos se emplea cominmente la energia relativista dada por:

E=y/m3c* + p2c?

Y el hecho de que el fotén no tiene masa en reposo, por lo que p = E/c
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== (2.10)

Para andlisis del efecto Compton considérese la figura de abajo:

Figura 2.2: Colision de un fotén de energia £ = hv con un electrén inicialmente en
reposo, como producto de éste choque el fotén cede una parte de su energia al electrén
que después de la colisién empieza a moverse.

Dado que se considera que la energia perdida por el fotén en el choque, debe ser la
energia que gana el electron en forma de energia cinética. Supéngase que la energia del
fotén incidente es F; = hr, mientras que la energia del fotén dispersado es Ey = hi/,
empleando (2.10) se puede escribir el momento para cada fotén como:

hv h
- - - = 2.11
P c N ( )
hv' h
= — = — 2.12
b2 p Y ( )

En este fendémeno se debe conservar la energia, de donde se tiene:
hv + Ey = W' + E, (2.13)

39



Donde la energia F, es la energia del electron en movimiento, la cual estd dada por

(2.66):
E. = \/m3c* + p*c? (2.14)

Mientras que:
Ey = moc? (2.15)

Sustituyendo (2.14) y (2.15) en (2.13) se tiene:

hv + moc® = h/ + \/m3ct + p2c? (2.16)

Por otra parte, se debe conservar el momento, es decir se debe cumplir que:

D1 = D2 + Pe (2.17)

Se tiene entonces que la conservacion del momento para la coordenada z y y da que:

h hv'
W s+ Pe COS ¢ (2.18)
c c

/

h
0= —Vsinﬁ + pesing (2.19)
c

Multiplicando las dos ultimas ecuaciones por ¢ y elevando al cuadrado y sumarlas se
obtiene:

p2c® = h*v? + 2hwhy cos O + h*v? (2.20)

De (2.13) se tiene la expresién para E., la cual queda como:
E. = h(v — ') +myc? (2.21)
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Se puede sustituir (2.20) y (2.21) en el cuadrado de (2.14):

[h(v — V') + moc?] 2= m2c* + W22 + 2hwhy cos 0 + h20? (2.22)

Después de cancelar términos se llega a la relacion:

moc® (v —v') = hwt/ (1 — cos) (2.23)

Recordando la relacién entre v y A se tiene:

v—v 1
1 —cosf) = ==-(N=2A 2.24
(= cos) = = (V=) (221)
Por lo que finalmente se obtiene:
N — X=X (1—cosb) (2.25)
Donde: "
Ao = — (2.26)
mopcC

Esta A¢ es llamada longitud de onda de Compton. A. Compton comprob¢ la validez de
su resultado tedrico al realizar un experimento en el que dispersé rayos x de longitud de
onda de 0.071 nm por electrones de carbén, encontré que la longitud de onda modificada
se ajustaba a su prediccién|22].

2.4 Absorcién y emision de fotones.

Antes de 1913 no se entendia como podria ser la estructura atémica, solo se contaba
con el modelo del atomo debido a Rutherford, el cual tenia muchas incosistencias, una
de ellas era la inestabilidad de un atomo explicado por este modelo, es decir, dado que
el electron esta cargado y giraba aceleradamente entorno al ntcleo, entonces, tenia que
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perder energia en forma de radiacién[23], por tanto en algiin momento el electrén tendria
que decaer al nucleo, esto ultimo implicaba la no existencia de atomos estables.

Fue el fisico danés Niels Bhor quien en 1913 pudo explicar la constitucién del atomo
al proponer su modelo en el cual aceptaba basado en los resultados experimentales, los
siguientes postulados:

e El dtomo posee “estados estacionarios” (drbitas circulares) que corresponden a
valores discretos de la energia.

e Los valores de energia de estados estacionarios, estan determinados por la condicion
de que el momento angular debe estar cuantizado:

L =m.ur =nh (2.27)

e La emision o absorcién de radiacién electromagética ocurre sélamente cuando hay
una transicion entre dos estados estacionarios. La frecuencia de radiacion emi-
tida o absorbida es proporcional a la diferencia en la energia de los dos estados
estacionarios:

E1 - Eg =hv =hw (228)

e El equilibrio dindmico del sistema en el estado estacionario esta gobernado por las
leyes de la fisica clasica, pero estas leyes no aplican a las transiciones entre estados
estacionarios.

La teoria del atomo de Bohr fue aplicada al caso més sencillo, el atomo de hidrégeno
y con ella se pudo explicar el espectro de emision del hidrégeno y se pudo cuantificar
el tamano del radio atémico; ademas, estipuld el concepto de absorcién y emisién de
fotones, pues se absorbe un fotéon cuando un electron puede pasar de un estado de una
energia a otro estado de una energia mayor.

Sin embargo, este concepto de absorcion de fotones no se puede aplicar al caso de
una particula libre, es decir, en el espacio vacio y sin estar sujeta a potencial alguno.

Si se considerara esta situacion, se tendria que no es posible debido a que no se puede
conservar la energia, el momento y el spin, es decir, supéngase el caso de una particula
en reposo (electrén) y un fotén que incide sobre ella (situacién inicial andloga a la figura
2.2), la energia integra es absorbida por el electrén y éste empieza a moverse. Dada
esta situacion antes y después se tiene que no se conserva la energia ni el momento
simultaneamente, por lo cual esta situacién no es fisicamente posible.
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Hay algo mas que no se conserva en el sistema, esto es el “spin”, el spin del foton
es sy = 1 mientras que el spin del electrén es s, = 1/2, por lo tanto en el instante antes
de la colision del fotén-electron se tiene un spin total de 3/2 y después de la colisién el
spin serd de 1/2 que es el correspondiente al spin del electrén, lo cual hace que no se
haya conservado el spin del sistema.

Sin embargo, puede entenderse el concepto de absorciéon de fotones en el espacio li-
bre de una forma ligeramente diferente (empleando la teoria del efecto Compton), es
decir, entiéndase de aqui en adelante que una particula en el espacio libre absorbe un
fotén cuando en la colision entre el fotén y una particula, la particula adquiere la mayor
energia posible del fotén pero sin absorberla toda, de tal manera que existe un fotén
despties de la colisién con una energia menor que el inicial, lo cual hace que quede re-
suelto los conflictos dados en la conservacién de la energia y momento, ademas de la
conservacion del spin.

El concepto de absorcion aqui expuesto sera de vital importancia para el propdsito
general del trabajo desarrollado posteriormente en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

El limite de la rapidez de las masas:
una vision cuantica.

Los dos postulados de la relatividad especial hacen posible el desarrollo de una teoria
en la cual el espacio y el tiempo forman una sola entidad llamada espacio-tiempo. El
segundo postulado de la relatividad puede entenderse en términos de una situaciéon que
tiene sus bases en conceptos fundamentales de la mecanica cuantica, para ello, es nece-
sario establecer las condiciones de una situacién ideal en términos de la absorcién de
fotones.

En este rubro, se tendrd que la velocidad de una particula que absorbe energia (fo-
tones), tiene un limite superior que viene siendo justamente c la velocidad de la luz.

3.1 Absorcion de fotones por un electrén inicial-
mente en reposo.

Considérese la siguiente situacién ideal: Se tiene un electrén en una posicién determi-
nada (la cual no tiene importancia significativa) inicialmente en reposo’ se tiene ademas
una fuente estacionaria (en reposo) de fotones, monocromética capaz de lanzar un solo

1Se sabe ya que si se supone un electrén en reposo, no se podria determinar el lugar en el espacio
que ocupa ésto debido al principio de incertidumbre de Heisenberg que enuncia:
Ax-Ap > %
Por tanto la indeterminacién en la posicién del electréon seria infinita. Sin embargo para los fines
expuestos aqui no se tome en consideracién la indeterminacién de la posicién del electrén.
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fotén por instante. El fotén impacta al electrén y éste lo absorbe?, como resultado de
la absorcion, el electron adquiere cierta energia cinética y empieza a moverse.

Sea Efy = hwy La energia de los fotones que provienen de la fuente. Dada (2.25)
se tiene que cuando el electréon absorbe una energia maxima del fotén, debe haber un
cambio minimo en la diferencia de frecuencias, para que ésto sea posible, AX en (2.25)
debe ser un maximo, lo cual se logra para cuando el angulo de dispersion es igual a
0 = m, es decir, tiene que haber un fotén que regresa.

Figura 3.1: Absorcién de fotones por un electrén en reposo. a) Fuente monocromética
de fotones con Ey. = hwy. b) Electrén en reposo.

Es claro que debido a la colisién entre el foton y el electrén, debe haber un fotéon que
regresa hacia la fuente monocromatica, entonces la energia que se transfiere al electrén
debe ser menor que FEy,, suponiendo que toda esa energia transferida el electrén se
convierte integramente en energia cinética, no hay pérdidas de tipo alguno, entonces se
puede escribir:

Telec < hw() (31)

2Absorcién en el sentido definido en el capitulo anterior, es decir, el electrén absorbe la mayor
cantidad de energia posible, dado que se tiene que cumplir la conservacién de la energia, momento y
spin, un fotén tendria que regresar en la direccién contraria al fotén incidente pero con un minimo de
energia posible.

46



La ecuacion anterior implica que siempre la energia transferida al electrén después de
la colision con el foton es menor que la energia inicial de éste tltimo, sin embargo, con-
sidérese la igualdad 7. = Ejy en el sentido de que la energia inicial de los fotones

puede estar dada por hw’ con w’' > wy, mientras que la energia que absorbe el electrén
es huwyg.

Recordando la expresién cldsica de la energfa cinética de una particula T = mv?/2,
se puede resolver para v una relacion dada por:

2hw
=4/ — 3.2
=y (32)
Aplicada al electrén se tiene:
2hw
Vo = (33)
Me

Donde m, es la masa del electrén. Considérese ahora, que un segundo fotén (prove-
niente de la misma fuente estacionaria en el sistema de referencia S, de la cual provino
el primer fotén?), impacta con el electrén que ahora lleva una velocidad .

Dado que el electrén ahora se mueve, la frecuencia del fotén vista desde su sistema de
referencia propio* es menor y estard dada por una regla estilo efecto Doppler, considérese
entonces que la frecuencia del fotén vista por el electrén en su sistema de referencia pro-

pio esta dada por la igualdad:
W= (C_U> w (3.4)
c+v

Donde a € R, aplicindose a éste caso y considerando primero a=25, se tiene:

W = (ﬂ)zwo (3.5)

¢+ vg

3Por convencién, utilicese al primer fotén como fotén inicial o fotén cero, es decir, la cuenta de los
fotones se inicia cuando el electrén estd en movimiento.

4F] sistema de referencia propio 6 del electrén es aquel en el cual el electrén se encuentra en reposo.

5Esto es el caso simple, puesto que la raiz y el cuadrado en la férmula de la velocidad se cancelan.
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T . - — — — — = - Q
foton

Figura 3.2: Absorcién de fotones por un electrén en movimiento. a) Fuente
monocroméatica de fotones con Ey, = hwy. b) Electrén con una velocidad v, dada
por la transferencia de energia en una primera colisién con un primer fotén.

La expresion anterior para w; se puede sustituir en (3.2) dando como resultado que
la velocidad v; adquirida por el electréon debido a la colisién con el segundo foton, me-
dida desde su sistema de referencia estara dada por:

2hw

Me

2
2 (52) o
Me
. 271&)0 C— g 2
_\/ Me ()
(c—vo)

:’UO

c + Vg

La cual es la velocidad que adquiere el electrén debido a la colisién con el segundo
fotén en el sistema S, Nétese que v; < vy puesto que (c — vg)/(c +vg) < 1.

V1 =

’ 7’ . . /! . .
5De aqui en adelante se denotars al sistema de referencia S como el sistema de referencia que se
mueve con velocidad v respecto del sistema, S.
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., Como se ve la velocidad de la particula desde el sistema de referencia S7, la respuesta
a ésta cuestién es muy interesante, para llegar a ella, téngase en cuenta que para un ob-
servador en S, hasta justo antes de que el electron colisionara con el fotén 1, el electron
se movia con velocidad vy, y justo después de la colision, la velocidad del electrén visto
desde S, debera ser la suma de la nueva velocidad adquirida por el electron y la que lle-
vaba anteriormente, por tanto, la velocidad del electron vista por un observador en S
sera:

Uelec(l) = vy + V1

vt (c—vo) (3.7)

¢+ vg

La cual es la misma velocidad con la que el electréon se aleja de la fuente, pues la
fuente siempre se mantiene fija en S.

Si ahora se considera un tercer fotéon que colisiona con el electrén que ahora lleva una
velocidad dada por vee.(1) (la anterior que adquirié con la colisién con el segundo fotén),
se tendrd entonces que desde el sistema de referencia del electron, la frecuencia del foton
tiene que ser menor a la frecuencia original de los fotones emitidos por la fuente.

Supéngase vélida nuevamente la relacién (3.5) con la diferencia de que ahora, la particula

tiene una velocidad v.(1) en lugar de vy, por lo que la relacién entre la frecuencia del
foton que sale de la fuente vista desde el sistema de referencia del electron con velocidad

Verec(1) estard dada por:
Cc— Uelec(l) 2
Wy =|————= | w 3.8
? <C+U6l60(1)) ° (3:8)

Sustituyendo la relacién encontrada para v; dada por (3.6) se tiene entonces la fre-
cuencia del tercer fotén en términos de vy v wp:

HO> 2 (3.9)
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Por lo tanto, la velocidad que adquiere el electron medida en su sistema de referen-
cia debido a la colision con el tercer fotén estara dada por:

2hw,
Me
2
C—Ve ec(l)
o Qh(c“"ve;ec(l)) WO
- \ -
c—, 2
2h <—C_UO_UO(C+vg)) wo

etvo+vo ( el )

o ctvg

\ m.

2
_ _ CcC—v0
Qth ¢ Yo Yo <c+v0>
Me A \ e+ 00+ 0y (52)
C—7)
c— vy — U (ﬁ)

c+ vy + vo <w>

Vo =

(3.10)

:UO

c+vo
Cc— Uelec(l)
= UO _—
c+ 'Uelec(]-)

Si ahora se considera un observador en S, éste medira la velocidad del electrén como
la velocidad justo antes de la tercera colision mas la velocidad dada por el tercer foton vs:

Uelec(Q) = Uelec(1> + Vg

= vatee(1) + v <—C - “elec(”)

¢+ Vetee(1) (3.11)

c—vg

c— ¢— Y — Yo <c+v0)
= Vo + Vo + o

¢+ ¢+ g + vy (2128)

Con lo anterior, ya se tiene una férmula de recurrencia tanto para la velocidad adquirida
por el electron después de absorber el fotén como para la frecuencia observada del sigu-
iente fotén; sin embargo, para que ésto sea evidente, considérese un cuarto fotén que
colisiona con el electrén que ahora lleva una velocidad veec(2).

Desde el sistema de referencia del electrén, la frecuencia medida para el fotén debe
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ser menor que su frecuencia original, por lo que si se supone vélida (3.5) se cumple que:

Cc— Uelec(2) 2
Wy =\ ——"—"7"7= w
’ c+ Uelec(z) 0

civ07v0(c—u0> 2
C— c+v
c— vy — Vg <c+v°> — U | — ek (3.12)
0 c+vo+vo( )
C ’UO
— C—V0—v0 ¥
¢+ vy + vo <C+UO)—|—’U0 #
Cvo C+”0+”0(c+vg>
r u Vi i u uier rd u cuar 1si6 u )
Por lo que la velocidad que adquiere el electron en su cuarta colision con un fotén desde
. . !
su sistema de referencia S se encuentra como:

O ), |

c— vy — Vg <§Izg> — Vg (%) (3.13)
)
(=)

C+UQ+'U0 <C—UO> —|—U0 (&

:’UO

c+vo

Esta es la velocidad que el electrén o particula adquiere después de la cuarta colision
con un fotén. La velocidad del electrén medida desde el sistema de referencia S debe
estar dada como la velocidad que el electréon llevaba justo antes de la colisiéon més la
velocidad que éste obtuvo después de la colision, esto queda expresado como:

Uelec(g) = Uelec(2> + v3

— uee(2) + v (Ll@)) (3.14)

c+ Uelec(2)

Ahora se puede ver con claridad que las formulas de recurrencia para el (n+ 1) fotén, la
frecuencia medida en el sistema de referencia del electrén en movimiento estara dada por:

o — (C_Uelec(n_ 1))2w0 (3.15)

c+ Uelec(n - 1)

Mientras que la velocidad que obtiene el electréon después del (n + 1) fotén medido
en S estard dada por:
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U = 0 (C — Vetee(n = 1)) (3.16)

¢+ Vejee(n — 1)

Finalmente, la velocidad del electrén después de la (n 4 1) colisién con fotones tendra
que ser la suma de la velocidad que llevaba antes de la colisién y la que obtuvo después
de ésta, por tanto se tiene:

¢ — Veree(n — 1)
Uelec(n) Uelec(n ) + Vo <C + U@lec(n — 1)) (3 7)

Cabe preguntarse ahora: ;la velocidad de la particula medida desde el sistema de refe-
rencia S tiene un limite o crece sin tener una cota superior? La respuesta a ésta cuestién
se tendra al tomar el limite cuando el niimero de fotones crece mucho, es decir, el nimero
de fotones tiende a infinito. Se puede ademas considerar el caso en el cual para la ex-
presién (3.4) a = 17, haciendo algo similar a todo lo anterior se pueden encontrar las
formulas de recurrencia para la frecuencia de los fotones y la velocidad que imprime
cada uno al electron vista desde el sistema de referencia de éste tltimo, se encuentra
que para las frecuencias y las velocidades la regla es:

¢ — Vegee(n — 1)
. 3.18
v (C+Uelec(n_ 1)) o ( )

B ¢ — Veree(n — 1)
Uy, = vo\/ D (3.19)

c+ Uelec(n —

Asi la velocidad del electrén medida en el sistema de referencia S tendré la forma:

¢ — Veee(n — 1)
¢+ Veee(n — 1)

Uelec(n) = Uelec(n - 1) + UO\/ (320)

La expresién anterior es similar a (3.17), pero con la diferencia de la presencia de la
rafz cuadrada®.

"El valor de @ = 1 corresponde al efecto Doppler clasico.
8En realidad se trata de una serie de términos con raiz cuadrada dentro de otra raiz cuadrada, es
decir, ésta expresién contiene raices cuadradas anidadas.
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3.2 Solucién numérica al limite de la rapidez de las
masas.

Dado que se quiere saber si la velocidad que adquiere el electron debido a la absorcion
de fotones emitidos por una fuente en S, es necesario investigar qué sucede cuando el
nimero de fotones que colisionan o que absorbe el electron es muy grande, es decir, se
requiere saber lo que sucede cuando el niimero de fotones tiende a infinito.

Para ello, se investigardn las férmulas dadas por (3.16) y (3.17) para el caso a = 2,
y tanto (3.19) como (3.20) para el caso a = 1. Estas férmulas son en si férmulas de
recurrencia, misma que permiten obtener el término siguiente a partir del anterior; su
programacion es sencilla, ésta se realizd en tres lenguajes de programaciéon diferentes, a
saber, Wolfram Mathematica® Maple”™ y Fortran, siendo éste tltimo el ideal debido a
que no presento problemas a la hora de evaluar las férmulas de recurrencia para n muy
grandes. El programa en fortran se presenta a continuacién:

double precision c,v0,h,masa,lambda,f0,1,v(0:100000)
open(unit=21,file=’500.dat’, status=’replace’)

write (x,%) ’Escribe.el._.numero.de_.fotones’

read (x,x) n

write (x,%) ’'Da.la.longitud._de_onda_.de_los_fotones._en.nm’
read (*,x) 1

1=500.

c=299792458

h=6.6260693e—34

masa=9.10938291e—31

lambda=1+1e—9
f0=c/lambda
v(0)=((2.xhxf0)
v (1)=v (0)+v(0) x
write (21 ,x) 0,v
write (21 ,%) 1,v

as

masa)
;‘/*V(O))/(CJFV(O)))
)

/(
((
(0
(1

do i=2,n
v(i)= v(i—-1)+v(0)*((c—v(i—1)) /(ct+v(i—1)))
write (21 ,%) 1,v(1)
end do

call system (’gnuplot.velocidadl.gp’)

end

Donde velocidadl.gp es un scrip de gnuplot que contiene instrucciones correspondientes
a la edicién de las graficas que se obtendréan de los datos arrojados por el programa.
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En las formulas mencionadas al inicio de ésta seccion, se encuentran en realidad dos
variables en juego, éstas son evidentemente el nimero de fotones y la energia con que
se emiten de la fuente, como una primera aproximacion a la solucién del problema con-
sidérese tanto para el caso a = 1 como para a = 2, que los fotones tienen una energia
dada por una frecuencia correspondiente a la longitud de onda de 500 nm.

Para el caso a = 2 se pueden obtener las graficas que evidencian el comportamiento
acotado de veec(n) cuando n es muy grande, sin embargo, lo méds importante es que
idicha cota viene a ser precisamente ¢, la velocidad de la luz!

Sin embargo, sucede algo interesante para el caso a = 1, es decir el correspondiente
al efecto Doppler clasico, en algiin momento jve.. supera el limite de la velocidad de
la luz!, ;Esto indica que todo lo expuesto anteriormente no tiene sentido puesto que al
parecer viola una de las consecuencias del segundo postulado de la relatividad especial
Einsten®?.

Se adelanta la respuesta, tiene que haber una explicaciéon para que la situacién ideal
aqui planteada concuerde con el segundo postulado de la relatividad, ésta explicacion
razonable se dard en el préximo capitulo, puesto que requiere del andlisis de otra varia-

ble en juego en las férmulas de recurrencia!®.

A continuacion se presentan las graficas obtenidas, primero para el caso a = 2 y luego
para el caso a = 1, en las cuales lo tinico que cambia es el nimero de fotones, puesto que
la energia de éstos se mantiene fija en un valor de 500 nm escogido arbitrariamente!!.

3.2.1 Graficas correspondientes al caso a=2.

El interés de la solucién numérica del limite de vge.(n) cuando n el nimero de fo-
tones tiende a infinito reside en saber si tal velocidad tiene una cota superior o crece
indefinidamente, para ello solo se consideraran valores grandes de n. Las siguientes
imédgenes muestran las graficas para seis valores diferentes de n, ellos son n = 500,

9Se hace referencia al hecho de que nada puede viajar més rapido que la luz, ésto se hace evidente
al aplicar las ecuaciones dadas por el teorema de adicién de velocidades a una particula que se mueve
con velocidad ¢ respecto de un sistema de referencia inercial S fijo y de otro sistema s que se mueve
con velocidad v respecto de S.

10Esta variable viene a ser el exponente a, el cual puede ser cualquier real positivo mayor que cero,
ésta variable no esta en si formando parte de las férmulas de recurrencia pero si esta inmiscuido en la
situacién planteada, es decir, los casos considerados son casos particulares para dos valores especificos
del exponente a.

HT,5 eleccién se hace de ésta manera con el fin de poder llevar a cabo los célculos numéricos dentro
del programa, sin embargo, se pudo dar a los fotones cualquier energia incluso una treméndamente
grande, sin embargo ésto ultimo trae complicaciones que se veran mas adelante.
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n = 1,000, n = 5,000, n = 10,000, n = 50,000 y n = 100, 000.

500 Fotones, lambda=500 nm

ax108 |

25x108 |

2x108 |

15x108 |

Velee [M/S]

1108 |

5x107 |

0 100 200 300 400 500
MNumero de fotones

Figura 3.3: Grafica de la velocidad veje.(n) cuando n=500 fotones con una longitud de
onda de 500 nm.
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1,000 Fotones, lambda=500 nm

x108 | 1

25x108

2x108

1.5x108

Velec [MVS]

1x108

5x107

O L L L L
a 200 400 600 800 1000

MNumero de fotones

Figura 3.4: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=1000 fotones con una longitud de
onda de 500 nm.

5,000 Fotones, lambda=500 nm

3x108

25x108

2x108

1.5%x108

Velec [M/S]

1%108

5x107

0 L L L L
a 1000 2000 3000 4000 5000

Mumero de fotones

Figura 3.5: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=>5,000 fotones con una longitud de
onda de 500 nm.
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10,000 Fotones, lambda=500 nm

ax108

25x108

2x108

1.5%x108

Velee [M/S]

1%108

5x107

O L L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000

MNumero de fotones

Figura 3.6: Grafica de la velocidad vee.(n) cuando n=10,000 fotones con una longitud
de onda de 500 nm.

50,000 Fotones, lambda=500 nm'

3x108 |

25x108 | 1

2x108 | 1

15x108 1

Velee [M/S]

1%108 1

5107 | 1

0 L L L L
0 10000 20000 30000 40000 50000

Mumero de fotones

Figura 3.7: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=50,000 fotones con una longitud
de onda de 500 nm.
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100,000 Fotones, lambda=500 nm

X108 |

25x108 ( 1

2x108 1

15%x108 | 1

Vglec [MVs]

1%108 | 1

5x107 | 1

0 L L L L
a 20000 40000 60000 80000 100000

MNumero de fotones

Figura 3.8: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=100,000 fotones con una longitud
de onda de 500 nm.
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500 Fotones, lambda=500 nm

3x108

25x108 |

2x108

15%108

Vel [M/S]

1%108
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100

200

Mumero de fotones

5,000 Fotones, lambda=500 nm

300

400
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1%108
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2000
Numero de fotones

3000

4000
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1,000 Fotones, lambda=500 nm

3109 |

25x108 L

x108 |

15%108 |

w108 |

5x107 |

200 400

600

Numero de fotones

10,000 Fotones, lambda=500 nm

800 1000

3x108

25x108

2x108

15%108

1x108

5x107
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6000

Numero de fotones

8000 10000

Figura 3.9: Gréfica de comparacién de la velocidad vee.(n) para cuatro valores de n con una longitud de onda de 500

ni.



La ultima de las gréficas se incluyé con el fin de que se pueda apreciar mejor la
comparacion entre las graficas correspondientes a los cuatro primeros valores de n.

3.2.2 Graficas correspondientes al caso a=1.
Para éste caso sucede algo peculiar, para ello obsérvese las cuatro gréaficas siguientes las

cuales son solo para valores pequeos de n puesto que carece de sentido tomar valores de
n mayores.

100 Fotones, lambda=500 nm

ax108 | 1

25x108 | 1

%108 | 1

15%x108 L 1

Velec [M/S]

%108 | 1

5x107 | 1

0 L L L L
a0 20 40 60 80 100

MNumero de fotones

Figura 3.10: Grafica de la velocidad vepe.(n) cuando n=100 fotones con una longitud de
onda de 500 nm, para el caso a=1.
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500 Fotones, lambda=500 nm

ax108 | 1

25x108

2x108

1.5%x108

Velee [M/S]

1x108

sx107

0 . . . .
0 100 200 300 400 500

MNumero de fotones

Figura 3.11: Grafica de la velocidad veec(n) cuando n=>500 fotones con una longitud de
onda de 500 nm, para el caso a=1.

750 Fotones, lambda=500 nm

x108 |

25x108 |

2x108 |

15x108 |

Vglee [M/S]

%108 |

5107 |

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Mumero de fotones

Figura 3.12: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=750 fotones con una longitud de
onda de 500 nm, para el caso a=1.
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1,000 Fotones, lambda=500 nm

ax108

25x108

2x108

1.5x108

V glec [MVS]

1%108

5x107

0 L L L L
a 200 400 600 800 1000

MNumero de fotones

Figura 3.13: Grafica de la velocidad vee.(n) cuando n=1000 fotones con una longitud
de onda de 500 nm, para el caso a=1.
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100 Fotones, lambda=500 nm

ax108 | 1 3x108
25x108 | 1 25x108
108 | 1 2x108

o o

E £
2 15x108 | 1 2 15x108

i <
7108 | 1 %108
5x107 | 1 5x107
0 : : : ‘ 0

0 20 40 60 80 100
Mumero de fotones
750 Fotones, lambda=500 nm
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Figura 3.14: Gréafica de comparacién de la velocidad vee.(n) para
500 nm, para el caso a=1.
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cuatro valores de n con una longitud de onda de



3.3 Analisis de la soluciéon numérica al limite de la
rapidez de las masas.

Ahora solo falta interpretar los resultados obtenidos anteriormente, para ello témese
primero el caso a = 2, el cual no presenta inconsistencias con el segundo postulado de
FEinstein.

De las seis gréaficas presentadas, se puede ver que la velocidad del electrén medida
desde el sistema de referencia S es una funcién creciente y acotada por un limite que
resulta ser la velocidad de la luz ¢, puesto que ésta funcién se pega asintoticamente a
este valor, asi que sin importar cuantos fotones impacten con el electron, éste siempre
absorberd una energia menor a la que absorbié en la colisiéon anterior, la cual hace que
la velocidad de la luz no se alcance, esto esta en completa concordancia con el segundo
postulado de Einstein, es decir, con el hecho de que no importa el sistema de referencia
inercial desde el cual se mida, nada viajara mas rapido que la luz, a lo més tendera a
alcanzar la velocidad de la luz.

Este resultado es muy interesante, puesto que partiendo de suposiciones clasicas, se
puede dar una interpretacién al segundo postulado de Einstein en términos de la ab-
sorcion de fotones, es decir, en términos de una visién cuantica. Los m&s importante
de ésto es que no solo resulta que la velocidad de un cuerpo tiene un limite, si no que
ademas tal limite resulta ser ¢ la velocidad de la luz.

No queda més por decir sobre el caso en el cual a = 2, sin embargo, el caso que
corresponde al efecto Doppler clasico a = 1 es mucho mas intrigante, puesto que para
un valor mayor de n = 821 la curva de la velocidad se corta. Este hecho se debe a que
justo después de que el fotéon niimero 821 alcanza al electrén éste tltimo adquiere una
energia que le permite alcanzar y superar la velocidad de la luz.

Este hecho aparentemente esta en contradiccion con el segundo postulado de la rela-
tividad de Einstein, sin embargo falta considerar otra variable de la que hasta ahora no
se ha dicho ni una sola palabra, esta variable que entra en juego en aras de explicar tal
paradoja es el tiempo y en este caso debera ser el tiempo de absorcion de los fotones, el
cual tiene que ser cada vez mayor conforme el niimero de fotones crezca, explicando asi
tal contradiccion con el segundo postulado de Einstein.

Dado que sobre éste tema hay algunos puntos que aclarar, merece ser tratado en un
capitulo adicional.
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Capitulo 4

Solucién a la aparente inconsistencia
del limite de la rapidez de las masas
con el segundo postulado de
relatividad.

Tratar de explicar lo que sucedié con la velocidad que adquiere el electrén después de ser
alcanzado por un nimero mayor de fotones a 821 resulta ser una ardua tarea en la cual
hay que empezar por dejar en claro algunas cosas referentes a las variables que entran
en juego, las cuales en primera instancia son la energia de los fotones y el niimero de éstos.

Sin embargo, se puede considerar también que el exponente a puede ser libre, es decir,
se puede considerar como un parametro perteneciente a los reales positivos y determinar
a partir de que valor de a la velocidad de electrén medido desde el sistema S converge
al limite de la velocidad de la luz.

4.1 El juego de la energia de los fotones sobre la
velocidad del electron medida desde el sistema
de referencia S.

Puede retomarse el caso a = 2 tratado en el capitulo anterior y hacerse una pregunta
fundamental a cerca de la energia de los fotones que se emiten desde la fuente esta-

cionaria: ;Qué pasa si la energia de los fotones emitidos por la fuente es muy grande?
La respuesta a esta pregunta se encuentra al evaluar directamente la ecuacién (3.17)
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ahora para una energia correspondiente a una longitud de onda del orden de 0.001 nm,
es decir una energia dada por £ = 1.24 MeV .

Si éste es el caso, resulta que la velocidad de luz se ve superada incluso desde el primer
foton, es decir el foton inicial, llegando la velocidad del electron a un valor dado de
Vetee(0) = 6.609 x 108 el cual es mayor que la velocidad de la luz.

Si se es persistente sobre ésta situacion y se continta con la inspeccion de la veloci-
dad del electréon para valores de n mayor que cero se vera que tal velocidad también
converge a la velocidad de la luz ¢ pero por arriba, esta situacién se puede apreciar
mejor en las siguientes tres graficas:

10 Fotones, lambda=0.001 nm
7108 . . . .

6.5%x108
6x108
55x108
5x108

45x108

Velec [M/S]

4x108

35x108

ax108

25x108 : : : :
0 2 4 6 8 10

MNumero de fotones

Figura 4.1: Gréfica de la velocidad vepe.(n) cuando n=10 fotones con una longitud de
onda de 0.001 nm, a = 2.
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50 Fotones, lambda=0.001 nm
%108 . . . .

65x108 1
6x108 1
55x108 1

5x108 | 1

Velee [M/S]

455108 | 1
4x108 | 1
35x108 | 1

ax108 |

25x108 : : : :
0 10 20 30 40 50

MNumero de fotones

Figura 4.2: Grafica de la velocidad vepe.(n) cuando n=50 fotones con una longitud de
onda de 0.001 nm, a = 2.

100 Fotones, lambda=0.001 nm
7x108 . . . .

6.5x108 | 1
6x108 | 1
55x108 1
5x108 1

45x108 1

Vglee [M/S]

4x108 1
35x108 | 1

ax108 |

25x108 ' ' ' '
0 20 40 60 80 100

Mumero de fotones

Figura 4.3: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=100 fotones con una longitud de
onda de 0.001 nm, a = 2.
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En las figuras anteriores se exhibe el comportamiento antes mencionado sobre la
velocidad que adquiere el electron; ademaés, esto pone de manifiesto el importante papel
que juega la energia de los fotones que emite la fuente®.

Tal parece que ahora todo sale mal, pues ya se tenia que para este caso a = 2 la
velocidad tenia un limite superior y ese limite superior era precisamente c. De igual
forma se puede hacer hincapié ahora sobre el papel que juega la energia en el caso
a=1.

Para ésta situacién, ya se sabe del capitulo anterior que para un cierto ntmero de
fotones, la velocidad del electron medida desde S supera a la velocidad de la luz. Sin
embargo, la energia también modifica las cosas en este caso.

Por ejemplo, para una energia de los fotones correspondiente a 500 nm se sabe ya
que después de 821 fotones la velocidad del electrén supera a la velocidad de la luz, pero
si ahora se tienen fotones con una energia correspondiente a una longitud de onda de
10,000 nm, el nimero de fotones a partir del cual la velocidad del electrén supera a la
velocidad de luz cambia, para este caso, el nimero de los fotones incrementa hasta 3686.

También se puede examinar otros casos, por ejemplo, cuando se tienen fotones de e-
nergia correspondientes a longitudes de onda dadas por 5,000 nm, 1,000 nm, 100 nm,
10 nm, 1 nm, 0.1 nm y 0.01 nm; para los cuales el valor del nimero de fotones para
cuando la velocidad del electron supera la velocidad de la luz estd dado como: 2605,
1163, 366, 114, 35, 10 y 2 respectivamente?.

A continuacion se incluyen las figuras que muestran el comportamiento de la veloci-
dad del electron para fotones de diferentes longitudes de onda.

1Obsérvese que el valor de la energia correspondiente a tal longitud de onda es muy pequeiio en
comparacion a las energias empleadas en los terrenos de la fisica nuclear.

2Algo analogo se pudo hacer con el caso a = 2, pero ésto carece de sentido puesto que para todo el
rango de energias correspondientes a longitudes de onda del orden de 0.001 nm no se supera la velocidad
de la luz, excepto en el caso ya mencionado de fotones con energias correspondientes a longitudes de
onda del orden de 0.001 nm.
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5,000 Fotones, lambda=10,000 nm

ax108 | 1

25x108 | 1

%108 | 1

15x108 | 1

Velee [M/S]

1x108 | 1

sx107 | 1

0 . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000

MNumero de fotones

Figura 4.4: Grafica de la velocidad vee.(n) cuando n=5000 fotones con una longitud de
onda de 10,000 nm, a = 1.

5,000 Fotones, lambda=5 000 nm

ax108

25x108

2x108

15x108

Vglee [M/S]

1%108

5x107

0 1000 2000 3000 4000 5000
Mumero de fotones

Figura 4.5: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=5000 fotones con una longitud de
onda de 5,000 nm, a = 1.
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2000 Fotones, lambda=1,000 nm

3x108

25x108

2x108

1.5x108

Velec [MVS]

1x108

sx107

a 500 1000 1500 2000

MNumero de fotones

Figura 4.6: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=2000 fotones con una longitud de
onda de 1,000 nm, a = 1.

800 Fotones, lambda=100 nm

ax108

25x108

2x108

1.5%108

Vglec [MVS]

1%108

5x107

0 100 200 300 400 500 600 700 800
MNumero de fotones

Figura 4.7: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=800 fotones con una longitud de
onda de 100 nm, a = 1.
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300 Fotones, lambda=10 nm

3x108

25x108

2x108

1.5%x108

Velee [M/S]

1x108

sx107

0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300

MNumero de fotones

Figura 4.8: Grafica de la velocidad vege.(n) cuando n=300 fotones con una longitud de
onda de 10 nm, a = 1.

100 Fotones, lambda=1 nm

ax108

25x108

2x108

15x108

Vglee [M/S]

1%108

5x107

0 L L L L
0 20 40 60 80 100

Mumero de fotones

Figura 4.9: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=100 fotones con una longitud de
onda de 1 nm, a = 1.
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20 Fotones, lambda=0.1 nm

3x108

25x108

2x108

1.5x108

Velec [MVS]

1x108

sx107 | 1

a 5 10 15 20

MNumero de fotones

Figura 4.10: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=20 fotones con una longitud de
onda de 0.1 nm, a = 1.

10 Fotones, lambda=0.01 nm
3.2x108 . . . .

ax108

28x108

26x108

Vglec [MVS]

24x108

2.2x108

2)(108 L 1 1 .
0 2 4 § 3 10

MNumero de fotones

Figura 4.11: Gréfica de la velocidad vee.(n) cuando n=10 fotones con una longitud de
onda de 0.01 nm, a = 1.
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4.2 El exponente a en la regla estilo Doppler para la
transformacion de la frecuencia observada por el
electréon en su sistema de referencia propio.

Recuérdese la regla estilo Doppler para la frecuencia observada por el electréon en su
sistema de referencia propio, la cual es la ecuacién (3.4), si ahora, se lleva a cabo un
procedimiento similar al efectuado en el capitulo anterior, seccion 4.1, se puede encontrar
la regla de correspondencia que rige el cambio de la frecuencia observada en el sistema
de referencia S’, la cual es ficil de obtener y estd dada como:

o ( — Vel = ”)% o

c+ Uelec(n - 1)

De esta ecuacion también es facil encontrar que la velocidad que adquiere el electrén
debida a la absorcion del n-ésimo foton esta dada por:

A (c — Voo — 1))‘”2 (42)

¢+ Vejee(n — 1)

Y por tanto, la velocidad del electrén medida por un observador en S se encuentra
como:

(n) ( 1+ ¢ — Vejec(n — 1) a/2 )
Velec\N) = Velec\TV — U .
: l 0 C+Uelec(n - 1)

.De qué forma el exponente a entra en juego y afecta al comportamiento asintético
de veee(n) para una energia y un nimero de fotones fijo?, la respuesta es sencilla, mien-
tras mas pequeno sea el valor de a la velocidad del electron medida desde S se acercara
y eventualmente superara la velocidad de la luz. Por ejemplo, si se deja fijo el niimero
de fotones en n = 1,000 y con una energia tal que la longitud de onda sea de 500 nm,
se puede ver como dependiendo del cambio del valor de a la curva de vge.(n) cambia
su pendiente y se hace cada vez mas inclinada, esto se aprecia facilmente en la figura
siguiente:
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500 Fotones lambda=500 nm

3x108

25x%10°8

%108

15%108

Vglee [M/S]

1%108

5x107

[:I 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000

Mamero de fotones
'g=2' — '‘a=1' '‘a=0 5" 'a=02%" —
'a=15% — '‘a=0 &' 'a=0%" — 'a=01" ——

Figura 4.12: Grafica de la velocidad vee.(n) cuando n=1000 fotones con una longitud
de onda de 500 nm, en este caso se muestran las curvas correspondientes a diferentes
valores de a.
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Entonces, el exponente a también modifica la forma de la pendiente de la curva de
Veree(n)?, para el caso anterior se determiné que para valores de a > 1.139173 la veloci-
dad del electrén esta acotada por arriba por ¢, mientras que si a < 1.139173 se tiene
entonces que la velocidad del electron medida desde S en algin momento supera la
velocidad de la luz.

Recuérdese que cuando a toma el valor de 0.5 se tiene el caso del efecto Doppler rela-
tivista, por tanto para ese caso, la velocidad del electron superaria la velocidad ¢, esto
es nuevamente incosistente con el segundo postulado de Einstein.

4.3 Solucién a la aparente inconsistencia del limite
de la rapidez de las masas.

En secciones anteriores se ha dicho mucho acerca de las inconsistencias que presenta
el experimento ideal presentado en el capitulo anterior, véase el problema por donde
se quiera esta situacion es clasicamente posible pero relativisticamente improbable, con
ello se quiere decir que solo existe una solucion a este dilema, a saber:

e Falta considerar la variable temporal, en este caso sera el tiempo de absorcion de
los fotones la variable faltante.

Es cierto que hasta ahora no se ha dicho nada a cerca del tiempo de absorcién de los
fotones, sin embargo dicho tiempo debe de existir puesto que si el fotén fuera absorbido
por el electrén instantaneamente la velocidad de absorcion tendria que ser infinita su-
perando a c y estaria en contradiccién del segundo postulado.

Ahora, se tendrd oportunidad de encontrar un expresion para el tiempo de absorcién de
un fotén cuando se tiene fijo el nimero de fotones en n = ng, para ello considérese que
dado un observador en S éste tendria que medir la velocidad del electrén empleando la
formula clasica:

1
E = émeviec(n(o (44)

3Sin embargo, solo tiene importancia fisica el caso en el que a=1/2 y a=1, que corresponden al
efecto Doppler relativista y clasico, respectivamente, los otros casos son casos matemédticos con cierta
relevancia.
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Ecuacién que se puede resolver para la velocidad, dando como resultado:

2K

Me

velec(nO) = (45)

Recuérdese ahora que la velocidad de un mévil es la primera derivada de la posicién con
respecto del tiempo, quedando (4.5) como:

AT erec(10) 2F

ilelec(”()) - T == m (46)

Una forma de relacionar el tiempo que transcurre en S con el tiempo transcurrido
/ . .
en S es hacerlo de la siguiente manera:

d{L‘elecO”Lo) . dxelec(”O) dr

dt dr  dt (47)

Notese ahora que se puede hacer una suposicion clasica a cerca del espacio en los dos
sistemas de referencia, ésta suposicion viene a ser: “El espacio en dos sistemas inerciales
que se mueven uno con respecto del otro, es el mismo”; tomando esto como cierto se
puede escribir:

Telee(No) = x/elec(no) (4.8)

7 . . . ! .
Doénde 7,,.(ng) representa la coordenada espacial en el sistema de referencia S™. Susti-

tuyendo (4.8) en (4.7) se tiene:

dxelec(ﬂ@) _ dmelec(no) d_T _ m@ (4 9)
dt dr dt dr  dt '

Combinando (4.9) y (4.6) se puede obtener:

dzgy.(no) dr 2F

elec o

dr dt M

(4.10)

Notese ahora que la primera diferencial no es mas que la velocidad que adquiere el
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electrén medida en su sistema de referencia propio conforme absorbe la maxima energia
del fotén ng, por tanto se puede sustituir en (4.10) y resolver para la segunda diferencial

que se tiene, de tal forma que:
dr 1 2K
— = — 4.11
At vp, V me ( )

De la ecuacién anterior se puede ya encontrar la expresién para el tiempo 7 en términos

de una integral en dt dada por:
T 1 2F
/ dr = / —/ —dt (4.12)
0 0 Ung V Me

Por tanto la expresion final para el tiempo 7 en funciéon de ng queda como:

1 2E
= — dt 4.13
o) = [ = (4.3

Nétese que en general, debido a que ng es arbitraria se puede generalizar (4.13) para

cualquier n, de tal forma que:
‘1 2E
(n) = / L 2E g (4.14)
0 Un, Me

El tiempo 7 no es més que el tiempo de absorcion del fotéon n medido desde el sis-
tema de referencia S, el cual es distinto para cada n. Sin resolver ésta integral ya
se puede decir algo a cerca de las inconsistencias presentadas a lo largo de todo este
capitulo.

Para ello obsérvese detenidamente (4.13) y considérese primero que ny es muy grande
pero no suficiente para que la velocidad del electrén medida en S alcance a ¢, de la
evaluacién de vee.(ng) se infiere que cuando ng es grande la velocidad que adquiere el
electron también grande y por tanto su energia en este sistema también es muy grande,
lo que pasa con la velocidad que va adquiriendo el electron desde su sistema de referencia
S’ basandose en (4.2) es que debido a que el fotén ny no brinda la energfa suficiente
para llegar a ¢, ésta velocidad tendria que ser muy pequena, sin embargo va incluida en
(4.13) con el exponente —1 lo cual hace que sea muy grande.
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Por tanto dentro del integrando en (4.13) se tiene algo muy grande por algo muy grande,
lo cual deberd ser una cantidad ain més grande, por lo que si ng es suficientemente
grande para que la velocidad del electrén esté cerca de alcanzar a ¢, el tiempo de ab-
sorcién de éste fotén tendré que ser muy grande.

Considérese ahora una situacién extrema, clasicamente se tiene que ng acelera al electron
a una velocidad mayor que ¢, para este caso todo dentro de la integral tiende a ser muy
grande por tanto el tiempo de absorcion tiende a ser infinito lo cual hace que tal foton en
realidad nunca termine de absorberse y el electron nunca superaria la velocidad de la luz.

Esto soluciona todas las inconsistencias puestas anteriormente sobre la mesa, ademas se
obtiene un resultado que ya no es del todo clédsico, puesto que (4.14) estd diciendo que
el tiempo medido por un observador en S es diferente y mucho mayor al que mide un
observador en S que se desplaza a una velocidad préxima a la de la luz, por tanto se
ha obtenido una férmula para la dilatacién del tiempo?.

Falta agregar que lo mismo sucede para todos los casos, si por ejemplo de entrada
la energia es muy grande, el tiempo de absorcion del fotén correspondiente serd dema-
siado grande. Ahora, todos los resultados son compatibles con el segundo postulado de
la relatividad de Einstein.

4Es posible demostrar a partir de (4.11) la dilatacién temporal para el tiempo se absorcién de los
fotones, para ello véase el a péndice B.
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Conclusiones

La situacién ideal expuesta en paginas anteriores representa un ejercicio didactico pro-
puesto para tener una idea de como funciona el mecanismo de la naturaleza al forzar a
que el limite de velocidad de una particula con masa exista y sea justamente la velocidad
de los fotones del campo de radiacion.

Este ejercicio didactico permite entender de mejor manera como es que el limite de
la velocidad de la luz nunca es superado, y mas ain permite entender el por qué es
justamente el valor de ¢, es decir, si los fotones del campo de radiacion tuvieran cualquier
otra velocidad entonces el limite de la velocidad de una particula que se mueve debido

a la accién de este campo deberd ser la velocidad de los cuantos de radiacién®.

Si bien es cierto que se encontraron dificultades a cerca de la convergencia de la ve-
locidad de la particula en algunos casos, éstas fueron diluidas al considerar que existe
un tiempo para que la particula adquiera la mayor energia posible del foton, siendo este
mucho mayor cuando el nimero de fotones aumenta o la energia es muy grande.

Lo anterior queda en claro si se considera que cuando la particula estd a punto de
alcanzar el limite ¢, para otro fotén, después de un tiempo muy grande logra alcanzar
este limite, lo que queda del fotéon sigue siendo un fotén de menor energia pero sigue
moviéndose a velocidad ¢ entonces ambos fotén y particula se mueven como en una ins-
tantanea para un observador montado en el sistema de referencia de la particula el cual
es el mismo que el sistema de referencia del fotén por llevar ambos la misma velocidad
¢, por tanto el tiempo de absorcion es infinito puesto que nunca se termina de absorber
completamente la mayor energia del ultimo foton.

Si el foton tuviera una velocidad mayor que ¢, entonces lo anterior se cumple y nue-
vamente se tendria que la particula alcanza a esa nueva velocidad pero lo que queda del
ultimo fotén nunca se termina de absorber puesto que ambos se van moviendo uno con
respecto del otro con la misma velocidad, visto desde el sistema de referencia S* estdn
estaticos, no se mueven se ven como en una instantanea.

5Véase el apéndice incluido.
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La inclusién del tiempo de absorcién de los fotones implica de entrada que el tiempo
medido por un observador en reposo es diferente que el tiempo que mide un observador
en movimiento pues para éste ultimo el tiempo transcurre muy lentamente si su veloci-
dad es proxima a ¢, este resultado concuerda con lo predicho por la relatividad especial,
es decir, la dilatacion del tiempo.

Este modelo es pues un buen ejemplo para entender el segundo postulado de la relativi-
dad especial que de entrada es contraintuitivo y que sin embargo ha sido corroborado
por experimentos como el realizado por Michleson y Morley. Este modelo en s permite
entender la esencia del segundo postulado en términos cudnticos y ésto se debe al he-
cho de considerar el campo de interaccién (en este caso la luz obtenida de una fuente
capaz de emitir un cuanto por instante) cuantizado, es decir, compuesto por fotones de
una cierta energia constante, fotones monocromaticos y considerar sélamente el efecto
Compton.



Apéndice A

La velocidad de la luz como un
limite para la velocidad de los
cuerpos.

Considérese aqui una situacién en la cual se tiene una particula con masa, la cual se
acelera desde el reposo por la accién de un campo eléctrico, todo lo anterior es unidimen-
sionalmente. Dado que la particula cambia su estado de reposo por otro en movimiento
debe de haber un incremento o ganancia en su energia cinética, la cual se puede encon-
trar empleando la escuaciones de la mecénica bésica.

Considérese que la energia cinética sera igual al trabajo necesario para mover la particula

desde su posiciéon inicial hasta una posicion arbitraria; esto permite igualar la energia
cinética con la expresion del trabajo:

E. = /F da (A.1)

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la fuerza es equivalente a la derivada tempo-
ral del momento lineal, por lo que se puede sustituir en (A.1) quedando como:

Ahora, el momento esta dado como:



Sustituyendo (A.3) en (A.2) se tiene:

E.= /vd(mv) (A.4)

Todo lo anterior sirve de nada si se considera que la masa se mantiene constante pues
se recuperan el conocido resultado E. = %va, pero en este caso, la masa tendra que
variar debido a que ahora la particula se encuentra en movimiento, ésto es totalmente
consistente con las ecuaciones de Lorentz, las cuales predicen una variacién de la masa
debido al movimiento de la particula. Haciendo uso de lo anterior se tiene una expresion

sencilla de integrar:

EC:/v[mdv + v dm)|

:/mvdv+/v2dm

v m (A.5)
:mo/vdv+v2/ dm

0 mo

1
— §m002 + v* (m — my)

Dénde mg es la masa en reposo de la particula. Dado que hay una variacién en la
masa, ¢sta solo puede deberse a la cantidad de energia total que la particula pueda
obtener debido al campo, es decir, tal variciacion en la masa se debe a una fracciéon en
la energia cinética que obtuvo la particula, lo cual puede expresarse como:

(m—my) = KE, (A.6)

De (A.5) se puede obtener una relacién para la velocidad de la particula en término
de la energia cinética y de la variacién de la masa:

E.
v = \/(m “ o) = Img (A.7)

Si ahora, se introduce (A.6) es facil obtener una relacion para la velocidad de la particula
en términos de K y de la masa en reposo:



V= | — (A.8)

Considérese ahora, que la energia que brinda el campo puede ser demasiado grande,

es decir, tiende a ser infinita, la parte en el denominador de la raiz que va como ﬁmo
C

se anula en ese limite, mientras que el otro término del denominador persiste debido a

que mientras mayor sea la energia que se brinda a la particula, la diferencia de masa es

mayor. Por tanto se tiene:

Esto implica que K deberia ser el inverso de la velocidad limite al cuadrado de la
particula, es decir, de acuerdo al segundo postulado de Einstein se debe cumplir que:






Apéndice B

Dilatacion temporal para el tiempo
de absorciéon de los fotones.

Todos los errores encontrados acerca del hecho de que la velocidad del electrén supera
a la velocidad de la luz en algiin momento desaparecen al considerar que los fotones
no son absorbidos instantaneamente por parte de electrén. Esta suposicién arroja un
resultado muy importante que esta en perfecta sicronia con uno de los resultados de la
teoria de Einstein, a saber, la dilatacion temporal.

Antes de pasar a la obtencién de dicho resultado, recuérdese cudl es la esencia del
mismo, esto es, que dado un observador que se mueve a velocidades cercanas a la de
la luz, su tiempo comparado con el tiempo de un observador en reposo es diferente, en
esencia, el tiempo transcurre mas lentamente en el sistema de referencia del observador
en movimiento a velocidad cercana a c.

Ahora considérese la ecuacién (4.11) y escribase ligeramente diferente, de tal forma
que de un lado de la ecuacién aparezca solamente la diferencial dr:

1 2K
dr = —
Ung

dt (B.1)

me
Esta ecuacion se puede reescribir de tal forma que el término v,, quede dentro de la
raiz, siendo de esta manera la ecuacion queda como:

2K

2
MVt

dr = dt (B.2)
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Dividase todo ahora arriba y abajo de la fraccién por 2F, por lo que la ecuacién toma
la forma:

dr =

dt (B.3)

mev%U

2F

Ahora, obsérvese que la energia E es la energia que mide el observador en reposo para
el electrén que se mueve a una velocidad anterior a ve.e.(n9), es decir, que el electrén se
mueves a Vgec(ng — 1), esta energia se puede obtener considerando que la energia que
mide un observador en reposo para el electrén en movimiento estd dada como la suma
de la energia que cada fotén proporciona al electron. Para obtener esto considérese que
se mide la energfa que el fotén n le brinda al electrén! en su sistema de referencia, tal
energia debe estar dada como:

E, = hw, (B.4)

Y w, es la frecuencia del fotén observada en el sistema de referencia del electrén, dada
por (3.18), asi que la enegia que cada fotén le brinda a un electrén en movimiento va a
estar dada como:

o h<c_velec(n_ B) wo = (c—vezec(n— B) £, (B.5)

c+ Uelec(n - c+ Uelec(n -

donde Ey = hwy. Ahora, para un observador en reposo en el sistema de la fuente
de emisién de fotones, se tendra que la energia debe ser la suma de las energias que cada
fotén puede llegar a proporcionarle al electrén por tanto se debe tener:

- — Uelec _1
Eezec(n):E0+E1+“'+En=Eo+Eoc U0+"'+Eo € Veeeln — 1)
c~+ vy ¢+ Vepee(n — 1) (B.6)

. . —1
— 1—|—C v0_|_..._|_ ¢ Uelec(n ) Ey
c+ v ¢+ Vejee(n — 1)

Ahora, la energfa considerada en (B.1) es justamente esta energia medida por un ob-
servador en reposo para el electrén que se mueve, es decir, £ = F..(ng) por lo cual se
puede sustituir directamente en (B.3), sin embargo, por cuestiones de espacio y notacién

'Recuérdese en realidad que la energia que le puede brindar el fotén al electrén es en realidad menor.



reescribase (B.3) de la siguiente manera:

dr =dr =  |[——dt = —dt = o dt (B.7)
2 oE
donde se ha tomado
1 1
Mev2 o
2F
/ meU?LO
= B.9
el Y5 (B.9)

Se puede sustituir £ = Ee.(ng) en (B.8). Nétese que v, esta dada por (3.19), por
lo que:

— UVelec —1
vh = USC Veteen — 1) (B.10)
¢+ Veee(n — 1)
Se puede ahora sustituir todo en la expresién para o', quedando:
9 [ c—velec(ng—1)
mev2 Mely (#)
o =) R (B.11)
C—7 C—velec(nog—
2E0 |:1 + ﬁ + ce + c—i—velec(no—l)]
Noétese que:
2F,
vy = 0 (B.12)
Me
Ademds si se multiplica dentro de la raiz arriba y abajo por (:ZEE—EZ:B se tiene:
m 220 — —1
o = [te € ~ Vetee(n0 — 1) (B.13)

2EO (C + velec(n())) []- 4 &Y% L C=Velec(no—1)

c+vo C+velec(n0_1)



Notese que la primer raiz es igual a 1. Para el término que queda se puede desa-
rrollar directamente el término del denominador quedando finalmente la expresion:

r_ Cc— Uelec(”O - ]-)
o = -
c+ velec(no - 1) + £t (C + Uelec(no - 1)) +--+c— velec(no - 1)

(B.14)

c+vo

Donde se cancela el término vepe.(ng — 1), nétese ademdas que hay dos ¢ las cuales se
suman y se obtiene una expresion mas simplificada:

Oé/ _ \/ C— Uelec(”() - 1) (B15)

2¢ + E20 (¢ + Vegee(ng — 1)) + - - -

c+vo

De entrada nétese que dado que en el numerador estd el término ¢ — veec(ng — 1) y
es claramente menor que ¢, mientras que en el numerador se tiene una cantidad evi-
dentemente mayor que ¢, por lo que se puede concluir de esta relacién para o/ que esta
cantidad es menor que uno. Tomando esto e insertandolo en (B.8) se puede ver que «
es mayor que uno, por lo tanto se puede concluir que:

dr > dt (B.16)

Es decir, el tiempo de absorcion de los fotones medido en el sistema de referencia del
electron que se mueve es mayor que el tiempo de absorcién medido por un observador
en reposo, lo cual refuerza la idea de que el electrén no absorbe al fotén (o parte de él)
de una forma instantatea.

Si ahora se toma una situacién extrema, en la cual vee.(ng — 1) tiende a ¢, se tiene
que o tiende a 0, por lo que « tiende a infinito, por lo tanto se tiene que cuando la
velocidad del electron es proxima a la velocidad de la luz el tiempo de absorcion de los
fotones medido en el sistema de referencia del electron tiende a infinito, es decir:

lim dr =00 (B.17)

Velec—C

Esto estda de acuerdo con la idea de que cuando el electrén tiene una velocidad muy
proxima a ¢, ésta nunca termina por absorber al fotén y por tanto nunca supera la
velocidad de la luz. Este resultado confirma también que el tiempo para un observador
en movimiento transcurre mas lentamente para un observador en movimiento, esto es lo
que se conoce como “dilatacién temporal”.
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