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2.1. Formulación matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2. Análisis de orden de magnitud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se abordará la importancia de la microflúıdica, aśı como un

análisis integral del estado del arte, mostrando una revisión de las investigaciones

reportadas por la comunidad cient́ıfica sobre el estudio del efecto del calentamiento

Joule en flujos electro-osmóticos. Al final de este caṕıtulo se habla del aporte o

contribución que se planea desarrollar en esta tesis.

Los avances en el área de la microtecnoloǵıa durante la última década han permiti-

do el desarrollo de laboratorios en un microdispositivo “lab-on-a-chip”(laboratorios

en un chip), que están siendo utilizados en la manipulación de análisis qúımicos,

biológicos y biomédicos [16]. Además de “lab-on-a-chip”, estos microdispositivos re-

ciben el nombre de sistemas bio-micro-eléctrico-mecánicos “bioMEMS”. Otro nombre

común es microsistemas anaĺıticos totales “micro-TAS”. Todos estos términos son

sinónimos de dispositivos microflúıdicos.

1.1. Qué es la microflúıdica?

La microflúıdica es la ciencia que estudia los sistemas que son capaces de manipu-

lar cantidades muy pequeñas de fluido, empleando dispositivos con dimensiones muy

pequeñas que van del orden de unas cuantas micras hasta cientos de micras. Dentro

de las ventajas que presentan estos dispositivos son que se reducen las cantidades

de muestras requeridas y permiten realizar ensayos de una manera más rápida a un

menor costo. Otra ventaja es, que se puede obtener un flujo laminar (generalmente
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Caṕıtulo 1. Introducción 5

con un número de Reynolds menor a 100, y en ocasiones menores a uno), lo que

permite un mejor control de los procesos debido a que se evita la turbulencia [15]. A

parte de la importancia de no tener un flujo turbulento, trabajar con flujos laminares

permite predecir el comportamiento del flujo del fluido [11].

Durante la última década, los dispositivos microflúıdicos están siendo utilizados

para el estudio de la bioloǵıa celular y molecular, la clonación de ADN, administra-

ción de fármacos, sensores de detección de agentes biológicos/qúımicos en microchips

[11], etc., por lo que se puede asegurar que tales dispositivos juegan un papel muy

importante hoy en d́ıa en el mundo moderno. Razón por la cual la comunidad cient́ıfi-

ca ha puesto la mira en todos los fenómenos f́ısicos que pueden ser apreciados en la

microflúıdica, con la finalidad de entenderlos y hacer uso de los beneficios y ventajas

que puedan ser aportados a cualquier rama de la ciencia. Actualmente, existen fuer-

zas motrices utilizadas para poder aprovechar todos los beneficios que nos pueden

dar los dispositivos microflúıdicos debido a que en el estudio y diagnóstico en alguna

de las ramas de la ciencia de interés, se hace uso del flujo de fluidos, llámense newto-

nianos o no newtonianos. Dichos fluidos, son generalmente bombeados, controlados

o manipulados, utilizando volúmenes que van desde cientos de picolitros (cantidades

muy bajas) a cientos de microlitros (cantidades relativamente altas para dichos sis-

temas). Microbombas, microválvulas, y micromezcladores se integran en los chips.

En estos dispositivos se hace uso de partes móviles, haciendo delicada su operación y

fabricación [22]. Otra vertiente de estos dispositivos son las microbombas integradas

sin partes móviles, siendo el transporte electrocinético su mejor medio de control.

Los efectos electrocinéticos son utilizados satisfactoriamente para el control de flujo

y la manipulación de solutos e incluye la inyección, separación, mezcla, concentración

y reacción de muestras [6].

El estudio de los flujos electrocinéticos se remontan a las primeras observacio-

nes realizadas por Reuss en 1809, quien demostró que el agua puede percolar a

través de un medio poroso mediante la aplicación de un campo eléctrico. Los efectos

electrocinéticos, están fuertemente relacionados con los sistemas coloidales, es decir,

sistemas heterogéneos en donde las part́ıculas coloidales mantienen su identidad en

una suspensión. Dentro de los diferentes mecanismos de los efectos electrocinéticos

[23], tenemos:
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Electro-ósmosis: es el movimiento de un ĺıquido ionizado relativo a una super-

ficie cargada y estacionaria, mediante la aplicación de un campo eléctrico.

Electrofóresis: es el movimiento de superficies y macromoléculas cargadas re-

lativo a un ĺıquido en reposo mediante la aplicación de un campo eléctrico.

Potencial de corriente: es el campo eléctrico que se genera por el movimiento

de un fluido ionizado a lo largo de una superficie cargada y estacionaria.

Potencial de sedimentación: es el campo eléctrico que se crea por el movimiento

de part́ıculas cargadas relativo a un ĺıquido estacionario.

En el presente trabajo se hará referencia a los flujos electro-omóticos. El principio

es muy sencillo. Se tiene un microcanal que contiene una dispersión coloidal, formada

por un electrolito y part́ıculas coloidales. Cuando el electrolito entra en contacto con

la pared del microcanal, provoca una transferencia de cargas entre el electrolito y la

pared, formando una doble capa eléctrica (Electric Double Layer, EDL, por sus siglas

en inglés) [23] como se muestra en la figura 1.1. La variación de la densidad de iones

dentro de esta doble capa eléctrica obedece a la distribución de Boltzmann [3]. Al

aplicar un campo eléctrico a lo largo de la superficie cargada, provocará una fuerza

de Coulomb en los iones de la región de la doble capa eléctrica. El movimiento de

los iones ocasionará el transporte del flujo por efecto viscoso, lo que resultará en un

flujo electro-osmótico [15]. La electro-ósmosis es un medio de transporte que ofrece

diversas ventajas en la manipulación de ĺıquidos al ser comparado con los métodos

mecánicos convencionales de bombeo, por ejemplo la facilidad de fabricación y con-

trol, ausencia de partes mecánicas y alta confiabilidad. Debido a eso, actualmente,

el flujo electro-osmótico se aplica ampliamente aplicado en campos de la bioloǵıa,

medicina, qúımica e ingenieŕıa [6]. Adicionalmente una ventaja significativa de los

fenómenos electrocinéticos es que los voltajes aplicados a los dispositivos se pueden

utilizar no sólo para controlar el transporte de fluidos, sino también para realizar la

separación de los diferentes componentes de una muestra mediante electroforesis, que

consiste en emplear la corriente eléctrica para separar moléculas según su tamaño y

carga eléctrica [23].

Hoy en d́ıa, el análisis teórico y numérico de flujos electro-osmóticos ha permitido

el desarrollo de importantes aplicaciones en diferentes áreas de la ciencia. En general,
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Figura 1.1: Esquema de la doble capa eléctrica.

los flujos electro-osmóticos son capaces de bombear fluido y controlar el flujo utili-

zando campos eléctricos, eliminando la necesidad de bombas mecánicas o válvulas

con componentes móviles. Estos dispositivos microflúıdicos están siendo fabricados

mediante el uso de materiales hidrófobos, tales como polidimetilsiloxano (PDMS),

el metacrilato de metilo (PMMA) [34], etc. y el papel de las fuerzas electro-osmóti-

cas es por lo tanto fundamental para promover el transporte de microvolúmenes de

fluido en diferentes aplicaciones. De esta manera, los aspectos f́ısicos y qúımicos que

pueden modificar o contribuir a evaluar los caudales volumétricos, merecen una aten-

ción especial. Desde este punto de vista, el análisis de los flujos electro-osmóticos en

microcanales se puede alterar drásticamente mediante la aplicación de condiciones

de frontera no isotérmicas y este aspecto ha recibido una atención especial en la

literatura especializada. En esta dirección, Maynes y Webb [21] consideraron un flu-

jo totalmente desarrollado térmicamente con diferentes configuraciones geométricas;

en un microcanal de placas paralelas y en un tubo circular, bajo flujos de calor en

las paredes de los microcanales constantes y condiciones de frontera en la entrada y

salida de los microcanales constantes, mostrando al final del análisis algunas de las

posibles soluciones anaĺıticas. Se obtuvieron resultados similares por Su et al. [27]

para un microcanal rectangular y Horiuchi y Dutta [13] para un microcanal recto

bidimensional. Sin embargo, en este último caso, los resultados del número de Nus-

selt incluyen la consideración de una región desarrollada térmicamente. En paralelo,
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Tang et al. [30] y Tang et al. [29] desarrollaron estudios numéricos bajo condiciones

estables y transitorias del efecto de calentamiento Joule en un flujo electro-osmótico,

incluyendo el análisis del transporte de especies (concentración). Las simulaciones

numéricas muestran que la influencia del efecto del calentamiento Joule es funda-

mental para comprender simultáneamente el flujo electro-osmótico y el transporte

de especies, situación que tiene aplicación directa en la electroforesis capilar basada

en la tecnoloǵıa Bio-Chip. Haciendo uso de microcanales rectangulares, Liao et al.

[17] desarrollaron una investigación numérica basada en el método de Galerkin para

flujos mixtos inducidos por fuerzas electro-osmóticas y gradientes de presión conside-

rando a la temperatura constante en la pared, al igual que la existencia de gradientes

de presión favorables y desfavorables tomando en cuenta que las propiedades f́ısicas

del electrólito vaŕıan con la temperatura. Las principales evidencias muestran que

el efecto del calentamiento Joule induce un mayor incremento en el flujo de masa

con un gradiente de presión favorable en comparación con el caso de un gradiente de

presión desfavorable.

En adición, las propiedades térmicas uniformes o variables de la solución elec-

troĺıtica han jugado un papel importante para caracterizar los casos de flujos electro-

osmóticos más complejos, en donde los efectos conjugados pueden ser muy impor-

tantes: Sánchez et al. [25] desarrollaron un análisis asintótico basado en métodos de

perturbación regular para estudiar el proceso de transferencia de calor conjugado

entre un flujo electro-osmótico de un fluido newtoniano y las paredes de los capi-

lares, demostrando que el efecto del calentamiento Joule puede inducir gradientes

de presión favorables o desfavorables a lo largo del capilar. El análisis anterior se

extendió por Escandón et al. [10] para un fluido Phan-Thien-Tanner que circula en

microcanales de placas planas paralelas. Adicional a lo ya realizado por Escandón

et al. [10], Bautista et al. [4] consideraron a las propiedades térmicas, como variables

dependientes de la temperatura. Otro caso importante de análisis teórico que incluye

a la transferencia de calor en un flujo electro-osmótico en un microcanal caracteriza-

do por una sección transversal eĺıptica, fue estudiado por Vocale et al. [31], donde la

influencia simultánea de la relación de aspecto de la sección transversal eĺıptica y el

diámetro electrocinético, es utilizada para mostrar que los microcanales eĺıpticos son

más eficientes para valores mayores de la relación de aspecto. Además, el movimien-
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to de los diferentes flujos electro-osmóticos ha sido promovido por el uso de fuerzas

magnetohidrodinámicas combinadas, como se muestra en los trabajos realizados por

Chakraborty et al. [7] y Escandón et al. [9]. En el primer caso, los autores analizan

las caracteŕısticas de la transferencia de calor para un flujo electro-osmótico com-

pletamente desarrollado térmicamente en un microcanal estrecho, que es accionado

por la combinación de un gradiente de presión impuesto, efectos electrocinéticos y

electromagnéticos. Mientras que en el segundo caso, la diferencia principal es basada

en que el análisis térmico es llevado a cabo por un flujo mixto impulsado por fuerzas

magnetohidrodinámicas y gradientes de presión externos para un fluido Phan-Thien-

Tanner que circula en un microcanal rectangular.

Estudios adicionales, incluyendo condiciones no isotérmicas para flujos electro-

osmóticos que circulan en microcanales y geometŕıas similares han sido consideradas

para observar la influencia de otros efectos: Mat́ıas et al. [20] llevaron a cabo un

estudio anaĺıtico para predecir la influencia del efecto del calentamiento Joule en

la velocidad de deslizamiento de un fluido viscoelástico. Debemos recordar que las

simulaciones de dinámica molecular sugieren que la condición de no deslizamiento

convencional deja de ser válida debido a la hidrofobicidad de la superficie sólida [2, 5].

Por lo tanto, la condición convencional de no deslizamiento hidrodinámica debe ser

sustituida por una condición de deslizamiento equivalente, incluso para casos simples,

donde fue discutido por Tandon y Kirby [28], quienes estudiaron el comportamiento

del agua en las interfases hidrófobas, desde el punto de vista de su impacto en

fenómenos electrocinéticos en dispositivos microflúıdicos. Por otro lado, Ge et al.

[12] identificaron las mejores formas para describir la concentración en microfluidos

mezclando diferentes muestras de solutos bajo la influencia simultánea de corriente

alterna y directa por medio de los efectos del calentamiento Joule. Recientemente,

Dey y Joo [8] demostraron que la influencia del efecto del calentamiento Joule puede

inducir inestabilidades interfaciales en flujos electro-osmóticos con superficie libre.

Por lo tanto, la literatura especializada orientada a analizar flujos electro-osmóti-

cos con condiciones de frontera no isotérmicas ha alcanzado un importante lugar

dentro de la comunidad cient́ıfica debido a la creciente importancia de este tipo de

estudios en diversas ramas de la teoŕıa electrocinética. Sin embargo, todas las con-

tribuciones anteriores toman en cuenta que el parámetro de la enerǵıa iónica [14],
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dada por la relación αionic = ezζ/kBT es constante si y sólo si la temperatura es

uniforme. Aqúı, los śımbolos e, z, ζ, kB y T indican la carga del electrón, la valen-

cia, el potencial zeta, la constante de Boltzmann y la temperatura de la solución

del electrolito, respectivamente. Sin embargo, en el presente caso de estudio y tam-

bién las referencias citadas en este trabajo, el campo de temperatura de un flujo

electro-osmótico no es uniforme debido a la presencia de importantes gradientes de

temperatura longitudinales a lo largo del microcanal. Estos gradientes de tempera-

tura no son originados solamente por la presencia del efecto del calentamiento Joule,

sino también son causados por la presión como se mostrará más adelante. En conse-

cuencia, el parámetro adimensional αionic vaŕıa con la temperatura, aśı como también

la conocida longitud de Debye dada por la relación λD = (2n∞z
2e2/ǫkBT )

−1/2
, don-

de n∞ y ǫ denotan la concentración del número iónico en la solución del fluido y la

permitividad dieléctrica, respectivamente.

Después de los comentarios anteriores, el objetivo de este trabajo es el desarrollo

de un nuevo análisis térmico para un flujo electro-osmótico de un fluido newtoniano,

tomando en cuenta la presencia del efecto del calentamiento Joule y los gradientes

de presión longitudinales, observando que estos pueden alterar drásticamente, en-

tre otros, el cambio del flujo volumétrico y el campo de presión inducido. Para este

propósito, se introduce un nuevo parámetro adimensional α, que define las desvia-

ciones de la temperatura con respecto al caso isotérmico. Para los valores finitos de

este parámetro, se muestra que las ecuaciones de conservación de momentum tienen

nuevos términos que dependen de los gradientes de temperatura y estos términos

son causados a su vez por los nuevos gradientes de presión que dependen de la va-

riable λD, que es la longitud de Debye. Sin embargo en casos prácticos α, asume

valores muy pequeños. Por lo tanto, las ecuaciones gobernantes que describirá la

f́ısica del flujo electro-osmótico son resueltas aplicando un método de perturbación

regular para pequeños valores de este parámetro. Las predicciones de los métodos de

perturbación revelan que, incluso para valores muy pequeos del parámetro α, el flujo

volumétrico junto con la velocidad, la presión, la temperatura y los campos eléctricos

son modificados en consecuencia.



Caṕıtulo 2

Formulación del problema

En el presente caṕıtulo se hace el planteamiento f́ısico y matemático del efecto

del calentamiento Joule en un microcanal debido a un flujo electro-osmótico de un

fluido newtoniano. Primero se hará la descripción del modelo f́ısico, con la finalidad

de simplificarlo y hacerlo mas sencillo. Una vez que se han planteado las ecuacio-

nes que describen la f́ısica de lo que queremos estudiar con ayuda de las hipótesis

ya comentadas en la descripción, se hará un análisis de orden de magnitud, para

poder encontrar las escalas correspondientes para cada una de las propiedades hi-

drodinámicas involucradas con el fin de adimensinalizar las ecuaciones. El objetivo

de adimensionalizar las ecuaciones es obtener información adicional a lo ya plan-

teado, para poder predecir el comportamiento de las mismas y hacer más sencillo

su solución. Una vez que se hayan adimensionalizado cada una de las ecuaciones

gobernantes, se hará lo mismo para las condiciones de frontera con la finalidad de

tener las herramientas necesarias y poder hacer la solución anaĺıtica y numérica en

el caṕıtulo 3.

2.1. Formulación matemática

En la figura 2.1 se muestra el esquema del modelo f́ısico en estudio. Se considera

el transporte de una mezcla heterogénea de un electrolito y un soluto, considerando

al fluido de trabajo, como newtoniano. Este fluye a través de un microcanal que

está formado por dos placas planas paralelas, separadas entre śı por una distancia

11
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L

2H
x

y

u (x, y)

T0

P0

T0

P0

q′′
0

E0

+ −

Uniform heat flux

κ−1

κ−1

Figura 2.1: Esquema del flujo electro-osmótico en un microcanal de placas planas
paralelas.

2H. La longitud y el ancho son L y w, respectivamente. El movimiento del fluido es

causado únicamente por fuerzas electro-osmóticas, inducidas por un campo eléctrico

E0 = φ0/L, en donde φ0 es el valor del potencial eléctrico impuesto en la entrada del

microcanal. El microcanal es soportado en los extremos por dos depósitos de ĺıquido,

los cuales se encuentran controlados a una temperatura T0 y presión P0 constantes

en todo momento [3, 32, 33]. En adición, se impone una pérdida de calor uniforme q′′0

en la pared externa del microcanal hacia los alrededores del sistema entre 0 ≤ x ≤ L

y por consecuencia la temperatura del fluido vaŕıa tanto en la dirección longitudinal,

como transversal. Esto se debe al efecto del calentamiento Joule, provocado por el

campo eléctrico. De acuerdo a la geometŕıa del modelo f́ısico, se hace uso de un

sistema de coordenadas cartesianas bidimensional (x, y), que se encuentra colocado

en el centro del microcanal, tal y como se muestra en la figura 2.1. En adición a las

consideraciones ya mencionadas, se harán más suposiciones al modelo f́ısico con la

finalidad de hacer el análisis más sencillo:

a) Análisis bidimensional, flujo incompresible, flujo laminar y números de Reynolds
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muy bajos comparados con la unidad, (Re≪ 1).

b) La carga en la EDL sigue la distribución de Boltzman y el voltaje externo aplicado

es significativamente más grande que el inducido por el flujo.

c) El potencial eléctrico en la pared es considerado muy pequeño (ζ < 25mV), por

lo que se hace uso de la linearización de Debye-Hückel en la ecuación de Poisson-

Boltzman.

d) El campo eléctrico aplicado es débil, i.e., φ0/L≪ ζ/λD [26].

e) El fluido es asumido como un electrolito simétrico, z+ : z−.

f) Las propiedades del fluido son constantes.

g) Las paredes del microcanal no son conductoras de corriente eléctrica.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores y considerando que H ≪ L, las

ecuaciones en coordenadas cartesianas que describen el flujo electro-osmótico son;

conservación de la masa,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (2.1)

conservación de la cantidad de movimiento en la dirección x y y,

ρ

(

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)

= −
∂p

∂x
+ η

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

+ ρeEx, (2.2)

ρ

(

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)

= −
∂p

∂y
+ η

(

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)

+ ρeEy (2.3)

y la ecuación de la enerǵıa,

ρCp

(

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y

)

= k

(

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)

+ σ(E2
x + E2

y). (2.4)

En las ecuaciones (2.1)-(2.4), u y v representan las componentes de la velocidad en

la dirección axial, x y transversal y del fluido, respectivamente; T y p, representan la
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termperatura del fluido y la presión hidrodinámica inducida. También Cp, k, η, σ, ρ

y ρe, son el calor espećıfico, la conductividad térmica, la viscosidad dinámica, la con-

ductividad eléctrica, la densidad y la densidad neta de carga eléctrica de la solución

electroĺıtica, respectivamente. Para el presente trabajo, las propiedades anteriores

son asumidas uniformes, con excepción de la densidad neta de carga eléctrica, ρe,

debido a que depende de la temperatura, como se verá en las ĺıneas de abajo. Por

otro lado, Ex y Ey representan la intensidad de campo eléctrico en la dirección x y

y, los cuales pueden ser evaluados de las siguientes relaciones,

Ex = −
∂Φ(x, y)

∂x
(2.5)

y

Ey = −
∂Φ(x, y)

∂y
, (2.6)

donde la variable Φ(x, y) representa el potencial eléctrico. De acuerdo a la teoŕıa

electrostática (referencia), el potencial eléctrico es gobernado por la ecuación de

Poisson-Boltzmann, dada por:

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= −

ρe
ǫ
, (2.7)

donde ǫ es la permitividad dieléctrica del fluido. Dado que el campo eléctrico que se

aplica es débil, es decir, que ∆φ/L ≪ ζ/λD, donde ∆φ es la diferencia de potencial

del campo eléctrico aplicado. La distribución de carga es esencialmente indepen-

diente del campo eléctrico externo y se determina del potencial en la pared, ζ. Es

razonable asumir que el potencial eléctrico, Φ, se da por la suposición lineal del po-

tencial de la doble capa eléctrica y el potencial externo aplicado, lo cual es válido

para microcanales largos y despreciando algunos efectos de borde, se puede escribir

Φ(x, y) ≡ ψ(x, y) + φ(x). En las ecuaciones anteriores (2.2), (2.3) y 2.7, la densidad

de carga eléctrica está dada por ρe = −2z2e2n∞ψ/kBT (x, y), siendo ψ, n∞, z, e y

kB el potencial eléctrico generado en la doble capa eléctrica, la concentración iónica

de la solución, la valencia de la solución electroĺıtica, la carga elemental y la cons-

tante de Boltzmann, respectivamente. Aqúı, hay que insistir en el siguiente punto: la
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relación anterior de la densidad de carga eléctrica es una función que depende de la

temperatura y por esta simple razón se originan nuevos gradientes de temperatura

en las ecuaciones que describen la f́ısica del problema a tratar como se demostrará

en las próximas ĺıneas. Por otra parte, la conservación de la densidad de carga de-

manda el supuesto ya bien conocido como electroneutralidad (la densidad de carga,

en algunos casos, puede ser inducida por diferencias molares muy pequeñas) y este

supuesto debe ser considerado por la ley de Ohm, para la conservación de campo

eléctrico, reportado por Lin et al. [18] y esta dado por la siguiente ecuación,

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0. (2.8)

De esta manera, el conjunto de ecuaciones (2.1)-(2.8) que describe a un flujo electro-

osmótico esta completo. Sin embargo, necesitamos completar estas ecuaciones con

sus respectivas condiciones de frontera.

2.1.1. Condiciones de frontera

Para el presente trabajo, las condiciones de frontera son consideradas como;

u (x, y = H) = v (x, y = ±H) = 0, (2.9)

p(x = 0, y) = p(x = L, y) = p0, (2.10)

T (x = 0, y) = T (x = L, y) = T0, (2.11)

Φ (x = 0) = φ0, Φ (x = L) = 0, (2.12)

junto con

y = 0 :
∂u

∂y
=
∂T

∂y
=
∂Φ

∂y
= 0, (2.13)

y = H : Φ = ζ y − k
∂T

∂y
= h(T − T∞). (2.14)

Las condiciones de frontera (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) y (2.14) representan la

condición de no deslizamiento y de impermeabilidad en la pared, condiciones cons-

tantes de presión en la entrada y a la salida para apreciar que no hay gradientes
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de presión externos correspondientes a un flujo puramente electro-osmótico, condi-

ciones isotérmicas en la entrada y a la salida del microcanal, la cáıda del potencial

externo aplicado debido a que a la entrada del microcanal toma un valor constante

y a la salida de este ha perdido totalmente su intensidad, las condiciones de simetŕıa

de la velocidad, la temperatura y el potencial eléctrico en y = 0, mientras que en

y = H tenemos las condiciones de contorno para el potencial y el flujo de calor,

respectivamente.

2.2. Análisis de orden de magnitud

El análisis de escalas o de orden de magnitud, se utiliza como el primer paso para

nuestro trabajo con la finalidad de obtener información necesaria para la descripción

de la f́ısica del problema a tratar. En esta breve sección se realiza un análisis de orden

de magnitud haciendo uso de las ecuaciones que describen a nuestro fenómeno con

el objetivo de obtener las escalas caracteŕısticas adecuadas que se emplearán para

definir las variables adimensionales. Este análisis es muy importante, debido a que

gracias a esto se puede predecir de manera inicial el comportamiento de cada una

de las variables involucradas que describen a un flujo electro-osmótico. Debido a la

geometŕıa del microcanal, se establecen las siguientes escalas caracteŕısticas para la

longitud y la altura,

x ∼ L; y ∼ H. (2.15)

Considerando que en la dirección longitudinal, el máximo campo eléctico aplicado

es el que induce el movimiento del fluido y que en la dirección transversal, el po-

tencial inducido se genera en las paredes debido a la distribución de Boltzmann, se

consideran las siguientes escalas para los potenciales,

φ ∼ φ0; ψ ∼ ζ. (2.16)

Para poder determinar a la velocidad máxima o caracteŕıstica que va a haber en

nuestro microcanal debemos de hacer uso de la ecuación (2.2), siendo esta la ecuación

que involucra a la fuerza motriz que induce el movimiento del fluido, la fuerza elécrica

[23]. En esta ecuación se puede apreciar que los efectos viscosos en la dirección
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transversal son los únicos que pueden frenar el efecto de la fuerza eléctrica, quedando

la competencia de la siguiente forma,

ρeEx ∼ η
∂2u

∂y2
, (2.17)

quedando el orden de magnitud de la siguiente manera

ρeE0 ∼ η
uHS
λ2D

, (2.18)

donde λD = κ−1 representa la longitud de Debye, que viene siendo el espesor de la

doble capa eléctrica. Despejando a la velocidad y considerando al inverso de la doble

capa eléctrica, tenemos;

uHS ∼
ρeE0

κ2η
. (2.19)

En la teoŕıa electromagnética, encontramos que la densidad de la corriente eléctrica

esta dada por la siguiente expresión,

ρe = −2zen∞ sinh
zeψ

kBT
(2.20)

Linearizando el término que se encuentra dentro del seno hiperbólico con la siguiente

consideración zeψ
kBT

≪ 1, podemos observar al parámetro de la temperatura, la cual

debe ser considerada como una variable para nuestro análisis. Situación por la que

se debe proponer la siguiente adimensionalización para la temperatura,

θ =
T − T0
∆Tc

. (2.21)

Sustituyendo (2.16) y (2.21) en la linearización, quedando el término que se encuentra

dentro del seno hiperbólico de la siguiente manera,

zeζψ̄

kBT0 (1 + αθ)
≪ 1, (2.22)
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dejando a la densidad de corriente eléctrica de la siguiente manera,

ρe ∼ 2zen∞ sinh
zeζψ̄

kBT0 (1 + αθ)
≃

2z2e2n∞ζ

kBT0

(

ψ̄

1 + αθ

)

. (2.23)

Tomando en cuenta lo anterior, el orden de magnitud para la densidad de corriente

eléctrica queda de la siguiente forma,

ρe ∼ ǫκ2ζ (2.24)

donde κ2 = 2z2e2n∞

ǫkBT0
. Sustituyendo en la velocidad (2.19) tenemos,

uHS ∼
ǫζ

η
E0, (2.25)

quedando la velocidad caracteŕıstica de la siguiente manera, siendo esta la velocidad

generalizada de Smoluchowski, ya reportada en trabajos anteriores,

uHS = −
ǫζ

η
E0. (2.26)

Aśı como se hizo un orden de magnitud para la velocidad, se hará lo mismo para

la temperatura haciendo un análisis de la primera ley de la termodinámica aplicado

para la figura 2.1,

ṁCpT0 + 2σE2
0LHw − (2q′′Lw + ṁCpTdis) = 0, (2.27)

donde Tdis < T0, siendo Tdislatemperaturadelaformaci
′ondeburbujasy=ρV A =

ρUHS2Hw. Por lo que sustituyendo en la ecuación anterior, tenemos;

ṁCp (Tdis − T0) = 2σE2
0LHw − 2q′′perLw (2.28)

y en consecuencia el cambio de la temperatura a lo largo del microcanal se puede

escribir como,

∆TL =
2σE2

0LHp− 2q′′Lp

2ρCpHpUHS
, (2.29)
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∆TL =
σE2

0L

ρCpUHS
−

q′′

ρCpUHS

L

H
. (2.30)

Haciendo además uso la ley de Fourier,

q′′ = −k∇T, (2.31)

por lo que el orden de magnitud

q′′ ∼ k
∆TT
H

. (2.32)

Sustituyendo (2.32) en (2.30) tenemos,

∆TL =
σE2

0L

ρCpUHS
−

k∆TT
HρCpUHS

L

H
, (2.33)

∆TL +
1

H

(

αL

UHSH

)

∆TT ∼
σE2

0L

ρCpUHS
, (2.34)

∆TL +
1

εPe
∆TT ∼

σE2
0L

ρCpUHS
, (2.35)

εPe∆TL +∆TT ∼

(

σE2
0L

ρCpUHS

)

H

L
Pe, (2.36)

εPe∆TL +∆TT ∼
σE2

0H
2

k
. (2.37)

Haciendo un poco de álgebra como se aprecia en las ĺıneas anteriores y considerando

que ∆TL ∼ ∆TT y que εPe ≪ 1, finalmente se obtiene que el cambio transversal

de la temperatura se puede escribir en orden de magnitud mediante la expresión

siguiente;

∆TT ∼
σE2

0H
2

k
, (2.38)

por lo que el máximo incremento de temperatura que puede haber dentro del micro-

canal es,

∆Tc = ∆TT =
σE2

0H
2

k
. (2.39)

Terminando el análisis de orden de magnitud, consideramos nuevamente a la ecuación

de momentum (2.2), haciendo ahora la competencia del gradiente de presión con la
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fuerza eléctrica, como se muestra a continuación,

∆P

L
∼ ρeE0 (2.40)

y considerando que los efectos transversales son los únicos que pueden frenar o ba-

lancear al flujo, entonces se tiene que ηUHS

H2 ∼ ρeE0 y el orden de magnitud corres-

pondiente para la presión queda de la siguiente manera,

∆Pc ∼
ηUHSL

H2
; ∆Pc =

ηUHSL

H2
. (2.41)

Por otro lado, si se define p′ = p − ǫκ2ψ2/2 [1], el cual es un cambio de variable

que tiene la finalidad de relacionar directamente el campo de velocidades, el campo

eléctrico externo y el inducido que se aplicará en las ecuaciones (2.2) y (2.3) de canti-

dad de movimiento, con el motivo de simplificar el análisis. Debido a que la longitud

de Debye depende de la temperatura, se inducen nuevos gradientes de temperatura,

tal como se muestra a continuación,

∂p′

∂x
=
∂p

∂x
−

2z2e2n∞

kBT
ψ
∂ψ

∂x
+
z2e2n∞

kBT 2
ψ2∂T

∂x
(2.42)

y
∂p′

∂y
=
∂p

∂y
−

2z2e2n∞

kBT
ψ
∂ψ

∂y
+
z2e2n∞

kBT 2
ψ2∂T

∂y
. (2.43)

2.3. Modelo matemático adimensional

Con base en el análisis de orden de magnitud, se propone las siguientes variables

adimensionales

χ =
x

L
, Y =

y

H
, ū =

u

UHS
, v̄ =

vL

UHSH
, (2.44)

θ =
T − T0
∆Tc

,Π =
(p′ − p′0)H

2

ηUHSL
, φ̄ =

φ

φ0

, ψ̄ =
ψ

ζ
;

donde UHS es la velocidad electro-osmótica de Helmholtz-Smoluchowski, definida por

el orden de magnitud y por trabajos ya realizados con anterioridad. En términos de
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las variables adimensionales establecidas, las ecuaciones que describen la f́ısica de lo

que queremos analizar se transforman en:

∂ū

∂χ
+
∂v̄

∂Y
= 0, (2.45)

sustituyendo las ecuaciones (2.42) y (2.43) en las ecuaciones (2.2) y (2.3), respec-

tivamente y aplicando las variables adimensionales correspondientes, las ecuaciones

de cantidad de movimiento se pueden escribir de la siguiente manera,

εRe

(

ū
∂ū

∂χ
+ v̄

∂ū

∂Y

)

= −
∂Π

∂χ
+ ε2

∂2ū

∂χ2
+ (2.46)

∂2ū

∂Y 2
− κ̄2

α

2ς

ψ̄2

(1 + αθ)2
∂θ

∂χ
− κ̄2

ψ̄

(1 + αθ)

∂φ̄

∂χ
,

y

ε3Re

(

ū
∂v̄

∂χ
+ v̄

∂v̄

∂Y

)

= −
∂Π

∂Y
+ ε2

(

ε2
∂2v̄

∂χ2
+
∂2v̄

∂Y 2

)

− κ̄2
α

2ς

ψ̄2

(1 + αθ)2
∂θ

∂Y
. (2.47)

Las otras tres restantes vienen siendo las ecuaciones adimensionales de la enerǵıa,

Poisson y conservación de la carga, respectivamente. Esto es,

εPe

(

ū
∂θ

∂χ
+ v̄

∂θ

∂χ

)

= ε2
∂2θ

∂χ2
+
∂2θ

∂Y 2
+

1

ς2

(

∂ψ̄

∂χ

)2

(2.48)

+
2

ς

∂ψ̄

∂χ

∂φ̄

∂χ
+

(

∂φ̄

∂χ

)2

+
1

ε2ς2

(

∂ψ̄

∂χ

)2

,

ςε2
∂2φ̄

∂χ2
+ ε2

∂2ψ̄

∂χ2
+
∂2ψ̄

∂Y 2
=

κ̄2

(1 + αθ)
ψ̄, (2.49)

ςε2
∂2φ̄

∂χ2
+ ε2

∂2ψ̄

∂χ2
+
∂2ψ̄

∂Y 2
= 0. (2.50)
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En las ecuaciones (2.45)-(2.50), los parámetros adimensionales quedan definidos co-

mo:

ε =
H

L
,Re =

ρUHSH

η
, Pe =

ρCpUHSH

k
, κ̄ = κH,

κ2 =
2z2e2n∞

ǫkBT0
, α =

∆Tc
T0

=
σE2

0H
2

kT0
y ς =

φo
ζ
.

2.3.1. Condiciones de frontera adimensionales

Haciendo uso de las mismas variables adimensionales, las condiciones de frontera

(2.9)-(2.14) son trasformadas en su forma adimensional de la siguiente manera:

ū(χ, Y = ±1) = v̄(χ, Y = ±1) = Π(χ = 0, Y ) = Π(χ = 1, Y ) (2.51)

= θ(χ = 0, Y ) = θ(χ = 1, Y ) = 0,

φ̄(χ = 0) = 1, φ̄(χ = 1) = 0, (2.52)

Y = 0 :
∂ū

∂Y
=

∂θ

∂Y
=
∂ψ̄

∂Y
= 0, (2.53)

Y = 1 : ψ̄ = 1 y
∂θ

∂Y
= −Λ(1 + βθ). (2.54)

Aqúı, β = σE2
0H

2/k (T0 − T∞) y Λ = h (T0 − T∞) /σE2
0H. En la condición de fronte-

ra convectiva dada por la ecuación (2.54), Λ es el parámetro adimensional que mide

la competencia entre la pérdida de calor en las paredes del microcanal y el calor

generado por el efecto del calentamiento Joule en el fluido. El sistema de ecuaciones

adimensional (2.45)-(2.54) define ahora, el flujo electro-osmtico no-isotérmico. En la

siguiente sección, usaremos la teoŕıa de lubricación para reducir nuestro sistema de

ecuaciones de manera más simple con la ayuda de un análisis asintótico para valo-

res muy pequeños de los parámetros adimensionales que aparecen en las ecuaciones

anteriores.
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Solución anaĺıtica

El presente caṕıtulo tiene como finalidad, establecer la solución anaĺıtica que se

compone de un método asintótico y uno de perturbación regular. La solución se

basa en el uso de la teoŕıa de la lubricación. Posteriormente se hace una validación

numérica con ayuda de un software de uso libre, llamado FreeFem++, utilizado para

modelar la dinámica de fluidos computacionales.

3.1. Análisis teórico

Como se mencionó anteriormente, en el presente trabajo se propone un análisis

asintótico para las ecuaciones gobernantes adimensionales. De los parámetros f́ısicos

y adimensionales dados por las tablas 3.1 y 3.2, podemos deducir que los términos

de orden εRe, ε2, ε3Re, 1/ς, 1/ς2 y 1/(ςε)2 son mucho más pequeños comparados

con α, y, a su vez, este parámetro térmico también es muy pequeño comparado con

la unidad. Por lo tanto, primero se va a proponer la deducción de las ecuaciones

gobernantes tomando en cuenta el ĺımite de Lubricación, en donde los términos de

orden εRe, ε2, ε3Re, 1/ς, 1/ς2 y 1/(ςε)2 pueden ser despreciados. Después de eso,

se va aplicar un método de perturbación regular para valores muy pequeños del

parámetro adimensional α. Las formas adimensionales de las ecuaciones de cantidad

de movimiento enfatizan el hecho de que hay dos parámetros adimensionales ε y

ε3Re, los cuales deben ser muy pequeños para que un análisis de lubricación clásica

pueda ser aplicado. Esto es conveniente ya que asumimos al número de Reynolds

23
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Cuadro 3.1: Propiedades del medio y parámetros geométricos

Parámetro Valor Unidades

cp 3760 J/kg K
E0 ∼ 103 V/m
h 20-100 W/m2K
H 50-200 µ m
k 0.61-0.7 W/m K
L ∼ 10−2 m
ǫ 0.01-0.10 -
ǭ ∼ 10−10 C/V m
ζ ∼ 10−2 V
η ∼ 10−3-10−1 kg/m s
λD 1-10 nm
ρ ∼ 103 kg/m3

σ ∼ 10−1 S/m

Re fijo, independientemente de ε y por lo tanto, εRe → 0 cuando ε → 0. El ĺımite

de lubricación hace que despreciemos contribuciones de órden O (ε2) en los términos

viscosos, y O (εRe) y O (ε3Re) de los términos inerciales en las ecuaciones (2.46) y

(2.47). Por lo tanto, nuestra expansión asintótica para las variables de la velocidad

en ambas direcciones y la presión son:

ū = ū0 +O (ε, εRe) + ..., (3.1)

v̄ = v̄0 +O (ε, εRe) + ..., (3.2)

Π = Π0 +O (ε, εRe) + .... (3.3)

Por lo tanto, las ecuaciones (2.45)-(2.47) en términos del orden cero en el ĺımite

ya mencionado pueden ser escritas de la siguiente forma:

∂ū0
∂χ

+
∂v̄0
∂Y

= 0, (3.4)
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Cuadro 3.2: Parámetros adimensionales para el presente análisis

Parámetro Valor

κ̄ 40
ς 1000
ε 0.01
Re 0.1
Pe 0.05
Λ 0.4
α 0.004
β 0.008

∂Π0

∂χ
=
∂2ū0
∂ Y 2

− κ̄2
α

2ς

ψ̄0

2

(1 + αθ0)
2

∂θ0
∂χ

− κ̄2
ψ̄0

(1 + αθ0)

∂φ̄0

∂χ
, (3.5)

∂Π0

∂Y
= −κ̄2

α

2ς

ψ̄0

2

(1 + αθ0)
2

∂θ0
∂Y

. (3.6)

Las ecuaciones (3.4)-(3.6) representan el movimiento de un fluido newtoniano que

es gobernado por la presión, la viscosidad y las fuerzas eléctricas externas, situación

que representa el ĺımite de la teoŕıa de lubricación. Sin embargo en el presente caso,

el segundo término del lado derecho en la ecuación (3.5) muestra la fuerte corres-

pondencia entre los campos de velocidad y de temperatura: con el fin de predecir

el campo de velocidad es necesario conocer el campo eléctrico externo, junto con el

campo de la temperatura. En esto nos basamos para explicar la razón fundamental

del porque incluir a la ecuación de la enerǵıa para el presente problema. Aunque, la

ecuación de la enerǵıa dada por la ecuación (2.48) requiere un análisis diferente, que

se discutira en la siguiente sección. Por otro lado, tomando α = 0 en las ecuaciones

(3.5) y (3.6), lo cual corresponde a un flujo electro-osmótico isotérmico, recuperamos

el caso bien conocido del movimiento de un fluido newtoniano gobernado solamente

por un flujo puramente electro-osmótico, el cual es independiente de la temperatura y

cuya solución puede ser encontrada en los siguientes trabajos, [4, 24]. Este último ca-

so, el cual estamos estudiando revela ahora la importancia del parámetro térmico α:

para valores muy pequeños de este, induce fuertes cambios en los campos de presión

y de velocidad. No obstante, primero tenemos que entender la estructura del análisis

asintótico para las ecuaciones de la temperatura y de los potenciales eléctricos.
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3.1.1. Ecuación de la enerǵıa

Para la ecuación de la enerǵıa (2.48), ambos términos difusivos deben ser reteni-

dos, mientras que del lado de los términos convectivos, el segundo término puede ser

despreciado en comparación con el primero. Es importante resaltar la importancia

de este término convectivo debido a que este, es el responsable del transporte con-

vectivo. Por otra parte, la transferencia de calor podŕıa ser sólo dominada por los

términos difusivos y el efecto del calentamiento Joule, situación que suena imposi-

ble para nuestro análisis debido a que existe movimiento por parte del fluido. Los

detalles de estas consideraciones pueden ser encontrados en [4] y obviamente adopta-

remos para este trabajo el mismo procedimiento. Además, la ecuación (2.48) admite

una integral en la dirección transversal y adicionalmente aolicando las condiciones

de frontera (2.53) y (2.54), obtenemos:

εPe
∂θ0
∂χ

∫ 1

0

u0dY = ε2
∂2θ0
∂χ2

− Λ {1 + βθ0}+

(

∂φ̄0

∂χ

)2

(3.7)

La ecuación anterior, junto con las ecuaciones (3.4)-(3.6) pueden ser fácilmente

resueltas. Sin embargo, todas estas ecuaciones dependen de φ0. Por esta razón, en la

siguiente sección se hará un análisis para simplificar las ecuaciones de los potenciales

eléctricos φ0 y ψ0.

3.1.2. Ecuación de Poisson y de la conservación de la carga

Basandonos en la teoŕıa de lubricación, las ecuaciones (2.49) y (2.50) pueden ser

reescribidas de la siguiente manera,

∂2ψ̄0

∂Y 2
=

κ̄2

(1 + αθ0)
ψ̄0 (3.8)

y

ς
∂2φ̄0

∂χ2
+
∂2ψ̄0

∂χ2
+
∂2ψ̄1

∂Y 2
= 0. (3.9)

Para esta última ecuación, tenemos que retener los términos de orden ε2. La

razón de este supuesto es la siguiente: si sólo retenemos términos de orden ε0 con

la ayuda de la expansión asintótica usada en (3.1)-(3.3), la ecuación (2.50) queda
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transformada de la siguiente manera,

∂2ψ̄0

∂Y 2
= 0; (3.10)

sin embargo, esta ecuación no es suficiente para poder conocer φ0. Por lo tanto, la

estructura asintótica de la ecuación anterior requiere de al menos retener términos de

orden superior en ε2. Un caso similar fue desarrollado por Lin et al. [19], quien estudió

un flujo electrocinético con la ayuda de un modelo tridimensional de microcanales.

Para este trabajo adoptaremos el mismo procedimiento ya comentado y por lo tanto,

omitimos los detalles del método de perturbación utilizado.

3.1.3. Solución en el ĺımite de α → 0

Como fue anticipado, las ecuaciones (3.4)-(3.9) pueden ser resueltas añadiendo

al análisis que llevamos hasta ahora, un esquema o método de perturbación regular.

Para este propósito, se suguiere la siguiente expansión para las variables adimensio-

nales dependientes ū0, v̄0, Π0, θ0, ψ̄0 y φ̄0, tomando en cuenta que la solución en el

orden cero corresponde a un flujo puramente electro-osmótico sin la consideración

de los efectos inducidos de los gradientes de presión y temperatura. Por lo tanto, las

expansiones asintóticas quedan de la siguiente forma,

ū0 = ū0,0 + αū0,1 + ..., (3.11)

v̄0 = αv̄0,1 + ..., (3.12)

Π0 = αΠ0,1 + ..., (3.13)

θ0 = θ0,0 + αθ0,1 + ..., (3.14)

ψ̄0 = ψ̄0,0 + αψ̄0,1 + ... (3.15)
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y

φ̄0 = φ̄0,0 + αφ̄0,1 + ...; (3.16)

Las ecuaciones (3.4)-(3.9) pueden ser transformadas en el siguiente sistema. Hasta

términos del orden α0, tenemos:
dū0,0
dχ

= 0, (3.17)

d2ū0,0
dY 2

= κ̄2ψ̄0,0
dφ̄0,0

dχ
, (3.18)

εPe
dθ0,0
dχ

∫ 1

0

ū0,0dY = ε2
d2θ0,0
dχ2

− Λ (1 + βθ0,0) +

(

dφ̄0,0

dχ

)2

, (3.19)

d2ψ̄0,0

dY 2
= κ̄2ψ̄0,0 (3.20)

y

ς
d2φ̄0,0

dχ2
+
∂2ψ̄1,0

∂Y 2
= 0. (3.21)

El sistema de ecuaciones (3.17)-(3.21), representa el caso isotérmico de un flujo pu-

ramente electro-osmótico, en donde a excepción de la componente de la velocidad

u0,0, la cual depende de la coordenada transversal Y , las otras variables dependientes

son sólo funciones de la coordenada longitudinal χ. En adición a lo ya mencionado,

la ecuación (3.21) puede ser simplificada, incluso aún más, integrando la ecuación en

la dirreción transversal, de Y = 0 a Y = 1 y aplicando las condiciones de frontera

en Y = 0 y Y = 1, ∂ψ̄1,0/∂Y = 0 , la ecuación (3.21) se puede reescribir como, [19];

d2φ̄0,0

dχ2
= 0, (3.22)

de forma similar, los términos de órden α1, se pueden escribir como:

∂ū0,1
∂χ

+
∂v̄0,1
∂Y

= 0, (3.23)

∂2ū0,1
∂Y 2

=
κ̄2

2ς
ψ̄2
0,0

dθ0,0
dχ

+ κ̄2ψ̄0,0
dφ̄0,1

dχ
− κ̄2

(

ψ̄0,0θ0,0 − ψ̄0,1

) dφ̄0,0

dχ
+

dΠ0,1

dχ
, (3.24)
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∂2ψ̄0,1

∂Y 2
= κ̄2

(

ψ̄0,1 − ψ̄0,0θ0,0
)

, (3.25)

y para la ecuación de la conservación de carga eléctrica, se procede de manera similar

como se hizo en el orden cero, escribiendo a la ecuación para el orden uno de la

siguiente manera,

ς
d2φ̄0,1

dχ2
+

∫ 1

0

∂2ψ̄0,1

∂χ2
dY = 0. (3.26)

Cabe sealar que la ecuación de la enerǵıa hasta términos de orden α no se ha incluido

debido a que no es necesaria para determinar la presión inducida Π0,1, tal como se

muestra en las siguientes ĺıneas. Las ecuaciones que describen la f́ısica de lo que

estamos estudiando (3.17)-(3.26) deben ser resueltas con las siguientes condiciones

de frontera:

ū0,i (χ, Y = 1) = 0 , v̄0,i (Y = ±1) = 0, for i = 0, 1, ...

Π0,i (χ = 0, 1) = θ0,i (χ = 0, 1) = 0 for i = 0, 1, ...

φ̄0,0 (χ = 0) = 1, φ̄0,0 (χ = 1) = 0,

φ̄0,1 (χ = 0) = 0, φ̄0,1 (χ = 1) = 0. (3.27)

3.1.4. Solución en α del orden cero

El sistema de ecuaciones (3.17)-(3.21) puede ser resuelto fácilmente y con ayuda

de algunas manipulaciones algebraicas, tenemos que,

ū0,0 = 1−
cosh(κ̄Y )

cosh(κ̄)
, ψ̄0,0 =

cosh(κ̄Y )

cosh(κ̄)
and φ̄0,0 = 1− χ. (3.28)

θ0,0 = a1exp









Pek1
2ε

+

√

(

Pek1
2ε

)2

+
Λβ

ε2



χ



+ (3.29)

b1exp









Pek1
2ε

−

√

(

Pek1
2ε

)2

+
Λβ

ε2



χ



+
1

β

(

1

Λ
− 1

)

;
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donde las constantes a1 y b1 spn definidas de la siguiente manera,

a1 = −
1

β

(

1

Λ
− 1

) 1− exp

[

Pek1
2ε

−
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

]

exp

[

Pek1
2ε

+
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

]

− exp

[

Pek1
2ε

−
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

]

y

b1 =
1

β

(

1

Λ
− 1

)















1− exp

[

Pek1
2ε

−
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

]

exp

[

Pek1
2ε

+
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

]

− exp

[

Pek1
2ε

−
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

] − 1















respectivamente. En las ecuaciones anteriores, el factor k1 dado por la integral k1 =
∫ 1

0
ū0,0dY , puede ser evaluado con la ayuda de la ecuación (3.28) y el resultado es,

k1 = 1−
tanh (κ̄)

κ̄
.

3.1.5. Solución en α del orden uno

En este caso, necesitamos resolver el sistema de ecuaciones de (3.23)-(3.26). Por

lo tanto, se procederá de la siguiente manera: reemplazaremos la solución del orden

cero dada por la ecuación (3.28) y (3.30) dentro de la ecuación (3.25). El resultado

puede ser integrado dos veces con respecto a la coordenada transversal Y y después

de algunos pasos algebraicos, obtenemos que;

ψ̄0,1 =
κ̄

2

θ0,0
cosh (κ̄)

(tanh (κ̄) cosh (κ̄Y )− Y senh (κ̄Y )) . (3.30)

Después de esto, ahora podemos sustituir la ecuación (3.30) dentro de la ecuación

(3.26). Por lo tanto, el término de la integral de la ecuación resultante puede ser

integrada y evaluada en ambos ĺımites. Finalmente, el resultado de la ecuación dife-

rencial puede ser integrado nuevamente y el resultado es (omitiendo todo el desarrollo
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algebraico),

φ̄0,1 = −
1

2ς

{

tanh (κ̄)

κ̄
+ tanh2 (κ̄)− 1

}

θ0,0; (3.31)

mientras tanto la solución hasta términos de orden α para la componente de la

velocidad ū0,1 puede ser determinada fácilmente reemplazando los perfiles de tem-

peratura y de campo eléctrico correspondientes dentro de la ecuación (3.24). El

resultado de la ecuación puede ser integrado dos veces, obteniendo;

ū0,1 = Ω1 (Y )
dθ0,0
dχ

− Ω2 (Y ) θ0,0 +
1

2

(

Y 2 − 1
) dΠ0,1

dχ
, (3.32)

donde las funciones Ω0 y Ω1 son definidas como,

Ω1 (Y ) =
1

2ς

1

cosh (κ̄)

{

κ̄2

4cosh (κ̄)

[

Y 2 − 1
]

+
1

8

cosh (2κ̄)

cosh (κ̄)

[

cosh (2κ̄Y )

cosh (2κ̄)
− 1

]

−

[

1

κ̄
senh (κ̄) + tanh (κ̄) senh (κ̄)− cosh (κ̄)

] [

cosh (κ̄Y )

cosh (κ̄)
− 1

]}

y

Ω2 (Y ) =
κ̄

2

cosh (κ̄Y )

cosh (κ̄)
{tanh (κ̄)− Y tanh (κ̄Y )} .

A esta altura, hacemos énfasis en que la presión inducida Π0,1 permanece descono-

cida. Sustituyendo la componente de la velocidad ū0,1 en la ecuación de continuidad

(3.23) y del resultado obtenido integramos en la dirección transversal de Y = −1

a Y = 1 y aplicando las condiciones de frontera adecuadas, obtenemos la siguiente

ecuación,
d2Π0,1

dχ2
= c1

d2θ0,0
dχ2

+ d1
dθ0,0
dχ

(3.33)
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donde las constantes c1 y d1 están dadas por,

c1 =
3

4ς

1

cosh (κ̄)

{

1

16κ̄

1

cosh (κ̄)
[senh (2κ̄)− senh (−2κ̄)− 4κ̄cosh (2κ̄)]

−

[

1

κ̄2
tanh (κ̄) +

tanh2 (κ̄)

κ̄
−

1

κ̄

]

[senh (κ̄)− senh (−κ̄)− 2κ̄cosh (κ̄)]

−
κ̄2

3

1

cosh (κ̄)

}

y

d1 =
3

4

1

cosh (κ̄)

{[

tanh (κ̄) +
1

κ̄

]

[senh (κ̄)− senh (−κ̄)]− 2cosh (κ̄)

}

respectivamente. La ecuación (3.33) puede ser integrado directamente y el resultado

esta dado por,

Π0,1 = c1θ0,0 − d1Γ + d1 {Γ (1)− Γ (0)}χ+ d1Γ (0) , (3.34)

donde

Γ (χ) = f1exp









Pek1
2ε

+

√

(

Pek1
2ε

)2

+
Λβ

ε2



χ



+ (3.35)

f2exp









Pek1
2ε

−

√

(

Pek1
2ε

)2

+
Λβ

ε2



χ



+
1

β

(

1

Λ
− 1

)

χ;

y las constantes f1 y f2 están dadas por,

f1 =
a1

Pek1
2ε

+
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

y

f2 =
b1

Pek1
2ε

−
√

(

Pek1
2ε

)2
+ Λβ

ε2

.
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3.1.6. Flujo volumétrico adimensional

Finalmente, la tasa de flujo volumétrico adimensional dentro del microcanal pue-

de ser encontrada con ayuda de la expansión de la velocidad ū0 = ū0,0 + α ū0,1 + ...,

reconociendo que ū0,0 y ū0,1 son dadas por las ecuaciones (3.28) y (3.32) y la siguiente

relación Q̄ =
∫ 1

0
ū0dY . De esta manera, la tasa de flujo volumétrico adimensional es

dada por,

Q̄t = 1−
tanh (κ̄)

κ̄
+

2

3
α

(

c1
dθ0,0
dx

− d1θ0,0 −
dΠ0,1

dx

)

; (3.36)

en la ecuación anterior, tenemos que tomar en cuenta que la tasa de flujo volumétrico

adimensional es definida como Q̄ = Q/Qc, donde Qc = 2HUHS y representa la tasa

de flujo volumétrico por unidad de ancho del microcanal.

Es importante hacer notar que la presión inducida Π0 = α Π0,1 + ..., depende

solamente de la coordenada longitudinal χ. Sin embargo, esto no significa que la

solución se asemeje a un flujo unidireccional porque en el sentido de la corriente, la

velocidad ū0, es una función tanto de la coordenada longitudinal como transversal

y v̄0 no es cero, en general. Debemos tener en cuenta que el parámetro α define

las desviaciones de la temperatura de el caso isotérmico generando nuevos gradien-

tes longitudinales de presión y de temperatura, siendo esto el principal aporte a la

comunidad cient́ıfica.

Antes de seguir avanzando con los resultados obtenidos de la solución anaĺıtica,

incluiremos un apartado para la validación numérica de este trabajo, dejando muy

claro que la parte fundamental descansa en el desarrollo teórico y anaĺıtico.

3.2. Método numérico

El sistema describido por las ecuaciones (2.48)-(2.50) y (3.4)-(3.6), deben de re-

solverse con sus respectivas condiciones de frontera (2.51)-(2.54). Por lo tanto, para

este sistema de seis ecuaciones diferenciales tiene que ser resuelto simultánemente

usando un método iterativo debido a su alta dependencia que hay entre cada una de

las variables. El sistema de ecuaciones es resuelto en una forma implicita, usando el

método de elemento finito con ayuda de un software libre, de nombre FreeFem++.
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(1, 0) (1, 1)

(0, 1)(0, 0)

Y

χ

Figura 3.1: Esquema de la región en el fluido del microcanal.

FreeFem++ es un lenguaje de programación que está escrito en C++. El criterio de

convergencia absoluto de 1 x 10−8 se requiere entre cada una de las iteraciones conse-

cutivas que deben de hacerse en el análisis numérico para cada variable dependiente,

las cuales son ū, v̄, Π, θ, ψ̄ y φ̄.

El método de elemento finito (FEM) en uno de tantos métodos numéricos que

uno puede encontrar para la resolución de ecuaciones diferenciales, que para nuestro

caso es aplicado para dinámica de fluidos computacionales.

El método se basa en dividir la región de interés, en este caso nuestro microcanal

3.1, en una serie de dominios denominados no intersectantes entre śı denominados

elementos finitos. Este conjunto de elementos finitos forma una partición de los di-

ferentes dominios que podemos obtener, también llamada discretización. Dentro de

todo el elemento se pueden apreciar una serie de puntos representativos llamados

nodos. Dos nodos son adyacentes si pertenecen al mismo elemento finito, además,

un nodo sobre la frontera de un elemento finito puede pertenecer a varios elemen-

tos. El conjunto de nodos considerando sus relaciones de adyacencia se conoce como

malla. Los cálculos se realizan sobre una malla o discretización creada a partir del

dominio con programas generadores de mallas, en una etapa previa a los cálculos

que se denomina pre-proceso. De acuerdo con estas relaciones de adyacencia o co-

nectividad se relaciona el valor de un conjunto de variables incógnitas definidas en

cada nodo y denominadas grados de libertad. El conjunto de relaciones entre el valor

de una determinada variable entre los nodos se puede escribir en forma de sistema

de ecuaciones lineales (o linealizadas), la matriz de dicho sistema de ecuaciones se
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llama matriz de rigidez del sistema. El nmero de ecuaciones de dicho sistema es

proporcional al número de nodos.

Ahora bien, dentro de los aprendizajes obtenidos por el uso de software libre o co-

mercial que tiene la finalidad de predecir como funcionará y reaccionará determinado

factor bajo un entorno real, se observó que las herramientas aplicadas a la dinámica

de fluidos computacionales resuelven todo tipo de problemas f́ısicos, sin embargo

hay que tener mucho cuidado a la hora de usarlas debido a que si no entendemos

la f́ısica de lo que queremos analizar, por obvias razones a la hora de programarlo,

los resultados arrojados serán incorrectos. Esto viene a relucir debido a que como

se puede apreciar en las ecuaciones (3.5) y (3.6), tenemos al gradiente de la presión

en la dirección χ y Y , respectivamente. Podemos visualizar que la derivada de la

presión es de primer orden, por lo tanto el código numérico solo puede aceptar una

condición de frontera para la presión. Esta situación complica la solución del mismo

debido a que tenemos para la presión las condiciones de frontera (2.51).

Haciendo uso de las ecuaciones (3.5) y (3.6), deducimos una ecuación de Poisson

para la presión [Ref] con la finalidad de subirle el orden a esta variable y poder-

le aplicar las condiciones de frontera correspondientes, quedando la ecuación de la

siguiente forma;

∇2Π0 =
∂3u0
∂χ∂Y 2

−
ακ̄2

2ς

[

∂

∂χ

(

ψ̄2
0

(1 + αθ0)
2

∂θ0
∂χ

)

+
∂

∂Y

(

ψ̄2
0

(1 + αθ0)
2

∂θ0
∂Y

)]

(3.37)

−κ̄2
∂

∂χ

[

ψ̄0

(1 + αθ0)

∂φ̄0

∂χ

]

.

Ahora bien, nuestro sistema de ecuaciones diferenciales esta completo para po-

derlo resolver numéricamente. El método de discretización temporal y espacial en

elemento finito plantea reescribir el mismo sistema bajo la formulación variacional

débil, dejando a nuestro sistema de la siguiente manera:

Ecuación de continuidad

∫

Ω

∇ · un+1qd (x, y) + ǫ

∫

Ω

pn+1qd (x, y) = 0, (3.38)

ecuación de momentum en la dirección longitudinal, haciendo la consideración que
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para la coordenada transversal, v = 0.

O (εRe)

∫

Ω

un+1 − un

∆t
· uauxd (x, y) +O

(

ε2
)

∫

Ω

∇un+1 · ∇uauxd (x, y)− (3.39)
∫

Ω

pn+1∇ · uauxd (x, y) =

∫

Ω

fu · uauxd (x, y) ,

ecuación modificada de Poisson para la presión

∫

Ω

pn+1 − pn

∆t
· pauxd (x, y) +

∫

Ω

∇pn+1 · ∇pauxd (x, y) =

∫

Ω

fp · pauxd (x, y) , (3.40)

ecuación de la enerǵıa

∫

Ω

θn+1 − θn

∆t
· θauxd (x, y) +

ε

Pe

∫

Ω

∇θn+1 · ∇θauxd (x, y) = (3.41)

1

εPe

∫

Ω

fθ · θauxd (x, y) ,

ecuación de Poisson para el potencial φ

∫

Ω

ψn+1 − ψn

∆t
· ψauxd (x, y) +O

(

ε2
)

∫

Ω

∇ψn+1 · ∇ψauxd (x, y) = (3.42)
∫

Ω

fψ · ψauxd (x, y)

y la ecuación de conservación de carga.

∫

Ω

φn+1 − φn

∆t
· φauxd (x, y) +O

(

ςε2
)

∫

Ω

∇φn+1 · ∇φauxd (x, y) = (3.43)
∫

Ω

fφ · φauxd (x, y) .

Cabe resaltar que estas escuaciones en campañia de las condiciones de frontera

adimensionales ya comentadas representan nuestro modelo númerico. Los resultados

obtenidos por estas ecuaciones serán brevemente presentados al final del siguiente

caṕıtulo.
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Resultados y discusión

4.1. Solución anaĺıtica

En este trabajo algunas propiedades de transporte t́ıpicas y valores caracteŕısticos

de los parámetros geométricos de los microcanales se dan en la tabla 3.1, la cual fue

mostrada previamente en el caṕıtulo anterior. En adición a esto, la tabla 3.2 muestra

los parámetros adimensionales correspondientes.

La figura 4.1 muestra la componente adimensional de la velocidad ū0 como una

función de la coordenada transversal adimensional Y evaluada en χ = 0.7 para cin-

co valores diferentes del parámetro α y los valores seleccionados de los parámetros

adimensionales que intervienen en el presente trabajo. Aqúı, podemos apreciar dis-

tribuciones clásicas para los perfiles de velocidad: cerca de la pared, la componente

de la velocidad va repentinamente a cero y lejos de la pared, la velocidad alcanza la

conocida velocidad electro-osmótica de Helmholtz-Smoluchowski, que es la velocidad

máxima que puede obtener un flujo electrocinético. Sin embargo, para cada valor de

la coordenada Y justo en regiones alejadas de la pared, la velocidad aumenta lige-

ramente en comparación con el caso isotérmico, por su parte la velocidad disminuye

ligeramente para las zonas próximas a la pared, lo que revela entonces la influencia

del parámetro térmico α. Lo anterior se puede ver en los dos cuadros incluidos en esta

figura. De esta manera, la concavidad de estas curvas se conecta directamente con

los valores del parámetro α. Este punto será discutido en la sección de conclusiones,

donde se han incluido las observaciones pertinentes relacionadas con la presencia de

37
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Figura 4.1: Solución asintótica de la componente de la velocidad adimensional ū0
evaluada en χ = 0.7 para α = 0, 0.004, 0.006, 0.008 y 0.01. Los valores de los
parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Pe = 0.05, Λ =0.4 y
β =0.008.

los gradientes de presión y temperatura inducidos.

En la figura 4.2, los perfiles de la velocidad adimensional se representan, de nue-

vo, en función de la coordenada transversal adimensional Y , para cuatro valores

diferentes de la coordenada longitudinal χ = 0.1, 0.5, 0.7 y 0.9 y mismos valores

de los parámetros adimensionales de la figura anterior. Ahora, podemos ver que la

forma parabólica del perfil de velocidad se mantuvo prácticamente de la misma ma-

nera en todo el recorrido longitudinal del microcanal; Sin embargo, incluimos unos

acercamientos adicionales en la figura principal, donde la concavidad de las curvas

puede cambiar ligeramente dependiendo de los valores asumidos de la coordenada

longitudinal. Por ejemplo, para χ = 0.1, tenemos en este caso los valores más pe-

queños para la distribución de velocidad y la curva es convexa; después de χ = 0.5 y
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Figura 4.2: Perfiles de la velocidad adimensional como función de la coordenada
transversal Y y valores diferentes de la coordenada longitudinal χ =0.1, 0.5, 0.7 y
0.9. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01,
Pe = 0.05, Λ =0.4, α =0.004 y β =0.008.

0.7, los perfiles de velocidad alcanzan valores máximos con prácticamente el mismo

perfil, pero los incrementos de las velocidades transforman la distribución hacia una

curva cóncava y para χ = 0.9, el perfil de velocidad de nuevo vuelve a ser una curva

convexa lisa. Creemos que este cambio de concavidad es debido a los gradientes de

presión generadas a lo largo de la coordenada longitudinal, como se muestra en las

siguientes dos figuras.

En la figura 4.3 el perfil de presión se muestra como función de la coordenada

longitudinal χ para cinco valores diferentes del parámetro térmico α = 0, 0.004,

0.006, 0.008 y 0.01, que definen el caso no isotérmico. Claramente, el caso de α = 0

representa el caso isotérmico, donde los gradientes de presión están ausentes. Esto

corresponde un flujo puramente electro-osmótico, Bautista et al. [4]. Sin embargo,
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Figura 4.3: Perfiles de la presión adimensional inducida Π0 como función de la coorde-
nada adimensional χ, para cinco valores diferentes del parámetro α = 0, 0.004, 0.006,
0.008 y 0.01. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000,
ε =0.01, Pe = 0.05, Λ =0.4 y β =0.008.

para valores de α diferentes de cero, las distribuciones de presión cambian drásti-

camente: la presión primero aumenta hasta un valor de χ = 0.25, donde la presión

alcanza un valor máximo, diferente para cada valor de α. Después de este punto,

la presión comienza a disminuir hasta que el valor cero se alcanza prácticamente en

χ =0.65. Después de este punto, los cambios de presión a continuación, modifican

su comportamiento de la concavidad en los perfiles. El comportamiento anterior se

repite si cambia el valor de α; sin embargo, las distribuciones de presión se amplifi-

can al aumentar los valores del parámetro térmico. Debido a estas distribuciones de

presión favorables y desfavorables a lo largo de la coordenada longitudinal, es que

los perfiles de velocidad pueden cambiar su forma.

En la figura 4.4 se muestra de nuevo los perfiles de presión en función de la
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Figura 4.4: Perfiles de la presión adimensional inducida Π0 como función de la coor-
denada adimensional χ, para tres valores del parámetro β =0.004, 0.007 and 0.009.
Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Pe =
0.05, Λ =0.4 y α =0.004.

coordenada longitudinal χ. Sin embargo, en el presente caso, suponemos que para un

valor fijo del parámetro α = 0.004, diferentes valores del parámetro adimensional β.

Este parámetro adimensional mide la importancia o la competencia entre las causas

del aumento de la temperatura caracteŕıstica debido al efecto del calentamiento Joule

y la cáıda de la temperatura caracteŕıstica con el entorno exterior del microcanal. Al

aumentar los valores de este parámetro, los perfiles de presión disminuyen siguiendo

un comportamiento similar al de la figura anterior.

Los perfiles de la temperatura adimensional, θ, como función de la coordenada

longitudinal χ son representados en la figura 4.5. En este caso, se muestra la influencia

del número de Péclet, Pe. Para el aumento de los valores de este parámetro, las

distribuciones de la temperatura adimensional asumen valores más pequeños ya que
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Figura 4.5: Perfiles de la temperatura adimensional como función de la coordenada
longitudinal χ, para tres valores diferentes del número de Péclet, Pe. Los valores de
los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Λ =0.4 y β =0.008.

el fluido llegará a un mejor transporte convectivo y por lo tanto el fluido tiende a

permanecer más fŕıo. De esta manera, la región central del microcanal es donde se

alcanzan los incrementos más relevantes de la temperatura debido a que los extremos

del microcanal se mantienen a temperatura uniforme. Por lo tanto, podemos ver que

la combinación de los parámetros Pe y β determinan claramente la influencia del

efecto del calentamiento Joule en el aumento de la temperatura. En la siguiente

figura, se puede apreciar con más detalle el aspecto anterior.

La figura 4.6 se muestra una vez más la variación de la temperatura adimensio-

nal como función de la coordenada longitudinal χ , para tres valores diferentes del

parámetro β. Esta figura muestra la influencia del parámetro β sobre los perfiles

de temperatura. Para el aumento de los valores de este parámetro, la temperatura

disminuye y de nuevo el fluido vuelve a ser más fŕıo. Por lo tanto, podemos comentar
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Figura 4.6: Perfiles de la temperatura adimensional como función de la coordenada
longitudinal χ, para tres valores diferentes del parámetro adimensional, β =0.004,
0.007 y 0.009. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000,
ε = 0,01, Pe = 0,05 and Λ = 0,4.

que la influencia de ambos parámetros ayuda al control de la importancia del efecto

del calentamiento Joule. Sin embargo, hay que señalar que el comentario anterior

puede complementarse teniendo en cuenta la influencia del parámetro Λ. Para este

propósito, se muestra la siguiente figura.

La figura 4.7 representa la temperatura adimensional como función de la coorde-

nada longitudinal χ para diferentes valores del parámetro adimensional Λ = 0,2, 0,5

y 0,8. Cuando el parámetro Λ aumenta, los perfiles de temperatura adimensional

decrecen, lo que significa que se logra una mayor disipación de calor a través de

las paredes del microcanal, y los valores por lo tanto, más bajos de la temperatura

adimensional son cuando la condición de flujo de calor en la superficie externa del

microcanal domina sobre el efecto del calentamiento Joule. Estos resultados están
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Figura 4.7: Perfiles de la temperatura adimensional como función de la coordenada
longitudinal χ, para tres valores diferentes del parámetro adimensional Λ = 0,2, 0,5
and 0,8. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01,
Pe =0.05 y β =0.004.

de acuerdo con los obtenidos por [4], quien llevó a cabo un análisis numérico y

asintótico del efecto del calentamiento Joule con propiedades variables en un flujo

electro-osmótico de un fluido no newtoniano.

Se discuten ahora la predicción asintótica del campo eléctrico adimensional como

función de la coordenada longitudinal χ para cinco valores del parámetro térmico

α = 0, 0,004, 0,006, 0,008 y 0,01. Por definición, el campo eléctrico adimensional se

puede definir como,

Ēχ =
Ex
φo/L

= −

[

1

ς

∂ψ0

∂χ
+
∂φ0

∂x

]

y haciendo uso de la tabla 3.2, se obtiene en una primera aproximación, que el
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Figura 4.8: Perfiles del campo eléctrico adimensional Ēχ como función de la coordena-
da longitudinal χ, para cinco valores diferentes del parámetro térmico α = 0, 0.004,
0.006, 0.008 and 0.01. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40,
ς = 1000, ε = 0,01, Pe = 0,05, Λ = 0,4 and β = 0,008.

campo eléctrico adimensional se puede aproximar como:

Ēχ ∼ −
dφ0

dχ

Por lo tanto, en la figura 4.8, se muestra el campo eléctrico contra la coordenada

longitudinal χ. Mediante el análisis de esta figura, podemos ver también que el campo

eléctrico se modifica sustancialmente variando los valores del parámetro térmico α.

En particular, al aumentar los valores de este parámetro, las soluciones se separan

ligeramente, siendo aún más notorio el caso isotérmico, para los cuales el campo

eléctrico aplicado sea siempre el mismo.

Por último, en la figura 4.9, la tasa de flujo volumétrico adimensional como fun-

ción del parámetro Λ se muestra como función de cinco valores del parámetro térmico
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Figura 4.9: Perfiles del flujo volumétrico como una función del parámetro adimensio-
nal Λ, para cinco valores diferentes del parámetro térmico α = 0, 0.004, 0.006, 0.008
y 0.01. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01,
Pe =0.05 y β =0.008.

α. En todos los casos, la influencia del parámetro α es la misma: para valores crecien-

tes de dicho parámetro, los caudales volumétricos correspondientes disminuyen para

valores fijos de Λ y por lo tanto, la influencia de ambos parámetros α y Λ regulan

simultáneamente la reducción o disminución de los caudales volumétricos.

4.2. Solución numérica

En esta sección se tiene como propósito validar numéricamente la solución anaĺıti-

ca presentada en las ĺıneas anteriores. Se podŕıa llenar esta tesis de gráficas con la

ayuda de la solución numérica debido a la gran recopilación de datos generados, pero

ese no es el objetivo. El objetivo es de que la solución anaĺıtica y numérica coincidan
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Figura 4.10: Solución asintótica y numérica de la componente de la velocidad adi-
mensional ū0 evaluada en χ = 0.7 para α = 0.004. Los valores de los parámetros
adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Pe = 0.05, Λ =0.4 y β =0.008.

y no sólo eso, sino que ambas soluciones cumplan con la f́ısica de lo que se esta

analizando.

La figura 4.10 muestra los perfiles de velocidad del flujo en el microcanal como

función de la coordenada transversal adimensional evaluada en χ =0.7 y representa

la comparación entre la solución teórica y la solución numérica, apreciándose que las

curvas tienen la misma tendencia con la única diferencia que la solución teórica se

encuentra ligeramente en todo momento por arriba de la numérica.

La figura 4.11 presenta la variación de la temperatura adimensional como función

de la coordenada longitudinal adimensional en el fluido. En esta figura se puede apre-

ciar al igual que a la velocidad, la comparación entre la solución teórica y la solución

numérica, apreciándose nuevamente que ambas curvas tienen la misma tendencia.

La fugura 4.12 muestra la comparación entre el análisis teórico y el numérico de la
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Figura 4.11: Solución asintótica y numérica de la temperatura adimensional como
función de la coordenada longitudinal χ. Los valores de los parámetros adimensio-
nales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Pe = 0.05, Λ =0.4 y β =0.008.

tasa de flujo volumétrico, observando claramente que existe una tendencia favorable

para el caso numérico, en donde las curvas están ligeramente por arriba de las curvas

teóricas cuando Λ = 1 para cualquier valor de α. Quitando el caso isotérmico, para

valores de Λ < 1 la tendencia del caudal es favorable para el caso teórico. Se aprecia

claramente que tanto el caso teórico como el numérico tienen la misma tendencia,

observada en las dos figuras anteriores.

Dejamos a la presión hasta este punto, debido a que como se puede apreciar en la

figura 4.13 existe una tendencia muy similar a la anaĺıtica, pero con valores mucho

más altos, situación que nos hace pensar que existe un error de escalas. Para el caso

anaĺıtico partimos de la situación en que κ̄ es de orden unidad y en función de eso

proponemos un análisis asintótico, que posteriormente le aplicamos un método de

perturbación, en donde para todo momento los parámetros adimensionales involu-
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Figura 4.12: Solución asintótica y numérica de los perfiles del flujo volumétrico co-
mo una función del parámetro adimensional Λ, para cinco valores diferentes del
parámetro térmico α = 0, 0.004, 0.006, 0.008 y 0.01. Los valores de los parámetros
adimensionales son: κ̄ = 40, ς = 1000, ε =0.01, Pe =0.05 y β =0.008.

crados en las ecuaciones son considerados de orden muy pequeño. Esta suposición

no es del toda cierta débido a que κ̄ = 40 y si observamos la ecuación de Poisson

para la presión, uno de los términos en donde se involucra al gradiente del poten-

cial externo viene acompañado de κ̄2, siendo este un valor muy grande, reflejándose

esta situación en las curvas obtenidas por la solución numérica. No significa que la

solución numérica este bien o mal, sino que no le podemos explicar al software cada

uno de los pasos anaĺıticos que se debe hacer para llegar a una solución parecida a

la anaĺıtica, razón por la cual se propone un trabajo a futuro para el uso de escalas

diferentes para la adimensionalización de las ecuaciones considerando esos ordenes

de κ̄ altos.

Para concluir con la validación numérica, incluimos las gráficas 4.14 y 4.15. Estás
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Figura 4.13: Perfiles de la presión numérica adimensional inducida Π0 como función
de la coordenada adimensional χ, para cinco valores diferentes del parámetro α =
0.004, 0.006, 0.008 y 0.01. Los valores de los parámetros adimensionales son: κ̄ = 40,
ς = 1000, ε =0.01, Pe = 0.05, Λ =0.4 y β =0.008.

gráficas muestran la solución numérica para la velocidad adimensional evaluada en

χ =0.7 y la temperatura adimensional para diferentes valores de κ̄.
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Figura 4.14: Solución numérica de la componente de la velocidad adimensional ū0
para κ̄ = 10, 20, 30 y 40. Los valores de los parámetros adimensionales son: α =0.004,
ς = 1000, ε = 0,01, Pe = 0,05, Λ = 0,4 y β = 0,008.
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Figura 4.15: Solución numérica de la componente de la temperatura adimensional
para diferentes valores de κ̄ = 10, 20, 30 y 40. Los valores de los parámetros adimen-
sionales son: ς = 1000, ε = 0,01, Pe = 0,05, Λ = 0,4 y β = 0,008.
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Conclusiones

En el presente trabajo, hemos desarrollado un análisis de perturbación regular pa-

ra describir el flujo electro-osmótico no isotérmico que circula en un microcanal. Del

proceso de adimensionalización se reconoce el uso del parámetro térmico adimensio-

nal α, el cual mide las desviaciones de la temperatura con respecto al caso isotérmico.

En casos prácticos, este parámetro normalmente asume valores más pequeños que la

unidad. Sin embargo, e incluso para valores pequeños de este parámetro, las desvia-

ciones para los campos de presión y temperatura son lo suficientemente importantes

por lo que debe ser tomados en cuenta. Por lo tanto, los nuevos gradientes de tem-

peratura longitudinales aparecen en las ecuaciones de conservación del momentum

que modifican drásticamente la velocidad, la presión y el campo eléctrico. De esta

manera, la influencia expĺıcita del parámetro α determina que la tasa de flujo vo-

lumétrico también puede ser modificada. Sin embargo, estos nuevos gradientes de

temperatura no son suficientes para regular los caudales volumétricos debido a que

dos parámetros adicionales también pueden modular la intensidad de estos gradien-

tes: Λ y β nos ayudan a tener cuidado con los factores que afectan a la determinacin

de la tasa de flujo volumétrico. De hecho, estos últimos parámetros controlan la com-

petencia entre efecto de calentamiento Joule y las pérdidas de calor en las paredes

del microcanal, de modo que los dos gradientes de temperatura longitudinales como

transversales compiten simultáneamente para la estimación de la predicción de las

principales variables de interés.
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