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0.1. Introduccion

En la historia de las matemaéticas existen pocos trabajos que sean tan fascinantes y enigmaticos pero
a la vez tan vigentes, para que la comunidad de investigadores en las matematicas sigan acercandose a
ellos. Uno de estos casos es el gran trabajo que publicé Bernhard Riemann en 1859, con el titulo Sobre la
cantidad de mimeros primos menores que una magnitud dada”.' Su fama se debe en gran medida a que
de €l se extrajo —un pasaje pequeno— lo que ahora identificamos como la “Hipétesis de Riemann”. No es
necesario documentar la afirmacién de que la Hipdtesis atn sigue sin resolverse, y esto sucede a pesar de
que este problema ya forma parte de la cultura popular matematica y en particular de la teoria de los
ndameros.

A pesar de que no se tiene una prueba de esta parte del articulo -la Hipdtesis-, las mateméticas que se
han desarrollado para entender y completar esto han proporcionado avances muy importantes en la teoria
de los numeros y en el analisis complejo, pero nada ha sido suficiente para poder resolver ese problema
abierto y famoso.

El principal objetivo del articulo es encontrar una funcién (analitica) que “cuente” la cantidad de
ndmeros primos menores que una cantidad x. Actualmente a esa funcién se conoce como la funcién
contadora de primos y convencionalmente se denota por 7(x). Este problema fue uno de los méas grandes
de la teoria de los nimeros durante mucho tiempo porque conocer una expresién algebriica (o en este
caso analitica) para 7(x) efectivamente permite encontrar ntimeros primos; la funcién n +— p,,, donde p,
es el n-ésimo ndmero primo, se puede pensar como la “funcién inversa” de m(z).

El estudio que hace Riemann sobre w(x), que él simplemente denota por F(z), produjo una gran
cantidad de avances matematicos porque Riemann dejé muchas pruebas incompletas o de plano no las
escribid, incluso cuando las pruebas eran necesarias. Existen partes donde da la impresiéon que él mismo
minimiza algunas de sus aportaciones y lo hace ver como que sélo son partes de un proceso operativo
—como en su manejo de la inversién de Fourier o cuando aproxima la cantidad de ceros de la funcién
zeta—, y por lo mismo ya no profundizé en los detalles. Uno podria especular sobre el porqué Riemann
dejo partes de su articulo inconclusas, pero lo que si es cierto es que fundamentar este trabajo produjo
grandes avances matemé&ticos muchos afios después. La redaccién y las ideas que usa Riemann (con una
facilidad impresionante) hacen que el articulo sea complicado de leer. De hecho, la comunidad matemética
tardé mds de treinta afios en poder construir una teorfa matemética sobre el articulo de Riemann.?

El estudio de 7(x) culmina en la demostracién del “Teorema fundamental de los niimeros primos”
que dice que 7(z) es de orden z(logx)~! cuando z — oco. Este sorprendente teorema fue demostrado,
independientemente, por los matemdticos Hadamard [9] y de la Vallée Poussin [3], ambos en 1896. Antes,
en 1893, Hadamard demostré formalmente un paso fundamental para deducir la formula que habia dado
Riemann para 7(z) al desarrollar una bellisima teoria de las funciones enteras [8]. Dos anos después, von
Mangoldt terminé de demostrar la férmula para 7(z) [14].

Las matemaéticas que se desarrollaron para completar el articulo de Riemann fueron avances muy
importantes en la teoria de los nimeros pero ninguna fue suficiente para resolver el problema abierto que
dejo Riemann: su hipdtesis. Sigue sin resolverse a pesar de ser parte de los problemas que propuso Hilbert
en 1902 como los problemas més importantes del siglo XX.

Al margen de los grandes especialistas que retomaron las ideas vertidas en el articulo, la realidad es que
popularmente a este articulo se le conoce principalmente por dos temas: la definicién de la funcién zeta
y la mencionada, desde el inicio, “Hipdtesis de Riemann”. Entonces, la increible fama de dos resultados
eclipsaron la riquisima fuente de conocimiento matemético que Riemann dejé latentes, pero a plena vista,
en todo su articulo. De hecho, la ‘Hipdtesis’ es s6lo un comentario sin ninguna justificacién, es decir, no
hay argumentos en el texto que remotamente sugieren que sea cierta o no esa conjetura, es mas, el propio
Riemann lo admite inmediatamente después de decirlo: “... it appears unnecessary for the next objective
of my investigation”.

Después de estudiar con gran cuidado el articulo, nos percatamos que cada renglén esta saturado de
ideas y métodos matematicos muy ingeniosos. Ha sido fascinante percibir la increible y hasta profética
intuicién matematica que tenia Riemann. Lo importante, y ultimadamente lo més enriquecedor, es enten-
der los procesos mentales que llevaron a Riemann a escribir su articulo. Leer cuidadosamente y entender
el articulo fue lo que llevé a Hadamard, von Mangoldt, de la Vallée Poussin y muchos mas a grandes

LEl titulo original en alemén es ” Ueber die Anzal der Primzahlen unter einer gegbenen Grdsse”.
2Riemann muere en 1866 a los 39 afios apenas siete afios después de publicar su articulo.



resultados en la teorfa de nimeros e incluso en otras ramas de las mateméticas (como Hadamard y su
estudio de las funciones enteras).

0.1.1. Objetivo de la tesis

El propdsito de este trabajo de tesis es estudiar de manera organizada y minuciosa el articulo original
de Riemann, pero desde la matemética de su entorno histérico y no desde las teorias actuales. Tratamos de
hacer el estudio acompanado de algunas de las lecturas del propio Riemann, como los trabajos de Euler,
por mencionar a uno.

La dindmica de la tesis es directa: el articulo de Riemann estd anexado como apéndice y se presenta
con los renglones enumerados. Esto permite un estudio ordenado porque facilita hacer referencias muy
precisas. Las ecuaciones del articulo vienen enumeradas de la forma A.i (la ‘A’ se refiere a ‘apéndice’).

En el capitulo 1, los preliminares, se estudian las herramientas matematicas que usé Riemann para su
articulo y se estudia el contexto histdrico de ellas para situar el articulo de Riemann en las mateméticas de
mediados del siglo XIX. En dos secciones de estos preliminares, se extrae un fragmento del articulo para
estudiarlo independientemente del flujo natural del mismo. La razén por la cual se hace esto es porque
estos fragmentos son puramente técnicos y tener un entendimiento de éstos a priori permitird una lectura
mas fluida del articulo de Riemann. Por lo tanto es muy recomendable leer los preliminares —incluso si los
temas expuestos ahi ya son conocidos— porque son parte esencial del estudio histérico y matematico del
articulo de Riemann.

En el capitulo 2 se lee el articulo de corrido con un desglosamiento exhaustivo de las ideas matematicas
de Riemann. Muchas veces se formalizan las demostraciones que él da o se interpretan (con argumentos
matematicos) los resultados y comentarios que escribe él.

Por 1ltimo, este articulo es de los més importantes en la teoria de los niimeros y, sin exagerar, es un
magnum opus de la creatividad matematica. Ante este escenario tan motivador sélo faltaba sentarse a
estudiar y escribir sobre este articulo, y sin duda trabajar con esta fuente original ha sido muy enriquecedor.
Uno de los objetivos de esta tesis es quitar un poco de misterio de la complicada redaccién que envuelve
al articulo de Riemann y hacerlo méas legible, para que alguien que no necesariamente se dedique a esta
rama de las matemdticas, disfrute y conozca las ideas originales del gran maestro Bernhard Riemann.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. La funcién factorial

Consideramos que no seria adecuado saltarse el contexto histérico de las matematicas que influyeron el
trabajo de Riemann ya que conocer las fuentes originales mateméticas que retomé de otros matemaéticos
permite entender el génesis de las piezas fundamentales sobre las que levanté su gran entramado de los
numeros primos.

Generalmente es complicado tratar de establecer un punto de partida que nos indique cuando se em-
pezo a gestar una teoria matematica, pero en el caso del articulo de Riemann afortunadamente si podemos
ubicar el punto de inicio, éste es Leonhard Euler y su famosa relacién

> -T2
n=1 n p 1= P
donde p = 2,3,5,7,11,... corre sobre todos los niimeros primos. De hecho, este no es el tinico resultado
de Euler en el que se basé Riemann para construir su funcién ¢(s). Antes de estudiar la relacién anterior,
repasaremos el otro resultado de Euler: la extensiéon de la funcién factorial, n!, a los nimeros reales y
después a los niimeros complejos.

En la primera carta de la correspondencia de Leonhard Euler a Christian Goldbach® [7]en 1729, Euler
le escribe sobre una de las ideas que habia estado trabajando para interpolar la funcién factorial a valores
fraccionarios o irracionales, como (1/2)! o v/2!.

Euler le menciona a Goldbach que se cumple el ‘producto infinito’:

) 6 ) ] -

Se puede ver, —sin considerar por un momento cuestiones de convergencia— que si es cierto:

- [ P [ Sl

aqui tenemos un producto telescopico del lado derecho de n!. Lo que vié Euler en este producto fue que n se
podia sustituir por cualquier real que no fuera un entero negativo para que no se anulara el denominador.
Ahora lo escribiremos en términos mas actuales como:

N!

st= Jim (s+1)(8+2)....(S+N)(N+1)S- (1.1.1)

1E] mismo de la famosa conjetura de Goldbach que aparece en otra carta como una posdata.



Esta expresiéon no es una férmula sencilla para s!, entonces Euler, con la recomendaciéon de Goldbach,
dedujo una expresién integral para la funcién factorial [5, E019]. Empezé con la integral

1
/ 2¥(1 —z)"dx
0

con y cualquier real que no sea un entero negativo.? Después usa el teorema del binomio y expande (1—x)™:

/o1 (1 — x)"de = /01 z? kzn:_o (Z) (—o)d = zi: <Z> — /01 S
-S (e el S 05

k=0
De aqui concluye que la tltima suma es

/01 2Y(1 — x)"dx = i

k=0

n\ (-1)F n!
<k>y+k+1 WDy +2)- - (y+n+1)

Euler deduce la dltima igualdad a partir de la suma con coeficientes binomiales. De hecho Euler sélo
argumenta la ultima igualdad sin demostrarla. Esto nos da el lujo de escoger un método més sencillo para

demostrar
n!

1
2Y(1 — x)"dx = .

/0 +Dy+2)--(y+n+1)
En lugar de usar las propiedades de los coeficientes binomiales, usamos integracién por partes e induccién

sobre n.
Para n = 0, tenemos la integral elemental

1 4171
/ 2Vdr = v = ot .
0 y+1 0 y+1

Ahora supongamos que 1.1.2 es vélido para n, entonces si hacemos integracién por partes obtenemos:

1 y+1 1 1 1
/ 2Y(1 —x)"de = [(1 - x)”“x} + 2 i / 21— z)"dx
0 o ¥+1llJo

1 1
= Zil / Y1 — 2)"dx,
0

y por hipotesis de induccién tenemos que:

(1.1.2)

n+1

1 B n!
[ra-orte = (Granes arers)
(n + 1)!

SETES [P )

Por lo tanto, por induccién acabamos la demostracién.
Como el objetivo de Euler es despejar n!, hace el cambio de variable y = v/w en 1.1.2 y obtiene

ro n!
w (] — "dr =
Aﬂ’( R | ) POy ey
n!
A+ w)(v+2w) - (v+ (n+ Dw)
wn+1 TL'

T v+ Dw (v+w)-- (vt nw)

1 v, !
" vt hw )w/ zw (1 —z)"de = n )
wntl 0 (v+w)- - (v+ nw)

2A esta integral actualmente se le conoce como “Integral Euleriana de primera clase”.

(1.1.3)




Enseguida, Euler dice que si lograramos hacer w = 0y v = 1 el lado derecho se reduce a n! y acabariamos
por encontrar una férmula para n!, pero el lado izquierdo se indetermina. Para calcular que si sucede
cuando w = 0 y v = 1 (0 en lenguaje moderno: tomar limites), Euler reescribe 1.1.3 con el cambio de
variable z = u®/(“t%) con dx = Hiwuw/(wrw)’ldu donde

w w—v—w v

V4w B v+ w __erw'

Asi el lado izquierdo de 1.1.3 queda como

1 r,
vt (ntw / s (1 = o) dz
0

wn+1
v+(n+1)w 1 _w & _w \ M T
= T/O (Uw+“) (lfuw+v) U+wu v+wdu
1
= LD [ ()
wntl 0 v+w

_ vt (et ”“/1 w )T e g,
wntl v+w 0 \v+w v+w

Por lo tanto:

v+ n+Dw [P . v+ (n+Dw /1 1 — qw/(orw)\ "
ot v(1—a)tde = : 1.1.4
EES] /0 xw(l—x)"dw oot ) oot o) du (1.1.4)

Lo que queria hacer Euler con la ecuacién 1.1.3 era que w = 0 y v = 1, es decir aislar el factorial:

n! n!

lim If =1
w0 v (v+w)(v+2w)-- (v+nw) w0 I+ w)(1+2w)- - (1+nw)
n!

(1+0)(1+d)---(1+0)

=nl,

(observemos que el orden de los limites se plantea asi porque éste es el que nos resulta més apropiado para
las cuentas) entonces Euler aplica ambos limites a la ecuacién 1.1.4:

L vt (4 Dw [P 1= u/ e\
lim lim du
w—0v—1 (v+w)"tl [ w/(v+w)

14+ (n+Dw [Pl —u/OFwN"
= lim du
w0 (L+w)"t o \ w/(1+w)

1 1 Y —wr\"
~ m + (n+ )w/ u du
w=0 (1+w)"tl [, z
donde z = w/ (1 + w). Por lo tanto w — 0 si y sélo si z — 0.
Es importante mencionar que este tltimo resultado, como el que enseguida desarrolla Euler, se presenta
de una manera fiel a como lo hizo él en [5, E019], y es en este contexto que calculamos el limite sin ocuparnos

de la convergencia. Hacer una demostracion rigurosa seria mal aconsejado e innecesario para el proposito
de ubicar histéricamente el desarrollo de la funcién factorial y el articulo de Riemann.




Euler afirma que

L v4 (4 Dw [P 1=/ e\
n! = lim lim du
w001 (v+w)rtl f, w/(v+w)

1 1 L1 —w\"
— lim 1+(n+Dw lim/ u du
w—0 (1+w)n+1 w—0 Jq z
1 n
1_ z
~ 1-lm ( “) du
2z—0 0 z

1 n
1_ z
— / (h’m “) du
0 z2—0 z

donde la regla de I’'Hopital dice que

1—u? —u®logu

lim = lim ———— = —logu.
z—0 z z—0

1 1 1 n
n! :/ (—logu)"™ du:/ <1og > du.
0 0 u

Aqui Euler obtiene una férmula integral para la funcién factorial que nos da una manera de extender la
funcion factorial de manera natural a valores que no necesariamente son enteros. Para ver bien en donde
es vélida esta férmula integral, nosotros reescribimos la integral para obtener la forma (més actual) que
us6 Riemann en su articulo.

Tomamos el cambio de variable x = —logu, junto con dr = —u~'du, entonces

z(1) o
n! = —/ 2" udx = / e Tx"dx (1.1.5)
z(0) 0

Por lo tanto:

porque u = e~ %,

Para conocer a qué valores de n podemos extender de manera natural la definicién de n!, veamos en
donde converge esta integral. Si tomamos n como un s € R cualquiera, entonces debemos analizar el
integrando e~*z*® cerca del infinito y del z = 0.

Primero observemos que para z suficientemente grande pasa que z°e¢~% < z72, ya que para = de esta
forma 2512 < e”. Por lo tanto para alguna M suficientemente grande, tenemos que

00718 O072 m73oo 1
Me zidx < M:c dr = —TM=3M3<OO.

Por lo tanto la cola al infinito siempre converge para todo valor de s, si hay problemas de convergencia,
éstos aparecerdn cerca del cero.

Consideremos la integral cerca de x = 0, es decir sobre un intervalo [0,&] con 0 < €. En z = 0 tenemos
e~Y = 1, entonces el factor dominante (cerca de z = 0) del integrando es z*. Por lo tanto

€ € £L'S+1 1
/ e “ridr ~ / zdx =
0 0 s+ 1 0

lo cual converge si y sélo si 0 < s+ 1. Por lo tanto, la integral 1.1.5 converge si y sélo si converge cerca
del cero lo cual sucede si y s6lo si —1 < s = n.

Por lo tanto la integral converge para todos los valores s > —1. Esto quiere decir que la integral en
1.1.5 es una funcién de n que estéz bien definida sobre el intervalo (—1, 00) que, restringido a los naturales,
coincide con el factorial; la integral extiende la funcién factorial a todo el intervalo (—1, c0).

Usamos la notaciéon de Gauss® y definimos:

II(s) = /OO e “ridx (1.1.6)

0

3Riemann usa la notacién de Gauss, no la de Euler.



y asi II(s) extiende la funcion factorial a los reales s > —1. A esta funcién se le conoce como la funcién
gamma y la notacién actual es I'(s) = II(s — 1), pero es mds natural y facil recordar que II(n) = n! que
I'(n) = (n — 1)! La notacién I la introdujo Legendre.* Gauss y Riemann usaron la notacién II(s) y es la
que usaremos aqui.

Podemos deducir una ecuacién funcional para s > 0 de manera inmediata: integramos por partes la
formula integral de I1(s) con u = 2° y dv = e~ *dx y obtenemos du = sx* " tdx y v = —e~%. Por lo tanto:

II(s) = /000 udv = [uv)g® — /OOo vdu

oo
— oo _ —
= [~2’€ "E]O +s/ e TN
0
pero sabemos que

pues la exponencial crece més rapido que cualquier potencia de x. Ademaés

xS
lim — = =
z—0er  lim,_,ge”

_ lmgoat

porque s > 0. Hemos demostrado el siguiente teorema:
Teorema 1. Para valores s > 0, se tiene la ecuacion funcional I1(s) = sII(s — 1).

Gracias a esta ecuacién funcional y por el hecho que

I1(0) = /000 e Ydr = [—e_I]go =1

podemos demostrar por induccién que efectivamente II(n) = n! para todan € N. De lo anterior ya sabemos
que II(n + 1) = (n+ 1)II(n) y por hipédtesis de induccién tenemos que lI(n+1) = (n+ 1)n! = (n+ 1) y
as{ verificamos 1.1.5.

La definicién de TI(s) dada en 1.1.6 nos permite extender la funcién factorial de manera natural al
semiplano complejo Re(s) > —1. Esto es un corolario de la definicién en 1.1.6:

o0 o0
/ e Tadr S/ e "
0 0
o0
</ e—ache(s)
0

pero sabemos que |e”| = 1 para valores reales de z. Por lo tanto:

o0
/ e *xdx
0

donde ya habiamos visto que la integral del lado derecho converge cuando Re(s) > —1. Por lo tanto la
funcién II(s) se puede extender de manera natural al semiplano Re(s) > —1.

Aqui ya no podemos seguir extendiendo a II(s) de la misma manera porque el primer polo de II(s)
aparece en s = —1: cerca de z = 0, el integrando de TI(s) es asintético a:

iCRe(S) milm(s)

dx

6iIm(s) log x

dx,

< / e—ache(s)dx
0

e Tx7l ~ 1
x
porque el cociente de ambos lados se hace 1 cuando = — 0. Por lo tanto la integral en la definicién de

I1(s) se hace infinito cuando s — —17.

4Una razén plausible de porqué decidié Legendre trasladar la funcién factorial una unidad a la derecha es para trasladar
el primer polo de II(s) que aparece en s = —1 al cero del plano complejo. Para este trabajo y para el articulo de Riemann,
esa razon parece ser puramente estética



Esto significa que si queremos seguir extendiendo la funcién II(s) a todo el plano complejo, necesi-
tamos usar la otra definicién que tenemos para II(s): la definicién original 1.1.1. La idea es manipularla
algebraicamente para obtener una expresién como producto infinito que permita analizar los polos y ceros
de II(s) y finalmente permita extender la funcién factorial al dominio —del plano complejo— mds grande
posible.

Empezamos con:

N!
II(s) = I N +1)°
(5) Ngrclm(s—l—l)-u(s—i—N)( +1)
N!
= lim N +1)°
N—>ool.(1+%).2.(1+%)...N.(1+%)( )
lim ! (N +1)%.

ZNHOO(1+S)(1+%)(1+%)

Para usar la herramienta de la variable compleja, reescribimos este limite como un producto infinito.
Consideremos el producto telescopico:

() () (3 (25 () o
(D ED0D - fort)(ed) e

R e LA

lim (1+3)—1...(1+i)’1. 14t 14 L ’
N . ¢

Ifm (1+f) (1+)

N—>c><>n:1 n n

I+ (H;)S.

n=1

Por lo tanto:

Si el producto anterior converge, tendriamos una funcién meromorfa en todo el plano complejo con polos
en los enteros negativos s € Z~. Observemos también que la férmula del producto nos implicaria que I1(s),
si el producto anterior define una funcién analitica fuera de Z~, se hace cero si y sélo si algtin factor del
producto se anular, pero es claro que los factores no se anulan para toda n y s. Estos hechos se resumen
en el siguiente teorema.

Teorema 2. La funcidn factorial es una funcidn analitica en C— {—1,-2,...} y se puede escribir como
o0 S oo —
s\ 1 1\° nt=5(n+1)*
I(s) = (1 —) 1+4—-] = _
(s) nl;[l + n ( + n) nl;[l s+n

Demostracion. Primero debemos verificar que el primer producto del teorema converge para poder hablar
de igualdad. Consideremos el inverso multiplicativo del producto y definimos:

s 1\ °
an = (1+f) 1+-)
n n
entonces tenemos que I1(s)~! = [[ a,. Como el producto [] a, se anula para s = —1,—2,—3, ..., necesi-

tamos que s # —1,—2,—3, ... para que ningin término a,, se anule y asi poder hablar formalmente de la
convergencia del producto. Ahora desarrollamos los factores a,:

a, = (]_ + f) 1+ l - _ (1 + f) e—slog(1+1/n)
n n n ’



entonces si expandimos e~ *1°81+1/7) o gu serie de potencias, tenemos:

1 2 1
an:<1+§) 1—slog|1+— +8—10g2 1+—)—-- ).
n n 2! n

Pero sabemos que la expansién en serie de potencias de log(1 + x) con |z| < 1 es

& m
m—1%

log(L+2) = > (~1)" 1

por lo tanto para x = % y n > 1 tenemos que
1 1+ ! ! 71 + 71 71 +
o )= _ _ .
& n n  2n2  3nd3 4n?

1 14 1 S s n s s n s ) 1
s lo — — - - e — — _ R
& n n  2n?2  3n3  4nt n n?

2 5

donde la notacién O(n~2) se refiere a que la cola de la serie es de orden n=2 cuando n — oo,
Entonces cualquier potencia entera positiva de log(1 +n~!) es de orden al menos n =2, es decir:

1 1
log" (1+) =0(2> Vk > 1.
n n

Entonces podemos reescribir a,, como
(145 1 2\ (145 (12 —2
ap, = <1+n> (1 slog(l—l—n) +O(n )) = (1+n) (1 n—|—(9(n ))
1 1
non n n

Si hacemos a,, = b, + 1 entonces tendremos que b,, = O(n_2) y asf la serie > b, converge absolutamente.
Por lo tanto ¢ el producto II(s)~! converge absolutamente y asf II(s) converge absolutamente siempre y
cuando ningtin factor de II(s)~! sea cero, i.e. cuando s no es un entero negativo.

Para obtener la otra expresién del producto, sélo hay que reescribir los factores del producto como:

<1+Z>*1 <1+i>8_ (n:s)—l (n:1>s= (nis)(n—&-”sn—s
nl’s(n+1)s.
s+n

O

Es importante notar que, gracias a la expresién como producto, podemos saber cudndo II(s) = 0.
Como el producto anterior define una funcién analitica en C — Z~!, la funcién que define se anula sélo
cuando un factor se hace cero, pero esto nunca sucede ya que el numerador de cada factor es de la forma
(1+n71)" y estos nunca se anulan pues 1 +n~! # 0 para toda n > 1.

Por tdltimo, para el articulo de Riemann necesitaremos dos propiedades mas de la funcién factorial.

Teorema 3. La funcion factorial cumple

1. (Férmula de refleccién de Euler)

T8 .
=SIn7ws
II(s)I(—s)
5Es decir, que para n suficientemente grande se tiene que la cola de la serie, f(n) = —%n*2 + %n*S — +++, cumple que

|f(n)] < Mn~—2 para alguna constante positiva M.
6Una condicién suficiente y necesaria para la convergencia absoluta del producto [] (1 + b,) es la convergencia de la serie
>~ |bnl- [1, pagina 191]

10



2. (Relacién de Legendre)
e (S s—1\ 1
fi(s) =211 (5) 1 (2) N

Demostracion. Para demostrar la férmula de refleccion de Euler, desarrollamos el lado izquierdo. Usamos
la férmula del producto de II(s) para obtener:

Observemos que este tultimo producto es la férmula del producto para la funcién sinws y asi queda
demostrada la formula de refleccién de Euler.

La relacion de Legendre no la demostramos aqui porque requiere un poco mas de teoria de productos
infinitos” y Riemann la usa (sin mencionarla por su nombre) para reescribir la ecuacién funcional de
¢(s) [13, lineas 29-30 y ecuacién A.8].

O

1.2. El producto de Euler

Terminado el estudio de la funcién factorial, regresamos al punto de partida del articulo de Riemann:
el producto de Euler. De hecho es la primera ecuacién que escribe (férmula A.1). Recordemos que estas
referencias son a las ecuaciones del articulo de Riemann que viene en el apéndice A (véase la introduccién).

El estudio de esta identidad inicia con la serie arménica. Es conocido que la serie armonica diverge a
infinito: -

Lol ot
f~mn 1 2 3 4
Para demostrar que diverge basta ver que al agrupar los términos de la serie arménica de esta manera

TEE L S I R I
6 78 910 15 1 ’

>

1_|_1+1 1+1
4 5

53t

>

[N
Nl

obtenemos una cota inferior para la serie armonica, de tal manera que:

IEESREE
—n 2

En abril de 1737, Euler presenté ante la Academia de San Petersburgo la demostracién de algo més
fuerte que la divergencia de la serie armonica: la serie de los reciprocos de los primos divergia [6, E72]:

Zl—l+1+1+1+ = 00 (1.2.1)
pp_Q 3 5 7 Y -

donde la suma corre sobre todos los numeros primos p € {2,3,5,7,...}. De aqui en adelante p denotard un
numero primo. Es en esta demostracén donde aparece su famoso “Producto de Euler”.

En “Variae observationes circa series infinitas” [6], publicado en 1744, la demostracién que da Euler
de 1.2.1 primero requiere que el producto:

2:3:5.7-- P _H 1
1'2'4'6"'_pp_1_ 1—pt

"El libro “Complex Analysis” de Ahlfors tiene una prueba de la relacién de Legendre escrita con la funcién I' en lugar de
la funcién factorial. [1]
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sea igual a la serie arménica Y n~!. Como la serie arménica diverge, la demostrcién de Euler no est4 en-
teramente justificada porque manipula algebraicamente una serie divergente, pero la argumentacion si es
valida y muy ingeniosa.

Para demostrar que el producto infinito anterior diverge, Euler inicia escribiendo

ETAE SN S
R S S I

del cual obtiene
SR S
27 2 4 6 8 '

que es la serie de los reciprocos de los nimeros pares. Al restar ambas series obtenemos la serie

1 1 1 1 1 1 199
T—gT=gr= +3+5+7+ ) (1.2.2)
cuyos denominadores son los niimeros impares.

La idea de Euler es restarle a z = > n~! los sumandos cuyos denominadores son pares, después restarle
los sumandos cuyos denominadores son multplos de 3, luego restarles los sumandos cuyos denominadores
son multiplos de 5 y asi sucesivamente hasta eliminar todos los sumandos de la serie arménica, salvo el 1.

Al hacer la primera resta, Euler obtuvo la serie 1.2.2. Después, a ésta le resta los sumandos que tienen
denominadores que son multiplos de 3, es decir, a %x le resta la serie:

1/1 11 1 1
“lzz)=ct++—+ =+

3\2 3 9 15 21
y obtiene la serie

12 1+1+1+ ! +

e = 44y

23 5 7 11

Después de esto, a la serie anterior, le resta la serie % (%%x) y obtiene:

124 _1+1+ 1 n 1 n
235" 7 1113
donde ningtin denominador es un multiplo de 2, 3 o 5.
Si repetimos este proceso hasta el primo p, entonces tenemos que
124 p-1 1 1
—— e — =14+ —4+ —4-- 1.2.3
(2 35 P ) + ni + Ny + ( )
donde los denominadores n; de los sumandos del lado derecho no son divisibles por ningin nimero primo
menor o igual que p.
Ahora, si hacemos este proceso para todos los primos p, entonces todos los sumandos del lado derecho
de 1.2.3 desaparecen salvo el 1 y obtenemos:

124 p-—1 p—1
i = =1.
(2 357 p ) ) 1;[ p "
Si despejamos = > n~! obtenemos lo que queria Euler:
oo
1 1

> =ll—= (1.2.4)
n=1 P p

Justo este producto es el precursor del “Producto de Euler”. El problema con 1.2.4 es que se derivé a partir
de manipulaciones algebraicas que no se deben de hacer con series o productos divergentes. Entonces, lo
adecuado es que, en lugar de considerar la serie armoénica, se considere una serie mas general:




donde s es un numero real. Para que la serie anterior converja, es necesario que s > 1. Esto se afirma
directamente con la prueba de la integral para la convergencia de series.

Si, en la demostracién para llegar a 1.2.4 hubiéramos sustituido n~° por n~! en la serie arménica con
s > 1 un real cualquiera, entonces todas las manipulaciones algebraicas que hizo Euler para deducir 1.2.4
ya son justificadas y asi tenemos el “Producto de Euler”:

Z — H — 5> 1. (1.2.5)

n=1

Formalmente, esta identidad se demuestra de una manera mas moderna. Observemos que para s > 1, la

serie geométrica 1 +p~° 4+ p~25 + p~3% 4+ ... converge para cualquier primo p y converge a:
k 1
—s —2s —s\F
1+p p U ]; O: (p ) 1 p=s

Cada serie geométrica (una para cada nimero primo p) resulta ser un factor del producto 1.2.5, entonces:

1
[[i— = =IO+ +p™ep™ ),
p p p

y asi podemos saber como son los sumandos de ese producto. Al hacer el producto, la férmula general de
cada sumando es de la forma (p}'ph?---p*)”* y por el Teorema fundamental de la aritmética® podemos
garantizar que cada ntdmero natural (elevado a la potencia s) aparece una vez como sumando y asi de-
mostramos el producto de Euler. Cabe mencionar que el producto de Euler 1.2.5 es valido cuando la serie
> n~* es convergente, es decir cuando s > 1.

De hecho, la serie > n~* define una funcién analitica de s en el semiplano Re(s) > 1 porque la
serie > n~* converge uniformemente sobre subconjuntos compactos del semiplano Re(s) > 1: si K es un
compacto en el semiplano Re(s) > 1, entonces hay una € > 0 tal que 1 4+ & < Re(s) para toda s € K,
por lo tanto tenemos que | n % < S.n~Re() < ST p~17¢ < o0 y la convergencia uniforme se sigue
inmediatamente.

Por lo tanto, la igualdad 1.2.5, junto con el Teorema de Weierstrass® nos dice que el producto de Euler
es una funcién analitica de s en el semiplano Re(s) > 1.

Otra identidad 1til se deduce al invertir la ecuaciéon 1.2.5:

oo -1
1

Z o H(l -p°)

n=1 p

1 1 1
1——5 1-— 1_7
P1 pz pd
1 1 1 1 1
1— 784_784'_... + Ss+ SS_|_ SS_|_... — ...
V4 Do PiPo pPib3 DaP3

1 1 !
:1—2@"’ Z (rn.)s Z W—’_

0<i<j (pipj) o0<i<j<k

donde los signos dependen de cuantos primos distintos aparecen en el denominador porque al desarrollar
el producto Hp (1 —p~*) cada término —p~* lleva un signo menos, entonces al multiplicar n de éstos se

8El Teorema fundamental de la aritmética dice que para todo natural n € N existe una factorizacién tunica en ntimeros

primos (salvo el orden de los factores y la presencia de unidades), i.e. existen p1,...,p, primos tal que n = p1---p, y los
niimeros primos que se repiten se pueden agrupar en potencias n = py"1pg'2 - - pyt.

9El teorema de Weierstrass al que se refiere el texto es aquel que dice que si una serie > f(s) de sumandos analiticos
converge uniformemente sobre compactos en un abierto de C, entonces la serie es una funcién analitica en ese abierto. [1,
pagina 175]
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factoriza n veces (—1) y as{ obtenemos que:

(Sa) - g (@) v ()

n=1 o<i \Pi o<i<j \PiPi
1 S
+(=1)7 > ( — ) +oee (1.2.6)
o<icj<k \PiPiPk

Como el exponente de —1 depende de la cantidad de factores primos distintos, entonces usamos la funcién
de Mobius para describirlo.

Definicién 1. La funcién de Mdbius es una funcién aritmética p : Z — C multiplicatival® que se define
como

1 n=1
p(n) =4 (=" n=pi--p
0 Ip? | n
donde py, ..., ps son primos distintos y u(n) =0 si a n lo divide un cuadrado.

Por lo tanto podemos escribir 1.2.6 de la forma

(£2) - p02)- 5 (o)

n=1 0<i 0<i<j
S
+ Z (N(?@;Pk)) +
o<i<j<k PiPjPk

Como todo natural aparece en esta suma en la forma p(n)n=* (donde los naturales al que los divide un
cuadrado no aparecen porque p(n) = 0), podemos concluir que:

(i ;) h =[[a-»)= i “75?)- (1.2.7)

n=1 p n=1

1.3. La funcion contadora de primos

El propdsito del articulo de Riemann, como lo dice el titulo, es encontrar una expresién para la funcién
contadora de primos

m(x) = card{p € N | pes primo,p < z} = Z 1,
p<z

(que €l denota por F'(z)). Cuando termina de desarrollar su nueva funcién (la funcién ¢ de Riemann),
modifica la funcién 7(x) para poder aplicarle la herramienta matemdtica que acababa de hacer. Resulta
que esta modificacién que le hace a 7(z), que en seguida analizaremos, simplifica notablemente las cuentas
requeridas para deducir una expresién analitica para 7(x).

En esta seccién analizaremos las lineas 61-70 del articulo de Riemann:

61 With the assistance of these methods, the number of prime numbers that are smaller than x can now
62 be determined.

63 Let F(z) be equal to this number when z is not exactly equal to a prime number; but let it be greater

64 by % when z is a prime number, so that, for any = at which there is a jump in the value in F(z),

F(x+0)+F(3:—O)'

F(z) = 5

65 If in the identity
log((s) == log(l—p )= p *+5> p 2 +3> p o+

10Una funcién f multiplicativa es una funcién aritmética que cumple que si dos enteros a,b € Z son primos relativos, i.e.
que su méximo comun divisor es 1, (a,b) = 1, entonces se cumple que f (ab) = f (a) f (b).
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66 one now replaces

oo oo
p~ % by s/ z75 1ds, p by /2 75 s, ...,
P P

log ((s)

s

67 one obtains

f(@)z™* " da,

—
3

68 if one denotes L L
F(x)+%F($§)+ F(z3) +
6o by f(z).

Riemann introduce una nueva funcién, que él llama f(x), para simplificar la notacién y las cuentas. De
hecho, como resulta tedioso intentar encontrar una expresién analitica para 7(z), lo que hace Riemann es
modificar esta funcién contadora de primos y trabajar con su propia funciéon contadora de primos. En el
articulo, Riemann no menciona que va a alterar 7(x) hasta tener una expresién analitica manejable para
el producto de Euler 1.2.5 en donde aparece la forma modificada de 7 (z).

En lugar de usar la notacién F'(x) para la nueva funcién contadora de primos, vamos a seguir la
notacién de HM. Edwards [4] y denotamos J(z) = F(z) porque F(z) se usa para denotar funciones en
general.

Como estamos presentando un fragmento del articulo fuera de contexto, hay que aclarar a qué se refiere
Riemann con la funcién ¢(s). Al principio del articulo, él define a {(s) como el producto de Euler en 1.2.5
(como funcién de s). Para esta seccién, esa definicién basta; no requerimos de su extensién analitica para
estudiar la funcién J(x).

En la linea 65, Riemann sustituye el producto de Euler en log ((s) para obtener:

log (H 11ps> = Zlog <1lps) = Z (log( ) —log(1—p~ Z]og 1 _

Aqui Riemann usa la expansién en serie de Taylor de log(1l — p~*%). En general, la serie de Taylor de
log(1 — x) es

1 1 = 1
log(l—x)=—a2——a?— a3 —... = — —x",
g(l —x) T = 52" =3 Z T
n=1
entonces si sustituimos x = p~*® obtenemos log(l — p~%) = —>_ %p y si remplazamos esto en el

desarrollo de log ((s) obtenemos:
log (s Zlog (1-p :ZZE (p=°)". (1.3.1)
p n

Ahora, como ambas series son absolutamente convergentes'!, Riemann reordena los sumando de la serie

para obtener: 1 1
log¢(s) = 2 Z F D DR DU S
p » "

Después, Riemann sustituye la 1ntegral

en la igualdad anterior para obtener:

log ((s Z > p=sY Y / v Ldz. (1.3.2)
n P

11, primera serie (con p un primo fijo y s > 1) es absolutamente convergente porque es la serie de Taylor de log (1 — )
que con z = p~° < 1. La segunda serie (con n € N fija y s > 1) es absolutamente convergente porque

Z Z ps =log(l —p™?%).

P

’I’L
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De aqui ya no es claro cémo Riemann obtiene su tltima igualdad [13, ecuacién A.23], pero lo que sf se ve
es que junta la suma de integrales (sobre intervalos distintos) en una sola. Como estd sumando integrales
de la misma funcién, 757!, entonces se puede separar la suma de integrales en una suma de integrales
sobre intervalos especificos y ver cuantas veces se suman esos intervalos.

Por ejemplo, la integral sobre el intervalo [5,7) se suma cuatro veces (con sus respectivos coeficientes
de la forma %) porque ese intervalo aparece en las integrales

1 [ 1 [ 1 [ 1 [
f/ x_s_ld:mf/ w_s_ldac,f/ s f/ 5 Yz,
1 2 1 3 2 22 1 5

entonces se suma 31 veces la integral de z7*~! sobre el intervalo [5,7). Para visualizar cémo funcionan
estos conteos, escribamos la suma de integrales en 1.3.2 en forma de tabla:

1 [ 1 [ 1 [
7/ x5 M+ = / x5 M+ = / x5 Y+ -
1/s 1Js 1Js

1 [ 1 [ 1 [
7/ x5 da + = / x5 o+ = / x5 Y+ - -
2 22 2 32 2 52

1 [ 1 1 [ 1 1 [ 1
Z —s—1q Z —s—1y — —s—1y
3/2333 x+3/33x a:+3/53x T +

1 [ 1 [ 1 [
7/ ) [ 7/ R [ 7/ x5 e+ -
n Jon n Jan n Jen

Observamos que todas las integrales actian sobre el intervalo [2,00) en diferentes subintervalos conte-
nidos en [2, 00).
Para establecer c6mo es esta accién, consideremos la siguiente particién del intervalo [2, 00):

Pr = {2,3,22,5,7,23,3%,11,13,...} = {p* € N| pes primo, k > 1}.

La notacién se deriva de que P = {2,3,5,7,11,13,...} es el conjunto de los nimeros primos. Por lo tanto
escribimos la tabla de integrales en una suma de integrales sobre la particién inducida por Py de la forma:

1 /3 ) 1 1 2 1 1 1 °
1 —s—1y L0t —s—1g I T —s—1g 1.3.3
e () [ (i) L0

donde cada coeficiente de las integrales denota las veces que se suma ese intervalo particular en la tabla.

Esto se puede visualizar en la figura 1.3.1. donde el tono del naranja se hace cada vez més oscuro a
medida que se van contando cada vez més los intervalos.

Empiricamente se pueden verificar los coeficientes de las integrales de 1.3.3 observando el arreglo
anterior y viendo cuantas integrales (con sus respectivos coeficientes) actian sobre el intervalo de la
integral al que le queremos calcular su coeficiente. Proponemos J(x) como la funcién que nos calcula el
coeficiente de la integral sobre el intervalo [a, b] cuando z € [a, b].

Por lo tanto, de las ecuaciones 1.3.2 y 1.3.3 queda:

log((s) =s »  J() / o x5, (1.3.4)

a; €Pxk @i

donde las a; son los elementos ordenados de Pj.
Como en cada intervalo la funcién J(z) es constante, se puede meter a la integral, también podemos
observar que J(z) es no decreciente y hay saltos de 1 en cada primo, saltos de % en cada primo al cuadrado,

saltos de % en cada primo al cubo, etc. Una férmula explicita para J(x) usando esta descripcién es

J(x)= Y % (1.3.5)

n<g
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Figura 1.3.1: Efecto de }- 1 fpof =%~ dz sobre el intervalo |2, 00)

a
| fey=s!

Con esta definicion, la ecuacién 1.3.4 queda:

oxc = X [ st = [ st

a; €PL V@

y como J(z) = 0 para 0 < z < 2,'? podemos extender la integral hasta el intervalo [1,00). Entonces
concluimos:

log ((s) = 8/100 J(z)x™ " da. (1.3.6)

Lo unico que falta ver es que la funcién J(z) definida en 1.3.5 coincida con la funcién que escribe Riemann:
1 1 1 1
fla) =m(z) + 5m <$2> +gm <x3> AR

La férmula explicita de J(z) dada en 1.3.5 nos dice que por cada primo hay que sumar 1. Es decir,
que J(z) = w(z) + algo. Ahora, por cada primo al cuadrado menor o igual que z, hay que sumar un %,
entonces, como m(z!/2) cuenta los primos cuadrados menores que z,'* J(z) = 7(z) + $m(z/2) + algo.

Si seguimos este razonamiento, llegamos a la férmula:

J(x) = m(x) + %W(wlp) ot %W(fcl/n) o= %W(xl/") (1.3.7)

n
Observemos que la suma anterior es finita porque para n suficientemente grande, z'/" < 2y asi 7r(x1/ my =
0 para toda m > n. Por lo tanto la funcién f(z) que propone Riemann y la funcién J(x) que dedujimos
y después definimos en 1.3.5, son la misma funcién. Con esto demostramos la igualdad que concluye
Riemann [13, ecuacién A.24].

Hagamos un alto para adentrarnos mas en lo que Riemann obtuvo. El establecié una relacién entre
¢(s), o mds bien log {(s), y la funcién J(x) que en esencia cuenta primos. Por lo tanto, un estudio analitico
de la funcién log {(s) nos dara informacién sobre la funcién J(z) y finalmente nos dara informacién sobre
la funcién contadora de primos m(z).

12La definicién de J(z) dada en 1.3.5 nos dice que para x < 2 la suma es vacfa porque no hay ntimeros primos ni potencias
de primos menores que dos.
3Esto sucede porque p? <z <= p < 2l/2,
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Por lo tanto si pudiéramos, de alguna manera, invertir la relacién 1.3.7 y expresar a 7(x) en funcién
de J(x), entonces el estudio analitico de la funcién log ((s) nos dard una clara idea de cémo se comporta
m(z).

Podemos adelantar un poco de qué trata el articulo de Riemann dentro de este contexto. El propésito es
estudiar analiticamente la funcién ((s). Sabemos, por la seccién 1.2, que el producto de Euler es analitico
en el semiplano Re(s) > 1 por virtud de la serie Y n~*%. Pero, la relacién entre log((s) y J(x) obliga a
estudiar analiticamente los ceros de la funcién ((s) para encontrar los polos logaritmicos de log((s). El
estudio de estos polos logaritmicos permitird obtener una expresién para la funcién J(z).

Una expresién para J(z) permitird estudiar cémo se comporta la funcién 7 (x) para x suficientemente
grande; aproximar m(z) era uno de los problemas de mayor interés del siglo XIX. De hecho Riemann
menciona en el primer parrafo de su articulo que “...the accumulation of the prime numbers” era un
problema que ‘posiblemente’ merecia estudio gracias al interés que tenian Gauss y Dirichlet en ese problema
durante un largo periodo de tiempo [13, lineas 3-5].

Por lo tanto estudiar los ceros de ((s) se vuelve un problema central del articulo. Riemann se da cuenta
inmediatamente que el producto de Euler, como definicién de ((s), no va a servir para estudiar los ceros
de ((s) porque ningun factor del él se hace cero:

1
— # 0 para cualquier p primo.
1—p—s
Como el producto de Euler es absolutamente convergente, ya que

_ 1 !
T =IpEll 1= prRe)

1
1—p—s

entonces ((s) se anula sélo cuando un factor se hace cero. Por lo tanto, ((s) no se anula cuando estd definida
por el producto de Euler, i.e. en el semiplano Re(s) > 1.

Entonces, antes que nada, esto obligd a Riemann a extender analiticamente la funcién {(s) a un dominio
del plano més grande que el semiplano Re(s) > 1 para poder encontrar ceros de ((s). Una vez extendida a
todo el plano complejo (salvo por un polo en s = 1), Riemann procede a encontrar una expresién analitica
mas sencilla para log ((z) y con esto poder encontrar una expresién analitica para J(z).

Pero, aqui hay un problema: si encontramos una expresién algebrdica para ((s), la ecuacién 1.3.6 no nos
permitird despejar la funcién J(z) y encontrar asi una expresién analitica sencilla para J(z). Entonces era
necesario que Riemann encontrara un método para despejar J(x) de la ecuacién 1.3.6, y usé un método,
que él mismo desarrolld, derivado del anélisis de Fourier y lo vamos a ver en la seccién que sigue.

Por dltimo, de la misma manera, despejar w(x) en la ecuacién 1.3.7 va a generar una expresién analitica
para 7(z). Este ultimo despeje lo menciona Riemann indirectamente [13, lineas 108-109] y sin demostra-
cién. En esta seccién demostramos la inversién que hace Riemann [13, ecuacién A.48].

Teorema 4. -
o) = 3 B ()
n=1

Demostracion. Denotamos el anillo de funciones f : [0,00) — R por F. Ahora consideremos el operador
U, de funciones definido por

1
J(@) = f(@) = = f (17)
p
donde p es cualquier primo. Lo que queremos demostrar ahora es que si, para cada primo, le aplicamos U,
a J(x) € F vamos a poder aislar el término 7 (z) del lado derecho de 1.3.7 y del lado izquierdo obtendremos

una expresién que sélo depende de J(x).
Para ver cémo actian los operadores U, primero calculamos:

a0 () ) = U () = 31 (+42)
= f(z) - %f (xl/Z) _ %f (xl/?)) n %f (xl/ﬁ) .
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Observamos que la accién de Us sobre f(z)— 1 f(21/2) es repetir lo que ya se tiene (por el término idéntico)
y luego sumar los mismos términos pero alterados de la manera %f(xl/”) — —%lf(acl/?’”). En general

tenemos L L )
+ 1
U +1 ( 1/n) N i ( 1/n) F ( /zm) 1.3.8
H(E T (@) =T () X (o (135)
donde todavia no sabemos bien qué valores toma el indice n ni sabemos bien el signo de los sumandos.
Primero deducimos que valores toma el indice n.

Lo que nos dice 1.3.8 es que al aplicar cualquier operador U, se obtiene una suma cuyos sumandos son
todos de la forma:

i%f(xl/").

También, y con mayor importancia, la ecuacién 1.3.8 nos dice que, si empezamos con una suma de la

forma: 4
S(4) = Z Wf(ml/n)
n€A
donde A es un conjunto de indices, entonces U,(S(A)) es de la misma forma, es decir, U,(S(A4)) = S(B)
donde B es otro conjunto de indices. Ahora, la ecuacién 1.3.8 nos dice que el conjunto original de indices
A se preserva bajo la acciéon de Uy, entonces A C B. La accién de U, también agrega el conjunto:

pA:={p-neN|necA}

al conjunto de indices. Por lo tanto podemos concluir que U,(S(A)) = S(A UpA) cuando ANpA = 0. Si
empezamos con Ag = {1}, es decir, con la funcién S(A4y) = f(x), y le aplicamos Us, entonces obtenemos
Us(S(Ap)) = S(A;) donde A; := AgU2Ay = {1,2} (observemos que AgN2A, = ). Si ahora le aplicamos
U3, obtenemos UgUg(S(Ao)) = A2 con

Ay = Ay UBA; = (Ag U240) U3(Ag U24,) = Ag U249 U3Ag U 64y = {1,2,3,6).

Recursivamente tenemos que:
An = Anfl UpnAnfl

donde p,, es el n —ésimo primo. Podemos afirmar que A, es el conjunto de nimeros que se pueden escribir
como un producto de los primero n nimeros primos sin repetir primos en la factorizaciéon. Es claro que
esto se puede demostrar por induccién: con A; = {1,2} como base y con la definicién de A,, como hipétesis
de induccién.

Con esto podemos mejorar la ecuacion 1.3.8 a:

Up, ---UsUs(f)(x) =
@+ 3 Sp () e T () e St (139)

1Si§npz 1§i<j§npipj P1-DPn

Ahora sélo falta ver qué signo tiene cada sumando. Vimos que cuando aplicamos U, nos lleva los términos
%f(a:l/”) — —pinf (xl/p"). Es decir, que por cada factor primo nuevo en la factorizaciéon de n cambiamos
el signo. Si empezamos con signo negativo en un primo n = p;, al aplicarle U, el término m = p;p tiene
un signo distinto que n = p;. Por lo tanto, si n tiene una cantidad impar de factores primos, su signo es
negativo y si tiene una cantidad par de factores primos entonces su signo es positivo, y la funcién que
justo hace esto es la funcién de Mobius. Por lo tanto la ecuacién 1.3.9 la reescribimos como:

Up, -+ UsUs(f)(z) =
flx) + Z Mf (ml/m) + Z M(pipj)f(xl/mi"j> et ‘u(pl'”pn)f(xl/iﬂlmpn).

1<i<n i 1<i<j<n Dipj P1"Pn

Como p(n) = 0 para ntmeros que contienen primos repetidos en su factorizacién, entonces podemos
agregar a la suma anterior todos los ndmeros menores que p; - - - p, tales que pu(n) = 0 y asi reescribir la

igualdad anterior como:
P1-Pn

Uy, U(f)@) = 3 ) g1,

n=1

19



Este argumento es el mismo que se us6 para deducir la ecuacion 1.2.7 al final de la seccién 1.2.
Por lo tanto, es claro que si hacemos n — 00, la ecuacién anterior se reduce a:

H(f)(x) := ( lim Uy, - UsUa)( = i A (1.3.10)

Observemos que H ya no es un operador de F = {f : [0,00) — R} porque no siempre converge la serie
1.3.10 para x € [0,00), para cada funcién f € F, por ejemplo si tomamos la funcién:

fo) = {“ () @ =2

0 en otro caso

entonces H(f)(2) es simplemente la serie de los reciprocos de los nimeros libres de cuadrados. Como éste
contiene a la serie de los reciprocos de los ntimeros primos, diverge y asi la funcién H(f) no estd bien
definida en z = 2. Por lo tanto, tenemos que restringir el dominio de H al subconjunto:

{fé]’-"z:'u (zt/™) <ooVa:€[0,oo)}.

Es claro que G es un subgrupo aditivo de F porque si f, g € G, entonces

i Mgln f+g l/n i l/n i 1/n < 00
n=1 n=1 n=1

y H|g : G — F es un homomorfismo de grupos. Observemos que J(x) € G porque J(x) = 0 en el intervalo
[0,2) y asf la serie 1.3.10 es en realidad una suma finita.
Ahora, aplicamos H a J(x) usando la igualdad 1.3.7:

) =1 (3 e (7)) =3 L (7))

n=1 n=1

Como H es aditiva y la suma anterior tiene una cantidad finita de sumandos no nulos, entonces el inter-
cambio de la suma con el morfismo H esta justificado.

Para determinar H(J), necesitamos estudiar el efecto que tiene H sobre 7(z!/™) aplicando U, de uno
en uno. Entonces primero vemos que

Ve (i %W (x””)> = ni %Um ()

n=1

n=1
= ;::1 %W (m””) _ nZ::l %77 (x1/2n>
UsUs (i % (xl/n>> =U; <T§ %ﬂ_ (xl/n) _ g %W (1‘1/2")>
- nio:l %w (xl/n) _ nf:l %n (x1/2n> _ nf:l 3%7r (xl/?m) n nf:l Ginﬂ (xl/ﬁn)

Es decir, que aplicar UsUs fue quitar los términos de > n~'m(2'/™) donde los indices son miltiplos de 2
o 3 y balanceando la suma agregandole los indices que se quitaron dos veces, i.e. los multiplos de 6. Por
lo tanto si aplicamos Up,, - - - Up, quitamos todos los sumandos cuyos indices son multiplos de pq,...,pn—1
0 Pp.
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Por lo tanto si aplicamos H quitamos todos los sumandos cuyos indices son un multiplo de algin
primo, es decir, quitamos a todos los sumandos de 3" n~'m(x'/") salvo al primer sumando referente al
indice n = 1. Entonces podemos concluir que:

J(x) = Z %7‘( (xl/")
s H(J)(2) = H (Z %77 (xl/”)>
£ )

n=1

1.4. EIl analisis de Fourier de Riemann

Cuando Riemann establece la ecuacién
1
Ogc / J(z)z~* " dw (1.4.1)

en la ecuacién A.24, lo que hace a continuacién es invertir el orden de la relacién que se tiene entre log ((s)
y J(x), es decir, de alguna manera despejar a J(x) para poder expresarlo en funcién de log ((s). Al final

llega a que
a+o0o1t
J(y) = L/ Wysds (1.4.2)

21

a—0o01
donde la integral se toma sobre la recta Re(s) = a > 1 [13, ecuacién A.32].

Para hacer esto, él propone un método [13, lineas 70-79] para invertir el orden de la relacién entre dos
funciones que cumplen las condiciones que también tienen J(x) y s~1log((s), i.e. la ecuacién 1.4.1. Este
método se basa —como él lo senala— en el “teorema de Fourier” [13, linea 71], pero esto resulta ser méds
importante que una simple aplicacién. Antes de demostrar 1.4.2, veremos de dénde viene el ”teorema de
Fourier” vy el contexto histérico del método que propone Riemann; su propio “teorema de Fourier”.

El 21 de diciembre de 1807, 19 anos antes de que naciera Riemann y 52 anos antes de la publicacion de
su articulo sobre los niimeros primos, Joseph Fourier presenté ante la academia de Paris su descubrimiento
de que casi cualquier funcién real periédica F(0) se podia expresar como una serie de senos y cosenos. La
funcién F(0) siempre se puede reparametrizar para que tenga un periodo de 27 y asi Fourier mostré que
se podia escribir como

o0
— ?0 Z ap, cosnb + by, sinnf)
donde
1 27 1 27
ap = f/ F(0) cosnbdo y b, = 7/ F(0) sinnbdo.
™ Jo ™ Jo

Esta serie se llama la serie de Fourier de F'(6) y los coeficientes a,, y b, se llaman los coeficientes de
Fourier. Para una notacién més moderna y resumida, usamos la férmula de Euler e = cosf + isinf y

asi tenemos
1 27

Z ane™? con apn, = F(0)e~™0dp. (1.4.3)
2

n=—oo

Este fue el primer avance en el andlisis de Fourier.
Se estaba trabajando con funciones periddicas (de periodo 27) y estas funciones se pueden reescribir
como funciones definidas sobre el circulo unitario complejo S! = {619 |6 € R} Simplemente se hace:

f(€?) = F(0),

entonces en realidad se estaba trabajando sobre el espacio vectorial de las funciones complejas definidas
sobre S'.
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De aqui, el andlisis de Fourier se generalizo a funciones f : R — R tales que

| i < o

— 00

Los coeficientes de Fourier se generalizan a un operador lineal llamado la “transformada de Fourier”de f
y se define de la siguiente manera:

fla) = /700 f(t)e 2™t g,

Con respecto a las series de Fourier, bajo ciertas condiciones, se puede expresar a f en funcién de sus
coeficientes de Fourier (como en la ecuacién 1.4.3) y en el caso general se hizo algo equivalente: recuperar
la funcién original en términos de su transformada f. Esto se llama el Teorema de Inversion de Fourier:

Teorema 5 (Inversion de Fourier). Sea f una funcién tal que la integral de |f| y |f| sobre R exista,
entonces

| d@entis = () + 1)

donde f(t+) :=lUm,_,+ f(x).

Observemos que si f es continua en ¢, entonces el lado derecho es simplemente f(t). Hemos enunciado
esta versién del Teorema de Inversién de Fourier porque es el que mds probablemente usé Riemann (si
este no es el caso, entonces Riemann usé un teorema equivalente o mas débil).

Notemos que el Teorema de Inversién de Fourier nos acerca a la “inversiéon” que hace Riemann:

log (s o 1 [T log((s
gC( ) :/ J(l‘)l‘_g_ld.ﬁ J(.Z‘): 7/ gg( )l‘gds
] 0 271 J g ooi S

En la parte izquierda, el dominio de integracién es (0, 00) a pesar de que Riemann lo escribe previamente
como el intervalo (1, 00), pero como J(z) es constante y vale cero en (0,2), hacer este cambio de dominio
de integracion es perfectamente valido. Para hacer esta inversién, era necesario que Riemann modificara

la transformada de Fourier y definiera una nueva “transformada”:

h(s) := /OOO h(z)z=* ldx.

Con esta modificacién, Riemann demuestra un “Teorema de Inversiéon” referente a la nueva transformada:

(H»ioo~
h(z) = ! / h(s)x’ds, (1.4.4)

211 —i0o

donde Re(s) = a es fijo de tal manera que h(s) sea analitica en un semiplano que contenga la recta
Re(s) = a (este resultado aparece en la ecuacién A.31).

Esta nueva transformada fue estudiada formalmente por Hjalmar Mellin [12] en 1904, 45 afios después
del articulo de Riemann, aunque Mellin anteriormente habia usado esa transformada para estudiar férmulas
asintéticas para la funcién T', de hecho, la transformada que estudié Mellin —la que hoy en dia lleva el
nombre de transformada de Mellin— es un poco distinta. El signo de la s en el exponente de = en el
integrando de ambas integrales es distinto; la transformada de Mellin es:

h(s) := /OOO h(x)z*"‘de = h(—s),

también hay un cambio en el signo de s en su respectivo “Teorema de inversién de Mellin”. Usamos la
misma notacién porque ambas transformadas son esencialmente la misma.

A pesar de que Riemann fue el primero en trabajar con estas integrales como tal, Mellin fue el primero
en estudiar sistemdticamente la transformada y su respectiva inversién, como lo dice Ernst Lindelof [11]
en el obituario que le hizo la revista Acta Mathematica a Mellin.

Es interesante notar que Riemann pasa por encima del “descubrimiento” de la transformada de Me-
1lin, como si fuese apenas un resultado aparente o trivial del “teorema de Fourier”, mientras que este
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descubrimiento fue una aportacién sobresaliente en la matemaética de otro matemaético importante. No es
claro, del articulo, si Riemann sabia que la nueva transformada que definié iba a ser importante o de plano
penso que no valia la pena desarrollarla mas alla de lo necesario para el propédsito de su articulo.

Ahora, veremos cémo Riemann deduce su teorema de inversién escrito en la ecuacién 1.4.4. Esta
deduccién esta fuera del espiritu del articulo de Riemann: él pausa el flujo del articulo y se desvia para
justificar en general porque se vale 1.4.4. Su deduccién [13, lineas 70-79] no la hace para la pareja de
funciones s~ log ((s) y J(x) sino para unas funciones g(s) y h(z). Esta es la tnica parte del articulo en
donde Riemann trata un tema con generalidad; pausa el flujo del articulo para demostrar un lema y por
esto metemos el analisis de esta parte en los preliminares.

Primero demostraremos la validez del método de Riemann (i.e. su teorema de inversién) usando no-
tacién moderna, después analizaremos textualmente el articulo apoyandonos en la demostraciéon moderna
para entender los argumentos de Riemann.

Riemann empieza con la suposiciéon de que la ecuacién

g(s) = /OOO h(z)x"*dlogx = /OOO h(z)z =" dx (1.4.5)

es vélida para Re(s) = a > 1 fija. Observemos que aqui, g(s) toma el papel de la nueva transformada B(s)
Riemann aplica directamente el teorema de inversién de Fourier a esta expresién, pero para hacer esto
llevamos la integral a una integral sobre todo R con el cambio de variable 27u = log . Bajo este cambio,
la integral anterior queda como

g(s) = 27r/ h (€™ e 2™ du.

— 00

Este cambio se puede hacer ya que = > 0. Si escribimos a s como a + @b entonces la integral anterior queda
de la siguiente manera:

g(a+ib) = / {21h (e*™) e~ 2mual e=2miubgy,

Como Re(s) = a es fija, entonces la expresién dentro de los corchetes es una funcién que sélo depende de
u. Si la denotamos por f(u), entonces tendremos que

g(a+ib) = /OO fu)e 2™ ubdy,

Ahora, g(a 4+ ib) es en realidad una funcién que depende sélo de b, entonces tenemos que g(a + ib) = g(b)
es la transformada de Fourier de f(u).

Para el caso de Riemann, h(e?™) es su funcién contadora de primos que cumple J(x) < x, por lo tanto
h(e*™) < e2™ asi f(u) < 27e?™(1=%) Como habfamos supuesto que a > 1, entonces el exponente es
negativo y asi |f(u)| es integrable cerca del +o0o. Ahora, cerca de —oo, la funcién h(e*™*) es la constante
cero porque para u cerca de —oo, tenemos e2™ < 2 y asf J(e?™*) = 0, por lo tanto |f(u)| es integrable
cerca del —oo. Por lo tanto podemos aplicar el Teorema de inversién de Fourier a la pareja g(a+ib) = g(b)
y f(u) y obtenemos:

flu) = /OO gla + ib)e*™™bdb

— 00

U 1 > - mu(a+e
h(e? ):%/ gla + ib)e?m@+ib) gp,

— 00

Si volvemos a escribir 2ru = log z tendremos

1 [ ,
h(z) = — / g(a + ib)x* T db,

2 J_ o

por ultimo escribimos s = a + ib con —ids = db y obtenemos lo que queriamos:

a+1i00
h(x) 1 / g(s)x’ds

21t Jo—ioo
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que es a lo que llega Riemann en la ecuacién A.31.
El procedimiento de Riemann es un poco distinto en notacién y forma de exposicién pero es esencial-
mente el procedimiento anterior. En lugar de usar z~°, Riemann usa la férmula de Euler y escribe

—ib _ e—ib logz

x = cos(blogz) — isin(blog x).

De hecho, él separa la primera férmula 1.4.5 para g(s) en su parte real e imaginaria [13, linea 72]:
g(s) :/ h(z)z~*dlogx = / h(z)z~*"®dlog x
0 0
g(a + ib) :/ h(z)z~(cos(blog x) — isin(blog z))dlog x
0
:/ h(z)x™ % cos(blog z)dlog x — z/ h(z)z~*sin(blogz)dlog x.
0 0

A estas partes las denota por g;(b), para la parte real, y g2(b) para la parte imaginaria de g(a + ib); son
justo estas férmulas que escribe [13, ecuaciones A.28 y A.29]. El hace esto porque el Teorema de inversién
de Fourier es formalmente para funciones de una variable real.

Lo que hace a continuacién es multiplicar cada g;(b) por

cos(blog z) + isin(blog x))db = z**db
(cos(blog g

e integra de —oco a+oo [13, lineas 73-74]. Después de esta multiplicacién obtiene las dos ecuaciones

/ g1(b)z*db =/ (/ h(z)z™* cos(blog z)dlog x) zdb
0

z/ g2 (b)z®db = — z/ (/ h(z)x™*sin(blog x)dlog x) zdb. (1.4.6)
—0o0 —00 0

21w

Si tomamos otra vez x = e*™, entonces ambas ecuaciones se juntan (mediante la férmula de Euler)

en algo de la forma

/ g(b)€27riubdb _ / (/ {Qﬂ'h (627ru) e—27'rua} e—27'riubdu> eZﬂ'iubdb

que es la formulacién del teorema de inversién de Fourier:

flz) = [ O:O Fu)e®™ ™ dy = [ O:O ( [ O:O f(t)e2”utdt) 2

por eso Riemann dice que los lados derechos de las ecuaciones 1.4.6 se reducen a wh(z)x~® [13, lineas
74-75]. Observemos que, como él separa la parte real e imaginaria de g(s), s6lo aparece m y no 2w como
cuando nosotros usamos la formula de Euler. Después de esto, Riemann vuelve a juntar la parte real e
imaginaria de g(s) y despeja el término 2~ para obtener el resultado final [13, linea 75]. Por lo tanto,
para g(s) y h(x) que cumplen “condiciones suficientes”, como la pareja s~tlog((s) y J(z), se tiene el
teorema de inversién particular:

[e’e) 1 a+100
g(s) :/ h(z)z™*"'de +— h(z)= —/ g(s)x®ds.
0 271 Jy—ioo
En particular concluimos, como Riemann, que
1 a-+o00t 1
J(z) = —/ 0g¢(s) x°ds (1.4.7)
2% ) 4—ooi s

es vélido para Re(s) =a > 1y x > 0.
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Riemann vuelve a usar, aunque mas sutilmente, esta misma transformada para evaluar una expresién
que aparece mas tarde en el articulo. Usa su teorema de inversion para la pareja

1 A |
9(s) (z) 0 w<1

Aqui, 8 es un complejo tal que Re(8) < Re(s) = a. Para poder afirmar que sf se puede usar el teorema de
inversién que dedujo Riemann sélo basta ver que

[e%) [e%) B—s o 1
/0 h(z)z™* e = /1 2Pa= Ve = [a: ] =- =g(s),
1

B—s B8—s

donde Re(f — s) < 0 por nuestra seleccién del nimero complejo 3.

Para ver que h(z) satisface las condiciones del teorema de inversién de Riemann, observemos que, en
la demostracion anterior, aplicamos la inversiéon de Fourier a la funcién 27wh (62”“) e~ 2mua Cerca de +00,
tenemos que

o21h (627ru) 6727rua _ 271_6271'11,(67(1)

y como Re(f) < a, entonces la funcién 27h (62”“) e~ 2mue eg integrable cerca de +oco. Por tltimo, cerca de
—00, 2™ < 1yasih (62”) es la constante 0, por lo tanto también es integrable cerca de —oo.

Con estos dos resultados vemos que |27rh (62’”‘) 6*2”“| es integrable sobre todo R y asi se puede
aplicar el teorema de inversiéon de Fourier, y por lo tanto se puede aplicar el teorema de inversién que
deduce Riemann para la pareja g(s) y h(z). Concluimos con la férmula importante

1 fotic 1 2 oz >1
— Sds = - R 1.4.8
270 Jo—ioo S — BI s 0 z<1 (Re(B) < a) ( )

que usard en las ecuaciones A.39 y A.40 para evaluar un término que aparece en 1.4.7.14

1.5. La integral logaritmica

En el articulo de Riemann, la integral logaritmica Li(z) aparece como la culminacién del cdlculo
de la expresién analitica para J(x). Es interesante leer c6mo Riemann extiende la integral logaritmica
(originalmente una funcién real) a un dominio complejo sin mencionar un solo paso de este proceso [13,
lineas 91-100]. Aqu{ escribimos este proceso para que cuando se lea el articulo podamos manejar la integral
logaritmica con la facilidad con la que Riemann la usa en su articulo.

La integral logaritmica se define para = > 0 como

T _dt

® dt 0 logt six <1
Li(z) := V.p.C/ — =g ® - .
o logt lim, o+ [fo c lodgtt + flis T;igtt} siz>1

donde v.p.c se refiere al valor principal de Cauchy. El integrando tiene dos puntos importantes: ¢ = 0, 1.
Cuando ¢ = 0, tenemos que logt = —oco y asf el cociente se hace cero. Cerca del cero (del lado derecho) el
integrando (y asf la integral) es negativo. El otro punto importante es cuando ¢t = 1. El denominador se
hace cero y tenemos un polo. Este polo se traduce a un valor infinito de la integral porque cuando = es
cercano a 1, logx es de orden lineal:

r~1 = logz~z-—1.

Por lo tanto (logx)™t = O(x~!) y asf la integral se hace infinita.

M Es interesante notar que la ecuacién 1.4.8 se parece mucho a la férmula integral de Cauchy f (a) = fc % donde C
es una curva cerrada que rodea al punto s = a, para la funcién f(s) = z°. Es claro que en 1.4.8 el contorno es una recta
vertical infinita, pero se puede deducir esta férmula usando la férmula integral de Cauchy y el contorno que es un semicirculo
con el segmento de a — iT a a + i1 como didmetro, con radio 27" y con centro en a encerrando a s = f para alguna T'

suficientemente grande. De aqui se hace T' — oo y se deduce 1.4.8.
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Figura 1.5.1: Contorno de integracién para Li(z)

SRS o
7N
S . |
l1-¢ 1 l+e& X
Podemos concluir que Li(0) = 0 y Li(1) = —oo. Ahora, fuera del punto = 1, el Teorema Fundamental
del célculo nos dice que
d 1
2 Li(z) =
dx i(@) log x

lo que nos dice que para x > 1, la derivada de Li(x) es positiva y as{ Li(z) es creciente. Por otro lado para

x > 1, tenemos que
T odt Toodt
log x =~ —dt < —,
14e 1 14 logt

entonces es claro que Li(xz) — oo cuando x — oo.

En el dominio real (R), Li(x) es una funcién complicada de manipular porque es una integral divergente
cerca de x = 1. Entonces lo llevamos al dominio complejo para ver si podemos reescribir la integral en
otra mas manejable.

La integral logaritmica es bdsicamente integrar, sobre un subintervalo [0,z] del eje real, la funcién
1/log z pero en la prictica no podemos pasar por el punto z = 1. Entonces nos metemos al plano complejo
y rodeamos este punto singular mediante un semicirculo como en la figura 1.5.1.

Al camino que pasa por encima de z = 1 la llamamos CT. Notemos que C* depende de z, entonces
C*t = C™*(z), pero suprimimos esta notacién cuando es clara por el contexto. Si pasamos por abajo del
punto z = 1, a la trayectoria la llamaremos C~, de hecho, podemos pensar en C'~ como el conjugado de
ct.

Para ver que la integral compleja sobre CT si es un buen candidato para reescribir la integral lo-
garitmica, observemos que si 1 > ¢ > 0 (como en la figura 1.5.1) y hacemos € — 0 por el lado derecho, la

integral
/ dz
c+ log z

no cambia de valor porque para cada 1 > ¢ > 0, las C* resultantes se pueden deformar continuamente de
una en otra. Por lo tanto la integral anterior no depende de € y es por esto que la curva C* no se etiqueta
con una €.

Otra observacién importante es que si nos vamos por C~ en lugar de C, el valor de la integral va a
cambiar porque para pasar de C* a C'~ continuamente es necesario pasar por z = 1 y esto no se puede
hacer en el dominio del integrando 1/log z. Mds adelante veremos cudl es la diferencia entre los valores
de la integral segtn el camino que tomamos.

Ahora calculamos cudnto vale la integral sobre C*. Separamos al contorno CT en sus tres partes
principales: dos rectas y un semicirculo orientado negativamente. Primero recorremos del cero al 1 — ¢
sobre el eje real, luego recorremos el semicirculo con centro en 1 y radio € en sentido negativo hasta el
punto 1+ ¢ y de ahi nos vamos sobre el eje real hasta x. Al semicirculo lo denotamos por y*. Si hacemos

26



€ — 0, entonces tendremos que:

/ dz , dz , / / /x dz
= lim = lim
o+ log z e=0t Jor logz  e—0t |y logz + logz 14e logz
w ([ et )
= lim +
e—=0t | Jg log = 1te logz e—>0+ + log 2
= Li(z) + lim dz

e=0F Syt logz

Sélo nos falta evaluar la integral sobre vT. Intuitivamente, cerca de z = 1, la funcién log 2z se comporta
como la funcién z — 1, entonces si € > 0 es suficientemente pequeno se deberia de poder hacer

d d
/ : z/ = (1.5.1)
~+ log 2 v z—1

Ahora, si parametrizamos vt con z = 1 4 ce*? donde 0 va de 7 a 0, entonces

dz 0 cie'?do [T .
= — = df = —im
N z—1 » (I+ee?)—1 0

Si hacemos el limite cuando € — 0, tendremos la igualdad en 1.5.1. Por lo tanto

/ i) — i
o+ logz

y asi podriamos definir la integral logaritmica como

dz
Li = 7T
i(x) /C+ Tog 2 +im

Observemos que si hubiéramos integrado sobre C'~, se hacen los mismo célculos salvo que v~ se parametriza
con 1+ ce?? donde 6 va de —7 a 0 y asf la constante que nos sale es la misma salvo un cambio de signo:

dz
Li(z) = _ .
i(x) /cf Tog 2 im

Es importante notar que el valor de la integral de dz/log z cambia por 27 si se cambia del contorno C'*
al contorno C'~ y viceversa.
Esta integral compleja no es la que aparece en el articulo de Riemann. La que aparece es [13, ecuacién

A .43]
x Z’B_l
/ dz
o logz
donde la notacién de Riemann se refiere a senalizar una trayectoria que va de 0 a x sobre el eje real salvo
una desviacién pequena hacia el plano complejo para evitar el 1. Esta tltima integral generaliza la integral
que habiamos estado estudiando que es el caso particular de g = 1.

Al parecer, la integral anterior ya no se parece a la integral logaritmica, pero hay un proceso sencillo
para relacionarlas. Primero fijamos & > 1 y definimos

B—1
Gt = Z—a
() /C .

+ logz

y similarmente para G~ () donde la integracién se hace sobre C'~. La integral s6lo tiene un punto pro-
blemético z = 0, porque el contorno no pasa por el otro punto z = 1 posiblemente problematico. Tenemos
que la norma del integrando, cerca de z = 0, cumple

ZB_l ZRe(B)_l

log z —log 2z
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porque cercano al cero, z € C* toma valores reales. Observemos que el denominador se hace —oo entonces
si pedimos que Re(8) > 0, la integral converge, por lo tanto la integral

p—1
/ S
o+ logz
estd bien definida en el semiplano Re(8) > 0. Lo mismo sucede para la funcién G~ ().

Para demostrar que define una funcién analitica de g, usamos el Teorema de Morera. Sea o una curva
cerrada en el semiplano Re(5) > 0. Entonces

LG*(ﬂ)d@ - /U/C+ ffg;dzdﬂ - /m 10; </U zﬁldf}) dz

donde el intercambio del orden de integracion se puede pues ambas son integrales de funciones continuas
sobre conjuntos compactos. Como z°~! es una funcién analitica de 3 en el semiplano Re(3) > 0, entonces
el Teorema de Cauchy nos dice que su integral sobre cualquier curva cerrada es 0. Por lo tanto

[ 6+ 3as=o

para todo o. Con el teorema de Morera concluimos que G*(f) es analitico en el semiplano Re(3) > 0.
Este hecho nos permite calcular la derivada de G ():

d d 281 d (281

— Gt = — dz b = — d

e P = 5 {/c log 2 Z} L. i {logz} ?

/ Li {e(ﬁ—l)logz} dz = / logze(ﬂ—l)logzdz
c+ logz dp c+ log 2z

/ P14z,
C+

Como |27~ = 2Re(B)=1 y Re(B) > 0, la integral anterior siempre converge porque podemos deformar el
contorno CT hacia el eje real porque z = 1 ya no es una singularidad del integrando. Después de esto,
obtendremos una integral real elemental. Por lo tanto

d _ 2P w_ 1 5
@G"_(ﬂ) _ {ﬂ}o _ Bm ) (1.5.2)

Esta férmula es muy importante para el articulo pues permite reescribir la férmula para J(z) que deduce
Riemann a lo largo de su articulo en términos més elementales (en particular, de la integral logaritmica).

Todo esto se ve muy bien, pero ;qué tiene que ver G*(3) con Li(z)? Volvemos a fijar z > 1y
consideremos, por el momento $ > 0 un real. Consideremos el cambio de variable u = 2% con logu =
Blog z, entonces tenemos que dz/z = du/uf. Por lo tanto

-1 B
e I g -y .
c+ logz c+ logz z [c+)? loguup (c+)? logu

donde [C*]? es el contorno que sale de elevar cada elemento del contorno C* a la 3. Entonces el contorno
[CT]? empieza en 0 y recorre el eje real hasta (1 — ¢)?, rodea el 1 en sentido negativo hasta el punto
(1 +¢)? y de ahi recorre el eje real hasta el punto 2”. Para ver esto bien, observemos que cuando 3 es
real, las partes de Ot que estdn sobre el eje real se mapean al eje real bajo la funcién z°. La tinica parte
que falta ver bien es el semicirculo 4. La funcién z? hace |z| |z|ﬁ y arg z — [arg z. Entonces, si el

semicirculo es suficientemente pequeno, |z| = 1 y asi |z|B ~ 1. Similarmente, arg z &~ 0 pues z estd muy
cercano al eje real, entonces farg z =~ 0. Con estos dos argumentos podemos afirmar que el semicirculo se
mapea a una curva que empieza en (1 —¢)? y termina en (1 + ¢)? que no le da una vuelta completa al 1
porque arg (zﬁ) = Bargz > 0 pues B > 0 y asi 2° siempre queda por encima del 1.
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Concluimos que [C*]ﬁ es casi idéntico a C* y con el Teorema de Cauchy, es lo mismo integrar sobre
[C*]” que sobre C*. Por lo tanto

X _ 2P _ du CLi(2f) —ir
G™(B) /C dz /[C+] Li(27) — im.

+ log 2z s logu

Con esto podemos definir
2Pl

Li (xﬁ) = z'7r+/

o+ logz

e idénticamente

2B
dz

Li(2'77) := —ir +/
C

cuando 1—/ > 0. Este cdlculo fue para 8 > 0 real (o para 1— > 0 real), pero como las integrales convergen
en los semiplanos Re(5) > 0 y Re(8) < 1, entonces las férmulas anteriores representan extensiones
analiticas triviales de Li (:cﬁ) y Li (aslfﬁ) a los semiplanos Re(8) > 0 y Re(8) < 1 respectivamente. Por
lo tanto tenemos las siguientes extensiones analiticas para x > 1:

~ logz

B—1
Li(") — iﬂ/m edz Re(3)>0
-B
Li(z'77) = —i7r+/c_ i)gzdz Re(B) < 1. (1.5.3)

La razén para usar C'~ en la extensién de Li (xl_ﬂ ) se entiende al final del articulo cuando Riemann evalia
las integrales que aparecen en su férmula para J(x). Observemos que, por virtud de 1.5.2; la derivada de
Li (a:ﬁ) es %zﬁ.

1.6. Un caso particular de las funciones © de Jacobi

Hoy, las funciones 6 de Jacobi son una clase de funciones de varias variables complejas que tienen
muchas propiedades de simetria. La forma general se define como:

oo

@(277_) _ Z ewin27627rinz

n=—oo

donde la serie converge para toda z € C y para toda Im(7) > 0, es decir, para 7 en el semiplano superior
del plano complejo.'® Los limites de la serie es la notacién estdndar para:

[e) N
E ap = lim E -
" N—o0 "
n=—N

n=—oo

Historicamente, la funcién © no aparecié con su definicién moderna, pero ciertos casos particulares
fueron estudiados por Carl Gustav Jacob Jacobi en su libro “Fundamenta Nova Theoriae Functionum
Ellipticarum” en 1829 [10]. El caso particular que vamos a estudiar es la funcién:

o0

Y(z) == 0O6(0,ix) = Z e—ﬂnzm

n=—oo

donde x > 0 para que iz efectivamente esté en el semiplano superior.
De hecho, Riemann (en su articulo) usa una versién distinta de ¥(r) que aparece naturalmente al
demostrar la ecuacién funcional de ((s). En el articulo aparece la funcién:

U(x) = i e~me
n=1

15Este hecho no lo demostramos porque no es necesario para este trabajo pero se puede verificar en libros de variable
compleja en varias variables.




cuya serie converge para todo valor x > 0 porque la cola de la serie estd claramente dominada por > n=2
Observemos que ¥(x) es como la “mitad” de ¥(x), efectivamente:

1+ 2%(z —1+Ze ”"’”—I—Ze_”( n'e = i e_”"szﬁ(x)

1 1

1420(x) =9(z) <<= Y(z)= 519(37) ~ 3 (1.6.1)
Aqui hacemos una pausa para verificar algunas propiedades bésicas de ¥(z).

Definimos un subespacio de las funciones f : R — R infinitamente diferenciables, que se llama el

espacio de Schwartz y se denota por S(R). Definimos que f € S(R) cuando cada derivada de f decrece a

0 mas rapido que cualquier potencia 2~ para toda t > 0, es decir:

’ F ()

lim
|z] =00

= =0 Vti>0yneN.

Estas funciones se comportan muy bien: son claramente integrables sobre R y forman un subespacio de
C*®°(R). Por ejemplo, como ¥(x) estd definida para z > 0, restringimos el espacio de Schwartz a Rt y
obtenemos ¥(z) € S (R™). Para ver esto hay que calcular la k-ésima derivada de ¥(z). Empezamos con
la k-ésima derivada de los sumandos de la definicién de ¥(zx):

— n"e
dz*
entonces la serie de derivadas
oo oo
dk . k _
E —e nI:(_ﬂ_) E ’I’L2k6 ™o
T
n=1 n=1

converge uniformemente sobre cualquier compacto K en R™, también sobre intervalos de la forma [, c0)

con € > 0, porque
< ane—Tm € < i

"I’LQk —mn’x <=
n

para n suficientemente grande, donde € < x para todo z € K. Asi podemos aplicar la prueba M de
Weierstrass para confirmar la convergencia uniforme de la serie de las k-ésimas derivadas. Por lo tanto
podemos intercambiar la derivada con la serie para concluir:

para todo x > 0.
Ahora hay que verificar que el orden de ¥(*)(z) sea mayor que el orden de z~* para t > 0 arbitraria.

Calculamos el limite:
oo
_ k; — 2 _
t \I/ E le ™o, t.
n=1

nac

Como la serie sigue convergiendo uniformemente (pues e~ * — 0 cuando |z| — 00) podemos hacer

oo
§ ka—nw—t

k
x” d\Il()

Tk = lim
T

|z]| =00

lim
|z] =00

2
< k§ :an lim ‘ —n xx—t‘

|z| =00

= 0.

El intercambio del limite y la serie se puede porque para |z| suficientemente grande, se tiene que z € [g, 00)
para alguna € > 0 donde la serie converge uniformemente.
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Por lo tanto ¥(z) € S (R™). Esta propiedad es importante para justificar cuestiones de convergencia
més adelante. Ahora regresamos al articulo de Riemann.

Para demostrar (por segunda vez) la ecuacién funcional de ((s), Riemann usa un resultado de Jacobi
de la seccién 65 del “Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum” que da una ecuacién funcional
para ¥(z). Riemann lo escribe como:

1420(x)
1429 (z71)

Sl-

0, si usamos la notacion de la funcién 99,

Iz~  x
Aqui lo demostraremos usando resultados bésicos del analisis de Fourier. Enunciamos dos lemas que
necesitaremos.

Lema 6. Para toda u € C se tiene que

2 o0 2 .
e~ U :/ e~ 627”Iud(E.

— 00

o0 2
/ e ™ dr=1

porque con un cambio de coordenadas polares tenemos que

o0 2 2 o0 o0 2 2
(/ e ™ dm) :/ / e T eT ™ dady
- 7271' 700 R
:/ / e ™" rdrdf
o Jo

2m
:/ Lap=1.
0 2

En la primera integral hacemos el cambio de variable x = y — iu y vemos que el contorno original (el eje

real) se cambia a un nuevo contorno que resulta ser una recta vertical en el plano complejo. Este cambio
2
™

Demostracion. Primero sabemos que

de contorno es una homotopia entre ambas rectas pues la funcién e~ no tiene singularidades, por lo
tanto el Teorema de Cauchy garantiza que las integrales no cambian de valor. Si desarrollamos la nueva
integral obtenemos lo que queremos:

) 2 oco+iu g oo g
1 :/ e " dx :/ e W= gy z/ e W gy
—00 —oo+iu —00

/OO 77r(y272iuy7u2)
= e dy
—o0
& 2 : 2
:/ e~y eQmuyeﬂ'u dy
—00
oo

2 2 .
e U :/ e~ ™Y 627muydy'

O

En el siguiente lema no demostramos todos los resultados de series de Fourier que se usan, pero se
escribe una demostracién formal. También se pueden reducir las hipdtesis del Lema a unas menos fuertes
pero para este caso es suficiente.

Lema 7. (formula de la sumacidn de Poisson) Sea f: R — R una funcion en el espacio S(R). Entonces
si hacemos

flw) = / F@)emimd,
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podemos concluir que
[ee] (oo}
> f)y= > f(n).
n=—oo n=—oo
Demostracion. Este lema se demuestra usando herramienta de series de Fourier aplicadas a la funcién

F(x) =>"_ f(z + n) que tiene periodo 1 porque

oo

Flx+1) = Z flx+(n+1)) = Z flx+n)=F(x).

n=—oo n=-—oo

Una funcién que cumple esto junto con lo que habifamos pedido para f(z) (suavidad y convergencia rdapida
al cero cuando = — 0), se puede expresar, segun la teorfa de las series de Fourier (véase la seccién 1.4 y
la férmula 1.4.3), como:'¢

F(.CC)Z Z ane%rixn

n=—oo

donde . L e
ap = / flz)e 2™ nedy = / Z f(x+m)e 2™ dy,
0 0

m=—oo

La convergencia uniforme de la serie nos permite intercambiar la suma con la integral. Después hacemos
el cambio x +m = y y obtenemos

e m—+1 )
> [ rwermnemay

Qp =
m=—oo v M
— Z lemnm/ f(y) B_Zﬂlnydy.
m=—oo m
donde 2™ = 1. Por lo tanto tenemos que

0o m+1 0o
w= 3 [ r@ermay= [ ey

m=—oo Y M -0

=f(-n).
Con esto concluimos que

Z f(x+n)=F(z)= Z 7 (—n) e2rion

n=—oo n=-—oo

y si hacemos x = 0 obtenemos:

Yo f)=FO)= Y f(=n)= Y fn).

n=—oo n=—oo n=—oo

Con estos dos lemas podemos demostrar la ecuacién funcional de 9(x):

Teorema 8. Para x > 0 tenemos que ¥(x)y/z =9 (') y asi

14+2¥() 1
1+20(x1)

B

16Como Y f(x + n) sélo toma valores distintos cuando x € [0,1), se puede encontrar una constante M > 0 tal que,
S f(x+n) <MY f(n) entonces la serie converge uniformemente porque f(n) decrece muy rdpido conforme va creciendo
Inl.

32



Demostracién. Observemos que la funcién g(y) = =™ estd claramente en S(R) y que el Lema 6 nos
dice que su transformada de Fourier es ella misma:

9]
g(u) — / e—ﬂy2627riyudy — e_ﬂ'uz _ g(u)
—0o0

Ahora, sabemos que integrar sobre R tiene la propiedad de “dilatacién”:

5[ O; fony = [ O; F(w)dy

donde 6 > 0 (esto se sigue inmediatamente del cambio de variable x <> dz). Entonces, si en lugar de usar
g(y) usamos g(y/7), es decir “dilatamos” la integral —de la definicién de la transformada de Fourier— con
un factor positivo § = /= (para z > 0), es claro que

= 1 1 -
g(u/z) = 70 <“> = T (1.6.2)
Por otro lado, la definicién de 1 nos dice que

oo

d(x)= Y g(nva),

n—=—oo

entonces si aplicamos la férmula de sumacién de Poisson a g(n+/x), junto con 1.6.2 obtenemos lo que
queremos:

@)= 3 aovE)= 3 gl = 3 e
Ziﬁ(xfl).

VT

Cabe mencionar una ultima cosa de ¥(x). Si sustituimos 2 por cualquier complejo z obtenemos

&S] o0

) 2
§ e~ Tz < § ‘6 nmwz
n=1 n=1

por lo tanto ¥(z) se extiende naturalmente al semiplano Re(z) > 0.

2
e " 7rRe(z)’

iyt
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Capitulo

El articulo de Riemann

2.1. Extensién analitica de > n™*

La relacién entre > . n~ %y [](1 — p*5)71 es lo que motiva un estudio analitico de > n~* para ver si
esto arroja resultados sobre los niimeros primos. La extensiéon analitica que hace Riemann es del estilo de
Euler cuando él extiende la funcién factorial; a diferencia del estilo analitico de Weierstrass y su proceso
de continuacién analitica por pedazos con series convergentes. Entonces el método de Riemann se parece
al método de Euler en el sentido de encontrar una expresion que “always remains valid” [13, linea 10], i.e
una férmula para toda s € C que, restringida al dominio original, coincide con la funcién original. Esta
férmula la denota por ¢(s). Por lo pronto al principio del articulo ((s) := Y n™* y es una funcién definida
en el semiplano Re(s) > 1.

Lo primero que hace Riemann [13, linea 11] es tomar la forma integral de II(s — 1) y hace el cambio
de variable y = nz (con dy = ndx) para obtener:

oo n-oo
H(s—1)= / e Yy ldy = / e (na)* ! ndx
0 n-0

= / e " ntr*ldr
0
1 > —nzx,s—1
—II(s—1) = e "t dx
ns 0

donde tomamos s > 1 para que se pueda pensar en ((s) y tomamos n > 1.
Ahora, Riemann suma la igualdad sobre todos los naturales positivos para obtener [13, ecuacién A.2]:

o0

Z 11_[( 1)_%/00 —nx s—ld
e S = . o e X X

n=1

II(s — 1)¢ / Z e sy,
n=1

El intercambio de la integral y la serie se puede justificar con el Teorema de Convergencia Monétonal si

definimos N
fN(x) _ Zefnm s—1 _ 75~ IZ —nw

n=1
Como e~ > 0 para toda n y z, tenemos que fy(z) es una sucesién no decreciente porque siempre
estamos sumando cantidades no negativas, i.e. fy(x) < fyi1(x) para toda z € (0,00). Por otro lado

tenemos que
N [eS)
n s—1 n
lim fN()zhch E =z g T
N—00 1
n=1 n=

!Dada una sucesién {fy }de funciones integrables con fxn : R — R U {#oco} de tal manera que fny < fyi1 para toda
N eNylimy_ ;o0 [z fN < 00 entonces f :=supy¢y fv es integrable y [p f =limy o0 [ fN-
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donde r = e™® < 1 para toda x € (0, 00). Entonces tenemos una serie geométrica convergente sin el primer

término:
1 T 1
1 s—1 —1) = s—1 — ps—1
NgnoofN( r) =z (l—r > v (1—r> . r=1 -1

Por iltimo:

i 1
. ) e T S 1 _ _ _
A}gnoo/o fn(z)de = ngnoo Z/ dx =TI(s 1)
lim / fn(x)dr < oo <= Re(s) > 1
0

N—oc0

Por lo tanto, para s > 1, lim [ fy < co y podemos aplicar el Teorema de la Convergencia monétona para

concluir que
Jin [ v = [ e

Z/ NS 1d:z:—/ em_lda:. (2.1.1)

Por lo tanto obtenemos

/Oo ::11 de =T(s —1)¢(s) (s >1) (2.1.2)
0

que es la ecuacién que obtiene Riemann (ecuacién A.3).

El propésito de deducir la igualdad anterior es reescribir ((s) en términos de otras funciones més
sencillas de manejar analiticamente. El lado izquierdo es una funciéon de s que esta bien definida en el
semiplano derecho Re(s) > 1. Ahora, Reimann quiere reescribir esa integral para que induzca una funcién
de s que sea analitica en todo el plano complejo y que, restringida al semiplano Re(s) > 1, coincida con
la integral del lado izquierdo de 2.1.2. Lo t1til de la igualdad anterior es que la integral del lado izquierdo
facilita extender analiticamente el lado derecho por métodos empiricos:

Cuando se us6 el Teorema de Convergencia Monétona, la serie > e~"* no convergia uniformemente en
el dominio de integracién (0, c0) porque la variable x se puede acercar arbitrariamente a = 0 donde la
serie diverge. Entonces si queremos que esto no suceda, tenemos que alejar el dominio de integracién del
0 pero que de alguna manera se siga integrando de 0 a co. El plano complejo nos permite hacer justo eso.

En lugar de integrar sobre el eje real positivo, integramos alrededor del eje real positivo rodeando al
cero. Gracias a esta idea de pasar al plano complejo para reescribir la integral del lado izquierdo de 2.1.2,
Riemann propone la integral [13, linea 13]

S
/ (c)” do (2.1.3)

et —1 x

donde el contorno se toma “from +o0o to 400 taken in a positive sense around a domain which includes
the value 0 but no other point of discontinuity of the integrand in its interior.” [13, lineas 14-15]. Como
Riemann no especifica su contorno, podemos usar el Teorema de Cauchy para definir cualquier contorno
que queramos, con que siga cumpliendo lo que él pidié. Esta puede ser la razén por la cual no define
explicitamente el contorno que usa.

Cuando Riemann menciona que el contorno rodea un dominio que incluye el cero pero ninguna otra
singularidad del integrando de 2.1.3 tampoco define rigurosamente ese dominio pero, otra vez, el Teorema
de Cuachy nos permite escoger el ‘dominio’ que queramos mientras cumpla lo que él queria. Entonces si
tomamos el conjunto de complejos que distan del eje real positivo menos que una constante € > 0 que sea
menor que 2w, observamos que la frontera de ese conjunto forma un contorno que cumple la propiedad
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Figura 2.1.1: Contorno de integracién para extender ((s)
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que quiere Riemann porque sélo encierra al 0 y ninguna otra singularidad del integrando que son de la
forma £2nmi. A este conjunto lo denotamos por D(g) y se puede definir rigurosamente como

D(e) := U{zEC||zfm|<s}.

x>0

Gréaficamente se puede ver un ejemplo concreto D(e) con € = 7 en la figura 2.1.1.

Es importante notar que no estamos integrando sobre el eje real positivo pues aqui la funcién multi-
valuada (—xz)*~! = e(s=1108(=2) o5 discontinua gracias al término log(—z). Para definir bien esta funcién
y asi definir el integrando de 2.1.3, tomamos el corte de ramificacion como el eje real positivo junto con
el cero. Con este corte, cuando z es un real negativo, log(—x) es real. Este corte es al que alude Riemann
cuando dice “the logarithm of —x is determined so as to be real when x is negative.” [13, lineas 16-17]

Por 1ltimo, cabe mencionar que la integral 2.1.3 no es la integral del lado izquierdo de 2.1.2, pero ésta
tltima se puede obtener de la primera con un proceso de “implosién”:

Como la integral alrededor de D(g) no depende de ¢ (mientras que éste cumpla 27 > ¢ > 0), entonces
si hacemos € — 0, por un lado, la integral se mantiene constante y por el otro lado, la integral tiende
a algo similar a la integral de 2.1.2. En realidad este proceso no es sélo colapsar la frontera de D(e) al
dominio original de integracién (0, c0). Primero se “explota” el eje real no-negativo y se lleva a la frontera
de D(g) y después este contorno se colapsa otra vez al eje real no-negativo. Este método le permiti6 a
Riemann generalizar 2.1.2 a una integral que no tiene problemas de convergencia ni restricciones para s.
Este proceso de implosién es el que hay que hacer y se hace simplemente haciendo D(g) — R>¢ al tomar
e—0T.

Este proceso de implosién no nos va a regresar la integral de 2.1.2 tal cual. Colapsar D(e) a (0, 00) es
lo que hace aparecer el factor (e’”s — e”s) en el resultado de Riemann [13, ecuacién A .4]:

s ) ) 00 s—1
(-2)* dv = (7' — ') 3: dzx. (2.1.4)
0 et —1

et —1x

Para evaluar el lado izquierdo de la igualdad anterior y confirmarla, separamos el contorno dD(g) en tres
partes: dos rectas horizontales y un semicirculo de radio € con centro en el origen (denotado por ~):

AT i€ _)s—1 _)s—1 —ie+oo ([ ,\s—1
/ (=2) dﬁ:/ (G dac+/ () dx+/ (G
ape) e —1 @ ietoo €7 —1 et —1 e er —1
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La notacién de la primera integral se refiere a empezar en 400 y bajar por la recta horizontal hasta el
punto ie. Similarmente, la tercera integral se toma sobre la recta horizontal que une —ie hasta +o0c. Ahora

sabemos que
(_x)sfl _ e(sfl)log(f:r)

y sabemos que log(—2) toma una infinidad de valores, entonces hay que escoger dos, uno para cada integral
sobre las rectas horizontales, de tal manera que sea continua esa funcién porque las rectas horizontales
estan de lados opuestos del corte de ramificacién y al rodear por 7. tenemos que tener cuidado con el valor
de log(—x) al dar esta vuelta en sentido positivo alrededor del punto de ramificacién.

Cuando estamos sobre el eje real positivo, los puntos son de la forma x = y + i€ con y, e > 0, entonces
el argumento (donde tomamos la rama principal de arg(z)) es cercano a 0 pero positivo. Entonces los
puntos —x tienen argumento cercano a —m pero negativo, es decir no se pasan a estar cercanos de .
Entonces en la primera integral tomamos

log(—z) = log(x) — im (x =y+ie)

pues tomamos log (—1) = —iw. Ah{ se toma la rama principal del logaritmo que es la rama principal del
argumento. De la misma manera, para la tercera integral (sobre la recta horizontal por debaje del eje real)
tomamos

log(—z) = log(x) + im (x =y —ie)

pues si damos la vuelta al origen en sentido positivo el argumento de —z cambia de —7m a m de manera
continua.
Con estas definiciones calculamos

i€ _)s—1 i (s—1)log(—=x) i€ —(s—1)im ,(s—1) log(z)
/ 7( z) de = / S dx:/ ¢ ¢ dx

e+o00 er —1 e+o00 et —1 e+o00 er —1
ie (s—1) log(z)
Ry e
— 6(1 s)mr/ - dx
ie+00 er —1
donde '™ = —1. Este cambio de signo lo usamos para cambiar el orden de integracién y concluimos:
= s—1 ie+oo ,.s—1
-z s x
/ o m) dr =e “”/ ——dx.
ietoo €7 T 1 i€ e* —1

De manera andloga, la tercera integral sobre la recta horizontal inferior se reduce a:

—ietoo s— 1 —ie+oo .s—1
/ 7(_96)& dx = —esm/ v dx
- )

T _ T _
i€ € 1 —ie € 1

Aqui no cambia el orden de integracién pues queremos que coincida con la integral anterior y con 2.1.2.
Por ultimo falta ver que sucede con la integral sobre el semicirculo «.. Sustituimos en esa integral la
parametrizaciéon z = e’ donde 7/2 < 6 < 37/2. Aqui dr/x = idf, entonces:

)8 31/2 (03
/(x)di:i/ =) e,
o U /2 et —1

Evaluar esta integral no es necesario, sélo hay que ver su comportamiento cuando ¢ — 0. Si escribimos

z
9(2) = =
entonces, como |e * — 1| = O(|z]) cuando |z| — 0, entonces |g(z)] = O (\z|871). Por lo tanto, cuando

Re(s) > 1, tenemos que g(z) — 0 cuando z — 0. Ahora, con esta notacién tenemos que:

s 3m/2 ) 1 37w/2 ]
/ (-2) dz = z/ g (—56’9) df =im | — / g (—56“9) do |,
vwet—lua /2 T Jw/2
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es decir, la integral sobre 7. es igual a im veces el promedio de g(z) para z € ~.. Ahora, si Re(s) > 1,
cuando € — 07 el promedio de g(z) se hace cero pues g(z) — 0 cuando z — 0 (en este caso z = —ee'?).

Por lo tanto
) (—x)® dx
lim - =

e—0t J, et —1x
€

Ya contamos con todas las herramientas para verificar 2.1.4. Tenemos que para Re(s) > 1:
—x)® d —x)®d
/(x)g_h,m/ (—2)* dz
e* -1z =0t \Joape) e* —1
) ietoo  .s—1 —2)5 d ) —igtoo .s—1
lim e_s”r/ L e +/ (-2) @ eS”/ v dx
e—0+ ie et —1 e e et —1

“+o0 s—1 “+oo s—1
— efsiﬂ' z dr — esiﬂ' z dx
0 et —1 0 er —1

Por lo tanto verificamos oo )

00 _

/ (_x)s dﬁ — (e—i‘n's _ ei‘n’s)/ z® dx
1o €11 o €e*—1

donde la notacién del lado izquierdo se refiere a integrar sobre el contorno que definié Riemann. Por
cuestiones de notacién, escribimos +oo en lugar de sélo co, como lo hace Riemann [13, ecuacién A.6], para
hacer explicito que el contorno va de +00 a +00 rodeando el eje real positivo; hace alusién a que empieza
y termina en el “infinito de los reales positivos.”

Para simplificar esta expresién y poder sustuirla en 2.1.2, recordemos que el seno, como funcién de
una variable compleja, se define como

62’2 _ efiz . .
sinzg:= — = 2isinz =e"* —e %,
29

por lo tanto si sustituimos z = —7s tenemos:

—iTSs

— €™ = 2jsin(—7s).

Como el seno es una funcién impar podemos reescribirlo como —2isin(ws) y con esto tenemos:

+oo (_ ,\s d e’} s—1
/ (-a)* do = —2isin (WS)/ * dzx.
1o P =1 o e*—1

Ya podemos reescribir la integral en 2.1.2. Para el caso de Re(s) > 1, sustituimos la igualdad anterior en
2.1.2 y obtenemos:

+oo —2)¢ dx
QSin(ﬂ's)H(s—l)C(s):i/ (=) d (2.1.5)

1o € —1x
donde pasamos el —i al otro lado de la ecuacién para coincidir con el resultado de Riemann [13, ecuacién
A.6].

Riemann se queda con 2.1.5 y simplemente menciona que ésta es la férmula para ((s): “This equation
now gives the value of the function ((s) for all complex numbers...” [13, linea 19]. Para verificar que
efectivamente ya tenemos una extensién analitica de ((s), despejamos la ecuacién 2.1.5.

Por el Teorema 3 de la seccién 1.1, sabemos que

Por lo tanto, si sustituimos esta expresion para sinzs en la ecuacién 2.1.5, obtenemos

TRarde w1y
[m er —1x _H(S)H(—S)2H( 1)¢(s),
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pero la ecuacién funcional de TI(s) nos dice que TI(s) = sII(s — 1), entonces

oo (—x)s dz  2mis . s
oo € —1a H(s)H(—s)H( 1)¢(s)
_ 2mis I(s) .
CII(s)(—s) s ¢(s)
= 2T ()
II(—s)

Al despejar ((s) concluimos que para Re(s) > 1 tenemos

—5 oo () dx
¢(s) = i) / (=2) d— (Re(s) > 1). (2.1.6)

2m J i €' =1 =z

Dedujimos esta igualdad usando Re(s) > 1, pero el lado derecho de la igualdad esté definida para toda

s #1,2,3,... donde el factor TI(—s) tiene un polo, pero sabemos que para s = 2,3,... la funcién {(s)
coincide con la serie Y n~® que es convergente, entonces la integral del lado derecho debe tener ceros en
s =2,3,... que cancelan los polos de II(—s). Por lo tanto si definimos:

—s T ()8 dx
C(s) = H )/ (Co) do (2.1.7)

2t Jip €8 —1 =z

tendremos que para valores reales mayores que uno ((s) coincide con > n~°. Riemann no menciona
explicitamente la definicién 2.1.7 como definicién de ((s), pero la férmula que propone en 2.1.5 define
implicitamente a ((s).

Hemos manipulado algebraicamente la férmula 2.1.5 para llegar a 2.1.7 que es una férmula vélida para
toda s en el plano complejo porque la integral de 2.1.7 converge para toda s € C pues el integrando se
anula mds rdpido que cualquier funcién racional en x (as{ podemos acotar la cola de la integral por una
funcién racional como x~2 cuya integral si converge).

La integral que propone Riemann 2.1.7 (junto con el factor 1/27i), es una funcién de s y la denotamos
por I(s). Por lo tanto tenemos que ((s) = II(—s)I(s). Para ver que I(s) es una funcién entera usamos el
Teorema de Weierstrass sobre la convergencia uniforme de funciones analiticas.?Definimos I,,(s) como:

In(s) ._i o (z2)° di
N omi Joy v =1 @

es decir estamos integrando alrededor del eje real no-negativo del punto N + i€ al punto N — ic en lugar
de rodear todo el eje real no-negativo. Otra forma de pensarlo es que estamos intersectando dD(g) con el
semiplano izquierdo Re(s) < N. Vamos a demostrar que {In(s)} — I(s) uniformemente sobre cualquier
compacto de C para concluir que I(s) es una funcién entera (es claro por la construccién de In(s) que
converge puntualmente a I(s)).

Sea K C C un compacto, entonces para cada s € K tenemos que hay una constante positiva M tal
que |s| < M, entonces:

el < = [ [C2)
21 Jn et —1| |z
1 +N | _M|log(—=z)| d
S € ’f” (2.1.8)
21 Jin er —1 ||

porque |(—z)%| = |es1o8(=2)| < elslllea(=2)l v porque |s| < M. Como la integral 2.1.8 ya no depende de s,
entonces la denotamos por uy.
Ahora observemos que:

1 [t

Iim uy = —

eMllOg(fw)l dx
n—o00 2 Too

S <
er —1 || >

28i fn(z) es analitica en una regién €2, y la sucesién {fn(z)} converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto
de una regién (2, entonces lim fy,(z) := f(z) es analitica en Q. [1]
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porque el denominador del integrando crece més répido que el factor eM11°8(=2)1 3 Por lo tanto tenemos
que para s € K:

lim [In(s)] < lim uy < oo
N—o0 N—oc0

y asi, {In(s)} converge uniformemente a I(s) sobre cualquier compacto K. Por tultimo sélo falta ver que
cada In(s) es una funcién entera de s, pero con el Teorema de Morera es casi inmediato: sea o una curva

cerrada en C, entonces:
)
I —ds
/U ~( 271'1 / / N €% —

iy G

donde el intercambio de las integrales se vale porque ambos dominios de integraciéon son compactos y el
integrando es una funcién continua de z y s. Por tdltimo, la integral sobre o se anula porque (—x)*® es una
funcién entera para toda x en el otro dominio de integracién. Entonces

/ In(s)ds=0 Yo,N

y asi cada Iy (s) es entera. Con esto terminamos la prueba de que I(s) es una funcién entera.

Por lo tanto ((s) = II(—s)I(s) es una funcién analitica salvo en los posibles puntos probleméticos
s=1,2,3,..., porque es aqui donde II(—s) tiene polos simples. Pero cuando s asume los valores 2,3, .. .,
sabemos que ((s) coincide con Y n~° que sabemos que converge. Por lo tanto la integral I(s) debe tener
ceros en estos valores para cancelar los polos de II(—s). Entonces el inico punto problemédtico es s = 1.
Si nos acercamos al 1 mediante los reales mayores que 1 tenemos que:

lim ((s) = lim Z — Z

s—1t s—1t
n=1

Entonces tenemos un polo simple en s = 1, pues el polo de II(—s) es simple. Por lo tanto tenemos la
siguiente definicién.

Definicion. La funcién zeta de Riemann se define como

II(—s) /+°° (—z)* dx

W= o1 e

y es una funcién meromorfa con un polo simple en s = 1.

Cabe mencionar que Riemann usa la notacién ((s) := > n~° desde el principio del articulo, es decir:
“the function of a complex variable s which is represented by these two expressions, wherever they converge,
I denote by ((s).” (el énfasis no es el original) [13, lineas 7-8] Por lo tanto lo que significa la notacién
¢(s) cambia cuando logra extender ((s) = > - n~° a ((s) = II(—s)I(s) pues esta dltima férmula sigue
representando a > n~°. La notacién, antes de afirmar 2.1.5 en la linea 20, se refiere sélo a {(s) =>_ n~*°
en el semiplano Re(s) > 1 pues antes de afirmar 2.1.5% | sélo se habia establecido que en Re(s) > 1, ((s)
estaba bien definida, pero cuando deduce 2.1.5, el significado de la notacién ((s) cambia. Después de leer
el articulo, en retrospectiva, es clara la razén por la cual siempre usa la notacién ((s).

2.2. Los ceros triviales de ((s)

Esta seccién esta dedicada exclusivamente al dltimo comentario que hace Riemann sobre la extensién
analitica de ((s). Riemann dice que la ecuacién 2.1.5 muestra que ((s) “...is zero if s is equal to a negative
even integer.” [13, lineas 20-21]. Este resultado no es inmediatamente obvio de la ecuacién que menciona

3Para x muy cercano a +00, su argumento es muy pequeilo, sea positivo o negativo, entonces | log(—x)| ~ log | — | y por
lo tanto eMllog(=2)| || M
4]a ecuacién A.6 en el articulo.
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Riemann. Hoy ya es conocido que ¢ (—2n) = 0 por virtud de que los ntimeros de Bernoulli impares son
cero, pero es més conocido este hecho por el factor sin(ms/2) que aparece en la ecuacién funional de ((s)
(mds sobre esto en la siguiente seccién).

Los nimeros de Bernoulli se definen como los coeficientes de la serie de potencias de la funcién

z
e —1

f(z) =

alrededor de z = 0. Sabemos que en z = 0, la funcién f(z) es analitica porque

1 1 1
2l (er—1) 2l (—14+1+z2+322+ ) 1+fz+422+

entonces cuando z = 0 tenemos que f(0) = 1. Asi existe una expansién en serie de Taylor alrededor de
z = 0 (en particular en el disco abierto de radio 27 porque es el disco mds grande que no encierra a los
polos més cercanos: £27¢) de la forma

> f(n)
n=0 '

Justo los factores f(™) (0) =: B, se llaman los ntimeros de Bernoulli. Los primeros se pueden deducir
computacionalmente:
By=1 By=-3
By = % B3 =0
By = —3—10 Bs =0
Bs=4  Br=0.

Podemos observar que los nimeros de Bernoulli impares (que no sea Bj) siempre valen cero. Este hecho
se demuestra con la identidad
—z z

e*z—lzezfl—i—z =  [(=2)—f(z) =2

Por lo tanto si sustituimos la serie de potencias de f(z) obtenemos la igualdad

Zﬁ(fl) z fzﬁz =z
n=0 n=0
o0 Bn
S Py m e =
n—0 n.

Por lo tanto, tienen que coincidir los coeficientes de la serie del lado izquierdo con los de la “serie” del
lado derecho que son puros ceros a partir del término n = 1. Es decir

By n
Dricyr -1y =0
para toda n > 1. Observemos que cuando n es un impar mayor que 1, tenemos que ((—1)" —1) = =2 # 0

y asi es necesario que B,, = 0. Entonces hemos demostrado que Bs,41 = 0 para toda n > 1.

Todavia no hemos demostrado que {(—2n) = 0 paran > 1y la relacién entre los nimeros de Bernoulli y
¢(s) es todavia incompleta. La funcién f(z) que acabamos de usar aparece en la integral I(s) como f(s)s™*
y es justo esta parte que complica la evaluacién de la integral. Si no apareciera el término (e* — 1)7! la
integral serfa un poco mas sencilla pero todavia hay problemas con el término (—z)*~! gracias a la
multivaluaciéon del logaritmo, pero este problema se puede evitar sencillamente si sélo tomamos valores
enteros de s.

Si s € Z podemos olvidarnos del logaritmo entonces (—x)*~! = (—1)*"!z*~1. Esto, junto con la serie
de potencias de la funcién z(e® — 1)~1, nos arroja una serie de integrales cada una con un integrando de
la forma z con « un entero. Es muy probable que Riemann observd que al hacer s entero, era necesario
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Figura 2.2.1: Contorno de integracién para calcular {(—2n) =0

expresar el factor (e — 1)~! (o mds bien el factor x(e* — 1)~1) en su serie de potencias para obtener
integrales faciles de evaluar.

Cabe mencionar una cosa mas: como s ahora es entero, no necesitamos usar el logaritmo para definir
(—2)*~! y asf podemos olvidarnos del corte de ramificacién que habfamos hecho (el eje real no-negativo).
Usaremos la definicién de {(s) que enunciamos para simplificar los cdlculos.

La serie para z(e* —1) la podemos sustituir en la definicién de {(s) cuando s = n es un entero. Entonces
tenemos que

((n) =
~ (-n) /+°° z  (—x)" d

= - —
211 + e 1 =z

JHon) 7SS Bl
271 m! T T

+o0 m=0

I(-n) /+°° (—2)" de

2wt Jyio -1 =

5

5 |

Ahora, lo ideal seria poder intercambiar la serie con la integral pero esto no se puede ya que la serie de
potencias de z (¢* — 1) es uniformemente convergente sélo en el disco |z| < 27 y es claro que el contorno
de integracién se sale de este disco. Entonces lo que hay que hacer es modificar el contorno para poder
intercambiar la serie con la integral.

El contorno original dD(e) esta conformado por dos rectas horizontales y un semicirculo (véase la
figura 2.1.1), entonces lo que hay que hacer es cerrar el semicirculo (este proceso esta ilustrado en la figura
2.2.1). Es decir, si fijamos el radio del semicirculo en un real positivo § < 27 y cerramos el semicirculo,
obtendremos un circulo de radio § y dos rectas horizontales sobrepuestas.

Las integrales sobre estas dos rectas horizontales se cancelan porque estan orientadas de manera con-
traria. En otras palabras:

Zm o L2 om . i
+oo S m! x x 5= m/! x x

para toda 6 > 0. Es importante recordar que el factor (—z)™ ya no cambia de valor segin como nos
acercamos al corte de ramificacién porque ya no es una funciéon multivaluada. Esto nos permite cancelar
sin problemas las integrales sobre las rectas horizontales.
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También es importante notar que llevar el contorno original dD(g) al circulo y dos rectas sobrepuestas
es una deformacion continua porque el contorno nunca cruza un punto singular del integrando. Por lo
tanto el Teorema de Cauchy nos garantiza que la integral no va a cambiar de valor.

La ultima y dnica parte del contorno que queda es el semicirculo de radio § que termina por cerrarse.
Por lo tanto, la integral a lo largo de dD(¢) se reduce a integrar sobre el circulo |z| = 0:

_ 1I(—n) > Bp ,,(—2)" dx
)= /lm_amz_:omx PR

B n B, 1 min_1dT
=1II(—n) (—1) mz::o o /m|—<sx —. (2.2.1)
El intercambio de la intergal con la suma se puede, pues la serie de potencias de x (e® — 1)71 conver-
ge uniformemente sobre el circulo |z| = § porque éste es un conjunto compacto metido en el disco de
convergencia de aquella serie.

Ahora evaluamos la integral con el cambio de variable x = §e?? y dx = die’?df, es decir %x =idf. Por
lo tanto, si hacemos 6 = 1 simplificamos la integral y obtenemos

1 27 i
— xm«knfldﬁ :i / 6(m+n71)19d9
270 J\p|=5 z 21 J,
2m
:i 1 e(m+n71)i0
2r [(m—n—1)i 0

cuando m # 1 — n. Como la funcién e +t7=Di eg 27r-periddica la integral vale cero. Entonces la tnica

integral que tiene valor distinto de cero es cuando m = 1 —n, pero como m > 0 es un entero no negativo,
es necesario que n < 1 (y no n <1 ya que n # 1 para que tenga sentido la expresién ((n)). Esta parte es
clave.

Cuando m = 1 — n, la integral vale

1 2m
— do =1
2w 0

y asi todos los sumandos de la serie (de la ecuacién 2.2.1), salvo el sumando con indice m = 1 — n, se

anulan y sélo queda uno:

Bl—n
(1—mn)!"

Para reescribir esta identidad de una manera maés sencilla, escribimos n = —k donde k£ > 0 es un entero
no-negativo. Entonces el factor II(—n) = II(k) se reduce a k! que se cancela con casi todos los factores de
(I =n)!'=(k+1)!. Con esto concluimos que

((n) =TI(-n) (-1)"

& Brt1
C(=k)=(-1) 1 Yk > 0. (2.2.2)
La ecuacién anterior nos dice claramente cuando ((—k) = 0 porque By se anula cuando k es un entero
par (distinto de cero). Un valor interesante es cuando k& = 0 donde claramente ((0) = By = —%.
Riemann no expone la relacién 2.2.2 pero la seguridad con la que afirma que ((—2k) = 0 garantiza
que conocia esta relaciéon. Estos ceros que se deducen de manera sencilla se llaman los ceros triviales de
la funcién zeta de Riemann.

2.3. La ecuacién funcional de ((s)

El propésito de las préoximas diez lineas, de la 22 a la 31 del articulo de Riemann, es de encontrar una
férmula que relacione ((s) con (1 — s) como la férmula de reflexién de Euler para la funcién gamma. De
hecho, no es sorprendente que exista tal férmula que relacione (s) con (1 — s), porque, cuando extiende
¢(s) a todo el plano, Riemann empieza literalmente con la férmula integral de T'(s) = II(s — 1); le hace un
cambio de variable para obtener un término n~%; suma sobre todos los naturales y obtiene una férmula que
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Figura 2.3.1: Contorno de integracién para deducir la ecuacién funcional de ¢(s)

4m [

es casi idéntica a la férmula de la extension de ((s). Esto hace muy probable que ((s) herede propiedades
parecidas a la funcion factorial.

Por esto, Riemann empieza con los complejos Re(s) < 0 que son los que cumplen que Re(1 —s) > 1,
justo el caso anterior. Con la hipétesis de que Re(s) < 0, Riemann afirma que la integral que propuso
para extender ((s) analiticamente se puede evaluar considerando el contorno desde otra perspectiva: en
lugar de rodear al eje real positivo (o equivalentemente el conjunto D(e) para 0 < € < 27), lo ve como si
estuviera rodeando el complemento de manera negativa [13, lineas 22-24]. Graficamente se puede ver en la
figura 2.3.1. Cuando dice Riemann que se integre alrededor del complemento de D en el sentido negativo,
él en realidad esta evaluando la misma integral

s—1 +oo s—1
/ (G / [(GEIN
op() € —1 4o €71
sobre el mismo contorno, sélo estamos cambiando la perspectiva.

Olvidemos por un momento que el Teorema del Residuo es véalido sélo para curvas compactas; con-
sideremos la siguiente argumentacién. Al recorrer dD(e), estamos rodeando el complemento de D(g) de
manera negativa porque dD(e) = dD(e)¢. Entonces el Teorema del Residuo nos dice que la integral se
evalia como una suma de residuos que son integrales sobre circulos (en sentido negativo) que encierran
las singularidades que estdn en el complemento de D(¢g). Es decir, la integral sobre dD(e) se puede des-

componer como una suma de integrales sobre circulos (en sentido negativo) de radio € alrededor de los
otros puntos singulares +2nm¢ que tiene el integrando. Es decir:

_p)s—1 _ )s—1
/ %dm S Z/ &dm.
dD(g) er —1 |z—2nmi|=¢ e? —1

n#0

Es importante notar que, al agregar el signo menos, ya estamos orientando los circulos |z — 2n7wi| = ¢ de
manera positiva; ésta es la convencion.

Para poder aplicar formalmente el Teorema del Residuo, necesitamos un caso donde las curvas son
compactas y de alguna manera llevar ese caso a lo que queremos. Lo que hacemos es intersectar el comple-
mento de D(e) con el disco |z| < (2k + 1) 7. Para una k € N, denotamos por Ej, como esa interseccién. La
figura 2.3.2 es un ejemplo para k = 2. La frontera de Fj es una curva compacta a la que le podemos aplicar
el Teorema del Residuo, pero antes que eso es importante notar que OF}, se divide en dos arcos principales:
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Figura 2.3.2: Contorno de integracién para probar formalmente la ecuacién funcional de ((s)

.";l_\
Ty T
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—am

el circulo de radio (2k + 1) 7 salvo los puntos en D(e), que denotaremos por I'y, orientado negativamente, y
la frontera de D(e) interseccién el disco |z| < (2k + 1) m que denotaremos por Ay. Entonces Fy, = I'y, + Ay,
y cuando k — oo es claro que Ay — dD(e).

El Teorema del Residuo enuncia que

k

[ S
Ey, e’ —1 |z—2nmi|=¢ e’ —1

n=—k
n#£0

/rk (:)_deJf/Ak %dw = —Zk:/ %dm (2.3.1)

n—1 " lzE£2nmi|=¢

pues los puntos singulares encerrados por Ej, son los 2nmi con —k < n < k. La idea ahora es hacer k — oc.
Queremos que la integral sobre I'j, se haga cero para poder obtener solamente la integral sobre 9D (¢)
que es la que, junto con el factor II(—s) /27, define ((s). Entonces queremos hacer

/Fk((z_:’jf?dx g/rk{(_m)“'da: S0

le” —1]
pero, para poder ver esto necesitamos poder acotar el término |(—x)5*1|. Observemos que, como x € I'y,
entonces |z| = (2k 4+ 1) 7 porque Ty estd contenido en un circulo de radio (2k + 1) 7; el médulo de z es
una funcion de k.
Si aplicamos la desigualdad del tridngulo a la serie de potencias de |e?| llegaremos a que |e*| < el*,
entonces tenemos que

(=) = ‘equog(ﬂ) < els=1lllos(~a)]

Ahora, como x corre sobre I'y, su argumento estd acotado porque x no rodea el cero. Entonces |log(—z)| es
del mismo orden que su parte real log |—z| cuando k — oo. Por lo tanto, para las k’s suficientemente gran-
des, existe una constante P > 0 tal que |log(—z)| < Plog|z| = Plog ((2k 4+ 1) 7). Con esto terminamos
de acotar el término |(—z)|* "

|(_m)s—1‘ < e|s—1|Plog|x\ < |I|P|s—1\ _ <2k5+ l)P\s—l\ 71_P|3_1‘.
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Si sustituimos esto en la integral sobre I'j, obtenemos

_)s—1
/ o
Tk et —1

2% +1 Pls—1| _P|s—1]
/ (2k+1) ™ I
Iy

ler =1

< @b e [

Ty e — 1|.

Como la funcién |e* — 1|_1 es continua sobre el conjunto compacto I'y, para cada k, entonces alcanza
su maximo en algin punto de T’y y como esos puntos son de la forma (2k + 1) 7we®, entonces existe un
0 € (0,2m) tal que
1 1
ler —1| = |e(2k+1)Q _ 1”

donde Q = Q (k) = me' es de orden constante cuando k — oo.
Con esto podemos concluir que

_e)s—1
/ 2
Tk er —1

R e S R
‘e(2k+1)Q _ 1| - T

(2k + )71~ g Pls=1]

2

< EECT 27% (2k + 1)
Pls—1|+1 _P|s—1|+1

< o9r (2k+1) T

= ‘e(2k+1)Q _ 1|

donde la longitud de T';, es menor que la longitud completa del circulo de radio (2k + 1) 7 que es 22 (2k + 1).
Ahora, si hacemos & — oo es claro que el denominador del lado derecho crece mas rapido que el
numerador para s fija, entonces el lado derecho se hace cero lo cual implica que

_p)s—1
/ (G
Tk et —1

Este hecho es a lo que se refiere Riemann cuando justifica el cambio de perspectiva al decir
taken th{rJough values of infinitely large modulus is then infinitely small.” [13, linea 24].

Con esto podemos tomar la igualdad 2.3.1 y hacer el limite cuando k — oo de ambos lados. Recordemos
que Ay — dD(e) cuando k — co. Entonces obtenemos:

=0.

lim
k—o00

“

...the integral

k

_p)s—1 _)s—1
lim ﬁdx = — lim Z/ &dx
k=00 JA, et —1 k—o0 ne1 / lzE£2nmi|=¢ e? —1
_p)s—1 > _p\s—1
/ O™ g = -% / ()
dD(s) € -1 n—1* lzE2nmi|=¢ er —1

Como la integral sobre D(g) es simplemente el contorno original de Riemann, tenemos que

/+OO e i/ s (2.3.2)

400 er —1 n—1 * lzE2nmi|=¢ e’ —1

Las integrales sobre los circulos se pueden calcular explicitamente. Un complejo sobre |z &+ 2n7i| = €
es de la forma z = £2n7i + y donde |y| = . Entonces la integral queda como

/ (=z)s ! d / (F2nmi —y)* " p
Y g = G2nmi—y)
lzt2nmij—e €7 —1 Iy =¢ et2nmity _ |

. s-1 Y dy
= / (:F27L7Tl - y) ! y 1 —
lyl=¢ =y
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+2nmi

donde e = 1. Si definimos

-1 Y
ey —1’

podemos concluir inmediatamente que y = 0 es un punto singular removible de g(y) porque

9(y) = (F2nmi —y)°

1 1
lim = lim = lim =1

y—0e¥ —1 y»oi(y+§+%+...) yo0 1+ L L

Esto quiere decir que existe una funcién analitica g (y) que extiende a g en el punto y = 0, entonces

_)s—1 ~
/ (=) / 9 () dy.
|zt2nmi|=¢e er—1 lyl=e Y

El lado derecho es la integral que aparece en la férmula integral de Cauchy para calcular § (0). La férmula

integral de Cauchy nos dice que
1 .
211 ly|=e z

porque el indice del circulo |y| = & es uno. Por otro lado sabemos que

-1 ,
= lim
ey —1 y—0

9(0) = lim g (y) = lim (F2n7i - y)* (F2nmi —y)* "
Yy—r

y—0

Por lo tanto § (0) = (F2nmi)* ' y asf
/ 9= g~ amig (o)
ly|=e #

= 2mi (F2nmi)"

Con esto ya conocemos el valor de las integrales que rodean los puntos singulares de la forma s = +2nmi:

_)s—1
/ %dw = 2 (F2nmi)*
|zt2nmi|=e €7 — 1

Sustituimos esta integral en 2.3.2 y obtenemos

+o00 (—x)s_l ] > s
~——dr = —QWZZ (F2nmi)

xr __
100 € 1 ot

— o i [(2nm')s‘1 + (—2n7ri)s_1}
n=1
= —2mi(2n)"" [iH + (fi)s_l} insl. (2.3.3)

La serie que aparece del lado derecho converge sélo cuando Re(1 — s) > 1 i.e. cuando Re(s) < 0 que es el
caso que estd considerando Riemann. Es justo por esta razén por la cual no se puede integrar alrededor
del complemento de D(e) cuando Re(s) > 1, por esto no usamos el Teorema del Residuo antes.

Para el caso Re(1 —s) > 1 podemos concluir que > n*~1 = ((1 — s). Si sustituimos la integral del lado
izquierdo por su valor en la ecuacién 2.1.5, tenemos

—2isin (ws) (s — 1)¢(s) = —i(2n)° [f*l + (fi)s—l} > nf_s
2sin (ms) (s — 1)¢(s) = (27)° [Z'H + (4)5‘1} C(1—s). (2.3.4)

Esta es la expresion que deduce Riemann [13, ecuacién A.7] y exhibe una relacién entre {(s) y {(1 — s).
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Si quisiéramos despejar ((s) (algo que no hace Riemann), multiplicamos ambos lados de 2.3.3 por
TI(—s)/2mi. El lado derecho coincide con la definicién formal que dimos de ((s) y asi tenemos que

C(s) = —T(=s) 2m)" " [ + (=) | <1 = 9).
También podemos simplificar la suma de potencias de i con la funcién sin s porque
1

feslogi + ieslog(fi) _ 2l (eswi/Q - 675772'/2)

.s—1 Ns—1
+ (= = -
‘ (=) ) —1 21

y la definicién del seno es:

it 4 (—z')s_1 = 2sin (%) .

Por lo tanto nuestra formulacién de la ecuacién funcional de {(s) se puede reescribir como:

C(s) = 2T(—s) (27)° " sin (%‘S) C(1—s). (2.3.5)

Si usamos la funcién gamma, en lugar de la funcién factorial, con I'(1 — s) = II(—s), tendremos la
formulacién moderna de la ecuacién funcional de ((s).

A pesar de que usamos la restriccién de que s < 0 para deducir la ecuacién funcional, la ecuacién es
valida para toda s pues ambos lados son funciones analiticas salvo en s = 0,1,2, ..., donde al menos un
factor tiene un polo. Por lo tanto la ecuacién funcional es valida para todo s € C — N.

Una vez acabada la demostracion de la ecuacién funcional, Riemann la reescribe para hacer clara la
simetria que empieza a aludirse al establecer la relacién entre ((s) y (1 — s) [13, lineas 29-31 y ecuacién
A.8]. Sin pérdida de generalidad, usaremos la formulacién moderna de la ecuacién funcional 2.3.5 porque
el proceso de reescribir tal ecuacién es mas sencillo.

Cuando Riemann se refiere a “...the known properties of the function II,” [13, linea 29] estd usando la
féormula de reflecciéon de Euler para el factor sin (7rs/2) y la relaciéon de Legendre para el factor II(—s). Si
combinamos estas dos propiedades de II(s) obtenemos:

Iy
—~
V)
~
Il

201(—s) (27)° " sin (%“) C(1—s)

I
/
[}

J
=
/~
v d
"
=
N

|
3
Nl
—_
"
5i-
"
—
[
3
w»
|
—
/N
=
—~
I
SN—
3
::1 [V
—
v,
SN—
~—
by
—
|
»
N—

s () T (=57
Y ( DI ) gy
2\ m(3)n(s)
asII(=544-1)
— il 2= s
2 I(3)
Gracias a la ecuacién funcional de II(s) sabemos que IT (%) =5l ( 1) y asi
18 1I (1 s )
C(s) =m""2 - ——= C(1—ys)
2 51 (5 1)
1-—
H(§—1)<(s)= 5= %H< 1)4(1—3).
Ahora, como s — % =35- 153, entonces el exponente de 7 lo podemos separar en estos dos sumandos.

Pasamos uno de esos factores al otro lado y obtenemos

H(§—1) w—ig(s)zn(lgs )ﬂ_l’zsg(l—s). (2.3.6)

Riemann expone esta igualdad cuando dice que el lado izquierdo (la expresién A.8 en el articulo de
Riemann) queda invariante bajo el cambio de variable s — 1 — s [13, linea 31 y ecuacién A.8].
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Riemann dice que esta “invarianza”2.3.6 lo motiva a considerar IT (§ — 1) en vez de II(s) al extender
por primera vez la funcién Y n~° [13, lineas 32-33].

No es dificil convencerse de que Riemann considera IT (% - 1)7 para poder obtener, al deducir ((s) de
la férmula integral de II(s), algo muy similar al lado derecho de 2.3.6 en la nueva férmula de la extensién
analitica de ((s). Esto le permitiria deducir la ecuacién funcional de ((s) inmediatamente de aquella
féormula nueva.

De hecho, la funcién de s definida por el lado derecho de 2.3.6 es invariante bajo el cambio s =+ 1 — s
mientras que ((s) cumple una relacién indirecta al hacer ese cambio de variable, entonces es més cémodo
trabajar con el lado derecho de 2.3.6 como la funcién principal del articulo en lugar de trabajar con ((s).
Es muy probable que esta sea la razén por la cual Riemann quiso reconstruir la férmula para ((s) de tal
manera que apareciera el lado derecho de 2.3.6.

Riemann vuelve a extender ¢(s) usando IT (£ — 1) en lugar de II(s — 1) con el mismo método que usa
al principio del articulo y dice que se obtiene una expresién muy conveniente para ((s) [13, lineas 33-34].
Ahora la primera vez que se consideré la férmula integral de II(s — 1), se hizo el cambio de variable y = nx
con dy = ndx. Esto nos daba

M(s—1) = / e (nz)* ' ndx = ns/ e sy,
0 0

Es justo el coeficiente de la ultima integral que se despeja para obtener el término n~° y asi poder sumar
sobre todos los enteros positivos y obtener ) n~°. Lo que hace el cambio s = § — 1 es obligar que la n
esté al cuadrado para poder salir de la integral como n®.

En el resultado que obtiene Riemann [13, ecuacién A.9], es claro, por el exponente de la e, que usé el
cambio de variable y = n?nz. El factor m es un poco misterioso pero hay una razén muy sencilla por lo
cual aparece. Si consideramos el cambio de variable sin la “n”, las exponenciales que surgen son de la
forma e~ "°® y éstas van a ser los sumandos de la serie que se formard al sumar sobre n € N. Esa serie
es similar a la funcién ¥(z) que se estudié en la seccién 1.6 pero sin el factor 7 en los exponentes de
cada sumando. Como el factor 7 simplifica bastante las propiedades de ¥(z), es muy conveniente hacer
el cambio y = n?mx para poder usar las propiedades de la funcién ¥(z).

Entonces hacemos el cambio de variable y = n?7wz en la férmula integral de II (% — 1) y obtenemos:

s e s R s-1
II (f — 1) = / e Yy tdy = / e (n27mc) > n2rdx
2 0 0
[e%e) s i
_ / e*’ﬂ?ﬂ"ib (n2)§_1 71'%71;5%77,271'%
0

xT
00
s _ —n2 gdl‘
= 13nsn 27?,2/ e VT L5
0

x
s 1 o s
II (f — 1) T = / e_"mef_ldx,
2 n 0

que es lo que obtiene Riemann en la ecuacién A.9. Ahora sumamos sobre n € N ambos lados de la
ecuacion. Podemos usar el Teorema de convergencia mondtona de exactamente la misma manera que
cuando justificamos el intercambio de serie e integral al principio del articulo de Riemann. Por lo tanto:

n=1 n=1"0
00 00

s 1 > e sdx

LCERIED DTl D D
n=1 n=1

Recordemos la definicién de ¥(z) = Ze‘”2” y tomemos Re(s) > 1, con esto Riemann concluye [13,
ecuacién A.11]:

I (g - 1) 73C(s) = /OOO \Il(x):ﬁ?x (s> 1). (2.3.7)
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En las siguientes dos ecuaciones de su articulo (A.13 yA.14), Riemann da otra demostracién de la
ecuacion funcional de ¢(s) basdndose en la ecuacién funcional de ¥(z) que demostramos en la seccién 1.6:
L2 1 (2.3.8)
1420 (1)  z
Enunciado de manera despejada, éste es el tinico resultado matemadtico que Riemann cita explicitamente
[13, ecuacién A.12]. Al final del articulo [13, lineas 119-120], también hace otra cita pero ésta es de un
trabajo de Gauss y Goldschmidt que compara computacionalmente la integral logaritmica Li(x) y la
funcién contadora de primos 7(z); éste no es un resultado matemdtico per se.

Para poder usar 2.3.8, se necesita que aparezca un término ¥ (afl) en la ecuacién 2.3.7. Una forma de
lograr esto es hacer el cambio de variable z <+ 21, pero sélo se intercambia el término ¥(z) con ¥ (m’l);
necesitamos ambos términos para usar la ecuacién funcional de ¥(z). Esto se soluciona separando el
dominio de integracién en los intervalos (0,1) y (1,00). Si hacemos el cambio de variable z <> x~! en
el intervalo (0,1), obtendremos un término ¥ (z~!) en una integral de (1,00) que coincide con el otro
dominio original de integracién con su término ¥(x).

Al hacer este truco, Riemann después sélo usa la ecuacién funcional de ¥(z) y unas manipulaciones
algebrdicas para demostrar por segunda vez la ecuacién funcional de {(s). Aqui mostramos todos los pasos
de la demostracién. Primero separamos las integrales como se habia explicado antes:

[e%e] [e%e] 1
0 1 0

T T

Después hacemos el cambio de variable z = y~! con 27 'dx = —y~'dy en la segunda integral y obtenemos

o0 . oo . N
0 T 1 x 0-1 Y Y
> s > 1 s
- / U (a)a & +/ qf () 3. (2.3.9)
1 € 1 Yy Yy

Aqui sustituimos la ecuacién funcional en su forma despejada:

W(i):?(1—%—2@@))—;:?4—\/5\11(3:)—;

en la integral 2.3.9 para obtener:

Esta dltima integral se puede evaluar elementalmente con la férmula

/ooxiadjz —lgjfa Oo:l
1 x a 1 a
para a > 0. Por lo tanto obtenemos:

LT (s )3 2L [T -egnde L[ pde
2/1(96 x)x 2/13U x2/1xx
1
2
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porque s > 1, que tenfamos por hipdtesis y asi s — 1 > 0. Este resultado nos dice que:

o s dr /°° s 1=\ dx 1
VU(zr)r? - — = U(x)lzz2+22 | — —
| @ - w) ( )<

T s(1—s)’

entonces podemos concluir la misma férmula a la que llega Riemann en la ecuacién A.14:

o0
I (% - 1) 73¢(s) = /1 U(z) (w +x) d?x - ﬁ (2.3.10)

Ahora, claramente el lado derecho de esta igualdad queda invariante al sustituir s por 1 — s porque
1 — (1 —s) = s. Entonces con esto Riemann demuestra que el lado izquierdo queda invariante al hacer el
cambio s — 1 — s y asi da la otra demostracién de la ecuacién funcional de ((s). Es interesante que no
menciona que obtiene otra demostracién de la ecuacién funcional de ¢(s).

Al terminar esta parte, hemos visto que el cambio de variable que motivé la segunda demostracion
de la ecuacién funcional, s —1 — 5 — 1, es lo que obligd a que la serie de exponenciales que aparece en
el segundo paso de la demostracién sea efectivamente ¥(z) y no la otra suma e~ que es una serie
geométrica. Por la forma en que hace las cuentas Riemann, es claro que manejaba muy bien la funcién
U(x). El paso crucial de la demostracién de la segunda ecuacién funcional es usar la ecuacién funcional
de ¥(z). Esto garantiza que Riemann ya conocia esta ecuacién. Por lo tanto es probable que la aparicién
de >~ e ™" llevo Riemann a pensar en ¥(x) lo cual le recordé su ecuacién funcional.

A priori no es claro como la ecuacién funcional de ¥(x), que relaciona ¥(z) con ¥ (zfl), implique una
relacién entre ((s) y ¢(1—s), pero podemos especular sobre cémo se le ocurrié a Riemann la relacién entre
estas dos ecuaciones funcionales. Cuando hace el cambio & — 21 sélo sobre el intervalo (0,1), él hace
que el término z%/2 en el integrando de 2.3.7 se convierta en x~%/2 sin perder el término x°/% ya que el
cambio de variable no se estd haciendo sobre todo el dominio de integracién. La aparicién de los términos
2%/2 y 7%/2 en la misma férmula (ecuacién 2.3.9 en la ecuacién A.13 del articulo de Riemann), junto
con el término /2 que aparece al usar la ecuacién funcional de ¥(x), permite a Riemann establecer una
relacién entre z°/2 y £(1=%)/2 que ultimadamente implica una relacién entre s y 1 — s en el lado derecho
de 2.3.10.

A posteriori, demostrar dos veces la ecuacién funcional le permite a Riemann encontrar una funcién que
se comporte como ((s) y que cumpla una ecuacién funcional muy parecida pero mucho més sencilla; esto
permite un estudio menos enredado de las simetrias de {(s) que serd clave para los préximos resultados
que obtiene Riemann en su articulo.

Esta funcién nueva es justo el lado izquierdo de 2.3.10. En la seccién que sigue veremos que aquella
funcién sigue cumpliendo las caracteristicas que queremos estudiar de ((s) y que aparte cumple otras
propiedades muy importantes que simplifican el estudio de {(s).

2.4. La funcién & (t)

La férmula 2.3.10 le permite a Riemann definir una funcién entera de manera natural. El lado derecho
tiene polos en s = 0 y s = 1 gracias al ultimo sumando. La integral converge para toda s € C pues ya
habfamos visto en la seccién 1,5 que ¥(x) se hace cero més rapido que cualquier potencia negativa de x
cuando x — oo. Entonces efectivamente los tinicos polos del lado derecho de 2.3.10 son s = 0,1. Como
éstos son simples, Riemann multiplica por %s(l — s) ambos lados para cancelar estos polos y obtenemos

- [ v (et T) T = ongn(3-1) i
— (s—D () 5 C(s) (2.4.1)

cuyo lado izquierdo sigue siendo invariante bajo el cambio s <> 1 — s, ya que multiplicamos por un factor
15(1 — s) que también es invariante bajo el cambio s 3 1 — s.

Es importante notar que 2.4.1 es una funcién entera porque cancelamos los unicos polos que tenia
el lado derecho de 2.3.10. Otra forma de ver que 2.4.1 ya no tiene polos es viendo los posibles puntos
probleméticos que son: s = 1 cuando ((s) se indetermina, y los puntos s = —2n, paran = 1,2, 3, ... donde
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II (%) tiene polos simples. Primero, cuando s = 1, el polo simple de ((s) se cancela con el cero del factor
(1 —s) y cuando s = —2n, los polos simples de II (%) se cancelan con los ceros triviales de ((s) (seccién
2.2 6 [13, lineas 20-21]).

En lugar de usar 2.4.1 tal cual, Riemann hace un cambio de variable s = % + it (toma t € C) y
define [13, linea 39 y ecuacién A.15]:

¢ = (=i (3) 5

1 Tt 1., (1
(—2 —i—it) I <4 +i2> withz( (2 +it) :

Este cambio parece complicar las cosas pero es probable que Riemann lo hiciera porque mas adelante, este
cambio ilustra mejor las simetrias de la funcién £ (¢). Al parecer, Riemann queria exhibir la simetria

A=s)

-0 (3)w e = (-9 - o (L5 2 ) e -

que es una reflecciéon con respecto del punto s = %, pues esa simetria se puede reescribir como s =
— (5 — %) —1—%. Lo que hace el cambio de variable de Riemann es mover el punto de refleccién al origen. Esto,
mads tarde en el articulo, tiene un propésito analitico bastante preciso. Se usa la reflexién ¢t <+ —t, resultante
del cambio s = % + it, para una propiedad de funciones enteras cuando Riemann queria demostrar la
férmula del producto de £ ().

El cambio de variable s = % + it recorre el plano % a la derecha y luego lo rota por n. La rotacién
no es inmediatamente necesaria, pero lo que hace es mandar la recta Re(s) = % al eje real y la regién
0 < Re(s) < 1enlaregién —% < Im(t) < %. El hecho que la recta Re(s) = 1 ahora es el eje real facilita el
uso del teorema sobre funciones enteras que usé Riemann [13, lineas 57-60]. La teorfa de funciones enteras
todavia era joven a mediados del siglo diecinueve, y no fue hasta que Hadamard avanzé en esa édrea a
finales del sigo diecinueve, en particular con su articulo “Etude sur les propiétés des fonctions entiére et en
particulier d’une fontion considérée par Riemann” en 1893, donde resuelve algunos problemas que tenia
este articulo. Eso se verd en la préxima seccion.

Después de definir su nueva funcién, Riemann calcula otras dos férmulas para & (¢) a partir de 2.3.10
para poder decir algo del comportamiento de £ (¢). La primera férmula se puede deducir a partir de que

el factor
1 14s

1 s —s s —s s
- (Jﬂ + IT) =gzl 4 il = g3l Lz (2.4.2)
x

es similar a la definicién del coseno hiperbdlico. Como hace un cambio de variable donde aparece una

i, Riemann usa el coseno para la siguiente expresién de £(t) [13, ecuacién A.16]. Si hacemos el cambio
s = % + it, entonces el factor anterior se vuelve

Sl

it L .
pits—l L7371 % — 1 (115 +x72§> )

Usamos la férmula del coseno (como funcién de una varable compleja) para concluir que lo anterior se
reduce a:
_3 t
2z 4 cos ilogz .

Para poder sustituir esto en la definicién de £ (t) (lado izquierdo de 2.4.1) sélo falta ver que

50 B0 34 (1))

Por lo tanto obtenemos la férmula

£(t) = % - (t2 + i) /100 U(z)z~ 1 cos (;tlogx) dz (2.4.3)

que deduce Riemann inmediatamente después de definir £ (¢) [13, ecuacién A.16].
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Observemos que esta expresiéon queda invariante bajo el cambio t <+ —t porque cos (%tlog x) es una
funcién par de t. La paridad de £ (t) es consecuencia directa de la paridad del coseno, por lo tanto deducimos
de manera inmediata la ecuacién funcional

Hemos llegado a una férmula a la que ya habiamos aludido y sugiere que vamos en el camino correcto.
Esta paridad no la menciona Riemann porque queda implicito en el hecho que s <+ 1 —s si y sélosit <> —t
cuando s = 3 + it, lo cual, junto con la simetrfa £(s) = £(1 — s), implica que £ como funcién de t es par.

Riemann no se queda con esta expresién y propone otra. Esto lo hace porque quiere deducir una
expresion para su serie de Taylor. El problema es que el término constante de 2.4.3 no le permite analizar
bien el comportamiento de & (t) en el 0 donde esta la obvia ventaja geométrica de la simetria de £ (¢). La
expresién 2.4.3 tampoco permite una visién clara de cémo serd su serie de Taylor (la funcién & (¢) es una
funcién entera y tiene una serie de Taylor convergente en todo el plano complejo) cerca del cero que seria
una excelente herramienta para analizar la funcién & (¢).

Riemann no explica cémo deduce la segunda expresion de £(t) y, cémo lo hace no es nada clara de la
ecuacién anterior (ecuacién A.16)

Para deducir su préxima férmula, usamos la variable s (la definicién de £ (¢) ultimadamente se define
con s) en lugar de ¢ y recurrimos a la definicién 2.4.1. Primero observemos que

d xs/2 l‘(l_s)/Q , /2 2(1=)/2 s 1-s_ 4
. (\I/(x) L/Q + (13)/2D = U'(z) {th (175)/2] + ¥(x) [m +a2 ]

= V@[5 ] [ e

por lo tanto

2] (o0 S5 ) o £ £

donde el lado izquierdo es el integrando de 2.4.1. Entonces si lo sustituimos en el integrando tenemos que
1 s(1—s) [®d 252 p1=9)/2
t) = - ———~ — (P d
&) 2 2 /1 dx< (x){s/2+(1—3)/2 v
s(1—=s) [, 25/2  p(1-9)/2
\j d
T /1 (x)[s/2+(1—s)/2 ‘

1 s(1—s) /2 p(1-s)/2

- ;-2 {\11(3:) [2/2 + (1_8)/2”jo+/100 V'(z) [(1_3)33% +sx?} dz. (2.4.4)

Ahora, sabemos que ¥(x) — 0 més rdpido que cualquier potencia de = negativa, entonces

lim ¥(z)

T—00

J}S/2 x(l—s)/Q
+ —0
s/2  (1—s)/2

y asi tenemos que

v [I/; ! (ﬁ(l—_;/;”jo v (G 75) = s,

Si sustituimos esto en 2.4.4, obtenemos:

_ 8(1 — 8) 2 ‘1/ 1—s
2 s(l-ys) 1

+ W (1) + /100 V' (z) {(1 — )2 4 sz 2 } dz. (2.4.5)

§(t) =
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Ahora consideremos otra derivada:

%(wglﬂ( ) (<2077 —2071))
= L @) (-2 2 ) 42 W) (- e )
= —%(:c%@’(x)) (2075 +207%) 42} W(2) (1 = )2t 4+ s0787)
= —% (x%\I/'(x)) (2x712b +2x*%) U (2) ((1 — o)zt +Sx1?)

Por lo tanto tenemos que

U'(x) ((1 —s)z2 + sx%)
d

T {x2‘11’(x) (_236_1%3 - 2‘”_%)} + % { 7\III(CU)} (2$_% —|—2x_%)

donde el lado izquierdo es, a su vez, el integrando de 2.4.5, entonces sustituimos:

€(t) = ;+\IJ(1)+/100 ddx {m( )(72x7%72x*%)}dx
—|—/100 % {I%\I//(I)} (21771;25 +2x7§) dx

- %+x11(1)+[x%\1/’(x)( 27 _2””_5)}1

-1-/100 dci" {x? \IJ’(;E)} (2;3_% —|—2x_%) dz.

Como ¥(z) es una funcién del espacio de Schwartz (seccién 1.6), S (RT), tenemos que

oo

lim 220 (z) <72$*% - 2x*%) =0

Tr—r o0
y asi

£() = U)W (1)(-2-2)

-1-/00 % {x%\lﬂ(x)} (2;16_% —|—2x_%) dzx.
1

Ahora, recordemos la ecuacién funcional de ¥(x):

2(z)+1=2"72 (2\1/ (i) +1),

entonces si derivamos esta ecuacion con resecto de x obtenemos
d 1 1 d 1
2 (2) — —(") 20 (=) +1 2 (2w 1
@ = G (e (G) ) v (e (3) )
1 1 1
-y (20 (3) +1) + (W()( =)
2 T x

M\w

(2.4.6)



Entonces si sustituimos esto en 2.4.6, se anulan casi todos los términos y sobrevive sélo la integral:

£(t) = /100 d(i {xup’(x)} (2x—? + 2x—%) dz. (2.4.7)

Recordemos que:

: t
2274 cos (2 log x)

entonces solo hay que cambiar el signo de los exponentes y tenemos

1-s s t
207 T 4+227% = d4x i cos (2 logm) .

Ahora sustituimos esta igualdad en 2.4.7 y obtenemos por ultimo la segunda férmula de Riemann para

&(t) [13, ecuacién A.17]:
1) = 4/1Oo % {x%\II’(x)} 277 cos (; 1ogz> dx.

Esta formula es més facil de analizar, de hecho es posible definirle una serie de potencias usando la
serie del coseno. Riemann dice que esta expresién permite representar a & (t) como una serie en t2 que
converge rapidamente en todo el plano [13, lineas 42-43]. Esto justifica desarrollar otra férmula para & (¢).

Riemann no muestra explicitamente la serie de potencias de £(t) pero no es dificil deducirla. El término
cos (%t log m) es el que proporciona una serie en t2. Si usamos la serie de Taylor del coseno

> 2n
n Y
cosy =y (-1 on)l’
n=0

que converge absoluta y uniformemente en cualquier subconjunto compacto del plano complejo, y lo
sustituimos en la férmula de Riemann tenemos:

&) = 4/loodi{z2\11 }9: i tlog)x)ndz

n=0

R d (s, 1 n 2 log?™
/1 nz_%dx{xﬂll(x)}x 1 (-1)'4——F>—dx.

221 (2n)!

Como U(x) estd en el espacio de Schwartz, entonces la serie converge uniformemente sobre z € (1, 00)

porque
d
— {x% \Il/(as)} x7 i log? &

dx

decrece a 0 més rapido que cualquier potencia negativa de x para todo n. Asi se puede acotar lo anterior,
sobre el intervalo (1,00), por una constante y se puede aplicar la prueba M de Weierstrass. Entonces al
intercambiar la serie con la suma tenemos:

oo

€0 = (V" gt [ e W o og

n=0

Si definimos 1y p
) -1 3.0 1. 9
Azn = 55,7 @)1 /1 o {xﬂll (x)} x” % log™" xdx
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entonces tendremos que
(oo}
E(t) = agt™.
n=0

No es obvio a que velocidad converge la serie, pero en el denominador de as, aparecen los términos
2272 (2p)! y en el numerador sélo aparece el término log?” z en el integrando que se neutraliza por la
convergencia rapida al cero del factor ¥/(z). Entonces el término log®™ z casi no aporta al creciemiento de
asn, por lo tanto es claro que la serie converge muy réapido como menciona Riemann [13, lineas 42-43].

2.5. Los ceros de £ (t)

Las siguientes 18 lineas [13, lineas 43-60] del articulo de Riemann son muy especiales, en ellas condensa
cuatro de las seis preguntas que dejé abiertas. El propdésito de esta parte es demostrar que la funcién & (¢)
se puede expresar como un producto infinito de la forma

e0=-coI[(1-1) 25.1)

e}

que corre sobre las rafces « de & (¢). Al intentar demostrar 2.5.1 Riemann dejé més preguntas abiertas que
respuestas y al final no pudo demostrar rigurosamente la férmula del producto. A pesar de que estdn muy
incompletas las matemédticas expuestas por Riemann en esos dos parrafos, sin duda podrian ser los més
interesantes en toda la historia de la teoria analitica de los ntimeros.

Lo primero que hace Riemann en estas 18 lineas [13, lineas 43-45] es encontrar en qué regién del plano
complejo estén las raices de £(t). En este trabajo, a las raices de £(t) las llamamos los ceros de £(t). En
la definicién de £ () tenemos un producto de tres factores

S _s
£ = (s = I (5 ) 7 5¢(s),
entonces hay que analizar los ceros de cada factor para estudiar los ceros de £(t).
Riemann afirma que:

43 Since, for a value of s whose real part is greater than 1, log((s) =
4 — > log(1 — p~*) remains finite, and since the same holds for the logarithms of the other factors of £(t),

para decir que los factores de £(¢) son distintos de cero en el semiplano Re(s) > 1 o equivalentemente
Im(t) > 1/2.

Recordemos que TI (s/2) es una funcién que no tiene ceros al igual que 7=%/2 y que el factor (s — 1)
tiene un cero en s = 1 que se cancela con el polo simple de ((s). Entonces, los inicos ceros que podria tener
la funcion £(t) son los ceros de ((s), pero habiamos visto que ésta tenia ceros triviales en s = —2n para
toda n > 1. El factor II (s/2) = 11 (—2n/2) = II(—n) tiene polos simples justo en esos valores. Entonces
todos los ceros triviales de ((s) se cancelan. Por lo tanto los ceros de & (t) son los ceros de ((s) que no son
triviales.

Riemann dice que log ((s) se mantiene finito en el semiplano Re(s) > 1 porque la serie — " log(1—p~*)
es finita en ese semiplano. Aqui, él esta haciendo referencia clara al logaritmo del producto de Euler

log((s) =log [J(1—p7*) " == log(1 —p™*)

y al hecho que un producto infinito convergente se anula si y sélo si algtn factor se anula. Con esto, Riemann
concluye que un cero de ((s) no puede estar en el semiplano Re(s) > 1 porque en este semiplano, ((s)
tiene expresién en producto infinito convergente donde ningun factor se anula.

Recordemos que la paridad de £ () nos dice que « es cero de & (t) si y s6lo si —a también es cero. Si
p es un cero no trivial de ((s), entonces o = 3i — is es un cero de &(t), entonces —a = is — i también es
un cero de £(t). Con esto concluimos que 1 — p = 3 es un cero no trivial de {(s).

No es sorprendente que la simetria de los ceros de £(t) proviene de la simetria que exhibe la ecuacién
funcional de ((s). Esta dualidad entre los ceros no triviales de ((s), nos permite localizarlos mejor. Ya
vimos que si p es un cero no trivial de ((s), entonces necesariamente Re (p) < 1. Pero 1 — p también es
cero y cumple lo mismo: Re (1 — p) < 1 que es equivalente a 0 < Re (p). Por lo tanto hemos demostrado:
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Proposicidn. Todos los ceros de & (t), i.e. los ceros no triviales de {(s), estdn en la regién 0 < Re(s) < 1.

Esto es lo mismo que dice Riemann cuando afirma que las partes imaginarias de t = —i (s — 1) deben
quedar entre —% y % [13, linea 45]. Esto se sigue inmediatamente del cambio de variable s = 5 + it: si
escribimos s = 0 + 74, con ¢ y T la parte real e imaginaria de s respectivamente, entonces

1 1 1
Im (¢t) = —Im (is) + §Im (i) = —Im (-7 + 0i) + 3="° + B

y asi tenemos que

1
—iglm(t)g ~— 0<0o<1

DO | =

lo cual concuerda con la afirmacién de Riemann que hace de la localizacién de los ceros de &(t).
Después Riemann quiere calcular cudntos ceros estan en la regién anterior. Dice:

46 The
number of roots of £(t) = 0, whose real parts lie between 0 and 7' is approximately
T T T
=_—log — — —;
2 2r 27
47 because the integral [ dlog&(t), taken in a positive sense around the region consisting of the values of
48 t whose imaginary parts lie between %7, and —%i and whose real parts lie between 0 and T, is (up to a

T
49 fraction of the order of magnitude of the quantity %) equal to (T log o T) 4; this integral however
s

50 is equal to the number of roots of £(¢) = 0 lying within in this region, multiplied by 2.

Segin Riemann, la cantidad de raices £ (¢) = 0 cuya parte real estd entre 0 y 7' es como

T T T

—log(—)-—

27 27 27
con un error relativo de 71 [13, lineas 48-49]. Esto lo sustenta usando el principio del argumento®: toma
como contorno la frontera del rectangulo

!
L SEOp (2.5.2)
2mi Jor, €(1)
que por el principio del argumento es la cantidad de ceros menos la cantidad de polos en Rp, pero ya
habfamos visto que £ () es entera entonces no hay polos. Por lo tanto la integral 2.5.2 es la cantidad de
ceros en Rp.

Aqui a Riemann le falté justificar que no hay ceros en la frontera de Ry, es decir, no hay ceros de & (¢)
con parte imaginaria Im (¢) = :i:%. Para poder aplicar el principio del argumento es necesario que la curva
cerrada sobre la cual se estd integrando no pase por un cero o un polo de £(t).

Este paso es esencial para justificar formalmente la convergencia de la férmula del producto de &(t).
Este es el primer problema que deja Riemann sin resolver. Este hecho fue probado 40 anos después,
independientemente, por Hadamard y De la Vallée Poussin, para demostrar el Teorema fundamental de
los niimeros primos. Tres anos antes, en 1893, Hadamard demostré que la férmula del producto convergia
sin tener que usar el principio del argumento [8].

Riemann consideraba rectdngulos nada més en el semiplano Re (t) > 0 pues cada cero « de & (¢) tiene
su pareja —«, entonces, en lugar de contar todos los ceros tomando el rectangulo de —7T" a T, duplica la
cantidad que obtiene al tomar el rectangulo de 0 a T". De hecho, no cruzar el cero permite manipular més
facilmente las integrales que aproximan la cantidad de ceros en estos rectangulos. Estas integrales no las
propone directamente Riemann pero surgen cuando se quiere ver que converge la formula del producto.

<Im(¢t) <

N =
N =

RT:{teC|O§Re(t)§T,—

[13, lineas 47-48], y calcula la integral

5El Principio del argumento dice que si f(z) es una funcién meromorfa en un abierto 2 con ceros a;j y polos by, entonces
1 ’
i [ };((zz; dz =325 (v, a5) = 22, n (7, bk)-
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Los métodos que usé Riemann para ‘demostrar’ la aproximacién no estan expuestos en su articulo y
nunca publicé cémo aproximé la integral 2.5.2:

/8RT ;((tt))dt ~ 1T log (;;) —4T (2.5.3)

de tal manera que el cociente de ambos lados tiende a 0 cuando T' — oo, a la misma velocidad a la que
T~! hace esto. No se logré demostrar esto hasta 1905 cuando von Mangoldt demostré que si era valida
esta aproximacién [15].

Lo siguiente que dice Riemann es todavia més fuerte que su aproximacion:

50 One now finds
51 indeed approximately this number of real roots within these limits,

La aproximacién 2.5.3 nos dice cuantos ceros tiene & (¢) en el rectdngulo R, pero Riemann afirma que
esta aproximacién funciona también para los ceros reales, i.e. t € R. Esto es, si hacemos N (T) igual a
la cantidad de ceros de £ (t) cuyas partes reales estdn entre 0 y T, y hacemos N (T) igual a los ceros de
N (T) pero que también son reales, entonces Riemann afirmé que

N(T) ~ Tlog(T> - L

2 21 2

. T T T
N((T) ~ —1 — ) - —.
() 2 8 (27T> 2

Lo anterior significa que la aproximacién N (T') que funciona para calcular la cantidad de ceros totales de
& (t) es la misma que aproxima los ceros que nada més estdn en la recta real . Esta “afirmacién” que hizo
Riemann no se ha podido demostrar a pesar de que la forma en que lo expone sugiere que pensaba que
tenfa una demostracién de este hecho.

El génesis de esta idea que propone Riemann es completamente desconocido. No se sabe bien qué fue
lo que lo motivé a decir que casi todos los ceros eran reales, de hecho hasta ahora no hemos calculado un
solo cero de & (t) y no hemos verificado si en verdad £ (¢) tiene ceros. La férmula 2.5.3 nos afirma que sf los
hay, pero Riemann nunca demuestra este hecho. Pero lo més sorprendente de la afirmaciéon que hace es lo

que se desenvuelve a partir de ella.
Como consecuencia de las lineas 50-51, Riemann lanza la siguiente conjetura:

51 and it is very probable that all roots
52 are real.

Riemann argumenta que si a N (T') y a N (T) las aproxima la misma funcidn, entonces la gran mayoria
de los ceros estan en el eje real. Este hecho lleva a Riemann a conjeturar que todos los ceros estédn en el
eje real. Esta conjetura la reescribimos:

Conjetura. Todos los ceros de & (t) son reales.

Esta conjetura es la famosa “Hipétesis de Riemann” y posiblemente una de las afirmaciones mas
misterioras en la literatura matematica. En 1929, el matematico aleman, Carl Ludwig Siegel junté las
notas de Riemann que habia donado su viuda a la biblioteca de Gottingen donde Riemann era jefe del
Departamento de Mateméticas. En las notas, Siegel descubrié una férmula que habia deducido Riemann
y unos cdlculos de los primeros ceros de & (t). Esto ya aterriza la hipétesis de Riemann pues, en sus notas,
tenfa un andlisis computacional extenso de £ (¢), entre eso la férmula mencionada que se conoce hoy en
dia como la férmula de Riemann-Siegel.

Quizé después de calcular algunos ceros de £ (¢), Riemann pensé que la gran cantidad de ceros reales
s{ implicaria que todos los ceros eran reales. Eso puede quitar un poco el misterio de su conjetura pero
nada de lo que escribe en su articulo ni de lo que encuentra Siegel en sus notas puede completamente
justificar la increible intuicién que tuvo Riemann en hacer su conjetura. El hecho que todos los ceros sean
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reales no le sirve de nada para el articulo, y pudo no haber dicho nada sobre la aproximacién de N (T)
ni sobre su hipoétesis, pero lo dijo y si hay algo misterioso en qué tan atinado fue Riemann. jHoy se ha
verificado la hipétesis de Riemann para los primeros 103 ceros de & (t)!

Después de su conjetura, él menciona que no tiene una demostracién de que efectivamente los ceros
de & (t) son reales y que lo deja asi porque no es necesario para el proposito de su articulo [13, lineas
52-54]. Esta aceptacién de que no tenia la demostracion sugiere que si tenia una demostracion para la

aproximacién misteriosa
N T T T
N(T)~—1 — ) - —.
(T) og (27T>

Cabe mencionar que la hipdtesis de Riemann no se escribe asi. Habla de los ceros no triviales de ((s),
pero como la variable es s, entonces

1 1
teR = Re(s)Re(2+it> =5

Por lo tanto la conjetura queda como
Conjetura. (Moderna) Todos los ceros no triviales de ((s) tienen parte real igual a 5.

Aqui Riemann deja todo y se sigue a demostrar la férmula del producto de £ ().

Lo siguiente son los argumentos que dié Riemann para ‘demostrar’ porqué se puede expresar & (t) como
un producto infinito. Estas razones las expone sin justificar y son necesarias porque la prueba formal es
mucho més complicada como para llamar el resto del parrafo [13, lineas 55-60] una demostracién formal
de 2.5.1.

Riemann expresa a £ (t) como un producto de sus raices y toma el logaritmo. Sabemos que un pro-
ducto infinito converge si y sélo si su serie de logaritmos converge, entonces Riemann lleva la cuestién de
convergencia a la serie de logaritmos:

H(1—2><—>§a:10g<1—2>.

«

Entonces, si converge la serie, converge el producto y un paso muy importante se habra dado para demos-
trar que £ (t) se puede expresar como un producto infinito.
Afirma [13, linea 55] que, si a es un cero de £ (t), entonces

log& (t) = Zlog (1 - ;22) +1log& (0). (2.5.4)

Esta relacion se deduce simplificando la serie asociada al producto; lo que hace es juntar cada cero a con

su pareja —a. Entonces la suma queda como
t t
Z log (1—) +log(l—)
e -

%:log (1 - ;)

Re(a)>0
t2
= Z log (1 — 042> .
Re(a)>0

Con esta expresion reescribimos el producto como
t t?
1——)= 1-— .
o Re(a)>0

Para demostrar la afirmacién 2.5.4 que hace Riemann [13, ecuacién A.19] se necesitan esencialmente
dos cosas: primero, demostrar la convergencia del producto anterior; después comparar la funciéon que
define el producto con £ (t) para poder establecer una relacién. La férmula del producto nos dice que el
cociente entre ¢ (t) y el producto infinito es log& (0).
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Primero argumentamos, usando las razones de Riemann, la convergencia del producto. Sabemos que la
convergencia absoluta del producto ] (1 — t2a~2) es simultdnea con la convergencia absoluta de la serie

t? 9 1
> — =t > - (2.5.5)

Re(a)>0 Re(a)>0

Riemann dice que esta serie converge porque “the density of the roots of the quantity ¢ grows with ¢ only
as logt/2m,” [13, linea 56|, es decir que la densidad horizontal en el rectdngulo Rt de los ceros es de orden
logT. El no demuestra este argumento y por lo pronto no se ve obvio porque debe implicar la convergencia
absoluta de 2.5.5.

Para ver cémo el lento crecimiento de la densidad horizontal de los ceros implica la convergencia
absoluta de 2.5.5, debemos reinterpretar que significa fisicamente esta serie. Suponemos® que si es cierta
la aproximacién que di6 Riemann N (T') ~ % log (%) — %7 entonces la ‘densidad promedia’ de los ceros
en el rectdngulo Ry es la cantidad de ceros que hay en Rr entre el drea del rectdngulo, es decir, N(T')/T.
Pero la densidad vista como una funciéon puntual, que depende de la longitud, es tomar la derivada de
N (T) con respecto de T (un andlogo es decir que la velocidad instantdnea es la derivada de la velocidad
promedia) y obtenemos que la densidad puntual de los ceros en el rectangulo R es

d d (T T T
a¥ " = i <27r1°g <2w) - 27r>
Lt (D) (L)AL L
2w dT 27 2 ) dT 27 2w
Ll (L)L
2 T 27 2w 27 27
= ilog (T) . (2.5.6)

Ahora si le atribuimos un peso de ﬁ a cada cero a de £ (t) en el semiplano Re () > 0, la ‘masa’ total
de todos los ceros es justo la serie que aparece en 2.5.5:

Z 1
2
Re(a)>0 |a|
y la convergencia de la férmula del producto se reduce a demostrar que esta serie converge.

Entonces encontrar el valor de esa serie es en realidad encontrar la ‘masa’ de R., donde los tnicos
puntos que “pesan” son los ceros o y ningiin otro punto de R... Esta ‘masa’ discreta’ que tiene R,
se puede llevar a una masa continua, i.e. usando una variable continua. El peso de cada cero se puede
aproximar con

LN (2.5.7)

donde Re (a) =T.
Para verificar esto, observemos que los ceros que estan en R, cumplen f% <Im(a) < % Si escribimos
0 =Re(a) y 7 = Im (a), entonces para un cero a altura T' tenemos

la| = lo +ir| = |T +it| = VT? + 72,

pero como —% <7< %, entonces 72 < i, y asi obtenemos

/ 1

lo cual justifica nuestra aproximacién 2.5.7.

6Esta suposicién no es en vano pues von Mangoldt si lo demuestra después.
7Como & (t) es analitica, sus ceros no se pueden acumular, entonces los ceros, en Roo se comportan de manera discreta.
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Ya hemos sustituido el peso con una variable continua 7', pero sabemos que los ceros no proporcionan el
peso a R.. de manera continua, entonces tenemos que multiplicar el peso T2 por la densidad de los ceros
1 T s . . .
5= log 5— y después integrar sobre (0,T") para obtener una funcién que nos aproxime el peso (discreto) de
los ceros en el rectangulo Ry, es decir:

1 | t
— log — dt.
Z la|? /E ot 8 on

e<Re(a)<T

No hemos tomado la integral hasta el cero porque la integral no converge cerca del cero. Esto no causa
problemas porque los ceros de la funcién analitica £ () no se pueden acumular en el eje imaginario, entonces
existe un ¢ > 0 fija tal que todos los ceros a cumplen |Re (a)| > e. Por lo tanto si queremos ver que la
serie > \cu|72 converge, tenemos que hacer T'— oo y ver si converge la integral.

Esta integral es sencilla de evaluar porque se le puede encontrar una antiderivada al integrando.

Observemos que

d 1 t

— < — (=1 — -1

2 () )
1 d t t d 1

= — 2 (-10g(—)-1 “log(— ) —1) & —
27Ttdt< Og(27r> >+( Og(27r> >dt27rt

R SN A ARV

h 2t t 27 & 2m 2m t2

I T S N N G G W

N 2mt2 2w t2 & 2m

_ e (B

ot 8 or )’

11 t >~ d 1 t
S o )at = Sl (g (L) +1) bar
/0 t2 27 0g<277) /5 dt{ 27Tt<0g<271')Jr )}

y asi tenemos

Il
|
7|
S|
~
/;\
o
o
7 N
)
SRS
N~
+
—
N~
—_
o 3

donde ) )
t

lim —1 — — =0.

iS00 2t 8 (271') * 2mt 0
Por lo tanto ) L1 )

*° t €
x| g = dt:f—<1 (7) 1)<
Z la)? /E 295 8 <27r) ore VB \97) T o
Re(a)>0

Lo que acabamos de “demostrar” es basicamente el argumento de que la serie converge porque el
“peso” es finito en virtud de la densidad de las a’s que es de orden log (T). Si la densidad fuera de orden,
por ejemplo T', entonces la integral anterior no converge y es posible que el peso sea infinito, i.e. la serie
no converge. Este es justo el argumento al que alude Riemann cuando justifica la convergencia de la serie
con sdlo la densidad de los ceros de &(s) [13, linea 56], ya que este ritmo de crecimiento es suficiente para
la convergencia de la integral y asi de la serie.

Habiamos visto que con la convergencia absoluta de la serie

1
> =
Re(a)>0 |a|
tenemos automdticamente la convergencia (absoluta) del producto

0(-9)- 1 (-5)

et Re(a)>0
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Por lo tanto estamos a medio camino para poder afirmar la férmula del producto

e0=coT[(1-1).

[0}

Después de demostrar la convergencia de la serie, Riemann dice “thus it [the series] differs from log & (t)
by a function of ¢2, that for finite ¢ remains continuous and finite and, when divided by ¢2, becomes infinitely
small for infinite ¢ [13, lineas 57-59]. Es decir, que la diferencia

)= toa 0 - Ytos (1- )

es una funcién entera que al ser dividida por 2 se hace tan pequefia como queramos. Escrito a la manera
actual, tendriamos que para [t| suficientemente grande

I/ @)l
¢

<e

para toda ¢ > 0.
Cuando afirma que “This difference is consequently a constant,” [13, linea 59], es probable que estuviera
usando una versién primitiva del teorema:

Teorema 9. Sea f(s) una funcidn entera y par. Si para toda € > 0 existe un radio R tal que Re(f(s)) <
els|? para todo |s| < R, entonces f(s) es constante.

(ver Edwards [4, pégina 45]) o algin conocimiento similar que tenfa en esa época. Para usar este
teorema se requiere que f (t) sea par, es decir f (t) = f (—t), pero este hecho es fécil de comprobar porque
f(t) es una diferencia de funciones pares. Después afirma que la constante se puede determinar haciendo
t =0, es decir f(0) =log&(0). Por lo tanto obtenemos la ecuacién 2.5.4 o A.19 en el articulo de Riemann.

El razonamiento intuitivo es que tanto log ¢ (¢) como > log (1 — tQa_Q), tienen las mismas singularida-
des logaritmicas y como ambas son funciones analiticas de la misma variable, entonces son esencialmente
la misma funcién (salvo una constante). Para poder afirmar esto es necesario que también tengan el mismo
comportamiento al infinito que es justo lo que justifica Riemann.

Después de esto Riemann se dedica a establecer la relacién entre ((s) y su funcién contadora de primos

J(z).

2.6. La férmula para J(x)

En el resto del articulo, Riemann trata de llegar a una relacién para J(z) (que él la denota simplemente
por f(z)) y asf encontrar una férmula analitica para m(x) (que él denota por F(z)) usando la relacién
establecida en el Teorema 4 de la seccion 1.3.

En las lineas 65-67 de [13], Riemann deduce la férmula de log ((s) —que ya vimos en la seccién 1.3—:

log((s) = 5/000 J(x)z* " tdx (2.6.1)

para Re(s) > 1. Después deduce su propia transformada de Mellin [13, lineas 70-79], basandose en el
teorema de inversién de Fourier, —que ya habfamos visto en la seccién 1.4.1—, para despejar J(x) y obtener
la férmula 1.4.7 de la seccion 1.4.1:

J(z) = ! /GHOO 10g<(8)msds, (2.6.2)

2% Jg—ico s

que es valida para « > 1, donde Re(s) = a > 1. Es importante observar que esta igualdad es independiente
de la eleccién de a > 1.
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Después de esto, Riemann usa la definicién de & (t) = (s — 1)II (§) 7~ 2¢(s) y la férmula del producto
de £ (t) para despejar ((s):
t2

(0= 0 = O T (- )

(03

donde « son los ceros de £ (t).
La férmula del producto que obtuvimos en la seccién anterior era con variable t:

e -0 (1- %)

[e3%

pero t? = (—i (s — %))2 = — (s — %)2 Sustituyendo esto en la féormula del producto y escribiendo la

definicién original de & () obtenemos:

1(3) = v ics) =[] (1 " (;2)> .

[0

Si sacamos el logaritmo de ambos lados Riemann obtiene la férmula (que enuncia en la ecuacién A.32):

log¢(s) = glogﬂ +log& (0) —log(s — 1) —logII (;) + Zlog (1 + (8;2;)> . (2.6.3)

Aqui surge la primera ambigiiedad entre usar la variable ¢ con ceros « o usar la variable s con ceros p.
Después es claro que Riemann se regresa a usar s para simplificar la expresién que obtiene para J(x) al
sustituir lo anterior en 2.6.2. La forma en que Riemann se regresa a la variable s es muy sutil y cuando
lleguemos a ese punto lo mencionaremos con mas calma.

El problema con usar la variable ¢ aqui es que al tomar logaritmos, el término de la suma sobre los
ceros de £ (t) tiene un término cuadratico dentro del logaritmo, y éste no coincide con los términos lineales
que aparecen en el logaritmo de la férmula del producto para la funcién factorial:

1(3) = Mleg) ()
logﬂ(;> = i;log<1+i>log(l+;).

n=1
Esto va a complicar bastante las cuentas, entonces lo que hace Riemann implicitamente (nunca menciona
que regresa a la variable s) es reescribir la férmula del producto para £ (¢) en términos de la variable s.

En la seccién pasada argumentamos porqué £ (t) se podia escribir como un producto que dependia de sus
ceros. Ahora si nunca hubiéramos hecho el cambio s = % + 4t y hubiéramos definido directamente

§s) =1(3) (s = D7 E¢(s)

como funcién de s, entonces podriamos escribir con exactamente los mismos argumentos que en la seccién

anterior, £(s) =&(0) ]._.[ <1 a Z)

donde p son los ceros de £(s) en la variable s. Los argumentos son los mismos porque el cambio de variable
s = % + it es un cambio lineal, entonces cualquier argumento que depende del orden de s es el mismo que
se usa para hablar del orden de ¢. Ahora la funcién £(s) es distinta de la funcién £ (¢), entonces por el
momento la nombraremos distinto £(s) := =(s) donde:

S

) = €@ =1(5)(s—Dr5((s)

[1]
VRS
N =
+
=
N———
Il

£(t)
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Por lo tanto tenemos

y asi 2.6.3 nos queda

log((s) = %logw +1ogE(0) — log(s — 1) — logIT (%) + Zlog <1 — ;) . (2.6.4)
P

Ahora, la constante E (0) se puede evaluar como

=0 =11(3) 0~ D k0 = ¢ 0).

donde ya habfamos evaluado ¢ (0) al final de la seccién 2.2. Por lo tanto = (0) = 1. Ahora, para la funcién

£ (), su valor en 0 es
cw-n(2) () )

que es bastante més complicado que E (0).

Esto puede explicar porqué Riemann nunca evalia £ (0) explicitamente. De hecho, cuando escribe
log & (0) en A.32, por su notacién anterior se refiere a logé (t =0) = log= (%), entonces en realidad
Riemann tiene un error pequeno en su férmula. Después en el articulo él hace el cambio implicito de & (¢)
a Z(s), por lo tanto es posible que se refeririera a log = (0) en lugar de log & (0). De igual forma, este error
no altera en lo mas minimo el articulo.

Con su férmula para log ((s), Riemann sustituye esa expresién en la de J(x) 2.6.2 [13, linea 80], pero
afirma que la integral resultante no se puede separar en suma [13, lineas 81-82]. Esto se verifica facilmente
al observar que si se pudiera separar la integral, uno de los sumandos seria la integral

1 a-+ioco 1

a—1i00
que claramente no converge pues es igual a %logw por la longitud del intervalo de integracién que es
infinito.

Entonces para poder sustituir la expresién log ¢(s) en 2.6.2 y después separar la integral en una suma
de integrales sobre los términos individuales de 2.6.4, es “...appropriate to convert the previous equation
by means of integration by parts.” [13, lineas 82-83]

Riemann integra 2.6.2 por partes con el cambio de variable u = s~ !log((s) y dv = 2°ds. Esto da
du = % {s‘l log C(s)} dsyv= @xs. Por lo tanto:

1 [l atieoq petic gs g (1
oy~ L [lesc) ] L © d flogl(s)
2mi | slogx a—ice 2T Jo_ino logxds S
1 1 M atico o petico g o]
= — 70g§(s)xs - — / — 70g€(5) x°ds (2.6.5)
2mi log x s a—ico 2milogx J, ;00 ds S
donde
- 1 —(ax: —a %
log¢(a£ib)] = |~ ﬁZ‘” (ib)‘:ZW | [T
< ana |6:Fiblogn| _ ana
< ((a) <
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pues a > 1. Entonces tenemos que

i [08C@E®) arn| _ o logl(atib)] ’ plaib) logz
b—r00 a+tib b—oo  |a £ b
lim 10g C ((l) ed log x ‘eiib 10ga:|

b—o0 |CL + Zb|

< @ lim — =
< logla)a® lim ooy

y asi el primer término de 2.6.5 se hace cero y Riemann obtiene la expresién para J(z):

1 1 atico g (log((s)) .
J(I)iiﬁlogx/a ds{ s s

—i00

que escribe en la ecuacion A.33.
Ahora sustituimos la expresion 2.6.4 en esta ultima expresion y obtenemos

J() = 11 /‘H'ioo d [slogm _’_i log=(0)] d [log(s—1)
N 2milogx J, ds 2s ds S ds s

d | loglIl (%) d |1 S
- —= —<=>1 1-— - s
ds { s + ds | s zp: 8 p @"ds
a+100 -
= *i. ! / 4 [los=(0) z°ds
2milogx J, ds s

—100

1 1 (o4 (1
— — <=1 -1 8
+27m' logac/a ds {s og(s )}x ds

—100

11 [t g (1 s
— iy | H<7) sd
+27rilogx/a ds{s 81\ }x §

—1i00

1 1 (o4 |1 s
—— —<¢=> 1 1-- ds. 2.6.
27rilogx/a ds{szp:Og< p)}xds (2:6.6)

—100

Podemos evaluar una integral casi inmediatamente. La primera integral de las cuatro se puede reescribir
mediante integraciéon por partes con los cambios de variables u = z° y dv = % {%} ds junto con du =

1.
a+i00 e
1t / d{w}xsds (2.6.7)

zflogrds y v=s"":

2milogx J4 i ds s
s a+1i00 a+1i00
1 1,
= —logE(0) L - — —zds (2.6.8)
2mislogx |, .o 2mi Ju oo S
donde . . )
lfm - S lim  |=|=0.
Im(s)—=+oo | 2mis log 27 log T Im(s)—+oc | §

Por lo tanto la primera integral queda como

BEO) [,
a

2mi Cico S

pero esta férmula es idéntica a la férmula 1.4.8 de la seccién 1.4 con 8 = 0. Por lo tanto la integral, junto

con el factor 1/27i, vale 2° = 1 y la cuarta integral se reduce al valor:

1
log = (0) = log 5= —log2.
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Con esto obtenemos

1 1 a+1i0o 1
J(x) = /a % {S log(s — 1)} x*ds

27i log ico
11 etieg 1 s
- —<¢=> 1 1—- °d
Qﬂilog:c/a,ioo ds {s; 0g< p)}x y
11 ot~ g (1 s
— 4~ logll (5) patds — log?2. 2.6.9
+27Ti log = /G_ioo ds {5 8 \3 }x S8 ( )

Aqui vale la pena dar un paso atrds y ver qué es lo que obtuvo Riemann. Es claro que la igualdad
anterior nos da una expresién para J(z) y, en cierto aspecto, ya terminé Riemann con el propdsito que
tenfa en el articulo. Pero la expresién es muy complicada y nada facil de manejar, entonces el siguiente
paso légico es encontrar valores para esas integrales.

A primera vista las cuatro integrales se ven muy distintas y sugiere que hay que evaluarlas por separado.
Es posible hacerlo a la manera de Edwards en su primer capitulo [4], pero después de haber evaluado una a
una las integrales se vuelve claro que hay una forma unificada de hacerlo. De hecho Riemann no evalia las
integrales (salvo la primera que si es facil de hacerlo) explicitamente, y el método que usa para encontrar
el valor de ellas es elegantemente sencillo:

En lugar de evaluar las integrales con el Teorema del Residuo o algo similar, Riemann representa las
dltimas tres integrales con una sola expresién. Después deriva esa expresion general para poder encontrar
una antiderivada y asi esta antiderivada coincide (salvo en una constante) con la expresiéon general. Esa
antiderivada es sorprendentemente sencilla y permite analizar cémo se comporta J(z).

Este método que propone Riemann, entre las lineas 84 y 100, si se puede complicar en algunos pasos y
hay dos momentos que no estan justificados en el articulo y que si necesitan justificacién, pero en general
el método de Riemann para deducir la férmula para J(z) es més elegante, y aunque tiene sus errores,
parece que es mas ilustrativo que otros métodos como el que aparece en el libro de Edwards.

Para poder expresar las tres integrales de 2.6.9 con una séla expresién, cada integral se tiene que
reescribir pues a primera vista no son similares. La primera integral con la que trabaja Riemann es donde
aparece el término logII (%) El expresa Il (%) como su férmula de producto [13, ecuacién A.34] para
obtener el integrando:

d (1 5 s dJ1 2 s 1 S s
ds{slogf[(2)}x = (1(9{82210g<1+n)10g(1+2n>}z

n=1

d [ 1 1 1 A
ds{zzlog(lJrn)slog(lJr;l)}x.

n=1

Riemann luego justifica [13, lineas 84-85] que la derivada se puede intercambiar con la suma para obtener

la ecuacién A.35: .
d |1 5 s d |1 5 s
ds{sbg“(z)}f =g {slog (”zn)}x

yva que el primer sumando de la serie no depende de s y desaparece al derivar.

Para demostrar formalmente que si se puede hacer este intercambio de derivada y suma, tenemos que
ver que la serie (sin las derivadas) define una funcién analitica de s sobre la recta Re(s) = a > 1. Pero esto
es posible de la definicion de II (%), porque la serie representa la funcién %logH (%) que es una funcién
analitica en todo el plano, salvo el 0 y los puntos s = —2n donde II (%) tiene polos. Aparte, como II (%)
nunca se anula, la funcién % log IT (%) no tiene singularidades logaritmicas. Por lo tanto la serie representa
una funcién analitica® en la recta Re(s) = a > 1 y asf se puede derivar término a término.

Ahora, como la serie define una funcién analitica en la recta Re(s), la serie de derivadas también define

8En el teorema 2 demostramos que el producto infinito convergia absolutamente en todo el plano complejo salvo en los
enteros negativos.
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una funcién analitica y asi se puede intercambiar con la integral sobre la recta Re(s) = a, es decir:

1 1 a-+100 d
—_— / logH ( ) x°ds
2milog T )4 ioo ds

a+zoo<>°
log (1+ =) ¢ a°
2mlogac/a ot { 8 +2 )}mds
o0 1 1 a+zood
-y = 4 log (14 22 ) tatds.
T;%ﬁlogx/a- ds{ 8 +2 }a: ’

100

Formalmente se tendria que tomar la integral de a — i7" hasta a + i1 donde si se puede intercambiar la
serie con la integral y luego tomar el limite cuando 7" — oo. Aqui obtuvimos una expresién muy cercana
a la primera integral de 2.6.9.

Con estos arguments, Riemann lanza directamente su expresién general para las tres integrales [13,
lineas 86-87 y ecuacién A.37]:

27i logx ds S

1 1 a+1i00 log 1-32
— / 4 M z°ds (2.6.10)

—100

donde B varia para tomar el valor de alguna de las tres integrales de 2.6.9. Pero antes de pasar a esta
expresion, trabajaremos un poco mas las otras dos integrales que nos faltan.

Para llevar la segunda integral de 2.6.9 —la integral que depende de los ceros p no triviales de ((s)— a
la forma 2.6.10, necesitamos intercambiar la suma con la derivada y después con la integral:

1 1 a+1i00 d
- log (1—2) % a%ds
2mi log /H-oo { 2 log ( >}

1 a+ioco d s
- _ el 1 1—= Sds. 2.6.11
%:2712' logx/(l_ioo ds { og( P>}$ ’ (2610

Con esto obtenemos una serie donde los sumandos tienen la forma que mencionaba Riemann, donde
toma como valores los ceros no triviales de ((s). Este intercambio de suma y derivada e integral es muy
complicado justificar, y aqui es el segundo momento donde en el articulo se deja sin resolver una parte
importantede una demostracién (la primera es cuando le falta justificar que los ceros no triviales de ¢(s)
tienen parte real distinta de uno). No es nada claro que la serie que corre sobre los ceros no triviales de
¢(s) pueda intercambiarse con la derivada porque la serie es condicionalmente convergente.

Ahora, s6lo nos falta ver que la primera integral de2.6.9 tiene la forma que propone Riemann. A primera
vista sélo varfan por un signo si hacemos 8 = 1 en 2.6.10, pero hay un problema si hacemos 5 = 1. Para
ver esto, definimos, para = > 1 fijo,

1 1 atioo g s s
10 = griiogs [ as{aos (1 5) e

y observemos que, como funcién de 3, f (8) estd bien definida siempre y cuando la expresién

log (1— ;) =log (8 —s)—logp

este bien definida.

Tomamos la rama del logaritmo que obtenemos al quitarle al plano complejo las 5’s que son reales no
negativos. Para ver que el término log (5 — s) estd bien definido, simplemente tomamos Re(s) = a > Re(f).
Como la integral sobre la recta Re(s) = a no depende del valor de a siempre y cuando a > 1, para todo
B, podemos escoger a > Re(f) y definir bien f () como la integral sobre la recta Re(s) = a. Al hacer
a > Re(f) tenemos que Re (8 — s) = Re()—a < 0, entonces no es posible que S—s sea un real no-negativo.

67



Por lo tanto mo podemos evaluar en 8 = 1. Entonces generalizamos la forma que tiene la primera

integral a la funcién
s 1 1 ot g s
= 1 ——1 5d
F(8) 2mi log x /,l,ioo ds { o8 <B ) } v

que estd bien definida en los complejos salvo los reales no-positivos por exactamente la misma razoén que
f(B) esté definida para los complejos salvo los reales no-negativos. Observemos también que la integral
que queremos evaluar —la primera integral de 2.6.9— es en realidad f (1).

Ahora veamos realmente en qué difieren la funcién f (8) y la forma general f (8) que propone Riemann:

R 1 1 a+100 d 1
FO-16) = g | g {ies(1-5) - e (5 1) foras
_ L1 T d flog(B) —log(=B)
T 2milogw /a_ioo ds { 5 }x ds

1 1 o g (log(—1)
= — — ¢ ————= > a%ds. 2.6.12
2mi logx/G_< ds{ s v (26.12)

00

Esta ultima integral tiene exactamente la misma forma que la primera integral que evaluamos en 2.6.7.
Por lo tanto la integral anterior es la constante — log (—1). Aqui hay que tener cuidado con la constante
log (—1) y qué valor va a tomar pues el logaritmo es una funcién multivaluada.

La diferencia f (8) — f(ﬁ) estd bien definida en la interseccién de los dominios, i.e. C — R, entonces
si nos fijamos sélo en el semiplano superior, 8 tiene un argumento positivo: 0 < arg 8 < 7. Por lo tanto
log 8 —log (—/3) tiende a log (—1) pero con argumento positivo, es decir log (—1) = iw. Con esto concluimos
que en el semiplano superior tenemos:

F(B)—f(B)=ir.  (Im(B) > 0) (2.6.13)

Por el momento dejamos esto aqui porque nos faltan mas resultados que veremos mas adelante.
Ya hemos llevado todas las integrales a la forma general que propone Riemann [13, ecuacién A.37] y
que nosotros llamamos f (8) salvo la primera que vale f (1). Con esto obtenemos

) = f(1) Zf Z ~log2,

pero la serie que depende de los ceros no triviales de ((s) se debe escribir apareando cada cero p con su
pareja 1 — p y sumar en orden de parte imaginaria ascendente. Entonces obtenemos:

oo

Ja)=Ff1)— Y (fp+f-p Z —log 2. (2.6.14)

Im(p)>0 n=1

Este es el resultado escrito de lo que dice Riemann cuando indica que todas las integrales en la primera
expresion para J(x) tienen la forma de f (/) [13, lineas 86-87 y ecuacién A.37].

Ahora, lo que sigue en el articulo es encontrar valores para f (8)de 8 =p, 8 =1—py = —2n. Estos
valores para 3 caen en dos semiplanos distintos: Re(8) > 0 y Re(f) < 0 y es en estos dos semiplanos, por
separado, donde Riemann encuentra otra expresién para f (). Cabe mencionar que si un cero p tiene parte
real Re (p) = 0, entonces no podemos separar el dominio en los semiplanos mencionados, pero supongamos
el resultado de Hadamard [9] y de la Vallée Poussin [3] que la parte real de los ceros no triviales de ((s)
tienen parte real Re(s) # 0.

Desde aqui el método de Riemann es simplemente encontrar otra funcién que coincida con f (3) en
estos semiplanos distintos. Para hacer esto deriva f y busca una funcién cuya derivada es la misma que
f'. Esto nos va a dar una funcién nueva que difiere de f en posiblemente una constante.

Antes de derivar f (3), Riemann observa que [13, ecuacién A.38]:

d{10< 8)}_1.1.8_ 1 1
Bls B\ B) TS 15 BT BB (B-9)p
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Entonces

, _d 1 1 [T q (1 s\ s
10 = s [ i (s (1 5) e
1

_l/mmddhol S\ oy
- 2milogx J, ;oo dBds s & B v

Ahora, como la funcién s~ (log (s — 3) — log (3)) es analitica en el dominio de f (3), podemos intercambiar
el orden de derivacién?, y asf tenemos

rg) = L1 /Hmdd 1 C ) L
re = 2rilogx J,_ine dsdf Slog ! B s

11 /“+”°° d 1 .
— : — < —— b 2%ds.
2milogx J,u_ieo ds L (B—135)0

Ahora hacemos el cambio de variable v = z° y dv = & {m}ds con du = x°logxds y v =

ds
((8—s)8)"". Entonces tenemos

) 1 1 gs et 1 1 qetiee s
1(8) 2mmWwawLmn2mmWLkmw—w#%ms
1 1 g (et petice s
B %”MW[W—@ﬁhqm_%”A4w(ﬁ—@ﬁw
donde
x5 _ @
’(6—8)6‘ |(8—s) Bl
y asi
, x° _
JﬁJw—@g—“

porque el denominador diverge a infinito y el numerador estd acotado (recordemos que s = a+ib). Entonces
el primer término de f’ (/3) se hace cero y asi tenemos que

f1(8) =

1 a+1i00 s 1 1 a+100 s
/ i T _ds. (2.6.15)

—1i00 (B_S)Bdszﬁg a—1i00 S_ﬁ

Observemos que esta ecuacién es exactamente la formula 1.4.8 al final de la seccién 1.4. Por lo tanto, como
x > 1, la integral vale z°. Con esto deducimos que

2mi

/ _ 1 B
£8)=50"

La férmula anterior es valida siempre y cuando la férmula 1.4.8 de la seccién 1.4 sea valida, i.e. cuando
Re(B) < a, pero ya habiamos visto que las integrales sobre la recta vertical Re(s) = a de esta seccién no
dependen de a, entonces podemos escoger a tal que Re(3) < a para cada . Entonces la ecuacién anterior
es valida para cada ( en el dominio de f.

Como Riemann quiere expresiones distintas para los semiplanos Re(5) < 0 y Re(8) > 0, reescribe la
expresion anterior como la integral elemental

f%@:f/mﬁ*%

con Re(B) < 0, para que cerca del co, la antiderivada %tﬁ se haga cero [13, linea 89 y ecuacién A.39]. Para
el caso Re(f) > 0, usa la integral

1
rE= [ e

2 2
9Para funciones f de clase C'! en su dominio se tiene que %an f= £W f
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Ahora, la idea es encontrar una funcién cuya derivada sea estas integrales, pero ya habiamos visto

en la seccién 1.5 que la integral logaritmica generalizada tiene como derivada a %mﬁ. Observemos que la

funcion
Li(2%) = im +
1(96) i /c+ log 2

2P

s6lo nos sirve para el caso Re(8) > 0, pues era para estos valores donde Li (mﬁ) estaba bien definido.
Entonces para Re(3) > 0 tenemos que f’ (3) = Li’ (acﬁ) y asi difieren en una constante Q:

f(B)="Li(2") +Q.

Para el caso Re() < 0, es necesario proponer otra integral, pero ya conocemos una antiderivada para
el caso Re(8) > 0 entonces es facil proponer una antiderivada para el caso Re(8) < 0. En lugar de integrar
28=1/logz de z=0a z =z en el caso de Li (J)B), integramos de z = x a 0o y obtenemos

oot,(i’—l
FO) == | i+ P

donde P es una constante. Verificar que efectivamente la derivada de la integral anterior coincide con f’
en el semiplano Re(8) < 0, es idéntico a ver que la derivada de Li (;v'B ) coincide con f’ en el semiplano
Re(8) > 0.

Con esto llegamos a las férmulas A.42 y A.43, respectivamente, que enuncia Riemann [13, linea 91]:

mzﬁ_l
10 = [ iod@ Re(@) >0

oo _B—1
F(B) = — /m fogdep Re(3) < 0 (2.6.16)
donde la primera integral se toma sobre el contorno Ct o C'~ como en la definicién de Li (.TB) Es
importante no especificar aun el contorno, porque el valor de la constante cambia por 27 segun que
contorno que tomemos. Esto es justo lo que dice Riemann cuando menciona que “... the integral from 0 to
x takes on values separated by 27i, depending on wether the integration is taken through complex values
with positive or negative argument...”!% [13, lineas 96-97].

Aqui Riemann estd mencionando implicitamente que es necesario evadir el punto singular z = 1 y
que hay dos formas de hacerlo: por arriba con el contorno C* (“positive argument”) o por abajo con el
contorno C'~ (“negative argument”). Observemos que para f , se tiene la misma férmula para el semiplano
Re(8) > 0 sélo que la constante es distinta; la nombraremos @Q’.

Lo que falta ahora es encontrar el valor de las constantes y esto es el propésito del parrafo que procede
las igualdades anteriores [13, lineas 95-100]. En el caso Re(8) < 0, la constante de integracién P la evalia
Riemann al hacer Re(8) — —oo [13, lineas 95-96]. Para facilitar el célculo, escribimos § = o + i7 donde
oy 7 son las partes reales e imaginarias de 3 respectivamente. Entonces Riemann propone hacer

[e'e] Zﬁ’_l

lim f(8)=P— lim

dz.
o —00 o——oo | logz

Para ver qué sucede con la integral cuando ¢ — —oo observemos que

© B-1 o | ,B-1 © o—1
/ z dz' < / z z = / z dz
. logz . . logz

pues z es un real mayor que x > 1. Ahora observemos que si escribimos ¢ = —n y hacemos n — oo,
entonces tenemos que

log 2

—n—1 —n—2

z z i

22

>

ISEEE

>
log 2z log z
y asi podemos aplicar el Teorema de convergencia mondtona a la sucesién de funciones

(v () = {—Z_N_l b

log 2z

10Para ver que efectivamente la diferencia es 273 véase la seccién 1.5
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notemos que hemos puesto el signo menos para que se cumpla la hipétesis de fy < fy41. Por lo tanto

tenemos que
o) Z—n—l [es} Z—n—l
lim—/ dz:—/ lim — dz=0
xr

n—o0 B log z n—oo  log z
pues z~"~! = 0 cuando n — oo, porque z > 1. Por lo tanto, como el integrando es una funcién continua
de n, podemos deducir que la integral se hace cero cuando o — —oo. Entonces obtenemos
lim f(B)=P.
T—r—00

Para evaluar este limite, primero generalizamos al caso cuando ¢ — oo y observemos que

1 1 a+1i00 d 1 s

= — -1 1—-— s

F(8) 27ri10g9:/a_iOO ds {5 og( 5>}x o

1 1 a+1i00 1 d s S

= — — | s—1 1——=]-1 1—— 5d
27 logx/%ioo 52 <Sds og( 5) og< 5))26 ’
1 1 a+1i00 1 1 S

- ey | 1—-— s
27m'logac/a,iOo (8(8—5) 52 Og( 5>>x o

1 1 7ﬂ5—65+52: 1

B(s=B) Bs  Fs(s—H  s(s—5)
1 1 a-+1i00 s x5 1 s s
10~ stz [ e 5w (1 5) e

Esta integral la podemos descomponer en tres integrales. Las primeras se pueden evaluar usando la formula
1.4.8, que ya hemos usado antes, al final de la seccion 1.4:

y como

obtenemos

L 1 /aJrioo s p B J?B

2milogs Jo iw B(s—B) ~ Bloga
1 1 atico 4. 29
L / s = .
2milog T Jou_ico DS Blogx

Con estas dos igualdades obtenemos otra férmula para f (3)

xﬁ 1 1 1 a+iool s
N S S —log(1—3)z%d
1) = Fiogz ~ Flogs ™ Triiogs o ¥ Og( ﬁ)x )

que podemos acotar por

1f (B)]

zf ] 1/“”0011 AP
—— —lo — = ) z%ds
Blogx Blogx 2rilogx J, oo 82 & g
x

- +11/a+m11 1-2) g
Bllogz ' [Blloge « 2rloge Jy s |2 C\  B)7

Si volvemos a escribir § = o + i7 y si hacemos 0 — —o0, los primeros dos términos claramente se hacen
cero y si se pudiera meter el limite a la integral tendriamos que

1 s\ 1 , s\
S—Qlog <1—6>x S—Qlog <01er;ol—ﬁ)x

e implicarfa que f (8) — 0 cuando 0 — —oo. De hecho sélo necesitamos que |3| — oo para afirmar que
f(B) — 0. Esto es un resultado que usaremos mas adelante:

ds.

lim =
o—— 00

1 S
= ?log(l)x =0,

lim f(8) =0. (2.6.17)

|8 =00
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Lo tultimo que nos falta ver para verificar el limite anterior es ver que se puede intercambiar el limite con

la integral:
a+i00 a+i00
1 1
lim — log <1 — S> x°ds = / lim — log (1 — S) x°ds,
|Bl=00 Jo—ico S B a—ico 1Bl=00 8 B

pero el orden del integrando (del lado izquierdo) es |3|~2 porque aparece un término s=2 y el término
z® no afecta el orden porque la parte real de s es fija. Entonces la integral converge absolutamente y el
intercambio es justificado.
Ya hemos verificado 2.6.17 y podemos afirmar que
0= lim f(B)=P

T——0Q

y asi, de 2.6.16, obtenemos una férmula para f (3) en el semiplano Re(3) < 0:

oozﬁ_l
FO == [ oot e <o

Ahora nos falta evaluar la constante () que aparece en

z B-1
0= [ E_d+Q=Lie) +Q

para el semiplano Re(3) > 0.

Riemann dice que, para evaluar @), tenemos que hacer procesos limites distintos si integramos sobre
C™T o C~ (para poder evaluar el término Li(z”)). En el caso de integrar sobre CT, Riemann dice que “..
[the constant of integration] becomes infinitely small, for the former path, when the coeficient of ¢ in the
value of 8 becomes infinitely positive...”, es decir que hay que hacer que la parte imaginaria de § tienda
a +o0o [13, lineas 97-98].

En el otro caso, Riemann dice que hay que hacer la parte imaginaria de 8 tender a —oo para que @ = 0
(@ es la constante de integracién a la que alude Riemann) [13, linea 99].

Si volvemos a escribir 3 = o + i7, al integrar sobre CT, Riemann dice que hay que hacer 7 — co y al
integrar sobre C~, hay que hacer 7 — —oo. En ambos casos |3| — oo y asi tenemos, por 2.6.17,

lim f(8) = lim _f(B)=0

T—00 T——00
de lo cual se deduce que
B—1
z
lim dz = —-Q
T—=00 Jot log z
2P~1

lim dz = —-Q.
700 Jo- logz
A priori, las dos @’s pueden ser son distintas, pero las denotamos igual porque en el articulo Riemann
menciona implicitamente que son iguales.
Para el primer limite hacemos el cambio de variable log z = w con 2~ 'dz = dw y tenemos

B-1 Bw
/ z dz = / 6—dw
o+ logz log[C+] W

donde log [C™T] significa aplicarle el logaritmo al contorno C'T. Si seccionamos C* en tres contornos: el
eje real [0,1 — ¢]; el semicirculo en el semiplano superior |z — 1| = ¢ y el eje real [1 + ¢, z], tenemos que
la funcién logaritmo manda estos tres contornos al eje real (—oo,log (1 —¢)]; al contorno log (1 + e¢)
donde 6 € (0,7), y al eje real [log (1 + ¢€),logz]. La imagen de CT bajo logz, junto con sus componentes
se muestra en la figura 2.6.1.

Como w™ e’ es analitico en el nuevo contorno log [CT], entonces sélo depende de los extremos, enton-
ces por el Teorema de Cauchy, si mantenemos iguales los extremos de log [CT] y deformamos continuamente
el contorno (sin cruzar la singularidad w = 0), entonces no alteramos la integral.
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Figura 2.6.1: Imagen de CT bajo log 2

log[C™]

— 0

log[1 - €] log[1 + €] logx

Figura 2.6.2: Deformacién del contorno log(C™)

id+log(x)

A
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Ahora, los extremos de log [CT] son —oco y logx, entonces proponemos el nuevo contorno que va de
10 — 00 a id + logx (una recta paralelo al eje real a distancia § > 0 de él y en el semiplano superior) y
después va de id +log x a log x que es una recta vertical. Este nuevo contorno se muestra en la figura 2.6.2.

Entonces tenemos que
Zﬁ_l id+log x eﬂw log x eﬁw
dz = dw + dw.
Cc+ logz 6 —00 w is+logz W

Ahora hacemos el cambio de variable w = i0+u con dw = du en la primera integral y hacemos w = log x+iv
con dw = idv en la segunda integral y obtenemos

2571 log x 65u+iﬁ5 0 eﬁ log x+iBv
/ dz = / —du+ / ———1idv
o+ log z o W0t u s logz +iv

log x Bu 1 ifv
, e e
61’86/ - du — imﬂ/ ——dv
oo W0t u o logx+iv

Sustituimos g = ¢ + iT y hacemos 7 — co:

B—1 ) ) logz _(o+iT)u 0 i(o+iT)v
/ T dr = eiloting / £ du—id? / R—
o+ log 2 oo WOt uw o logx+iv

logz _ou, iTu § _—Tv iov
5 ete . e e
= ¢ 700 . du — iz” ——dv
o W0tu o logz +iv

Recordemos que estamos en el semiplano Re(8) > 0, entonces o > 0 y asi

logz _ou itTu 0 —Tv iov
_ i e e . e (&
(& T5€205 7du — 'LI‘B %dv
o W0t w o logx+iv

zﬁfl
/ dz’ = lim
c+ logz T—+00

lim
T—+00

logz _ou_itu 5§ _—71v iov
, _ ; e e & e
< lm e %0 —— du| + |iz”? —dv
T—+400 oo W0 tu o logz +1iv
log z e z‘ru ) efTveiav
< m —78 | | 105| du + |i$G+ZT | S
Tﬁ+oo W6 +u o |logz + v
log x o'u 4 —Tv
, — 6 e
< lim ’e T‘S’ . du + x° Iil,dv
T—+00 . \15+u| o |logz + iv|

Como la integral

log x ou
&
/ - du
oo 04w

es absolutamente convergente, porque e’* domina |id + u| en el intervalo u € (—00,0), entonces ésta es
una constante M con respecto de 7. Por otro lado sabemos que

9 —Tv 0 | ,—Tv S —T1v
/Lydvg/ L / ‘v
o |logz + iv| [log x| o logx

porque |log z| < |log x + v| para toda v € [0,d] y también = > 1. Por lo tanto

o |67TU| 1 ’ —TV 1 1 —Tv ’ 677—5 1
B dU S e dU = —e€ = — _|_ ,
o |logx + iv| logz J, logz | —7 0 Tlogx Tlogx

y asi
B-1 logz | ou 5 —rv
lim / z dz‘ < lim *75\/ ‘dum“/ g,
r—+oo | Jor log z T—+00 |z§+ o |logx + v
e 7 1
< lim |e | M+a° (- +
T—+400 Tlogx Tlogx
1 1
< M lim |e7|+2% lim (- -
T +00 rotoo \ Te™logx  Tlogx
< 0.
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Por lo tanto Q = 0 en el caso de integrar sobre CF.

Cuando integramos sobre C'~, la demostracion es la misma salvo cuando deformamos continuamente el
contorno log [C~]. En el caso de C~, lo llevamos al conjugado del contorno que usamos en la demostracion
anterior. Todo sigue funcionando porque el signo de § se cambia y para recompensar este cambio de signo,
hacemos 7 — —oo (véase la tltima desigualdad). Por lo tanto en el segundo caso obtenemos ) = 0 pero
todavia hay una ambigiiedad en la forma en que escribimos f (3) en el semiplano Re(3) > 0.

Para obtener que @ = 0, en el caso de integrar sobre CF, hacfamos Im (8) — +o0, entonces estamos
en el semiplano superior, y cuando integrabamos sobre C~ estdbamos en el semiplano inferior. Como f (3)
no estd definido para los reales no-negativos, entonces el semiplano Re(3) > 0 estd a su vez dividido en
los dos planos mencionados anteriormente.

Por lo tanto la expresién para f (3) se tiene que dar por separado: una para cada componente de su
dominio:

zﬁ’l
F8) = /C dz  Re(8).Im(B) >0

+ logz

B—1
F3) = [ mde m(®)<0<Re(s),

Como las integrales sobre CT y C~ extendian la integral logaritmica, usamos las férmulas 1.5.3 de la
seccién 1.5 para escribir nuestra caracterizacién final de f (5):

f(B) = Li(2")—ir  Re(B),Im(B) >0

f(B) = Li(2")+ir  Im(B) <0< Re(B)
oozﬁfl
10 = - [ fde Re() <o

Ahora regresamos al caso de evaluar la primera integral f (1). Sabemos que difiere de la integral sobre
C™ por una constante Q’, es decir:

. -1
f</3>:/cz dz+Q  Re(8) >0,

+ log 2z

Si hacemos Im () — oo, obtenemos —con los resultados anteriores— que:

lm  f(8) =qQ,
Ll F8)=Q
pero hacer ese limite nos lleva al cuadrante Re(8),Im(8) > 0 donde la férmula 2.6.13 nos dice que
f(B)—f(B) =1im, es decir que f (B) = f (8) —im. Si metemos esta igualdad en el limite anterior, entonces
tenemos que ' = —im. Por lo tanto

~ zﬁ_l
5f(ﬁ):/c dz — im = Li (27) Re(j) > 0.

+ logz

Aqui si podemos evaluar en 8 = 1 para obtener el valor de la primera integral.
Con estas férmulas ya podemos evaluar J(z). Sustiuimos los valores particulares de /3 en la férmula
que ya tenfamos para J(x):

J@)=f1) = Y (Fp)+f(=p)=D f(-2n)—log2,

Im(p)>0 n=1

y obtenemos

e 0 ,—2n—1
J(xz) = Li(z)— Z (Li () —im + Li (2'77) +im) + Z/ & dz —log2
Im(p)>0 n=1"% log 2
oo 2’72”71
= Li(x) — Z (Li (2*) + Li (xlfp)) + / Z 7 dz —log2
Im(p)>0 v am 087
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ya que la serie

= Zin
= log 2z zlogznzl

es uniformemente convergente en (x,00), pues estd acotada por la serie Zw‘zn que es una geométrica

convergente. La serie vale (1 — zz)fl al ser una geométrica y asi llegamos a la férmula final que obtiene
Riemann [13, linea 100 y ecuacién A.44]:

@) =T - Y M) e+ [

———— —log2.
g >0 . t(1—1t%)]logt

Hay dos problemas con esta expresién. El primero lo admite Riemann: la justificacién del intercambio
de la serie con la derivada e integral

1 1 ot~ q 1 s 1 1 (o q (1 s
-—— —q - 1 1—-— Sds = — — — <=1 1—- °d
2mi log x /a,ioo ds {s Zp: og( p)}x g Z 2mi log x /a,ioo ds {s og< p>}x y

p

no lo ha escrito y dice que mediante una discusiéon més a fondo de la funcién & se puede justificar el
intercambio: “It may easily be shown, through a more thorough discussion of the function &,...” [13, lineas
102-103]. De hecho la parte dificil de este intercambio es que el dominio de integracién no esta acotado [13,
lineas 103-105 y ecuaciones A.45 y A.46].

El segundo problema con la expresién que obtiene Riemann para J(z) es que al sustituir los valores
B =py B =1-pesta asumiendo implicitamente que 0 # Re (p) para todos los ceros no triviales de {(s),
pues las férmulas para f () son para el semiplano Re(8) > 0 sin incluir Re(8) = 0. Esto no lo menciona
Riemann y si es un problema formal con esta férmula. Este error ya lo habia cometido Riemann antes lo
cual sugiere que sabia que lo estaba asumiendo sin probar.

2.7. La férmula para 7(z) y las conclusiones de Riemann

Ya calculamos todas las integrales que aparecen en la expresién de J(x) y obtuvimos la férmula para
z>1

J(z) =Li(z) — > [Li(a”)+Li(z' )] +/Oo dt

——————— —log?2 (2.7.1)
2
Im(p)>0 . L(t 1)logt

donde las p’s corren sobre los ceros no triviales de ¢(s).

Este era el propdsito principal del articulo y con lo tltimo que ya se obtuvo Riemann puede deducir
una férmula analitica para la funcién contadora de primos. El toma la relacién (que deducimos en la
férmula 1.3.7) y la invierte [13, lineas 107-108] para obtener:

m(z) = i %n)t] (xl/")

que nosotros deducimos cuidadosamente en el Teorema 4. Observemos que la ‘serie’ en realidad es una
suma finita porque z'/" < 2 cuando n — oo y el resto de los sumandos son cero. Esto sucede cuando
logx/log2 < n, si denotamos N, = [logz/log2], ya al sustituir nuestra férmula analitica para J(x), en
la férmula para 7(x) obtenemos el resultado principal del articulo de Riemann:

N,

ﬂ'(x):Z# Li (xl/”)— 3 [Li (xp/")+Li (xufp)/n)} +/jn1f(152—di)logt_log2

n=1 Im(p)>0 ¢

8

Como la férmula es muy complicada para su andlisis en el estado actual, especialmente en los términos
que él llama periédicos (de hecho llama a los demds términos “non-periodic” [13, linea 116]) que son los
términos que dependen de las ceros no triviales de ((s), Riemann decide analizar la densidad de los primos
en la recta numérica y luego aproximarlos. Esto implica estudiar la derivada de J(x).
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Antes de estudiar la derivada, primero veamos qué sucede con los términos individuales de la expresién
de J(x) y sus comportamientos cerca de co. Cada término en la férmula final de J(z) actia distinto cuando
x — o00. El término constante — log 2 obviamente no cambia y la integral

/°° dt
. (2 —1)logt

decrece cuando x — oo porque el dominio de integracién se hace mas pequeno y eliminar este término
para dar una aproximacién de 7(z) es justificable porque la integral vale muy poco:*!

° dt *° dt
— < ——————— ~0,14001....
/_t t(tzfl)logt_/g t(t2—1)logt

En la seccién 1.5 vimos que Li(z) — oo cuando = — oo por lo menos a la velocidad que lo hace log z
Ahora, los términos de la forma Li(z”) oscilan con respecto de p porque los ceros p tienen parte real
acotada 0 < Re(p) < 1 y sus partes imaginarias crecen y decrecen a oo y a —oo de manera oscilatoria
(porque apareamos los ceros p con 1 — p).
Para ver el comportamiento de Li(z”) con respecto de z, fijamos un cero p, consideramos x > 4y
recordemos que

P!
Li(z°) = ir +/ —dt
c+ logt
en el primer cuadrante 0 < Re (p),Im (p). Ahora, hacemos u = ﬁ con du = “;g’ét y dv = tP~1dt con

v =1t*/p y obtenemos:

tP tPdt
ST U [ T
plogt ]y c+ ptlog”t
El primer término depende de los extremos que son ¢t = 0,z. Pero cuando t — 0T, el denominador logt

tiende a —oo exponencialmente mientras que el numerador tiene exponente con parte real no negativa,
entonces éste tiende a cero. Por lo tanto cuando ¢ — 07 se hace cero el cociente y asi obtenemos la

expresion
P tP1dt
Li(zf) =im + v +/ —_—
plogz ~ Jo+ plog”t

Ahora dividimos el contorno C* en dos arcos, el primero es todo el recorrido original hasta ¢t = 2 y después
es la recta sobre el eje real de 2 a x. Entonces tenemos

. _ P tPde Crlde
Li(a”) =im + + 5>~ + =
plogz c+ plog”t o plog™t

pero la primera integral es convergente pues el integrando es analitico sobre CT (hasta ¢ = 2), por lo tanto
la primera integral es una constante con respecto de x; esta constante junto con 7 la llamaremos K. Por

lo tanto tenemos »
P T r—Lldt

L) = o [ K
plogz 2 plogt

La integral que queda, como x > 4, la separamos en dos intervalos [2, z*/?] y [21/2,z]. Ahora vemos
qué sucede con la norma de esta integral (escribimos o = Re(p) y 7 =Im (p)):

T a7 ot @
-+ — ——— | dt +
2 plog”t 2172 plog”t 2 plog®t 21/2
I1/2 to'fl x t071
/ 72d1H—/ ———dt. (2.7.2)
2 |p||logt| z1/2 |p| |log |

11 Esto se puede calcular usando cualquier método numérico para aproximar integrales o se puede observar que la cola de
la integral estd dominada por t~3 y que f;o t=3dt = é = 0,125 da una aproximacién débil.

P!
dt

plog?t
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Aqui sabemos que t es un real mayor que 2, entonces todos los términos son positivos y asi quitamos los
valores absolutos. Por otro lado, el integrando de la primera integral la acotamos por

to'fl tofl

<
|pllogt ~ |p|log® 2
en el intervalo [2, z'/ 2}. Lo mismo hacemos con el otro integrando:

ta’—l to—l
< .
Ipllog®t = |p|log® («1/2)

Entonces 2.7.2 nos queda

/xw = 1dt +/”” = 1dt
2 plog*t 2172 plog?t

1/2

x ta—l x ta—l
< 7dt+/ ——————dt
/z || log? 2 2172 |p| log? (x1/2)
1 1‘1/2 1 x
< - t”—ldt+7/ todt
|p|log22/2 lp|log (z1/2) Jyr/2
.'121/2 T
< heslS) e
T pllog?2 Lo ]y |pllog® (z1/2) Lo [
ZCJ/2 20/2 z° zJ/Q

_ + — .
alpllog®2  olp|log’2 o |p|log? (z1/2) o |p|log® (x1/?)

Si eliminamos los términos negativos, seguimos acotando por arriba, entonces

/x tP=Ldt ‘ x7/? z°

< + .
2 plog’t| ~ olpllog®2  olp| §log*(x)
Sabemos que Re (p) < |p| entonces podemos acotar mds. Denotamos K; = (olog2) > y Ky = 4072 y
concluimos N )

tPidt
/ ’ < K127 + K, x
2

plog?t log?(z)

También sabemos que el término z*/plogx de Li () crece més rapido que lo anterior cuando x — oo,
ie.

g

o/2 7 P z7
T+ — < =
log*(x) plogx |p|log x
entonces podemos decir que el término 2 /ploga de Li(2”) domina:
P
Li(z”) = i
plogzx

Para argumentar la periodicidad de estos términos, como le llama Riemann, consideremos

zf 7
Li(2*) ~ = ———¢'Tlos®, 2.7.3
() plogx plogme ( )

Lo primero que podemos observar es que cuando x — oo se tiene:

xO'

— 0
log x

pues ¢ > 0 (otra vez estamos usando el hecho que Re(p) # 1). Ahora como z — oo entonces el factor
e'm198% ya rotando el cociente indefinidamente pero como el cociente se hace muy grande, para las x
grandes las oscilaciones son muy notables.
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Ya tenemos el comportamiento de todos los términos de J(z) cerca de co. Los tltimos dos términos
de J(x) en 2.7.1 estdn acotados entonces no alteran el comportamiento de J(z) cerca de co. Por lo tanto
usamos sélo los primeros dos términos para aproximar a J(x):

J(z) = Li(z) — > [Li(a”) +Li(2' )] (2.7.4)

Im(p)>0

Riemann da una férmula para aproxzimar la derivada de J(z) [13, lineas 113-114] que por definicién
es la medida dJ que mide: la densidad de los primos més un medio de la densidad de los cuadrados de
los primos mas una tercera parte de la densidad de los cubos de los niimeros primos etc. Una forma de
ver este hecho es que el cociente m(x)/x nos dice cudntos primos hay a lo largo del intervalo [0, z] es decir
qué tan densos son los primos en ese intervalo por unidad de longitud. Entonces si hacemos el ‘cociente’
infinitesimal dm(x)/dx obtenemos una funcién que nos regresa la densidad puntual de primos en cierto
punto z de la recta real. Si llevamos este argumento a J(z), obtenemos justo lo que argumenta Riemann.

Dice que la expresién A.49

113 gives an approximating expression for the density of the prime number + half the density of the squares
114 of the prime numbers + a third of the density of the cubes of the prime numbers etc. at the magnitude x.

Por lo que acabamos de argumentar, Riemann estd afirmando que la expresion A.49 es una aproximacién
para dJ(z)/dz. Antes de derivar, Riemann trunca la serie a una suma finita para poder derivar término
a término [13, linea 111]. Tampoco deriva todos los términos de la férmula para J(z) (ecuacién 2.7.1 o
ecuacién A.44 del articulo) porque vimos que los tltimos dos términos no afectan el comportamiento de
J(x) cuando  — 0.

Para verificar A.49 derivamos la aproximacion 2.7.4. Primero, sabemos que por el Teorema fundamental
del cdlculo (y aprovechdandonos de la notacién) tenemos que el primer término para dJ es

d Li(z) = d / Todt 1 1 1
— L1l —_— = —_ = .
dx de J, logt logx log0 logz
Por iltimo derivamos la suma finita término a término. Cada término es de la forma:

P! TP

d
(T (xP i (p1P)) —
x(Ll(x )+ Li(z'7")) 1og:17+10gx'

Con esto obtenemos:

d 1 xP1 x~P
—J(z) ~ +) + :
dx log > logx logx
Si queremos reescribir esta aproximacién de la misma manera que la escribe Riemann, sélo hay que escribir
p= % + i, entonces

B B L 1 xia +x—ia eialogw +e—ialogw
mp1+x P —x 2+7,a+1, PR — 73 = I
xt/ x1/2

y con la definicién del coseno en C concluimos:

0) = 2 cos (alogx).

d p
(Ll(a: )+L1( Jrlogs

dx

Con esta identidad obtenemos A.49:

d cos (alog )
—J .
dz (z) ~ log z Z Vrzlogz

Después Riemann afirma [13, lineas 115-117] que, gracias a la aproximacién anterior, la aproximacién

que habfa dado Gauss, i.e. 7(z) ~ Li(z) es adecuada hasta cantidades de orden z'/? porque los términos
principales no-periédicos de la aproximacion:

D COE Y o EEED SR CLC R )

n=1 n=1 Im(p)>0
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determinan el comportamiento de 7(x), es decir

1y “;”)Li (#/") = Li(e) - %Li («2) - %Li (212) =,
n=1

y la aproximacién m(z) ~ Li(z) falla cuando z'/? es muy grande porque el término %Li(mlm) afecta
significativamente el valor de ().
De hecho, Riemann verifica computacionalmente que su nueva aproximacion

m(z) ~ Li(z) — %Li (x1/2) - %Li (a:l/3> - éLi (x1/5) + %Li <x1/6) - %Li (a:l/7> .

efectivamente le indica que la aproximacién de Gauss, w(x) ~ Li(z), no es adecuada porque siempre da
valores més grandes que 7(x) [13, lineas 118-120]. El trabajo computacional que cita para estos argumentos
fue un trabajo de Gauss y Goldschmidt. De hecho, la presencia de muchos sumando negativos en su nueva
aproximacién de m(z), le sugiere a Riemann que Li(x) siempre da valores més grandes que 7(z).2

Por tltimo, Riemann menciona que las fluctuaciones que causan los términos Li(z”) en la densidad de
los primos en ciertas regiones de la recta numérica le ha llamado la atencién [13, lineas 121-122].

A lo que se refiere es que si tomamos un intervalo [a,b] de nimeros grandes entonces J(b) — J(a)
cuenta la cantidad de primos (y diferentes potencias de primos) que hay en el intervalo [a,b], pero si
queremos aproximar esta cantidad con la aproximacién A.49, necesitamos integrar la densidad dJ(z)
sobre el intervalo [a, b]:

b
) 1
/dJ ~ /—t— cosozogt)dt
a logt Vitlogt
2 cos (alogt)
~ Li ————=dt
®) Z / Vtlogt
Como el término Li (b) — Li (a) ya aproxima J(b) — J(a), el término que depende de los términos periédicos
2 logt
Z / cos (alogt) 2cos (alogt)
0<Re(a)<M ” @ \[logt

produce las fluctuaciones en la aproximacién de J(z) con 2.7.4 [13, lineas 121-122].

Riemann menciona que estas fluctuaciones han causado interés pero que todavia no se ha encontrado
una ley que las describa. Por eso sugiere que en los préximos trabajos de conteo para verificar las aproxi-
maciones que di6, se calcule el efecto directo de los términos Li(z”) sobre la aproximacién 2.7.4 [13, lineas
123-124]. Al final, Riemann sugiere estudiar la funcién J(z) en lugar de w(x) porque el comportamien-
to de J(x) (y de su aproximacién) es més regular que el comportamiento de w(x). Esta diferencia de
comportamiento se debe a la férmula que relaciona J(x) con m(x).

Aqui termina el articulo de Riemann, pero regresemos a los ultimos dos parrafos porque deja sin resolver
un problema importante de los nimeros primos. Aproximar de manera correcta la funcién 7(x) siempre fue
un problema importante en la teoria de ntimeros y al final de su articulo, s6lo menciona, sin demostrar,
que pudo encontrar una mejor aproximacién que Gauss, pero nunca demuestra que efectivamente la
aproximacion que da es la mejor.

El teorema fundamental de los nimeros primos dice que el error relativo de la aproximacién

(@) ~

T

log x

se hace cero cuando x — oo. Al final del articulo, parece que Riemann esta muy cerca de demostrar este
hecho. La aproximacion

P
plogz

2Computacionalmente sélo se habfa visto que 7(z) < Li(z) en la época de Riemann. Se conjeturaba que la aproximacién
de Gauss siempre era mayor que 7(x), pero en 1914, Littlewood demostré que habia una infinidad de cambios de signo en
la funcién Li(z) — w(x), i.e. era false la conjetura. Hasta ahora se sabe que el primer cambio de signo, o el primer nimero
donde 7(z) > Li(x) estd entre 10 < z < 1,4 x 10316, [2]

Li(a) ~
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junto con la aproximaciéon 2.7.4 nos da:

x P =P
J o
(z) loggchI ;>0 [plongr(l—p)logx
m(p

Sabemos que 0 < Re(p) = o < 1, entonces podemos reescribir la aproximacién anterior con 0 y 1 — o en
los exponentes de los numeradores de los sumandos de la serie.

Intuitivamente, si ninguna ¢ 6 1 — o se hace uno, entonces todos los sumandos de la serie tienen orden
estrictamente menor que el primer término de la aproximacion anterior. Entonces podriamos deducir que
el término dominante de la aproximacién es

J(z) ~ —

logz’

Como J(x) y 7(z) tienen el mismo orden, habremos demostrado el teorema fundamental de los niimeros
primos.

Para esta demostracion, es necesario que los ceros no triviales de ((s) no tengan parte real igual a uno.
Este hecho, junto con el teorema fundamental de los niimeros primos lo demostraron, independientemente,
Hadamard y de la Vallée Poussin. Entonces, dado el propésito de los ultimos dos pérrafos del articulo,
podemos pensar que Riemann dejé inconclusa la demostracién del teorema fundamental de los ntimeros
primos y sugiri6 un estudio mas profundo de los ceros no triviales de {(s) para poder controlar los términos
periodicos de su aproximacion.

Volvi6 a surgir el problema abierto que dejé Riemann: los ceros p no triviales de {(s) cumplen Re(p) # 1,
entonces vale la pena enlistar los problemas que dejé Riemann sin resolver:

1. Re(p) # 1 para todo cero no trivial de ((s) (v el teorema fundamental de los nimeros primos).
2. La funcién N(T') (de la seccién 2.5) aproxima la cantidad de ceros de £(t) en el rectdngulo Ry.
3. La funcién N(T) aproxima la cantidad de ceros de £(t) en la recta real entre 0 y 7.

4. Todos los ceros no triviales de {(s) tienen parte real igual a %

5. La férmula del producto de £(t) converge y coincide (salvo en una constante) con £(t).

6. El intercambio de la derivada con la serie en la integral 2.6.11 es vélida.

El primero lo demostraron Hadamard y de la Vallée Poussin. El segundo lo demostré von Mangoldt [15] en
1905. El tercero no se ha resuelto. El cuarto es la hipdtesis de Riemann. El quinto lo demostré Hadamard
al desarrollar la teorfa de las funciones enteras [8] y el sexto lo demostré von Mangoldt en 1895 [14].

A pesar de estos seis problemas que no demostré, Riemann si logré el propdsito de su articulo: encontrar
una funcién que diera “la cantidad de nidmeros primos menores que una magnitud dada.” Esta férmula
no esta formalmente demostrada pero las herramientas que introdujo Riemann y las matemaéticas que
produjo este articulo son indudablemente importantes.

Con su articulo, Riemann introdujo métodos matematicos que cambiaron la manera en la que se
pensaba que el problema de los ntimeros primos podra ser abordado, y precisamente en estos métodos es
donde ya pudimos ver que es donde radica la grandeza de este trabajo de Riemann.

Inicia con el producto de Euler que da una relacién estrecha entre los nimeros primos y la funcién ((s).
Gracias a esta relacién y a la extension analitica del producto de Euler, Remann cre6 una de las funciones
mas importantes y vigentes en la teoria de los niimeros: la funcién zeta de Riemann. El estudio de esta
funcién produjo una cantidad de avances que ocuparon el tiempo de muchos grandes matematicos durante
anos después de la publicaciéon del articulo. Después de leer el articulo uno concluye inmediatamente la
importancia de este articulo y la importancia de leer la versién original de Riemann.
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Apéndice A

El articulo de Riemann

On the Number of Prime Numbers less than a Given Quantity.

(Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grosse.)

Bernhard Riemann
[Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.]

Translated by David R. Wilkins
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I believe that I can best convey my thanks for the honour which the Academy has to some degree
conferred on me, through my admission as one of its correspondents, if I speedily make use of the permission
thereby received to communicate an investigation into the accumulation of the prime numbers; a topic
which perhaps seems not wholly unworthy of such a communication, given the interest which Gauss and
Dirichlet have themselves shown in it over a lengthy period.

For this investigation my point of departure is provided by the observation of Fuler that the product

[—-s— (A1)

if one substitutes for p all prime numbers, and for n all whole numbers. The function of the complex
variable s which is represented by these two expressions, wherever they converge, I denote by ((s). Both
expressions converge only when the real part of s is greater than 1; at the same time an expression for the
function can easily be found which always remains valid.

On making use of the equation

Vi (s — 1
/e_m”ays_1 dx = 7(5 ) (A.2)
nS
0
one first sees that -
s—1
(s — 1)¢ / z d"’” (A.3)
0
If one now considers the integral
_\s—1 d
/ (z2)*" da (A.4)
et —1

from +o00 to 400 taken in a positive sense around a domain which includes the value 0 but no other point
of discontinuity of the integrand in its interior, then this is easily seen to be equal to

o0

— TSt 7\'61 :L'é 1d$
e [ S (A5)

er —
0

provided that, in the many-valued function (—z)*~!' = e(s=D1°8(=2) the logarithm of —z is determined
so as to be real when z is negative. Hence

? s 1
2sinws (s — 1)¢ Z/ dgc (A.6)
o0

where the integral has the meaning just specified.

This equation now gives the value of the function ((s) for all complex numbers s and shows that this
function is one-valued and finite for all finite values of s with the exception of 1, and also that it is zero
if s is equal to a negative even integer.

If the real part of s is negative, then, instead of being taken in a positive sense around the specified
domain, this integral can also be taken in a negative sense around that domain containing all the remaining
complex quantities, since the integral taken though values of infinitely large modulus is then infinitely
small. However, in the interior of this domain, the integrand has discontinuities only where x becomes
equal to a whole multiple of £27¢, and the integral is thus equal to the sum of the integrals taken in a
negative sense around these values. But the integral around the value n27i is = (—n27i)*~!(—27i), one
obtains from this

2sinms (s — 1)¢(s) = (2m)*Son 1 ((—)* 1 +i%71), (A7)

thus a relation between ((s) and (1 — s), which, through the use of known properties of the function II,
may be expressed as follows:

I (% - 1) 73C(s) (A.8)
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49

remains unchanged when s is replaced by 1 — s.
This property of the function induced me to introduce, in place of II(s—1), the integral II (% — 1) into

1

the general term of the series Z —, whereby one obtains a very convenient expression for the function
n

¢(s). In fact

%H (% — 1) T2 = /e_"”” ~!dur, (A.9)
0
thus, if one sets
D e = y(x) (A.10)
1
then N
1 (g - 1) 73¢(s) = /q/;(x)x%*ldx, (A.11)
0
or since
Wp(x)+1=a"7 (21/) (i) + 1> (Jacobi, Fund. S. 184) (A.12)

I (% - 1) n73((s) = 71/1(@3351 dx + /001/1 (;) 27 da
1

—i—é/l(mS?S —w%’1> dz (A.13)
0

. 1 7 s-1 _1453
= oD —|—/1/1(x) (m +zx ) dx. (A.14)
1
I now set s = %—i—tz’ and
S _s
() (s = Dri¢(s) = €0, (A.15)
so that -
() =14 —(tt+1) /w(:v)x*% cos(3tlogz) dx (A.16)
1
or, in addition,
4/d /(@ x %cos(%tlogx) dz. (A.17)
1

This function is finite for all finite values of ¢, and allows itself to be developed in powers of tt as
a very rapidly converging series. Since, for a value of s whose real part is greater than 1, log((s) =
— > log(1 — p~*) remains finite, and since the same holds for the logarithms of the other factors of £(t),
it follows that the function £(¢) can only vanish if the imaginary part of ¢ lies between %z and f%i. The
number of roots of £(¢) = 0, whose real parts lie between 0 and 7' is approximately

T T T
log — — —; Al
T on 8 2 27’ (A-18)

because the integral [ dlog&(t), taken in a positive sense around the region consisting of the values of
t whose imaginary parts lie between éz and — 22 and whose real parts lie between 0 and T, is (up to a

T
fraction of the order of magnitude of the quantity 7) equal to (T log on T) i; this integral however
™
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70

71

72

is equal to the number of roots of £(t) = 0 lying within in this region, multiplied by 27i. One now finds
indeed approximately this number of real roots within these limits, and it is very probable that all roots
are real. Certainly one would wish for a stricter proof here; I have meanwhile temporarily put aside the
search for this after some fleeting futile attempts, as it appears unnecessary for the next objective of my
investigation.

If one denotes by « all the roots of the equation £(a) = 0, one can express log £(t) as

> log (1 - 5;) + log £(0); (A.19)

t
for, since the density of the roots of the quantity ¢ grows with ¢ only as log 7 it follows that this
T

expression converges and becomes for an infinite ¢ only infinite as ¢log¢; thus it differs from log £(t) by a
function of t¢, that for a finite ¢ remains continuous and finite and, when divided by t¢, becomes infinitely
small for infinite ¢. This difference is consequently a constant, whose value can be determined through
setting t = 0.

With the assistance of these methods, the number of prime numbers that are smaller than z can now
be determined.

Let F(x) be equal to this number when z is not exactly equal to a prime number; but let it be greater
by % when z is a prime number, so that, for any = at which there is a jump in the value in F(z),

F(a:—|—0)+F(a:—0).

F(z) = 5 (A.20)
If in the identity
log¢(s) = =Y log(1—p ) =Y p "+ 3> p >+ 5> p *+-- (A.21)
one now replaces
p~° by s/x*‘qfl ds, p~2* by s/xiS*l ds,..., (A.22)
P p2
one obtains -
1
7Og§(8) = /f(x)m_s_l dz, (A.23)
1
if one denotes . )
F(z)+ 3F(z?) + +F(a5) +--- (A.24)

by f(x).

This equation is valid for each complex value a + bi of s for which a > 1. If, though, the equation
oo
g(s) = /h(a:)xfsdlogac (A.25)
0

holds within this range, then, by making use of Fourier’s theorem, one can express the function % in terms
of the function g. The equation decomposes, if h(x) is real and

g(a+ bi) = g1(b) + ig2(b), (A.26)

into the two following:

g1(b) = /h(x)x_a cos(blogz) dlog x, (A.27)
0
ig2(b) = fi/h(:p)x*“ sin(blog z) dlog x. (A.28)
0
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If one multiplies both equations with
(cos(blogy) + isin(blogy)) db (A.29)

and integrates them from —oo to +o0, then one obtains wh(y)y~® on the right hand side in both, on
account of Fourier’s theorems; thus, if one adds both equations and multiplies them by iy®, one obtains

a-+oo1
2mih(y) = / g(s)y® ds, (A.30)

a—oot

where the integration is carried out so that the real part of s remains constant.

For a value of y at which there is a jump in the value of h(y), the integral takes on the mean of the
values of the function / on either side of the jump. From the manner in which the function f was defined,
we see that it has the same property, and hence in full generality

1 osc(s)
og ((s
= — ——2y°ds. A31
S =gy [ s (A.31)
One can substitute for log ¢ the expression
Slogm —log(s — 1) —lo H(f)+2“10 T kL VO £(0) (A.32)
2 g g g B g o g .

found earlier; however the integrals of the individual terms of this expression do not converge, when
extended to infinity, for which reason it is appropriate to convert the previous equation by means of
integration by parts into

a+o00o1 dIOg C(S)

1 1 s
=—— 5d A.
f(@) 27i logx _ ds s (A-33)
Since B
s B — s s
—logIl <§> = lim <nz_:1 log (1 + %) ~3 logm> , (A.34)

for m = oo and therefore
1 s 1 S
d=log Tl (7) % d-log (1 + —)
_ s 2/ _ s 2n

= , A.35
ds - ds ( )
it then follows that all the terms of the expression for f(x), with the exception of
a—+o001
N / L rog£(0)2* ds = Tog £(0) (A.36)
27 log © 88 goibz as =Tog ’ '
take the form
a+00i 11 1 i
T s 817 45 s (A.37)
27i log _ ds ' '
But now )
(e (-5)
= , A.38
a5 EEDE (459
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99

100

101

102

103

104

105

106

and, if the real part of s is larger than the real part of 3,

a—+o001 x

1 zds  af 51
“omi / CEO R /x s (A:59)

a—oot o]

or
T

. / 2#~1 da, (A.40)
0
depending on whether the real part of £ is negative or positive. One has as a result

1 S
a+0o0t — — —
L 1(Gee(-3))
— z°ds

27i log x _ ds
1 a+ooi1
s
= —— -1 1——=)2° A4l
5l /-sog< B):r ds ( )
= / dx + counst. (A.42)
log x
o0
in the first, and
= / dx + const. (A.43)
log

in the second case.

In the first case the constant of integration is determined if one lets the real part of 8 become infinitely
negative; in the second case the integral from 0 to z takes on values separated by 27i, depending on
whether the integration is taken through complex values with positive or negative argument, and becomes
infinitely small, for the former path, when the coefficient of ¢ in the value of 8 becomes infinitely positive,
but for the latter, when this coefficient becomes infinitely negative. From this it is seen how on the left

S
hand side log (1 — ﬁ) is to be determined in order that the constants of integration disappear.

Through the insertion of these values in the expression for f(x) one obtains

1 dx
22 —1zlogx

o =) -5 14 s4) 1 )+ ]

x

log £(0), (A.44)

if in >°“ one substitutes for « all positive roots (or roots having a positive real part) of the equation
&(a) = 0, ordered by their magnitude. It may easily be shown, by means of a more thorough discussion of
the function £, that with this ordering of terms the value of the series

> (Li (x%+ai) + Li (:c%_‘”)) log x (A.45)

agrees with the limiting value to which

[676%

a—bi

1 —1)?
1 a+bi d7210g (1 + (52))
S S

converges as the quantity b increases without bound; however when re-ordered it can take on any arbitrary
real value.
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From f(x) one obtains F'(z) by inversion of the relation

f@) =5 F (o), (A.47)
to obtain the equation .
Fa) = (-1 —f (7). (A.48)

in which one substitutes for m the series consisting of those natural numbers that are not divisible by any
square other than 1, and in which p denotes the number of prime factors of m.

If one restricts Y. to a finite number of terms, then the derivative of the expression for f(z) or, up
to a part diminishing very rapidly with growing =z,

1 wcos(alogz)z2

_22

(A.49)

logz log

gives an approximating expression for the density of the prime number 4 half the density of the squares
of the prime numbers + a third of the density of the cubes of the prime numbers etc. at the magnitude x.

The known approximating expression F(x) = Li(x) is therefore valid up to quantities of the order
22 and gives somewhat too large a value; because the non-periodic terms in the expression for F(z) are,
apart from quantities that do not grow infinite with x:

Li(z) — $Li(x%) — LLi(23) — 1Li(a?) + 1Li(x) — LLi(27) + --- (A.50)

Indeed, in the comparison of Li(z) with the number of prime numbers less than z, undertaken by Gauss
and Goldschmidt and carried through up to x = three million, this number has shown itself out to be, in
the first hundred thousand, always less than Li(x); in fact the difference grows, with many fluctuations,
gradually with z. But also the increase and decrease in the density of the primes from place to place that
is dependent on the periodic terms has already excited attention, without however any law governing this
behaviour having been observed. In any future count it would be interesting to keep track of the influence
of the individual periodic terms in the expression for the density of the prime numbers. A more regular
behaviour than that of F(x) would be exhibited by the function f(x), which already in the first hundred
is seen very distinctly to agree on average with Li(z) 4 log £(0).
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