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INTRODUCCION

Un tema que genera gran interés en la teoria de graficas son las colora-
ciones. Hay una gran variedad de tipos de coloraciones en graficas. De las
més estudiadas son aquellas que, al colorear por vértices a la grafica, se pide
que no haya vértices adyacentes con el mismo color. Por otro lado, pode-
mos colorear por aristas a nuestra grafica de modo que entre cualquier par
de vértices exista una trayectoria heterocromatica, o al contrario, pedir que
exista una trayectoria monocromatica. Ademas de éstas, existen varios tipos
de coloraciones mas.

Otro tema de estudio en la teoria de graficas es la conexidad de una gra-
fica. En pocas palabras la conexidad nos dice qué tantos vértices le podemos
quitar a una grafica de modo que siga siendo conexa. También resulta intere-
sante encontrar conjuntos dominantes, es decir, un subconjunto de vértices
S tal que, para cualquier vértice x se cumple que x pertenece a S o x tiene
un vecino en S. En [3] combinan coloraciones y conjuntos dominantes; bus-
can coloraciones tales que exista un conjunto dominante el cual contenga un
vértice de cada color. A este concepto se le denomina dominacién tropical.

Nosotros estudiaremos la conexidad tropical de las gréaficas. El objetivo
seré ver si es posible colorear a una grafica de tal modo que entre cualquier
par de vértices exista una trayectoria en la cual esté representado cada uno de
los colores. De ser esto posible, querremos entonces ver hasta cuantos colores
podremos usar de tal modo que nuestra grafica siga siendo tropicalmente co-
nexa. A este pardmetro lo denominamos el nimero croméatico por conexidad
tropical y su estudio es el principal proposito de la presente tesis.

La tesis consta de tres capitulos. En el primero introduciremos los con-
ceptos basicos de la teoria de graficas que necesitaremos mas adelante. En
el segundo, daremos una breve introducciéon a la conexidad en gréficas. En
este capitulo desarrollaremos herramientas que nos serédn de gran provecho al
analizar nuestro pardmetro. Por tltimo, en el tercer capitulo, analizaremos el
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ntmero cromatico por conexidad tropical para varias familias de graficas y lo
relacionaremos con otros parametros ya estudiados en la teoria de graficas.

Posterior a los capitulos mencionados se da una breve conclusion del tra-
bajo realizado, con lo que se cierra la presente tesis.



Capitulo 1

INTRODUCCION A LA TEORIA DE
GRAFICAS

A través de este capitulo estableceremos los conceptos béasicos de la teoria
de gréficas que utilizamos para nuestro trabajo. Estos son tomados de [2]| y
adaptados a nuestras necesidades.

1.1. CONCEPTOS BASICOS Y NOTACION

Una grdfica es un terna ordenada G = (V, E, ¢), donde V' es un conjunto
no vacio a cuyos elementos llamamos vértices, E es un conjunto que a sus
elementos solemos llamar aristas y el tercer elemento de la terna es una
funciéon, ¢ : E — H donde H es el conjunto de parejas no ordenadas de V,
v la llamamos funcion de incidencia.

A una arista e la llamaremos un lazo cuando ¢(e) = (v, v) para algin vér-
tice v € V. Si existen dos aristas f # e tales que ¢(e) = ¢(f) las llamaremos
aristas maultiples .

Una grafica que no contenga més de una arista entre dos mismos vértices
ni aristas de un vértice en si mismo, es decir,

¢: E — {{u,v}: u,v € V, u+# v} es una funcion inyectiva,

la llamaremos grdfica simple. Nosotros trabajaremos tnicamente con este
tipo de graficas.

Debido a que ¢ : E — {{u,v}: u,v € V, u # v} es una funcion inyectiva,
un elemento e € E queda completamente identificado por ¢(e) = {u,v}. A
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e la llamaremos una uv-arista y, en lugar de escribir {u,v} para referirnos
a e, la denotaremos como uv. A estos dos vértices, u y v, los llamaremos
vectnos y a dos aristas que comparten un extremo en comun las llamaremos
adyacentes. Al conjunto de todos los vecinos de un vértice v lo llamamos la
vecindad de v en G y lo denotamos por N (v). Generalizando este concepto,
para U un subconjunto no vacio de V, los vecinos de vértices de U son los
vecinos de U, y la vecindad de U es el conjunto

NWU):={veV\U:vu € E para algin u € U}.

Hay veces que nos referiremos a N(U) como la vecindad abierta de U y al
conjunto N[U]| := N(U)UU como la vecindad cerrada de U.

Para evitar posibles confusiones y ambigiiedades al trabajar con mas de
una gréfica, utilizaremos una notaciéon mas especifica para representar a sus
elementos y parametros. Por ejemplo, si consideramos dos graficas, G y H,
utilizaremos V (G), E(G) y V(H), E(H) para denotar a sus correspondientes
conjuntos de vértices y aristas.

Para una grafica dada G = (V, E'), denotaremos por v(G) a la cardinalidad
del conjunto V' y la llamaremos el orden de G mientras que la de E seréd
su tamano. Cuando no haya ambigiiedad sobre cual sea la grafica de la que
estemos hablando usaremos n para denotar el orden y m para denotar al
tamano de la grafica.

A diferencia de otras ramas de las matematicas, el objeto de estudio
principal de la teoria de graficas podemos visualizarlo de una manera muy
sencilla; representando cada vértice por un punto o un pequeno circulo, y cada
arista por una linea que une a los puntos que representan a sus extremos.

Por ejemplo, la grafica G = (V, E) donde

V = {U17U2av3av4av5a'Uﬁav77v87/097/010} y

E = {U1U2> Va3, U3Vy, U4Vs5, UsV1, VgUg, VgV10,
V107, U7V9, UgVg, U1 Vg, U2VU7, U3Vg, Vg9, 7151)10}7

se puede representar como se muestra en la figura 1.1

Es importante mencionar que hay ciertas convenciones para representar
graficas mediante diagramas: no se permite que una arista se interseque a
si misma, ni que pase por un vértice que no sea uno de sus extremos; es
claro que siempre podremos representar a cualquier grafica de modo que se
cumplan las convenciones. Sin embargo, dos aristas se podran intersecar en
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Figura 1.1: Un posible diagrama de la grafica G.

algin punto que no sea un vértice como en la figura 1.1. Cuando podamos
dibujar a una grafica en el plano de modo que las aristas solo se intersequen
en los vértices que tengan en comin la llamaremos una gréafica plana, y a su
dibujo tmersion plana de la grafica.

Notemos que la representacion de una grafica por medio de un diagrama
no es unica, ya que cada dibujo depende de la posicion especifica de los puntos
que representan a los vértices y el trazo con el que se dibuje cada linea que
una estos puntos.

De cualquier manera, dado cualquier diagrama de una gréfica, nos refe-
riremos a él como a la grafica misma; llamaremos a sus puntos “vértices” y a
sus lineas “aristas”.

Habra veces que, a pesar de tener dos graficas definidas de distinta forma,
al dibujar diagramas que las representen veremos que tienen una represen-
tacion muy similar. Este es un fenémeno de gran interés y lo definiremos de
manera formal a continuacion. Las gréificas G y H se dicen isomorfas, de-
notado por G = H, si existe una funcion biyectiva f : V(G) — V(H) tal que
wv € E(G) siysolosi f(u)f(v) € E(H); bajo estas condiciones f es llamada
un tsomorfismo entre G y H. Un automorfismo sera un isomorfismo en
una grafica en si misma.

Para ejemplificar el concepto de isomorfismo, presentaremos en la figu-
ra 1.2 una gréfica isomorfa a la grafica de la figura 1.1. Un posible isomorfismo
entre ellas es la funciéon que envia a v; en w; para 1 < i < 10.

De aqui en adelante, al referirnos a que existe una unica grdfica con la
propiedad P, la unicidad de dicha grafica se concebira salvo isomorfismos.
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Wy ws
o) o)
w1
o)
Ws Wa
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Wy wsg
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Figura 1.2: Una gréfica isomorfa a la grafica de la figura 1.1.

1.2. SUBGRAFICAS

Una grafica H es una subgrdfica de la grafica G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Denotaremos que H es una subgrafica de G simplemente por
H C G. Una subgrdfica generadora de GG es una subgréfica H de G donde
V(H) =V(Q).

Consideremos ahora a S un subconjunto no vacio de V. Definimos a la
subgrdfica inducida de G(V, E) por S, como a la subgrafica H = (S, P)
donde P = {zy € E: z,y € S} y la denotamos por G[S]. A la subgréfica
inducida G[V'\ 5] se le denota por G — Sy cuando s = {v}, por comodidad,
escribiremos G — v, en lugar de G — {v}.

Anélogamente, si P es un subconjunto no vacio de F, definimos la sub-
grdfica inducida de G por las aristas de P como G[P] = (S, P) donde P es
el subconjunto de V' que contiene a Gnicamente a los extremos de las aristas
de P. A diferencia del caso en el que removemos vértices, la subgrafica ob-
tenida de GG al borrar las aristas en P es la subgrafica generadora de G con
conjunto de aristas F \ Py se denota por G — P; si P = {uv}, escribimos

G — uwv en vez de G — {uv}.
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Figura 1.3: Ejemplos de subgraficas, subgraficas generadoras y subgraficas
inducidas por vértices y por aristas.

1.3. PRODUCTOS DE GRAFICAS

Asi como en distintas estructuras matematicas, en la clase de las graficas
existen operaciones que asocian a dos graficas G y H una nueva grafica F'.
Al igual que en los conjuntos, una de las operaciones mas elementales en
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graficas es la union ajena y la denotamos como en conjuntos: F'= G U H.
Los vértices de F' es el conjunto V(G) UV (H) y sus aristas E(G) U E(H).

De manera similar podemos definir a la operacién supremo; F'= GV H.
En este caso pediremos que G y H no tengan vértices en comun y definimos
a ' = (VF,EF) donde, VF = V(G) U V(H), EF = E(G) U E(H) ur y
E' = {(u,v): ue V(G),ve V(H)}.

Us Us
O
Vg Vy Vg o2}
o o} o) o}
(%) Vg Yo
/O\ /o O
O O O O
U1 U3 U1 U3
G GV Vo

Figura 1.4: Un ejemplo de la operaciéon supremo

Por tltimo, introduciremos un producto mas que usaremos en nuestro
trabajo. El producto cartesiano de dos gréficas simples G y H, es la grafica
GOH con conjunto de vértices V(G) x V(H) y conjunto de aristas el conjunto
de todas las parejas (uq,v1)(ug,v2) donde wjug € E(G) y v1 = vy, 0 v1vy €
E(H) y u; = us.

Por ejemplo, para n > 3, el producto cartesiano C,,[1K5, donde K es la
grafica con dos vértices y una arista entre ellos, se conoce como el n-prisma;
el 3-prisma y 4-prisma son mejor conocidos como el prisma triangular y el
cubo de dimensién 3. Al 5-prisma se le conoce como el prisma pentagonal.
En la figura 1.5 vemos dos ejemplos de prismas.

1.4. FAMILIAS DE GRAFICAS

Asi como la coleccién de n-prismas, existen otras colecciones de graficas
que cumplen condiciones especificas y que resultan de gran importancia por
sus diversas propiedades, o porque en ellas es relativamente sencillo verificar
algunas proposiciones. Veamos ahora algunas de estas familias.
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Figura 1.5: El prisma triangular y el prisma pentagonal

Llamamos a una gréafica con un tnico vértice una grdfica trivial, y de-
cimos que cualquier otra grafica es no trivial. Al hablar de una grdfica
vacia nos referiremos una grafica cuyo conjunto de aristas es vacio. Por otro
lado, a la grafica de n vértices en la cual cada par de vértices distintos son
adyacentes la llamaremos una grdfica completa y la denotaremos por K.

Dada una grafica G, llamaremos a un subconjunto no vacio S de V(G)
un clan si G[S] es una gréfica completa, y diremos que es independiente
si G[S] es una grafica vacia.

Para cada grafica G definiremos a la grafica G, llamada la grdfica com-
plemento de G, como la grafica con conjunto de vértices V(G) y conjunto
de aristas {uv € FE(Kg): wv ¢ E(G)}, donde K¢ es la grafica completa
con conjunto de vértices V(G). Claramente, una grafica vacia tiene como
complemento una grafica completa y éstas son faciles de imaginar, asi que
veamos la figura 1.6 para un ejemplo de graficas complementarias distintas
de la completa y la vacia.

Definimos a una grdfica bipartita como una grafica cuyo conjunto de
vértices se puede expresar como la unién ajena de dos subconjuntos no vacios
X y Y tales que cada arista de la grafica tenga un extremo en X y otro en
Y'; a esta particion de los vértices la llamamos una biparticion de la grafica
y la notacion G = (X, Y’) es normalmente utilizada para referir que G es una
grafica bipartita con conjuntos independientes X y Y.

Denotaremos por K, , a la grdfica bipartita completa, la cual es una
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v2 / Vs U2 \ Vs

O O O

V3 / Us U3 \ Us

O O

Uy G G Uy

Figura 1.6: Un ejemplo de graficas complementarias

grafica bipartita G(X,Y) donde E(G) = {zy: v € X,y € Y} y las cardina-
lidades de X y Y son m y n respectivamente.

En la figura 1.7 mostramos una gréafica bipartita con conjuntos indepen-
dientes X = {vq,v3, 06,08} v Y = {9, vy, v5,07}.

v (%
U1 V2 10—0 2
(‘\ /’)
o) o U3 5 5 Vs
Vs Vg
vg Uy o o
O O
V4 (%] vg o O vy

Figura 1.7: Las gréaficas son la misma, sin embargo, normalmente represen-
tamos a las gréaficas bipartitas como en el diagrama de la derecha, separando
los vértices de cada conjunto independiente en columnas distintas.

El grado de un vértice v, denotado d(v), es la cardinalidad de N(v), es
decir, d(v) es la cantidad de vecinos del vértice v. Denotamos por 6 y A
el grado minimo y el grado maximo, respectivamente, de los vértices de G.
Diremos que una grafica G es k-regular si 6 = k = A. En general, diremos
que G es una grdfica regular si es k-regular para alguna k € N.

Si observamos la figura 1.7 nos daremos cuenta que es una gréafica 3-
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regular, mientras que la grafica completa K, es una grafica (n — 1)-regular
para cada n € Z™.

A la grafica que denotaremos por C,, la llamaremos un ciclo de n vértices.
El ciclo satisface que V(C,) = {vo, v1,...,vn_1} y E(Cy) = {vvi41: 0 <i <
n—1} U{v,_1v0}.

Consideremos a una grafica G = (V, E). Un camino P de G es una
sucesion vpeivies - - - vp—1e,V; donde v; € V' y e; € E, ademas e; = v;_1v; y
esto se cumple para cualesquiera i € {0,1...,k} yj € {1,2,... k}. Ademas
diremos que P es un xy-camino si el primer vértice de P es x y el dltimo
es y.

Decimos que una grafica G es conexa si para cualquier par de vértices
z,y € V(G) existe un xy-camino.

A una gréafica conexa que no contenga ciclos como subgraficas la llama-
remos un drbol. Esta es una subfamilia de las graficas bipartitas [2].

U1 V2
U3 V2 Q o)
o NV
/ \ ‘ U3
V4 QO O U1 V4 O——O Vs
\ / ‘ o
V9
U7 O /
@) O O/UG\O
Us Ve
Ug

Figura 1.8: Ejemplo de un ciclo de longitud 6 y un arbol de 9 vértices

Utilizando la operaciéon supremo, definida anteriormente, definiremos a la
rueda de n rayos como C, V v, y la denotamos por W,,. Al fijarnos en la
figura 1.9 queda claro el motivo de llamarle “rueda de n rayos".

De manera similar a las graficas bipartitas, definiremos a una grafica
escindible G(K,I) con conjunto de vértices K U I donde el conjunto K
induce una grafica completa, mientras que I es un conjunto independiente
y KNI = (. En la figura 1.9 vemos a una gréfica escindible con K =
{v1,v9,v3,v4} € I = {uyg, ug, us}.

Las escindibles son una subfamilia de las grdficas cordales, las cuales
se definen como sigue. Una grafica G' se dice que es cordal si no tiene ciclos
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U1 (%) Uy
O

/\/\ NN
\/\/ o

Figura 1.9: La rueda W,, y una grafica escindible

de longitud mayor a 3 como subgraficas inducidas. Por ejemplo, como los
arboles son gréficas aciclicas, por consecuencia, son graficas cordales.

Otra subfamilia de las gréaficas cordales son las grdficas de intervalos.
Esta la definimos como una grafica G(V, E) donde cada elemento x de V' es
un subconjunto de la recta real y zy € E siy solo si x Ny # ().

Por tltimo, generalicemos al cubo introducido en la secciéon anterior. De-
notaremos por (), al mn-cubo, al cual definiremos de forma recursiva tal que
@ = Ky vy Q, = Ko0Q,—1 para n > 1. Lo llamamos n-cubo ya que lo
podemos imaginar como el cubo de dimensién n. La gréafica representada en
la figura 1.7 vemos al cubo de dimensién 3.

1.5. COLORACIONES

Dada una gréafica GG y cualquier nimero natural k, diremos que una fun-
cion ¢ : V(G) — {1,2,...,k} es una coloracion de G y llamaremos a los
conjuntos ¢~ 1(1),¢71(2),...,c (k) las clases crométicas de G bajo c.

Notemos que las clases cromaticas de una grafica bajo cualquier coloracion
satisfacen que cualesquiera dos clases crométicas son ajenas y la union de
todas las clases crométicas es V(G), ya que ¢ es una funcion.

Al conjunto de los colores representados en subconjunto de vértices S C
V', es decir la imagen de S bajo ¢, lo denotaremos c[S].

Dada la correspondencia antes mostrada, cuando nos refiramos a una
coloracion de una grafica, utilizaremos de estas dos equivalencias la que nos
sea méas conveniente.

Diremos que una coloracion de G es propia si y s6lo si las subgraficas
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de GG inducidas por cada clase cromatica son vacias. Y definimos al numero
cromdtico de GG, denotado por x(G), como el minimo numero natural n tal
que existe una coloracion propia de G con n elementos.

Si consideramos a las clases cromaticas de una grafica G bajo una k-
coloracion propia ¢, obtendremos una k-particion de los vértices de G de tal
manera que cada elemento de la particion induce una grafica vacia. Definimos
a una grdfica k-partita como una grafica G(X1, Xo, ..., X},) donde {X;}¥,
son una particion de V(G) y las aristas tienen extremos en distintos elementos
de la particion. Las graficas bipartitas equivalen a las graficas 2-partitas.

1.6. ALGUNOS PARAMETROS

Asi como definimos el nimero cromatico de una gréfica, existen otros
parametros que miden distintas propiedades de una grafica. Por ejemplo,
denotamos el ndmero de clan de una grafica G por w(G) donde w(G) =
méax{|S|: S clan de G}. Una grafica escindible G(K,I) cumple que |K| <
w(G) < |K| + 1, mientras que w(7") = 2 cuando T" es un arbol. De manera
similar, max{|S|: S independiente de G}, es el nimero de independencia
de G y lo denotamos por o(G).

Denotamos por circ(G) a la circunferencia de una grafica G donde
circ(G) = max{n € N: C,, es subgrafica de G}. Por ejemplo en un arbol T’
circ(T) = 0 mientras que en un ciclo C, circ(C,) = n.

Para terminar este capitulo introduciremos el concepto de vértice tran-
sitividad. Decimos que una grafica G es vértice transitiva si para cualquier
par de vértices x, y, existe un automorfismo ¢ tal que, ¢(z) = y. En este pun-
to ya tenemos varios ejemplos de graficas vértice transitivas por ejemplo, las
completas, las vacias, los ciclos y los cubos de cualquier dimension.
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Capitulo 2

CONEXIDAD

A lo largo de este capitulo mostraremos resultados clasicos tomados tam-
bién de [2] que nos serviran para demostrar el teorema de Menger. Algunas
de las consecuencias de éste nos seran muy tutiles en nuestro trabajo. Por
ahora, empecemos con algunas definiciones basicas.

En el capitulo anterior definimos lo que es un camino y una gréafica conexa.
Ahora trabajaremos un poco més con estos conceptos.

Consideremos a una grafica G = (V, E') y un camino P = vpeqvi€s -« + Vg1 €k V.
En este caso diremos que el camino P tiene longitud k. Denotaremos por
V(P) a los vértices de la sucesion y de manera analoga, E(P) representara a
las aristas de la sucesion. Denotaremos por v; Py; al camino definido por la
subsucesion vje;vjp1€j41 - - - U1—1€—1v;. Consideremos ahora a un zy- camino
P,,, un wz-camino P,. y supongamos que existe en G la arista f = yw, al
escribir x P, ywP,,.z nos referiremos al camino xe, - - - yfwe, - - - 2.

Al trabajar en graficas simples los caminos quedan completamente deter-
minados por los vértices de la sucesion, por esta razon, al escribir la sucesion
de algin camino nos limitaremos a escribir tinicamente a los vértices.

Cuando un camino no repita ningin vértice lo llamaremos trayectoria.
En el primer capitulo ya habiamos definido lo que es un ciclo, notemos ahora
que un ciclo es una camino que sélo repite el primer y tltimo vértice.

Consideremos a una grafica GG. Una trayectoria hamiltoniana de G
es una trayectoria que contiene a todos los vértices de GG. Andlogamente, un
ciclo hamiltoniano de G es un ciclo que contiene a todos los vértices de G.
Si G contiene un ciclo hamiltoniano diremos que G es una grdfica hamalto-
niana. Diremos que una grafica es hamiltonianamente conexa si y soélo
si, para cualquier par de vértices x,y, existe un xy-trayectoria hamiltoniana.
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Es claro que si una gréfica es hamiltonianamente conexa entonces es hamil-
toniana, sin embargo no basta que la grafica contenga un ciclo hamiltoniano
para que sea hamiltonianamente conexa. Por ejemplo, los ciclos son ejemplos
de graficas hamiltonianas pero no hamiltonianamente conexas.

2.1. CONEXIDAD POR VERTICES

Empezaremos discutiendo la conexidad por vértices o simplemente, co-
nexidad. Sea S un subconjunto de los vértices de GG, decimos que S es un
conjunto de corte si G — S es inconexa. Ademas, si |S| = k diremos que S
es un k-corte de GG. Nos referiremos a GG como una grafica k-coneza si nin-
gin subconjunto de vértices de cardinalidad menor o igual a k£ es conjunto
de corte.

En la figura 2.1 vemos que el conjunto S = {s;,$2} es un conjunto de
corte de G y las subgraficas inducidas por los conjuntos X = {z1,zs, 23},
Y = {v1,y2,9s,ys4} son las componentes de G — S.

Yy
X1 o
o \ Y3
/ \%// 1
X2 O ‘
o\
\xo /32\0 /o "
3
n

Figura 2.1: Una grafica G donde los vértices s; y so forman un conjunto de
corte

La conexidad de una grafica conexa G, k(G), se define como el minimo
entero k tal que G no es k-conexa. Por convencion si G es completa k(K,,) =
n — 1. Observemos ahora que si G es inconexa entonces & es conjunto de
corte entonces k(G) = 0y si G = K; por la convenciéon antes mencionada
k(G) = 0y éstos son los tinicos dos casos en los que (G) = 0.

Dos xy-trayectorias Py y P, de G son internamente ajenas si V(P;) N
V(P) = {x,y}. La conexidad local entre dos vértices distintos z,y es la



2.2 BLOQUES 15

mayor cantidad de zy-trayectorias internamente ajenas y la denotaremos por
p(z,y).

Teorema 2.1.1. Una grdfica conexa G de al menos tres vértices no tiene
un vértice de corte si y solo si para cualesquiera dos vértices u,v existen dos
wv-trayectorias internamente ajenas.

Demostracion. Sean G = (V, E) una grafica conexa y v € V. Si cuales-
quiera dos vértices estan conectados por dos trayectorias internamente aje-
nas, cualesquiera dos vértices en G — u estédn conectados por al menos una
trayectoria, por lo que G — u es conexa. Al ser ésto cierto para cualquier
vértice se cumple que G no tiene ningtun vértice de corte.

Consideremos ahora que G tiene al menos tres vértices sin vértices de
corte. Tomemos dos vértices u,v € V. Procederemos por induccién sobre las
distancia entre u y v.

Supongamos primero que uv € E. Como G —u C G — {uww} y G — u es
conexa entonces, G — {uv} es conexa por lo que la arista uv no desconecta a
G. Entonces, existe T" una uwv-trayectoria que no contiene a uv por lo tanto
esta arista y T" son dos uwv-trayectorias internamente ajenas

Supongamos ahora que d(u,v) = k > 2. Consideremos una uv-trayectoria
de longitud k y sea v’ al vértice anterior a v en esta trayectoria. Es claro que
d(u,v") = k — 1 entonces, por hipotesis de induccién existen dos trayectorias
internamente ajenas P’y Q)" entre u y v'. Como G no tiene vértices de corte,
entonces existe una wuwv-trayectoria R’ que no contiene a v’. Debido a que
ue V(R)N(V(P)UV(Q')), podemos entonces tomar a x como el ultimo
vértice de R’ que también lo sea de )’ o P’; sin pérdida de generalidad,
supongamos que x € V(P’). Tomando las trayectorias uP'zR'v y uQ'v'v
obtenemos nuestras dos uv-trayectorias internamente ajenas.

Maés adelante veremos el teorema de Menger que es una versiéon mas
general del teorema 2.1.1.

2.2. BLOQUES

Consideremos a una grafica conexa G. Una descomposicion de G es
una familia de F de subgraficas ajenas por aristas de G tal que

UFGFE(F) = E(G)
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Figura 2.2: Demostracion del teorema 2.1.1

Una separacion de G es una descomposicion de la grafica en dos subgra-
ficas conexas no vacias con exactamente un vértice en comun. A este vértice
en comun se le llama vértice separador de G. Claramente, un vértice de
corte es un separador pero la implicacién opuesta no es necesariamente cier-
ta si nuestra grafica tiene lazos. Sin embargo, como estamos trabajando con
graficas simples, entonces un vértice separador de G si es un vértice de corte.

Una gréfica es no separable si G es conexa y no tiene vértices separa-
dores, en el caso contrario, G es separable.

Proposicién 2.2.1. Si una grdfica conexa es no separable entonces cuales-
quiera dos aristas pertenecen a un ciclo.

Demostracion. Supongamos que G es una grafica no separable. Sean ey, e; €
E(G) subdividamos ambas aristas con nuevos vértices vy y v respectivamen-
te. Claramente ni v; ni v9 separan a la gréafica resultante H y si cualquier otro
vértice separara a H entonces, también separaria a GG. Por el teorema 2.1.1
existe un ciclo en H que contiene a v, y v, por lo tanto existe un ciclo en GG
que pasa por €1 y es. |

Definimos ahora a un blogque de G como una subgrafica de G no separable
y maxima por contenciéon con esta propiedad. Los bloques de un arbol son
las copias de K5 inducidas por cada arista. Cuando una arista e induzca un
bloque la llamaremos un puente de G. Por ejemplo, todas las aristas de un
arbol son puentes.

Antes de enunciar nuestra primera proposiciéon sobre los bloques recorde-
mos que ningin bloque B contiene lazos vv con v € V(B); ya que estamos
trabajando con graficas simples.
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Proposicién 2.2.2. Sea G una grdfica, entonces:
1. cualesquiera dos bloques de G tienen a lo mds un vértice en comun,
2. los bloques de G forman una descomposicion de G,

3. cada ciclo de G estd contenido en un bloque de G.

Demostracion. (1) Demostrémoslo por contradiccion. Supongamos enton-
ces que existen dos bloques distintos By y By con al menos dos vértices en
comun. Si definimos a B = By U By, como los bloques son méaximos por
contenciéon entonces ninguno de los dos esta contenido en el otro por lo que
B contiene a ambos propiamente. Tomemos ahora un vértice v € V(B), en-
tonces B — v es conexa ya que By — v y By — v son conexas con al menos
un vértice en comin. Entonces B no tiene vértices de corte y, al ser G una
grafica simple, B tampoco tiene lazos, por lo que B es un bloque. Pero ésto
contradice que By y By son méximos por contencion.

(2) Cada arista de G induce una subgrafica no separable, entonces esta
contenida en algin bloque de G. Pero, por (1), ninguna arista pertenece a
dos bloques. Por lo tanto los bloques forman una descomposicion de G.

(3) Un ciclo C es una subgrafica no separable de G entonces, C' pertenece
a algin bloque. |

El siguiente teorema nos da distintas caracterizaciones de un bloque.

Teorema 2.2.3. Sea G una grifica conezxa, con al menos tres vértices. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. G es bloque.

2. Para cualquier par de vértices x,y € V(G) existe un ciclo C' que con-
tiene a ambos vértices.

3. Para cualquier vértice v € V(G) y una arista e € E(Q) existe un ciclo
C que contiene al vértice y la arista.

4. Para cualquier par de aristas e, f € E(G) existe un ciclo C' que contiene
a ambas.

5. Para cualquier par de vértices x,y € V(G) y una arista e, existe una
xy-trayectoria que contiene a €.



18 CONEXIDAD

6. Para cualesquiera tres vértices x,y,z € V(G) existe una xy-trayectoria
que contiene a z.

7. Para cualesquiera tres vértices x,y, z € V(G) eziste una xy-trayectoria
que no contiene a z.

Demostracion. Es claro que (2) es un caso particular de (3) que a su vez
es un caso particular de (4). Por el teorema 2.1.1 (2) implica (1) y por la
proposicion 2.2.1 (1) implica (4). Por esto, tenemos la equivalencia entre los
primeros cuatro enunciados.

Veamos ahora que (2) implica (7) (esto es bastante claro), que a su vez,
implica (1) ya que si se cumple (7) entonces ningun vértice de G es de corte
por lo que G, al ser simple, es un bloque. Por lo que so6lo falta demostrar la
equivalencia entre (5) y (6) con el resto de los enunciados.

Nuevamente tenemos que (6) es un caso particular de (5). Veamos que
(1) implica (5). Consideremos un bloque G'y sean e = rs € E(G) y z,y €
V(B). Por (3), existe un ciclo C' =z ---rs---z. Ademas, como G es conexa,
entonces existe una trayectoria T' que inicia en y y termina en algtin vértice
zp € V(C). Si zp = z para cualquier trayectoria con vértice inicial y, entonces
x es un vértice de corte de (G, pero esto es una contradiccién por lo que existe
zp # x. Sin pérdida de generalidad, zp se encuentra en la seccion zC'r del
ciclo por lo que, yTzrCrsCx es una xy trayectoria que contiene a e.

Por tdltimo, veamos que (6) implica (1). Consideremos tres vértices x, y, z €
V(G) y supongamos que (6) es cierto. Entonces, existe una xy-trayectoria Q)
que pasa por z, pero también existe una zz-trayectoria P que pasa por y.
Por lo que la trayectoria yPx esta contenida en G — z entonces, z no es un
xy-separador. Pero esto es cierto para cuales quiera tres vértices por lo que
G no tiene vértices de corte por lo que concluimos que G es bloque. |

2.3. EL TEOREMA DE MENGER

Existen varias versiones de este teorema. Para enunciar la version que
nosotros utilizaremos necesitamos una definicién mas.

Consideremos una grafica G con dos vértices no adyacentes de G, = y
y. Diremos que S € V es un xy-separador si x y y pertencen a distintas
componentes de G — S. La cardinalidad de un xy-separador de tamano mi-
nimo la denotaremos por ¢(z,y). A esta funcion, ¢ : H — N, la llamaremos
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la funcion corte local de GG. Notemos que cuando z = y o zy € E, ¢ no
esté definida por lo que H = VaV \ {(v,v): v € V}.

Antes de enunciar el teorema introduciremos una operacién que nos sera
util en la demostracion. Sea X un subconjunto propio de V. La contraccion
de X es la grafica denotada por G/X que resulta de remover al conjunto X
y agregar un nuevo vértice z tal que Ng/x(z) = Ng(X).

Teorema 2.3.1. [Menger,1927] Para cualquier grifica G(x,y) con xy ¢
E(G). Se cumple que
c(z,y) = p(z,y).

Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre la cantidad de aris-
tas. Fijemos al entero k = cg(x,y). Notemos que pg(z,y) < k ya que cual-
quier familia F de zy-trayectorias internamente ajenas interseca a un xy-
separador en al menos |F| vértices. Por lo que basta demostrar que pg(z,y) >
k. Supongamos que existe al menos una arista e = uv que no incide en x ni en
y; de lo contrario, cualquier zy-trayectoria serfa de longitud 2 y ya habriamos
terminado.

Fijemos H = G/{u,v}. Claramente ps(z,y) > pu(z,y). También, por
hipotesis de induccion, py(z,y) = cy(x,y). Mas aun, cq(z,y) < cy(z,y)+1
yva que cualquier xy-separador en H, junto con algin extremos de e, es un
xy-separador en G. Por lo que:

pe(z,y) > pu(z,y) = cu(z,y) > calz,y) — 1=k —1.

Podemos asumir que la igualdad se cumple, es decir pg(z,y) = k — 1; de
lo contrario, pg(x,y) = k y ya habriamos terminamos. Entonces, cy(z,y) =
k—1.Sea S = {v1,vq,...,v5_1} un zy-separador minimo en H. Sean X y Y
los conjuntos de vértices de las componentes a las que pertenecen x y y en
H — S respectivamente. Como |S| = k — 1, entonces S no es un corte en G,
entonces existe una xy-trayectoria en G — S. Esta trayectoria necesariamente
contiene a e. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v € X y
vey.

Consideremos ahora a G/Y, la gréfica que resulta al contraer Y a un so6lo
vértice. Cada xy-separador T en G/Y es, necesariamente, un xy-separador
en G. Por lo que cq/y(x,y) > k. Por otro lado, cq/y(x,y) < k debido a que
S U {u} en un zy-separador en G/Y. Por esto, S U {u} es un zy-separador
minimo en G/Y. Por hipotesis de induccion, existen k xy-trayectorias in-
ternamente ajenas Py, Py, ..., P, en G/Y, ademas, cada vértice de S U {u}



20 CONEXIDAD

ug’ o “ov

Te o .y
o
X S Y
_ B b /.-f 0 o -
i o \ / o v

s ,

o] AL¥ U & l:_l.\ y
: 8 Tk
X s S Y

Figura 2.3: Demostracion del teorema de Menger

pertenece a una de éstas. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
v, € V(P),i € {1,...,k — 1} y u € V(FP,). Analogamente, existen k xy-
trayectorias internamente ajenas Q1,...,Qr en G\ X, con v; € V(Q;),i €
{1,...,k — 1} y v € Q. De esto vemos que las trayectorias xPv;Q;y,i €
{1,...,k — 1} y xPyuv P, son k xy-trayectorias internamente ajenas. |

2.4. EL LEMA DEL ABANICO

En esta seccion demostraremos algunas consecuencias del teorema de
Menger que nos seran de tutilidad mas adelante.

Lema 2.4.1. Si G es k-conexa y H se obtiene de G al anadir un nuevo
vértice x y hacerlo adyacente al menos a k vértices en G. Entonces, H es
k-conexa.
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Demostracion. Tomemos a S un conjunto de k — 1 vértices de H. Veamos
que si z € S entonces S\ {x} es un conjunto de k —2 vértices de G por lo que
S\ {z} no desconecta a G. Como H = G +x entonces H —S = G—(S\ {z})
por lo tanto, H — S es conexa. Supongamos ahora que x ¢ S. Como d(z) > k
v |S| = k — 1 entonces x tiene al menos un vecino en V(G) \ S. Pero S no
desconecta a GG, entonces S no desconecta a H. |

Este lema nos es 1til para que, junto con el teorema de Menger, podamos
probar la siguiente proposicion que serd una gran herramienta para varias
demostraciones del siguiente capitulo.

Proposicion 2.4.2. Sea G un grdfica k-conexa, tomemos dos subconjuntos
X, Y C V(G) tales que |Y| > |X| > k. Entonces, hay al menos k XY -
trayectorias ajenas.

Demostracion. Obtengamos una nueva grafica H que resulte de anadir dos
nuevos vértices, x,y vy hacerlos adyacentes a k vértices de X y Y respectiva-
mente. Por el lema 2.4.1 H es k-conexa. Entonces, por el teorema de Menger
(teorema 2.3.1), existen k xy-trayectorias internamente ajenas en H. Al bo-
rrar a ' y y de cada una de estas trayectorias obtenemos k trayectorias ajenas
@1,Q2, ..., Qk con vértice inicial en X y vértice final en Y. Cada una de es-
tas trayectorias (); contiene una subtrayectoria P; que inicia en X, termina
en Y y no tiene vértices internos en X U Y. Por lo tanto, las trayectorias
P, P, ... P, son k XY-trayectorias ajenas. |

Con esta proposicion podemos demostrar el lema del abanico. Un k-
abanico de x a Y es un conjunto de xY-trayectorias que sélo tienen en
comin a .

Lema 2.4.3. [Lema del abanico] Si G es k-conexa y Y C V \ {z} tal que
|Y| > k. Entonces, existe un xY -abanico en G.

Demostracion. Tomemos a x € V(G) y Y C V \ {z} tal que |Y| > k. Al
ser G k-conexa, por el lema 2.4.1, podemos agregar un vértice nuevo y con
N(y) =Y,y la gréafica resultante H es k-conexa. Por el teorema de Menger,
existen k zy-trayectorias internamente ajenas en H. Al quitarle el vértice y
a las trayectorias, obtenemos nuestro xY -abanico en G. |
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Una de las implicaciones méas importantes del lema del abanico es el
teorema de Dirac. Antes de enunciarlo recordemos que si tenemos m objetos
por guardar en n lugares con m > n, entonces el principio del palomar
nos dice que habra al menos un lugar que guarda 2 objetos.

Teorema 2.4.4. [Dirac] Sea S un conjunto de k-vértices de un grdfica k-
conexa G, con k > 2. Entonces, existe un ciclo C' que contiene a todos los
vértices de S.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre k. Por el teorema 2.2.3
ya tenemos nuestra base demostrada. Sea entonces k > 3. Tomemos a x € S
y definamos 7' = S \ {z}. Como G es k-conexa, en particular es (k — 1)-
conexa. Por nuestra hipotesis de induccion existe un ciclo C' que contiene
a S\ {z}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que = ¢ V(C").
Supongamos también que v(C’) = k — 1, por el lema del abanico (lema
2.4.3) existen (k — 1)-xC” trayectorias con tnico vértice en comun z. Sea
a; =V (P)NV(C") y fijémonos en el ciclo C' = ay Py PoasCay el cual contiene
a todos los vértices de S. Supongamos ahora que v(C") > k, entonces, por
el lema del abanico (lema 2.4.3), existe un k-abanico de z a V(C”). Como
|T| = k — 1, entonces T divide a C” en k — 1 segmentos ajenos por aristas.
Por el principio del palomar, dos trayectorias del abanico P y () terminan en
el mismo segmento. Supongamos que P y () terminan en los vértices del ciclo
p y q respectivamente. Al fijarnos en el ciclo C' definido como C' = pPxQqCp
obtenemos nuestro ciclo que contiene a S.
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Figura 2.4: Uso del lema del abanico y el principio del palomar en la demos-
tracion del teorema de Dirac



Capitulo 3

CONEXIDAD TROPICAL

Hemos llegado al capitulo principal de esta tesis. En este capitulo exhibi-
remos los primeros resultados de un nuevo parametro que introduciremos a
continuacion.

Consideremos a una gréafica conexa G y a una coloracién por vértices c
de G. Decimos que ¢ hace a G tropicalmente conexa si y solo si, para
cualquier par de vértices =,y € V(@) existe una xy-trayectoria T' que con-
tenga a al menos un vértice de cada clase cromatica de G bajo ¢, es decir
c[V(T)] = c[V(G)]. A una trayectoria T" que tenga representados cada uno
de los colores de ¢, la llamaremos trayectoria tropical. Por simplicidad,
nosotros escribiremos ¢[T] en lugar de ¢[V(T)] y t-conexa en vez de tropical-
mente conexa. En la figura 3.1 vemos que la trayectoria T" = vou1v3v5v¢ €S
una trayectoria tropical.

Si coloreamos a todos los vértices de una grafica conexa G con el mismo
color, GG sera t-conexa con esta coloracion. Por esta razoén, no buscaremos la
minima cantidad de colores para la cual exista una coloraciéon tropical si no
la maxima.

Nosotros definimos al nimero de conexidad tropical como el mayor
entero k tal que existe una k-coloracion ¢ de los vértices de G que haga a GG
tropicalmente conexa. A este nimero lo denotaremos por x;(G)

ki(G) = méx{k € N: existe una k-coloracion que haga a G t-conexa}.

Por ejemplo x;(K,) = n ya que entre cualquier par de vértices x, y existe
una xy-trayectoria que pase por todos los demaés.



24 CONEXIDAD TROPICAL

(%1 Ve

Figura 3.1: Una grafica G' con al menos una trayectoria tropical bajo una
coloracion c.

3.1. PRIMERAS OBSERVACIONES

Comencemos con las cotas mas sencillas que podemos encontrar.

Observacion 3.1.1. Para toda grafica G y para cualesquiera x,y € V(G)
ki(G) < méx{v(T): T es una zy-trayectoria en G}.

Esta observacion es bastante clara ya que si tuviéramos una coloraciéon
que usa mas colores que la trayectoria mas larga entre algin par de vértices,
entonces no habria una trayectoria entre éstos que usara todos los colores de
la coloracion.

Algo que es comun en la teoria de graficas es describir el comportamiento
de un pardmetro en una grafica por el comportamiento de dicho parametro
en sus bloques.

La grdfica de bloques y cortes de una gréifica G se define como la
grafica bipartita B(X,Y’) donde X es el conjunto de véritces de corte de G'y
Y es el conjunto de bloques de G. Ademas dados dos vértices z € X, y € Y
existe la arista zy si y solo si z € V(y). En 2] muestran que B(X,Y) es un
arbol.

Proposicion 3.1.2. Para cualquier grafica G se cumple que:

kt(G) = min{k(B): B es bloque de G}.



3.1 PRIMERAS OBSERVACIONES 25

Demostracion. Supongamos que k:(G) =1 > min{x,(B): B es bloque de
G}. Entonces existe una coloracion ¢ : V(G) — {1,2,...,1} que hace a G t-
conexa. Sea B un bloque de G tal que r4(B) = k = min{x,(B): B es bloque
de G}, tomemos ahora a u,v € V(B), sabemos que si T' es una uv-trayectoria
en G, entonces T' C B. Sea T, la uv-trayectoria tal que |c[T}]| = [. Podemos
ver ahora que ¢ [ hace a B t-conexa, entonces k¢(B) > [ > k y ésto es una
contradiccion. Entonces k(G) < min{r;(B): B es bloque de G}.

Sea k = min{x:(B): B es bloque de G}, entonces para cada bloque
B C Gexiste cg : V(B) — {1,2,...,k} que hace a B t-conexa. Definamos la
coloracion ¢ : V(G) — {1,2,...,k} donde ¢ [p= cp para cada bloque B C G.
Para ver que esta coloracion esta bien definida hay que fijarnos en los vértices
de corte ya que estos son los tnicos contenidos en mas de un bloque. Si un
vértice v pertenece a dos bloque By D de Gy ¢ [p (v) # ¢ [p (v) entonces,
podemos permutar los colores ¢ [p (v) y ¢ [ (v) de modo que ahora a v se
le asigna el mismo color bajo ¢ [g v ¢ [p. Estas permutaciones las haremos
un cantidad finita de veces debido a que la grafica de bloques y cortes de GG
es un arbol.

Veamos ahora que ¢ hace a G t-conexa. Si u,v € V(G) pertenecen al
mismo bloque B, es claro que existe una uv trayectoria T tal que |c [ [T]| =
k. Seauw € V(B;) y v € V(B,) con B;, B; distintos bloques de G, entonces
existe una uv-trayectoria 7' en G. Tomemos a x el primer vértice de corte de
G en T distinto de u. Entonces u, x pertenecen a un mismo bloque C. Sea

R la uz-trayectoria en C' que cumple que |c[R]| = k y hagamos ahora a S =
uTx1RzoTv, claramente S es una wv-trayectoria en G y |c[S]| = |¢[R]| = k.
Por lo tanto x¢(G) = min{k(B): B es bloque de G}. [

Ya que sabemos que podemos analizar a una grafica por su bloques po-
demos ahora fijarnos en graficas 2-conexas.

Proposicion 3.1.3. Sea G una grifica 2-coneza y ¢ : V(G) — {1,2,...,k}
una coloracion de G. Si existe H C G tal que ¢ hace a H tropicalmente
coneza, entonces ¢ hace a G tropicalmente conexa.

Demostracion. Tomemos G una grafica 2-conexay c: V(G) — {1,2,...,k}

una coloracion de G. Sea H C G tal que ¢ hace a H tropicalmente conexa.
Ahora veamos que para cualquier par de vértices u,v € V(@) existe una

uv-trayectoria T en G tal que todos los colores de ¢ estan representados en

T.
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1. Si wy v estan en los vértices de H tomamos la trayectoria en H en la
que estan representados todos los colores de c.

2. Si uw no esté en los vértices de H y v € V(H), como G es 2-conexa,
existen dos uH-trayectorias P, y P, ajenas salvo por u. Tomemos a; =
PLNHya, = PN H. Sin pérdida de generalidad a; # v. Sea S la
av-trayectoria en H que usa todos los colores de ¢. Hagamos ahora
T = uPya,Sv, esta es una uv-trayectoria en la cual estan representados
todos los colores de c.

3. El dltimo caso es cuando u,v no estan en los vertices de H. Por el
teorema de Menger, sabemos que existen ()1, una uH-trayectoria y ()9
una v H- trayectoria, ajenas entre si. De nuevo tomemos a; = Q1N H y
as = Q2N H. Sea R la ajas-trayectoria en H que usa todos los colores
de c. Hagamos T' = uQ) a1 RasQ)2v, esta es una uv-trayectoria en G en
la cual estéan representados todos los colores de c.

Este lema nos da de inmediato la posibilidad de relacionar la conexidad
tropical con otros parametros.

Corolario 3.1.4. Para toda grdfica G, 2-conexa, se cumple que,

w(G) < K(G).

e
.

ANV

Figura 3.2: Una grafica G' con una w(G)-coloracion que la hace t-conexa

®)

Mas adelante estudiaremos con mayor profundidad la relacion entre el
ntmero de clan y la conexidad tropical. Por ahora hagamos una observacion
més que nos ayudara para calcular el nimero de conexidad tropical de algunas
familias de graficas.
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Proposicion 3.1.5. Sea G una grdifica e I C V(G) un conjunto indepen-
diente con |I| = r. Entonces,

re(G) <2(n—r)—1.

Demostracion. Sea I un conjunto independiente de GG con cardinalidad r
y tomemos z,y € V'\ I. Notemos que ninguna zy-trayectoria puede contener
dos vértices contiguos de I. Por lo que la xy-trayectoria mas larga T contendré
a lo mas un vértice de I entre cada dos de V'\ I. Es decir, v(T) < 2(n—r)—1.
Por la observacion 3.1.1 tenemos que r¢(G) < max{v(T): T es una xy-
trayectoria en G} < 2(n —1r) — 1. [ |

Es importante remarcar que esta cota solo nos es 1til cuando a(G) > 7
ya que de otra manera 2(n — a(G)) — 1 > n y esto no nos da infomracion

nueva.

3.2. FAMILIAS DE GRAFICAS

Empecemos analizando a una de las primeras familias que se estudian en
la teoria de gréficas.

Observacion 3.2.1. Si T' es un arbol con al menos dos vértices, entonces
Rt (T) = 2.

Demostracion. Basta usar la proposicion 3.1.2 y observar que todos los
bloques de T" son isomorfos a K. Si coloreamos a K5 con dos colores, entonces
es t-conexa. Entonces k(T) = ri(K3) = 2. [

Corolario 3.2.2. Para toda grifica no trivial G, k(G) > 2.

Demostracion. Recordemos que estamos trabajando tinicamente con grafi-
cas conexas, entonces G tiene un arbol generador 7T'. Por la proposicion 3.1.3
y la observacion 3.2.1, k,(G) > r(T) > 2. [ |

Ya vimos qué pasa con las gréaficas aciclicas. Veamos ahora qué pasa con
los ciclos.
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Figura 3.3: Un arbol T' 2-coloreado y ¢-conexo

Proposicion 3.2.3. Sea C,, = vgvy - - - v,_10g el ciclo de n vértices entonces,

3 n < 9;
l{t(C’n) =
ng n > o.

Demostracion. Primero veremos que se cumple para n = 4 o n = 5, ya
que el caso en el que n = 3 es bastante claro.

Ver que k(Cy) > 3y kt(C5) > 3 es claro con las coloraciones de la
figura 3.4

N AN

\@/ D—_ /

@

Figura 3.4: Cy y C5 con una 3-coloraciéon que los hace t-conexos

Ahora veamos que, por la observacion 3.1.1, al fijarnos en dos vértices
antipodales implica que ;(Cy) < 3. Para n = 5, basta observar que si colo-
reamos con 4 colores, sin pérdida de generalidad la coloraciéon se vera como
en la figura 3.5.
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Figura 3.5: 4-coloracion de C5 con una trayectoria tropical entre vy y wvs,
i€{1,2,3,4}

Veamos que para que exista una trayectoria que use todos lo colores entre
los vértices con color 1 y 3 necesitamos que el quinto vértice tenga color 2.
Pero entonces fijémonos en los dos vértices con color 2. Es claro que no existe
una trayectoria que use todos los colores de la coloracion entre estos dos.

Para el caso en el que n > 5 veamos primero que #; (C,) < [5]. Colo-
remos a C, con |§]| + 1 colores. Observemos que habra al menos una clase
cromatica singular. Llamemos z al vértice de ésta clase e ¢ a su color. Fijémo-
nos ahora en los dos vecinos de x: x1 y xo. Entre estos dos existen tinicamente
dos trayectorias distintas 1"y zjxze. Vemos claramente que en 7' no esta re-
presentado el color ¢ y en xyxxs hay a lo mas 3 colores representados, pero
n > 6 entonces L%j + 1 > 4, por lo que entre x; y x5 no existe trayectoria
que use todos los colores de la coloracion.

Exhibamos ahora una coloraciéon que use |7 | colores y haga a C,, tropi-
calmente conexo. Definamos ahora a nuestra coloracion c(v;) = i(mod|3]).
Observemos que para cualquier par de vértices en el ciclo existe una trayec-
toria con al menos |5] + 1y |5 + 2 para el caso donde n es par e impar
respectivamente. Con este argumento en mente, basta entonces demostrar
que cualquier trayectoria de longitud [%] + 1 o [§] + 2, dependiendo de la
paridad de n, es tropical. Veamos primero el caso par, tomemos a v; y v;
donde j =i + [%j Tomemos a Tj; = v;vi41 -+ v; y notemos que cualquier
trayectoria de longitud | %] es de esta forma. Por como definimos a c y, su-

n

poniendo sin pérdida de generalidad que i < [%], los colores representados
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en Tj; son c[Tj;) = {4, +1,...,[5] —1,0,1,...,4 — 1,4}. Con esto termina-
mos la demostracion para el caso par. Fijémonos ahora en el caso impar y
analogamente consideremos a Tj; pero ahora j = i+ [ 5| + 1. En esta ocasién
tendremos dos casos:

1. El vértice v, no pertenece a Tj;. En este caso vemos que i < [§] y
de manera similar al caso par vemos que c[Tj;] = {i,i +1,..., 5] —
1,0,1,...,i—1,4}.

2. En este caso v, si pertence a Tj; por lo que i > |7 |. Veamos ahora como
estd coloreada esta trayectoria: c[T'] = {j — |5],j +1—[5],....,n —
2—-1%],0,0,1,...,7 + 1}(mo6d| %5 ). El color 0 esta repetido dos veces
ya que a los vértices v, _1 y vy se les asigna el mismo color.

Con estos tltimo dos casos concluimos nuestra demostracion.
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Figura 3.6: Cy coloreado tropicalmente con 4 colores

Como corolario directo de la proposicion 3.1.3 y de esta proposicion ob-
temos los dos siguientes corolarios.

Corolario 3.2.4. Para toda grdfica 2-conexa G, se cumple que:

Vr;(@) J < nlG).

Corolario 3.2.5. St G es una grifica 2-conexa y tiene al menos tres vérices,
entonces ki (G) > 3
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Demostracion. Si G es una grafica 2-conexa con n > 3. Sea zy € E(G) y
z € V(@) distinto a x y y. Como G es 2-conexa, entonces existe un ciclo C
que contiene a zy y a z. Entonces x:(G) > k,(C) > 3. [ |

Este ultimo corolario parece s6lo mejorar un poco la cota obtenida en el
corolario 3.2.2, sin embargo nos sirve para la siguiente caracterizacion.

Proposicion 3.2.6. Sea G una grdfica, entonces
ki(G) = 2 si y solo si G tiene al menos un puente.

Demostracion. Una de las dos implicaciones es bastante clara ya que si G
tiene un puente entonces r:(G) = rt(Ky).

Supongamos ahora que k;(G) = 2 y sea H C G un bloque de G tal que
ki(H) = min{x,(B): B es bloque de G}. Por la proposicion 3.1.2 k,(H) =
kt(G) = 2. Por el corolario 3.2.5, al ser H 2-conexa, |V (H)| = 2, por lo que
H > K,. |

Debido a las proposicién 3.2.6 y 3.1.2, de aqui en adelante trabajaremos
con graficas 2-conexas a menos de que se indique lo contrario.

Por la proposicion 3.2.6, tenemos una caracterizacion de las graficas que
alcanzan la cota inferior mostrada en el corolario 3.2.2. Es claro que n es una
cota superior de k;(G) para cualquier grafica G. Ahora expondremos una
caracterizacion de las graficas que alcanzan ésta cota.

Proposicion 3.2.7. Una grdfica G con v(G) = n satisface que ki(G) =n si
y solo si G es hamiltonianamente-conexa.

Demostracion. Sea G con v(G) = n. Supongamos que (G) = n, entonces
existe una coloracion ¢ : V(G) — {1,2,...,n} y para cada par de vértices
u, v existe una uv-trayectoria 1" tal que |c[T’]| = n entonces v(T") > n. Por lo
que T es una uv-trayectoria hamiltoniana.

Supongamos ahora que G es hamiltonianamente conexa. Sean V(G) =
{v1,v9,...,0,} y c: V(G) = {1,2,...,n} con c(v;) = i. Entonces para cada
u,v € V(G) tomamos la uv-trayectoria hamiltoniana y en ésta tendremos a
los n colores representados. |

Como implicaciéon inmediata obtenemos que la conexidad tropical de la
grafica completa de n vértices es n. Para obtener el siguiente corolario que nos
sera util mas adelante, basta recordar que las ruedas son hamiltonianamente
conexas.
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Corolario 3.2.8. Sea W, la rueda de n rayos. Entonces, k(W,) =n+ 1.

En las familias que hemos estudiado hasta ahora pudimos encontrar su
numero de conexidad tropical exacto. Sin embargo, hay otras familias en las
que puede variar el naimero de conexidad tropical por ejemplo, las bipartitas.

Corolario 3.2.9. Sea G(X,Y) una grdfica bipartita. Entonces,
3 < 1(G) < 2min{|X],[Y]}) - 1
Y estas cotas son justas.

Demostracion. La cota superior es implicacion directa de la proposicion 3.1.5
y las graficas que la alcanzan son las bipartitas completas K, ;.

Ya sabemos que para cualquier gréafica 2-conexa G, ki(G) > 3. Pero ade-
mas, para cualquier n > 4, existe una grafica bipartita 2-conexa con conexi-
dad tropical 3, a saber, Ky ,_s. |

Corolario 3.2.10. Sea K (M, My, ... M) una grifica multipartita completa
tal que |My| > |Msy| > ... > |Mg|. Entonces,

n si[My| < S5, |M);

k() =
(&) 2-3% |M;| =1 en otro caso.

Demostracion. Veamos que M es el independiente méximo de K y por la
proposicion 3.1.5 ki (K) < 2- Zf:z |M;| — 1. Si ademas, |M;| > Z?:2 | M|, y
consideramos a Y = U} ,M; entonces, K tiene como subgrafica a la bipartita
completa G(M;,Y). Usando el corolario 3.2.9 k,(G) = 2(min{|M,|, |Y|}) — 1
entonces, #;(K) >2-32F |M;] — 1, demostrando el segundo caso.
Supongamos ahora que |M;| < 32F | M;|, en este caso K es hamiltonia-
namente conexa y por la proposicion 3.2.7 k,(K) = n. [ |

Al inicio de esta capitulo vimos como se relaciona a(G) con k;(G). Ahora
usaremos este resultado.

Corolario 3.2.11. Sea G una grdfica escindible. Entonces

w(G) < k(G) < 2w(G) — 1.
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Demostracion. La cota inferior es implicacion del corolario 3.1.4, mientras
que la cota superior es una implicaciéon de la proposicién 3.1.5.

Para ver que la cota inferior es justa basta fijarnos en una grafica com-
pleta. Mientras que para la cota superior podemos pensar en G(K, I) donde
K =w(G)—1, |I| > w(G)+ 1y ademas de todas las aristas inducidas por K
tenemos todas las posibles K [-aristas. G tendra como subgréfica generadora
a K, (G)-1,11 y mas adelante mostraremos que ¢ (Kuyey-1,1) = 2w(G)—1. B

Las graficas escindibles son parte de las graficas cordales, que a su vez,
pertenecen a la familia de las perfectas. Ahora analizaremos una subfami-
lia més de esta familia. Con esta subfamilia sera suficiente acotar nuestro
parametro en las graficas perfectas.

Proposicién 3.2.12. Sea G una grafica de intervalos entonces,
3 S lit(G) S n.
Y estas cotas son justas.

Demostracion. Sabemos que para cualquier grafica 2-conexa G, se cumple
que 3 < ki (G) < n, veamos ahora que estas cotas son justas para las graficas
de intervalos.

Para ver la cota superior sélo hace falta ver que K, es una grafica de
intervalos. Para la cota inferior haremos una construcciéon de una grafica G
tal que k;(G) = 3 para cualquier n > 3.

Sea n > 3y hagamos z,_1 = (0,1),z,-2 = [0,1] y z; = (-5, 2}) para
1 =0,1,...n — 3. Hagamos a G la gréfica de interseccién de los intervalos
{zo,x1,...,2n—1}. En la figura 3.7 vemos un ejemplo cuando n = 6. No es
dificil ver que G es 2-conexa por lo que 3 < k;(G). Fijémonos ahora en x,_;
y Tp_o y veamos que la trayectoria méas larga entre estos dos es de 3 vértices
por lo que 3 > k;(G). Esto implica que 3 es una cota justa para cualquier n
arbitrariamente grande.

Esta proposicion también nos dice que la cota obtenidas en el corola-
rio 3.2.5 es lo mejor que podemos encontrar para las graficas 2-conexas en
general. Sin embargo, si hay familias en las que se pueden mejorar bastante
las cotas.

Recordemos que en el capitulo 1 definimos lo que es una gréfica plana
y notemos que cualquier imersion plana de una grafica GG parte al resto del
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Figura 3.7: Grafica de intervalos G' de 6 vértices con k;(G) = 3

plano en distintas regiones. A estas regiones las llamamos caras de G. En la
figura 3.8 vemos una gréfica plana con cinco caras, fi, fa, f3, f1 vy f5. Cada
imersion plana de una grafica contiene exactamente una cara no acotada, a
ésta la llamaremos cara exterior. En la figura 3.8 la cara exterior es fj.

Diremos que una grafica es exteriormente plana cuando tenga una imer-
sién plana en la cual encontremos a todos sus vértices en la cara exterior.
Los ciclos son un ejemplo de una grafica exteriormente plana.

Debido a que estamos trabajando con graficas 2-conexas pensaremos tni-
camente en graficas exteriormente planas 2-conexas. En [4] muestran un resul-
tado sobre éstas que nos seré ttil: una grafica exteriormente plana 2-conexa
contiene un dnico ciclo hamiltoniano.

Observacion 3.2.13. Si GG es una grafica exteriormente plana 2-conexa no
maximal, tal que existe un par de vértices no adyacentes x,y entonces, se
pueden anadir aristas a G de modo que la gréafica resultante, H, sea exterior-
mente plana maxima por contencion y xy ¢ E(H).

Demostracion. Sea GG es una gréfica exteriormente plana 2-conexa con ciclo
hamiltoniano C' = vy - - - v,_1vg. Sin pérdida de generalidad supongamos
que vov; € E(G) y que G no es maxima por contenciéon. Veamos que, si no
existe un arista v;v, € E(G) donde 0 < j < i < k entonces la podemos anadir
de manera que G + {v;v;} sea exteriormente plana. Ya que de lo contrario
querria decir que vyv; € E(G). Podemos ahora anadir aristas a G + {zy}
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Figura 3.8: Una grafica plana con cinco caras.

de modo que la volvamos una grafica H exteriormente plana maxima por
contencion y tenemos garantizado que vov; € E(H). |

Lema 3.2.14. Si G es una grifica exteriormente plana 2-conexa y tomamos
x,y € V(G) que no sean adyacentes, entonces existe un 2-corte xy-separador.

Demostracion. Supongamos que G es exteriormente plana méxima por
contencion. Procederemos por inducciéon sobre la cantidad de vértices. La
base serd C)y = v1v9v3v4 con la diagonal vivs. Claramente los tnicos vértices
no adyacente son vy y v4 y no es dificl ver que vy, v3 separa vy y v4. Conside-
remos ahora a una grafica G' con n vértices exteriormente plana maxima por
contencion y sean x,y € V(G) no adyacentes. Como GG es maxima entonces,
existen u,v,w € V(@) consecutivos en la cara exterior y que inducen un
tridngulo, es decir, una oreja de tres vértices. Si * = v 0o y = v entonces,
{u,w} es el corte que buscamos. Fijémonos en G — {v}, aplicando hipotesis
de induccién tomemos a los vértices vy, vy que separan a x y y en G — {v}.
Como Ng(v) = {u,w} y uw € E(G) entonces, vy, vs son un corte en G que
separa a ' y y.

Para terminar la demostracién basta recordar que, por la observacion
3.2.13, si G es una grafica exteriormente plana 2-conexa, para cualquier par
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de vértices x,y no adyacentes en G, podemos maximizar a GG de tal manera
que preserve la no adyacencia de x y y. |

Proposicion 3.2.15. Si G es una grdfica exteriormente plana, entonces

5] smi@ <]

n

1.
|

Demostracion. Para verificar la cota inferior basta recordar que las grafi-
cas exteriormente planas 2-conexas son hamiltonianas y ya tenemos la cota
inferior por el corolario 3.2.4.

Para la cota superior observemos que si existen dos clases cromaéticas
singulares cuyos vértices son u y v respectivamente, entonces debe de haber
una arista entre ellos. De lo contrario, por el lema 3.2.14 existen x,y € V que
separan a u y v, por lo que no existe una xy-trayectoria que contenga a u y a
v. De esto obtenemos que no puede haber cuatro clases cromaticas singulares
ya que obtendriamos a K, como subgrafica y ésta es una subgrafica prohibida
de las graficas exteriormente planas. Ahora sabemos que a lo méas tendremos
3 clases cromaticas singulares, entonces la mayor cantidad de colores que
podemos usar para el resto de los vértices son | %52 |. Observemos que si n es

2

par entonces, | 252 | = 2—2y sin es impar entonces, [%52] = 2—1 = [2]-2.

En ambos casos, al sumarle los 3 colores tinicos que ya teniamos, concluimos
que r(G) < [2] + 1. [ |

Consideremos una grafica GG exteriormente plana 2-conexa con ciclo ha-
miltoniano C' = vyv; - - - v,_1Vp. Supongamos que existen tres vértices v;, v;
y vy que inducen un tridngulo y ¢ < j < k. Llamaremos Cj; al conjunto
de vértices en el ciclo hamiltoniano que se encuentran entre v; y v;, es decir
Cij = {vi41,Vit2, ..., vj_1} (los subindices de los vértices de Cj; los considera-
mos modulo n). Analogamente consideremos a Cjy, y a Cy;. Diremos que una
grafica exteriormente plana cumple la propiedad () si existen tres vértices

. . n
v;,v; ¥ U que inducen un triangulo y |Cj;| < |Cji| < |Cre| < 5]

Lema 3.2.16. Sea G una grifica exteriormente plana que cumple la propie-
dad )1, entonces
n

ke(G) = u Tl
Demostracion. Durante esta prueba consideraremos a los subindices de

los vértices moédulo n. Tomemos a los vértices v;,v; y vy que cumplen que
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|Cij| < |Cji| < |Chi|l < | 5] Sean a = |Cj;], b = |Cj| y ¢ = |Cri|. Empecemos
ahora a colorear a la grafica y llamemos a esta coloracion t. Coloreemos
primero a v;,v; y a vy t(v;) = 1, t(v;) = 2 y t(vg) = 3. Tomemos ahora un
vértice v,y € Cj; y asignémosle el color 3 + [. Recordemos que a < b < ¢
y consideremos a d = ¢ — b > 0. Definamos ahora a t(v;—;) = 3 + [ donde
l€{1,2,....,d+ [%%]} y observemos que todos estos colores son repetidos.
Terminemos de repetir los colores de Cj; en Cjy, es decir t(vjy) =a—1+1
donde I € {1,2,...,[%5%]}. Para terminar la coloracion definamos t(vy_;) =
t(vk) =a+lconl € {1,2,...,b—[%4]}. Dependiendo de la paridad de n
nos podria faltar colorear el vértice vg; donde [ = [“%d} + 1, en este caso
podemos repetir cualquier color.

No es dificil ver que hemos usado a+b— [%4] +3 colores. Pero d = c¢—b,
entonces tenemos a+b— [4=t] +3 colores distintos. Como a+b+c = n—3
entonces, si n es par a — ¢ + b es impar y viceversa. Supongamos que n es
par, entonces

a—c+b 20+2b a—c+b+1 n—4
a+b—|———|+3= —

mn
2 2 2 2 2

Ahora, si n es impar entonces

|+1

_ 2a 4 b — _ _
a+b—{aTc+b-‘+3: a+2b 2a+c b+3:{n 3—‘_1_3:{%

Con esto ya tenemos una coloracién con [7] + 1 colores, ahora tnicamen-
te basta demostrar que ¢t hace a GG tropicalmente conexa y por la proposi-
cion 3.2.15 tendrfamos que xy(G) = [§] + 1.

Antes de demostrar la conexidad tropical de G con t, observemos que
para que la coloracién esté bien definida, necesitamos que d + [%5¢| < a.
Esto es cierto si y s6lo si ¢ — b + L“’TCH’J < a que a su vez es cierto si
L“’TCH’J <a+b—cyestosoloesciertosia+b—c > 0. Peroa+b=n—-3—c¢
por lo que necesitamos que n — 3 — 2¢ > 0 entonces ¢ debe ser menor o igual
a ”T_?’ pero como G cumple la propiedad () entonces ¢ < [§] y como ¢ sdlo
toma valores enteros, entonces ¢ < "7_3

Para terminar la demostracién veamos que la coloracion t hace a G tro-
picalmente conexa. Para esto, dividamos a Cj;, en dos subconjuntos J', K de
tal manera que los vértices en J’ tienen algin color de C;; y K tienen color
repetido en Cj. Por como definimos la coloracion, J'"UK = Cjj,. De la misma
manera dividamos a C; en K', I' y dividamos a C;; en I y J. Vale la pena
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notar que el caso en el que |Cy;| = 0 tendrfamos que I =I' = J =J =0 yla
prueba se sigue igual. En la figura3.9 una ejemplo particular de una grafica
exteriormente plana de 21 vértices.

I
E

N

Joatat

Figura 3.9: Una grafica exteriormente plana de 21 vértices con una 12 colo-
racion que la hace t- conexa. La linea punteada entre un vértice de G y una
letra L, representa que el vértice pertenece al conjunto L.

Notemos que t[L] = t[L'] con L € {I, J, K} y t[I|Ut[J]Ut[K]U{1,2,3} =
t[V]. Con esto en mente y gracias a la manera en la que dividimos a los
vértices, encontrar una trayectoria tropical para cualesquiera dos vértices x, y
tales que si # € L entonces y ¢ L' (L € {I, J, K}), se reduce a encontrar una
trayectoria que contenga a M o M’ para cada M € {I,J, K}y a {v;,v;, v}
Pero esto tltimo ya es muy sencillo. Por lo que sélo nos queda el caso cuando
x € I yy eI, la demostracion para cuando v € Jyy e JJox € Ky
y € K' es analoga. Sin pérdida de generalidad ¢(z) < t(y), tomemos entonces
a la trayectoria T = xCvyv;Cy. Claramente J' U K U {v;, vj, v} C V(T'), por
esto, solo hace falta ver que los colores de los vértices de I estan en los colores
de los veértices de T'. Observemos que t[I NV(T)] = {z € t[I]|z > t(x)} ¥
tI'NV(T)] ={z € t[l'l|]z <t(y)}. Pero t(x) < t(y) y t[I] = t[I'] por lo que
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t{(IUI'YNV(T)| = t[I]. Por lo tanto t[T] = t[V].
Con esto terminamos la demostracién y vemos que £(G) = [5] +1. B

Lema 3.2.17. 5@ G es una grifica exteriormente plana no cumple Q1 enton-
ces,
n

Ke(Q) < b

|+1

Demostracion. Si n es par no hay nada por demostrar. Supongamos en-
tonces que n es impar y G no cumple (J;. Si G no tiene ningin triangulo
inducido, entonces #;(G) < [5] + 1 ya que ninguna coloraciéon puede conte-
ner tres clases cromaticas singulares. Podemos pensar ahora que para todo
triangulo inducido de G v;v;vy, se cumple que |Cj;| > |5]. Recordemos que
todos los colores de G — {v;,v;, v} deben de estar repetidos al menos una
vez, ademés, cada uno de estos colores debe estar representado en al menos
dos C,, distintas. Por esta razén la mayor cantidad de colores que podemos
usar si |Cy;| > 5] es |Cjr] 4+ |Cril + 3. Pero

Cial +1Cuil +3=n =3 |Cyl +3=n— |0yl <n— | 5| = 5]

Por lo tanto x,(G) < | %] + 1. [ |

Teorema 3.2.18. St G es una grifica exteriormente plana 2-conexa con n
impar entonces,

n

ke(G) = {2—‘ + 1 si y solo st G satisface Q.

Demostracion. Este teorema es una implicaciéon directa de el lema 3.2.16
y el lema 3.2.17. |

Volvamos a considerar a una grafica exteriormente plana 2-conexa. Dire-
mos que GG cumple la propiedad @), si existe una arista zy € E(G) tal que
sus extremos x,y son un dos corte de GG y las dos componentes conexas de
G —{z,y} tienen al menos |7 | vértices. Diremos que estas dos componentes
estan balanceadas. Es equivalente a pedir que x sea el vértice méas alejado de
y sobre C' el ciclo hamiltoniano de G. Notese que si n es par entonces, x y y

son antipodales.
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Lema 3.2.19. Si G es una grdfica exteriormente plana y cumple Q)3 pero no

()1 entonces,
n
%(@) =[5

Demostracion. Primero veamos que si G cumple @y entonces ki(G) >
|5] + 1. Sea vv; € E(G) tal que v;,v; parten a G en dos componentes
balanceadas. Sin pérdida de generalidad ¢ = 0y j = | 5], donde los vértices de
G los numeramos con respecto al orden de su ciclo hamiltoniano. Definamos
ahora a la coloracion ¢ que hard a G t-conexa: ¢(v;) = i = ¢(v,—;) con

1 <i < |5], ¢(vo) = |5] + 1. Tomemos ahora dos vértices vy, v; € V(G),

es claro que si k = 0 0 k = | 5] existe una trayectoria tropical, también si

0<k<l<|[5]ol|5] <k<l<n-—1 Veamos ahora cuando 0 < k < | %]
y 5] <1 < n— 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que k¥ < [y

fijemonos en la trayectoria 7' = vyCv 2 jvoCv; y ahora ya es claro que existe

una v,v;-trayectoria tropical para cualquier par de vértices en (G. Al colorear
n

con ¢ usamos |5 | —1+2 colores. Con esto demostramos que £;(G) > [ 5] +1.

Por el lema 3.2.17 concluimos que x:(G) = | 2] + 1.

|+1

6
[
o /
®

6 e

Figura 3.10: Una gréafica GG exteriormente plana de 11 vértices, que satisface
()2 pero no ()1, con una 6 coloracién que la hace t-conexa

Observacion 3.2.20. Sean > 4, paracada k € {|5], [§]+1,[5]+1} existe
una grafica exteriormente plana G tal que |V(G)| =ny k(G) = k.
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Demostracion. Sea n > 4. El caso mas sencillo es cuando k = |5 | ya que
la grafica C), es una grafica exteriormente plana con n vértices y x(C,,) = k.
Supongamos ahora que n es par, en este caso s6lo queda demostrar que existe
una grafica exteriormente plana G con n vérices y #(Cy) = § + 1. Sea G tal
que V(G) = V(Cy,) = {vo,...,vn1} y E(G) = E(Cy) U {vpvz }. Entonces,
por el lema 3.2.19, k,(G) = 5.

Pensemos ahora que n es impar y k = [§] + 1. La grafica que bus-
camos es muy similar a la encontrada en el caso anterior: sea G tal que
V(G) =V(Cn) ={vo, .., vn1} vy E(G) = E(C,) U {vpv 2| }. Entonces, por
el lema 3.2.19, r,(G) = 3.

Por tltimo supongamos nuevamente que n es impar y k = [+ 1. Sea G

tal que V(G) = V(C,,) = {vo, ..., vn-1} y E(G) = E(C,) U{vvrz}, vivray}.
Entonces, por el lema 3.2.16, k,(G) = k. [ |

Recordemos que en el capitulo 1 definimos al m-prisma como C,,[1K5.

Lema 3.2.21. Sea H = C,,.L1K5 el m-prisma donde m es par, entonces

Kt(H) =2m — 1.
Demostracion. SeaV(C,,) = {vo,v1,...,0m-1}y V(H) = {vo,v1,...,Um-1
!/ / / : _ / / / —
LU0, Ul -« oy Ul 1} Los conjuntos X = {vg, va, ..., U, V], 0%, ..., 00 1}y Y =
{v1,v3, ..., Vm_1,04, 05, ..., v, } son independientes y forman una particion

de V(H). Por el corolario 3.2.9 k:(H) < 2m — 1.

Ahora agregaremos cierta notaciéon para auxiliarnos a lo largo de la pre-
sente demostracion. Dados v;, y € V(H), definamos la siguiente trayectoria,
Ry = ViVi110j, V] gViy2 - - - Y. Definamos también R, = vvv;, 1 vi1 Ry, Y-
De manera anéloga se definen R, y I, y Consideremos a C' = ugu; - - - wuy
un ciclo, a la trayectoria w;u;_1 - - - u, con k > 0, la denotaremos por u;C~tuy,.
Definamos ahora a la trayectoria Sy, = v,C! v}, vp_1C;,'uy donde vy, v €
V(C,,). En la figura 3.11 veamos un ejemplo de estas trayectorias.

Definamos ahora la coloracion ¢ : V(H) — {1,2,...,2m — 1}, donde
c(v)) =i+ 1y c(v]) =m+i.

Tomemos dos vértices v; y v; con i # 0 # j. Sin pérdida de generalidad
1 < j. Veamos que ahora tenemos dos casos:

» El primer caso es cuando j —¢ es impar y j par. Consideremos entonces

1 _ / / / , .
la trayectoria T = ijvé_vaonovgviSijvi y ésta contiene a todos los

vértices excepto a v, por lo tanto T" es tropical.
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La trayectoria Ry, La trayectoria R'/uév3

Figura 3.11: Las flechas indican la trayectoria representada en el diagrama

= En el segundo caso volvamos a ver cuando j —1¢ es impar pero ahora j es
3 3 _ / / / /
impar. En este caso tomemos a la trayectoria T' = ijU;%vOR%U; ;535
ahora 7" contiene a todos los vértices de H excepto a v, y nuevamente,
T es tropical.

= Ahora supongamos que j — ¢ es par. En esta caso la trayectoria T =
ViR, 9vgv7€5ilvi es hamiltoniana y por lo tanto es tropical.

El caso en el que i = j es facil ya que la trayectoria v;Cy,v;_1v;_1C,
es hamiltoniana.

Nos quedan todavia un par de casos. Primero tomemos a dos vértices,
pero en esta ocasion en la misma copia de C,,, es decir consideremos a los
vértices v;,v; con ¢ < j. Las trayectorias a tomar seran similares al caso
anterior. Si j —1 es impar, la trayectoria T = ijijvi v}S;;v; es hamiltoniana y
por lo tanto es tropical. Para el caso cuando j — ¢ es impar hay dos subcasos.
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» El primer caso es cuando j es par. Consideremos entonces la trayectoria
_ / / / . A .
T = ijU;_ v()vOR%U;viSijvi y la cual contiene a todos los vértices excepto
a vy, por lo tanto 1" es tropical.

= En el segundo caso j es impar. Tomemos entonces a la trayectoria

T = vjR,, ,,voRyguvisijvi, ahora T' contiene a todos los vértices de H
1

excepto a vy y nuevamente, T es tropical.

Por dltimo nos queda encontrar una trayectoria tropical entre vy y v; y
una entre vg y v;. Otra vez tendremos més de un caso.

X . . /
= Primero veamos cuando j es par. Las trayectorias Uonov;UijOUj y
/ / / : 3
Uonoijijon son vpv; y vov; trayectorias tropicales.

= Ahora, si j es impar, v, v;Sjov; ¥ VoRuew,v;S500; son vov; y vov]
J

trayectorias tropicales.
Con esto la prueba queda concluida. |

Diremos que una grafica G es arista-hamiltoniana si para cualquier
arista de G existe un ciclo hamiltoniano que la contenga.

Lema 3.2.22. Sea G una arista-hamiltoniana entonces,
/‘it(GDKg) Z 'U(G) + /‘it(G).

Demostracion. Consideremos a una grafica G = (V, F) arista-hamiltoniana

con V= {vy,v9,...,u,} en el orden de algin ciclo hamiltoniano. Sean
k = r(G) y H = GOK,. La grafica H esta formada por G y una copia
de ésta, G'; V(H) = {vy,vq,...,0,, 07,05, ...,0,}. Sea ¢ una coloraciéon que

hace a G t-conexa y definamos a b, una coloracion de H como b(v;) = ¢(v;)
y b(v)) = k + i. Es decir, colorecamos a G en H de tal manera que G sea
t- conexa y a su copia con nuevos colores. Demostremos ahora que b hace a
GUOK, t-conexa.

1. Para el primer caso tomemos a v;,v; en V(G'), sin pérdida de gene-
ralidad ¢ = 1. Sea T = vjvy---v;_;. Tomemos ahora a Ty la v;_1v,-
trayectoria tropical en Gy a T3 = vjv,,_; - - - vj. Si ahora consideramos
aT = viT1v;_ v; 1Tov,v, T3v; vemos que para cualquier par de vértices

en G’ existe una trayectoria tropical.
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2. Consideremos ahora el caso cuando tomamos a v} y v;. Como G es ha-
miltoniana entonces, v; tiene al menos un vecino vy, distinto de v;. Como
GG es arista- hamiltoniana podemos considerar a C’ un ciclo hamilto-
niano que inicia en v} y tiene como peniltimo vértice a v;. Tomemos
también a 77 una v,v,-trayectoria tropical en GG. Analogamente al caso
anterior, nos fijamos en v,C"v, v, Tiv; y concluimos que para cualesquie-
ra v;, v; existe una trayectoria que usa todos los colores de b.

3. Por ultimo fijémonos en dos vértices de G: v;, v;. Sea T; una v;v;-
trayectoria tropical en Gy wvg,v; el segundo y tercer vértice en 7.
Consideremos a C” un ciclo hamiltoniano que inicia en v}, y tiene como
pentltimo vértice a v;. De manera similar a los dos casos anteriores
tomemos T = vivkvch’vgvlTlvg y observemos que es una trayectoria
tropical en G.

Esto muestra que b hace a H tropicalmente conexa con n+ k colores. Por
lo que ki(H) > n+ k. [ |

Asi como definimos el cubo de dimensién n recursivamente, definamos
ahora al m-prisma de dimensiéon n de la misma manera y denotémoslo por
n
cr. 1 )
n n—
Ch =Cr 0Ky, y C;, =C,,

Lema 3.2.23. El m-prisma C), de dimension n > 3 es arista-hamiltoniano.

Demostracion. Sea m > 3. Ahora procederemos por inducciéon sobre la
dimension del m-prisma donde le caso base es claro ya que C? = C,,. Su-
pongamos ahora que el enunciado es cierto para la dimensién k. Consideremos
a Cktl = CkOK, con V(CEH) = X U X’ donde CEHL[X] = CF =~ CEHLIX]
y XNX =10.Size X denotaremos por z’ al vértice de X’ adyacente a .
Tomemos ahora una arista e € E(C®™). Tenemos tres casos: e = zy
donde z,y € X, e = 2/y donde 2,y € X'y e = z2/ donde x € X y
2’ € X'. Es claro que los primeros dos casos son analogos por lo que para
demostrar ambos demostraremos cuando e = zy y z,y € X. Por hipodtesis
de inducciéon existe C C CEH1[X] un ciclo hamiltoniano en C*F1[X] que
contiene a zy. Sea z el vértice anterior a x en C'. Por hipdtesis de induccion
existe C' C CHH1[X'] un ciclo hamiltoniano en C**[X’] que contiene a z'2’
por lo que el ciclo zC22'Ca’x es hamiltoniano en C**! que contiene a zy.
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Supongamos ahora que e = zz’. Por hipotesis de induccion existen C' C
C*+1[X] un ciclo hamiltoniano en C**1[X] y ¢" C C**1[X’] un ciclo hamil-
toniano en C**1[X’] que contiene a 2y’ donde zy € C. Fijandonos ahora en

el ciclo 2Cyy'C’x'z encontramos el ciclo hamiltoniano en C*'! que contiene
a e. ]

Teorema 3.2.24. Sea C' el m prisma de dimension n > 3. Entonces,

2"t —1  sim es par;

ri(Cy) = {

2"t sim es impar.

Demostracion. Recordemos primero que, si m es par, C7 es bipartito con
2"~2m vértices en cada parte. Entonces, por el corolario 3.2.9, r(C") <
2-2"2m —1=2""1m — 1.

Demostremos ahora por inducciéon sobre n que, si m es par entonces,
k:(C") > 2"'m — 1. El caso base es cuando n = 3, es decir C,,,(JK5, por
el corolario 3.2.21 k:(C,,[00K;) = 2m — 1 = 2*"'m — 1. Entonces, por el
lema 3.2.22 y el lema 3.2.23 si x,(C") > 2""'m — 1 implica que r,(C™*1) >
ke(CM) +o(C) =2""tm — 142" Im = 2"m — 1.

Para el caso en el que m es impar basta recordar que, en este caso,
H = C,,0K, es hamiltonianamente conexo y, claramente si H es hamil-
tonianamente conexa H[JK, también lo es. Por la proposicion 3.2.7 vemos
que k¢(C") = 2" !m cuando m es impar. |

La grdfica de Rado denotada por R(N, p), se define como la grafica con
conjunto de vértices V(R) = Ny, para cualquier pareja de vértices existe una
arista entre ellos con probabilidad p, donde p € (0,1).

En la teoria de la probabilidad se dice que un evento se cumplira casi
seguramente cuando la probabilidad de que éste suceda es 1.

Observacion 3.2.25. La grafica R(N,p) es conexa casi seguramente.

Demostracion. Si R no fuera conexa entonces, podriamos partir a V(R) en
dos conjuntos X, Y de manera que no exista una XY arista. Por el principio
del palomar X oY tendrian una cantidad infinita de vértices, supongamos sin
pérdida de generalidad que |Y| = RXy. Si tomamos cualquier vértice x € X,
la probabilidad de que no exista una zY arista es lim,_,.(1 — p)”. Como
0 < p < 1 entonces lim,, (1 — p)™ = 0 pero esto es una contradiccion. Por
lo tanto R(N, p) es conexa con probabilidad 1. [ |
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En [5] muestran que R(N,p) = R(N,q) para cualesquiera p,q € (0,1).
Por esta razon, de ahora en adelante simplemente denotaremos la grafica de
Rado por R.

Proposicion 3.2.26. Para cualquier n € N existe una n-coloracion que hace
a la grifica de Rado t-conexa con probabilidad 1

Demostracion. En [5] demuestran que R—x = R para cualquier = € V(R).
Ademas, por la observacion 3.2.25 R es conexa con probabilidad 1, por lo
tanto R — x es conexa para cualquier vértice de R entonces, R es 2-conexa.
Por otro lado, en [6] demuestran que el teorema de Menger es valido para
grafica infinitas lo que hace que la proposicion 3.1.3 sea valida para la grafica
de Rado.

También se demuestra en [5] que R tiene como grafica inducida a cualquier
grafica finita, en particular K,, C R para todo n natural. Consideremos
entonces al conjunto S C N tal que R[S] = K, y definamos a c¢(z) = x si
r € Syc(y) =min{zr € S}siy & S. Yasabemos que ¢ hace a R[S] t-conexa
y, al ser R 2-conexa, por la proposiciéon 3.1.3 concluimos que ¢ hace a R
tropicalmente conexa con probabilidad 1. |

Corolario 3.2.27. Sea R la grdfica de Rado, entonces

ki(R) = R casi sequramente

Demostracion. Sabemos que k. (R) € NU {R;}. Veamos que si existe x €
N U {®y} tal que x > n para cualquier n € N entonces z = Vj. Supongamos
que x # Ny entonces, x € N por lo que z+1 € N pero esto es una contradiccion
ya que x < x + 1. Por la proposicion 3.2.26 k,(R) > n para cualquier n € N.
[

3.3. OTROS PARAMETROS

Al inicio del capitulo ya habfamos acotado a la conexidad tropical con
otros parametros, como el numero de independencia y el niimero de clan.
Ahora queremos ver qué tanto podemos alejar estas cotas de nuestro para-
metro. Estudiemos primero a la relaciéon con la circunferencia.
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Observacion 3.3.1. Sea G una grafica 2-conexa entonces,

chrc(a)

5 J < ke(G) < cire(G)

Demostracion. Por el corolario 3.2.4 solo nos queda demostrar la cota su-
perior. Consideremos a una grafica GG, 2-conexa y con k;(G) = n. Supongamos
ademas que n > 4, ya que si n = 3 encontrar un ciclo de longitud al menos
3 en una grafica 2-conexa es muy sencillo.

Tomemos ahora una arista xy € E(G) y una xy-trayectoria tropical T
Claramente T tiene al menos n vértices, por lo que el ciclo C' = xTyx tiene
longitud n por lo que x:(G) < circ(G). |

Nos gustaria ahora ver que, para cualquier pareja de enteros ¢ y m, que
satisfacen ¢ < m < 2c¢ existe una grafica con circunferencia ¢ y conexidad
tropical m. Pera llegar a esto, definamos primero la subdivision de aristas.
Sea GG una grafica y e = zy € E(G). La grafica H, que resulta de subdividir
a e, tendra como conjunto de vértices a V(G)U{vg} y como aristas a E(G)\

{e} U {zvo, yvo}.
Proposicion 3.3.2. Sea G una grifica 2-conexa y H el resultado de subdi-
vidir aristas de G. Entonces,

ki(G) < ky(H).

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica 2-conexa y xy € E. Considere-
mos ahora a V' =V U{z} y F' = F\ {zy} U{zz,yz} donde z no pertenece
a V. Entonces, la grafica H = (V', E’) es el resultado de subdividir la arista
de G. Sea k = k;(G) y una coloracion ¢ : V. — {1,2,...,k} que haga a
G t-conexa. Construyamos ahora una coloracion ¢ : V' — {1,2,... k} que
haga a H t-conexa. Propongamos ¢ : V' — {1,2,...,k} tal que d|y = cy
d(z) = ¢(x). Tomemos dos vértices u,v € V.

1. Tomemos u,v € V. Sea T = uvjvs---v,_1v la uv-trayectoria en G
que usa todos los colores de c. Si T' no contiene a xy, entonces 1" es
una uv-trayectoria en H que usa los k colores. Si T' si contiene a xy
entonces T es de la forma T = wvy---xy---v,_1v. Hagamos T" =
Uvy ... T2Y ... v,_1v. Vemos que los vértices de T" estan contenidos en T”
y como 1" esta contenido en GG entonces los colores de 1" estan contenidos
en los de T”, concluyendo asi que T” es una uv-trayectoria que usa todos
los colores de .
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2. Consideremos ahora el caso donde u = z y  # v # y. Como ¢ hace a
GG t-conexa entonces, existe T una xv-trayectoria que contiene a los k
colores. Si T no contiene a zy usamos la trayectoria uzTv y es claro que
ésta usa todos los colores. Si T' contiene a xy observemos primero que
ésta debe ser la primera arista de la xv-trayectoria. Pensemos ahora en
la trayectoria 7" = uyTv. Vemos que T" y T solo difieren en el primer
vértice, pero ¢'(u) = ¢(x) por lo que ¢[T] = [T].

3. Por ultimo veamos el caso donde u = z y, sin pérdida de generalidad
v = x. Sabemos que existe 7" una yx-trayectoria en G que contiene
a todos los colores de ¢. Como G es 2-conexa, por el corolario 3.2.5,
sabemos que k£ > 3 por lo que T es distinta de la arista xy, més aun, no
la contiene. Usemos entonces T = uyTv, con los mismos argumentos
que hemos usado ya en esta demostraciéon, vemos que T’ usa los k
colores.

Con estos casos vimos ya que al subdividir una arista x;(G) no decrece. In-
ductivamente podemos subdividir tantas aristas como queramos, terminando
asi nuestra demostracion. |

Proposicion 3.3.3. Sean dos enteros ¢ < n < 2c¢, entonces existe una grdfica
G que cumple
circ(G) = 2¢ y k(G) = n.

Demostracion. Sean = 2c—kdonde 1 < k < cy Wy, =19V s larueda
de 2c—1 rayos donde Cy._1 = {vy, v9, ..., V9.1 }. Llamemos r; al rayo que inci-
de en v; y consideremos a K = {ry,rq,...,rp} e I = {vy,vq,...,04}. Sea H =
Woe—1—K. Claramente H es el resultado de subdividir una arista de Wo._ (1)
k veces, por lo que, por la proposicion 3.3.2 k,(H) > k(Wae—(41)) = ¢ — k.
En la figura 3.12 vemos una grafica de este tipo.

Finalmente veamos que, si queremos colorear a H tropicalmente, no po-
demos asignar colores tinicos a vértices de ambas componentes de H — {vy, +
1,v,}, va que de lo contrario no habria una trayectoria tropical entre vy, 4
y v,. Como |I| < |V \ I|, nos conviene entonces repetir colores en los los
vértices de I, por lo que k(G) < 2¢ — |I| = 2¢ — k.

Solo nos queda ver el caso cuando n = 2¢, pero en este caso la rueda de
n rayos es una de las muchas graficas que cumplen r,(G) = cire(G).

[ |
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Figura 3.12: La grafica H resultante de quitarle a Wy tres rayos contiguos.

Veamos ahora otro resultado para el cual usamos la subdivision de aristas
y relaciona a la k-conexidad con la conexidad tropical.

Proposicion 3.3.4. Sea G una grdfica k-conezxa, entonces k:(G) > k.

Demostracion. Sea G un grafica k-conexa. Sabemos que tiene al menos
k + 1 vértices. Afirmamos que existe un ciclo D con al menos k vértices no
hamiltoniano. Por el teorema de Dirac (teorema 2.4.4) existe un ciclo C' de
al menos k vértices, de aqui obtenemos dos casos:

1. Si C no es hamiltoniano entonces éste es nuestro ciclo D.

2. El segundo caso es cuando C' si es hamiltoniano. Tomemos a v; € V(G)
y numeremos a los vértices de G en el orden de C' a partir de v;. Como
G es k- conexa y V(C') = V(G) entonces v tiene al menos k vecinos en
C. Hagamos a S = N(v;) \ {ve, v, }. Veamos que |S| > k—2 y tomemos
ar =méax{i € N|y; € S} y observemos que el ciclo D = v;Cv,v; tiene
al menos k vértices y v, no pertenece a este ciclo.

Consideremos al ciclo D con al menos k vértices y a un vértice vg que
no pertenezca a D. Por el lema del abanico (lema 2.4.3) existen k vyD-
trayectorias cuya intersecciéon contiene tnicamente a vy. No es dificil ver que
si nos fijamos en estas trayectorias junto con D y llamamos a esta gréafica H,
entonces H es una subdivision de la rueda de k rayos. Por el lema 3.3.2 y el
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corolario 3.2.8 la conexidad tropical de H es mayor o igual a k£ + 1. Usando
ahora la proposicion 3.1.3 concluimos que £¢(G) > k + 1. [ |

Lema 3.3.5. Sea G una grdfica con k(G) = k y H = vy V G. Entonces
H cumple que K(H) = k + 1. Ademds, si G es hamiltonianamente conexa
entonces H también lo es.

Demostracion. Consideremos G'y H como en la hipotesis.

Sea S C V(H) con a lo mas k vértices. Si S no contiene a vy, como vy
es un vértice universal entonces H \ S sigue siendo conexa. Si S contiene
a vy y S es de corte, entonces S \ {vg} es conjunto de corte en G pero
IS\ {w}| < k llegando a una contradiccion. Por lo tanto H es (k + 1)-
conexa. Consideremos ahora a Sy un conjunto de k vértices de G y hagamos
S1 = S U{v}. Claramente éste es un conjunto de corte con k + 1 vértices
por lo que k(H) =k + 1.

Supongamos ahora que G es hamiltonianamente conexa. Sean z,y €
V(H), si ambos son distintos de vy entonces existe en G una trayectoria
hamiltoniana T' = zvvy - - - v,_1y. Ya que, en H, vy es adyacente a cualquier
vértice entonces xvov;Ty es una xy-trayectoria hamiltoniana en H. Ahora
bien, si x = vy consideremos entonces la trayectoria xv; Ty, donde v; es cual-

quier vértice en V(G) distinto de y y T es una vyy-trayectoria hamiltoniana
en G. |

Ya demostramos que £:(G) > k y £:(G) > w(G). Veamos ahora qué tan
alejadas pueden estar estas cotas.

Teorema 3.3.6. Para cualquier pareja de naturales k < n existe una grdfica

G con k(G) =k y k(G) = n.

Demostracion. Si k = 1 consideremos dos copias de (5, unidas en un
vértice. Por la observacion 3.1.2, la conexidad tropical de esta grafica sera
ki(Can) que ya sabemos que es n. Si k = 2 consideremos a Cs, vy tenemos
que K(Coy) = n.

Sea k > 3. Consideremos a la rueda W, de r rayos. Por la proposicion 3.3.5
es claro que k(W) = 3 ya que W, = C,, V vy y k(C,,) = 2 . Consideremos
ahora a la familia W definida con la recursion:

W = 0yt VWL y WO =T,
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Por el lema 3.3.5 estas graficas cumplen que x(W™) = 3 4+ m y son hamilto-
nianamente conexas. Podemos ver facilmente que W™ tiene r+m+1 vértices
por lo que r:(W)™) =r+m+ 1.

En la figura 3.13 tenemos un diagrama de W¢ .
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Figura 3.13: La grafica W¢. En este caso si hay una flecha de v; a v; representa
que v; es adyacente a vy si k < j

Sean k < n una pareja de naturales. Consideremos a Wff:,z’ Lo ¥ con las
cuentas que hicimos previamente:

k(WFE2,) =3+ (k—3) =k,

re(WER ) =—k+2)+(k-3)+1=n.

Veamos que m =k—3yr=n—k+2 > k—k+2 > 2. Por la Gltima ecuaciéon
vemos que si k > n entonces esta construccién no esta bien definida, pero,
por la proposicion 3.3.4, ya sabemos que no existen gréficas con K(G) =k y
ki(G) = n si n < k. De esta misma ecuaciéon podemos observar que si k =
n + 1 la rueda inicial sera K, entonces, la familia W:_’,i’ ., son las completas
de n vértices. |

Ya vimos que podemos alejar a la k-conexidad del ntimero tropical tanto
como queramos. Veamos ahora que podemos hacer lo mismo para el niimero
de clan de una grafica.

Para ésto necesitaremos definir a una operacion. Sea G = (V, E), y
x,y,z € V tales que la subgrafica inducida por estos tres vértices es un
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triangulo, definimos G™* = (V* E*) donde V* = VU {v*} y E* = EU
{zv*, yv*zv*}.

Consideremos una gréafica G. Diremos que la terna de vértices (z,y, z)
cumple la propiedad P si:

1. Los vértices x, ¥y, z inducen un triangulo.

2. Para cualquier par de vértices u,v € V(G) existen dos trayectorias
hamiltonianas que contienen al menos dos aristas distintas del triangulo
(vale la pena notar que estas dos trayectorias hamiltonianas pueden ser
la misma si ésta ya contiene dos aristas del triangulo).

AN N
NIV

G G.Z’yZ

Figura 3.14: Un ejemplo de una grafica G y G*Y*

Esta parece una propiedad algo rebuscada, pero nos sera ttil para alejar
al nimero de clan y la conexidad tropical tanto como queramos.

Lema 3.3.7. Sean G una grdfica y z,y,z € V(G) tales que cumplan la pro-
piedad P. Entonces G*Y* es hamiltonianamente conexa y las ternas (z,y,v"),
(x,z,0*) y (y, z,v*) satisfacen la propiedad P .

Demostracion. Sean G una grafica y x,y,z € V(G) tales que cumplan
la propiedad P. Consideremos a G*Y?. Demostremos ahora que las ternas
(z,y,v*), (x,z,v*) v (y,z,v*) cumplen la propiedad P. Por simetria basta
demostrarlo para la terna (x,y, v*).

1. Ya que zv* y yv* son aristas de G*¥* y z,y, z inducen un tridngulo,
entonces la terna (x,y, v*) induce un triangulo.

2. Sean u,v € V(G™*?).
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a) Supongamos que u # v* # v. Recordemos que (z,y, z) satisfacen
la propiedad P en G por lo que tenemos dos opciones:

1) Existe T}, una wv-trayectoria hamiltoniana en G' que contie-
nen a la arista xy. Para este caso consideremos Ty« = Tjyx =
ulpyxv* YTy, v.

2) Existen T, y T}, uv-trayectorias hamiltonianas en G que con-
tienen a las aristas xz y yz respectivamente. Consideremos
ahora a Ty« = Ul 20" 2T vy Ty = U1, yv* 2T, .

En ambos casos Ty,» ¥ Ty« son dos trayectorias hamiltonianas que
contienen al menos dos aristas del triangulo zyv*

b) Supongamos ahora que u = v*. En esta ocasiéon volvemos a tener
dos subcasos:

1) El primer caso serd cuando v = y. Como z y y son adyacen-
tes entonces existe T}, una yz-trayectoria hamiltoniana en G
que contiene a xr. Hagamos Ta’:y = v*2T,,y. Ahora veamos que
existe al menos una xy- trayectoria hamiltoniana en G, T.
Tomemos T}, = v*2Ty. Estas dos seran nuestras dos trayec-
torias hamiltonianas que contiene a dos aristas del tridngulo
(z,y,v").

2) Por ultimo de todos los casos y subcasos veamos cuando u =
v*y x # v # y. Es claro que existen T, y T, trayectorias
hamiltonianas en G de = a v y de y a v respectivamente.
Consideramos v*zT,v y v*yT,v y ya terminamos.

Consideremos ahora a la familia de graficas construida de la siguiente
manera:

Qr,m = Q:::nijlxy y QT‘,O = Kr-

Donde K, es la grafica completa de r vértices x,y,vg € V(K,). Ademas
pediremos que k > 4.
En la figura 3.15 podemos ver un dibujo de la grafica Q2.

Lema 3.3.8. La grifica Q,,, cumple que w(Q,.m) = 7 y es hamiltoniana-
mente conexa.
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Figura 3.15: La grafica Q2.

Demostracion. Recordemos que pedimos que r > 4. De aqui se sigue di-
recto que w(Q,.m) = r ya que cada vez que agregamos un nuevo vértice v*, lo
hacemos adyacente a soélo tres vértices por lo que v* pertenece a una subgré-
fica completa de 4 vértices, por lo que el niimero de clan no aumenta. Como
Qr € Q. el nimero de clan no disminuye entonces, w(Q;. ) = r.

Para demostrar que @),,, es hamiltonianamente conexa veamos prime-
ro que pasa con @, o. Consideremos a K, y z,y,vy € V(K,), estos vértices
claramente forman un tridngulo. Al ser K, completa, para cualquier par de
vértices existe una trayectoria hamiltoniana que recorre a los demés vértices
de la grafica en el orden que queramos. De esta manera podemos encontrar
dos trayectorias hamiltonianas que usan dos aristas del triangulo zyv, para
cualquier par de vértices. Por la proposicion 3.3.7 Q)1 cumple P por lo que
es hamiltonianamente conexa. Inductivamente vemos que @, ,, es hamilto-
nianamente conexa. |

Ya contamos ahora con las herramientas para encontrar construir graficas
en las cuales el ntiimero de clan y el niimero de conexidad tropical estén tan
alejados como queramos.

Teorema 3.3.9. Para cualquier pareja de naturales, 2 < w < n, existe una
grifica G tal que w(G) = w y ki (G) = n.

Demostracion. Siw = 2 consideremos el ciclo de 2n vértices. Sabemos que
los ciclos de longitud al menos 4 tienen ntumero de clan igual a 2. Al tener
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el ciclo de 2n vértices con n > 2 entonces ya tenemos nuestra gréafica con
nimero tropical n y de clan 2.

Siw =3y n =3 lacompleta de 3 vértices satisface lo que queremos.
Si n = 4 pensemos en la siguiente gréafica dibujada en la figura 3.16 y en el
teorema 3.2.18

M

@ @

Q——G
Figura 3.16: Una grafica exteriormente plana G con w(G) =3y k(G) =4

Y para cualquier n mayor o igual a 5 consideremos la rueda de n — 1
rayos. Estas cumplen que w(G) = 3 y 1:(G) = n.

Por tltimo, si w > 4, consideremos a la grafica Q) n—.. Por el lema 3.3.8
esta gréafica es hamiltonianamente conexa con nimero de clan w. Haciendo
una cuenta sencilla vemos que tiene n vértices. Como n > w > 4 la grafica
propuesta esté bien definida. Con esto terminamos la demostracion. |
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CONCLUSIONES

Este fue un trabajo en el que introdujimos el nimero por conexidad tro-
pical. Logramos encontrar cotas justas de este parametro en las gréaficas bi-
partitas, escindibles y las gréaficas de intervalos. En otras como los ciclos,
las graficas completas, las ruedas, los prismas de distintas dimensiones y la
grafica de Rado, exhibimos el niimero de conexidad tropical exacto.

El trabajo realizado con las gréaficas exteriormente planas fue particular-
mente interesante ya que, ademas de acotar a esta familia, para cada posible
valor de conexidad tropical encontramos una familia que alcanza éste.

Por otra parte, relacionamos al niimero de conexidad tropical con la cir-
cunferencia, el nimero de independencia, el nimero de clan y la k-conexidad
de una grafica. Ademas pudimos encontrar graficas en las cuales el nimero
de clan esté tan alejado del parametro introducido en este trabajo. Lo mismo
hicimos para la k-conexidad.

Al ser éste un trabajo de introduccion, queda mucho por hacer relacio-
nado con este tema. Dentro de las cosas que quedan por hacer se encuentra
el anélisis de complejidad computacional del problema de decisién asociado.
También falta verificar si existe una relaciéon entre el niimero de conexidad
tropical y el nimero cromético en las graficas 2-conexas entre otros parame-
tros.

Seria bastante interesante extender los resultados obtenidos en las grafi-
cas exteriormente planas para caracterizar exactamente cuando una de éstas
toma qué valor de conexidad tropical. Y mas atn, hacer lo mismo para otras
familias de gréficas.

Ademas de lo ya mencionado quedan varias cosas por hacer; investigar
como se comporta el pardmetro bajo operaciones de graficas, por mencio-
nar alguna. Sin embargo, dentro de la lista de pendientes, en lo personal
me resultaria de gran interés encontrar alguna aplicacién de las coloraciones
tropicales.
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