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Introduccion

Sea GG un grupo discreto. Una coleccion F de subgrupos de GG es una familia si es
cerrada bajo toma de subgrupos y conjugacion. Un modelo para espacio clasificante
ExG para una familia F es un G-CW-complejo que es un objeto terminal en la ca-
tegoria de G-CW-complejos con subgrupos de isotropia en F. Estos espacios pueden
ser vistos como invariantes del grupo, ya que propiedades del grupo se pueden reflejar
en propiedades geométricas u homotépicas de ExG. Los espacios clasificantes para
familias han sido muy estudiados y son importantes en varias areas de matemaéticas,
tales como teoria de grupos, topologia algebraica y geometria algebraica. Algunas
referencias son [25], [29], [26] y [21].

Cuando la familia consiste del subgrupo trivial 7 = {1}, el espacio E{3G es
el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1) = BG, el
cual es el espacio total del G-haz principal universal EG — BG. Se denota por EG
al espacio clasificante de GG para la familia de subgrupos finitos, el cual es llamado
el espacio universal para G-acciones propias. El espacio clasificante de G para la
familia de subgrupos virtualmente ciclicos es denotado por EG.

Uno de los motivos por el cual es importante el estudio de modelos para espacios
clasificantes EG' y sus propiedades de finitud es porque ellos aparecen en la Conjetura
de Farrell-Jones acerca de la K-teorfa algebraica de anillos de grupos. Esta Conjetura
puede reducir el calculo de la K-teoria del anillo del grupo al célculo de cierta teoria
de homologia equivariante aplicada a esos espacios clasificantes EG. Esta conjetura
implica otras conjeturas importantes, tales como la conjetura de Borel, la conjetura
de Bass y la conjetura de Novikov. Una referencia para la conjetura de Farrell-Jones
es [29].

En [21], Juan-Pineda y Leary dan un modelo para EG, para grupos que satisfa-
cen ciertas condiciones, por ejemplo los grupos Gromov hiperbélicos las satisfacen.
Cuando el grupo G actia en un espacio CAT(0) propiamente por isometrias semi-
simples, Farley da un modelo para EG, [11].

Siempre existe un modelo para ExG, pero podria ser de dimension infinita. Una
de las propiedades de finitud estudiada es la dimension geométrica de G para la
familia F, denotada gd G, que es la dimensién minima para el cual existe un modelo
para ErG. Denotaremos por gdG cuando la familia es la de subgrupos finitos y por
gdG cuando la familia es la de subgrupos virtualmente ciclicos.

Uno de los métodos usados para dar cotas para gd =G es el estudio de cohomologia

VII
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de Bredon, ya que la dimensiéon cohomoldgica de Bredon cdrG para la familia F
coincide con gd G cuando cd G es mayor o igual a tres, este es un resultado de Liick
y Meintrup [28]. Otro método empleado resulta de la construccién que dan Liick y
Weiermann en [30], cuando se conoce que gdG es finita y en este caso se necesita
conocer los conmensuradores Ng[V] de los subgrupos virtualmente ciclicos infinitos
V de G y encontrar cotas para gdg Ng[V], para cierta familia G[V] de Ng[V]. El
segundo método es el que usaremos en esta tesis.

Los grupos para los cuales daremos cotas para dimensiéon geométrica para la
familia de subgrupos virtualmente ciclicos son los siguientes:

1. El grupo modular de una superficie, denotado por I'(S — P), donde S es una
superficie orientable compacta y P es un conjunto finito de puntos en el interior
y x(§="P) <0

2. Para m > 3, el subgrupo de congruencia I',,(S — P) C I'(S — P);

3. Los grupos de trenzas puro y completo de una superficie, P, (S) y B,(.5), donde
S es una superficie orientable compacta y x(S) —n < 0.

RESULTADOS CONOCIDOS:

1. Elespacio de Teichmiiller 7 (S—7P) es un modelo para ET'(S—7P) por resultados
de Kerckhoff, [24]. En [1], Aramayona y Martinez-Pérez prueban que gdI'(S —
P) coincide con la dimensién cohomoldgica virtual ved(T'(S — P)), la cual es
calculada por Harer en [18]. En [9] Degrijse y Petrosyan demuestran que si
g > 2y S, es una superficie de género g, entonces gdI'(S,;) < 99 —8, el método
que ellos usan es con cohomoldgica de Bredon, ellos prueban que la dimensién
cohomolégica de Bredon para la familia de subgrupos virtualmente ciclicos
c(I'(Sy)) es menor que 9g — 8.

2. Como el subgrupo I',,,(S — P) es un subgrupo libre de torsién y de indice finito
en ['(S — P),

gdl'y (S —P) < gdI'(S — P) = ved(I'(S — P)) = cd(I'n(S — P)).

3. Cuando la superficie S es distinta de la esfera, gd P,,(S) y gd B,,(S) son menores
o iguales a 2n, por resultados de Fadell y Neuwirth [12].

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma: En el Capitulo 1 veremos los
métodos dados en [30] y [11], ademds de una serie de resultados acerca de las dimen-
siones geométricas gdG y gdG. En el Capitulo 2 daremos dos modelos para E(Z % Z),

con los métodos vistos en el Capitulo 1. El Capitulo 3 contiene material preliminar
de los grupos I'(S — P) y I',,(S — P). En el Capitulo 4 describiremos (hasta indice
finito) los normalizadores de elementos reducibles y veremos el siguiente resultado:
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Lema 1. Sea m > 3 fijo. Sean S una superficie compacta orientable y P un conjunto
finito de puntos del interior con x(S—P) < 0. Para cualquier subgrupo ciclico infinito
C=(g) deT'(S—P) yn €N tal que g" € I',,(S), se tiene la siguiente igualdad

Nrs—p)[C] = Nrs—p)(9"),

donde Nps—p)[C] denota el conmensurador de C en I'(S —P) y Nrs—py(g") es el
normalizador del subgrupo ciclico (g"). Ademds el subgrupo (g") puede ser tomado
como un ciclico mazimal en T, (S — P) (el cual es inico).

En el Capitulo 5, usando la descripcion de los conmensuradores demostraremos
el siguiente:

Teorema 2. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto finito de
puntos del interior con x (S —P) < 0. Entonces la dimension geométrica gdI'(S —P)

es finita. Por lo tanto, el grupo T'(S — P) admite un modelo para ET'(S — P) de
dimension finita.

En la Seccién 5.3 probaremos el siguiente resultado:

Proposiciéon 3. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto finito
de puntos del interior con x(S — P) < 0. Para m > 3, el grupo I'(S — P) satisface
que cualquier subgrupo ciclico infinito H de T',,(S — P) estd contenido en un inico
subgrupo ciclico maximal H,,q, de Ty (S — P).

De los resultados anteriores y los Teoremas 1.16 y 1.17, tenemos:

Teorema 4. Sea S una superficie orientable compacta y P un conjunto finito de
puntos del interior con x(S — P) < 0. Suponga que m > 3, entonces

(1) gFm(S —P) <wved(T'(S —P)) + 1;

(2) Denote por [I'(S — P) : T'(S — P)] el indice de T',(S — P) en I'(S — P),
entonces

gF(S —P)<[I(S=P):T,.(S—P)] -gfm(S —P)
TS —P):T,(S—P)] - (ved(T'(S —P)) +1).

IN

Donde ved(I'(S — P)) denota la dimension cohomoldgica virtual de T'(S — P).

Cabe mencionar que usamos diferentes técnicas para probar el Teorema 4, ademas
de que la superficie puede tener frontera y puntos removidos. Las cotas para gdI'(.S,)

cuando la superficie es cerrada de género g > 2 no han sido mejoradas, sin embargo
probamos que para los subgrupos de indice finito I',,(S,), se tiene que gdI',,(S,)

difiere como méaximo solo por uno con la dimensién gdl',,(S,), cuando m > 3.
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Ya que en los resultados que probamos permitimos que la superficie pueda tener
puntos removidos, esto nos permite dar cotas para los grupos de trenzas de una
superficie. En el Capitulo 6 veremos la relaciéon que tienen los grupos de trenzas
B,(S) de una superficie compacta S con el grupo modular I'(S — P,,), donde P,
contiene n puntos del interior de S. Cuando S es una superficie cerrada de género g >
2, el grupo de trenzas puras P, (S) puede realizarse como subgrupo de I',,(S — P,,),
entonces tenemos el siguiente:

Corolario 5. Sea S una superficie cerrada orientable de género mayor o igual a 2.
Entonces

(i) gdPa(S) < 2n+1;
(ii) gdB,(S) < (2n+ 1)nl.

Para la esfera, de la relacién que tienen I'(S* — P,) y B,(S?), se tiene que un
modelo para EI'(S*—P,) es un modelo para EB,(S?), entonces se tienen las cotas del
Teorema 4. Es un trabajo en curso [2], en el que damos mejores cotas para gd B, (S?).

Ademds estamos construyendo un modelo explicito para £ Bs(S?), del cual queremos
hacer célculos de K-teorfa usando la conjetura de Farrell-Jones.

Notacién: En los Capitulos 3, 4 y 5 la superficie S puede tener puntos removidos.
En el Capitulo 6, S sera compacta sin puntos removidos. En la introduccién hemos
tomado la notacion como en el Capitulo 6 por la comparacion que hay con los grupos
de trenzas.



Capitulo 1

Espacios clasificantes para familias

En este Capitulo definiremos espacios clasificantes para familias de un grupo
discreto G con la versién de G-CW complejos, una referencia es [26]. En la Seccién
1.1 daremos una introduccién a espacios clasificantes para familias y veremos algunos
ejemplos. En la Secciéon 1.2 se daran construcciones para EG a partir de EG, que
son dadas en [30] y [11]. En las Secciones 1.3 y 1.4 veremos algunas consecuencias de
las construcciones de la Seccién 1.1 si el grupo satisface ciertas propiedades. Y en la
Seccién 1.5 veremos propiedades de la dimensién minima para modelos de espacios
clasificantes ErG.

1.1. Preliminares

En este Capitulo, G denotara un grupo discreto. Una familia F de subgrupos
de G es un conjunto de subgrupos de G el cual es cerrado bajo conjugacién y bajo
toma de subgrupos. Denotaremos a las siguientes familias como sigue:

{1} = {subgrupo trivial};
FIN ¢ = {subgrupos finitos de G};
VCY ¢ = {subgrupos virtualmente ciclicos de G};
ALL: = {todos los subgrupos de G}.

Sea H un subgrupo de G y F una familia de subgrupos de GG, denote por
F N H = {subgrupos de H en F},

la familia de subgrupos de H inducida por F.

Un G-CW-complejo X es un CW-complejo en el cual G actia permutando las
células. Un G-CW complejo es propio si cada grupo de isotropia es finito.
Denotaremos por C% la categorfa de G-CW-complejos con grupos de isotropia en
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la familia F y morfismos las clases de G-homotopia de G-aplicaciones.

Definicién 1.1. Sea F una familia de subgrupos de G. Un modelo para el espacio
clasificante ExG de la familia F es un G-CW-complejo X que es objeto terminal
en la categorfa C%.

Es decir, si Y es un G-CW-complejo con grupos de isotropia en F, entonces
existe una G-aplicacion Y — X, la cual es tnica salvo G-homotopia. En particular
dos modelos para ErG son G-homotépicamente equivalentes. Observe que dadas
dos familias F; C F, de subgrupos de G, ya que Er G € Cj%, por definicion de
Er, G, existe una G-aplicacién

E].-IG — E]:2G

la cual es tnica salvo G-homotopia.

Denotamos por EG := Erzy .G, llamado el G-CW-complejo universal para G-
acciones propias. Analogamente, denotamos por EG := Eycy,G.

Sea BrG el cociente de la accién de G en ExG. En los casos particulares para
las familia FZN y VCY lo denotaremos por BG v BG respectivamente. El siguiente
Teorema esté en [26, Thm. 1.9]. o

Teorema 1.2 (Caracterizacién homotépica). Sea F una familia de subgrupos.
(i) Existe un modelo para ExG para cualquier familia F.

(i) Un G-CW-complejo X es un modelo para ExG si y solo si el conjunto de
puntos fijos
Xt ={reX|VheH h-v=x}

es contraible st H € F y es vacio si H € ALLg — F.

Note que si K es un subgrupo de G, restringiendo la G-accion en ExG a K, tene-
mos un K-CW-complejo, el cual es un modelo para Erqx K. Como caso particular,
un modelo para EG con la accién restringida a K es un modelo para FK.

Ejemplos 1.3.

1. Un modelo para E4.,G es G/G, el cual es G-homotdpico a un punto. Entonces
si F' es un grupo finito, un modelo para EF es un punto y si V' es un grupo
virtualmente ciclico un modelo para £V también es un punto.

2. Un modelo para E;3G coincide con un modelo para EG. El espacio EG es el
cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane BG = K (G, 1) para G.

3. De esta manera un modelo para EFZ" es R".
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4. Sea Z 17 el producto semidirecto con respecto a Z — Aut(Z), el homomorfismo
que envia al generador de Z en el automorfismo —Id: Z — 7Z. El grupo Z % Z
es el grupo fundamental m1(K) de la botella de Klein, es libre de torsién y
acttia en R? por transformaciones cubrientes. Un modelo para E(Z x Z) es R?,
ya que R? es contraible, la accién es libre y propiamente discontinua.

1.2. Construccion de modelos

En esta Seccién veremos dos formas de construir modelos para EG a partir de
un modelo para EG, las referencias son [30] y [11].

W. Liick y Weiermann construyen un modelo para FgG a partir de un modelo
ExG, para familias F C G de subgrupos de G, [30]. Para las familias FZN ¢ y VCY¢
la construccién es como sigue:

Se define una relaciéon de equivalencia en el conjunto de subgrupos virtualmente

ciclicos infinitos VCX = VCYVq — FIN ¢:
Sean V,W € VCZ, entonces

VAW = |VAW|=o0, (1.1)

donde | | denota la cardinalidad del conjunto *.

Denotamos por [VCZ] al conjunto de clases de equivalencia bajo la relacién an-
terior y como [V] la clase de equivalencia de V' € VCZ. Para [H] € [VC], sea

NglHl={g€G||g'Hgn H| = oo}, (1.2)

el grupo de isotropia bajo la G-accién en [VCZ| inducida por conjugacién. Observe
que Ng[H] es el conmensurador Comm[H]|, donde

Commg[H) ={g€G|[H :gHg 'NH] <ooand [gHg': HNgHg '] < oo},

nos referiremos a Ng[H| como el conmensurador de H en G.

Definimos la siguiente familia de subgrupos de Ng[H| por

Teorema 1.4. [30, Thm. 2.3] Sean ~ como antes e I un sistema completo de
representantes [H| de G-drbitas en [VCE] bajo la G-accion inducida por conjugacion.
Se eligen modelos arbitrarios para Ng[H|-CW-modelos para ENg[H|, EgimNg[H]

y un modelo arbitrario para EG. Definimos a X como el G-CW-complejo por el
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G-pushout celular

[limer G X notn EN[H] —— EG
lH[H]EIidGXNg[H]f[H]

H[H}GI G X Ng[H] Eg[H]NGv[H] — X

tal que fim es una Ng[H|-aplicacion celular para todo [H| € I e i es una inclusion
de G-CW-complejos, o tal que toda aplicacion fim) es una inclusion de Ng[H|-CW-
complejos para todo [H] € I e i es una G-aplicacion celular.

Entonces X es un modelo para EG.

Las aplicaciones en el Teorema 1.4 vienen de la propiedad universal de espacios
clasificantes para familias e inclusiones de familias de subgrupos.

En [11], Farley da otra construccién para un espacio clasificante EgG a partir
del modelo ExG, para familias F C G.

Definicién 1.5. Sean F C G familias de subgrupos de GG. Decimos que un G-CW
complejo X es un Ig_rG-complejo si

(i) siempre que H € G — F, X es contraible;
(ii) siempre que H ¢ G, X" = ().

Observe que si todos los subgrupos de isotropia estan en G, entonces se cumple
(ii). Como el subgrupo trivial no esta en G — F, X no es necesariamente contraible.

Sean X, Y G-CW complejos, la junta de X y Y, se define como el G-CW complejo
obtenido de unir cada punto de X con cada punto de Y por un segmento, es decir, el
cociente de X XY x I con identificaciones (z,y1,0) ~ (z,42,0) v (z1,y,1) ~ (22,y, 1),
para x,x1,x2 € X, ¥,Y1,Yy2 € Y. Denotamos este espacio por X x Y.
La G-accion en X Y es como sigue: sean x € X, y € Y y g € GG, entonces g envia
el segmento [z,y] de = a y, al segmento [gz, gy|.

Proposicién 1.6. [11, Prop. 2.4] Si F C G son familias de subgrupos de Gy X es
un Ig_xG-complejo, entonces la junta

E]:G*X

es un modelo para EgG.

Esta construccion la usaremos en el Capitulo 2, para la construccién de uno de
los modelos para E(Z x 7Z), dado en [23].
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1.3. Propiedad Mzrzy,cvey,

Para la construccion del Teorema 1.4, necesitamos conocer los conmensuradores
N¢[H], la siguiente propiedad simplifica la construccién dada en ese Teorema.

Propiedad Mrzz,cvey,: Todo subgrupo H € VC7 esta contenido en un tnico
maximal H,,q, € VCX.

Si H € VC, denotaremos por Ng(H) al normalizador de H en G. Note que el
normalizador de la clase [H| es denotada con corchetes Ng[H]. Definimos

We(H) = Ne(H)/H.
El siguiente resultado es un Corolario del Teorema 1.4.

Corolario 1.7. [30, Cor. 2.10] Sea G un grupo que satisface la propiedad Mrzzr,cvey, -
Denotamos por M un sistema completo de representantes de clases de conjugacion
de subgrupos virtualmente ciclicos infinitos mazimales de G. Consideremos el G-
pushout celular

[Tvem G Xnaw) ENa(V) —— EG
lHVGM idaX fv
Hvem G xnoy EWa(V) — X
donde EW¢ (V') es visto como un Ng(V')-CW-complejo por la proyeccion al cociente
Na(V) = We(V), las aplicaciones comenzando en la esquina superior izquierda son

celulares e i es una inclusion de G-CW-complejos. Entonces X es un modelo para
EG.

Ejemplos 1.8.
1. El grupo G = Z" satisface la propiedad Mzrzacvey-
2. Los grupos Gromov-hiperbdlicos satisfacen la propiedad Mrzy.cveye, [8]-
3. En la Proposiciéon 5.7 demostramos que para m > 3, los subgrupos de con-
gruencia I';,(S) de I'(S) (Def. 3.1y 3.18) satisfacen la propiedad Mzzn:, o cveyr,, s
donde S es una superficie orientable compacta con un conjunto finito de puntos

removidos del interior y x(S5) < 0.

Ejemplo 1.9. Un grupo que no satisface la propiedad Mzzpar,cyey, es el grupo
G =7 X Z, el cual tiene la siguiente presentacion

G={st|sts ' =t}
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Los subgrupos ciclicos infinitos (s) y (st) son diferentes y maximales en el conjunto
VCE. Su interseccién (s?) es un subgrupo propio que no esta contenido en un tinico
maximal, entonces G no satisface Mrzy,cvey,- En el Capitulo 2 daremos dos cons-
trucciones de modelos para E(Z x Z) a partir del modelo conocido para FE(Z x Z)
dado en Ejs. 1.3, la referencia es [23].

1.4. Condicién (C)

La siguiente propiedad en un grupo G es util para simplificar la descripcion
de los conmensuradores del Teorema 1.4, los cuales estaran dados en términos de
normalizadores de subgrupos ciclicos infinitos.

Condicion (C):

Vg,h € G con |h| = oo, si k,l € Z tal que gh*g™' = h' = |k| = |I|. (1.4)

Observaciéon 1.10. Sean H, K € VCZ, Cy y Ck subgrupos ciclicos infinitos de H
y K respectivamente. De la relacién ~ definida en (1.1), observe que:

H~K siysolosi Cy~Cgk, vy (1.5)
Ne[H] ={g€ G ||g~ HgN H| = oo}
= {g eqd | |gflCHgﬂ CHl = OO} (16)

Entonces [H] = [Cy| y Ng[H] = Ng[Chl, para cualquier subgrupo ciclico infinito
Cy CH.
Asi que es igual si definimos la relacién ~ en el conjunto ZCq de subgrupos ciclicos

infinitos de G. Dado C' € ZCg, la familia G[C| es

Q[C] = {H S VC%@[C} | |H cHN C| < OO} U.FINNG[C}.

Lema 1.11. /27, Lem. 4.2] Si G satisface la condicion (C) y C € ZCq. Se tiene la
sucesion anidada de subgrupos

N¢(C) € Ne(2!C) € Ng(3!C) € Ne(4I0) € -

donde k!C' es el subgrupo de C' dado por {h*|h € C}, entonces

NelC] = | Ne(k1C).

k>1

Notacién: El subgrupo Ng[C] es el conmensurador de C' en G (normalizador de
la clase [C]). Y el normalizador del subgrupo C' en G es denotado como Ng(C).
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Ejemplos 1.12.
1. Los grupos CAT(0) satisfacen la condicién (C), [27].

2. En el Teorema 4.10 demostramos que el grupo modular I'(S) (Def. 3.1), satis-
face la condicién (C), donde S es una superficie orientable compacta con un
conjunto finito de puntos removidos del interior y x(5) < 0.

1.5. Dimension geométrica

En esta Seccién recopilamos una serie de resultados acerca de dimension geométri-
ca para las familias FZN g y VC)Y g, los cuales usaremos en el Capitulo 5.

Definicién 1.13. La minima dimensién posible de modelos para ExG es llamada
la dimension geométrica de G para la familia F y es denotado por gd G. Cuando
no existe un modelo de dimensién finita para ErG, decimos que gd G es infinito.

Denote como gdG = gd,G, gdG = gdrry G y gdG = gdyey,G. Es bien
conocido que para cualesquier grupos Hy, Hs: o

@(Hl X HQ) < @Hl ‘I—@HQ (17)

Proposicién 1.14. [21, Prop. 4] Sea G un grupo infinito virtualmente ciclico, en-
tonces existe un modelo para EG con un niumero finito de orbitas de células el cual
es homeomorfo a R.

Teorema 1.15. [26, Thm. 5.16] Sea 1 - H — G — K — 1 una sucesion ezacta
de grupos. Suponga que H tiene la propiedad de que para cualquier grupo H que
contiene a H como subgrupo de indice finito, se tiene que gd]:] < n. Suponga que
@K < k, entonces @G <n+k. o

En [26, Ex. 5.26] Liick demuestra que grupos virtualmente policiclicos satisfacen
la condicién acerca de H en el Teorema 1.15, en particular Z" la satisface para cada
n € N.

Teorema 1.16. [25, Thm. 2.4] Suponga que H es un subgrupo de G de indice finito
n, entonces @G < @H n oy @G < @H -n.

El siguiente Teorema es acerca de grupos que satisfacen la propiedad de maxi-
malidad, el cual es dado en [30, Sec. 5].

Teorema 1.17. Sea G un grupo que satisface la propiedad Mrzy . cvey.- St se tiene
que gdG < oo, entonces

gd@ < gdG + 1. (1.8)
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El siguiente Lema es acerca de grupos que satisfacen la condicién (C), es dado
en [27, Lem. 4.4].

Lema 1.18. Sean € Z. Suponga que G satisface la condicion (C) y que existe un G-
CW-modelo para EG con dim(EG) < n y para todo C € ICq existe un Wg(C)-CW-
modelo para EWeg(C) con dim(EWq(C)) < n. Entonces existe un G-CW-modelo
para EG con dim(EG) <n + 1.



Capitulo 2

Modelos para Z x Z

Como vimos en el Ejemplo 1.3, R? es un modelo para F(Z x Z). En éste Capitulo
daremos dos modelos para E(Z x Z), basados en las construcciones de la Seccién
1.2. La referencia de este Capitulo es [23].

El grupo Z x Z tiene la siguiente operacién: sean (ni,my), (ne, ms) € Z X Z,
entonces

(nl, ml)(ng, mg) = (n1 + (—1)m1n2,m1 + mQ),

con inverso (n,m)~! = ((—1)'""n, —m) y el elemento identidad es (0, 0).

Note que FZN 7.z = {(0,0)} v VCYz.z es la familia de subgrupos ciclicos de
7. x 7. Sea LC7zy7 el conjunto de subgrupos ciclicos infinitos de Z x Z, clasificaremos
los subgrupos en ZCzyz.
Para (t1,t2),(n,m) € Zx Z y k € N se tiene

(n,m)* = (14 (=1)" + (=1)*" 4+ --- (=1)*I"|n, km);
(n,m)™ = ([(=D)"" + (=)' + -+ (=1)' "0, —km).
Por lo tanto los subgrupos en ZCz.7 son de la siguiente forma:

((n,2m)) = {(kn,2km) | k € Z}, donde (n,2m) # (0,0); (2.1)
(n,2m +1)) = {(n,2m + 1)* | k € Z}, donde (2.2)
v ) (0,k(2m+1)), si k es par
(n, 2m +1)" = { (n,k(2m+1)) sikes iripar.

En la Figura 2.1 se representan estos subgrupos.
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Figura 2.1: Los puntos representan los elementos del subgrupo generado por (n, 2m)
a la izquierda y por (t,2s + 1) a la derecha.

2.1. Primer modelo

En esta Seccién daremos un modelo para E(Z x Z), la construccién se basa en
algunos resultados de [11]. Para ello usaremos que R? es un modelo para E(Z x Z) y
exhibiremos un espacio que es un modelo para Iycy, ., {1}, Por la Proposicion 1.6,
la junta de estos espacios es un modelo para £(Z x Z). El modelo para Iyey,,,—{1},.,
es un subespacio del espacio de lineas de R2.

La accién de Z x Z en R? explicitamente es como sigue: si (n,m) € Z X Z y
(t,7) € R? entonces

(n,m)(t,r) = (n+ (=1)"t,m +r). (2.3)

El espacio R? con esta accién es un modelo para F(Z x Z).

Sea {(a,b) la linea en R? determinada por a,b € R definida como
l(a,b) = {(z,ax +b) | z € R},
y denote por
(00, b) = {(b,y) | y € R},

la cual esta determinada por b € R. Sea L el espacio de lineas en R?, el cual es un
espacio métrico con la siguiente distancia

d(l1, 65) = k sify y f5 acotan una banda de ancho k;
LA W% si £1 y {5 no son paralelas.

Entonces tenemos que

L‘:HRa

a€RU{oc0}

donde R, = {/(a,b) | b € R} y la métrica en cada componente es dada por d.
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Como la accién de Z x Z en R? manda lineas en lineas, esta accién induce una
accion de ZxZ en L. La accién es dada como sigue, sean (n,m) € ZxZy {(a,b) € L,

(n,m)l(a,b) =L((—=1)"a,b+m — (—=1)"an), sia€R; (2.4)
(n,m)f(c0,b) = (oo, n + (—1)"b). (2.5)

La siguiente definicién es dada en [11], se define en general para el espacio de lineas
geodésicas en espacios CAT(0).

Definicién 2.1. Sean (n,m) # (0,0) en Z x Z. Una linea ¢ C R? es un eje para
(n,m) si (n,m){ ={y (n,m) actia por traslacién en ¢. El espacio

A={le€ L] { esun eje para algin (n,m) € Z xZ — (0,0)}.

es llamado el espacio de ejes de R2.

Por (2.5), todas las lineas ¢(oco,b) son ejes. Y por (2.4) tenemos

(n,m)l(a,b) = £(a,b) sii £((—=1)"a,b+m — (=1)"an) = {(a,b);

.. _m
SlI mespary a— o)

Observe que si (n,m) fija ¢(a, b), entonces (n, m) actia en ¢(a,b) por traslacién. Por
tanto

A={la,b)el| acQUoo, beR}

= J] R (2.6)

acQU{oo}

donde R, = {¢(a,b) | b € R} para a € Q U 0.
Lema 2.2. El espacio de ejes A de R* es un Iyey,,,— {11y, (Z X Z)-complejo.

Demostracion. Si f(a,b) € A, denotaremos el grupo de isotropia por
7 X Lpapy ={9g €ZXZ|g-la,b)=1L(a,b)}.

De la Definicién 1.5, es suficiente mostrar que todos los grupos de isotropia Z x Zg(, )
son ciclicos y que para cualquier H € ZCz.z, €l conjunto de puntos fijos

Al ={zrc A|h-z=aVhe H

es contraible.
PARTE 1. Subgrupos de isotropia:
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(i) Sia e Q— {0}, y b e R,

(n,m) € Z X Ly py sii £((=1)"a,b+m — (=1)"an) = {(a,b)

siim espary = =a.

Suponga que a = 2 con med(aq,as) = 1, entonces
1. Siay es par, Z X Zyap) = ((a2,a1)) € VCY 7z
2. Siay es impar, Z X Zyap) = ((2a2,2a1)) € VCYV7.2.
(ii) Ahora suponga que a =0y b € R, como (n,m)¢(0,b) = £(0,b + m), entonces
Z X Loy = ((1,0)) € VCY22.
(iii) Finalmente sea a = co y b € R, entonces

(n,m) € ZXZL € Z X Loy sit £(co,n+ (—1)"b) = £(c0,b)
siin = (1—(—1)")b.

Sim es par, se tiene n = 0y si m es impar, n = 2b, note que b € Ry n € Z, entonces
concluimos lo siguiente
1) si2b € Z,
Z X Lpioopy = ((0,2)) U{(20,2m + 1) | m € Z}
<(2[), 1)> S VCnyZQ

2) sibeRy2b¢Z,

7, X Zé(oo,b) = <(0, 2)) € VCnyZ-
PARTE 2. Conjunto de puntos fijos:
Sea H = ((n,m)) € ZCzyuz, vea (2.1) y (2.2).

(i) Suponga que m es par, y n # 0, entonces H = {(kn,km) | k € Z}. Observe
que
(kn, km)l(oo,b) = £(00, kn + b),

como n # 0, £(co,b) & A" para cada b € R.
Si a # oo, tenemos

l(a,b) € A™ sii (kn,km)l(a,b) = {(a,b), Vk € Z
sit £(a,b+ km — kan) = {(a,b), Vk € Z

m
sii a=—, y beR.
n
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Por tanto
Al =R,

n

el cual es contraible.
(ii) Seam # 0 pary K = ((0,m)) = {(0,km) | k € Z}. Como
(0, km)e(a,b) = l(a,b+ 2km),

tenemos que {(a,b) ¢ AX siempre que a € Q.
Por otra parte

(0, km)l(00,b) = £(c0,b), Yk € Z, y Vb € R.

Por tanto,

AF =R,

el cual es contraible.
(iii) Sim es impar y R = ((n,m)). Sean a € Q y b € R, por la accién
(n,m)l(a,b) = €(—a,b+m — an)

tenemos que (n,m) fija £(a,b) siy sélosia =0y b+m =b. Pero m es impar,
entonces (n,m) € R no fija a {(a, b) siempre que a € Q, y b € R.
Ahora sea a = 0o y b € R, entonces

{(00,b) € A" sii £(co,n — b) = £(c0, b)

o
sii b—2.

Por tanto

AT = {l(o0, 5)},

es el espacio con un punto en R..
O]

Proposicion 2.3. Un modelo para espacio clasificante para VCY 7.z del grupo 7. X 7,
es

EZxZ)=Rx [] R (2.7)

N a€QU{oo}

y el cociente por la accion es

B(ZxZ)=K=x [] s (2.8)

a€QtUoco
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Demostracién. Como R? es un modelo para E(Z % Z), del Lema 2.2 y la Proposicién
1.6 se concluye (2.7). Por otro lado, (2.8) se sigue de la accién de Z X Z en R? y A,
ya que la accién de Z en A es por traslacion. O

2.2. Segundo Modelo

En esta Seccién daremos otro modelo para E(Z x Z) basado en la construccién
que dan Liick y Weiermann en [30], ver Seccién 1.2. Este subgrupo no satisface la
propiedad de maximales Mrznr, ,cvey,,., (Ej. 1.9). De la relacién de equivalencia
dada en (1.1), daremos una lista con las clases de subgrupos en [ZCzyz].

De la clasificacién de los subgrupos en ZCzyz que dimos en (2.1) y (2.2) (ver
Figura 2.1 para visualizar estos subgrupos), aplicando la relacién de equivalencia ~
dada en (1.1), tenemos lo siguiente:

(i) Sea H = ((1,0)) y n € Z — {0}, como

{(n,0)) € {(1,0)),
entonces
((n,0)) ~((1,0)).

De hecho esos son los tinicos subgrupos de ZCzyz que intersectan a H en un subgrupo
infinito. Denotaremos esta clase por

[H] = [((1,0))] = [{(n,0))], VneZ—{0}. (2.9)
(ii) Sean n,m € Z — {0} fijos y
R = {(n,2m)). (2.10)

Observe que existe un subgrupo ciclico maximal R’ que contiene a R y los subgru-
pos en ZCz.z relacionados a R estdn contenidos en R’. Denote por [R] esta clase en
[ZC7z)-

(iii) Observe que se tienen las siguientes inclusiones:

((0,2k)) € ((0,2)), para cualquier k€ Z — {0};
((0,2(2s+1))) € ((r,2s+ 1)), para cualesquier r,s € Z; y
C

((t,2u+1)) C((t,1)) para cualesquier t,u € Z.
Afirmacion 2.4.

((n,2m +1)) ~ ((r,2s+ 1)) para cualesquier n,m,r,s € Z,
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Demostracion. Por las inclusiones anteriores tenemos las siguientes relaciones:

((0,2(2m +1))) ~ ((0,2)) ~ ((r,1)), ¥
((n,2m + 1)) ~ {(n, 1)) ~ ((0,2)) ~ {(r, 1)) ~ ((r,2s + 1))

para cualesquier n,m,r,s € Z, como afirmamos. O

Denotemos esta clase por
(K] = [{(n,2m + 1))]. (2.11)

Entonces en [ZCzyz] se tienen las clases [H], [K] y una cantidad numerable de
clases de tipo [R], tantas como subgrupos maximales de la forma ((n,2m)), con
n,m # 0.

El grupo Z x Z actia en [ZCz.z] por conjugacion, las clases [H| y [K] son fijas
por conjugacion y las clases de tipo [R] son permutadas.

2.2.1. Modelos para los conmensuradores

Dado C' € ZCz.7, calcularemos los conmensuradores Ny,,z[C] y daremos modelos
para Egc1(Nzxz[C]) y E(Nzwz[C]), con G[C] definido en (1.3).
Sean (t1,t2), (n,m) € Z X Z, tenemos que

ym)((=1)' 712ty —to)
+(=1)"(=1)""t, m— )
(=D)2n +t; + (=1, m) (2.12)

1. Un modelo para E(Z % Z) es R? con la accién dada en (2.3) y un modelo para
E(Z x 7) es R? con la accién por traslacién.

2. (a) Sea [H] € [ZCzxz], donde H es como en (2.9). Por (2.12) tenemos que
(1, £2)(1, O)(tth)il = ((_1)t27 0),
entonces (ty,ty)H(t1,12)"! = H y por tanto

Nywz|H ={g € Z X Z | ]glegﬂH]:oo}
27 X7

Adem3s

GH| = {DCZ=NZ|DETICsyz |[DNH|=o00}U{l}
= VCYy
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(b) Afirmamos que un modelo para Eycy,, (Z x Z) es R. Definimos la accién
de Z x Z en R como sigue:

(tl,tg)ZE:tQ—f-lE, (tl,tg) GZX]Z, r eR.

Sea S € VCYy, entonces S = ((n,0)) para algin n € Z — {0}. El S-conjunto
de puntos fijos R° = R es contraible.
Observe que cualquier punto = € R es fijo por (t1,%2) si y solo si to = 0,
entonces si S es un subgrupo de S que no estda en VCYyg, el S-conjunto de
puntos fijos R® es el conjunto vacio.

. (a) Sea R = ((n,2m)), con n,m € Z — {0} fijos y supongamos que R es

maximal en ZCyz.z. Por (2.12) tenemos que
(t1,t2)(n,2m) (b1, ta) ™" = ((=1)n, 2m).
entonces se tienen dos casos,

i) (t1,t2)R(t1,t2)' = R ssi ty es par ,
11) (tl,tg)R<t1,t2)_1 = <(—TL, 2m)> sii tz €S impar s
por tanto (t1,t2)R(t1,t2) ' N R = {1}.

Concluimos que

Nzxz[R] = {(t1,2t2) [ 11,12 € Z} ~ Z X Z,

GIR] = {{(In,2lm)) | l € Z}
=VCYVr

(b) Un modelo para Eycy,(Z x Z) es R: Observe que Nz.z|R] = Nzuz(R),
por tanto R es un subgrupo normal de Nz,z[R| = Z x Z y se tiene la siguiente
sucesion exacta

0 RSZxZS7 0

donde i es la inclusién y ¢ es la proyeccién sobre el cociente (Z x Z)/R = 7.
Sea (t1,t3) € Z x Z y x € R, definimos la accién de Z x Z en R como sigue:

(tl,tg) X = Qb(tl,tz) + x.

Tenemos ¢(tq,t2) + = x sii  (t1,t2) € ker¢p = R, por tanto los subgrupos
de isotropia estan en VCYr. Ademds, RF = R es contraible, y si S & VCYr se
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tiene RS = ().

5 (a) Sea [K] como en (2.11). Sea (t1,t3) € ZxZ y m € Z—{0}. Por la ecuacién
(2.12) se sigue que

(t1,12)(0,2m)(t1,t2) " = (0,2m).
Como [((0,2m))] = [K], concluimos que

NZXIZ[K] =7 X Z,

GIK|={DCZxZ|DeF, |DNK|=o0}U{l}
={{((n,2m+1)) [ n,m € Z} U{1}.

(b) Un modelo para Egx)Z x Z lo definiremos como sigue:
Sabemos que ((n,2m + 1)) C ((n,1)) para cualquier n,m € Z. Sea K, =
((n,1)) y tomamos un punto k, por cada K,. Observemos que para g =
(t1,t) € Z X 7L, gK,g7' = K,, con m = (—1)2n + 2t;, entonces Z x Z actia
permutando los subgrupos K,, n € Z.

Sea X = {k, | n € Z}, definimos una accién de Z x Z en X como sigue:
g ky =k, sii gKng’1 = K,,.
El Z x Z-conjunto X es un modelo para Igx)—{1} ya que
9.kn =k, sii g € Npuz(K,) = K.

Como un modelo para F(Z x Z) es R?, por la Proposicién 1.6 concluimos que
un modelo para Egx)(Z x Z) es la junta X R

2.2.2. El modelo

Aplicando el Teorema 1.4, de los modelos obtenidos en la Seccién 2.2.1 y el hecho
de que G xX¢g Y >~ Y, tenemos:

R? ] R? [[,; (Z % Z) Xz RZ — R2 (2.13)

I
pHnge\i idxzxzf

R [T {kn}nez ¥ R? [L1e; (Z X Z) Xgxz R— E(Z x Z)



18 CAPITULO 2. MODELOS PARA Z x 7

donde I es un sistema completo de representantes de G-6rbitas bajo conjugacién de
las clases de subgrupos del tipo [R] = [((n,2m))], con (n,m) € Z x Z distinto de
(0,0). Las aplicaciones son dados por la propiedad universal de espacios clasificantes
para familias, aplicado a inclusiones de familias de subgrupos. Son como sigue:

1. La aplicacién p: R? — R es la proyeccién sobre el eje y, (¢, s) — s. Como Z x Z
actia en el eje y de R? por traslacién y la accién de Z x Z en R es también
por traslacion, entonces p es una Z x Z-aplicaciéon celular. Por definicién p es
unica salvo G-homotopia.

2. La aplicacién g: R? — {k, }nez * R? es la inclusién, porque la Z x Z-accién es
la misma en R2.

3. Paral € I, f;: R2 — R es la aplicacién cociente de R? por la linea que pasa
por (n,2m) y el origen, esta aplicacién es Z x Z-equivariante.



Capitulo 3

El grupo modular de una
superficie

En este Capitulo se daran algunos conceptos basicos en el estudio del grupo
modular. En la Seccién 3.1 veremos algunas propiedades de giros de Dehn. En la
Seccién 3.2 veremos la definicion de difeomorfismo pseudo-Anosov y algunas pro-
piedades. En la Seccion 3.3 definiremos el complejo de curvas de una superficie y
el Teorema de clasificacion de Nielsen-Thurston. Y en las Secciones 3.6 y 3.4 ve-
remos sistemas de reducciéon candénico y homomorfismos que serviran para dar una
descripcion de normalizadores de elementos en el Capitulo 4. Finalmente veremos el
Teorema de descomposicién de forma canodnica para elementos del grupo. Algunas
referencias son [10], [20] y [14].

Denotaremos por S a una superficie orientable compacta con un conjunto fi-
nito de puntos removidos del interior (perforaciones). La superficie S puede tener
frontera, a menos que se indique que es sin frontera. Sea Diff ™ (S, 9S) el grupo de di-
feomorfismos de S que preservan la orientacién y en la frontera 05 son la identidad,
con la operacién dada por la composicién. Dotamos Diff *(S, dS) con la topologia
compacto-abierta.

Definicién 3.1. El grupo modular de S es el grupo
['(S) = m(Diff ¥ (S, 09))

Es decir, el grupo de clases de isotopia suave de elementos de Diff (S, dS), donde
las isotopias fijan puntualmente 0S.

Si la superficie S tiene n perforaciones, hay un homomorfismo I'(S) — 3, sobre
el grupo simétrico, que envia un elemento f € I'(S) a la correspondiente permuta-
ci6én de las perforaciones. Denotaremos el nicleo de este homomorfismo por PT'(S),
llamado el grupo modular puro de S.

De ahora en adelante supondremos que la caracteristica de Euler de S, x(9), es
menor que cero.

19
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Figura 3.1: Giro de Dehn en A.

Perforaciones vistas como puntos distinguidos: Algunas veces es conveniente ver
las perforaciones como puntos distinguidos de la superficie. En tal caso, sea S una
superficie compacta orientable, y P un conjunto de puntos del interior. Denotare-
mos por Diff*(S,dS,P) al grupo de difeomorfismos de S que son la identidad en
la frontera y dejan P invariante como conjunto. Entonces T'(S) es Diff* (S, 9S, P)
modulo isotopias suaves que son la identidad en la frontera y dejan invariante P.

3.1. Giros de Dehn

Los giros de Dehn son elementos muy importantes en el grupo modular I'(S), ya
que aparecen en el conjunto de generadores de I'(S), ver [10] por ejemplo. Cuando
la superficie S es orientable cerrada de género g, Dehn prueba que I'(S) es generada
por 2g(g — 1) giros de Dehn. Mds tarde Lickorish prueba que I'(S) es generado por
3g — 1 giros de Dehn y finalmente Humpries prueba que son suficientes 2g + 1 giros
de Dehn. No veremos esos resultados, sin embargo los giros de Dehn aparecen como
subgrupos de normalizadores de elementos reducibles en Seccién 4.2, por lo que son
indispensables en el desarrollo de la tesis.

Sea A ~ S' x [0, 1], el grupo I'(A) ~ Z. Vemos al anillo A en R? con la orientacién
inducida. Sea

T: A= A
(0,t) — (0 — 27t t).

Este difeomorfismo preserva la orientacién y fija A, la clase de isotopia de T' genera
I'(A). Ver Figura 3.1.

Una curva cerrada a en S es una aplicacién continua S! — S, la cual identifica-
remos con su imagen en S. Decimos que una curva cerrada es simple si la aplicacién
St — S es inyectiva, ver Figura 3.2.

Definicién 3.2. Sea b es una curva cerrada simple (orientada) en S. Sea N una
vecindad regular de b, es decir, N es homeomorfa a b x (0,1), y elegimos un di-
feomorfismo ¢: A — N que preserva la orientaciéon. Obtenemos T,: S — S, un
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Figura 3.2: La curva [ es simple y a no lo es.

Figura 3.3: Giro de Dehn T} en el toro.

difeomorfismo definido de la siguiente manera:

[ ¢oTop(z) siz e N;
T"(x)_{ 1d sizeS—N.

llamado giro de Dehn por b. La clase de isotopia de T, no depende en la eleccién de
N ni de ¢ y tampoco depende de la clase de isotopia de b. Si § es la clase de isotopia
de b, denotaremos la clase de isotopia del giro de Dehn por b como 7T}, el cual es un
elemento bien definido de T'(S) y lo llamaremos simplemente giro de Dehn por 5.

Otra forma de ver el giro de Dehn, como se muestra en la Figura 3.3 en el toro,
es cortar por 3, después dar el giro y finalmente pegar por la identidad.

Acerca de los giros de Dehn se tienen los siguientes resultados, como referencia
ver Capitulo 3 de [10].

Definicién 3.3. El numero de interseccion geométrico entre dos clases de isotopia
a1y ag de curvas cerradas simples en S esta definido como el minimo nimero de
puntos de interseccion entre curvas representantes de oy y «s, es denotado como

i(OZl, 042).

Proposicién 3.4. Sean a; y as clases de isotopia de curvas cerradas simples en S
y sea f € I'(S). Entonces

1. T,, =T,, sty solo st oy = ay,
2. Tyoy = fTaf ",
3. f conmuta con T,, siy solo si f(ar) = ay,

4. T, T3 =TpT, siy solo sii(ar,as) =0.
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Figura 3.4: Se muestran vecindades de puntos singulares con 3 y 1 punta respecti-
vamente.

3.2. Difeomorfismos pseudo-Anosov

Los elementos pseudo-Anosov son elementos béasicos en I'(.S), éstos tienen orden
infinito y aparecen en la descomposicién canénica de elementos de I'(S) dada en
el Teorema 3.27. En esta Seccién veremos la definicion de difeomorfismos pseudo-
Anosov y algunas propiedades que tienen estos difeomorfismos, las cuales son un
elemento clave para probar la Condicién (C) (Teo. 4.10 ) para el grupo modular de
una superficie. Ver [10] como referencia.

SUPERFICIES CERRADAS. Supondremos que la superficie S es cerrada.

Definicién 3.5. Una foliacion singular F en S es una descomposicion de S en una
uniéon disjunta de subconjuntos de S llamados hojas de F, y un conjunto finito de
S llamados puntos singulares de F, tal que las siguientes condiciones se cumplen:

(1) Para cada punto no singular p € S existe una carta suave de una vecindad
de p a R? que manda hojas a segmentos horizontales. Las aplicaciones de
transicién entre cualesquiera dos cartas son aplicaciones suaves de la forma
(z,y) = (f(z,v),9(y)). Es decir, las aplicaciones de transicién mandan lineas
horizontales en lineas horizontales.

(2) Las singularidades son sillas de montar con k puntas, con k > 3, es decir de
tipo diferencial cuadratica holomorfa 2*~2dz2. A la izquierda en la Figura 3.4
se muestra el caso con 3 puntas.

Sea F una foliaciéon en S. Un arco suave a en S es transverso a F si a omite
los puntos singulares de F y es transverso a cada hoja de F en cada punto en su
interior. Sean «, 3 arcos suaves transversos a JF. Una isotopia preserva-hoja de a a
B es una aplicacién H: I? — S tal que

(i) H(I x{0}) = ay H(I x{1}) = f;
(ii) Para cadat € I, H(I x {t}) es transverso a F;

(i) H({0} x I) y H({1} x I) cada uno esta contenido en una sola hoja.
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Definicién 3.6. Una medida transversa p en una foliacion F es una funcién F
que asigna un numero real positivo a cada arco suave transverso a F, tal que p
es invariante bajo isotopias preserva-hoja y p es regular con respecto a la medida
de Lebesgue. La tultima condicion significa que en cada punto de S se tiene una
vecindad U y una carta suave U — R? tal que la medida p es inducida por |dy| en
R2.

Definicién 3.7. Una foliacion con medida en S es una foliaciéon de S equipada con
una medida transversa p. Decimos que dos foliaciones con medida son transversas
si sus hojas son transversas fuera de las singularidades. Note que foliaciones con
medida transversas tienen las mismas singularidades.

SUPERFICIES CON PERFORACIONES. Supondremos que la superficie S es cerrada
y tiene un conjunto finito de perforaciones.

Una foliacion medible en una superficie cerrada con perforaciones, se define como
en una superficie cerrada, pero en las perforaciones se permiten singularidades con
1 punta (Figura 3.4).

Definicién 3.8. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito P de puntos
removidos. Un difeomorfismo ¢: S — S es llamado pseudo-Anosov si existe un par
de foliaciones con medida (F*, p*), (F*, %), y un nimero real A > 1 tal que

(i) o(F%, p) = (F*, A7) y o(F, pt) = (F¥, Au®).
(ii) las singularidades con 1 punta de esas foliaciones pertenecen a P.

Las igualdades en (i) significan que ¢ deja invariantes la foliaciones F* y F" y las
medidas son escaladas; (F*, u®) es llamada foliacion estable de ¢, (F*, u*) foliacion
inestable de ¢ y X es la dilatacion de ¢.

Definicién 3.9. Sea S una superficie cerrada con un conjunto finito de perfora-
ciones. Un elemento f € I'(S) es llamado pseudo-Anosov si tiene un difeomorfismo
pseudo-Anosov en su clase.

Referencia para el siguiente Teorema es [14, Exposé 12].

Teorema 3.10. (Unicidad de pseudo-Anosov) Sea S una superficie cerrada con
un congunto finito de perforaciones. Dos difeomorfismos pseudo-Anosov en Diff*(.S)
isotdpicos son conjugados por un difeomorfismo en Diff *(S) isotdpico a la identidad.

Definicién 3.11. Una foliacion F* es unicamente ergddica si existe una tnica me-
dida singular F*-invariante, salvo multiplicacion por un escalar, es decir, si v es otra
medida invariante bajo F*, existe un escalar a € R tal que v(T') = au(T'), para cada
transversal T

El siguiente resultado puede verse en [14, Thm. 12.1] o [10, Thm. 14.16].
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Teorema 3.12. (Ergodicidad tinica) Sea S una superficie cerrada con un conjun-
to finito de perforaciones. Las foliaciones estable e inestable de un difeomorfismo
pseudo-Anosov en S son unicamente ergodicas.

Sea f € I'(S) pseudo-Anosov y ¢ un difeomorfismo pseudo-Anosov en su clase
con (F3, p13) v (Fy, pug) las foliaciones estable e inestable respectivamente de ¢ y Ay
la dilatacién de ¢. Para n € Z — {0},

" (Fos b)) = (Fos A" 143), (3.1)
" (Fg, 1) = (Fg Aghg)-

Entonces sin > 0 (on < 0), (F3, ug) v (F, pg) son las foliaciones estable e inestable
(inestable y estable) respectivamente de ¢" con dilatacién A} (o AJ").
SUPERFICIES CON FRONTERA. Si S es una superficie con frontera no vacia,
decimos que f € I'(S) es pseudo-Anosov si f se restringe a un difeomorfismo pseudo-
Anosov de la superficie cerrada con perforaciones obtenida al remover la frontera de

S.

3.3. Clasificacién de elementos en ['(5)

Sea S una superficie compacta con un conjunto finito de puntos removidos del
interior. El grupo I'(S) actia en el complejo de curvas, cuya definicién daremos a
continuacién. Esta accién permite definir una clasificacién de elementos de I'(S).

Decimos que una curva cerrada simple es esencial si no es homotdpica a un
punto, un punto marcado o una componente frontera.

Definicién 3.13. El complejo de curvas de S, denotado C(S) es el complejo simpli-
cial abstracto donde

(i) Los vértices son las clases de isotopia de curvas cerradas esenciales simples,
denotamos por V(S) el conjunto de vértices;

(ii) C(S) tiene un k-simplejo por cada (k -+ 1)-tupla de vértices, de los cuales cada
par tiene representantes disjuntos en sus correspondientes clases de isotopia.

El grupo modular actia en V(S), ya que f € I'(S) manda vértices en vértices,

fa:= f()

de hecho manda simplejos en simplejos. Entonces se tiene una accién de I'(S) en
C(S). La realizacion de un simplejo es la unién de las curvas que representan sus
vértices y son mutuamente disjuntas.

Definicién 3.14. Un sistema de reduccion para un elemento f € I'(S) es un simplejo
o del complejo de curvas tal que f(o) = o.
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Figura 3.5: En la figura se muestran S'y S, con 0 = a3 U as.

SUPERFICIES SIN FRONTERA. Sea S una superficie orientable cerrada con un
conjunto finito de puntos removidos.

Definicién 3.15. Decimos que un elemento f € I'(S) es reducible si tiene sistema
de reduccion no vacio, y es irreducible de otra forma.

Elementos irreducibles de orden finito, llamados periédicos, son representados
por difeomorfismos de orden finito (ver [19] y [24]) y elementos irreducibles de orden
infinito son representados por difeomorfismos pseudo-Anosov. Se tiene la siguiente
clasificaciéon dada en [10, Thm. 13.2]:

Teorema 3.16. (CLASIFICACION DE NIELSEN-THURSTON) Sea S una superficie
orientable cerrada de género g y n puntos removidos, con g,n > 0. Cada f € T'(S)
es o periddico o reducible o pseudo-Anosov. Ademds elementos pseudo-Anosov no
son periodicos ni reducibles.

3.4. Homomorfismos inducidos de inclusiones

Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos remo-
vidos U. En esta Seccién definiremos homomorfismos que usaremos en el Teorema
de la forma candnica de un elemento, que descompone a elementos reducibles (salvo
una potencia). También usaremos estos homomorfismos para describir los normali-
zadores de elementos reducibles de I'(S).

Sea S’ una subsuperficie compacta de .S con un conjunto de perforaciones 7 C U.
La inclusién S — S induce un homomorfismo natural,

ng: T(S') = T(S). (3.2)

Sig e T(S) y ¢ € Diff (S, 05) es un representante de g, definimos 7s/(g) como
la clase de isotopia del difeomorfismo 1; que coincide con ¥ en S” y es la identidad
fuera de S’. Por definicién, cualquier isotopia entre dos elementos en Diff™(S', 9S")
define una isotopia entre los correspondientes elementos en Diff (S, 9S), por lo que
ng esta bien definido.

Teorema 3.17. [10, Thm.5.18] Sea S una superficie orientable cerrada con un con-
Junto finito U de puntos removidos. Sea S’ una subsuperficie compacta de S con un
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Figura 3.6: Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

conjunto finito de puntos removidos T C U. Suponga que S’ es distinta de un anillo
cerrado y ninguna componente de S — S’ es un disco abierto. Sea ng: el homomorfis-
mo inducido de la inclusion. Sean Ty, ...Ty, las clases de isotopia de las componentes
frontera de S" que acotan discos 1-perforados en S — S" y sean {B1,71}, -, {Ba,Va}
las parejas de componentes frontera de S’ que acotan anillos en S — S’. Entonces el
niucleo de ng: es el grupo abeliano libre
ker(ng) = (Trys oo Tryy ooy T, T o T, 0.

En particular, si ninguna componente de S—S" es un anillo abierto, un disco abierto,
o un disco 1-perforado, entonces ng: es inyectiva.

Cortando la superficie. Sea o € C(S), C su realizacién en S y N, una vecindad
abierta regular de C' en S (N es homeomorfa a C' x (0,1)). Denotamos por S, =
S — N, y por S, .., Sk las componentes conexas de S,. En la Figura 3.5 se muestra
un ejemplo de S, en el que 0 = a; U as. De las inclusiones S, — S y S5; — 8
denotaremos por

ns,: U(Se) = T(S),  ns,: T'(Si) = I'(9), (3-3)

los homomorfismos inducidos respectivamente. Luego por el Teorema 3.17 se tiene
ker(ns,) = (T, T, ..., T5. T, '), donde f; y ; son las dos componentes frontera de
N, que son isotépicas a a; en S. Observe que cada componente conexa de S, tiene
al menos una componente frontera (que viene de la vecindad de ), como elementos
en I'(S,) fijan puntualmente la frontera, entonces no permutan las componentes co-
nexas de S, por tanto I'(S,) = Hle I'(S;). De lo anterior concluimos que cualquier

elemento en la imagen 7ng, (I'(S,)) fija cada subsuperficie S; de S.

Tapando la frontera. En cada componente frontera de S, pegamos un disco con
una perforacion y denotamos esa superficie por S, y a cada componente conexa de
S, la denotaremos por S;. En la Figura 3.7 se muestra un ejemplo.
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Figura 3.7: Tapando cada componente frontera con un disco 1-perforado.

Figura 3.8: Se extiende a f como la identidad en las partes sombreadas.

Denotamos por

—

0s,:T(S,) = T(S,) v 6s:T(S) —I(5), (3.4)

a los homomorfismos inducidos por las inclusiones S, — S’; y S — 5’1 para
cada i, llamados homomorfismos de encorche. Por el Teorema 3.17, ker(fg,) =
(Tgyy ..., Tp., Ty, .., Ty, ). Luego, la imagen g, (I'(S;)) = I'(S;, Q:) es el subgrupo de
F(:S’\l) que fija puntualmente los puntos removidos en Q; que vienen de componentes
frontera de S; al tapar las componentes frontera con discos con una perforacién.
Como elementos en I'(S,) dejan fijas puntualmente las componentes frontera de
S, y cada S; tiene al menos una componente frontera, se tiene que elementos de
['(S,) no permutan las superficies S;, entonces I'(S,) = Hle ['(S;). Concluimos que
0s, = I1¥_,0s,, entonces

k

0s,: T(S,) = [[ (i Q). (3.5)

=1

donde Hle I'(S;, Q;) puede ser visto como el subgrupo de F(é;) que fija cada S; y
fija puntualmente los puntos removidos en Q@ = U¥_, Q; de Q;

Como curvas cerradas esenciales no son isotopicas a componentes frontera se tiene
que C(S;) = C(S;). Note que f es pseudo-Anosov si y sélo si g, (f) es pseudo-Anosov
y g es reducible si y sélo si fg,(g) es reducible.
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3.5. Subgrupos de Congruencia

Definiremos los subgrupos de congruencia de I'(S), que son subgrupos de indice
finito de I'(S) y veremos varias cualidades que tienen a continuacién. En la Seccién
5.3 daremos una cota para la dimension geométrica para la familia de subgrupos
virtualmente ciclicos y dicha cota nos dard una cota para el grupo entero I'(.S).

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de puntos re-
movidos.

Definicién 3.18. Sea m > 1, sea ¢: I'(S) — Aut(H,(S,Z/mZ)), el homomorfismo
natural definido por la acciéon de difeomorfismos en el grupo de homologia de la
superficie, definimos

Fm(S) = ke”ﬂ,

llamado subgrupo de congruencia de I'(.S). Notemos que I';,,(S) es un subgrupo de
indice finito de I'(.S).

Definicién 3.19. Decimos que un difeomorfismo 1 € Diff 7(S, 9S) es puro si para
alguna 1-variedad C' (posiblemente vacia) de S la siguiente condicién se satisface:

(P) C eslarealizacién de algin o € C(S) o C es vacia; ¢ fija C, no intercambia las
componentes de S—C', e induce en cada componente de S—C' un difeomorfismo
isotopico a uno pseudo-Anosov o a la identidad.

Llamamos a un elemento f € I'(S) puro si la clase de isotopia de f contiene un
difeomorfismo puro. Un subgrupo H C I'(S) es llamado puro si todo h € H es puro.

De los Corolarios 1.6 y 1.8 de [20], tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.20. Sea S una superficie orientable cerrada con un niumero finito de
puntos removidos. Si m > 3, el subgrupo I'y,(S) es puro y libre de torsion.

Teorema 3.21. [20, Thm. 1.2] Sea S una superficie orientable cerrada con un nime-
ro finito de puntos removidos y sea C' una I1-subvariedad cerrada de S cuyas com-
ponentes no son homotopicamente triviales, y sea ¢: S — S un difeomorfismo. Si
o(C) =C y ¢u: Hi(S,Zy,) — H(S,Zy,) es el automorfismo identidad, entonces ¢
deja invariante cada componente de C'U DS, preserva sus orientaciones, preserva la
orientacion de S, y deja invariante cada componente de S — C'.

En el Teorema 3.21 no se requiere que el difeomorfismo ¢ fije puntualmente las
componentes frontera.

Desde ahora m serd mayor o igual a 3. Entonces si f € T',,,(S) y o € C(S) con
f(o) = o, por el Teorema 3.21 se tiene que f fija cada uno de los vértices de o.
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3.6. Sistema de reduccion candnico

Sea S una superficie orientable cerrada con un niimero finito de puntos removidos.
Los sistemas de reduccién de elementos reducibles son importantes, pero no son
unicos. Definiremos sistema de reduccién candnico, el cual es inico, que nos ayudard
a describir (salvo una potencia) los elementos en I'(S) de forma candnica (Teorema

3.27).

Definicién 3.22. Una clase de isotopia a € V(S) es llamada clase esencial de
reduccién para un subgrupo G C I',,(S) si satisface dos condiciones: (i) g(a) = «
para cada g € G; (ii) si § € V(S) y i(«, 5) # 0, entonces g(3) # [ para algin
g € G. El conjunto de clases de reduccién esenciales es un simplejo en C(5), el cual
es llamado sistema de reduccion candnico para Gy es denotado como o(G). Se define
en general para H C I'(S) como o(H) = o(H NT,,(S)) y para f € ['(S) se define

o(f) :=a((f)).

Note que el sistema de reduccién canénico de un elemento puro es la interseccién
de todos los sistemas de reduccién o que cumplen la condicién (P) (de la definicién de
difeomorfismo puro), en este sentido, el sistema de reduccién candnico es el sistema
de reduccién méas pequeno que cumple (P). Por el Teorema 3.20, todo elemento
f € T(S) elevado a una potencia n € N es puro.

Ejemplos 3.23.

1. Los elementos pseudo-Anosov y los elementos periédicos tiene sistema de re-
duccién candnico vacio [20].

2. El giro de Dehn T, tiene sistema de reduccién canénico o(7,) = a.

Para los siguientes resultados ver: Corolario 7.12, Lemma 7.3 y Sec. 7.2 de [20].
Lema 3.24. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de pun-
tos removidos. Entonces elementos reducibles de T'(S) tienen sistema de reduccion

canonico no vacio.

Lema 3.25. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos. Sean H,G subgrupos de I'(.5).

(i) Si H <G es de indice finito, entonces o(G) = o(H);
(1i) Si g € T'(S), entonces o(gGg~"') = go(G).

Lema 3.26. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos
removidos. Sean f,g € T(S) tal que f9 = gfPg~' para algunos p,q € Z — {0},
entonces go(f) = o(f).
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Figura 3.9: Tlustracion de la forma candnica.

Demostracién. Por hipétesis o(f?) = o(gfPg "), por el Lema 3.25

o(f)=o0o(f) v olgffg")=0lgfg ),

entonces o(gfg™') = o(f). Y por el Lema 3.25 o(gfg~t) = go(f), por lo tanto
go(f) =o(f). O

Cortando S por el sistema reduccién canénico o de un elemento en I'(S) y apli-
cando el Teorema de clasificacion de Nielsen-Thurston a cada subsuperficie de S,
podemos obtener una descomposicion del elemento, [10, Cor. 13.3].

Teorema 3.27 (Forma canénica). Sea f € I'(S) y o = o(f) = ayU...Uaq, su sistema
de reduccion canonico. Sea S, = S1U...US, y N, como antes. Ademas suponga que
la cerradura N, = Spy1 U -+ U Spy, es union de vecindades cerradas disjuntas Sy
de curvas representantes de los «;. Existe un representante ¢ € Diff*(S) de [ que
permuta las subsuperficies S;, entonces alguna potencia de ¢ deja cada S; invariante.
De hecho, existe un entero p > 0 tal que ¢P(S;) = S; para toda i y

k+r

ﬂ:Hw@% (3.6)

donde f; € T(S;) es o pseudo-Anosov o la identidad para 1 < i < k y es una potencia
del giro de Dehn en la curva a;_y para k+1 <1 < k+r.

Observacién 3.28. En (3.6), para 1 < j < 7, ng,,,(f;.x) = Tal, con n; € Z.
Ademéds si f € I',,(5), por el Teorema 3.21 y porque I',,(S) es un subgrupo puro,
siempre podemos tomar p = 1.



Capitulo 4

Conmensuradores

El objetivo de este Capitulo es dar una descripcién de los conmensuradores de
subgrupos ciclicos infinitos C' de I'(S) (Seccién 4.4). Para ello, en la Seccién 4.1
veremos estabilizadores de un simplejo o € C(.5), lo que nos ayudara a describir los
normalizadores de elementos reducibles de I'(S) en la Seccién 4.2. Y en la Seccién
4.3 probaremos que I'(S) cumple la Condicién (C) definida en la Seccién 1.4.

4.1. Estabilizadores

En esta Seccion S denotara una superficie orientable cerrada, posiblemente con
un conjunto finito de puntos removidos. Veremos una descripcion de los estabiliza-
dores I'(S),, la cual nos ayudara a ver como son los normalizadores de elementos
reducibles en I'(S).

Sea o € C(S), con vértices oy, ..., ¥ Sy = S;U- - U Sk como en la Seccién 3.4.
Note que si S tiene género g y n puntos removidos, entonces o € C(S) tiene a lo
mas 3g — 3 + n vértices y S, tiene a lo mas 2g — 2 + n componentes S;, ver [10].

Consideremos la accién de I'(S) en el complejo de curvas C(S), denotemos el
estabilizador de o en I'(S) por

[(S)e = {9 € T(9)lg(0) = a}.

Sea f € I'(S), y C la realizacién de o en S. Si F' estd en la clase de f, F(C) es
isotopica a C', por el Teorema de extension de isotopias, podemos suponer que F fija
C, entonces el difeomorfismo F' determina un difeomorfismo S — €', que determina
un elemento en I'(S — C). Como S — C' es naturalmente homeomorfa a S,, existe
un isomorfismo natural [(S — C) ~ I'(S,). De esta forma se obtiene el siguiente
homomorfismo, llamado homomorfismo de corte. Siguiendo esta notacién se tiene la

siguiente Proposicién, dada en [20, Sec. 7.5] y en [10, Prop. 3.20].

31
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Figura 4.1: Se muestra el homomorfismo p, o como la composicién 95077501.

Proposicion 4.1. Eziste un homomorfismo bien definido
p: T(S), — T(S,). (4.1)
con nicleoel el grupo abeliano libre (T,,, ..., Ty, ).

Note que elementos de F(S ) pueden permutar las componentes conexas de S
Restringiremos el homomorfismo p a dos subgrupos de indice finito de I'(S), tales
que su imagen bajo p no permuta las componentes conexas de 3‘; Tal restriccion es
la composicion de dos homomorfismos que dimos en la Seccion 3.4.

Sea T'(S)? el subgrupo de indice finito de T'(S), de elementos que fijan cada «;
con orientacién. Como f € I'(S)? fija la orientacién de cada «;, preserva los lados de
una vecindad regular de cada «; y por tanto fija cada S;. La restriccion pyo = po|r(s)o
corresponde a la composicion

-1
Poo = 0s,1Ms,

donde g, : I'(S,) — F(S )y ns,: I'(S,) — I'(S) fueron definidos en (3.4) y (3.3).
El homomorfismo p, o esta bien definido ya que ker(ng,) C ker(fs, ), ver la prueba
de [10, Prop. 3.20]. Por tanto

k

pro: T(S)5 = [ T(S:, @), (4.2)

=1

es sobreyectiva y ker(p,o) = ker(p,). En la Figura 4.1 se muestra un ejemplo de
la composicién, en la cual se puede apreciar que los giros de Dehn T,,, estan en el
ntcleo.

Otro subgrupo de I'(S), es el subgrupo I',,(S),, considerado por Ivanov en
[20, Sec.7.5]. Por el Teorema 3.21, elementos en I';,(S), fijan cada curva a; con
orientaciéon y cada subsuperficie .S;, entonces I’ (S)U C T'(5)?, denotaremos por
Pom = Po0|rm(s),, entonces pgm: I'n(S)s — [T, T(S;, Q:). Ademés tenemos que
ker(pgm) ~Z°,cons <r.Sig € I'n(S)s ¥ pom(g) = (gl, ., gk ), por definicién de p,
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y como g es puro, cada g; es puro, entonces la imagen p, ,m(I'n(S),) es un subgrupo
puro de Hle ['(S;, Q;) y por tanto es libre de torsién, denotaremos este subgrupo
por Hle I';, donde I'; es la proyeccién de la imagen de p,.,, sobre I'(S;, Q;), entonces

poam: Tn(S)s — f[r (4.3)

i=1

La siguiente observacion la usaremos en la prueba de Proposicién 4.5, donde se
da una descripcién de centralizadores de elementos reducibles de I',,(.S). También la
usaremos en las Proposiciones 5.7 y 4.12, donde se prueban propiedades claves para
el cémputo de los conmensuradores de subgrupos virtualmente ciclicos infinitos de

T(S).

Observacion 4.2. Sea f € I',,,(S) con 0 = o(f). Por la Observacién 3.28, la forma
canonica de f del Teorema 3.27 es

f= Hf:ﬂ?&- (71‘)H§:1T§f=

donde cada f; € I'(S;) es la identidad o pseudo-Anosov.

Sea pom(f) = (fi, - fr). Observemos que f € I'y(S)o v (f1, -, f1) € 15, (f). Como
Pom(f) = 05,15 (f) ¥ pom esta bien definida, entonces

(f1s s fi) = 05, (F1s s Fi)
= (951 (71)’ ey 95& (7k))a

entonces para cada i, f; = 0s,(f;), por tanto f; es pseudo-Anosov o la identidad.

4.2. Normalizadores

En esta seccién daremos una descripcién de normalizadores en I'(.S) de subgrupos
ciclicos infinitos de I, (S) y I'(S), asi como algunas propiedades que cumplen los
normalizadores. Denotaremos por Cy(f) y Ng(f) el centralizador y el normalizador
respectivamente del subgrupo (f) en H.

Teorema 4.3. [31, Thm. 1] Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto
finito de puntos removidos. Sea f € I'(S) pseudo-Anosov. El centralizador Crs(f)
es una exstension finita de un grupo ciclico y el normalizador Nrs)(f) contiene a
Crs)(f) como subgrupo normal de indice 1 o 2.

Observacién 4.4. Con las hipétesis del Teorema 4.3, si m > 3, el grupo I',,(5)
es libre de torsién para. Si f € I',,(S) es pseudo-Anosov, entonces Cr,,(s)(f) =
Nr,.s)(f) es un subgrupo ciclico infinito.
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Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito de puntos remo-
vidos. Sea f € I',,,(S) reducible y 0 = o(f) con vértices oy, ..., a,.. Por el Lema 3.26,
Crs)(f) ¥y Nres)(f) son subgrupos del estabilizador I'(S),. Sea I'(S)% el subgrupo

g
de I'(S), que fija cada «; con orientacién y p, o como en (4.2), entonces

1 —= 72" —=T(8)0 25 T8, 1(S;, ) — 1.

Denotaremos por Cr(s)(f)° = Crs)(f) NT(S)y v Nres)(f)° = Nres)(f) N T(S)g,
subgrupos de indice finito de Crs)(f) ¥ Nr(s)(f) respectivamente.

Proposicién 4.5. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos. Sea f € I',,,(S) — {Id} reducible con o(f) = o y sea poo(f) =

(fi,...s [r), entonces
1 z ’ CF(S)(f)O - Hf:l OF(@,Qi)(fi) — 1. (4.4)

y Crs)(f)° tiene indice 1 0 2 en Np(s(f)°.

Demostracion. Escribimos f en su forma canénica como en (3.6),
k _ry .
f= Hi:1nSi(fi)H§:1T£fa
por la Observacién 4.2,

(fla“'afk) = (951(?1)7“'7951%(71@))’ (45)

donde cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Sea g € T'(S)?, siguiendo el método
del 3.27, como g fija cada subsuperficie S; de S, y cada «; con orientacién, g puede
ser escrito como

g =T 7s, (@), T2,

con cada m; € Z, pero g; puede ser reducible, periédico o pseudo-Anosov, para cada
i. Podemos hacer como en la Observacién 4.2 para g, entonces p,0(9) = (91, ---, gr) =

(951 (gl)v ey st (§k>)

Se tiene que

gfg ' = H?:lnsi (Gi)ns; (?i)nSi (gi)_1H§:1T£;7 (4.6)

entonces

s y solo si 7, (Tz) = ns,(9;)s, (?i)nSi (gi)_l Vi. (4.7)

—

=9gfg

Ya que 7g,(f;) es la clase de isotopia del difeomorfismo de S que coincide con f; en
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S; y es la identidad fuera de 5;, tenemos que

UES (71) = ns,(9;)ns, (7@-)?751- @z’)_l Vi siy solo si gi?z’?i— b= 71 Vi. (4.8)

Luego, si g, (g;) conmuta con g, (f,), entonces f;g,f; gZ ! est4 en kerfg,, el cual es
el grupo abeliano generado por giros de Dehn de curvas isotopicas a componentes de

0S;. Pero al hacer la multiplicacion f; gj_l@_ ! os giros de Dehn en curvas isotépicas

a componentes de 9S; se eliminan, entonces f,7,f; g’1 = Idg,, es decir, f; conmuta
con g;. Entonces

?z‘?i?;l = ﬁ Vi sty solo si fg, (7 ) = 05,(9:)0s, (7 )0s, (gi)_l Vi. (4.9)

De (4.5), (4.7), (4.8) y (4.9), concluimos que
gfg~t=[ siysolosi gifig;'=fi Vi.

Ya que no hay restricciones para m;, con j € {1,..,7}, entonces se tiene la sucesién
exacta (4.4).

Ademds, de la igualdad (4.6), si algin n; # 0, entonces Crg)(f)" coincide con
NF(S)(f)O. Por otra parte, suponga que n; = 0 para toda 7, entonces

f= H?:lnSi (?z)

Y poo(f) = (f1, .., fx), donde cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Luego p,,o0(Nrs)(f)?)
117, Ny, (fi) ¥ por el Teorema 4.3, Cyg,(f;) es de indice 1 0 2 en Ny g,(fi), de lo
que podemos concluir que Crs)(f)° tiene indice 1 0 2 en Npg)(f)". ]

De la Proposicién 4.5 y el Teorema 4.3 tenemos:

Proposicion 4.6. Sea S una superficie orientable cerrada con una conjunto finito

de puntos removidos. Sea f € I',,(S) — {Id} reducible con o(f) = 0. Suponga que

poo(f) = (Idsy, ..., Ids,, for1,.-fa), donde f; es pseudo-Anosov para i € {a+1,a +
Lk} (renombrando las componentes conexas de S, si es necesario). Entonces

| —= 7" — Crgsy ()" —2 T, TS, Q) Ty Vy — 1 (4.10)

donde V; es el centralizador de f; en F(§j, Q,), el cual es virtualmente ciclico para
toda j € {a+1,...,k}.

SUPERFICIES CON FRONTERA. Sila superficie S tiene frontera no vacia, suponga
que tiene b # 0 componentes frontera (1, ..., 85, sea

0s: T(S) = I'(S),
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el homomorfismo de encorche, con ker(s) = (Tjs,, ..., T3,) =~ Z. Sea R el subgru-
po de puntos perforados de S que vienen de componentes frontera de .S, entonces
0s(I(S)) = T'(S,R) es el subgrupo de I'(S) que no intercambia los puntos de R. Sea
f eT(5), tenemos

s

1 ——= 28— Cr(s) (f) —> Crgmy (05(f)) — 1. (4.11)

Esto se sigue del hecho de que si g € I'(S) es tal que #(g) conmuta con 0(f),
entonces gfg 'f! € kerfg, pero el elemento gfg~'f~! no tiene giros de Dehn en
curvas isotépicas a la frontera, por tanto gfg~'f~! = Id.

Observemos que elementos en I'(S) dejan invariante una vecindad regular de la
frontera 0S. Entonces, si f tiene un giro de Dehn Ty con y # 0, entonces para
cualquier g € T'(9), se tiene que gfg~! tiene la m1sma potencia del giro de Dehn
T, por tanto

Nrs)(f) = Cres)(f)- (4.12)

Y si f no tiene giros de Dehn en las curvas i, ..., B, entonces

gfg = f*! siysolosi 0s(g)0s(f)0s(g)~ = Os(f)=".
Entonces

1 —= 2" — Ni(s)(f) —> Ny ) (0(f) —= 1. (4.13)

Ahora veremos algunos resultados de normalizadores de subgrupos ciclicos infi-
nitos en I'(S).

Teorema 4.7. [7, Thm. 6.1] Sea S una superficie orientable compacta con un con-
Junto finito de puntos removidos. Sean G C I'(S) un subgrupo puro. Si f,g € G son
tal que ft = g' para algin entero t > 1, entonces f = g.

Lema 4.8. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de
puntos removidos. Sea f € I',,(S) yt € Z — {0}, entonces

Cr,.s)(f) = Cr,.s(f),  Crs)(f) = Crsy(f*)

Nr,.s)(f) = Ny (f)s - Nresy(f) = Nresy ().

Demostracion. Suponga que t > 1. Como Nr, (s)(f) € Nr,(s)(f*), necesitamos
probar la otra contencién. Si h € Nr, (s)(f*),

(hfh=H) = ()
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para algin i € {1, —1}. Por el Teorema 3.20 el grupo I',,,(S) es puro, luego f*, hfh™! €
I, (9), aplicando el Teorema 4.7 concluimos que

nfht = f

por tanto h € Np,,(s)(f). Como I';;,(S) es normal en I'(S), podemos usar el Teorema
4.7 de igual forma para probar que Nr(s)(f) = Nres)(f*). Tomando i = 1, tenemos
la prueba para los centralizadores. O]

Lema 4.9. Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de
puntos removidos. Sea o € C(S) con vértices ay,...,a, y f = I T, con n; €
Z — {0}, entonces Nrs)(f) = Nr(s)(f*), para cualquier k # 0.

Demostracidn. Sea g € Nrs)(f*), probaremos que g € Nrg)(f). Por el Lema 3.25,
g(o) = o, pero g puede permutar oy, ...,a,. Sea § € X, tal que g(a;) = as(;) para
toda ¢. Por los resultados acerca de giros de Dehn dados en la Seccién 3.1 y porque
fi% = gf*g~1 para algin j € {1, -1}, tenemos
H§:1To{imi = 9H§:1T£?ig_l
= H;'":lTkm

Qs(i)’

por lo que concluimos que jkn; = kns;) Vi, entoncesjn; = ns(;) para toda i. Por otra
parte, tenemos que

gfg !t =glli_T}ig™
= I, T,

Qag(q)?

Como jn; = ng(;) entonces

gfg "t =TI, T = fi,

s(1)

por lo tanto g € Nps(f). H

4.3. Condicion (C) para I'(S)

Usaremos las propiedades de difeomorfismos pseudo-Anosov que dimos en la
Seccion 3.2 para probar la siguiente:

Condicién (C): ¥g,h € T(S) con |h| = 0o y k,l € Z tal que gh*g~' = hl,
entonces |k| = |].

Esta propiedad nos ayudara en el cémputo de los conmensuradores de subgrupos
virtualmente ciclicos infinitos.
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Teorema 4.10. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente con un con-
Junto finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. El grupo I'(S) satisface la
condicion (C).

Demostracion. 1. La prueba para superficies sin frontera sera dada en las Proposicio-
nes 4.11 y 4.12, ya que elementos de orden infinito son reducibles o pseudo-Anosov.
II. Si S tiene b componentes frontera. Sean h,g € I'(S) con |h| = oo tales que
ghPg~! = h? para algunos p,q € Z — {0}. Sea

-~

0s: T(S) — (),

el homomorfismo inducido de la inclusién S — S como en (3.4), y por el Teorema
3.17, ker(fs) ~ Z" el grupo abeliano libre generado en los giros de Dehn basados en
las curvas isotopicas a las componentes frontera de S.

Observemos que ker(fg) es central en I'(S), entonces si h € ker(fs) podemos
concluir que p = ¢. Por otro lado si h ¢ ker(fs), aplicando 0g, tenemos

0s(9)0s(h)0s(g)~" = Os(h)?,

por el caso I el grupo I'(5) satisface la condicién (C) y |8s(h)| = oo, por tanto
concluimos que |p| = |q|. O

Proposicion 4.11. Sea S una superficie orientable cerrada, con un conjunto finito
de puntos removidos y x(S) < 0. Sean hy, ..., h, € T'(S) un ndmero finito de clases
pseudo-Anosov, supongamos que existen gy, ..., g € I'(S) y una permutacion v € X,
tal que

gihio;t = h, Vie{l,..,r}, (4.14)
para algunos p,q € Z — {0}, entonces |p| = |q|.

Demostracion. Suponga p > 0y denote por I = {1,...,r}. Para cada i € I, sea ¢;
difeomorfismo pseudo-Anosov en las clase h;, por el Teorema 3.10, de unicidad de
pseudo-Anosovs, existe Vi € I G; € Diff*(S) en la clase g; , tal que G;¢/G; ' = gbi(l.).
Sean (F7, uf) y (F, pt) foliaciones estable e inestable de ¢; con dilatacién A\; > 1,
parat € I.

Por (3.1),sin > 0 (n < 0), (Ff,u) y (F* pt) son las foliaciones estable e
inestable (inestable y estable) respectivamente de ¢} con dilatacién A" (o A; ™).

Suponga que ¢ > 0. Siguiendo la prueba de [14, Lem. 16, Exp. 12|, G; envia la
foliacion (in)estable de ¢! a la foliacién (in)estable de gbi(i). Como las foliaciones son

unicamente ergodicas, se tiene:

G(Fi,u;) = (]:78(1‘)7 aﬂi(i))a G(Fi i) = (]:%)» bﬂ:(i))’
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con ab = 1, (ver [31, Lem. 1]). Ya que se tiene

¢q ( v (i) a,%( )) = d)z(i)(G(]:isu 115))
= GolG™H(G(F;, 117))
= Go; (F7, 117)
= G(F7, N "3)
= (F5, A Fapg),

en forma similar se hace con (3, ), entonces el difeomorfismo gbq ;) tiene la
misma dilatacién que ¢F. Entonces /\p /\q , Vi e Il. Como \; > 1 Vi, )\p tiene solo
una ¢-ésima raiz real positiva, entonces

P

)\Z-q = /\,y(i), Viel. (415)

Si para algin i, (i) = ntonces p=q.S17(i) # 1 Vi, sea n > 2 el minimo entero
positivo tal que 4" 1) . De la igualdad (4.15) tenemos que

)\q

Na(1) = A'y“+1(1)7 a € {0, ...,TL}, (416)
& . .

por tanto, Ay = \;*" . Como A\; > 1, concluimos que p = q. Por otra parte, si ¢ < 0,

tenemos que A\ = /\;(g), de manera similar podemos concluir que p = —q. O

Proposicion 4.12. Sea S una superficie orientable cerrada con un conjunto finito
de puntos removidos y x(S) < 0. Sea f € I'(S) reducible tal que f? = gfPg~ para
algin g € T'(S) y p,q € Z — {0}, entonces |q| = |p|.

Demostracion. Como T',,(S) es un subgrupo de indice finito en I'(.S), podemos su-
poner que f € I',,(S). Denote por I ={1,....r} y J ={1,....k}.

Sea o = o(f), suponga que o tiene vértices ai, ..., a,.. Por hipdtesis y por el Lema
3.26, go = o, entonces g € I'(S),. Sea p,: I'(S), — F(S ) como en el Teorema 4.1.
CASO 1: Suponga que f € ker(p,), es decir, f = II}_;T}; podemos suponer que
med{ny,...,n,.} = 1. Notemos que g puede permutar a, ..., q,, sea § € X, tal que
g(a;) = as) Vi € I. Como los a’s tlenen realizaciones dlsJuntas en S, los giros de
Dehn T, conmutan ademds ¢T5,07" = Ty(a) = Ths,, (ver Sec. 3.1), entonces por
hipdtesis se tiene

I_ T = gIli_, T ™ g~ !
= 0,7
de donde concluimos que gn; = pns-1;) Vi € I. Otra forma de verlo es: v; =
(15 s y), V2 = (Ng-1(1)5 o N—1(p)) €D ZT y qui = pug, entonces vy y vy deben estar
sobre la misma linea en R’". Como Vo es obtenido al permutar las coordenadas de vy,
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concluimos que vy = v9 0 v; = —wy, por tanto |p| = |g].
CASO 2: Supongamos ahora que f ¢ ker( ). Como f € T',,(9), p,(f) fija cada
subsuperficie S de S,. Para j € J, sea fi=nlf )\Sj S - S Note que p,(g) puede

permutar las subsuperficies Sj de S,, sea g; = po(g)|§j Vje Jyy e X tal que

gj: §j — :S'\W(j), Vj € J. Por hipétesis tenemos que p,(f)! = po(9)ps(f)Pps(g9) 7,
entonces

Gifrg =1, Vied. (4.17)

()

Como f € I'(S) v po(f) # Id, para algin | € J, f; es pseudo-Anosov (ver la
Observacién 4.2). Sea n > 0 el minimo entero tal que v*(I) = [, de (4.17) se tiene

~_1

ity = Py, Wi {01, 0},

Entonces f;i(l) es pseudo-Anosov para cada ¢ € {0,1,...,n—1}. Como S, y §7¢(1) son
homeomorfas Vi € {0,1,...,n — 1}, entonces podemos aplicar la Proposicién 4.11,
por tanto |p| = |q|. O

4.4. Descripcion de los conmensuradores

Seguiremos la misma notacién que en la Seccion 1.2. Sea ZCq el conjunto de
subgrupos ciclicos infinitos de G, para C' € ZC¢ sea [C] su clase.

Lema 4.13. Sea S una superficie compacta orientable, posiblemente con un conjunto
finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Sea m > 3 fijo. Sea C' = (g) €
ICrs) y n € N el minimo entero positivo tal que g" € I',,(S). Entonces

Nr(s)[C] = Nrs)(9")-

Demostracion. Del Teorema 4.10, I'(S) cumple la Condicién (C), entonces por el
Lema 1.11, tenemos que

Nr(s)(9) € Nres)(9”) € Nrgsy(9*) €+ (4.18)
= J Meesy(9)
k>1
Como ¢g" € T',,(S), por el Lema 4.8 tenemos que
Nrs)(") = Nr(s)(g™) = Nresy (g™ ™)

para cualquier & > 0, entonces la sucesiéon anidada de normalizadores (4.18) conver-
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ge, de hecho
Nr(5)[C] = Nrs)(9™) = Nrgs)(g")-
[

Observacién 4.14. En la Seccién 5.3 veremos que al subgrupo (g") del Lema 4.13
esta contenido en tinico maximal C' € ZCr,,(s), por tanto

Nr(s5)[C] = Nr(s)(g") = Nr(s)(C).

Una descripcién para estos normalizadores fue dada en la Seccién 4.2.
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Capitulo 5
Dimension geométrica de I'(S)

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito de puntos remo-
vidos del interior y x(S) < 0. En la Seccién 5.1 veremos resultados conocidos acerca
de las dimensiones gdI'(S) y gdI'(S). En la Seccién 5.2 probaremos que I'(S) admite
un modelo para ET'(S) de dimensién finita, para ello usaremos la descripcién de los
conmensuradores de subgrupos ciclicos infinitos de I'(S) dada en el Capitulo 4. En
la Seccién 5.3 probaremos que gdI',,(S) < gdI',,(S) + 1 y daremos una cota para

gdT'(S).

5.1. Resultados conocidos

Sea S una superficie orientable compacta con un conjunto finito P de puntos
removidos del interior con x(5) < 0. Definiremos el espacio de Teichmiiller 7(.5), el
cual es un modelo para ET'(S).

Por una estructura hiperbdlica en S entenderemos un difeomorfismo

¢S — X,

donde X es una superficie con una métrica completa con area finita de curvatura
constante —1 y frontera totalmente geodésica (si es no vacia). Denotaremos a esta
estructura hiperbdlica como (X, ¢). El difeomorfismo ¢ es llamado la marca y X o
(X, ¢) serd una superficie hiperbdlica con marca.

Dos estructuras hiperbdlicas en S, ¢1: S — X1y ¢2: S — Xs, son homotdpicas
si existe una isometria [: X; — X, tal que las marcas [ o ¢1 y ¢9 son homotopicas,
es decir el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

S
N\
I
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X4

Xo
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Aqui las homotopias pueden mover puntos en la frontera de X,. El espacio de
Teichmailler de S es definido como el conjunto de clases de homotopia de estruc-
turas hiperbdlicas en S:

T (S) = {estructuras hiperbdlicas en S} /homotopia.

El conjunto de clases de homotopia de estructuras hiperbdlicas en S es dotado de
una topologia, ver Capitulos 10 y 11 de [10]. Es bien conocido que el espacio de
Teichmiiller de una superficie compacta de género g y n puntos removidos del interior
es homeomorfo al espacio euclideano de dimension 6g — 6 + 2n, como referencia ver
(33].

El grupo modular I'(S) actia en el espacio de Teichmiiller 7(S): sea f en I'(S),
) un representante de f en Diff 7(S) (ver Cap. 3) y [(X, ¢)] la clase de homotopia
de una estructura hiperbdlica de S, entonces

flX,0)] =[(X,¢o0v ).

Esta accién es propiamente discontinua y se tiene que el espacio de Teichmiiller 7 (.5)
es un modelo para ET'(S) por resultados de Kerckhoff dados en [24]. En [1], Arama-
yona y Martinez-Pérez prueban que gdI'(S) coincide con la dimensién cohomoldgica
virtual ved(T'(S)). De donde se obtiene el siguiente:

Corolario 5.1. [1, Cor. 1.3] Sea S una superficie orientable compacta con un nime-
ro finito de puntos remowvidos del interior. Entonces existe un modelo cocompacto
ET(S) de dimension igual a ved(I'(S)).

La dimensién cohomolégica virtual es calculada por Harer:

Teorema 5.2. [18, Thm. 4.1] Sea S una superficie orientable compacta, de género
g, con b componentes frontera y n puntos removidos del interior. St 29 +b+n > 2,
entonces

4g+2b+n —4 st g,b+n >0,
ved(I'(S)) = 49 — 5 sin,b =0,
2b+n—3 st g =0.

En [9] Degrijse y Petrosyan demuestran que para S una superficie de género
g > 2, I'(S) admite un modelo (9g — 8)-dimensional para ET'(S), con g > 2. El cual
se deduce de la siguiente:

Proposicién 5.3. [9, Cor. 6] Sea S una superficie cerrada, conexa, orientable, de
género g > 2. Entonces la dimension cohomoldgica de Bredon para la familia de
subgrupos virtualmente ciclicos de T'(S),

(T'(S)) <99 — 8.

1o



5.2. DIMENSION GEOMETRICA 45

5.2. Dimension geométrica

Sea S una superficie compacta con un ntmero finito de puntos removidos del
interior y x(S) < 0. En la Seccién 5.1 dimos resultados acerca de gdI'(S), la cual
coincide con la dimensién cohomoldgica virtual de T'(S) [1]. Notemos que si G C
['(S), entonces gdG' < gdI'(S). En esta Seccién veremos que gdI'(.S) es finita.

Para obtener un modelo para EI'(S) via la construccién de Liick y Weiermann,
dada en el Teorema 1.4, es necesario tener modelos para £ Nrs)[C] y Egjc)Nr(s)[C]
para [C] € [ZCr(g)].

Observacién 5.4. Del Teorema 1.2, un modelo para EgiciNr(s)[C] es un Np(g)[C]-
CW complejo X tal que el H-conjunto de puntos fijos X es contraible para
H € G[C] y es vacio cuando H ¢ G[C].

Del Lema 4.13 y la Observacién 4.14, podemos asumir que existe un tinico maxi-
mal C € ICFm(S) tal que NF(S)[C] = NF(S)(C). Sea WF(S)(C) = NF(S)(C)/C y la

proyeccion p: Nr(s) (C) — Wr(s)(C). Entonces un modelo para EWps)(C), con la
Nr(s)(C)-accién inducida de la proyeccién p, es un modelo para EgiciNrs)[C], para

cualquier [C] € [ZCrs)).

Teorema 5.5. Sea S una superficie orientable compacta, con un numero finito de
puntos removidos del interior y x(S) < 0. Entonces gdI'(S) es finita. Por lo tanto,

el grupo I'(S) admite un modelo para ET'(S) de dimension finita.

Demostracién. Observe que es suficiente probar que para [C] € I'(S) se tiene gdgio) Nr(s)[C] <
00, ya que Np(s)[C] C T'(S) y por tanto gdNr(g)[C] < gdI'(S) < oo.
. Suponga que S tiene frontera vacia. Sea [C] € ICrsy con C = (f), por el
Teorema de clasificacién de Nielsen-Thurston, f es un elemento pseudo-Anosov o un
elemento reducible.
(a) Si f es pseudo-Anosov, entonces Np(s)[C] es virtualmente ciclico y G[C] es la
familia de todos los subgrupos de Np(g)[C], entonces un modelo para Egjc)Nr(s)[C]
es un punto.
(b) Si f es reducible y f =II]_/T%?, con n; € Z — {0}, donde ay, ..., o, son los vérti-
ces de o = o(f). Por el Lema 4.9, se tiene que Np(s)(f) = Nrs)(f*) para cualquier
k # 0, entonces Np(s)[C] = Nr(s)(f), ¥y podemos suponer que mcd{n,...,ny} = 1.
Siguiendo la misma idea que en la Observacion 5.4, un modelo para EWps)(f)
con la accién inducida de la proyeccién Nrg)(f) — Wrs)(f) es un modelo para
Egic)Nr(s)[C]. Probaremos que gdWr(s)(f) es finita.
Note que cualquier elemento g € T'(S)% conmuta con f, porque ¢ fija cada «;, enton-
ces I'(S)) € Nres)(f). Ademds Npes)(f) € I'(S)s, por tanto I'(S)2 es un subgrupo
de indice finito de Np(s)(f), de hecho es normal, entonces

1 ——=T(S)y — Nr(s)(f) —= B—1,

g
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con B finito. Como f € I'(S)?,

1——=T(8)5/(f) —= Nrs)(f)/{f) —=B—=1.

g

Por el Teorema 1.16, si probamos que gd(I'(S)2/(f)) < co, podremos concluir que

gdWrs)(f) es finita. De (4.2), como f € ker(py) tenemos

l—— <TO¢17 seeey Tar>/<f> —>F(S>g/<f> - Hf:l F(S\u QZ) - 17

como (T, ..., Tp,) ~ Z" y f es identificado con la r-ada (ny, ...,n,) € Z" via ese iso-
morfismo, el cociente Z"/{(ny, ...,n,)) ~ Z"~1, porque gdc{ny,...,n,} = 1. Entonces

1 ——>2Z" "' —=T(8)0/{f) —= I, T(5, Q) — 1,

g

aplicamos el Teorema 1.15 para concluir que gd(I'(S)2/(f)) es finito, por tanto
@(WF(S)(]C)) es finito.

(c)Ahora si f es reducible, y p(f) es no trivial. Como Nr(s)[C] = Nr¢s)(f"), para
algin n # 0 tal que f* € T',,(5), asumiremos que f € T',,(S) y que C = (f)
es maximal en ZCr,, (s). Por la Observacion 5.4, si probamos que gdWrsC < oo,
entonces gd Fgic1Nr(s)[C] < oo. -

Notemos que Crs)(f)° < Nr(s)[C] con indice finito, entonces

1 — Crs)(f)° — Npoy (f) — F —1,
con F' finito. Como f € I',,(S), f € Cres)(f)°, entonces

1 —— Cr(s)(£)°/{f) — Negsy (f)/(f) —=F —1.

Por el Teorema 1.16, es suficiente probar que gd(Crs)(f)°/(f)) < 0.

Sea o = o(f), suponga que v, ..., , son los vértices de o y poo(f) = (f1, s fr)-
Renombrando las subsuperficies de S, tal que f; = ]dr(si) para i € {1,...,a} y

fi € I’(gj, Q;) es pseudo-Anosov para j € {a + 1,.., k}, entonces por la Proposicién
4.6 tenemos:

l—— <To¢17 ceeey Tow) - CF(S)(f)O ﬂ) H?:l F(§z7 QZ) Hk ‘/3 - 17

Jj=a+1

donde V; = CF(E; Qj)( f;) es virtualmente ciclico para cada j.

Denote por A = []7_, I'(S;, ;) H;?:a 41V}, entonces tenemos el siguiente homomor-
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fismo

V2 Crsy(N)°/(f) = A/{poo(f))
9(I) = Po0(9){Poo(f)),

el cual estd bien definido porque p,o((f)) = (ps0(f)) v es un homomorfismo so-
breyectivo porque pyp lo es. Luego, ker ¢ = p_5({ps0(f)))/(f) es abeliano. Ahora
veremos que gd(A/(ps0(f))) es finito. Note que

A e, 0(S;, Q)T 1V
<p0,0(f)> <([dF(S‘:)7"'ajdr(gz)afaJrla"':fk»
H?:a+1‘/j

= I1* §l‘, i T A
e T(S;, Qi) X (Fasts oos f1))

Como (f;) <V; es de indice finito Vj. Entonces si f = (foi1, .., fx),

1 H?=a+1<fj>/<f>—>H§:a+1vj/(f>—>1‘[f:a+lpj_>1’
con F} finito para todo j, entonces
1 ——=7Fot — 10k V() —=TIF Fj——1.

Por el Teorema 1.15, gd(IT%_, ., V;/( £)) es finita. Entonces aplicando el Teorema 1.15
a la sucesion exacta definida por v, podemos concluir que

gd(Cres) (f)°/{f)) < 0.

II. Suponga que la superficie S tiene frontera no wvacia. Siguiendo en forma
similar como en la Parte 1 (a), de (4.11),(4.12) y (4.13), aplicando Teorema 1.15,
concluimos que gdWrg)(C') < oc.

]

5.3. Cotas para la dimension geométrica

En esta Seccién probaremos que I',,(S) satisface la siguiente propiedad:

Propiedad Mzzycyey: Todo subgrupo H € ICr,(s) esta contenido en un
unico Hpee € ZCr,,(s) €l cual es maximal en ZCr,, (s).

Donde ZCr,,(sy denota el conjunto de subgrupos ciclicos infinitos de I'y,(.S). Esta
propiedad nos dard una cota para gdI',,(S) y por tanto para gdI'(S). Hacemos

referencia a las Secciones 3.6, 3.4 y 4.1, para notacién.
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Teorema 5.6. [20, Lem. 8.7] Sea S una superficie orientable cerrada, con un con-
Junto finito de puntos removidos y x(S) < 0. Sea G un subgrupo de T',,(S), con
m > 3. Sea 0 = o(G) y suponga que p,(G) = 115, G;, donde G; denota la proyec-
cion de la imagen sobre F(gi, Q,). El grupo G es abeliano si y solo si cada G; es
trivial o un grupo ciclico infinito.

Proposicién 5.7. Sea S una superficie orientable compacta, posiblemente con un
conjunto finito de puntos removidos del interior y x(S) < 0. Para m > 3, el grupo
[',.(S) satisface la propiedad Mrzaxcyey-

Demostracion. CASO 1. Supongamos que S tiene frontera vacia. Como I, (5) es
libre de torsién param > 3, entonces ZCr(s),, = VCVr(s),, —F LN 1(s),, es el conjunto
de subgrupos ciclcos infinitos de I',,,(S).
Es bien conocido que para superficies sin frontera S, elementos periddicos en I'(\S)
tienen orden finito, entonces por el Teorema de clasificacién de Nielsen-Thurston,
cada elemento en I';,(S5) es reducible o pseudo-Anosov.
Sea H = (f) € ICr,,(s). Observe que si K = (k) € ZCr, sy y H C K, entonces
K es generado por una n-ésima raiz de f en I',,(S) para algin n € Z — {0} y por
el Lema 4.8, se tiene que Cr,,(s)(K) = Cr,,(s)(H) luego K C Cr,,(s)(H). De hecho
probaremos que K esta contenido en un subgrupo abeliano libre de T',,(S), como
K es cualquier subgrupo en ZCr,,(s) que contiene a H, concluiremos que existe un
tnico maximal en ZCr,, () que contiene a H.

(i) Si f es pseudo-Anosov, por el Teorema 4.3, Cr, (s)(H) € ZCr,,(s), entonces
Cr,,(s)(H) es el tinico subgrupo maximal en ZCr,,(s) que contiene H.

(ii) Ahora supongamos que f es reducible y o = o(f) es su sistema de reduccién
canénico, por el Lema 3.26, Cr,,(s)(H) C I'y,(S),. Supongamos que o tiene vértices
Qq, ., 0, s€a Sy = S1U- - Sk ¥ po.m €s el homomorfismo sobreyectivo dado en (4.3),

Poam: Dm(9)e — T T,

donde T'; C F(gi, Q,) es libre de torsién para toda i y p,, tiene como nicleo un
subgrupo abeliano libre de (T,,, ..., T,,) ~ Z", suponga que ker(p,m) ~ Z°*, s < r.
Observe que cada T,, conmuta con f, en particular todo elemento de ker(pym,)
conmuta con f, si p,m(f) = (f1,..., fx), entonces

1 ——>7° — Cr,(s)(f) 25 T Cr, (i) — 1,

y por la Observacién 4.2, cada f; es la identidad o pseudo-Anosov. Sea p, (k) =
(k1, ..., k), entonces se tiene
(a) Vi, kif; = fiki,
(b) Vi , fi es raiz n-ésima de k; ya que f es raiz n-ésima de k y si f; = Id para
alguna j, entonces k; = Id, porque cada I'; es libre de torsion.

Sea L = {ly,....la} C{1,...,k}, tal que [; € L si y sblo si f;, es pseudo-Anosov.
Por el Teorema 4.3, Cr, (fi,) es ciclico infinito para cada l; € L. Vemos al grupo
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H?Zlelj (fi;) como subgrupo de IIf_, Cr,(f;), poniendo el subgrupo trivial {1} en
las coordenadas distintas de [y, ..., l4, y tomamos su preimagen

G = p;ln(H;llerlj (fl])) - Fm(S)m

entonces tenemos

|2 —— G2 O (fi) — 1

Luego, G C ', (9) y H;-IZIC’FZj (f;) = Z%, aplicando el Teorema 5.6, concluimos que
G es abeliano, y por construccién, para cualquier K € ZCr,,(s) tal que H C K se
tiene que K C G. Como G es abeliano libre, se tiene que existe un tnico maximal
en ZCr,,(s) que contiene a H.

CASO II. Supongamos ahora que S tiene b # 0 componentes frontera i, ..., Gp.
Sea

0s: T(S) = I(S),
el homomorfismo de encorche dado como en (3.4), tiene nicleo abeliano libre gene-
rado por T, ...., Tg,. Por definicién del homomorfismo 65 tenemos que O5(I'(.S),,) C
I'(S)m. Como cada Tj, actia trivialmente en H;(S5,Z), entonces ker(fs|r,.(s)) =
ker(fs). Por lo que se tiene,

1— 70— T (S) —2=T,(S). (5.1)

Es bien conocido que cuando S tiene frontera no vacia, I'(S) es libre de torsion,
entonces ZCr,,(sy = VCYr,.(s) — FLNT, s es el conjunto de subgrupos ciclicos
infinitos de I',,,(.9).

Suponga que A = (x) € ICr,,s) vy sea B = (y) € ICr,,(s) tal que A C B,
entonces 0g(A) = (0s(z)) C (0s(y)) = 0s(B). Como en el CASO I, veremos que B
esta contenido en un grupo abeliano libre de I',,,(5).

Por el CASO I, tenemos que existe un subgrupo abeliano libre G de Fm(§ ) tal
que si K € ICp 5 vy 0s(A) C K, se tiene que K C G. Sea G = 05(T,,(S))NG, el cual
también es abeliano libre porque Fm(§ ) es libre de torsién, note que B C 05'(G),
ya que y € 05 (0(y)).

Sean ¢1,90 € G, §1 € 05'(g1) v §2 € 05'(g2), como g1 y go conmutan, por
definicién de 65 debemos tener que g; y g; conmutan, por tanto 671 (G) es abeliano
libre. Hemos concluido que para cualquier B € ZCr, (s tal que A C B, B esta
contenido en un subgrupo abeliano libre, entonces existe un subgrupo maximal en
ICr,,(s) que contiene a A.

[

Finalmente podemos dar cotas para las dimensiones geométricas para la familia
VCY del grupo modular de una superficie y de sus grupos congruencia:
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Teorema 5.8. Sea S una superficie orientable compacta, con un niumero finito de
puntos removidos del interior y x(S) < 0. Suponga que m > 3, entonces

(1) gFm(S) < wed(I'(S)) + 1;
(2) Denote por [I'(S) : I',,,(S)] el indice de T',,(S) en I'(S), entonces

d0(S) < [0(S) : T(S)] - gl (S)
'(S) : Tn(9)] - (ved(I(S)) + 1).

IN

Donde ved(T'(S)) denota la dimensién cohomoldgica virtual de T'(.S).

Demostracion. Por el Teorema 1.17, la Proposicion 5.7 y el Teorema 5.5, concluimos
(1). Aplicando Teorema 1.16 tenemos (2). O

Del Teorema 1.4, tenemos el siguiente:

Corolario 5.9. Si M denota el conjunto de clases de conjugacion de clases de
subgrupos mazximales en ICr,, (s), un modelo para gF(S) es dado por el siguiente
['(S)-pushout celular,

HCGM F(S) XNF(s)C ENF(S)C ;EF(S)
cheMidF(S)XNF(S>cfc l
HCGM F(S) XNF(S)C EWF(S)C _>£F<S)

Donde EWrsyC' es un Nps)(C)-CW-complejo por la accion de la proyeccion NpsC —
Wrs)(C), i es una inclusion y las aplicaciones fo son celulares.



Capitulo 6

Grupo de trenzas de una superficie

Sea S una superficie y n € N. Fijamos P un conjunto de n puntos distintos del
interior de S. Ver [5] como referencia.

Definicién 6.1. Una n-trenza geométrica en S es una coleccién 8 = {1, ..., B}
que consiste de n arcos f;: [0,1] — S x [0,1], para i = 1, ..., n, llamadas cuerdas:

(a’> para 1= 17 ey T 6%(0) = (x270> y 5%(1) €P x {1}7
(b) para toda t € [0,1] y para toda i,j € {1,...,n}, i # j,

pi(t) # B;(1)
(es decir, las cuerdas son disjuntas);

(c) paratodat € [0,1] cada cuerda intersecta S x {t} en exactamente un punto (es
decir, las cuerdas son estrictamente mondtonas con respecto a la t-coordenada).

Decimos que dos trenzas geométricas son equivalentes si existe una isotopia (que
deja los puntos finales de las cuerdas fijos) de una a la otra a través de trenzas
geométricas. Esto define una relacion de equivalencia, y las clases de equivalencia
son llamadas n-trenzas. Sea B, (S) el conjunto de n-trenzas de S.

El producto de dos n-trenzas v y 3 es la concatenacién, definida por pegar
los puntos finales de v con los puntos finales de § (el intervalo I en cada caso se
comprime al intervalo [0,1/2]). Esta operacién no depende de la eleccién de las
trenzas geométricas representantes y es asociativo. El elemento identidad Id de
B,(S) es la n-trenza que deja cada cuerda vertical y el inverso de una n-trenza

B ={(B1(t), ..., Bn(t)) }repo,1) €s la n-trenza {(1(1 — 1), ..., Bu(l — 1)) hejo,1-

Definicién 6.2. El grupo B, (S) con esta operacién es llamado el grupo de n-trenzas
de S.

Hay un homomorfismo B, (S) — %, sobre el grupo simétrico, dado por la co-
rrespondiente permutacion de los puntos en P. Denotaremos al nicleo de este ho-
momorfismo por P, (S), el cual es llamado el grupo puro de n-trenzas.

o1
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Figura 6.1: Se muestra una n-trenza en la esfera.

6.1. Espacios de Configuracion

Definicién 6.3. Sea S una superficie compacta. EL n-ésimo espacio de configura-
cion de S es definido como sigue,

F.(S) ={(z1,...,x,) € S" | m; # x; for all 4,5 € {1,...,n},i # j}.

Dotamos a F,(S) con la topologia inducida por la topologia producto del espacio
S™. El espacio F,(S) es una variedad abierta conexa 2n-dimensional.

Existe una accién natural libre del grupo simétrico ¥, sobre F,,(S), permutando
las coordenadas. Denotaremos el cociente por la acciéon por D,(S) = F,(S)/%,,
puede ser pensado como el espacio de configuracion de n puntos desordenados. La
proyeccion p,,: F,(S) — D,(S) es una aplicacién cubriente regular [5, Prop. 1.1].
Ademas,

Teorema 6.4. [15] Sea n € N. Entonces
P, (S) = m(F,(S)) and B,(S) ~ m(D,(S5)).

Proposicién 6.5 ([34],[12]). Sea S una superficie compacta orientable. Entonces el

grupo de trenzas P,(S) y Bn(S) son libres de torsion si y solo si S es diferente de
S2.

6.2. Relacién con el grupo modular de una super-
ficie
El grupo modular de una superficie esta muy relacionado con el grupo de trenzas,

una referencia es [6]. Sea S una superficie compacta orientable y P un conjunto finito
de n puntos distintos del interior de S.
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Para el disco D?, se tiene el siguiente resultado.
Teorema 6.6. [5] B, (D?) ~ T'(D?* — P).

Teorema 6.7 ([13],[17],[6],[12]). Sea S wuna superficie compacta orientable distinta
de S%. Sea n > 1, entonces se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas:

1 —— By(S) —=T(S — P) —=T(S) — 1. (6.1)

1 — 7y — B,(S?) —>I(S? — P) —~ 1. (6.2)

6.3. Dimension geométrica

Observe que si GG es un grupo libre de torsiéon entonces EG = EG, ademas EG
es el cubriente universal de un espacio Eilenberg-MacLane K (G, 1).

Teorema 6.8. [12] Sea n € N. Suponga que S es una superficie compacta orien-
table diferente de S?. Entonces los espacios Fy,(S) y D,(S) son espacios Eilenberg-
MacLane de tipo K(P,(5),1) y K(B,(5),1) respectivamente.

Entonces si S es una superficie compacta orientable distinta de la esfera, de la
Proposicién 6.5 y el Teorema 6.8, tenemos modelos para EB,(S) y EP,(S). Por
tanto gd P, (S) = gdB,(S) < 2n.

Sea m > 3 fijo. Cuando la superficie es cerrada el grupo de trenzas puro P, (.5)
se realiza como un subgrupo de I';,,(S — P), entonces tenemos:

Corolario 6.9. Sea S una superficie cerrada orientable de género > 2. Entonces
tenemos

(i) gdPu(S) < 2n +1;
(ii) gdB,(S) < (2n+ 1)nl.

Demostracion. Seam > 3 fijo. Como P, (.S) se realiza como subgrupo de I',,,(S —P),
gdP,(S) < gdI'(S — P), del Teorema 5.8, concluimos que gdP,(S) es finita. Luego,
por la Proposicién 5.7, P,(S) cumple la propiedad M ;IN;(S)CV@;P” s> dada en la
Seccién 5.3. Aplicando el Teorema 1.17 concluimos que gdP,(S) < gdP,(S) +1 <
2n + 1. o

Ya que el indice de P,(S) en B,(S) es n!l, por el Teorema 1.16 tenemos (ii). O

En el caso de la esfera, sea n > 4. De la sucesién exacta corta (6.2) y de [16, Prop.
12], un modelo para EB,,(S?) es un modelo para ET(S? —P), con la accién inducida
por la proyeccién v: B, (S?) — I'(S* — P). Las cotas que dimos en el Teorema
5.8 aplican en este caso. Sin embargo podemos dar mejores cotas y modelos més
concretos. Es un trabajo en curso, en el cual queremos dar un modelo explicito para
n =5, con el cual se pueden hacer célculos en K-teoria [2].
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