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Introduccion

La mecédnica cuantica fue la solucion a varios problemas de la fisica de los anos 1920, como eran la
catdstrofe ultravioleta, el modelo atémico y algunas energias infinitas. Desde la formulacién de la mecanica
cuantica, ésta ha sido sumamente exitosa y se ha convertido en una parte clave de la ciencia. Se ha utilizado
para describir la superficie y el centro del Sol, la estructura del atomo, la fusién nuclear de estrellas, los
superconductores, el ADN y las particulas elementales, por mencionar algunos ejemplos. Una de las criticas
mas fuertes contra la mecanica cuantica es la incompatibilidad con la teoria de la relatividad de Einstein.
Durante varias generaciones, los fisicos han intentado generar formulaciones de la mecanica cuantica
mas comprensibles. Uno de los objetivos de la informacién cudntica, es el de desarrollar herramientas que
permitan a los cientificos tener una visién diferente de nuestro mundo y aumentar nuestra intuicién acerca
de la mecdnica cudntica.

Por ejemplo, en la década de 1980 hubo un gran interés en utilizar efectos cuénticos para generar
una senal que viajara mas rapido que la velocidad de la luz. Para realizar esta hazana, era necesaria
la clonacién de un estado cudntico. Si la clonacién era posible, entonces se podria tener una senal que
viajara mas rapido que la luz usando efectos cudnticos. Sin embargo, la clonacién de estados cudnticos
no es posible, a diferencia de la clonacién de estados clasicos. El teorema de no-clonacion, demostrado
cerca de 1980, es uno de los primeros resultados concernientes a la teoria de informacién cuantica. En los
anos posteriores dicha teoria fue desarrollada ampliamente obteniendo resultados sumamente interesantes
como: la manipulacién de sistemas de pocos atomos en trampas dpticas, la criptografia cudntica, la
correccion cuantica de errores y los algoritmos de bisqueda y factorizacion, por mencionar algunos.

Por otro lado, tomando en cuenta el problema de la comunicacion, en 1948 Claude Shannon publicé varios
articulos esenciales, estableciendo la teoria moderna de la comunicacién. En el capitulo de fundamentos de
la presente tesis se estudia la teorfa de la informacién clasica. Von Neumann fue el encargado de realizar
las definiciones andlogas en el caso de sistemas cuanticos. Una de las mayores diferencias entre un sistema
clasico y uno cuantico, es que sdlo éste ultimo puede presentar enredamiento. Dicha caracteristica de los
sistemas cudnticos representa un rol vital en casi todas las aplicaciones de informacién y computacion

cudntica. En los 1iltimos afios, ha habido un esfuerzo considerable por entender el enredamiento como un
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recurso de la naturaleza, asi como de cuantificarlo para utilizar sus propiedades para el envio y recepciéon

de informacién.

En este texto se intenta responder a la pregunta ;qué tan diferente es un sistema clasico de uno
cuantico en términos de correlaciones? Esta es una pregunta compleja, ya que la informacién contenida

en un sistema cudntico es dificil de cuantificar.

En el capitulo de fundamentos de esta tesis se estudian las cantidades relevantes para la transmisiéon de
informacién clésica. De igual manera se estudia la teorfa bésica de mediciones y el formalismo de estados
en mecanica cuantica, ademas de la generalizacion de los conceptos de informacion clasica. En este punto,
se hace especial énfasis en la entropia relativa cudntica debido a que, posteriormente ésta sera clave en el
texto. Asimismo, en este capitulo se estudia el formalismo del producto tensorial de espacios de Hilbert
para describir a sistemas bipartitas; ademéas se hace una especial menciéon del Teorema de Schmidt y

ademads se muestra una serie de demostraciones ttiles sobre operadores en espacios de Hilbert.

En el capitulo 2, se definen diferentes tipos de correlaciones: las correlaciones clasicas, el enredamiento
y la discordia. Primero se estudian sus definiciones originales, basadas en las mediciones POVM estudiadas
en el capitulo anterior. En el caso del enredamiento, éste se define utilizando la entropia relativa, de la
cual se prueban varias propiedades. Dichas propiedades son utilizadas para satisfacer las caracteristicas
necesarias de una buena medida de enredamiento. Después, se prueban algunas propiedades interesantes
sobre el enredamiento basado en la entropia relativa. Para estados bipartitos de dos qubits, se programa
un algoritmo en el lenguaje Python el cual, permite calcular el estado desenredado més cercano y el
enredamiento. Al final de este capitulo, se dan ejemplos donde se calculan las correlaciones; estos ejemplos
son simples, pero permiten observar las sutiles diferencias entre las correlaciones. Después de este calculo,
se hace una discusién sobre el hecho de que las correlaciones clasicas y el enredamiento no saturan las

correlaciones totales.

En el dltimo capitulo, se utiliza la entropia relativa para establecer un marco general para las correlaciones.
Con esto se intenta calcular todas las correlaciones usando un criterio en comin y ademas poder generalizar
estas correlaciones a estados multipartitos de dimensiones arbitrarias. Como comprobacién se reproducen
los resultados del capitulo anterior con este enfoque. De esta forma se espera resolver la pregunta central
de este texto, obteniendo una descomposicion exacta de las correlaciones en un sistema fisico y dando

una interpretacién de cada una de ellas.

Es necesario mencionar que este texto contiene una cantidad considerable de demostraciones y calculos
muy detallados. Esto se hace con la intencién de ofrecer un panorama completo al lector, es decir, que
el lector encuentre los calculos especificos relacionados con la entropia relativa y las correlaciones clasicas

para estados simples; sin la necesidad de consultar un nimero considerable de textos. Del mismo modo



se colocan ejemplos y comentarios que clarifican las definiciones.

Los conceptos basicos sobre la teoria de Informacién Cuéntica se tomaron de textos recomendados
para nivel Licenciatura, mientras que los conceptos sobre correlaciones cuanticas y clasicas se tomaron
principalmente de los articulos [9, 22, 23]. La representacién geométrica de las correlaciones estd basada

n [16]. El programa en Python fue programado por el autor de este texto usando las recomendaciones

en [16].
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Capitulo 1

Fundamentos

Los conceptos desarrollados en este capitulo fueron tomados de los textos [8, 24, 17].

1.1. Informacion en sistemas clasicos

La informacién estd presente en todas las actividades del ser humano. Medir la cantidad de informacién
en un sistema fisico es de suma importancia. Establecer una definicién consistente y general, sobre la
informacién contenida en un sistema fisico es de suma importancia. La informacién, si se medita un
momento, estd intimamente relacionada con la probabilidad. La definicién formal de entropia estd fundamentada
en un concepto similar al explicado a continuacién. Se toma un evento cualquiera, por ejemplo el evento:
Hay un tornado en la ciudad de México. El evento anterior tiene una probabilidad de ocurrencia muy
baja, por lo cual la cantidad de informaciéon que provee es alta. En cambio, el mensaje: La temperatura
ambiente en la ciudad de México es de 21° es un acontecimiento comiin, por lo cual la probabilidad de
ocurrencia del mensaje es alta. La cantidad de informacién que provee es pequena.

Con el ejemplo anterior, se puede inferir que la cantidad de informaciéon contenida en un evento
es inversamente proporcional a la probabilidad de ocurrencia de éste. Ahora se consideran dos eventos
independientes. El primero, la probabilidad de tener lluvia el dia de hoy. El segundo, la probabilidad
de obtener un cinco al lanzar un dado. Se supone que la probabilidad de ocurrencia de cada suceso es
de 50% y de 20 %, respectivamente. Se desea que la cantidad de informacién total, si ambos eventos
ocurren, sea la suma de la informacién de cada evento. La probabilidad de los eventos independientes es
la multiplicacién de las probabilidades de los eventos individuales. La funcién logaritmo es una funcion

que posee las propiedades deseadas. Con las justificaciones anteriores en mente, se construye la definiciéon

I =log, (%) . (1.1)

11
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1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

A lo largo del texto sélo se utilizara logy, por lo cual en lo sucesivo se omitird la base del logaritmo.
La unidades de medicion de la informacién, depende de la base del logaritmo. La unidad de informacién
aceptada es el bit, que se obtiene al usar log,. En caso de usar In a la unidad de informacién se le
denomina nat. Un bit se define como la unidad de informacién que aporta un evento con una probabilidad
de ocurrencia de un medio. La definicién de informacién fue propuesta en 1948 por Claude E. Shannon,
por lo cual ahora lleva su nombre. Esta definicién es verdaderamente general, ya que sélo es necesario que
exista un evento con cierta probabilidad.

Si ahora se considera un conjunto de eventos, es decir, una distribucién de probabilidad, la entropia

de Shannon de la distribucién de probabilidad es
k
H(p) = _pilog(pi), (1.2)
i=1
donde se denota la distribucién de probabilidad como p = {pi}le. En esta definicién tomamos 0log(0) = 0.

1.1.1. Probabilidad e informacién mutua

Establecidos los conceptos béasicos sobre la informacion, se usan conceptos de probabilidad para definir

cantidades tutiles en el calculo de correlaciones en sistemas clasicos.

Entropia conjunta

Dada una distribuciéon de probabilidad conjunta que depende de dos variables aleatorias = y ¥, se

define la entropia conjunta como

H(p(x,y)) = H(z,y) = = >_p(z,y)log(p(z,y)). (1.3)
z,y

Dicha entropia mide la cantidad de informacién que se encuentra contenida en la distribuciéon conjunta.
Ejemplo 1.1.1.

La entropia conjunta para la distribuciéon de probabilidad de dos monedas justas lanzadas simultaneamente.
En esta distribucién todos los eventos tienen probabilidad i. Hecha esta observacién, se puede calcular

la entropia de la distribucién de probabilidad {pi}?zlz

4
1 1
H(p) = —Zzlog (Z) = 2 bits.

i=1

12



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

Entropia relativa

Dada una distribucion de probabilidad conjunta, se puede definir la probabilidad marginal de una

variable. Se define como

=Y Pxy),

y de modo analogo para la variable Y. Utilizando la probabilidad condicional es posible definir la entropia
relativa entre dos distribuciones de probabilidad que poseen el mismo numero de variables, es decir,

{p(@)y==h v {q(y) Zzlf del siguiente modo:

p(x)
D(pllq) : Zp 10g( w)) (1.4)
—Zp ) log(p Zp )log(q(x))
=—Zp )log(q(z)) — H(x).

rQ

La entropia relativa representa la diferencia entre la informacién calculada con los eventos de ¢ distribuidos
de acuerdo a p, y la entropia de la variable p. La entropia relativa es no negativa. Si p = ¢, entonces la

entropia relativa es cero. A continuacién se muestra la prueba de la 1ltima observacién.

Observacion 1.1.1.

La entropia relativa clasica es no negativa para cualesquiera probabilidades p(x) y q(y)

D(p(x)llg(z)) > 0. (1.5)

Demostracion. La prueba radica en la siguiente desigualdad

In(z) <z—1 con x>0, (1.6)

la igualdad se alcanza en x = 1. La grafica de dichas funciones se muestra en la figura 1.1. Considerando

13



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

la siguiente serie de desigualdades:

Dp@)la(x) = 3 plz)log <p—

v
=3
— |
>
3 8
~—
8
S~—
e
—
|
=R
Q¢
~——

En la dltima igualdad se considera el hecho de que tanto p(z) como ¢(z) son distribuciones de probabilidad.

0

0.5 1.0 1.5 20

Figura 1.1: Gréfica de las funciones In(z) y = — 1.

La demostracion de la desigualdad (1.28) se muestra a continuacién

Demostracion. Primero es necesario probar que la funcién In es estrictamente concava se utiliza el teorema

12.19 en [3] el cual establece

Teorema 1.1.1. Sea I un intervalo abierto y suponga que f una funcion real tiene sequnda derivada en

1. Entonces f es estrictamente convexa en I, si y sélo si
f"(z) > 0.

Con lo cual para el caso f = In se tiene % In = —% < 0 para z > 0 con lo cual In es estrictamente

14



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

concava. Ahora utilizando el teorema del valor medio para funciones reales céncavas ([3] 12.21) se tiene

xl) (x —1)

In(z) —In(1) < <di In(z)

X

In(z) —In(1) < (z —1)

In(z) < (z-1)

Ejemplo 1.1.2.

Para ilustrar el concepto se calcula la entropia relativa de dos distribuciones iguales x y y, ambas con

cuatro eventos con probabilidad i cada uno.

2 2
p(ﬂﬁ))
(z||ly x) log (—
v ZZ P
—log(1)
=0.
Entropia condicional

Dada una probabilidad condicional {p(z|y)}., la entropia de z estd dada por H(z|y = a) := H(p(x|y =
a)) cuando la variable aleatoria toma el valor de a. Al valor esperado de esta entropia con respecto a la
distribucién de probabilidad y se le llama entropia condicional denotada por H(z|y). Dicha entropia

condicional estd definida como

ZZP p(x|y) log(p(xy)) (1.7)

N e ) log [ PEY)
- %p( l g( p(y) ) e
=— Zp(:c, y) log (p(z,y)) + ZP(CE, y) log(p(y))

Y

= H(x,y) +Zlog ZPCC?J
H(z,y —i—Zlog
= H(xz,y) — H(y).

15



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

Es necesario mencionar que las identidades usadas en la ecuacién (1.8) son exclusivas de la probabilidad
cldsica, por ejemplo la relacién p(x,y) = p(y)p(z|y) carece de sentido en el contexto cudntico. Esto
debido a que en la teoria cudntica, no es posible asignar una probabilidad conjunta a mediciones fisicas
relacionadas con observables que no conmutan. Por ejemplo, en el modelo del atomo de Hidrégeno puede
predecir una probabilidad conjunta para el momento angular total, energia, y el momento angular en
la direccién z para cualquier estado; pero nunca se puede establecer una probabilidad conjunta para la
posicién, la energia y el momento, ni para la componente z del momento angular y la componente x del

momento angular.

16



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

Ejemplo 1.1.3.

Se calcula la entropia condicional, para la distribucién de probabilidad de las dos monedas justas:
H(z|y) = 2bit — 1bit = 1bit.

En este caso como Vz y Vy p(z) = p(y), se tiene que H (z|y) = H(y|x).

La entropia de Shannon es una funcién céncava, dicha propiedad que se puede expresar de la siguiente
manera:

aH(p) + (1 —a)H(p') < H(ap+ (1 — a)p), a € (0,1). (1.9)

Informacion mutua

La informacién mutua se puede interpretar de manera clasica como la correlacién entre dos variables

aleatorias. La informacién mutua esta definida como

p(z,y)
Zp T,y log( x)p(y)) (1.10)

:prylog p(z,y)) prylog z)p(y))
T,y
= prylog Zlog

— H(z) + H(y) - H(x,y).
Se puede expresar la informacién mutua en términos de las definiciones anteriores. Dichas identidades son

I(a,y) = H(x) - H(zly) (L11)

= H(y) — H(y|z).

Si las variables aleatorias de la distribucién de probabilidad conjunta son independientes, entonces la
informacién mutua es cero. La informacién mutua es simétrica, es decir I(x,y) = I(y,x). Esta identidad

se deriva de la simetria de la entropfa conjunta y de las identidades de la ecuacién (1.11).

Por otro lado, es posible expresar la informacién mutua en términos de la entropia relativa. La

informacién mutua es la entropia relativa entre una distribucién de probabilidad conjunta p(z,y) y su

17



1.1. Informacién en sistemas clasicos Capitulo 1. Fundamentos

distribucién completamente descorrelacionada p(z)p(y), es decir,

D(p(x,y)llp()p(y)) =>_ p(x,y) log(p(x,y)) — log(p(x)) — log(p(y)))] (1.12)

z,y

= H(z)+ H(y) — H(z,y)

=1I(x,y) (1.13)

En la figura 1.2 se presenta un diagrama comparativo de las cantidades definidas en esta seccion.

H(X) H(Y)

Figura 1.2: Diagrama de comparacién entre las distintas medidas de informacién.

18



1.2. Mediciones en mecénica cuantica Capitulo 1. Fundamentos

1.2. Mediciones en mecanica cuantica

Los conceptos bésicos de la teorfa cudntica expresados a continuacién fueron tomas de [8].

1.2.1. Matriz de estado

En la practica, la mayoria de las veces es imposible producir un sélo estado cuantico, debido a esto
se considera un conjunto de estados. El sistema a estudiar puede hallarse en cualquiera de estos estados,
con cierta probabilidad. A los sistemas cudnticos que estdn completamente caracterizados por un vector
|¢)) en un estado de Hilbert H se les conoce como estados puros.

Cualquier estado en mecénica cuantica estd descrito por una matriz Hermitiana, llamada matriz de

densidad. Cualquier matriz de densidad cumple con las siguientes propiedades:

= La suma de las entradas de la diagonal de una matriz de densidad es uno. Esto debido a que dichos
elementos son las probabilidades de encontrar al sistema en los diferentes estados permitidos, es

decir, Tr(p) = 1.
= Una matriz de densidad es una matriz positiva semi-definida, es decir, p > 0.
= Una matriz de densidad es Hermitiana, es decir, p = pf.

La matriz de densidad es un operador que actia sobre elementos del espacio de Hilbert H, al conjunto
de matrices de densidad que actian sobre H se le denotara como S(#). El vasto nimero de matrices de
densidad de estado se puede clasificar en dos grandes grupos: los estados puros y los estados mixtos.

Un estado puro tiene la propiedad de que su matriz de densidad se puede expresar como p = [1) (1|
En cambio un estado se considera mixto si su matriz de densidad se puede escribir de la siguiente forma
>_ @ilu;){ui|, donde {|u)} € H es una base ortonormal de H y o; € R satisface > o; = 1.

Z Una manera sencilla de comprobar que una matriz es positiva semi-definida es anlcular sus eigenvalores,
ya que los eigenvalores de una matriz positiva semi-definida son no negativos. Otro consejo ttil para
distinguir a la matriz de densidad de un estado puro de la de un estado mezcla, de manera sencilla, es

calcular la cantidad Tr(p?), tomando en cuenta que para un estado puro Tr(p?) = 1, mientras que para

un estado mezcla Tr(p?) < 1.

1.2.2. Mediciones proyectivas

Las mediciones proyectivas, también llamadas mediciones Von Neumann, son un tipo particular de

mediciones en mecanica cudntica. Un operador proyectivo puede representarse con una matriz Hermitiana

19



1.2. Mediciones en mecdanica cuantica Capitulo 1. Fundamentos

que cumple las siguientes propiedades:

Estos operadores proyectivos, cumplen una relacién de ortonormalidad, es decir, P;P; = 0; jF;. Ademds
deben de cumplir la siguiente relacién conocida como relacién de completez ) | P; = I, donde I denota la

J
matriz identidad.

1.2.3. POVM

Una medicién sobre un estado en mecédnica cudntica estd descrita de la manera méas general por un
conjunto de matrices Hermitianas denotadas por M = {M,} cq. Dichas matrices cumplen las siguientes

propiedades:
M,>0, > M,=L (1.14)

Al conjunto de operadores positivos M = {My} cq, se le llama Medicion con operadores de valores
positivos (POVM). Estos operadores no son necesariamente matrices de proyeccién. Un breve esquema

sobre una medicién en mecdnica cuantica es el mostrado en la figura 1.3

Valor de la medicién

—

Densidad de estado Medicion

Figura 1.3: Esquema de medicién en mecanica cuantica.
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1.2. Mediciones en mecénica cuantica Capitulo 1. Fundamentos

La probabilidad de obtener el valor w en una medicién correspondiente al POVM M = {My} o,

estd dada por

P () = Te(pM,) (115)

Esta definicion cumple las siguientes propiedades:
ZTT(pr) =1, Tr(pM,) >0, Vwe Q.
w

Dichas propiedades estan relacionadas intimamente con las propiedades de una distribucién de probabilidad.
Los postulados de la mecanica cudntica establecen que la matriz de densidad después de la medicién queda
determinada por

M., pM]
g = wb e (1.16)

Tr (MopMl)

1.2.4. Procesos de purificacién

Existen tres diferentes ingredientes envueltos en el proceso de concentrar el enredamiento en un sistema
cuantico. Este protocolo de concentracion puede ser llevado a cabo como se menciona a continuacion. Se
consideran dos sujetos Alice y Bob separados cierta distancia en el espacio, cada uno comparte un elemento

de n pares de estados cudnticos |1)) donde [¢)) se puede expresar como

) = VBI00) + /T = pl11),

Con lo cual es posible concentrar el enredamiento mediante procesos de purificacién en m pares de los
originales n estados con cierto enredamiento, siempre que m < n. Un esquema de este protocolo se muestra

a continuacién Estos procesos de purificacién solo permiten aumentar el enredamiento de manera local,

Operaciones locales de Alice Operaciones locales de Alice
> 1 0000@
® SO Ty D

< < <

S Ty Ty Concentracién ~ ~
del - -
damiento )

Comunicaciéon ® n enre
clasica w |EPR> ®m §
D

G 22 > >
<

I — 2
S Y < <
~ ~ ,,-'"> ~ ~ r""> /"'> ~ ">
ml.....l I.....I
. .
Operaciones locales de Bob Operaciones locales de Bob
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es decir en los m pares del total de n en el protocolo discutido anteriormente. El proceso de purificacion

se lleva a cabo considerando una combinacién de las siguientes operaciones [22]

1. Mediciones locales generales (LGM): éstas son llevadas a cabo sobre dos subsistemas A y B separadamente

y son descritas por dos conjuntos de operadores que satisfacen la relacién de completez » ATA; =14

y Z B;'Bj =1p. La accién conjunta de ambos est4 descrita por Z A;®@Bj = Z A ® ZZ B;j, el cual
es Jde nuevo un conjunto de mediciéon completo y local. Y Z ’

2. Comunicacion clasica (CC): en este caso la accién de A y B puede estar correlacionada. Esto puede
ser descrito por un POVM en el espacio completo A+ B y no necesariamente se puede descomponer
en una suma de productos directos de operadores, como en el caso anterior. Si pap describe el
estado inicial compartido entre A y B entonces la transformacion que comprende LGM+CC puede

escribirse como

®(pap) = Z A; ® BipapAiT ® B, (1.17)

(2
donde A;YA; B, B; = T es decir, las acciones de A y B estan correlacionadas. A esta representacion
i
se le llama la representacién de Kraus [15]. La correlacién en la comunicacién clésica surge de la
posibilidad de que Alice realice una medicién local en el subsistema A y comunique su resultado

mediante un canal cldsico (teléfono, e-mail,etc.) a Bob para que el realice cierta medicion.

3. Postseleccion (PS): se lleva a cabo en el ensemble final de acuerdo a los dos procedimientos mencionados
con anterioridad. Matematicamente se interpreta como una medicién general que no es completa,
es decir, que deja fuera algunas operaciones. La matriz de densidad que describe al nuevo estado
obtenido (como un subconjunto del original) tiene que ser normalizada correctamente. Supongamos
que se quiere mantener sélo los pares en los cuales se ha obtenido un resultado de la medicién con

los operadores A; y Bj, entonces el estado del subconjunto escogido puede escribirse como

A; ® BipapAi' @ Byl
Tr(A; ® BipapAi' @ BiT)’

pAB — (1.18)

donde el denominador es la normalizacion requerida.

Una manipulacién de alguna de las tres operaciones anteriores se considerara un proceso de purificacion.

1.3. Sistemas compuestos

Los elementos de estados compuestos mencionados a continuacién estan tomados del texto [8]. Ahora,

para poder generalizar las definiciones relacionadas con la informacién al caso de sistemas cuanticos, es
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necesario considerar sistemas cudnticos compuestos. Para la descripcion de estos sistemas es necesario
estudiar la estructura del producto tensorial de dos o mé&s espacios de Hilbert. Se toma el caso de un
sistema compuesto por dos subsistemas A y B. Cada uno de los subsistemas tiene asociado un espacio
de Hilbert H4 y Hp, respectivamente, mientras la matriz de densidad p del sistema completo es un
operador en el espacio de Hilbert H4 ® Hp = Hap. Cuando el subsistema H 4 (Hp) posee una base
ortonormal {|uf!),..., ]uﬁ‘ﬁ} ({|uf), ..., |ugyB)},) respectivamente, el espacio que representa al sistema
completo H 4 ®@Hp tiene como base {|uf') @ [uf), ..., |u‘14>®|ufB>, lug) @ uf), ..., |u‘24>®|udBB>, e |u§A>®
[ub), ..., |u§‘A> ® |udBB>}. La cardinalidad de este conjunto es d4 X dg. Usando d4 x dp nimeros complejos

(27), los elementos de H 4 ® Hp pueden ser escritos como Y 27 [uft) ® ]uf ). El producto tensorial de dos
0,
vectores ut = 3" 2Fuf) y uf =3yt uP), se define como ut @ uP = 3" 2Fy!jul) ® |uP). Para simplificar
k ! k.

la notacién se define |u4) ® |u®) = |u?, uP). El producto tensorial X4 ® Xp de un operador X4 que acttia

sobre elementos en H 4 y otro operador Xp que actia sobre elementos en Hp se define como
Xa @ Xp(|ui) @ |vg)) = Xa(lui) @ Xp(|vg)). (1.19)

La traza del producto tensorial de dos matrices se calcula como

Tr(Xa ® Xp) = Tr(Xa)Tr(Xp). (1.20)
Ademads se define
(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD). (1.21)
Con lo cual podemos calcular
Tr((A® B)(C ® D)) = Tr(AC)Tr(BD). (1.22)

Existe un concepto andlogo al de probabilidad marginal. Dicho concepto es el de estado reducido. El
estado reducido al subsistema A es el que contiene la informacién concerniente sélo al subsistema A.
Este estado reducido se denota por la matriz de densidad Trpp4p. De modo andlogo se define el estado
reducido al subsistema B. Dichos estados reducidos se obtienen aplicando la operacién de traza reducida.
Para especificar el espacio en el cual se estd reduciendo el sistema, se coloca un subindice indicandolo. La
traza reducida es un operador que actia sobre matrices de densidad en el conjunto S(Hag) y devuelve

matrices en el conjunto S(Ha) o S(Hp). Por ejemplo la matriz de densidad reducida al subsistema A, se
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define como Trp(pap) = pa € S(Ha), y cumple

Tr(Trp(pap)X) = Tr((X @ Iy, )p). (1.23)

De modo analogo se define Tr4p. Asi en el caso de un sistema compuesto, se define la matriz reducida en
el subsistema A como p4 = Trppap. De manera andloga se define pgp = Trapap, la matriz reducida en

el subsistema B. La traza parcial puede ser calculada de la siguiente forma:

dp
P9 =3t @ uPlplut ®uP),  Trpp =3 plul)(ul. (1.24)
k=1 ,J

La dltima expresién puede escribirse como

i,k 7
donde
p= 3 PP DA B i | (1.20
1,7,k,l

Denotando P, como una proyeccién de Hap a Ha ® ukB , la 1iltima expresién se reescribe como
dp
Trpp= >  PupPi. (1.27)

k=1

A continuacién se introduce una definicién de utilidad en el resto del texto.

Definicion 1.3.1. Se define el logaritmo natural de una matriz diagonalizable como
In(p) = Uln(AYU Y, (1.28)

donde U es la eigendescomposicion de la matriz p. La matriz A es una matriz diagonal en la cual se
encuentran los eigenvalores de la matriz p. La matriz U es una matriz que tiene como columnas los

eigenvectores de p.
A continuacion se prueban una serie de resultados de utilidad.

Teorema 1.3.1 (Descomposicién espectral.). Cualquier operador hermitiano M en un espacio vectorial

V' es diagonal respecto a alguna base ortonormal para V.

Demostracion. La prueba se hace por induccion sobre la dimension d del espacio. Para el caso d = 1 no hay
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nada que hacer. Sea A un eigenvalor de M, P el proyector sobre el subespacio generado por el eigenvector
asociado a A y @ el proyector sobre el complemento ortogonal. Entonces M = (P + Q)M (P + Q) =
PMP+PMQ+QMP+QMQ. Por la definicién de P se tiene PM P = AP. Del mismo modo QM P = 0,
ya que M mapea a P en si mismo. Se asegura también que PMQ = 0. Para observar esto, sea |v)
un elemento del subespacio P. Entonces MMT|v) = MTM|v) = AMT|v). Con lo cual MT|v) tiene a X
como eigenvalor, por lo cual M T]v> es un elemento del subespacio P. De lo cual se sigue QMTP = 0.
Tomando el adjunto de esta ecuacién se tiene PM@Q = 0. Con lo cual M = PMP + QMQ. Ahora, se
prueba que QM@ es hermitiana. Para comprobar esto se debe notar que QM = QM (P + Q) = QMQ, y
QM =QMT(P + Q)=QM fQ. Con lo cual, considerando la normalidad de M, y la observacién de que

Q*=0Q,

QMQQM'Q = QMQM'Q
= QMM'Q
= QM'MQ
= QM'QMQ
= QM'QEMQ,

con lo cual QM Q) es hermitiana. Por hipétesis de induccién, QM Q es diagonal con respecto a alguna base
ortonormal para el subespacio ), y PM P es diagonal con respecto a alguna base ortogonal para P. Con
lo cual se sigue que M = PM P + QMQ es diagonal con respecto a alguna base ortogonal para el espacio

vectorial total. O

Este teorema establece que M puede ser escrita como M = > \;|i)(i|, donde \; son los eigenvalores

(2
de M, |i) es una base ortonormal para V', y cada |i) un eigenvector de M con eigenvalor A;.

A continuacién se prueban ciertas igualdades de utilidad. Se suponen las eigendescomposiciones de las

matrices de densidad p; = U1 A4 Ut y p2 = UsAsUs T, respectivamente. Es conveniente notar que

p1 @ p2 = (U1 A ULY) @ (UaAyUsT)
= (U1 @ Up) (A UL T @ ApUsT)
= (U, @ Ug) (A1 @ Ap)(Uy ® Upl)

= (U1 @ Uy)(A1 @ Ag)(Uy ® Up)' (1.29)

A continuacion se considera A; = diag()\gl) . )\S)) y Ay = diag()\f) . /\ﬁﬁ)), donde diag representa una
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matriz diagonal. Se tiene

In(A; ® Ag) = diag(In(AV Ay), ..., In(ADA,))
= diag(In(AM)L, + In(Az), ..., In(A)L,, + In(Ag))

=In(A1) @ L, + I, ® In(Ag). (1.30)
Con lo cual se puede probar

(A1 @ A2)(In(A1 ® Ag)) = (A1 @ A2)(In(A1) ® Iy, + T, ® In(Az))
= (A @ A2)(In(A1) ® I,) + (A1 ® A2)(I, ® In(As))
= (A1In(A1)) ® Az + A1 ® (AgIn(Ag)). (1.31)

En el caso de un sistema compuesto, las mediciones se pueden presentar en el subsistema A, en el
subsistema B o en el sistema total. Considerando la observacién anterior surgen algunas preguntas:

iLa medicion en el subsistema A afecta al subsistema B? ;Una medicién en el sistema total afecta de
igual manera al subsistema A y al subsistema B? Una medicién en el sistema total que sélo afecte al
subsistema A puede expresarse como un producto tensorial M4 @ Iz. Con lo cual, el estado referente al

subsistema A, después de la medicién en el subsistema B, queda expresado como

AN = ey T | (19 VM2 ) pas (1002 ) | (132)

Se introduce una notacién que facilita la escritura de las ecuaciones:

PMP () = Tr [pap (o MP)] .

PAB

Considérese un producto tensorial de espacios de Hilbert H = H 4 ® Hp. En dicho espacio de Hilbert

se puede definir un estado desenredado.

Definicion 1.3.2. Un estado pap estd desenredado si, y solo si, el estado se puede escribir como

paB =Y pips © pp, (1.33)

(2

donde Y p; =1 y p; > 0 para todo i. En cualquier otro caso el estado estd enredado.
7

Es importante mencionar, que todos los estados en la expansion anterior pueden tomarse como estados

puros. Ademés es necesario mencionar que el conjunto de matrices de densidad desenredadas es un
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conjunto convexo. Este hecho es directo de la definicién ya que al tomar una suma convexa de cualquier

numero de estados desenredados nos da un nuevo estado desenredado.

1.4. Descomposicion de Schmidt

A continuacién se muestra un teorema de mucha utilidad para estados bipartitas.[1]

Teorema 1.4.1. Un estado puro bipartito |a) € Hap se puede expresar de la siguiente forma:
o) = cijlai) ® |by), (1.34)
/[:7]'

donde {|a;), |b;)} son dos bases ortonormales. Entonces este estado se puede escribir de una manera mds

conveniente:

|a>zzan|>\n>®|¢n>, n=1,...,min[dim Ha, dim Hp],

donde a, es una distribucion de probabilidad y las bases {|\;),|p;)} son ortogonales para Ha y Hp

respectivamente

Demostracion. Sea un estado arbitrario |a) escrito como en la ecuacién (1.34). Se calcula la matriz
reducida del sistema conformado por |a)(c|, para el subespacio A; ademés se supone su descomposicién

espectral de la manera

Pt =D lanl ) il (1.35)

Ahora es posible escribir los estados |a;) en términos de los vectores |Ay,),

jai) = > tin|An)-

Entonces el estado original toma la forma

@) =Y wincij|An) @ [b)),

gn

=" dnjlAn) @ |b)).
nj

De este modo se obtiene la matriz de densidad reducida de esta iltima ecuacién haciendo uso de la traza
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parcial

p" = Trg (lo)(al)

=Trp | D dnjdi, | Anbi)(Aibm]

njlm

= 3 g Fml ) (N

njlmk

= Z Arn @i | An) (At

nlm

Ahora comparando la ecuacién (1.36) con la ecuacién (1.35) se obtiene

> dumdiy, = lan|? 6u.

(1.36)

(1.37)

Esta condicién asegura que los estados |¢n) = ) (dn;/an)|bj) son ortonormales.

J

(Brlor) =D 22 bilbs)

i i
2w
i ki
g
— QE
K3

_ |ag|? O
aray

con lo cual, se obtiene el resultado deseado

) = Zan‘)‘n> ® |dn)-

A las bases |\,) v |¢n) se les conoce como las bases de Schmidt para

(1.38)

los subsistemas A y B,

respectivamente, y al ntimero de valores a, diferentes de cero se le conoce como el nimero de Schmidt

para el estado |a). El nimero de Schmidt es una propiedad importante de un sistema cuéntico compuesto,

el cudl se puede interpretar como la cantidad de enredamiento del sistema. Ademas el nimero de Schmidt

se preserva bajo transformaciones unitarias en los subsistemas A y B por separado, lo cual hace al nimero

de Schmidt una propiedad ttil.
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1.5. Generalizacién de los conceptos de informacion

Los conceptos presentados a continuacién fueron tomados de los textos [17, 8, 24] En el caso de los

sistemas cudnticos se puede generalizar el concepto de entropia de Shannon. La definicién equivalente es

S(p) = =Tr(plog p). (1.39)

Esta cantidad se conoce como la entropia de Von Neumann. Dicho concepto es andlogo al concepto de la
entropia de Shannon. Para una matriz de densidad p se puede calcular su entropia de Von Neumann a

través de sus eigenvalores del siguiente modo:

donde A son los eigenvalores de la matriz de densidad. Es decir, la entropia de Von Neumman de una
matriz de densidad es idéntica a la entropia de Shannon de los eigenvalores de la matriz de densidad.
Para observar este hecho es necesario considerar la eigendescomposicién de p como p = UTAU, entonces

se tiene

— Tr(pln(p)) = —Tr((UTAU)UT In(A)U)) = =Tr(UTAIn(A)U) = —Tr(AIn(A)), (1.40)

donde se uso la propiedad de que la traza es invariante ante transformaciones unitarias y la ecuacién
(1.28) de la definicién del logaritmo sobre matrices diagonalizables. A continuacién se enuncian algunas

propiedades de la entropia de Von Neumann.

1. La entropia de Von Neumann es no negativa, ademés ésta es cero si, y sélo si, el estado es puro.

2. En un espacio de Hilbert d-dimensional, la entropia es a lo més log(d). La entropia es igual a log(d)

si, y solo si, el sistema estd en el estado completamente mezclado p = 1/d.
3. Si un sistema compuesto por dos subsistemas AB estd en un estado puro, entonces S(A) = S(B).

4. Suponiendo que p; son probabilidades, y los estados p; tienen soporte en subespacios ortogonales,

entonces

S (me) = H(pi) + ZpiS(pi)- (1.41)

5. Suponiendo que p; son probabilidades, |i) son estados ortogonales para un sistema A, y p; es cualquier

conjunto de operadores de densidad para otro sistema B, entonces

S (ZMW\ ® Pi) = H(pi) + ZPiS(Pz‘)- (1.42)
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Demostracion. 1. Se toma en cuenta que Tr(p) = Tr(UTAU) = Tr(A) = 1, aprovechando las propiedades
de la traza, donde A es la matriz diagonal de los eigenvalores de p. Los eigenvalores de p se encuentran
todos entre 0 y 1, con lo cual el logaritmo de los eigenvalores es negativo y por ende la entropia de
Von Neumann es no negativa. Si el estado es puro todos los eigenvalores son cero, a excepcién de

uno que toma el valor de uno, por lo cual la entropia es cero.

2. Tomando en cuenta la entropia relativa y el hecho de que es no negativa, que se demuestra mas

adelante en el texto, se tiene

0< S (pl[T/d) = ~S(p) + log(d). (1.43)

3. De la descomposicion de Schmidt, se sabe que los eigenvalores de las matrices reducidas de los
subsistemas A y B son idénticos. Como la entropia estd completamente determinada por los eigenvalores,

se tiene S(A) = S(B).
4. Sean )\g y |eg> los eigenvalores correspondientes a p;. Se observa que pi)\g y |eg> son los eigenvalores

y los eigenvectores de Y p;p;, con lo cual
i

S (me) =— ZPM{ log(pi X))

tj
= — sz)\ log(p;) sz)\] log()\])
ij
:—Z)\]ZpllogpZ ZpZZ)\Jlog (X))
:—Zpllog i) szz)\]bg )‘j)

= H(pi) + ZPiS(Pi),

lo que se deseaba demostrar.

5. Se utiliza el resultado anterior y la primera propiedad para obtener

S (ZPZ”LMZ‘ ®pi> = H(p; +sz )(i| ® pi)
H(p; +sz ) +S(pi))

= H(pi) + ZPiS(Pz‘)-
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En la prueba de la dltima desigualdad se ha hecho uso de una propiedad de suma importancia de la

entropia. Se enuncia y demuestra a continuacién

Observacién 1.5.1 (Entropia de un producto tensorial). Sean p1 y p2 dos matrices de densidad. Se

cumple

S(p1® p2) = S(p1) + S(p2)- (1.44)

Demostracion. Se suponen las eigendescomposiciones de p1 y p2, como p; = U Aq UlT y p2 = UQAQUQT,

S(p1 @ p2) = =Tr((p1 @ p2) In(p1 ® p2))
—Tr(((Uh @ Us) (A @ Ao)(Uy @ Us) ) (U7 @ Us) In(A1 @ Ag)(Uh @ Up)')

)
~Tr((Ur © Uz) (A1 @ Ag) In(Ay ® Ag)(Ur @ Us)")
—Tr((Ar ® Ag)(In(A; ® Ag)))
—Tr((A1In(A1)) ® A2 + A ® (A2 In(A2)))
((

)
—Tr A1 ln Al))

S(p1) + S(p2)-

Tr(Ag) — Tr(A;)Tr(Ag In(As))

En la primer igualdad del desarrollo anterior se hace uso de la ecuacién (1.28), en la tercera igualdad se
toma en cuenta que la traza es invariante ante transformaciones unitarias. En la cuarta igualdad se hace
uso de la ecuacién (1.31). En la ultima igualdad se hace uso de la ecuacién (1.40) para poder expresar la

entropia en términos de sus eigenvalores. O

La entropia relativa definida en la ecuacién (1.4) se puede generalizar a una entropia relativa cudntica

D(p||o) para matrices de densidad p y o como

D(pllo) = Tr[p (log p — log o). (1.45)

La informacién mutua para sistemas clasicos se puede extender a sistemas cudnticos. Ajustando esta

definicién se obtiene

I(pap) = S(pa) + S(pB) — S(pan)- (1.46)

Ahora es necesario indicar que debido al comportamiento de las mediciones en un conjunto completo
de observables, las equivalencias presentadas en las ecuaciones (1.11) no son equivalentes en este caso.
Esto se debe a que la igualdad P(Y)P(X|Y) = P(X,Y) no tiene sentido en el &mbito cudntico, como ya
se habfa mencionado en la discusién de la ecuacién (1.8). Para obtener la cantidad representada por la

ecuacién (1.11), es necesario calcular primero la entropia condicional. El estado después de una medicién
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en el subsistema B estd expresado en la ecuacién (1.32). Considerando este estado se calcula su entropia

como se muestra a continuacién

S [pap|MF] Z s (W)S [palMT] . (1.47)

Con la definicién anterior se puede establecer la cantidad

Ju(pa) = S(pa) — S [pap|MJ]. (1.48)

En la seccién anterior se mencioné que esta definicién es equivalente a la informacién mutua en el ambito
clasico. En el caso de un sistema cudntico dicha definicién no es equivalente, como se discutira mas adelante
en el texto.

Un modo geométrico para definir la informaciéon mutua de un sistema cudntico bipartita, es utilizar la
entropia relativa como una funcion de distancia, es importante notar el hecho de que la entropia relativa
no es reflexiva, es decir, D(o||p) # D(p||o) para dos matrices de densidad cualesquiera, asi la informacién

mutua se puede expresar en términos de la entropia relativa como

D(pagllpa ® pp) = Tr[pap(In(pap) — In(pa ® pB))] (1.49)
= —S(pap) — Tr[pap(In(pa) ® Ip)] — Tr[pap(la ® In(pp))]-
= —S(pap) — Tra[Trplpap(In(pa) @ Ip)]] — Trp[Tralpas(la ® In(pp))]]
= —S(paB) — Tralpaln(pa)] — Trplpp In(pp)]

= S(pa) +S(pB) — S(paB) (1.50)

Es decir, la distancia entre la matriz de densidad p4p y su contraparte separable p4 ® pp medida con la

entropia relativa.

1.6. Desigualdades entrépicas en sistemas cuanticos

Se comienza este capitulo probando dos lemas que seran de utilidad.

Lema 1.6.1. La funcion —1In(x) es una funcidn convexa entre operadores.

1

Demostracion. Primero se prueba que el operador 7" es un operador convexo en (0,00). Sean A y B,

operadores estrictamente positivos, tales que A < B. En el caso particular donde A = I, se tiene que

M+ (1—=XNB) ' <A+ (1-\B™L (1.51)
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El resultado anterior se cumple debido a que B conmuta con la identidad y la funcién ! es convexa en

, . . o 1.1 .
los nimeros reales. Si ahora se realiza la sustitucion B = A“2 BA™ 2, se obtiene

(M+-0A3BAE) " <A+ - (aiBa) (1.52)

De este modo se puede obtener la desigualdad

-1
AT (MI+(1-NATEBATE)  ATH <A ()\]I +(1-X) (A73BATE) > Az
= M+1-NB)'<axAat+1-NBL

Ahora se hard uso de la siguiente representacién integral del operador —In(a):[1]

~In(a) = 7<a it - %) dt. (1.53)
0

La expresion para operadores estrictamente positivos toma la forma

—In(A4) = 7O<(A +40) "t — (I - t}I)_1> dt. (1.54)
0

Aprovechando la linealidad de la integral para demostrar la convexidad de —In(A), sélo es necesario

probar la convexidad del operador (A + tﬂ)_l; es decir,
A+ 1 =NB+t) P < AA+D) 4+ (1= \)(B+tD) .
Si se reescribe la ecuacién anterior del siguiente modo
AA+) + (1 =NB) "< AA+D) T+ (1 =N (B+tD)™ !,
se tiene demostrada la convexidad, basada en la ecuacién 1.51. [l

A continuacion se demuestra otro Lema de utilidad.

Lema 1.6.2. Si f es una funcion de operadores convexa y U : V. — W es unitaria (donde dim V' <

dim W), entonces f (UTXU) < UTf(X)U para todos los operadores X.

Demostracion. El caso donde U mapea V en W concluye que f (UTX U ) = UTf(X)U debido a la

descomposicién espectral de los operadores. La parte méas complicada consiste en probar la desigualdad
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estricta. Asi suponemos que U no mapea completamente V' a W. Definimos II un proyector en el rango
de W' de U (W' es el subespacio de W en el cual la isometria toma vectores en V), y sea Il = I — II
un operador en el complemento ortogonal. Si se adopta la notacion fy, fir v fiy para la funcién f sobre

diferentes espacios. Para el subespacio restringido V', se tiene la igualdad
fr(UTXU) = fiy (UTII(IIXIDIIU), (1.55)

la cual puede reescribirse como

fr(UTXU) = UTTLf (TIXTN)IIU, (1.56)

del hecho de que fy es una funcién inyectiva. Hecha esta observacién, es suficiente con probar la siguiente

desigualdad para demostrar el Lema:
Fw (IIXTI) < II fyy (X)II. (1.57)

Se considera

fwr (TIXTL) = ILfy (ILX DI = ILfy (ILX T + ILX T, (1.58)
ya que

Sw (XTI + TIXTL) = fW (ILXTI) + fyp (ILXTI),

IT fyy (IT) X TITT = 0.

Sea S = II — II unitaria en el espacio W y recordando que II + 1= I, se sigue que

A ~ A

X +SXST  (M+ID)X(I+10) + (IT - )X (IT - 1I)
2 N 2

= [IXTI + XTI

Ocupando la igualdad anterior, ademas de la convexidad de la funcién f tenemos:

o t
Fur (TLXTL + [IXT) = fir <w>

2
< 5 [fw(x) + fn(sx8T)
= % [fW(X) + SfW(X)ST}

= T1fx (X)IT + T fx (X)TL.
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Conjugando por II y usando (1.58) se tiene

fu (HXH n fIXfI) I < ILf(X)IL. (1.59)

La entropia relativa tiene un papel de suma importancia a lo largo de todo este texto. Una de sus

propiedades mas relevantes es la convexidad en sus dos argumentos, la cual se demuestra a continuacion.

Definicién 1.6.1. Se supone una funcion real f(A,B) con A y B dos matrices. Entonces se dice que f

es convexa en sus dos argumentos A y B, si y sélo si, para todo 0 < A <1,
FOAL+ (1= \)Ag, ABr + (1= \)Ba) < Af(A1, Br) + (1 \)f(As, By). (1.60)

A continuacién se enuncia el teorema de Lieb, el cual no se demuestra, pero su demostraciéon puede

hallarse en [17].
Teorema 1.6.1 (Teorema de Lieb). Sea X una matriz, y 0 <t < 1. Entonces la funcion
f(A,B) = THXTA'X Bt (1.61)

es concava en sus dos entradas para matrices semi positivas definidas A y B.

1.6.1. Convexidad de la entropia relativa cuantica

Con estos resultados en mente se prueba

Teorema 1.6.2 (Convexidad de la entropia relativa). La entropia relativa S(o||p) es convexa en sus dos

argumentos.

La prueba dada a continuacién se basa en la contenida en [17].
Demostracion. Para matrices arbitrarias A y X actuando en el mismo espacio se define
L(A X) =Tr(XTALX A — Tr(XTX A). (1.62)

El primer término en la expresién es céncavo en A, por el teorema de Lieb, y el segundo término es lineal
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en A. Con lo cual I;(A, X) es céncavo en A, esto debido a que

L(AAL + (1= A)Ag, X) = Tr(XT(AAs + (1 — M) A2) X (AA1 + (1= A)A2)' ™) — Tr(XTX(AA; + (1 — 1) 42))
>ATe(XTAIX ALY (1 = MTr(XTALX ALY — Te(XTX(AA; + (1 — V) Ay))
= ATr(XTATX A 4+ (1 = ) Tr(XTALX ALY — ATr(XTX Ap) — (1 — \)Tr(XTX Ay)
= ATr(XTALX A - AT (XTX Ay + (1 - N)Te(XTALX ALY — (1 = N)Tr(XTX Ay)

= I,(A1, X) — L(As, X).

Tomando en cuenta la derivada se define

I(A,X) = %It(A, X)| = Tr(XT(log(A)) X A) — Tr(XTX (log(A))A). (1.63)

Observando que Ip(A4, X) = 0 y usando la concavidad de I;(A, X) se tiene

IA()\Al + (1 — )\)AQ,X)

IAAT + (1 —N)A2, X) = h’m0
; IA(lllagi) IA(4125;<)
> )1 — (1=
A im (I=X)

= M(Ay, X) + (1= N I(Ay, X).

Con lo cual I(A, X) es una funcién céncava en A. Definiendo las matrices por bloques

00
A= . X = , (1.64)
0
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se puede verificar que

;
T(AX) = Tr [O 0] {log(p) 0
I 0

Tr([o I| |log(p) 0 ] [O
00 0 log(o)| |p

()

= —Tr(p(In(p) — In(0)))
= —S(plo).

(B ol bt o) (1
=Ty —Tr
0 0] |pln(o) 0O 00

Con lo cual la convexidad de S(p|o) se sigue de la concavidad de I(A, X) en A. O

37



1.6. Desigualdades entrépicas Capitulo 1. Fundamentos

38



Capitulo 2

Correlaciones en sistemas fisicos

Los sistemas fisicos tienen correlaciones. En el caso de sistemas fisicos simples, es posible reconocer que
elementos del sistema fisico son lo que “generan” las correlaciones. En el caso de sistemas fisicos, en los
cuales estan presentes componentes cuanticos, investigar qué elemento del sistema genera las correlaciones
es casi siempre imposible. Del mismo modo que en el capitulo anterior, surgen preguntas naturales:;las
correlaciones en un sistema fisico se pueden separar? Si es asi jcomo? ;Las correlaciones en un sistema
fisico son: cldsicas o cudnticas? ; Existe algin tipo de correlaciones cuanticas diferentes al enredamiento?

Etc.

2.1. Correlaciones clasicas

En [9] se da una propuesta para cuantificar las correlaciones que posee un sistema fisico, de igual modo
se propone la posibilidad de separar las correlaciones en dos tipos: correlaciones cldsicas y correlaciones
cuanticas. Con las secciones anteriores es posible introducir directamente esta definicién. Para comenzar,
es necesario definir cuéales son las cualidades deseadas para una cantidad que mida las correlaciones cldsicas

de un sistema. Las propiedades deseadas son
1) C =0 para p = p4 ® pp. Ya que esto indica que los subsistemas no estan correlacionados

11) C es invariante bajo transformaciones locales unitarias. Esto es debido a que cualquier cambio de

base no debe de afectar la correlacién entre los dos subsistemas.

1) C no aumenta mediante operaciones locales. Si los dos subsistemas evolucionan independientemente,

entonces las correlaciones entre ellos no pueden aumentar.

1v) C = S(pa) = S(pp) para estados puros.
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Considerando los requerimientos anteriores se definen las correlaciones clasicas

Cplpap) = mix |S(pa) = > piS(h)] (2.1)

donde B;'B; es un POVM llevado a cabo en el subsistema B y

Trp[(Ia @ B;)pap(la ® B;1)]
Tr[(Ia ® Bi)pap(la @ B;')]

pa =

es el estado resultante en el subsistema A, después de la medicién i en el subsistema B.

Las correlaciones clasicas pueden aumentar mediante procesos de purificacién, inclusive para el sistema

completo, si se permite la comunicacion clasica. Un ejemplo simple comprueba esta afirmaciéon. Suponiendo

que el sistema inicial esta dado por

(100) + |01)) ((00] + (O1),

N | —

PAB =

expresando éste como matriz en la base estandar se obtiene

1 100
111 1 0 O
PAB = 5 ’ (22)
0 00
0 00O
cuyos eigenvalores son {1,0,0,0}. Calculando sus matrices reducidas se obtiene
10 1 (1 1
pa = , PB=g ; (2.3)
0 0 11

cuyos eigenvalores son exactamente iguales a los de la matriz pap, con lo cual S(pap) = S(pa) = S(pB); es
decir, las correlaciones medidas con la informaciéon mutua entre A y B son cero. En este caso la informacién
mutua coincide con las correlaciones clédsicas, ademas el estado estda desenredado, con lo cual tampoco
posee enredamiento. Ahora, se realiza una medicién en el estado B. Si se obtiene 1, B lo comunica a A
quien entonces rota su qubit al estado [1). En otro caso no se ejecuta ninguna operacién. Después de

llevar a cabo estd operacién el estado final es

pa = 5104041 ©105) (05 + [1a){1a] @ [15) {15, (2.4)
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donde las correlaciones medidas con la informacién mutua son ahora log(2) # 0, ya que las matrices
reducidas son ps = 2(|0)(0] + [1)(1]) = pp. Las correlaciones cldsicas son en este caso iguales a la
informacién mutua, ya que cualquier medicién sobre el estado pap nos lleva a un estado puro, ademds
S(pap) = S(pa) = S(pp) y el estado continua desenredado. Entonces el contenido de correlaciones

clésicas puede verse aumentado por procedimientos de la forma LGM+CC.

2.2. Enredamiento

Cuantificar el enredamiento de un sistema cuéntico no es una tarea sencilla. Una forma conveniente
de hacerlo es interpretar el enredamiento como una distancia (o pseudo-distancia) entre un conjunto de
matrices de densidad. Los conjuntos involucrados son el conjunto de estados separables y el de estados
enredados. Definiendo el enredamiento de esta forma, se obtiene una medida de enredamiento 1til para

sistemas con un nimero arbitrario de subsistemas e independiente de la dimensién de éstos.

D(p*|[pa* @ pB*)
[

Figura 2.1: Esquema de la medida de enredamiento. En esta imagen 7 es el conjunto de todas las matrices
de densidad y S el conjunto de estados desenredados. El estado p* representa el estado desenredado maés
cercano a o y ocupando la traza parcial (pj; = Trap*) se obtiene p* ® p};. La distancia D(o||p*) representa

al enredamiento, mientras que la distancia D(p*||p% ® p};) representa las correlaciones cldsicas.

Las propiedades necesarias para que una medida de enredamiento, digamos E’, nos provea de informacién
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util son las siguientes:
(E1) E'(0) =0 si, y sélo si, o estd desenredado.
(E2) Operaciones locales unitarias dejan E’(o0) invariante; es decir, E'(0) = E (UA ® UBJUI‘ ® U;).

(E3) El enredamiento de un sistema no puede aumentar mediante procesos de purificacién llevados a cabo

por matrices de la forma ) ViTVi =1, es decir,
i

ZZ:Tr(oi)E (Tr&)) < E(0),

donde o; = VoV

La condicién (E1) es natural, ya que los estados desenredados no contienen enredamiento. La condicién
(E2) es requerida, ya que las correlaciones cudnticas no se ven afectadas por cambios de base locales. La
condicién (E3) se basa en el hecho de que sdlo las correlaciones clésicas pueden aumentar con mediciones
locales.

Una medida del enredamiento, propuesta en [22], es el enredamiento basado en la entropia relativa. La

entropia relativa se definié en la ecuacién (1.45). Se define el enredamiento de un sistema cuédntico como

Erp(pa) = E(pap) = min_S(pas|loas), (2.5)
ocABED
donde D es el conjunto de todos los estados separables.

2.2.1. Condiciones y pruebas sobre la medida de distancia

En este punto, lo més natural es probar que la medida de enredamiento propuesta cumple las

condiciones (E1,E2,E3). Para ese propésito, se estudian las siguientes propiedades de la entropia relativa:
(F1) D(ollp) > 0, satisfaciendo la igualdad en el caso o = p.

(F2) Operaciones unitarias dejan D(c||p) invariante, es decir, D(c||p) = D(UcU'||UpU").

(F3) D(Trp(0)||Trp(p)) < D(cllp), donde Tr, es una traza parcial.

(F4) Y piD(oi/pillpi/ai) < X" D(oil|pi), donde p; = Tr(0y), gi = Tr(pi), o5 = ViaVi' y pi = VipV;'. Los

operadores V; no son locales necesariamente.

(F5) D(>_ PioF;|| > PipP;) = > D(P;0F;||P;pP;), donde P; es cualquier conjunto de proyectores ortogonales,
tales que P;P; = 6;;F; .
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(F6) D(oc ® Pa|lp ® Py) = D(c||p), donde P, es cualquier proyector.

Basado en la referencia [22] se muestra que con las condiciones (F1)-(F5), se cumplen las condiciones

(E1)-(E3) para cualquier funcién distancia.

Si se cumplen (F2),(F3), y (F6), entonces se puede probar el siguiente teorema

Teorema 2.2.1. Para cualquier mapeo completamente positivo que preserve la traza, dado por ®o =

S VioVil y S ViV, =1, se tiene que D(®a||®p) < D(o]|p).
7 7

Demostracion. En muchas ocasiones se puede expresar una medicién completa en mecanica cuéntica,
como una transformacién unitaria mas una traza parcial en un espacio de Hilbert extendido H ® H,,,

donde dim H,, = n. Sea {|i)} una base ortonormal en H,, y |a) un vector unitario [13]. Entonces se define
W => Viali)al (2.6)
i

Entonces

Wi = (ZV ® |i><a|>TZVj ® [7){al
_ va ® |a) (il ;Vj ® |j){el
= VY @ alilial
=D _VilV; ®a)di;al
= vav ® |a)(al

=1® P,,
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y existe un operador unitario U en H ® H, tal que W = U(I ® P,). Con lo cual

WAWT =3 "V, AV @ [i)(ale) (]

ij
=Y ViAV;T @ [i) (]
ij

=U(I® P)(ARI)(I® P,NHUT

=UA® paPaT)
=U(A® P,)U.
Consecuentemente
U(A® P)UT =Y VAV, @ [i) (3, (2.7)
ij
con lo cual
Tr(U(A® P,)UT) = Z V;AVi'. (2.8)

Ahora utilizando (F3), después (F2), y finalmente (F6) se obtiene

D(Tra[U(o @ Pa)UT||Tra[U(p ® Pa)UT]) < D(U(o @ Po)UT[|U(p @ Pa)UT)

D
D(o @ Pallp® Pa)
D

(@llp)-

0

Corolario 2.2.1. Como para un conjunto completo de proyectores ortogonales P, > Pio; P; es un mapeo
i
completamente positivo que preserva la traza, entonces

>_ D(PaPi||PipP) < D(a]lp). (2.9)

La suma puede ser sacada de la funcion debido a la propiedad (F5). Ahora utilizando (F2),(F3),(F6) y la
ecuacion (2.9) se tiene lo siguiente:

Teorema 2.2.2. Si o; = V;oVi! entonces S D(c4||pi) < D(o||p).

Demostracion. Utilizando las ecuaciones (2.6) y (2.7) , se encuentra

Trp(l® PU(A® P)UT® P,) = V;AV;T, (2.10)
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donde P; = |i)(i|. Ahora, de (F3), el corolario 2.2.1, y (F6) se halla que

> D(Try[l@ PU(0 @ P)UT® Pu]||Tra[l ® PU(p © Pa)U'T® Pi)

<Y DI®PU(c® P,)UT® Py|ll@ PU(p® Pa)UT® P)

< D(U(c ® P,)U||U(p® P,)UY)
= D(0® P,||p® P.)

— D(o]|p).

Para finalizar, del teorema 2.2.2 y (F4) se sigue que

>o(5

7

%) < DGlo) (2.11)

En este punto sea E(0) = D(c||p*). Entonces de la ecuacién (2.11) se tiene,

qi

E(0) := D(ol|p") > ;Pz’D <;—
> Zi:piE (%)

Wp*%)

Con lo cual quedan probadas las propiedades (E1)-(E3). Ahora se prueban las condiciones (F1)-(F4)

para la entropia relativa.

Observacion 2.2.1 (F1). Para la entropia relativa se cumple D(c||p) > 0, satisfaciendo la igualdad en

el caso o = p.

Demostracion. Consideremos la descomposicion espectral de los estados o y p, dadas por las siguientes
ecuaciones:
p=> _pMle)dil, o= ali)le;) el
i J
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se calcula la entropia relativa de estas dos matrices explicitamente:

D(ollp) = Tr | Y p(4)le;)e;illog <Zp !«Pk><<pk\> —Tr Zp(j)lwmmlog <Zq(i)\¢i><¢i\>

| J

=Tr | > p(i)le;) wglzlog )low){prl | — Tr Zp ()5 @glzlog )| i) (5]

J

=Tr Zp )1og(p(K))|@j)(wk|djk | — Tr Zp )1og(q(D))lw;){@jll¢) (¢4l

= Tr Zp ) log(p(k))| ) (|| = Tr Zp )log(q(i)|e;) (sl i) (il

= Zp ) log(p(k))Tr [lx) (rl] — Zp ) log(q(i))Tr [[;){5ll¢i) (¢sl]
= Zp ) log(p(k)) — Zp(j) Zlog(Q(i)) (il
> Zp ) log(p Zp ) log(r

En la primera igualdad se escribio la definicién de la entropia relativa. En la segunda igualdad se calcul6 el
logaritmo de una matriz diagonal. En la tercer igualdad se calculé la traza, tomando en cuenta que la
cantidad |(¢Z-|goj>|2 se puede considerar como una probabilidad condicional en 7 0 en 7, ya que si sumamos
sobre i 0 j obtenemos la unidad. La primer desigualdad se sigue de la convexidad de la funcién — log(x),
junto con la definicién r(j) = Zq i) [(#i]@;)]?. La tltima desigualdad es debido a la positividad de la

entropia relativa clésica (Observamon 1.1.1) . O
Observacion 2.2.2 (F2). La entropia relativa es invariante ante transformaciones unitarias:
D(allp) = D(UaU'|[UsUT)

Demostracion. Para comenzar, se suponen descomposiciones espectrales con vectores ortonormalizados

para las matrices de densidad o y p. Dicha descomposicién tiene la forma

JZZP(Z')WQ(@L p= Z NENE
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Al aplicar el operador unitario U a cada una de las bases ortogonales se obtiene
Ulgi) =1¢:),  Ulei) = lg3)-

Utilizando el hecho de que los operadores unitarios preservan el producto interior y las bases \¢;> y lap;>

son ortogonales se encuentra

log(UpUT) =log(U > (a(3)lj) (i) UT)
j

=log(Y_Ulp;)(w;|UT)
j

:10g<2 a(i)le;) ;)
_Zlog ))les)(e;]

=U Zlog Nles) (U

= Ulog(p)UT.
De modo anélogo para el estado 0. Con estas ultimas observaciones resulta

D(UoUM|UpUT) = Tr[UoUT (log(UoU') — log(UpU™))]
= Tr[UocU log(UoUT) — UoUT log(UpU™)]
= Tr[UocUU log(0)UT] — Te[UcUTU log(p)UT]
= Tr[Uo log(o)UT] — Tr[Uo log(p)UT]
= Trfolog(o) — olog(p)]

— D(o]|p).

0

Observaciéon 2.2.3 (F3). La entropia relativa cumple la monotonia con respecto a la traza parcial, es
decir,

D(Tryo|| Tryp) < D(o]|p).

Demostracion. Para esta demostracion se utilizard el método del operador relativo modular. Se asume que
p y o son invertibles, pero la prueba se puede extender para cualesquiera matrices de densidad. Definimos

L(C) = 0C y R(C) = Cp~'. El operador modular relativo es el producto de estos operadores lineales
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bajo composicién, es decir, A(C') = L(R(C)). En vista de que los operadores £ y R conmutan se tiene

A(C) =R(L(C)). Para observar esto de manera mds clara se ve que

A(C) = L(R(C))
=L(Cp™")
=oCp !
= (L@
= R(L(C)).

Ahora se define la funcién In en operadores £, donde £ es un operador lineal que es estrictamente positivo
con respecto al producto interno (C, D) = Tr [CTD]. Para definir esta operacion, es necesario expresar el
operador € en la base donde éste es diagonal. Es decir, £ = > p;€;, con lo cual In(€) = > In(u;,)e;. Ahora
se observa que L(C), R(C), y A(C) son estrictamente positilvas para C # 0, ya que Z

(C,L(C)) = Tr[CTeC] = TX[CCTo] > 0,
(C,R(C)) = Tx[CTCp] > 0,
(C,A(0)) = Tx[CTaCp~1] > 0,

debido a las suposiciones de que p y ¢ son positivos e invertibles. De igual modo, utilizando las bases

ortogonales se tiene In(L£(C)) = In(0)C y In(R(C)) = —C'In(p). También se tiene
In(A) =In(L) + In(R),
ya que £ y R conmutan. Con lo cual podemos reescribir la entropia relativa como

D(allp) = Tr[o(o = p)]

= Tr[oln(o)] — Trlo In(p)]

|

= <U%, —In(A) (O‘

)
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Asi, se puede rescribir la monotonia cudntica de la siguiente forma:

(@

S

—In (A%) ((JA)5)> < <(JAB)5 ,—In (A4P) ((JAB)5>> , (2.12)
donde

AYC) = pAC (JA)fl,

AAB(C) = pABC (JAB)_1 )

Para completar la prueba, se supone que existe una isometria U definida como U : Ha — Hap, la cual

posee las siguientes propiedades:

UTAYBU = A4, (2.13)

U (o4) = (045)7 . (2.14)

A continuacién se enuncian las implicaciones de tal suposicién. Posteriormente se construye la isometria

explicitamente. En términos de la isometria, la monotonia relativa cudntica queda como

<(JA)% —In (Utatey) <(JA)%>> < <(UAB)% —In (A%P) <(JAB)%>>, (2.15)

Utilizando ademas el hecho

~In (UTAYPD) < Ut (AP U, (2.16)

se tiene

Esta eleccién para U satisface (2.14), ya que U ((JA)%> = ((JA)%_% ® JIB) (JAB)% = (JAB)%. Como el
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operador hermitiano de U debe de respetar el producto punto se tiene que

Tr [(UT(B))TC] — (v'(B).C)

= (B,U(C))

Ul(C)=Trp [C (JAB)% <(aA)5 ® ]IBH : (2.17)

Ademas el mapeo U es unitario, ya que

U'U(C) = Trp [(C(UA)—% QI8

~ Tvp [(C(JA)

[N
®
=
oy}
S N N
—
Q
b
=
7N
—
Q
=
|
SIS
®
=
oy}
N~
| S

En esta prueba se usaron los Lemas 1.6.2 y 1.6.1. O

En el caso de que las matrices no sean invertibles, entonces p~! representa una inversa generalizada

definida en el rango de p, pp~*

= p~'p = supp(p), donde supp(p) := ker(p)* y ker es el kernel de la
matriz. La prueba de este teorema fue encontrada por D. Petz y se encuentra en [20].

Ahora se prueba la propiedad (F4)
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Observacion 2.2.4. Se cumple Y p;S(oi/pillpi/ai) < D S(ail|pi), donde p; = Tr(o;) v ¢ = Tr(pi), y

ademds o; = VZ.UVJ Y pi = Vi,oVZ-]L (note que las V; no son necesariamente locales).

Demostracion. Para la prueba, primero se muestra la siguiente desigualdad

ZS(UiHPz‘) = sz‘s(gz‘/pi”pi/%‘) + Zpi In <%> : (2.18)

La prueba de dicha desigualdad se muestra a continuacién:

Con lo cual

Z (oillp:) = sz (oi/pillpi/a:) Zpi In <%>
= piS(oi/pillpi/a:) + > _piln (%) '

Como el segundo término de la ecuaciéon anterior es la entropia de Shannon de una distribucién de
probabilidad, entonces por la Observaciéon 1.1.1, dicho término es mayor o igual a cero. Con lo cual se

cumple la desigualdad

ZPz’S(Uz'/Pi||Pz'/qz‘) < ZS(%HM) (2.19)
O

A continuacion se dan referencias acerca de las dos ultimas propiedades de la entropia relativa cuantica.

Observacion 2.2.5. La entropia relativa cumple la igualdad D(o ® P,||p ® P,) = D(ol|p), donde P, es

cualquier proyector.
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La prueba de esta observacion estd incluida como un corolario del Teorema 1 en [12].

Observacion 2.2.6. La entropia relativa cudntica cumple la igualdad
D <Z PoP ) PpP) =Y _D(PioP||PpP,).

La prueba de esta observacion estd incluida en el Lema 5 de [13].

2.2.2. El enredamiento para un estado puro

A continuacién se muestra un teorema de gran importancia.

Para un estado puro, el enredamiento medido con la entropia relativa se reduce a la entropia reducida

de Von Neumann. La prueba consiste en dar una sugerencia para el minimo p* y después mostrar que el

gradiente (d/dx)S(ol||(1 —x)p* 4+ xzp) para cualquier p € D es no negativo. Sin embargo, si p* no fuera un

minimo el gradiente anterior seria estrictamente negativo, lo cual es una contradiccién. Esto es posible

tomando en cuenta que el conjunto de estados desenredados es convexo.

Teorema 2.2.3. Para estados puros ¢ = Y. \/DnyPng|PnyUny ) (Pny¥n,| €l enredamiento medido con la

ni,mn2

entropia relativa es igual a la entropia reducida de Von Neumann, es decir,

E(J) - - an hl(pn)'

(2.20)

Demostracion. Para a > 0, se utiliza la siguiente representacién integral para el logaritmo natural [22]:

In(a) =

at — 1 dt
a+t | (1+¢2)

con lo cual para cualquier operador positivo A se tiene

in(4) :Z[ﬁ:;] (1ft2)'

Sea

f(z,p) = S(ol|(1 —x)p" +zp).
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Entonces
%Tr{(;) 7 e T 7 = 1+tf2)}
YR )]
e (9) ([t e b o etten] ca |
e (9)( [ [ o] )|
i &) [ [t i )

= {“ (/ [((1 —x)p*(fx_pi)w(p* +t>] dt) }

0

= Tr {0/ (0" + )7 (" = )" +1)7'] dt}

0

Tr{a/[(p*+t) Yp")(p* +1)” / pF 1) ) (p* +t)1]dt}

0 0

=1-Tr {J/(p* +6) o) (p* + t)ldt}
0

o0

=1- /Tr [(p* + 1) lo(p* +t) ' p] dt

0

Se toma p* =Y pu|dnthn)(dnthn| (la sugerencia para el minimo). Entonces
n

(" + t)_la(p* + t)_l = Z (Pny + t)_1‘¢n1wn1><¢n1 U1 |V ProPrg | Onons ) (Dng ¥ns | (Pny + t)~!

ni,n2,m3,n4

X | Bry V) (Brg ¥n
= Z (pnl + t)il‘(bru wn1>\/ DPnsPns (pn4 + t)ilénl,n25n3,n4 <¢n4wn4’

ni,n2,n3,n4

= Z(pn + t)il\/pnpm(pm + t)71|¢nwn><¢mwm|
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o0

Ahora se define una funcién g(p,q) = [(p + t)~1/pq(q + t)~'dt. Entonces se puede demostrar que

[e=]

g(p,p) = 1y para p # q.

(p+t)(q+t)dt

q—p

(p+1t)(qg—p)q +t)dt

g+t—p—t
(p+1t)(g—p)q +t)dt

=V ((p+t)1(q—p)_(q+t)1(q—p)>dt
= Vb ((p-lkt)_(qit)> (qip>dt
E()

qg—p \p

Es necesario notar que si p o ¢ toman el valor de cero, entonces significa que Para continuar con la prueba

se demuestra un Lema.

Lema 2.2.1. Se cumple 0 < g(p,q) < 1 para todo p,q € (0,1].

Demostracion. Se considera el siguiente resultado

(p+t)g+1t)=pg+tlp+q) +t>>pg+2ty/pg+t* = (/pg+1)% (2.22)

debido a que

(p—q)? =0
=p*—2pq+¢ >0
= p*> +2pq+¢° > 4pq

= (p+9)° = 4pq

= (p+4q) > 2y/pqg,

con lo cual

o0, < VBT [ (pa-+0) 2t = 1. (2.23)
0
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0

Sea p = |a){a| ® |5)(B| donde |a) = > an|Pn) ¥y 5= bn|thn) son vectores normalizados. Entonces

n n

a o
8f(0p—1—Tr / (p*+t) to(p* +t) " p] dt

ni,n2 7"37”4 y1V5,706,107,108

0
< (Pry + 1) /PraPrz Prg + ) Dy ¥y ) (g oy |
m n20ns n4nsn, @ n6 g |¢n5 ¢n7><¢ne Ung |)
( 9Py Prp) | Pny Yny ) {Pra¥ng Ong by an5 bq*ze |Prs¥na) (Pns Vng ‘)
ni,n2,n3,n4,n5,n6

*
= 9(Pny» Py )nsbny Gns bnﬁ Onz.ng0na,ma Oy ,ns Ony,ne
ni,ng ,ns M4, 15,16

= - Z g(pnlapng)anszQQTnb:Ll

ni,n2

y ademas

2
of
'%(Ovl)) - 1' < an,ng |any [ [bny | |ang | [bn,| = <Z |an] ‘bn’> < Z \an\QZ |bp| = 1.

Con lo cual se tiene que (%) (0, |a, B)(cr, B]) > 0. Pero como cualquier estado desenredado puede ser

escrito en la forma p = Y 7;|aiB%) (B > 0, y como todas las operaciones involucradas en el célculo de
i

la derivada son lineales, se tiene (%) 0, |, B) (v, B]) = Zrl ((%) (O |alﬁl><aiﬁi|) > 0. O

Lema 2.2.2. Sea ® € H con una descomposicion de Schmidt dada por

= Z\/p_n|30n¢n>’

y sea 0 = |®)(P|. Entonces E(o) ==, pnln(py).
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Demostracion. Sabemos que

S(oll5") = ~Tr(o In(o) — o(in(pe)
= S(o) — Tr(o In(px))

= —Tr Z VPrPm|Pnn) (Pmbm| In(pr) | e13r) (]

n,m,l

= -Tr Z \/pnpm|80n¢n>6m,l ln(pl)<90l¢l|

n,m,l

= —Tr (Z \/mln(pm)‘ﬁpnwnﬂ@mwm‘)

n,m

= - Z VPnPm 1n(pm)5n,m

== Z Pn ln(pn)-

De este modo es suficiente probar que S(o||p) > S(o||p*) para todo p € D. Supongamos que S(o||p*) >

S(ol||p) para alguna p € D. Entonces, para 0 < z < 1,

f(@,p) =S(ol|(1 = z)p* + xp) < (1 - 2)S(ol|p") + 25(allp)

= (1 - x)f(O,,o) + xf(l,p).

Esto implica que

f(xvp) — f(O,p)

. < F(1,p) = £(0,p) < 0. (2.24)
Pero esto es imposible, ya que
O

Con lo cual, sin importar la dimensién de los subespacios, la entropia relativa de enredamiento es
igual a la entropia de enredamiento. Esta propiedad es clave, ya que la entropia de enredamiento ha
resultado ser una buena medida de enredamiento para sistemas puros. De hecho se puede establecer como

un requerimiento para una buena medida de enredamiento.
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(E4): Para estados puros la medida de enredamiento se reduce a la entropia de enredamiento, es decir,

E(o) = —Tr(caln(ca)), (2.26)

donde 04 = Trp(o).

2.2.3. Propiedades del enredamiento

Esta medida de enredamiento, nos proporciona una manera sencilla de calcular el enredamiento de un

numero mayor de matrices. Este resultado se condensa en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4. Si p* minimiza S(o||p) sobre p € D, entonces p* es también un minimo para cualquier

estado de la forma o, = (1 — x)o + zp*.

Demostracion. Se considera

S(ozllp) — S(o|lp™) = Tr(oz In(p*) — 02 In(p))
= Tr[((1 = @)o + 2p") In(p") — (1 — 2)o + zp*) In(p)]
= (1 = 2)Tr(cIn(p*)) + 2Tr(p" In(p*)) — (1 — 2)Tr(o In(p)) — 2Tr(p" In(p))
= Tr(oIn(p")) — aTr(o In(p")) + 2Tr(p" In(p")) — Tr(o In(p)) + 2Tr(o In(p)))
— 2Tr(p" In(p))
=z {S(pllp*) + Tr(oln(o)) — Tr(oIn(p")) — [Tr(o In(o)) — Tr(c In(p))]}
+ Tr(o In(0)) — Tr(o In(p)) — [Tr(o In(c)) — Tr(o In(p*))]
= z(S(p*[lp) + S(allp*) = S(ollp)) + S(ollp) — S(ollp”)
= z8(p*llp) + (1 — z)(S(ollp) — S(ollp))

>0

Ahora se muestra que el enredamiento es convexo

Teorema 2.2.5.

E(x101 + x202) < 21E(01) + 22E(02),
donde x1 +x9 = 1.
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Demostracion. Esta prueba estd basada en la convexidad de la entropia relativa en sus dos argumentos.
Ademas se supone que las matrices p] y p5 minimizan a o1 y o9, respectivamente.
E(x101 + z209) = Hé%l S(z101 + x202]|p)
P
< S(z101 + m202|[T1p] + T2p3)
< z15(a1]lp1) + 225(02|p3)

= xlE(al) + .%'QE(UQ).

0

Esta es una propiedad muy alentadora fisicamente, porque dice que si se mezclan dos matrices
de densidad con cierta cantidad de enredamiento, no se puede obtener una matriz de densidad con
un enredamiento mayor a la suma del enredamiento de éstas. En otras palabras la mezcla no genera
enredamiento. Por ultimo se verifica que el enredamiento de creacién (E.), nunca es menor que la entropia
de enredamiento, esto se puede interpretar como que la cantidad de enredamiento que uno debe de invertir
para crear un estado enredado es usualmente mayor que la cantidad de enredamiento obtenida mediante
procesos de purificacion.

A continuacion se prueba un teorema que compara el enredamiento de formacién con el enredamiento
basado en la entropia relativa. Para definir el enredamiento de formacién [25] es necesario hacer las
siguientes consideraciones. Sea un estado arbitrario p bipartito, se consideran todas sus posibles expansiones

en estados puros, es decir expansiones de la forma
p=">_ pilthi) (Wil
i

donde |1);) es un estado puro para toda ¢, ademds de que p; >0y >, p; = 1 de nuevo para todo valor de

i. Definiendo el enredamiento de la traza parcial como

E'(¢) = =Tr(Trp(|v)(]) log(Tra([¥)))),

donde la traza parcial puede ser tomada respecto al subsistema A o B. Con lo cual se define el enredamiento

de formacién de un estado mezcla.

Definicién 2.2.1. Se define el enredamiento de formacion para un estado arbitrario p como [25]:

Ec(p) = mfaniEl(w), (227)
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donde el minimo se toma sobre todas las expansiones en estados puros que posea el estado p.
Teorema 2.2.6. E.(0) > E(0).

Demostracion. Dado un estado o, entonces por definicién de enredamiento de creacién existe una descomposicion

convexa o = »_ p;o; con estados puros o; tales que
i

EC(U) = Z piEc(Ui)-

Considerando que el enredamiento de creacion coincide con el enredamiento de entropia relativa para

estados puros, y ocupando la convexidad de esta tltima,
EC(O') = ZpiEc(Ji) = szE(JZ) Z E(szdz) = E(J) (228)

0

La explicacién fisica del resultado anterior, yace en el hecho de que cierta cantidad adicional de
informacién se encuentra presente en la formacién del sistema, con lo cual el enredamiento de formacion
es mayor al enredamiento medido con la entropia relativa.

A pesar de no encontrar una expresién analitica para el enredamiento. Se puede encontrar una
expresion numérica para subsistemas de spin % usando un método independiente de la dimensién. Para
poder escribir este algoritmo, debe de considerarse que en principio la suma en la ecuacién (1.33)
puede ser infinita, es decir una combinacién infinita de matrices de densidad representando a estados
puros. Considerando este hecho, uno deberia de buscar al estado desenredado p* mas cercano a un
estado arbitrario p como combinacién de un estado, diez estados, cien estados y asi sucesivamente, pero
aprovechando la convexidad del conjunto de matrices de densidad y de la funcién entropia se puede acotar
esta busqueda. Para lograr acotar el nimero de combinaciones de matrices de densidad puras se toma en
cuenta la cubierta convexa y el Teorema de Caratheodory. El uso de este resultado es vital, ya que nos

permite tomar un numero finito de combinaciones para el calculo del enredamiento.

Definicién 2.2.2. La cubierta conveza [co(A)] de un conjunto A, es el conjunto de todos los puntos que
pueden ser expresados como una combinacion conveza finita de puntos en A. En otras palabras x € co(A),
st y solo si, x tiene una expresion de la forma xr = § prag, donde K es un conjunto finito, f: P =1,
ypara k=1,..., K, pp >0 ya, € A. = =

La cubierta convexa de un conjunto A es la regiéon convexa més pequenia que contiene a A. Un ejemplo

sencillo de la cubierta convexa de un conjunto finito de puntos se muestra en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Cubierta convexa (regién contenida dentro del marco azul) de un conjunto de puntos en el

plano

Introducida la definicién de la cubierta convexa de un conjunto y tomando matrices de densidad
puras en la expansion de la definicién de estado desenredado; el conjunto de estados desenredados es la
cubierta convexa del conjunto de matrices de densidad que forman la expansién de estos. Esto implica
que cualquier estado desenredado puede escribirse de la forma > p,|dntn ) {(Pnihn|. Atn asi el problema

n

de la parametrizacion de los estados desenredados sigue presente.

Teorema 2.2.7 (Caratheodry). Sea A C R™. Entonces cualquier x € co(A) tiene una expresion de la
N+1 N+1

forma x = > ppay, donde > p,=1,yparan=1,....N+1,p, >0 ya, € A.
n=1 n=1

La importancia de este teorema radica en que establece una cota superior para el niimero de elementos
en la combinacién de un punto en la cubierta convexa de un conjunto. El teorema de Charatheodory
asegura en este caso que cualquier estado en D puede ser descompuesto en una suma de a lo mas [dim(H7) X
dim(Hs)]? productos de estados puros [22], ya que un estado puro para un sistema bipartito de dos qubits
tiene dimensién dim(H1) X dim(Hsz) y tomando la matriz de densidad ésta se eleva al cuadrado. Con
lo cual, para sistemas compuestos por particulas de espin % hay a lo més 16 términos (estados puros)
en la expansién de cualquier estado desenredado. Ademas, cada estado puro puede ser descrito usando
dos niimeros reales, con lo cual en conjunto el estado desenredado puede ser descrito solamente con 79
parametros reales. Para observar esto se toma 16 x 4 es la cantidad de pardmetros reales necesaria para
describir a las 16 matrices de densidad desenredadas. Ahora habria que sumar otros 16 parametros para
tomar en cuenta las cantidades p;, pero la condicién ), p; = 1 nos deja sélo 15 pardmetros, asi 16 x4+15 =
79. A continuacién se usa la propuesta basada en [22] para la parametrizacion de los estados desenredados.

Suponemos que el estado desenredado estd compuesto por las 16 matrices de densidad desenredadas, con
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lo cual
16 ' '
p=> pipi @ ph.
i=1
16
Donde se usan los p? en lugar de los p; por conveniencia, donde se requiere que » 12 = 1. La parametrizacién
i=1
elegida es
15 -
pi = sin(¢i—1) HCOS(¢j)a con  do =7
j=t
y
P =I5 (TR, (2.29)
| W% = cos(;)|0) + sin(ay)e™|1), (2.30)
|Wh) = cos(B;)]0) + sin(B;)e’ |1). (2.31)

Todos los angulos «;, 5;, ¢i, 0, 44; pueden tomar valores arbitrarios, pero debido a la periodicidad en
realidad sélo se toman en cuenta valores dentro del intervalo [0, 27]. Numéricamente esto tiene la ventaja
de que no existen bordes en los cuales puedan ocurrir problemas. Una biisqueda aleatoria sobre los 79
parametros es bastante ineficiente. Sin embargo, si se toma en consideraciéon que el espacio de matrices
de densidad desenredadas es un espacio convexo y la funcion de entropia relativa es convexa, entonces
todo minimo local, es también un minimo global. Por lo tanto se puede calcular el gradiente y alcanzar
el minimo tomando pasos en la direccién contraria al gradiente. Este proceso se muestra en el siguiente

algoritmo realizado en Python.

2.2.4. Algoritmo que calcula el enredamiento.

Para este algoritmo, se utiliza el método del descenso a través del gradiente. Un esquema sobre el
funcionamiento del algoritmo es el mostrado a continuacion:

Se desea minimizar la funcién f.

1. Se establece el niimero de iteraciones maximas iter,,q., se establece un nimero real € y se hace una

suposicién para el minimo, en este caso pg.
2. Se calcula una direccién descendiente, en este caso pr = —V f.
3. Se encuentra oy que minimice h(a) = f(p + apy) con a € RT.
4. Se actualiza el punto pp+1 =pr +apr y k=% + 1.

5. El algoritmo finaliza cuando iter = iterpq, 6 ||V f|| < e.
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En el punto niimero 3 del algoritmo anterior, se utiliza el método de minimizacién aproximada Backtracking
line search, junto con la condicién Armijo. Una explicacion mas detallada de este algoritmo, queda fuera
de los objetivos de este texto, pero es posible encontrar este método en numerosos libros de texto sobre
minimizacién de funciones sin restricciones [18]. El algoritmo se presenta en el Apéndice A.

Con este algoritmo, se pudieron comprobar los siguientes resultados

2.2.5. Ejemplos

Los ejemplos mostrados a continuacién son una comprobacién de los presentados en [22]. Para todos
estos ejemplos el programa presento la matriz de densidad correcta. La expansién de las 16 matrices no

es presentada, pero la combinacién de las 16 matrices de densidad es la correcta.

Ejemplo 2.2.1.

o= Ao (®T|+ (1 - N)[01)(01], (2.32)

e (1 - %) 100) (00| + % <1 - %) {100)(11] + [11)(00]}

A\
2
+ ( - %) 101)(01] + %110>(10\ +% <1 - %) [11)(11].

A
E(o)=(A—=2)In(1 — 5) + (1 —=A)In(1 = N). (2.33)
En este caso |[®1) es uno de los cuatro estados de Bell definidos como

1 1

|9%) = —= (|00) & [11)) , [¥F) = —= ([01) £ [10)).

Sl
Sl

2 2

Ejemplo 2.2.2.

o = A®T) (@] + (1 — A)[00){00],

p= (1 - 3) 00){00] + 11)(11],

Bo) = sttoe oot - (1) (1-2) - 21 (3).
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donde
1

se=5 (1 +/1T— 271 ,\)) (2.34)
son los eigenvalores de 0. Uno podria pensar de acuerdo a los dos casos anteriores, que ¢ es una mezcla del
estado enredado maximo (para el cual la cantidad de enredamiento es In(2)) y un estado completamente
desenredado E' = 0. Entonces se podria esperar una cantidad de enredamiento igual a Aln(2). Es curioso
que este razonamiento no funciona para ninguno de los dos estados, ya que de hecho E(o) < Aln(2).
Ahora podemos usar el teorema 2.2.4 para generar més estados y sus minimos. Para estados puros 02 = o

sabemos el minimo p. Ahora, el estado que es una suma convexa de ¢ y p deberia de tener el mismo

minimo p. Con lo cual tenemos

o = AJ00)(00] + BJ00)(11] + B*|11)(00] + (1 — A) [11)(11],
p = AJ00){00] + (1 — A)In(1 — A),

E(oc) =esIn(e4)+e_In(e—) — Aln(4A) — (1 — A)In(1 — A),

donde

er = % (1i\/1—4A(1+A)—4]B]2>. (2.35)

En este caso para asegurar la condicién de que la matriz o3 sea de densidad, es necesario que A y B
cumplan las condiciones 0 < A <1y —vVA— A2 < B<VA-— A2

Otro ejemplo de la aplicacion del teorema 2.2.4 es el mostrado a continuacién

Ejemplo 2.2.3.

o = AJ00){00| + B|00) (11| + B*|11){00] + (1 — 2A4) [01)(01] + AJ11)(11],

p = C00)(00] + D|00)(11| + D*|11)(00| + E|01){01] + (1 — 2C — E)|10)(10| + C|11)(11],

donde
o (1—24)(1— A)?
(1-A)2-B2"
C=1-A-FE,

(1-24)(1-A4)
2

D=+/E(1-E-2C)= 1 A2 B

B.

Con lo cual se puede calcular la cantidad de enredamiento. La féormula explicita se omite por ser extensa.
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2.3. Discordia cuantica

De las definiciones introducidas en los capitulos anteriores se define una cantidad conocida como

discordia cudntica
<—

Dlpap] = Ilpas] — méx{J,[pasl}- (2.36)

El maximo se toma sobre todas las posibles mediciones; de este modo se elimina la dependencia de la
discordia cudntica respecto al conjunto de medicién. La flecha hacia la derecha indica que se realizaron
mediciones en la parte B del sistema. La flecha en sentido contrario implica mediciones en la parte A
del sistema. El primer término del lado derecho de la ecuacién (2.36) se puede interpretar como las
correlaciones totales en el sistema. El segundo término como la informacién obtenida sobre el sistema al
realizar una medicion inicamente en el subsistema B. Las propiedades de la discordia cudntica se enuncian

a continuacién:[26]

1) La discordia cudntica siempre es positiva y casi todos los sistemas cudnticos poseen discordia diferente
—
de cero, es decir, Daglpap] > 0. La prueba de que el conjunto de matrices p € S(H) que poseen

discordia igual a cero es de medida cero se encuentra en [7].

11) La discordia cudntica de un sistema es cero si, y sélo si, las mediciones locales en un subsistema no

afectan al otro subsistema.|[19]
— —

11) La discordia cudntica es en general, asimétrica; es decir, Dap[pap| # Daplpas].

1v) La discordia cudntica no se ve alterada si se aplican transformaciones unitarias al sistema.

2.4. Ejemplos del calculo de correlaciones

2.4.1. Estado separable

Ejemplo 2.4.1.

Se considera un estado bipartito de la forma
pap =Y _pili){ila ® ps', (2.37)
i

donde {]i)} son estados ortonormales del subsistema A. Claramente este estado es separable, y por lo

tanto su enredamiento es cero. La medicién que proporciona informacién sobre el subsistema A es una
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medicién proyectiva. El calculo de las correlaciones clasicas nos proporciona

Calpap) = sz pB’) (2.38)

Del mismo modo la informacién mutua estd dada por

I(pa:B) sz p5") (2.39)

lo cual era esperado por no existir enredamiento en el sistema. Ahora se investigan las propiedades
enunciadas en 2.1. La propiedad 1 se cumple, ya que el estado en el subsistema B correspondiente a
cualquier medicién en el subsistema A es pp. De hecho se puede notar que C(pap) = 0 si, y sélo si,
pAB = pa ® pp. La propiedad 2 se cumple debido a que la entropia de Von Neumann es invariante
bajo operaciones unitarias locales. La propiedad 4 se cumple, ya que para estados puros Ca(pap) =
S(pa) (Ce(pap) = S(ps) = S(pa) = Ca(pap)) siempre se puede conseguir con proyecciones sobre la
base de Schmidt. Entonces para estados puros E(pap) = C(paB) y I(pa.s) = 2E(pap) = 2C(pap). A

continuacion se muestra la prueba de que la medida propuesta cumple la condicién 3.
Teorema 2.4.1. La cantidad C4(Cp) es no creciente, bajo operaciones locales.

Demostracion. Sea {AiTAZ- Y AtA, =1 } el POVM que maximiza

Ca —znaXS PB) Zpl pB = max Zpl (pB HpB (2.40)

7

a) Considere una operacién local ¢ 4 en el subsistema A. Esto puede conseguirse como parte de un POVM

en A, entonces C'4 como es un méaximo no es afectado.

b) Ahora tome una operacién local ¢p en el subsistema B. Entonces la propiedad de que la entropia

relativa no es creciente bajo operaciones locales nos asegura
> piS(ps'lles) = piS(¢s(ps')|l¢B(pB)). (2.41)
i i

Con lo cual Cy4 no es creciente bajo operaciones locales. O

Ahora se muestran varios ejemplos donde se calculan las correlaciones totales, clasicas y el enredamiento.

2.4.2. Interpolacion de estados estados extremos
Ejemplo 2.4.2.
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Se considera un estado puro con enredamiento maximo, |¢™)(¢™| y la familia de estados que interpolan

éste con el estado |00)(00] + |11)(11]. Estos son estados de la forma

pap =plo" N T+ (1 —p)lé" N o™, (2.42)

donde % < p < 1. La informacién mutua como una funcién de p es I(pap) = 2+plog p+(1—p)log(1—p). El
enredamiento es E(pap) = 1+plogp+ (1—p)log(1l—p). Para calcular la informacién mutua, simplemente
basta con calcular los eigenvalores de la matriz de estado p4p, expresada en la base estdndar computacional

<|O> = (;) 1) = (?)) Haciendo las operaciones necesarias se obtiene la matriz

1 1
3 00 p—3
0 00 0
pAB = ;
0 00 0
p—3 00 3

cuyos eigenvalores son {0,0,1 — p, p}, con lo cual para obtener S(p4p) es suficiente con calcular la entropia
de Shannon de los eigenvalores, a saber S(pap) = —(1—p)log(1—p) —plog(p). Para obtener las entropias
S(pa) vy S(pp), se toman las trazas parciales; en un caso se obtiene la matriz de densidad reducida
pa = %(|0)(0]|1)(1]), la cual ya es una matriz diagonal, de modo que S(p4) = 1. Debido a que el estado
es simétrico ante el intercambio de subsistemas A y B, se obtiene ps = pp. Con lo cual S(pa) = S(pp) =
1. De este modo la informacién mutua es I(pap) = 2 + (1 — p)log(1l — p) — plog(p). Para obtener el

enredamiento, se siguen los resultados presentados en [23]. Un estado de Bell diagonal se escribe como

p= Z Ai0i, (2.43)

donde o = [UH) (U], o9 = [ WU, 03 = |[®F) (D] y 04 = |[¥4)(T?| donde |¥F), |®F) son los estados
de Bell usuales [24]. El estado p de la ecuacién (2.43) expresado como matriz en la base computacional

estandar es

As+A 0 0 A3—M\
0 A 4+A A=A 0
1 Phae AT (2.44)
2 0 Al — Ao A+ Ao 0
As—X 0 0 A3+ M

Observacion 2.4.1. Para un estado de Bell diagonal o = Y N\;jo;, donde para todas las \; se cumple
i

66



2.4. FEjemplos del calculo de correlaciones Capitulo 2. Correlaciones en sistemas fisicos

Ai € [0, 1], se tiene
E(o) =0, (2.45)

mientras que para Ay > % se obtiene
E(o) =X In(A) + (1 — A1) In(1 — A\) + In(2). (2.46)

Andlogamente para \; > %

Demostracion. Para el caso donde A; € [0, 3] Vi, el enredamiento es cero. Este hecho se demuestra en [10].

Para probar el teorema para A; > % se utiliza la convexidad de la funcién f(x) = —In(z); asi

E(o) =Y _ Ailn(\) + ;%fg —Tr(op)

= Z AiIn(A;) + min — Z Aileilple:)-

Se sabe que p € D implica que p; < % (de otro modo podria ser purificado). Con lo cual se puede
restringir la buisqueda de todos los estados desenredados a los estados de Bell con espectro en |0, %] (B);

esto proporciona una cota inferior a la cantidad

f}r&%—?&(q\p\eﬁ = —|—rpnel'lg1—zi)\i(ei]p]ei>. (2.47)
Definiendo p; = (e;|p|e;) se tiene que minimizar la funcién f(p1, p2, p3, p4) = — > A\ips, bajo las constricciones

)

4
> pi =1y p; € [0,1]. Esta minimizacién nos entrega los minimos
i

1 Ai

P1= 5, Di =

5 T (2.48)

El estado p = Y p;o; con los valores de la ecuacién (2.48) pertenece a D con lo cual el minimo puede ser

(2
alcanzado, lo cual prueba la ecuacién (2.46). O

En este caso se tiene {\; = Ay = 0, A3 = p, Ay = 1 — p}, con lo cual el enredamiento relativo es E(pap) =

14 (1 —p)log(l —p) — plog(p). Para las correlaciones clasicas se toma como conjunto de medicién los
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proyectores {|0)(0],|1)(1|}. A continuacién se muestra un célculo detallado de este proceso.

pan(t10)(0) = (500000 + ayaah + (= 3 ) (L1000] + jo0)11) ) (X o)

— 5 (00000 + (» - 3) (11)(00).

Se obtiene

(00)(00) + (1~ 3 ) (11 00)

DO

(I |0)(0))pap (T [0)(0]) = (T [0)(0])(
1
= —00)(00).
~100)/{00)
De igual manera Tr((I® |0)(0])pap(I® |0)(0])) = 3; con lo cual ps° = [00)(00], y se obtiene S(pa°) = 0.
Los calculos son anélogos para el proyector |1)(1]|. Asi se calcula el valor de las correlaciones clasicas

Ca(pap) = Cp(pap) = C(pap) = 1. Este es el maximo, ya que las correlaciones clasicas estan acotadas

por 1. A continuacién se presenta una grafica de las correlaciones en este sistema.

Correlaciones(bits)

20f
15[

[ — E(oag)
1ol C(oas)

! 1(0aB)
05l

1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | p
0.6 0.7 0.8 0.9 10

2.4.3. Estado de Werner

El estudio de este estado en el texto es de suma importancia, ya que es el estado més simple que
exhibe claramente las correlaciones cuanticas representadas por la discordia. En este estado la suma de
las correlaciones clasicas y el enredamiento no saturan las correlaciones totales.

Ejemplo 2.4.3.
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Ahora se considera el estado de Werner de la forma

1—p
pas =ploT ) ot + — L

con % < p < 1. Este sistema se puede expresar en la base computacional:
p+1 p L—p
pan = 2= (00)(00] + [11)(11)) + (£) ([11)(00] + |00} (1)) + =2 (J01)(01] + [10)¢10])
con % < p < 1. Se calculan los estados reducidos
_ D l—p
pa = Trs | 222 (100){00] + [11¢11]) + (2) (111)(00] + Joo)11]) + =2 (jon) 01 + 10) 10) |~ (2.49)
1 —
= pz TrB(]00>(00\ +1)(11)) + —TrB(\11><00] + |00y (11]) + — P (01)(01] + |10)(10]) (2.50)
p+1
=(—— 1 ) |00)(00| + [11)(11]) (2.51)
1
= 5(100){00] + \11><11y). (2.52)

De manera andloga para pp se obtiene pg = $(|00)(00| + [11)(11]). La entropia de los estados reducidos

es S(pa) = —log (1) = 1= S(pp). Si se expresa este estado como una matriz resulta
oo
0o 2 0 0
-~ , (2.53)
0 0 2 o
oo o

1-p 1-p
404

1
I(paB) =2+ (3 3p>

el enredamiento esta dado por

E(pap) =1+ (3 _43p> log <3 _43p> + (1 - <3 _43p>) log <1 - <3_43p)> . (2.55)

Como el sistema es simétrico ante el intercambio de los subsistemas A y B, las correlaciones clédsicas de

%p i + 3p) ¢; como resultado la informacién mutua estd dada por

Jie
() (), e

cuyos eigenvalores son {

nuevo toman los valores Ca(pap) = Cp(pap) = C(pap). Esta cantidad se obtiene maximizando sobre

mediciones proyectivas. A continuacién se muestra un calculo mas detallado, basado en [14]. En este caso
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un sistema bipartito de dos qubits puede expresarse de la siguiente manera:
1 3
p:Z<H+kZ_10kak®0k>’ (2.56)

donde ¢, son coeficientes complejos y o son las matrices de Pauli. Si se expresa el estado anterior como

una matriz se encuentra

1+ _
403 0 0 01462
0 1*463 c1tco 0
0 c1+tco l—c3 0 ’
- 14
% 0 0 463
cuyos eigenvalores son
1
Aozz(l—cl—CQ—Cg),
1
A = 1(1—01—1—024—03),
1
Ay = Z(1+Cl —62+63),
1
Ag = Z(1+Cl+62—63).

Para que p sea una matriz de densidad es necesario imponer que Ay € [0,1] paral = 0,1,2,3. Dicha
condicion se aplica sobre los coeficientes ¢;. Las matrices de densidad reducidas son pyq =1 ( %) = pp, con

lo cual la informacién mutua estd dada por

3
() =2+ Aclog(Ay).
k=0

Ahora definimos los operadores de proyeccién {II; = |k)(k| : K = 0,1}; con lo cual cualquier medicién Von

Neumann para el subsistema B puede escribirse como
{Bk — VIV k= 0,1} ,

para alguna matriz unitaria V' € U(2). Pero cualquier matriz unitaria V' puede ser escrita, hasta una fase

constante, como

V =t + ij7
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cont € R, = (y1,y2,y3) € R3, y ademds 2 + y12 + y22 + 332 = 1. Con el estado después de la medicién

1

(I® By)p(I® By),
Pk

Pk

donde py = Tr[(I® By) p (I ® By)], se evalia explicitamente

pepr = (1@ By) p(I® By)
= [1® (VHkVT)} 0 [JI ® (VHkVT)]
=IV)IQIL)Ie VHple V(I ) I V)

3

= i(]l@‘/)(ﬂ@ﬂk) <H+;Ck0'k ®0'k;> ITe)(Ie V.

Usando las relaciones

VieWW = (2 +yi — v — y3)o1 + 2(tys + y1y2)02 + 2(—tys + y1y3)03, (2.57)
ViooV = (2 + 43 — v} — y3)02 + 2(ty1 + ysy2)os + 2(—tys + y1y2)o1, (2.58)
VT03V = (t2 + yg — y% — y%)dg + 2(ty2 + y1y3)01 + 2(—ty1 + ygyg)ag, (2.59)

ademas H()O'gHO = Ho,H10'3H1 = —Hl,H]’O‘kH]’ =0 paraj = O, 1,]{1 = 1,2, se obtiene Po =DP1 = % y

1
po =5 (I+ c12101 + c22202 + c32303) @ (VIIGVT), (2.60)
1
p =5 (I—c1z101 = €220 — €32303) @ (v v, (2.61)
donde
z1 0= 2(—ty2 + y1¥3), (2.62)
29 0= 2(ty1 + y2y3), (2.63)
=1+ Y5~y — v (2.64)
Sea
0= \/\0121\2 + |eaza]? + |eszs |, (2.65)

esta cantidad depende de la matriz V. Entonces

8(po):S(pA)=—1;910g(1;9)—1;910g (#) (2.66)
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Con lo cual se tiene

1-0 1-90 1+0 1+0
S + (k) = 5 o (15 ) = 15 o (157

de donde se sigue

S(pa) Y2 S(6) = 5o (1 —0) + ++

B;

log (1+0). (2.67)

Para obtener el maximo que exigen las correlaciones clasicas se define

c:=maz{|c1],]|e2], |cs|}, (2.68)

con lo cual

0. Il (2 + |22l + 2f) = c. (2.69)
Ahora el maximo, donde se da la igualdad, se puede resolver por casos
(1) Sic=|ec1], la igualdad se da con |z1| = 1,29 = 23 = 0,y1 = y3 = 0.
(2) Sic = |ez], la igualdad se obtiene con |za| = 1,21 = 23 = 0,2 = y3 = 0.
(3) Sic = |es], entonces la igualdad se cumple con |z3] = 1,21 = 20 = 0,91 = y2 = 0.
Asi
max f# = maxf = c.
By, 1%

De este modo se obtienen las correlaciones clédsicas

1-— 1
QClog(l—c)+ —2|—c

Cp(p) = log(1 + ¢). (2.70)

En el ejemplo presentado, haciendo una comparacién entre el estado genérico de la ecuacién (2.56), con

la matriz del estado en la base computacional (2.53), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

1+p 1+4c¢3
- 2.71
te_to (271)
c1—C P
=< 2.72
2=t (272)
1—c3 1—p
== = 2.73
=22 (273)
ate (2.74)
4
Resolviendo el sistema se obtienen los valores {¢; = c3 = p,co = —p}. Al sustituir el valor de ¢ = p en la
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| Correlaciones (bits)

0.1

T T T T T T T T T T T T
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 11

. X , . . ;L. . 1—
Figura 2.3: Gréfica de las correlaciones en el sistema cudntico pap = p|¢™)(¢™| + F2I

expresién para las correlaciones clasicas de la ecuacién (2.70), se obtiene

1
*p log(1 + p). (2.75)

1_
C(pap) = 5 Prog(1—p) + 5

Para hallar el valor del enredamiento se utilizan los resultados del ejemplo anterior. Para esto se resuelve
un sistema de ecuaciones. Dicho sistema de ecuaciones resulta de la comparacién entre las matrices (2.53)

y (2.44). El sistema de ecuaciones obtenido es

1+p_)\3+)\4

4 2 ’

1—-p M+

4 2 7
A1 = Ag,
A3 — Ay =p.

La solucién de este sistema de ecuaciones es {)\1 = i—p, Ao = i—p, A3 = %, #}. Se utiliza la ecuacién

(2.46), con la cual se obtiene el enredamiento mencionado. Una gréfica del valor de las correlaciones,
respecto al valor de p se muestra en la Figura 2.3.

En los dos ultimo ejemplos, se muestra que la suma de el enredamiento medido con la entropia
relativa, mas las correlaciones clasicas no siempre es igual a la informacién mutua. En otras palabras que
en muchos sistemas existe un tipo de correlaciones que no se pueden catalogar como clasicas y difieren

del enredamiento. A estas correlaciones son las que se conocen como la discordia cudntica.

73



2.4. FEjemplos del calculo de correlaciones Capitulo 2. Correlaciones en sistemas fisicos

74



Capitulo 3

Interpretacion geométrica de las

correlaciones

En este capitulo se introducen los conceptos geométricos de todas las correlaciones. Expresar las
correlaciones de los sistemas en términos geométricos posee, al menos dos grandes ventajas [16]. La
primera consiste en colocar todas las correlaciones en un mismo contexto. Este hecho es bastante 1til, ya
que ahora todas las correlaciones tendran una misma interpretacién y serd mas sencillo compararlas. La
segunda es la de generalizar los conceptos de correlaciones a estados multipartitos, lo cual permite trabajar
con un mayor numero de sistemas. El sentido geométrico se deriva del hecho de tomar a la entropia relativa
como una funcién de distancia. Aunque la entropia relativa no es formalmente una distancia (no cumple
con la propiedad de simetria), funciona bien para los propédsitos de cdlculo de correlaciones.

Para comenzar se le llama p a el estado cudntico, el cual ahora no necesariamente es bipartito. Se le
llama & a el conjunto de estados enredados. Se supone p € £. Se le llama o € S a los elementos del conjunto
de estados separables. Se le llama y € C a los elementos del conjunto de estados clasicos. Estos estados
son los que no poseen correlaciones cudnticas, pero pueden poseer correlaciones clasicas. Se le llama 7w € P
a los elementos del conjunto de estados producto. A continuacién se muestra un diagrama de cémo se
relacionan las correlaciones. La cantidad L,, hasta ahora no tiene una interpretacion fisica concreta. Se
define un estado producto de un sistema N-partito, es decir, un estado sin ningin tipo de correlaciones,
como ™ =7 ® ... R my; donde 71 es el estado reducido del k-ésimo sistema. El conjunto de los estados
producto P no es un conjunto convexo en el sentido de que un estado mezcla de estados producto puede no
ser un estado producto. El conjunto de los estados clasicos contiene estados mezcla de estados localmente
distinguibles X = 3" pry . ko K1 - - kn) (k1 - .. kn| = 3 pr|k) (K], donde pz es una distribucién de probabilidad

o =
conjunta y los estados locales |k;,,) generan una bzfse ortonormal. Note que C no es un conjunto convexo;

la mezcla de dos estados clasicos escritos en diferentes bases pueden generar un estado no clasico. El

75



Capitulo 3. Interpretacion geométrica de las correlaciones

E
Y S il P
Q D
fo Xo Xp L
Co Cp
Ty L Txo Ty, ‘i’/ Tp

Figura 3.1: Diagrama de las correlaciones de un sistema fisico.
conjunto de estados separables S es convexo y contiene mezclas de la forma o = megi) ®R...Q W%). El
i
conjunto de estados producto es un subconjunto de los estados clasicos, que a su vez es un subconjunto de
los estados separables. Los conjuntos separables y enredados son disjuntos. A continuacién se presentan

las definiciones geométricas de las correlaciones, junto con una nueva correlacion: la disonancia.

E =min S(pl||o) (enredamiento) (3.1)
o€S

D= ml’g S(pllx) (discordia cudntica) (3.2)
XE

Q= ml’g S(ollx) (disonancia cuantica) (3.3)
X€

C= m1’7r)1 S(x||m) (correlaciones clasicas) (3.4)
(S

En seguida se presenta una serie de lemas y formulas que son de utilidad en el cdlculo de correlaciones.

Lema 3.0.1. El espacio producto mds cercano a cualquier estado genérico p, medido con la entropia

relativa, es el producto de sus estados reducidos, i.e., 71, =T & ... dTN.

Demostracion. Se asume que existe un estado o = a1 ® ... ® mp, tal que éste el espacio producto mas

cercano a p. Entonces se considera la diferencia

S(pllmp) = S(plla) = 0. (3.5)

Usando la linealidad de la traza y la aditividad de la funcién logaritmo, condensadas en la ecuacién (1.31)

resulta

Tr(plog(en ® az)) = Tr(Tra(p) log(ar)) + Tr(Tr1(p) log(az)). (3.6)
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Aplicando esta identidad a ambos términos de la ecuacién se obtiene
> S(millms) = S(millew) = =S(mylla) > 0, (3.7)

una cantidad negativa, lo cual considerando la positividad de la entropia relativa implica que debe de

cumplirse la igualdad, es decir, m; = «. O

Teorema 3.0.2. La entropia relativa entre un estado arbitrario p y el estado producto de sus estados

reducidos es la informacion mutua del estado.

Demostracion. Directamente de la definiciéon de entropia relativa se tiene

I(p) = S(pl|mp)
= —Tr[plog(m & ...7n) + plog(p)]

—_— Z Tr[m; log(m;)] + Tr[plog(p)]

(2

= S(m,) — S(p). (3.8)

lo cual es la informacion mutua. O

El siguiente teorema, proporciona féormulas para calcular las correlaciones clésicas:
Co =5(my,) = Sxo) & Cp=S(my,) = S(xp)- (3.9)

Es importante mencionar que el siguiente teorema no permite calcular el estado clasico mas cercano,

solamente nos permite hallar las ecuaciones (3.9).

Teorema 3.0.3. Dado un estado arbitrario p, el estado cldsico mds cercano es x, = Y k) (K| p|k) (K
kE

)

donde { |k forma la eigenbase de x,.
p

Demostracion. Sea X, el estado cldsico mas cercano a p. Cualquier otro estado cldsico X tendrd mayor
entropia relativa (con respecto a p) que x,, es decir, S(p||X) —S(p|[x,) > 0. Se construye X proyectando

p en la eigenbase de x,, X = > k) (K| p|k)(K|. Se evalda el primer término de la desigualdad anterior
k

insertando un conjunto completo de proyectores S |k)(k| aprovechando las propiedades ciclicas de la
k
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traza y el hecho de que |k)(k| conmuta con X; con lo cual se obtiene

S(pl|X) = Tr[p(log(p) — log(X))]

= —S(p) - Tr[Z k) (k| plog (X))

k
=—S(p) = Tr[D (|E><EI)2plog(X)]
;;
= —S(p) = Te[Y_ k) (Elp|k) (K[ log(X)]
;z
= S(X) — S(p). (3.10)

Se procede del mismo modo para el segundo término de la desigualdad obteniendo

S(pllxp) = Tr[p(log(p) —log(x,))]

= =5(p) = e[ IR (Flplog ()]

k
=-S(p) - Ty (1E><E!>2p10g(xp)]
f
= —S(p) = Tr[Y_ k) (Elplk) (K| log (x,)]
f
= S(p) — Tr[X log(x,)] (3.11)

Utilizando las ecuaciones (3.10) y (3.11), se reescribe la desigualdad como

S(pllX) = S(pllxp) = S(X) — Tr[X log(x,)]

= —S5(X]Ixp)-

Considerando que la entropia es positiva, la tnica posibilidad es S(X) = S(x,), lo cual concluye que

X = xp. [l

El teorema 3.0.3 proporciona valiosa informacién, ya que la minimizacién necesaria para obtener un
estado clasico ahora se realiza mediante una minimizacién de la entropia S(x), sobre la eleccién de una

base local |k):

D=S(x,) =50k v Q=5 —5(0), (3.12)
donde S(x;) = min S(3 [k) (klx[k) (K|).
k)R

Teorema 3.0.4. Las ecuaciones para L, y Ly son L, = S(my,) —S(7,) y Lo = S(my,) — (7).
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3.1. Estado de Werner Capitulo 3. Interpretaciéon geométrica de las correlaciones

Demostracion. Para encontrar la férmula para L, se comienza evaluando S(pl||my,) = —Tr(plog(my,)) —
S(p). Usando el hecho de que 7, tiene la misma base que x, e insertando un conjunto completo de
proyectores en dicha base en el primer término se tiene —Tr(pIn(m,,)) = —Tr(x,log(my,)). Usando las
propiedades del logaritmo y de la traza se obtiene —Tr(pln(m,,)) = S(my,). Por otro lado usando la
linealidad de la traza se obtiene —Tr(pln(my,)) = —Tr(m,log(my,)) = S(my,) para my, = |k)(k|m,|k) (K|,
donde {|k)} forma la base de Xp- Finalmente L, = S(m,||my,) = S(my,) — S(m,). La prueba para o es

analoga. O

Los teoremas anteriores nos proporcionan un método para calcular todas las correlaciones diferentes
del enredamiento y las correlaciones clasicas. Felizmente, se cumplen relaciones exactas entre varias de
estas cantidades:

T,=D+C,— L, y T,=Q+Cs—L,. (3.13)

Estas relaciones corresponden a los caminos cerrados en la figura 3.1 y significan que la suma de las
correlaciones cléasicas y cuanticas es igual a la suma de las correlaciones totales mas las cantidades L, y
L,. Hasta el momento no existe una interpretacion fisica de las cantidades L, y L., a pesar de que dichas
cantidades juegan un papel importante en las correlaciones. Es importante notar que el enredamiento

juega un papel en las correlaciones dentro de la discordia, pero no de manera independiente.

3.1. Estado de Werner

A continuacién se presentan los estados diagonales de Bell como ejemplo para mostrar las relaciones
4
de aditividad mencionadas anteriormente. Se considera el estado de Bell diagonal p = >_ \;0;. De manera
i=1

3
equivalente se puede escribir en la base computacional como p = i <H A®Ip+ ) cjoj® O'j), donde o
j=1
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3.1. Estado de Werner Capitulo 3. Interpretaciéon geométrica de las correlaciones

son las matrices de Pauli. Asf se pueden calcular los estados reducidos de la siguiente manera

pa = Trp(p)

3
1
= ZTrB ]IA®]IB+ZCJ‘U]'®U]'

j=1
3
= — TTB[HA(EQ]IB]—I—TI‘B ZCJ‘U]'@U]'
j=1
1 3
=1 2HA+ZCjTrB[Jj®Jj]
7j=1
= —I4.
9 A

De manera andloga se obtiene pp = %HB. Por lo cual, en base a las definiciones anteriores se obtiene
T, = pa ® pp = i(]IA ® Ip). Ademds se probé en el ejercicio anterior que el estado desenredado més

4
cercano es o = »_ p;o;, donde p; = % Vv pi = ﬁ, suponiendo que A; > %, para que el estado posea
i=1
enredamiento. Por lo tanto el estado clasico més cercano estéd dado por x, = [[4 ® Ip + ¢y, ® 0%, donde

¢k es el coeficiente escogido entre {ci,co,c3}, tal que |cx| = méx{|c1|,|c2|,|cs|}. Para ejemplificar estos

calculos geométricos se hace uso del estado

pap =plo W oI+ (1 —p)lo )¢ (3.14)

estudiado con anterioridad. Primero se calculan las correlaciones totales. Recordando que los eigenvalores
de este estado son {14;1’, 14;1”, 14;1”, 1 (1+ 3p)}, resulta —S(pap) = (%) log (%) + (#) log (#).

Ahora se calcula el término —Tr(pap log(m,))

—Tr(paplog(m,)) = —Tr (pAB log (i (H4)>>

= Tr(pap(log(4)ls))
= 2Tr(paB)

= 2.

Asi se demuestra que las correlaciones totales son T'(pap) = 2 + (%) log (%) + (#) log (#).

A continuacion se calcula la discordia. Para esto se calcula S(x,). Sabiendo que en este ejemplo
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3.1. Estado de Werner Capitulo 3. Interpretaciéon geométrica de las correlaciones

{¢1 = ¢c3 = p,ca = —p}, el estado cldsico visto como matriz es
1+
e g 0 0
o X2 0 0
X = - (3,19
0 0 Lz o
0 0 i
Tomando ¢ = c3, los eigenvalores son {#,#,%,%}, y por ende S(x,) = —%log (%) -
1%1’ In (%). Por lo que la discordia es

Pl -5t (50 5P () ¢ (557 (550« (5 (557
=t () (S5 1) () () e (M)
St () () ()« () (7).

A continuacién se calculan las correlaciones cldsicas. Como se acaba de mostrar x, = (%)(’0@(00‘ +

[11)(11]) + (£52)(]01)(01] + [10)(10]), con lo cual x4 = £(10)(0 + [1)(1]) = x¥. De este modo se obtiene

Ty, = 3113 por lo tanto S(my,) =2 = —log(7). Con lo cual las correlaciones clésicas toman la forma

C(pag) = S(my,) — S(xp)

I+p 1+p 1-p 1-p
=2 1 1
+ 5 og( 1 )+ 5 n 1

—ou ! L (log(1 + p) — log(4)) + ! S (In(1 - p) — In(4))
:2—log(4)(1;—p+1;p)+ 1;—plog(1+p)+ 1;pln(1—p)
:2—log(4)—|—1;plog(1+p)+1;pln(1—p)
:1;plog(1+p)+1;pln(1—p)-

Lo cual concuerda con lo obtenido. Para finalizar queda por calcular L ,:

L,= S(T('Xp) —S(my)

_2_§ (i (114)>
— 92 log G)

=0.
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Ahora comprobemos las ecuaciones

3—-3 1-— 1+3 1+3
Tp+Lp:2+( 4p)log( 4p)+< —zp)log( —Zp) (3.16)

Por otro lado se tiene

D+C,=2+ ;pl (1;’19) <2p>ln< p)
“e () () (5R) + (55 e (57)
moe () (e (550)) (55 (57)
:2—1—(3_43p>10g< v > (12379)1 (1231)). (3.17)

Con la igualdad de las ecuaciones (3.17) y (3.16) se tiene el resultado deseado.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis, se realizé un estudio sobre las correlaciones en sistemas cuanticos. Dentro de dichas
correlaciones se hizo especial énfasis en el enredamiento y la discordia. En base a los ejemplos y las
discusiones mostradas con anterioridad, se pudo concluir que no es clara la frontera entre las correlaciones
clasicas y cudnticas.

En el caso del enredamiento, se estudiaron las propiedades necesarias para obtener una medida de
enredamiento util. Se considero a la entropia relativa como una posible funcién de distancia y se enunciaron
las propiedades suficientes que debe de cumplir para poder generar una medida de enredamiento 1til [22].
Se probaron las propiedades que cumple el enredamiento basado en la entropia relativa, por ejemplo, la
convexidad, la subaditividad y compararse siempre menor al enredamiento de formacién. Se mostré que
para estados puros, el enredamiento basado en la entropia relativa se reduce a la entropia de Von Neumann,
lo cual concuerda con otras medidas de enredamiento. Se identificaron las ventajas de esta medida de
enredamiento, como son la independencia del nimero de subsistemas y la dimensiéon de éstos. Con la
intencion de mostrar una de estas ventajas, se escribié un cédigo en Python, el cual calcula el enredamiento
para un sistema bipartito de dos qubits. Dicho cédigo entrega el estado desenredado mas cercano y el
valor del enredamiento. Utilizando este cédigo se pudo comprobar el enredamiento para una considerable
cantidad de ejemplos simples, entre ellos los estados diagonales de Bell y los estados de Werner.

En el caso de la discordia, se estudié esta cantidad como un nuevo tipo de correlacién, surgida de
una equivalencia para la informaciéon mutua en el caso clasico, pero sin sentido en el &mbito cudntico.
A partir de esto se consider6 como un tipo de correlacién cuéntica diferente del enredamiento, ya que
varios ejemplos mostraron que las correlaciones clasicas y el enredamiento eran incapaces de saturar
las correlaciones totales. Es en este punto donde la discordia juega un papel clave en las correlaciones,
tomando en cuenta que ésta puede considerarse como un tipo de correlacién cuantica mas general que

incluye al enredamiento.
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Para las correlaciones clasicas se obtuvieron y demostraron sus propiedades relacionadas con la
medicién. Se les da la interpretacién de clasicas, por ser el tipo de correlaciones obtenidas a partir de
estados invariantes ante mediciones. Lamentablemente para este tipo de correlaciones no se tiene ningin
método para encontrar el estado cldsico méas cercano para un estado en general. A pesar de esto se
conocen formulas analiticas para los estados diagonales de Bell, que fueron usados en este trabajo para

varios ejemplos.

Todas estas correlaciones tienen un origen diferente, pero pueden ser llevadas a un esquema donde
puedan calcularse y compararse sin necesidad de hacer mediciones; es decir, utilizando una minimizacién
de la base, en lugar de una minimizacién sobre la medicién. Esto es bastante ventajoso, porque evita
complicaciones en los cédlculos. Ademads es posible darle una interpretacién similar a cada una de las
correlaciones. Este esquema es un esquema geométrico, el cual se estudio en el capitulo 3, donde se utiliz6 a
la entropia relativa como una pseudo-distancia. Posiblemente el resultado mas relevante de utilizar este
esquema geométrico es que es posible obtener férmulas exactas para la divisiéon de las correlaciones.
Dichas férmulas ofrecen un célculo simple a las correlaciones, pero algunas cantidades no tienen una

interpretacion fisica clara, lo cual es una incégnita aun por resolver.

Considerando todos estos resultados se puede concluir que los estados cuanticos poseen correlaciones
mucho mas complejas que los estados clasicos. Estas correlaciones no solamente se limitan al enredamiento,

sino que posiblemente se puedan definir como la discordia cudntica o ain una cantidad méas general.

La importancia de poder dividir las correlaciones en cldsicas y cudnticas radica en que para las
aplicaciones épticas, como las de computacién cuantica, se requieren estados fuertemente correlacionados.
Ademas de que la transmisién de informacién puramente cuantica en forma de correlaciones requiere de
canales cudnticos, mientras que la informacién clasica puede ser enviada mediante canales clasicos. Por lo
cual, para un procesamiento cudntico de la informacién eficiente es de vital importancia estudiar diferentes

medidas de correlaciones para obtener una medida precisa que nos entregue resultados utiles.

Para resaltar la importancia de las correlaciones en la teoria de la informacién cuéntica, se hace un
especial énfasis en la discordia cudntica. Desde que la discordia cuantica fue descubierta, se ha tenido
un especial interés sobre su papel en aplicaciones de comunicacién cuantica. La discordia cuantica se
usa: como un recurso imprescindible en metrologia cuantica, en la produccién de estados correlacionados
de manera remota, en la determinacién de la formacién y el consumo de enredamiento, por mencionar
algunos usos [5, 4, 6]. En estos algoritmos, el enredamiento sélo estd presente incluido en la discordia,
ademas de que en las aplicaciones anteriores se utilizan estados desenredados. En muchas aplicaciones es
suficiente con utilizar estados separables, pero mezclados al maximo, se utilizan dichos estados, porque

éstos son sencillos de preparar en un laboratorio y ademds son mas resistentes a la decoherencia [6].
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Dichas aplicaciones muestran que las correlaciones cuanticas no estan completamente determinadas por
el enredamiento.

Esta tesis estd enfocada a todo aquel que necesite calcular las correlaciones de estados cudnticos
y busca generar més interés en este tema, debido a sus multiples aplicaciones en el procesamiento de
la informacién. Los ejemplos que expone son sencillos pero ilustrativos y el cédigo involucrado es libre
de modificarse a conveniencia del usuario. Con este trabajo se espera facilitar el acceso a alumnos de

licenciatura a la teoria de la informacién cuantica.
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1

2

3

Apéndice A

Calculo numeérico del enredamiento

El siguiente cédigo implementa el calculo numérico del enredamiento para cualquier matriz de densidad
de un sistema bipartito de dos qubits. Dicho método estd basado en el método del gradiente descendiente,
utilizando la condicién Armijo, en la minimizacién por el método Backtracking line search. Se presenta
una breve descripcién de las funciones.

Librerias.

En este cddigo se hace uso de las librerias

= Numpy, math, scipy y random. Dichas librerias se encuentran cominmente instaladas en Python y

nos ayudan a elaborar operaciones matematicas.
= Random. Dicha libreria nos permite generar niimeros aleatorios.
Variables de entrada.

= Se requiere o, el cual es el sistema cuantico al cual se le calculara el enredamiento. Se requieren sus

elementos de matriz expresados en la base computacional estandar {|0), |1)}.

= Se solicita iter, el cual es el nimero de iteraciones con las cuales el cdédigo calcularé el enredamiento.

Aproximadamente 200 iteraciones son suficientes para una aproximacion muy exacta del enredamiento.
Variables de salida.
» El programa entrega p, la matriz desenredada més cercana a ¢ medida con la entropia relativa.

» El programa devuelve E(c0), el enredamiento de la matriz o.

import numpy as np
import math as math

import scipy as sci

87



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

Apéndice A. Caélculo numérico del enredamiento

import random as ran

from numpy import *

from math import log
from numpy import linalg as LA
from numpy.linalg import inv

_epsilon = sqrt(finfo(float).eps)
ketO=np.matrix('1;0")

ketl=np.matrix('0;1")

ket0OObra0O=np.outer(np.kron(ket0,b ket0),np.kron(ket0,b ket0).H)

def logi(x): #funcion que calcula el

y=np.zeros_like(x) #entrada por entrada.

for i in np.arange(0,x.shape[0]):
for j in np.arange(0,x.shape[1l]):
if np.around(x[i,j],decimals=13)==0:
yli. j]=0
else:
y[i,j]=np.log(np.around(x[i,]j],decimals=13))
return vy

sigma=np.empty ([4,4])

print "Este es un codigo que calcula el

de dos quibits’

print "A continuacion ingresa los

definir una matriz de densidad expresada en la

sigma[0,0]=input(”Ingresa la entrada 0,0 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[0,1]=input(”Ingresa la entrada 0,1 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[0,2]=input(”"Ingresa la entrada 0,2 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[0,3]=input(”Ingresa la entrada 0,3 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[l,0]=conj(sigma[0,61])

sigma[l,1]=input(”Ingresa la entrada 1,1 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[l,2]=input(”"Ingresa la entrada 1,2 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")

sigma[l,3]=input(”Ingresa la entrada 1,3 de la matriz

se le calculara el enredamiento:")
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Apéndice A. Caélculo numérico del enredamiento

sigma[2,0]=conj(sigma[0,2])
sigma[2,1]=conj(sigma[l,2])
sigma[2,2]=input("Ingresa la entrada 2,2 de la matriz de densidad a la cual;\
se le calculara el enredamiento:")
sigma[2,3]=input(”"Ingresa la entrada 2,3 de la matriz de densidad a la cual;\
se le calculara el enredamiento:")
sigma[3,0]=conj(sigma[0,3])
sigma[3,1]=conj(sigma[l,3])
sigma[3,2]=conj(sigma[2,3])
sigma[3,3]=input(”"Ingresa la entrada 3,3 de la matriz de densidad a la cual;\
se le calculara el enredamiento:")
print ("A continuacion se muestra la matriz ingresada:")
s = [[str(e) for e in row] for row in sigma]
lens = [max(map(len, col)) for col in zip(*s)]
fmt = "\t'. join('{{:{}}}'.format(x) for x in lens)
table = [fmt.format(xrow) for row in s]
print ('\n'.join(table))
def chabas(x,y): #funcion que aplica un cambio de base de la matriz x
z=np.zeros_like (x) #con el cambio y
z=np.dot(inv(y),np.dot(x,y))
return z
def logm(x): #funcion que calcula el logaritmo de una matriz invertible
w,v=LA . eig(x)
z=np.zeros_like (x)
z=chabas(logi(chabas(x,v)),inv(v))
return z
def S(x):
return (np.trace(np.dot(sigma,hlogm(sigma)));\
—np.trace(np.dot(sigma,logm(den(x))))). real
def S1(x):
return (np.trace(np.dot(sigma,logm(sigma)));\
—np.trace(np.dot(sigma,logm(x)))). real
def prod(x): #funcion que ejecuta el producto de todos los elementos de una lista
prod=1
for i in np.arange(0,x.size):
prod=prodxx|[i]
return prod

def ran(x): #funcion que genera una lista de longitud x de numeros aleatorios
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def

a=[random . uniform (0,2%pi) for _ in range(0,x)]
b=np.array(a)

return b

ranl(x): #funcion que genera una lista de longitud x de numeros

a=[random . uniform (0,0.001) for _ in range(0,x)]
b=np.array(a)

return b

phiO=np.array ([ pi/2])
phi=np.append(phi0,ran(15))
alpha=ran(16)

beta=ran(16)

eta=ran (16)
mu=ran (16)

vari=0

a=np.append(beta,eta)

b=np.append(phi,alpha)

c=np.append(b,a)

rho=

def

def

def

def

def

np.append(c,mu)
P(x,y): #funcion que evalua los p_i cuadrados
prod=1
for i in np.arange(y,16):
prod=prodxcos(x[i])
p=sin(x[y—1])*prod
return p

psil(a,k):

return cos(a[k+15])xketO+sin(a[k+15])*exp(complex(0,a[k+47]))*ketl

psi2(a,k):

return cos(a[k+31])xketO+sin(a[k+31])xexp(complex(0,a[k+63]))xketl

den(y):

sum=np.zeros_like (sigma)

for i in np.arange(1,17):

sum=sum+np.square(P(y,i))*np.kron(np.outer(psil(y,i),psil(y,i).H),;\
np.outer(psi2(y,i),psi2(y,i).H))

return sum

Grad(x):

vari=ranl (1)
gra=np.zeros_like(rho)

for i in np.arange(1,80):
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118 vari2=np.zeros_like (x)

119 vari2[i]=vari

120 rhop=x+vari?2

121 rhom=x—vari2

122 gra[i]=(S(rhop)—=S(rhom))*(1/(2%vari))
123 return gra

124

125 def BacktrackinglLineSearch(f, df, x, p, df-x = None, f_x = None, args = ().,;\

126 alpha = 0.01, beta = 0.8, eps = _epsilon, Verbose = False):
127

128 if f_x is None:

129 fox = f(x, =*args)

130 if df_-x is None:

131 df_x = df(x, *args)

132

133 assert df_x.T.shape — p.shape

134 assert 0 < alpha < 1, '"Valor invalido para alpha'

135 assert 0 < beta < 1, 'Valor invalido para beta'

136

137 derphi = dot(df_x, p)

138

139 assert derphi.shape = (1, 1) or derphi.shape = ()

140 assert derphi < 0, 'Intento de ir en la direccion del gradiente'
141

142 stp = 1.0

143 fc =0

144 len.p = LA.norm(p)

145

146

147 #Condicion armijo

148 while f(x + stp * p, *xargs) > f_x + alpha % stp x derphi:
149 stp *= beta

150 fc +=1

151 if Verbose: print('linesearch iteration'), fc, ":',;\
152 stp, f(x + stp * p, *args), f_x + alpha % stp * derphi
153 if stp % len_p < eps:

154 print('Step is too small, stop')

155 break
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#if Verbose: print'linesearch iteration 0 :', stp, f_x, f_x
if Verbose: print('linesearch done')
#print fc, 'iterations in linesearch'
return stp
A A A A A A A A i
rhold=np. zeros_like(rho)
iter=input(”Ingresa numero de iteraciones maximo ")
sum=1
itera=0
while (sum > 0.0001 and itera < iter):
rhold=np.copy(rho)
gradi=Grad(rho)
best=BacktrackingLineSearch(S, Grad,rho,—gradi)
rho=rhold —bestxgradi
sum=0
for k in np.arange(0,3):
for | in np.arange(0,3):
sum=sum+absolute(den(rhold)[k, |]—den(rho)[k,I])
itera=itera+l
rhoround=np.around(den(rho),decimals=4)
print ("La matriz desenredada mas cercana es: ")
sl = [[str(e) for e in row] for row in rhoround]
lensl = [max(map(len, col)) for col in zip(*sl)]
fmtl = "\t'. join('"{{:{}}}"'.format(x) for x in lensl)
tablel = [fmtl.format(*row) for row in sl]
print '\n'.join(tablel)
print ("El enredmaiento de la matriz es: ")
print (S(rho))
print ("La ultima iteracion tuvo una diferencia menor en ;\
cada una de sus entradas a ")
print sum

92



Bibliografia

1]
[2]

[10]

[11]

[12]

Stephen M. Barnett. Quantum Information. Oxford University Press, 2009.

B. Bellomo, R. Lo Franco, and G. Compagno. Dynamics of geometric and entropic quantifiers of

correlations in open quantum systems. Phys. Rev. A, 86:012312, 2012.

K.G. Binmore. Mathematical analysis. Cambridge University Press, 1977.

Borivoje Dakic et al. Quantum discord as resource for remote state preparation. Nature Phys,

8:666-670, 2012.

Davide Girolami et al. Quantum discord determines the interferometric power of quantum states.

Phys. Rev. Lett., 112:210401, 2014.

K. Modi et al. The classical-quantum boundary for correlations: Discord and related measures. Reuv.

Mod. Phys., 84:1655-1707, 2012.

A. Ferraro, L. Aolita, D. Cavalcanti, F. M. Cucchietti, and A. Acin. Almost all quantum states have
nonclassical correlations. Phys. Rev. A, 81:052318, 2010.

Masahito Hayashi. Quantum Information: An Introduction. Springer, 2006.

L Henderson and V Vedral. Classical, quantum and total correlations. Journal of Physics A:

Mathematical and General, 34:6899—6905, 2001.

Ryszard Horodecki and Michal Horodecki. Information-theoretic aspects of inseparability of mixed

states. Phys. Rev. A, 54:1838-1843, 1996.

Nan Li and Shunlong Luo. Classical states versus separable states. Phys. Rev. A, 78:024303, 2008.

Goran Lindblad. Expectations and entropy inequalities for finite quantum systems. Comm. Math.

Phys., 39:111-119, 1974.

93



Bibliografia Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[20]
[21]

22]

[24]

[25]

[26]

Goran Lindblad. Completely positive maps and entropy inequalities. Comm. Math. Phys.,
40:147-151, 1975.

Shunlong Luo. Quantum discord for two-qubit systems. Phys. Rev. A, 77:042303, 2008.

Gen Kimura Masahito Hayashi, Satoshi Ishizaka Akinori Kawachi and Tomohiro Ogawa. Introduction

to Quantum Information Science. Springer, 2015.

Kavan Modi, Tomasz Paterek, Wonmin Son, Vlatko Vedral, and Mark Williamson. Unified view of
quantum and classical correlations. Phys. Rev. Lett., 104:080501, 2010.

Michael A. Nielsen and Isaac L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Information.

Cambridge University Press, 2010.
Jorge Nocedal and Stephen J. Wright. Numerical Optimization. Springer, 2006.

Harold Ollivier and Wojciech H. Zurek. Quantum discord: A measure of the quantumness of

correlations. Phys. Rev. Lett., 88:017901, 2001.
D. Petz. Quasi-entropies for finite quantum systems. Rep. Math. Phys., 21:57-65, 1986.
Dénes Petz. Quantum Information Theory and Quantum Statistics. Springer, 2008.

V. Vedral and M. B. Plenio. Entanglement measures and purification procedures. Phys. Rev. A,

57:1619-1633, 1998.

V. Vedral, M. B. Plenio, M. A. Rippin, and P. L. Knight. Quantifying entanglement. Phys. Rewv.
Lett., 78:2275-2279, 1997.

Mark M. Wilde. Quantum Information Theory. Cambridge University Press, 2013.

William K. Wootters. Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits. Phys. Rewv.
Lett., 80:2245-2248, 1998.

Jian-Song Zhang and Ai-Xi Chen. Review of quantum discord in bipartite and multipartite systems.

Quant. Phys. Lett., 1:69-77, 2012.

94



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Fundamentos
	Capítulo 2. Correlaciones en Sistemas Físicos
	Capítulo 3. Interpretación Geométrica de las Correlaciones
	Capítulo 4. Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía



