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Facultad de Ingenieŕıa
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Resumen

Para un adecuado entendimiento del yacimiento y predecir su futuro comportamien-
to, es imprescindible tener una clara comprensión acerca de la f́ısica del flujo de fluidos
dentro del medio poroso, para esto se requiere tener conocimiento de las propiedades
del sistema roca-fluidos y de los mecanismos de producción asociados a la recuperación
de aceite, aśı como de los procesos utilizados para adicionarle de forma artificial enerǵıa
al yacimiento.

Para poder establecer una aplicación correcta de un simulador numérico de yaci-
mientos, más allá de manejar un software comercial, es necesario comprender los proce-
sos que se llevan a cabo internamente. Primeramente se establece la ecuación diferencial
que describe el flujo de fluidos a través de medios porosos, que junto con las condicio-
nes iniciales y de frontera, conforman el modelo matemático del sistema a analizar.
Posteriormente se tiene el proceso de solución numérica de la ecuación diferencial que
describe el flujo de fluidos y que consiste básicamente en obtener una representación
aproximada de la ecuación en puntos espećıficos de tiempo y espacio. Aśı la ecuación
diferencial de flujo, cuyo dominio de aplicación en espacio y tiempo es continuo, es
reemplazada por un sistema algebraico de ecuaciones. El sistema de ecuaciones es no
lineal, por lo cual se requiere del uso de métodos numéricos para la linealización y
solución del sistema de ecuaciones.

El objetivo de este trabajo es elaborar un simulador numérico de yacimientos bifási-
co, bajo el esquema Totalmente Impĺıcito, para poder determinar el efecto que tiene
la mojabilidad en la recuperación total de aceite cuando se lleva a cabo un proceso de
inyección de agua, ya que “la mojabilidad es el principal factor en el flujo, localización
y distribución de los fluidos dentro del medio poroso” Anderson, (1987). Cuando la
formación es mojada por aceite, la irrupción de agua ocurre a un tiempo temprano con
una baja producción de aceite, después de la irrupción una considerable cantidad de
aceite puede ser recuperada. A la inversa, cuando la formación es mojada por agua,
antes de que se presente la irrupción del frente de agua dentro del pozo productor, la
recuperación de aceite es muy alta con una mı́nima cantidad adicional de producción
de aceite posterior a la irrupción.
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Índice de figuras XIII
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La simulación numérica de yacimientos consiste en el desarrollo de técnicas y méto-
dos para resolver numéricamente las ecuaciones de flujo de fluidos en medios porosos,
y en la aplicación de esos modelos numéricos en el estudio del comportamiento de ya-
cimientos, Rodŕıguez (2000).

Los primeros simuladores de yacimientos simples aparecieron en la década de 1950
como soluciones de ecuaciones diferenciales para el flujo de fluidos en un medio ho-
mogéneo de geometŕıa sencilla. Más tarde, con el desarrollo de las computadoras se
pudieron modelar flujos a través de celdas que representaban bloques del yacimiento.
Posteriormente, el avance en el desarrollo de algoritmos de cálculo permitió resolver
sistemas de ecuaciones en forma más rápida y precisa.

Los modelos se hicieron más grandes y más complejos gracias a la incréıble capa-
cidad de velocidad de procesamiento y almacenamiento de las computadoras, y a la
mayor sofisticación de los algoritmos. Por lo cual es posible extender las soluciones del
flujo monofásico hasta el flujo de tres fases -agua, aceite y gas- que permite entonces
tomar en cuenta, incluso, los cambios de la composición del aceite y el gas debidos a
cambios en presión y temperatura. También se tiene la capacidad de poder solucionar
los métodos considerando geometŕıas irregulares y la incorporación de datos geológicos
complejos.

Al tener un modelo de yacimiento representado virtualmente de una forma más
realista, éste puede ser utilizado para comparar sus soluciones con datos históricos de
producción, a fin de validar y ajustar el modelo. Considerando lo anterior, se tiene una
herramienta poderosa con la cual se estará en posibilidades de predecir el comporta-
miento futuro del yacimiento bajo distintos esquemas de operación.
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1. INTRODUCCIÓN

1.2. Objetivo

Elaborar un simulador de yacimientos no fracturados bifásico, mediante la pro-
gramación de un modelo numérico, bajo el esquema Totalmente Impĺıcito, y que su
aplicación ayude a comprender como la mojabilidad afecta la recuperación total de
hidrocarburos.

1.3. Motivación

La principal motivación para el desarrollo de este trabajo fue el hecho de contar
con un simulador numérico de yacimientos propio, ya que al inicio de la era de la
simulación de yacimientos, este era un tema sólo para especialistas que diseñaban y
desarrollaban los programas de cómputo, por lo que los simuladores eran operados y
manejados principalmente en las grandes compañ́ıas petroleras. Por otra parte, si el
funcionamiento y el manejo de un simulador es el adecuado, se está en posibilidades de
ensayar las propias ideas, de esta manera el conocimiento teórico adquiere aplicaciones
prácticas.

1.4. Planteamiento del problema

Estudiar la relación que tiene la mojabilidad en la recuperación de aceite en yaci-
mientos petroleros no fracturados, al llevar a cabo un proceso de inyección de agua,
con el apoyo de un simulador numérico de yacimientos construido de manera propia.

Puesto que la mojabilidad es el principal factor en el flujo, localización y distribu-
ción de los fluidos dentro del yacimiento, se piensa que al llevar a cabo una inyección
de agua para recuperar aceite, la respuesta no será la misma en una formación que es
mojada por agua que en una formación mojada por aceite.

Debido a que no es nada factible llevar a cabo procesos directamente sobre un
yacimiento real, como cambiar el tipo de mojabilidad de la formación, solo para expe-
rimentar, se busca la alternativa de realizar estos experimentos con el soporte de un
simulador de yacimientos para poder estudiar tres casos hipotéticos de un yacimiento
no fracturado y su comportamiento ante una inyección de agua, los casos son: yaci-
miento con mojabilidad al agua, yacimiento con mojabilidad intermedia y yacimiento
con mojabilidad al aceite.

La pretención inicial fue llevar a cabo la eleboración de un simulador numérico de
yacimientos bifásico e introducir al simulador las curvas de permeabilidades relativas
para las fases agua y aceite, caracteŕısticas de formaciones con mojabilidad al agua,

2



1.5 Metodoloǵıa

mojabilidad intermedia y mojabilidad al aceite, ya que las curvas de permeabilidades
relativas determinan la capacidad de flujo que tiene el medio poroso para conducir en
su interior más de un fluido. Con los elementos anteriores se está en posibilidades de
elaborar los tres modelos de simulación (mojabilidad al agua, intermedia y al aceite),
para poder estudiar la respuesta que tiene la recuperación de aceite en un yacimiento
isotrópico y homogéneo, al cambiar únicamente la mojabilidad de la formación y man-
tener las condiciones de operación iguales, esto es, mismo gasto de inyección para el
pozo inyector y misma presión de fondo para el pozo productor.

1.5. Metodoloǵıa

En términos generales la investigación se fue construyendo mediante un proceso de
diversas etapas, interconectadas entre śı de una manera lógica, secuencial y dinámica.
Se comienza con la idea de analizar la relación que tiene la mojabilidad en el com-
portamiento de yacimientos de aceite, esta idea se fue acotando hasta que finalmente
quedó definido el objeto de estudio de la investigación, ya que solamente se considera
flujo bifásico en un yacimiento ideal no fracturado, del cual solamente se analizó el
comportamiento de la producción de aceite al cambiar el tipo de mojabilidad ante una
inyección de agua. Una vez delimitado el objeto de estudio, se establecieron algunas
preguntas de investigación. Se revisó la literatura espećıfica en el tema y se construyó
el marco teórico. Después se analizaron las preguntas planteadas, y cuyas respuestas
tentativas se tradujeron en hipótesis. Se determinó que el estudio se llevaŕıa a cabo con
un simulador numérico de yacimientos, se obtuvieron datos para la inicialización del
primer modelo de simulación y para la validación del modelo numérico. Una vez vali-
dado el modelo, se corrieron los casos para ser analizados y, por último, se reportaron
los resultados.

1.6. Contribuciones

Se espera que la realización de este trabajo pueda ayudar a comprender la impor-
tancia que tienen la mojabilidad dentro del medio poroso y como afecta la recuperación
de aceite, al llevarse a cabo un proceso de recuperación secundaria mediante la inyec-
ción de agua. Se hace uso de gráficas como la produción acumulada (Np, por sus siglas
en inglés) y la relación agua-aceite (WOR, por sus siglas en inglés). Además, de que
se proporcionan las bases para la construcción de un modelo numérico de simulación
bifásico, bajo el esquema Totalmente Impĺıcito.
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1. INTRODUCCIÓN

1.7. Estructura de la tesis

Este trabajo está dividido en seis caṕıtulos:

Caṕıtulo 1. Contiene la introducción al desarrollo de la tesis, maneja la información
que describe de forma general la estructura básica del contenido de esta investi-
gación.

Caṕıtulo 2. Fundamenta lo que es el flujo de fluidos en el medio poroso, considerando
las propiedades de la roca, propiedades de los fluidos, funciones de saturación y
los mecanismos primarios de producción asociados a la recuperación de aceite.

Caṕıtulo 3. Muestra la ecuación diferencial que describe el flujo de fluidos en me-
dios porosos, sus codiciones iniciales y de frontera, que en conjunto establecen la
formulación matemática del sistema a analizar.

Caṕıtulo 4. Muestra la formulación numérica que se requiere para solucionar la ecua-
ción de flujo de fluidos en medios porosos, al discretizar en tiempo y espacio el
dominio continuo de la ecuación, lo cual genera un sistema algebraico de ecuacio-
nes, que es resuelto con método de Newton.

Caṕıtulo 5. Detalla la validación del modelo numérico construido, posteriormente
analiza los resultados que se obtuvieron para los tres modelos de simulación que
fueron elaborados, estos son: mojabilidad al agua, mojabilidad intermedia y mo-
jabilidad al aceite.

Caṕıtulo 6. Presenta las conclusiones obtenidas en la realización de este trabajo de
tesis, considerando los resultados que arrojó cada uno de los modelos elaborados,
pero presentándolos de manera agrupada.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos de Flujo de Fluidos en

Medios Porosos

2.1. Propiedades de la Roca

2.1.1. Porosidad

La porosidad es la fracción del volumen de la roca que se encuentra ocupada por
los poros (usualmente expresada como fracción o porcentaje), lo que significa que no
todo el volumen de la roca es ocupado por part́ıculas sólidas, Figura 2.1.

porosidad = φ =
Vol. poroso

Vol. roca

La porosidad puede obtenerse directamente a partir de análisis de núcleos en el la-
boratorio o indirectamente, a partir de registros geof́ısicos (sónico, densidad y neutrón),
pero la porosidad que se obtiene con registros geof́ısicos es un aproximado de la poro-
sidad total.

La porosidad obtenida en laboratorio no es la misma a condiciones de yacimiento,
por lo que debe ser ajustada por la siguiente ecuación:

φ2 = φ1e
cf (p2−p1)

O bien:
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.1: Porosidad

φ2 = φ1

[
1 + cf (p2 − p1)

]
Esta ecuación no puede usarse para formaciones suaves. Hay que hacer notar que

cuando la presión disminuye, la porosidad disminuye debido al efecto de sobrecarga.

Porosidad absoluta (φa). También llamada total (φt), es el volumen total de
espacios, llámese poros, canales, fisuras o cavernas, comunicadas o no, que existen entre
los elementos minerales de la roca, relacionados al volumen bruto de la roca.

φt =
Vpt
Vr

Donde:

Vpt es el volumen total de espacios vaćıos
Vr es el volumen total de roca

Porosidad efectiva (φe). Es el porcentaje de espacio poroso intercomunicado con
respecto al volumen total de la roca. Por consiguiente, es una indicación de la conduc-
tividad de fluidos. La porosidad efectiva es una función de muchos factores litológicos.
Los más importantes son: tamaño y empaque de los granos, cementación, cantidad y
clases de arcilla, entre otros.
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2.1 Propiedades de la Roca

2.1.2. Compresibilidad de la Roca

La compresibilidad de la roca es el cambio relativo de volumen de material rocoso
por unidad de cambio de presión a condiciones de temperatura constante. Un incre-
mento en la presión causa una compactación en el material (compresión), de forma
contraria, un decremento en la presión causa un incremento en el volumen del material
(expansión).

c = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

Existen tres tipos de compresibilidad en las rocas:

Compresibilidad de la matriz: Es el cambio del volumen de los granos de la
roca por un cambio de presión.

Compresibilidad de poro: Es el cambio en el volumen poroso de la roca por
cambio de presión.

Compresibilidad total de la roca: Es el cambio en el volumen total de la roca
por cambio de presión

2.1.3. Saturación

La saturación de fluidos es la fracción del volumen de poros de una roca que se
encuentra ocupada por algún fluido, ya sea aceite, agua o gas. Se obtiene al dividir el
volumen del fluido (Vf ) a condiciones del medio poroso, entre el volumen de huecos o
espacios intercomunicados del medio poroso, es decir:

Sf =
Vf
Vp

Los poros en un yacimiento siempre están saturados de fluidos, Figura 2.2, de este
modo, la suma de todas las saturaciones de fluidos de una roca de un yacimiento debe
ser igual al 100 % o a 1, si se manejan fracciones.

∑
Sf = 1

Sw = 1

So + Sw = 1

Sg + Sw = 1

So + Sg + Sw = 1
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.2: Roca saturada de aceite y agua

Dependiendo las condiciones a las que se encuentre, existen diferentes formas de
clasificar las saturaciones, dentro de las más comunes tenemos:

Saturación de agua inicial (Swi): Es aquella a la cual es descubierto el yaci-
miento y se pueden distinguir dos tipos de agua:

• Agua libre: Es la que está en condiciones de fluir ante una diferencia de
presión.

• Agua intersticial o irreductible: Es la que está ligada a los granos mi-
nerales, ya sea mediante enlaces a la estructura atómica de los minerales o
bien como una fina capa adherida a la superficie de los mismos. El adjetivo
irreductible se usa para establecer que no puede ser removida durante la
producción.

Saturación de agua cŕıtica (Swc): Es la saturación mı́nima a la cual el agua
inicia su movimiento dentro del medio poroso bajo un gradiente de presión.

Saturación de aceite residual o remanente (Sor): Es aquella que se tiene
después de un periodo de explotación en una zona determinada del yacimiento.
El término residual es usualmente asociado con la fase no mojante.

Saturación de aceite cŕıtica (Soc): Es la saturación mı́nima a la cual el aceite
inicia su movimiento dentro del medio poroso bajo un gradiente de presión.

Saturación de aceite movible (Som): La saturación de aceite movible es otra
saturación de interés y es definida como la fracción de volumen poroso ocupada
por aceite movible, como lo expresa la siguiente ecuación, cuando se tiene Swi.

Som = 1− Sor − Swi
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2.1 Propiedades de la Roca

La saturación de hidrocarburos, aceite o gas, en un yacimiento puede variar desde la
residual hasta la máxima, cuando en la roca se tiene la Swi. A su vez, la saturación de
agua puede variar, desde un valor mı́nimo (Swi) hasta un valor máximo igual a 100 %.

2.1.4. Permeabilidad

La permeabilidad es una propiedad del medio poroso y es la medida de la capacidad
de un medio para permitir el flujo de fluidos a través de él. La unidad de la permeabi-
lidad es el Darcy. Un Darcy es la permeabilidad de un medio poroso si a través de él
fluye un solo fluido de 1 cp de viscosidad, a un gasto de 1 cm3/s, a través de un área
de 1 cm2 y con un gradiente de presión de 1 atm/cm.

En estudios de yacimientos petroleros se consideran varios tipos de permeabilidad,
algunos son los siguientes:

Permeabilidad absoluta (ka): Es la propiedad del medio que permite el paso
de un fluido, cuando éste lo satura al 100 %. Esta permeabilidad depende exclu-
sivamente de las caracteŕısticas f́ısicas de la estructura del medio poroso.

Permeabilidad efectiva a un fluido (kef): Cuando varias fases de fluidos se
encuentran pasando simultáneamente a través de una roca, cada fase de fluido
contrarrestará el libre flujo de las otras fases y por lo tanto una fase reducida de
permeabilidad será medida. La permeabilidad efectiva a un fluido es la permea-
bilidad del medio a ese fluido cuando su saturación es menor del 100 %.

Se pueden tener diversos tipos de permeabilidad efectiva: permeabilidad efectiva
al gas (keg), permeabilidad efectiva al aceite (kea) y permeabilidad efectiva al
agua (kew).

Permeabilidad relativa a un fluido (krf): Es la relación de la permeabilidad
efectiva al fluido entre la permeabilidad absoluta o la permeabilidad al ĺıquido del
medio poroso.

krf =
kef
ka

Se tiene permeabilidad relativa al gas, permeabilidad relativa al aceite y permea-
bilidad relativa al agua, las cuales son:

krg =
keg
ka

; kro =
keo
ka

; krw =
kew
ka

La permeabilidad relativa depende de las caracteŕısticas tanto del medio poroso
como de los fluidos que lo saturan, aśı como del grado de saturación de los fluidos.
Este tipo de permeabilidad se expresa en por ciento o fracción de la permeabili-
dad absoluta y es muy común representarla en función de la saturación de algún
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.3: Gráfica de permeabilidad relativa al aceite y al agua

fluido. En la Figura 2.3 se muestra una gráfica de krw y kro contra Sw.

Región A: Sólo el aceite puede fluir, porque se tiene Sw ≤ Swc
Región B: Puede fluir simultáneamente el aceite y el agua

Región C: Sólo fluirá el agua, porque se tiene So ≤ Soc

Los factores que afectan la permeabilidad relativa son:

• Saturación de fluidos

• Geometŕıa y distribución del espacio poroso

• Mojabilidad

• Historia de saturación

2.1.5. Tensión Interfacial

Dos fluidos inmiscibles en contacto no se mezclan y los separa una interfase. Las
moléculas no se mezclan por su mayor afinidad con las moléculas de su propia clase.
Cerca de la superficie las moléculas se atraen con mayor intensidad produciendo una
fuerza mecánica en la superficie que se conoce como tensión interfacial, (σ). Ésta es
el resultado de efectos moleculares por los cuales se forma una interfase o superficie
que separa dos fluidos; en el caso de ĺıquidos, si σ es nula, se dice que los ĺıquidos son
miscibles entre śı. Como ejemplo de ĺıquidos inmiscibles se tienen el agua y el aceite,
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2.1 Propiedades de la Roca

Figura 2.4: Tensión interfacial

Figura 2.4, en tanto que el agua y el alcohol son miscibles. En el caso de que se tenga
una interfase ĺıquido-gas, al fenómeno se le llama tensión superficial.

2.1.6. Mojabilidad

La mojabilidad es la tendencia de la fase de un fluido a extenderse o adherirse a
una superficie sólida, en presencia de una segunda fase inmiscible. Aśı, aplicando esta
definición a la ingenieŕıa de yacimientos, la superficie sólida es la roca del yacimiento y
las fases de los fluidos son: agua, aceite y gas.

El gas natural es el fluido no mojante; el aceite es el fluido mojante cuando se pre-
senta con el gas y por lo regular el aceite es el fluido no mojante cuando se presenta con
el agua. Dependiendo del tipo de roca en el yacimiento, la capacidad de mojabilidad
vaŕıa. El fluido mojante cubrirá por completo la superficie de la roca y estará ubicado
en los espacios porosos más pequeños, debido a la acción de la capilaridad. La fase no
mojante tenderá a congregarse en grandes espacios porosos, o en el centro de éstos.

Un parámetro que refleja la preferencia de una roca a ser mojada ya sea por agua
o por aceite es el ángulo de contacto. Si la roca es mojada por aceite se dice que es
oleof́ılica, Figura 2.6, y si lo es por agua será hidrófila, Figura 2.5.

Como se ilustra en la Figura 2.4, el valor del ángulo de contacto puede variar desde
0◦ hasta 180◦, como ĺımites. Los ángulos de contacto menores a 90◦, medidos a través de
la fase de agua, indican condiciones de mojabilidad preferentemente por agua, Figura
2.5, mientras que los ángulos de contacto mayores a 90◦, indican condiciones de moja-
bilidad preferentemente por aceite, Figura 2.6. Un ángulo de contacto exactamente de
90◦ indicaŕıa que la superficie de la roca tiene igual preferencia de ser mojada por el
agua o por el aceite, Figura 2.7.
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.5: Roca mojada por agua

Figura 2.6: Roca mojada por aceite

Figura 2.7: Roca sin preferencia a ser mojada
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Rara vez se indican los ĺımites cuantitativos de estos términos cualitativos de mo-
jabilidad. Sin embargo, a veces se usan los ĺımites aproximados siguientes: los ángulos
de contacto cercanos a 0◦ y a 180◦ se consideran como fuertemente mojados por agua
y fuertemente mojados por aceite respectivamente. Los ángulos de contacto cercanos a
90◦ tienen una moderada preferencia de mojabilidad y cubren la gama llamada “moja-
bilidad intermedia” o “mojabilidad neutra”.

2.1.7. Fuerzas Capilares

Cuando un capilar se sumerge en la interfase de dos fluidos, puede producirse un
ascenso o un descenso de la interfase. En el primer caso se produce el denominado
“ascenso capilar”, Figura 2.8, y en el segundo caso se habla de “descenso capilar”. Es-
tos movimientos ocurren como consecuencia de los fenómenos de superficie, que dan
lugar a que la fase mojante invada en forma preferencial el medio poroso. En términos
generales, el ascenso o descenso capilar se detiene cuando la gravedad contrarresta (en
función de la altura y de la diferencia de densidad entre los fluidos) la fuerza capilar
desarrollada en el sistema. Estas fuerzas, en los yacimientos de hidrocarburos, son el
resultado de los efectos combinados de las tensiones interfaciales y superficiales, de la
forma y tamaño de los poros, del valor relativo de las fuerzas de adhesión entre fluidos
y sólidos y las fuerzas de cohesión en los ĺıquidos; es decir, de las propiedades de mo-
jabilidad del sistema roca-fluidos.

Figura 2.8: Presión capilar
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2.1.8. Presión Capilar

La presión capilar es la diferencia de presiones que existe en la interfase que separa
dos fluidos inmiscibles, uno de los cuales moja preferentemente la roca. También se
define la presión capilar como la capacidad que tiene el medio poroso de absorber al
fluido mojante y de repeler al no mojante.

Para un par de fluidos inmiscibles que tienen un valor de tensión interfacial (σ),
confinados en un poro de sección circular de radio r, la presión capilar está dada por:

Pc =
2σ cos θ

r

En donde θ es el ángulo de contacto que es medido a través de la fase mojante, que
hace la interfase con la superficie del poro.

La presión capilar normalmente es definida como la presión en la fase no mojante,
menos la presión en la fase mojante.

Pc = pnm − pm

La presión capilar se usa para:

1. Determinar la distribución de fluidos en el yacimiento.

2. Determinar la saturación de aceite residual para efectos de desplazamiento inmis-
cible.

3. Determinar la distribución de poros en la roca.

4. Diferenciar zonas o tipos de roca.

2.2. Propiedades de los Fludios

2.2.1. Tipos de Fluidos

Los fluidos contenidos en los yacimientos de hidrocarburos se clasifican en tres
grupos diferentes dependiendo de su compresibilidad:

c = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

Por lo tanto, la derivada de la densidad con respecto a la presión será de la siguiente
manera, Figura 2.9:
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Figura 2.9: Tipos de fluidos

Fluido incompresible
∂ρ

∂p
= 0

Fluido ligeramente compresible
∂ρ

∂p
6= 0

Fluido compresible
∂ρ

∂p
6= 0

2.2.2. Viscosidad

La viscosidad es una medida de la resistencia de un fluido a fluir debido a interac-
ciones moleculares; ésta vaŕıa con la presión y la temperatura. También puede definirse
como la relación de corte inducido por un esfuerzo en el fluido. La mayoŕıa de las
teoŕıas microscópicas de la viscosidad son fenomenológicas porque es muy dif́ıcil cal-
cular, a partir de los principios fundamentales, las muchas interacciones moleculares
de las part́ıculas que son responsables de la viscosidad. Puede obtenerse por análisis
de laboratorio o bien mediante alguna correlación. La unidad de la viscosidad es el
centipoise (cp).

La viscosidad del aceite aumenta al disminuir la presión por debajo de la presión
de saturación, esto es debido a la liberación del gas en solución. Estando por encima

15
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Figura 2.10: Gráfica de viscosidad del aceite vs presión del yacimiento

de la presión de saturación, la viscosidad aumenta al aumentar la presión debido a que
las moléculas se ven forzadas a estar más juntas, Figura 2.10.

2.2.3. Factor de Volumen

2.2.3.1. Factor de volumen del gas, Bg

El factor de volumen del gas se define como el volumen de una masa de gas medido
a condiciones de presión y temperatura de yacimiento, entre el volumen de la misma
masa de gas, pero medido a condiciones estándar.

Bg =
Vgas @ c.y.

Vgas @ c.e.

2.2.3.2. Factor de volumen del aceite, Bo

El factor de volumen del aceite se define como el volumen de una masa de aceite
más su gas disuelto medido a condiciones de yacimiento, entre el volumen de la misma
masa de aceite muerto medido a condiciones estándar, Figura 2.11.

Bo =
V(aceite + gas disuelto) @ c.y.

Vaceite muerto @ c.e.

El término “aceite muerto”, se refiere al aceite sin gas disuelto.
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Figura 2.11: Factor de volumen del aceite vs presión del yacimiento

2.2.3.3. Factor de volumen del agua, Bw

La definición de Bw es similar a la de Bo. Pero debido a que la solubilidad del gas
en agua es pequeña, en comparación con la correspondiente en aceite, en algunos pro-
blemas de yacimientos se usa Bw = 1, para cualquier presión, como una aproximación
razonable.

2.2.4. Movilidad, λ

La mecánica del desplazamiento de un fluido por otro está controlada por las dife-
rencias que existen en el cociente de la permeabilidad efectiva y la viscosidad. El flujo

de cada fase está controlado por la relación
ke
µ

, la cual es llamada movilidad del fluido:

λf =
kef
µf

La movilidad controla la facilidad relativa con la cual los fluidos pueden fluir en un
medio poroso. Dado que las permeabilidades relativas al aceite y al agua son función
de la saturación, las movilidades también dependen de la saturación.

La razón de movilidades es el cociente de la movilidad del fluido desplazante y la
movilidad del fluido desplazado.
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

M =
λw
λo

=

kw
µw
ko
µo

Si M < 1: El desplazamiento es favorable.
Si M > 1: El desplazamiento no es favorable.

2.3. Funciones de Saturación

2.3.1. Presión Capilar vs Saturación

Existen básicamente dos tipos de procesos de presión capilar: drene e imbibición.
En el proceso de drene el fluido no mojante desplaza al fluido mojante, mientras que
para el proceso de imbibición ocurre lo contrario. Generalmente, existe histéresis en la
presión capilar conforme la saturación es variada, provocando aśı que las curvas de dre-
ne e imbibición sean diferentes. Para establecer una curva de presión capilar de drene,
en lo sucesivo curva de drene, la saturación de la fase mojante es reducida de su valor
máximo a su valor mı́nimo irreductible al incrementar la presión capilar de cero a un
valor positivo muy grande. Para establecer la curva de presión capilar de imbibición,
en lo sucesivo curva de imbibición, la saturación de la fase mojante es incrementada.
Es importante notar que pueden ser medidos dos segmentos distintos de la curva de
imbibición. El primer segmento es la curva de imbibición espontánea, que es determi-
nada inmediatamente después de la medición de la curva de drene, donde la presión
capilar, Pc = pnm − pm, es disminuida a cero, permitiendo que la fase mojante pueda
imbibir. El segundo segmento es la curva de imbibición forzada, donde la presión capilar
es disminuida de cero a un valor negativo muy grade.

Un ejemplo de estas tres secciones, en una gráfica de presión capilar, se muestra
en la Figura 2.12 para un sistema mojado por agua. Inicialmente, cuando la presión
capilar es cero, la fase mojante es continua y estable a esa presión. La curva de drene
(curva 1) es medida gradualmente conforme se incrementa la presión capilar de cero a
un valor positivo muy grande, con lo cual se reduce la saturación de la fase mojante
(agua). Conforme la saturación de la fase mojante es disminuida, porciones de esta fase
irán desconectándose del total de la masa de la fase mojante. Eventualmente, cuando
la presión capilar aplicada externamente es suficientemente alta, la fase mojante res-
tante en el sistema será desconectada completamente y la curva de presión capilar será
casi vertical. Esta saturación, a la cual se pierde la continuidad hidráulica de la fase
mojante, es la saturación irreductible de la fase mojante.

La curva 2 de la Figura 2.12 es la curva de imbibición espontánea, determinada
después de que la curva de drene es medida. La presión capilar, inicialmente a un valor
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Figura 2.12: Sistema mojado por agua

positivo muy grande, es gradualmente disminuida hasta cero, permitiendo a la fase mo-
jante (agua) imbibir. La saturación residual de la fase no mojante es alcanzada cuando
Pc = 0, la cual será referida cuando la presión capilar sea cero. En general, cantidades
de aceite (fase no mojante) se encuentran aún conectadas cuando la presión capilar es
cero, aśı la saturación residual de la fase no mojante definida de esta forma no es la
irreductible.

La curva 3 de la Figura 2.12 es la curva de imbibición forzada, cuando la presión
capilar, Po − Pw, es disminuida de cero hasta un valor negativo muy grande. Cuando
la presión capilar es negativa, la presión de la fase mojante (agua) es más grande que
la presión de la fase no mojante (aceite), forzando al agua dentro del sistema. Debido
a que mucho del aceite (fase no mojante) se encuentra aún conectado al final de la
imbibición espontánea cuando la presión capilar es cero, es posible que aceite adicional
sea producido conforme la presión capilar se vuelve negativa. Aśı, continuando con este
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proceso, la saturación de aceite disminuye y el aceite gradualmente se va desconectando
conforme la presión capilar se mueve hacia un valor negativo más grande, hasta que
la curva de imbibición forzada se vuelve casi vertical. Esta saturación, cuando la con-
tinuidad hidráulica de la fase no mojante se pierde, es la saturación irreductible de la
fase no mojante.

La Figura 2.12 es la representación de la presión capilar medida en un sistema mo-
jado por agua, mientras que la Figura 2.13 representa un sistema fuertemente mojado
por agua. La mojabilidad al agua del sistema mostrado en la Figura 2.12 causa que las
áreas bajo las curvas de drene (curva 1) y de imbibición forzada (curva 3) difieran sig-
nificativamente. Debido al cambio favorable de enerǵıa libre, poco o nulo trabajo debe
ser realizado durante la imbibición, cuando el fluido que es preferencialmente mojante
(agua) desplaza al fluido no mojante (aceite). A la inversa, mucho trabajo es requerido
durante el drene cuando el fluido no mojante desplaza al fluido mojante. Se puede de-
mostrar que el trabajo requerido para que un fluido desplace a otro dentro del sistema
es relacionado al área bajo la curva de presión capilar. Para aceite desplazando agua
(curva de drene en un sistema mojado por agua, curva 1), el trabajo externo requerido
es:

∆Wext = −φVb
∫ Sw2

Sw1

PcdSw (2.1)

Donde:

Vb = volumen del sistema

φ = porosidad, y

Sw = saturación de agua

Similarmente, el trabajo requerido para que el agua desplace aceite (curva de imbi-
bición forzada para un sistema mojado por agua) es:

∆Wext = φVb

∫ So2

So1

PcdSo (2.2)

El área bajo la curva de drene en las Figuras 2.12 y 2.13 es relativamente grande
debido a la gran cantidad de trabajo necesario para que el aceite desplace al agua.

El sistema de la Figura 2.13 es fuertemente mojado por agua debido a la gran canti-
dad de agua imbibe espontáneamente (cerca del 80 % del Vp), y se alcanza la saturación
de aceite residual cuando la presión capilar es cero. El sistema mostrado en la Figura
2.12 es en menor medida mojado por agua, donde después de la imbibición espontánea,
la saturación de agua es cerca del 55 % del Vp, y en donde agua adicional puede ser
forzada dentro del sistema (Curva 3, Fig. 2.12). El área bajo la curva de imbibición
(ec. 2.2), sin embargo, es mucho menor que el área bajo la curva de drene (ec. 2.1), con
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2.3 Funciones de Saturación

Figura 2.13: Sistema fuertemente mojado por agua

esto se puede ver claramente que más trabajo es necesario para que el aceite desplace
al agua, del que se requiere para que el agua desplace al aceite. Esto muestra el grado
de mojabilidad del agua.

Las Figuras 2.14 y 2.15 muestran las mediciones de presión capilar en sistemas
mojados por aceite. Las curvas de drene (Curva 1 en las Figuras 2.14 y 2.15) fueron
medidas al incrementar la presión capilar, Po−Pw, a un valor negativo grande. Debido
a que el aceite es el fluido mojante, una gran cantidad de trabajo se necesita para forzar
al agua dentro del sistema, lo cual se puede mostrar por el gran área que existe bajo la
Curva 1 (ver ec. 2.2).

Cuando el aceite es el fluido mojante, los roles de aceite y agua se invierten con
respecto al caso de mojabilidad al agua. Para demostrar esto, la Figura 2.15 muestra
un sistema fuertemente mojado por aceite. La curva es graficada vs saturación de aceite
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.14: Sistema mojado por aceite

y con la presión capilar negativa trazada hacia arriba para tener una gráfica de presión
capilar normal. Notar el fuerte parecido a la Figura 2.13 para el sistema fuertemente
mojado por agua. Similarmente, si la Figura 2.14 para el sistema mojado por aceite
fuera invertido, se pareceŕıa a la curva de presión capilar mostrada en la Figura 2.12
del sistema mojado por agua.

La Curva 2 en las Figuras 2.14 y 2.15 es la curva de imbibición espontánea, medida
conforme la presión capilar es reducida a cero. Debido a que el aceite es el fluido mojan-
te, éste imbibe espontáneamente tal como el agua imbibe en los sistemas mojados por
agua. La curva 3 en la Figura 2.14 es la curva de imbibición forzada. La presión capilar,
Po − Pw, es incrementada a un valor positivo grande, forzando a que aceite adicional
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2.3 Funciones de Saturación

Figura 2.15: Sistema fuertemente mojado por aceite

entre al sistema. Otra vez, las áreas bajo las curvas de presión capilar muestran que el
trabajo requerido para que el fluido mojante desplace al fluido no mojante es mucho
menor que el trabajo requerido para que el desplazamiento sea inverso.

Conforme la mojabilidad del sistema, ya sea mojado por agua o mojado por aceite,
se vuelve cada vez más neutra, la zona de transición y el área bajo la curva de drene
se reducen. Esto ocurre debido a que la preferencia de la superficie de la roca a la fase
mojante disminuye, y por lo tanto menos trabajo es requerido para que se lleve a cabo
el proceso de drene.
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.16: Permeabilidades relativas aceite y agua

2.3.2. Permeabilidades Relativas vs Saturación

La permeabilidad relativa es una medida directa de la habilidad del sistema poroso
para conducir un fluido cuando uno o mas fluidos están presentes. Esta propiedad de
flujo es el efecto compuesto de la geometŕıa de poro, mojabilidad, distribución de flui-
dos y de la historia de saturaciones.

En un sistema mojado uniformemente, el fluido mojante generalmente estará locali-
zado en los poros pequeños y como una delgada capa en los poros más grandes, mientras
que el fluido no mojante estará localizado en el centro de los poros grandes. En general,
a una cierta saturación, la permeabilidad relativa a un fluido es más alta cuando este
es el fluido no mojante. Por ejemplo, la permeabilidad relativa al agua es más alta en
un sistema mojado por aceite que en un sistema mojado por agua. Esto ocurre debido
a que el fluido mojante tiende a viajar a través de los poros más pequeños, poros me-
nos permeables, mientras que el fluido no mojante viaja más fácilmente en los poros
grandes. Además, a una baja saturación de la fase no mojante, la fase no mojante será
atrapada como glóbulos discontinuos en los poros grandes, estos glóbulos bloquerán las
gargantas de los poros, bajando aśı la permeabilidad relativa a la fase mojante. Por
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2.3 Funciones de Saturación

Figura 2.17: Permeabilidades relativas fuertemente mojado por agua

otra parte, la permeabilidad relativa a la fase no mojante es alta debido a que fluye
a través del centro de los poros grandes. A saturaciones bajas de la fase mojante, la
permeabilidad efectiva de la fase no mojante se aproximará a la permeabilidad absolu-
ta, demostrando que la fase mojante no restringe en gran medida el flujo de la fase no
mojante.

A una saturación dada, la permeabilidad relativa al agua es mayor y la permeabi-
lidad relativa al aceite es menor para el sistema mojado por aceite cuando se compara
con el sistema que es mojado por agua, Figura 2.16. La permeabilidad relativa al agua
a la Sor para el sistema mojado por aceite es aproximadamente del 80 %, mientras que
para el sistema mojado por agua es menos del 40 %. El punto de cruce, en donde las
permeabilidades relativas al agua y al aceite son iguales, ocurre a una saturación de
agua de cercana al 35 % del Vp para el sistema mojado por aceite y cerca del 65 % del Vp
para el sistema mojado por agua. Cabe hacer notar que las curvas de permeabilidades
relativas para los sistemas mojados por agua y mojado por aceite tienen un buen ajuste
si se grafican vs la saturación de la fase mojante (aceite para el sistema mojado por
aceite y agua para el sistema mojado por agua).
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2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.18: Permeabilidades relativas fuertemente mojado por aceite

Las diferencias en las permeabilidades relativas medidas en sistemas fuertemente
mojados por agua y fuertemente mojados por aceite son causadas por las diferencias
en la distribución de los fluidos. Considerar un sistema fuertemente mojado por agua,
a la Swi el agua está localizada en los poros pequeños, y por tal motivo el agua no
bloquea significativamente el flujo de aceite, la permeabilidad relativa al aceite es alta,
aproximándose a la permeabilidad absoluta. En contraste, la permeabilidad relativa
al agua a la Sor es muy baja, debido a que algo de aceite residual es atrapado como
glóbulos en el centro de los poros grandes, donde es muy eficaz en la reducción de la
permeabilidad relativa al agua. Por lo tanto, la permeabilidad relativa al agua a la Sor
es mucho menor que la permeabilidad relativa al aceite a la Swi, con una relación de
menos de 0.3 para un sistema fuertemente mojado por agua, Figura 2.17.

En un sistema fuertemente mojado por aceite, Figura 2.18, las posiciones de los dos
fluidos se invierten. La permeabilidad relativa al aceite a la Swi es baja debido a que el
agua residual bloquea el flujo de aceite. La permeabilidad relativa al agua a la Sor es
alta debido a que el aceite residual está localizado en los poros pequeños y como una
delgada peĺıcula en la superficie de la roca, donde su efecto en el flujo de agua es mı́nimo.
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La saturación de agua a la cual las permeabilidades relativas al agua y al aceite
son iguales, tiene un valor mayor al 50 % para sistemas fuertemente mojados por agua
(Figura 2.17) y menor del 50 % en sistemas fuertemente mojados por aceite (Figura
2.18). El fluido mojante tiene relativamente una baja movilidad comparada con la del
fluido no mojante debido a que el fluido mojante está localizado cerca de las paredes
del poro, mientras que el fluido no mojante está localizado en el centro de los poros.
Por lo tanto, la saturación del fluido mojante debe ser alta al punto de cruce de las
permeabilidades relativas para compensar su baja movilidad.

2.4. Mecanismos de Producción

Cada yacimiento está compuesto de una única combinación de forma geométrica,
propiedades geológicas de la roca, caracteŕısticas de fluidos, y mecanismos primarios de
producción. Aunque dos yacimientos no son iguales en todos sus aspectos, ellos pueden
ser agrupados de acuerdo al mecanismo primario de recuperación por el cual producen.
Se ha observado que cada mecanismo de producción tiene ciertas caracteŕısticas t́ıpicas
de comportamiento en términos de:

Factor de recuperación.

Ritmo de declinación de presión.

Relación gas-aceite.

Producción de agua.

La recuperación de aceite por cualquiera de los mecanismos naturales de producción
es llamada “recuperación primaria”. El término se refiere a la producción de hidrocar-
buros de un yacimiento sin el uso de ningún proceso (tal como la inyección de un fluido)
para adicionarle enerǵıa al yacimiento.

El comportamiento de los yacimientos de aceite se debe en gran medida a la natu-
raleza de la enerǵıa, es decir, mecanismos de empuje disponibles para mover el aceite
hacia los pozos productores. Existen básicamente seis mecanismos de producción que
proporcionan la enerǵıa natural necesaria para la recuperación de aceite:

1. Expansión del sistema roca-fluidos.

2. Empuje por gas disuelto liberado.

3. Empuje por casquete de gas.

4. Empuje por acúıfero asociado.

5. Segregación gravitacional.

6. Combinación de mecanismos.
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2.4.1. Expansión del sistema roca-fluidos

Cuando un yacimiento de aceite inicialmente existe a una presión más alta que a su
presión de saturación, el yacimiento es llamado “yacimiento de aceite bajo-saturado”.
A la presión por arriba de la presión de saturación, el aceite y el agua congénita son
los únicos fluidos presentes dentro de la roca del yacimiento. Conforme la presión del
yacimiento declina, la roca y los fluidos se expanden debido al efecto de sus compresi-
bilidades individuales.

Conforme la expansión de los fluidos y la reducción del volumen poroso ocurren de-
bido al decremento de la presión del yacimiento, el aceite y el agua son forzados fuera de
los poros hacia el pozo. Debido a que los ĺıquidos y rocas son ligeramente compresibles,
el yacimiento experimenta una rápida declinación de la presión. El aceite del yacimiento
bajo este mecanismo de producción se caracteriza por una relación gas-aceite constante
que es igual al gas en solución al punto de presión de burbuja.

Este mecanismo de producción es considerado el menos eficiente y usualmente re-
sulta en solo un pequeño porcentaje en la recuperación total de aceite en sitio.

2.4.2. Empuje por gas disuelto

En este tipo de yacimientos, la principal fuente de enerǵıa es resultado de la libera-
ción de gas del aceite y su subsecuente expansión conforme la presión del yacimiento es
reducida. Cuando la presión caé por debajo de la presión de saturación, burbujas de gas
son liberadas dentro de los espacios microscópicos de los poros. Estas burbujas se ex-
panden y fuerzan al aceite fuera del espacio poroso, como se muestra conceptualmente
en la Figura 2.19.

Figura 2.19: Empuje por gas disuelto liberado
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2.4.3. Empuje por casquete de gas

El empuje por casquete de gas puede ser identificado por la presencia de un casquete
de gas con un pequeño o nulo acúıfero como lo muestra la Figura 2.20. Debido a la
capacidad del casquete de gas de expandirse, estos yacimientos son caracterizados por
una baja declinación de la presión del yacimiento. La enerǵıa disponible para producir
el aceite proviene de las siguientes dos fuentes:

Expansión del casquete de gas, y

Expansión del gas en solución conforme es liberado.

Figura 2.20: Empuje por casquete de gas

2.4.4. Empuje por acúıfero asociado

Muchos yacimientos están limitados en toda su periferia por rocas saturadas de
agua llamadas acúıferos. Los acúıferos pueden ser grandes comparados con el tamaño
del yacimiento que pueden ser considerados como infinitos para fines prácticos, o incluso
pueden ser demasiado pequeños que sus efectos en el comportamiento del yacimiento
pueden ser considerados como despreciables.
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Figura 2.21: Empuje por acúıfero asociado

El yacimiento por śı mismo puede ser completamente delimitado por roca impermea-
ble tal que el yacimiento y el acúıfero juntos formen una unidad cerrada (volumétrico).
Por otra parte, el yacimiento puede localizarse en uno o más lugares donde el acúıfero
que invade y desplaza al aceite puede ser alimentado por agua superficial como se mues-
tra esquemáticamente en la Figura 2.21. Independientemente de la fuente de agua, el
empuje del acúıfero es el resultado del agua moviéndose dentro del espacio poroso ori-
ginalmente ocupado por aceite, remplazando al aceite y desplazándolo hacia los pozos
productores.

2.4.5. Segregación gravitacional

El mecanismo de segregación gravitacional ocurre en los yacimientos de aceite como
resultado de las diferencias en las densidades de los fluidos del yacimiento. El efecto de
las fuerzas gravitacionales puede ser fácilmente ilustrado al colocar cierta cantidad de
aceite y agua en un recipiente y agitar el contenido. Después de la agitación, el recipien-
te es colocado en reposo, y el fluido más denso (normalmente el agua) se establecerá
en el fondo del recipiente, mientras que el fluido menos denso (normalmente aceite)
descansará en la cima del fluido más denso. Los fluidos se han separado como resultado
de las fuerzas gravitacionales actuando sobre ellos.
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Figura 2.22: Segregación gravitacional

Los fluidos en los yacimientos de aceite son sometidos a las fuerzas gravitacionales,
como evidencia por su posición relativa de los fluidos, es decir, gas en la cima, aceite
por debajo del gas, y agua por debajo del aceite. La posición relativa de los fluidos en
el yacimiento se muestra en la Figura 2.22. Debido a los grandes periodos de tiempo
involucrados en la acumulación del petróleo y en el proceso de migración, generalmen-
te se asume que los fluidos del yacimiento se encuentran en equilibrio, por lo tanto
los contactos gas-aceite y aceite-agua serán horizontales. Aunque es dif́ıcil determinar
precisamente el contacto de los fluidos, los mejores datos disponibles indican que, en
la mayoŕıa de los yacimientos los contactos de los fluidos realmente son esencialmente
horizontales.

La segregación gravitacional de fluidos probablemente se presenta en cierto grado
en todos los yacimientos de aceite y puede contribuir sustancialmente en la producción
de aceite en algunos yacimientos.

2.4.6. Combinación de mecanismos

El mecanismo de empuje mayormente encontrado en los yacimientos de aceite no
es sólo uno, sino que se presenta una combinación de mecanismos, principalmente el
desplazamiento por acúıfero y por casquete de gas, ambos contibuyen al desplazamiento
del aceite hacia los pozos productores, como se ilustra en la Figura 2.23. Además, la
segregación gravitacional puede jugar un papel importante en cualquiera de estos dos
mecanismos.

31



2. FUNDAMENTOS DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS

Figura 2.23: Combinación de empujes
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Caṕıtulo 3

Formulación Matemática

3.1. Flujo Bifásico Aceite-Agua

Partiendo de la ecuación de continuidad,

~∇ · (ρα~uα) + q̃m,α = −∂ (φSαρα)

∂t
(3.1)

Donde q̃m,α =
qm,α
Vb

, representa el gasto másico de fluido extraido por unidad de

volumen de roca, ρ, S, u, q, son respectivamente la densidad, saturación, velocidad
volumétrica, y gasto másico/volumétrico de la fase α.

La velocidad volumétrica u está dada por la ley de Darcy,

~uα = −kα
µ

(
~∇pα − γα~∇D

)
(3.2)

Recordando que krα =
kα
k

~uα = −kkα
µα

(
~∇pα − γα~∇D

)
(3.2a)

Donde k, kα, krα, pα, µα, son la permeabilidad absoluta del medio, la permeabilidad
efectiva a la fase α, la permeabilidad relativa a la fase α, la presión, y la viscosidad de
la fase α, respectivamente. D es asignada a la profundidad y γα es el peso espećıfico de
la fase α.

Las condiciones iniciales y de frontera son espećıficas del problema a resolver. De
esta manera podemos tener gasto constante o gasto a presión constante. Sin flujo en
las fronteras o fronteras a presión constante, entre otras.
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Considerando la ec. 3.2a en la ec. 3.1 se tiene lo siguiente,

~∇ ·
[
−ραkkrα

µα

(
~∇pα − γα~∇D

)]
+ q̃m,α = −∂ (φSαρα)

∂t
(3.3)

Donde

q̃m,α

[ m
tL3

]
=
qm,α

[
m
t

]
Vb [L3]

y

ρα,ce

[m
L3

]
=
qm,α

[
m
t

]
qv,α

[
L3

t

]
O, también,

qm,α

[m
t

]
= qv,α

[
L3

t

]
ρα,ce

[m
L3

]
(3.4)

Dividiendo la ec. 3.3 por la densidad a condiciones estándar, ρα,ce,

~∇ ·
[
− ρα
ρα,ce

kkrα
µα

(
~∇pα − γα~∇D

)]
+
q̃m,α
ρα,ce

= − ∂

∂t

(φSαρα)

ρα,ce
(3.5)

El factor de volumen para una fase ĺıquida es,

Bα =
ρα,ce
ρα

(3.6)

Por lo tanto la ecuación en derivadas parciales para nuestro modelo resulta de la
siguiente manera:

~∇ ·
[
kkrα
Bαµα

(
~∇pα − γα~∇D

)]
+
qα,ce
Vb

=
∂

∂t

(
φSα
Bα

)
α = w, o (3.7)

Considerando bα =
1

Bα
en el término de acumulación, la ec. 3.7 es,

~∇ ·
[
kkrα
Bαµα

(
~∇pα − γα~∇D

)]
+
qα,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSαbα) α = w, o (3.7a)
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3.1 Flujo Bifásico Aceite-Agua

3.1.1. Planteamiento del Problema.

Flujo de aceite, α = o.

La ec. 3.7a para la fase aceite es la siguiente,

~∇ ·
[
kkro
Boµo

(
~∇po − γo~∇D

)]
+
qo,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSobo) (3.8)

Flujo de agua, α = w.

La ec. 3.7a para la fase agua es la siguiente,

~∇ ·
[
kkrw
Bwµw

(
~∇pw − γw ~∇D

)]
+
qw,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSwbw) (3.9)

Para el flujo multifásico agua-aceite se considera que son fluidos inmiscibles, esto
es, no son solubles.

Las restricciones del problema son:

Sw + So = 1.0 (3.10)

Las presiones de las fases están relacionadas através de la presión capilar,

Pc(Sw) = po − pw (3.11)

Sistema F́ısico a estudiar.

Considerando como sistema el esquema de la Figura 3.1, nuestro modelo será una
parte de él. Podemos tomar como nuestro modelo una sección del yacimiento, desde el
pozo productor hasta el pozo inyector.

3.1.2. Modelo Matemático

Las ecuaciones en derivadas parciales de nuestro modelo lo conforman las ecuacio-
nes obtenidas de 3.8 a 3.11. Esto es,
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Figura 3.1: Inyección de agua en un yacimiento de aceite

Flujo de aceite,

~∇ ·
[
kkro
Boµo

(
~∇po − γo~∇D

)]
+
qo,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSobo) (3.8)

Flujo agua,

~∇ ·
[
kkrw
Bwµw

(
~∇pw − γw ~∇D

)]
+
qw,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSwbw) (3.9)

Sw + So = 1.0 (3.10)

Pc(Sw) = po − pw (3.11)

Las condiciones iniciales y de frontera serán planteadas posteriormente.

Las ecs. 3.8 a 3.11 son no lineales. Aunque existen soluciones anaĺıticas, éstas con-
sideran suposiciones que en la mayoŕıa de los casos no se presentan en la realidad. Lo
anterior no indica que las soluciones anaĺıticas dejen de ser importantes, las soluciones
anaĺıticas proporcionan una fuente muy importante y económica para entender los pro-
cesos que se modelan.
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3.2 Condiciones Iniciales y de Frontera

Para resolver las ecs. 3.8 a 3.11 es necesario considerar algún algoritmo numérico
que nos permita su solución para varias condiciones de frontera.

Los métodos numéricos comúnmente usados en la simulación numérica de yaci-
mientos son: El método de diferencias finitas, el método de volumen finito (método de
volumen de control) y el método de elemento finito.

En este trabajo se utilizará el método de diferencias finitas para pasar del dominio
continuo al dominio discreto, Chopra (2000).

3.2. Condiciones Iniciales y de Frontera

La formulación de un problema de flujo de fluidos no está completa si no se definen
las condiciones iniciales y de frontera. Las condiciones iniciales definen en el caso más
general, de flujo bifásico, la distribución de presiones y saturaciones de las fases al
tiempo cero de nuestro problema. Por otra parte, las condiciones de frontera introducen
la información correspondiente a la forma en que el yacimiento interactúa con sus
alrededores durante su vida productiva.

3.2.1. Condiciones Iniciales

Cuando una de las variables independientes en una ecuación diferencial parcial es
el tiempo, se necesita conocer entre otras cosas, la variable dependiente a un tiempo t0
para obtener la solución a otros tiempos.

po(x, t = 0) = pini

A esta condición se le llama condición inicial. Las condiciones iniciales especifican
el estado inicial de las variables primarias (incógnitas) del sistema.

3.2.2. Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera pueden ser internas o externas, entre ellas existen por
ejemplo:

C.F. Interna: presión o gasto constante.

C.F. Externa: yacimiento infinito, no-flujo o frontera a presión constante, etc.

Básicamente existen dos tipos de C.F.:
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3. FORMULACIÓN MATEMÁTICA

1. Condiciones Dirichlet (condiciones de presión). Cuando las condiciones de presión
son especificadas, normalmente se hace en las fronteras del dominio del problema.

p(x = 0, t > 0) = pL

p(x = L, t > 0) = pR

2. Condiciones Neumann (condiciones de gasto). Se podŕıa especificar una frontera
impermeable (no hay flujo) en los extremos del dominio del problema.

qo |x=0= qw |x=0= 0

qo |x=L= qw |x=L= 0

38



Caṕıtulo 4

Formulación Numérica

4.1. Ecuaciones de Flujo en Diferencias Finitas

4.1.1. Discretización de las ecuaciones de Flujo

Las ecuaciones 3.8 y 3.9 describen el flujo de agua y aceite en un medio poroso. Para
obtener su solución numérica es necesario discretizarlas mediante diferencias finitas.

Considerando un esquema impĺıcito y en dirección (x), la ec. 3.8 puede escribirse
de la siguiente manera

~∇ ·
[
kkro
Boµo

(
~∇po − γo~∇D

)]
+
qo,ce
Vb

=
∂

∂t
(φSobo)

∂

∂x

[
λo

(
∂po
∂x
− γo

∂D

∂x

)]n+1

i

+
qo,ce
Vb

∣∣∣∣n+1

i

=
∂

∂t
(φSobo)

n+1
i (4.1)

Donde λo =
kkro
Boµo

, i = 1, 2, . . . , Imax

Utilizando diferencias centrales para espacio y diferencias regresivas para tiempo,
se tiene lo siguiente:

{
∂

∂x

[
λo

(
∂po
∂x
− γo

∂D

∂x

)]}n+1

i

≈

1

∆xi

{(
λo
∆x

)n+1

i+ 1
2

[
po,i+1 − po,i − (γo∆D)i+ 1

2

]n+1
−
(
λo
∆x

)n+1

i− 1
2

[
po,i − po,i−1 − (γo∆D)i− 1

2

]n+1
}

(4.2)
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La aproximación del término de acumulación mediante diferencias regresivas, es;

∂

∂t
(φSobo) =

{
∂

∂t
(φSobo)

}n+1

i

≈ 1

∆t

[
(φSobo)

n+1
i − (φSobo)

n
i

]
(4.3)

Sustituyendo las ecs. 4.2 y 4.3 en la ec. 4.1 y multiplicando por el volumen de roca
de la celda i, Vb,i = Ax∆x, se obtiene lo siguiente:

Tn+1
o,i+ 1

2

[
po,i+1 − po,i − (γo∆D)i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,i− 1
2

[
po,i − po,i−1 − (γo∆D)i− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,i =

Vb,i
∆t

[
(φSobo)

n+1
i − (φSobo)

n
i

]
(4.4)

Donde i = 1, 2, . . . , Imax

La transmisibilidad T para coordenadas cartesianas en dirección x se define como:

Tn+1
o,i+ 1

2

=

(
Ax
∆x

)
i+ 1

2

λo,i+ 1
2

(4.5)

y

Tn+1
o,i− 1

2

=

(
Ax
∆x

)
i− 1

2

λo,i− 1
2

(4.6)

El área Ax está dada por el área transversal expuesta al flujo, esto es, Ax = ∆y∆z.

Considerando la notación previamente usada,

∆xui = ui+ 1
2
− ui− 1

2

o

∆xui+ 1
2

= ui+1 − ui
y

∆tu = un+1 − un

La ec. 4.4 puede expresarse en términos de operadores de diferencias, esto es,

Tn+1
o,i+ 1

2

[
∆po − γo∆D

]n+1

i+ 1
2
− Tn+1

o,i− 1
2

[
∆po − γo∆D

]n+1

i− 1
2

+ qn+1
o,ce,i =

Vb,i
∆t

∆t (φSobo)i (4.7)

O de una forma más compacta,
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∆ [To (∆po − γo∆D)]n+1
i + qn+1

o,ce,i =
Vb,i
∆t

∆t (φSobo)i (4.8)

Un procedimiento igual se realiza para la ecuación de la fase agua, obteniéndose lo
siguiente,

∆ [Tw (∆pw − γw∆D)]n+1
i + qn+1

w,ce,i =
Vb,i
∆t

∆t (φSwbw)i (4.9)

Donde i = 1, 2, . . . , Imax

4.1.2. Acoplamiento de las Condiciones de Frontera

Antes de continuar, es prudente analizar las condiciones de frontera para el problema
en cuestión. Supongamos que se desea resolver el flujo bifásico de aceite y agua en el
siguiente dominio, Figura 4.1.

 

L X=0 X=L 

0
0o x

q

 0o x L

q



y 

z 

x 

0
0o x

q

 0o x L

q



Figura 4.1: Dominio discretizado en dirección x

Las condiciones iniciales y de frontera son las siguientes:

po(x, t = 0) = pini (4.10a)
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Figura 4.2: Malla de cálculo en x = 0, mostrando el nodo ficticio i = 0

qo |x=0= qw |x=0= 0 (4.10b)

qo |x=L= qw |x=L= 0 (4.10c)

Se necesita ahora obtener la forma particular que adquiere la ecuación aproximada
en las celdas de las fronteras, i = 1 e i = I, debido al acoplamiento de las condicio-
nes de frontera. Para esto, considérese la porción de la malla de cálculo correspondiente
a la frontera ubicada en x = 0, mostrada en la Figura 4.2, donde se muestra el nodo i=0.

La aproximación de la condición de frontera, ec. 4.10b, en x = 0, o i = 1
2 , empleando

diferencias centrales es:

{
∂

∂x

[
λo

(
∂po
∂x
− γo

∂D

∂x

)]}n+1

1
2

≈ 1

∆x 1
2

[
po,1 − po,0 − (γo∆D) 1

2

]n+1
= −

(
µoBo
koA

)n+1

1
2

qo

O bien:

qo = −Tn+1
o, 1

2

[
po,1 − po,0 − (γo∆D) 1

2

]n+1
= 0 (4.11)

La condición de frontera en x = L, ec. 4.10c, Figura 4.3, se aproxima similarmente.

En x = L, o i = Imax + 1
2 , se tiene que:

{
∂

∂x

[
λo

(
∂po
∂x
− γo

∂D

∂x

)]}n+1

I+ 1
2

≈ 1

∆xI+ 1
2

[
po,I+1 − po,I − (γo∆D)I+ 1

2

]n+1
= 0

Entonces, al igual que la ec. 4.11

qo = Tn+1
o,I+ 1

2

[
po,I+1 − po,I − (γo∆D)I+ 1

2

]n+1
= 0 (4.12)
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Figura 4.3: Malla de cálculo en x = L, mostrando el nodo ficticio i = Imax + 1

Considérese ahora la ec. 4.4 escrita en la celda 1, i = 1,

Tn+1
o,1+ 1

2

[
po,2 − po,1 − (γo∆D)1+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o, 1
2

[
po,1 − po,0 − (γo∆D) 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,1 =

Vb,1
∆t

[
(φSobo)

n+1
1 − (φSobo)

n
1

]
La condición de frontera, ec. 4.11, puede ahora acoplarse en esta ecuación. Aśı la

ecuación aproximada para el nodo 1 adquiere la siguiente forma:

Tn+1
o,1+ 1

2

[
po,2 − po,1 − (γo∆D)1+ 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,1 =
Vb,1
∆t

[
(φSobo)

n+1
1 − (φSobo)

n
1

]
(4.13)

Véase ahora la forma particular que adquiere la ec. 4.11 en la celda I:

Tn+1
o,I+ 1

2

[
po,I+1 − po,I − (γo∆D)I+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,I− 1
2

[
po,I − po,I−1 − (γo∆D)I− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,I =

Vb,I
∆t

[
(φSobo)

n+1
I − (φSobo)

n
I

]
Acoplando la condición de frontera, ec. 4.12, la ecuación para el nodo I se reduce

a:

− Tn+1
o,I− 1

2

[
po,I − po,I−1 − (γo∆D)I− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,I =
Vb,I
∆t

[
(φSobo)

n+1
I − (φSobo)

n
I

]
(4.14)

El resto de los nodos, esto es, de 2 a I − 1 está dado por la ec. 4.4.
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4.1.3. Método de Newton para la Linealización de las Ecuaciones de

Flujo

El sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:

Para el nodo 1:

Aceite.

Tn+1
o,1+ 1

2

[
po,2 − po,1 − (γo∆D)1+ 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,1 =
Vb,1
∆t

[
(φSobo)

n+1
1 − (φSobo)

n
1

]
(4.15a)

Agua

Tn+1
w,1+ 1

2

[
pw,2 − pw,1 − (γw∆D)1+ 1

2

]n+1
+ qn+1

w,ce,1 =
Vb,1
∆t

[
(φSwbw)n+1

1 − (φSwbw)n1

]
(4.15b)

Para los nodos i = 2, 3, . . . , I − 1, es el siguiente:

Aceite

Tn+1
o,i+ 1

2

[
po,i+1 − po,i − (γo∆D)i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,i− 1
2

[
po,i − po,i−1 − (γo∆D)i− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,i =

Vb,i
∆t

[
(φSobo)

n+1
i − (φSobo)

n
i

]
(4.16a)

Agua

Tn+1
w,i+ 1

2

[
pw,i+1 − pw,i − (γw∆D)i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

w,i− 1
2

[
pw,i − pw,i−1 − (γw∆D)i− 1

2

]n+1
+ qn+1

w,ce,i =

Vb,i
∆t

[
(φSwbw)n+1

i − (φSwbw)ni

]
(4.16b)

Para el nodo I, es el siguiente:

Aceite

− Tn+1
o,I− 1

2

[
po,I − po,I−1 − (γo∆D)I− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,I =
Vb,I
∆t

[
(φSobo)

n+1
I − (φSobo)

n
I

]
(4.17a)

Agua

− Tn+1
w,I− 1

2

[
pw,I − pw,I−1 − (γw∆D)I− 1

2

]n+1
+ qn+1

w,ce,I =
Vb,I
∆t

[
(φSwbw)n+1

I − (φSwbw)nI

]
(4.17b)
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Nótese que ya se han considerado las condiciones de frontera. Se tiene un sistema
de ecuaciones algebraicas no lineales. La no linealidad se encuentra en el producto de
las transmisibilidades por el potencial y el término de acumulación (los parámetros
dependen de las presiones y saturaciones al tiempo n+ 1).

Este sistema se debe de linealizar por algún método para poder ser resuelto. Se
utilizará el método iterativo de Newton. Este método consiste básicamente en expandir
las funciones de residuos, Fn+1

i , en series de Taylor alrededor del nivel de iteración (ν).

Antes de continuar podemos ver que el sistema de ecuaciones no lineales en dife-
rencias finitas ecs. 4.15 a 4.17, puede ser simplificado en sus incógnitas y ecuaciones.

Número de incógnitas: (4), po, pw, So, Sw

Número de ecuaciones: (4), Ecs. 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, o sus formas discretas.

Es posible expresar la pw en términos de la po (ec. 3.11) y tener las ecuaciones
del agua en términos de po y Sw. Aśı mismo, la saturación de aceite (ec. 3.10) puede
expresarse en términos de la saturación de agua, Sw.

Por lo tanto, se tiene lo siguiente,

So = 1.0− Sw (4.18)

pw = po − Pc(Sw) (4.19)
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4.2. Solución del Sistema de Ecuaciones

El sistema de ecuaciones a ser resuelto se obtiene considerando la ecuación general
para cada una de las fases fluyendo simultáneamente.

Fase Aceite

Tn+1
o,i+ 1

2

[
po,i+1 − po,i −

(
γo∆D

)
i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,i− 1
2

[
po,i − po,i−1 −

(
γo∆D

)
i− 1

2

]n+1

+qn+1
o,ce,i =

Vb,i
∆t

[(
φ{1− Sw}bo

)n+1

i
−
(
φ{1− Sw}bo

)n
i

]
i = 1, 2, . . . , I

O en su forma compacta,

∆
[
To
(
∆po − γo∆D

)]n+1

i
+ qn+1

o,ce,i =
Vb,i
∆t

∆t

(
φ{1− Sw}bo

)
i

(4.20)

Fase Agua

Tn+1
w,i+ 1

2

[
po,i+1 − po,i − Pcwo,i+1 + Pcwo,i −

(
γw∆D

)
i+ 1

2

]n+1
−

Tn+1
w,i− 1

2

[
po,i − po,i−1 − Pcwo,i + Pcwo,i−1 −

(
γw∆D

)
i− 1

2

]n+1
+

qn+1
w,ce,i =

Vb,i
∆t

[(
φSwbw

)n+1

i
−
(
φSwbw

)n
i

]
i = 1, 2, . . . , I

O en su forma compacta,

∆
[
Tw
(
∆po −∆Pcwo − γw∆D

)]n+1

i
+ qn+1

w,ce,i =
Vb,i
∆t

∆t

(
φSwbw

)
i

(4.21)

Las ecs. 4.20 y 4.21 pueden simplificarse o complicarse dependiendo de las con-
diciones de frontera establecidas. Nótese que se han eliminado dos ecuaciones y dos
incógnitas, es decir, [pw, So]

T .

Continuando con la aplicación del método de Newton a las ecs. 4.20 y 4.21, se debe
de identificar la funcionalidad (dependencia de variables) de las funciones de residuos.

Las funciones de residuos son,
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Fase aceite,

Fn+1
o,i =Tn+1

o,i+ 1
2

[
po,i+1 − po,i −

(
γo∆D

)
i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,i− 1
2

[
po,i − po,i−1 −

(
γo∆D

)
i− 1

2

]n+1

+qn+1
o,ce,i −

Vb,i
∆t

[(
φ{1− Sw}bo

)n+1

i
−
(
φ{1− Sw}bo

)n
i

]
= 0 i = 1, 2, . . . , I

(4.22)

Fase agua,

Fn+1
w,i =Tn+1

w,i+ 1
2

[
po,i+1 − po,i − Pcwo,i+1 + Pcwo,i −

(
γw∆D

)
i+ 1

2

]n+1
−

Tn+1
w,i− 1

2

[
po,i − po,i−1 − Pcwo,i + Pcwo,i−1 −

(
γw∆D

)
i− 1

2

]n+1

+qn+1
w,ce,i −

Vb,i
∆t

[(
φSwbw

)n+1

i
−
(
φSwbw

)n
i

]
= 0 i = 1, 2, . . . , I

(4.23)

Con el propósito de identificar la funcionalidad de las ecs. 4.22 y 4.23 y definiendo
el siguiente vector, se tiene,

U = [po, Sw]T

Por lo tanto, considerando el análisis en una dimensión, la dependencia de las fun-
ciones de residuos es la siguiente,

Fase Aceite
Fn+1
o,i = Fn+1

o,i

(
Un+1
i−1 , U

n+1
i , Un+1

i+1

)
(4.24)

Fase Agua
Fn+1
w,i = Fn+1

w,i

(
Un+1
i−1 , U

n+1
i , Un+1

i+1

)
(4.25)

El método iterativo de Newton consiste básicamente en expandir las funciones de
residuos, Fn+1

α,i , en series de Taylor alrededor del nivel de iteración (ν), suprimiendo el
supeŕındice n+ 1 para facilitar la lectura, se tiene:
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Fase Aceite

F
(ν+1)
o,i

(
po,i−1, po,i, po,i+1,Sw,i−1, Sw,i, Sw,i+1

)
≈ F (ν)

o,i +(
∂Fo,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂2Fo,i
∂p2

o,i−1

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i−1 + · · ·+

(
∂Fo,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂2Fo,i
∂p2

o,i

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i + · · ·+

(
∂Fo,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂2Fo,i
∂p2

o,i+1

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i+1 + · · ·+

(
∂Fo,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂2Fo,i
∂S2

w,i−1

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i−1 + · · ·+

(
∂Fo,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂2Fo,i
∂S2

w,i

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i + · · ·+

(
∂Fo,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 +

(
∂2Fo,i
∂S2

w,i+1

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i+1 + · · ·+ = 0

(4.26)

Fase Agua

F
(ν+1)
w,i

(
po,i−1, po,i, po,i+1,Sw,i−1, Sw,i, Sw,i+1

)
≈ F (ν)

w,i+(
∂Fw,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂2Fw,i
∂p2

o,i−1

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i−1 + · · ·+

(
∂Fw,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂2Fw,i
∂p2

o,i

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i + · · ·+

(
∂Fw,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂2Fw,i
∂p2

o,i+1

)(ν)

δp2
o|

(ν+1)
i+1 + · · ·+

(
∂Fw,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂2Fw,i
∂S2

w,i−1

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i−1 + · · ·+

(
∂Fw,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂2Fw,i
∂S2

w,i

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i + · · ·+

(
∂Fw,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 +

(
∂2Fw,i
∂S2

w,i+1

)(ν)

δS2
w|

(ν+1)
i+1 + · · ·+ = 0

(4.27)
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Donde i = 1, 2, . . . , Imax

De esta expansión sólo se conservan los términos de menor orden, es decir:

Fase Aceite

F
(ν+1)
o,i

(
po,i−1, po,i, po,i+1, Sw,i−1,Sw,i, Sw,i+1

)
≈ F νo,i+(

∂Fo,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fo,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +(

∂Fo,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂Fo,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1+(

∂Fo,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂Fo,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 = 0

(4.28)

Fase Agua

F
(ν+1)
w,i

(
po,i−1, po,i, po,i+1, Sw,i−1,Sw,i, Sw,i+1

)
≈ F νw,i+(

∂Fw,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fw,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +(

∂Fw,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂Fw,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1+(

∂Fw,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂Fw,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 = 0

(4.29)

Por lo tanto, simplificando y arreglando, se tiene que para la fase aceite

(
∂Fo,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fo,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂Fo,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +(

∂Fo,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂Fo,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂Fo,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 = −F (ν)

o,i

(4.30)

Y para la fase agua

(
∂Fw,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fw,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂Fw,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +(

∂Fw,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂Fw,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +

(
∂Fw,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i+1 = −F (ν)

w,i

(4.31)
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4. FORMULACIÓN NUMÉRICA

Donde δp
(ν+1)
o,i y δS

(ν+1)
w,i representan los cambios iterativos de las variables primarias

o incógnitas:

δp
(ν+1)
o,i = p

(ν+1)
o,i − p(ν)

o,i (4.32)

δS
(ν+1)
w,i = S

(ν+1)
w,i − S(ν)

w,i (4.33)

Escribiendo las ecs. 4.30 y 4.31, para la malla numérica de la Figura 4.4.

Figura 4.4: Malla nodos centrados

Fase Aceite.

Para el nodo 1:

(
∂Fo,1
∂po,1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,1 +

(
∂Fo,1
∂Sw,1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,1 +

(
∂Fo,1
∂po,2

)(ν)

δp
(ν+1)
o,2 +

(
∂Fo,i
∂Sw,2

)(ν)

δS
(ν+1)
w,2 =

−F (ν)
o,1

(4.34)

Para los nodos i = 2, 3, . . . , I − 1 es el siguiente

(
∂Fo,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fo,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂Fo,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂Fo,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +(

∂Fo,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂Fo,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 = −F (ν)

o,i

(4.35)
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4.2 Solución del Sistema de Ecuaciones

Para el nodo I, es el siguiente,

(
∂Fo,I
∂po,I−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,I−1+

(
∂Fo,I
∂Sw,I−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,I−1+

(
∂Fo,I
∂po,I

)(ν)

δp
(ν+1)
o,I +

(
∂Fo,I
∂Sw,I

)(ν)

δS
(ν+1)
w,I =

−F (ν)
o,I

(4.36)

Similarmente,

Fase Agua,

Para el nodo 1:

(
∂Fw,1
∂po,1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,1 +

(
∂Fw,1
∂Sw,1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,1 +

(
∂Fw,1
∂po,2

)(ν)

δp
(ν+1)
o,2 +

(
∂Fw,i
∂Sw,2

)(ν)

δS
(ν+1)
w,2 =

−F (ν)
w,1

(4.37)

Para los nodos i = 2, 3, . . . , I − 1 es el siguiente

(
∂Fw,i
∂po,i−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i−1 +

(
∂Fw,i
∂Sw,i−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 +

(
∂Fw,i
∂po,i

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i +

(
∂Fw,i
∂Sw,i

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i +(

∂Fw,i
∂po,i+1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,i+1 +

(
∂Fw,i
∂Sw,i+1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,i−1 = −F (ν)

w,i

(4.38)

Para el nodo I, es el siguiente,

(
∂Fw,I
∂po,I−1

)(ν)

δp
(ν+1)
o,I−1+

(
∂Fw,I
∂Sw,I−1

)(ν)

δS
(ν+1)
w,I−1+

(
∂Fw,I
∂po,I

)(ν)

δp
(ν+1)
o,I +

(
∂Fw,I
∂Sw,I

)(ν)

δS
(ν+1)
w,I =

−F (ν)
w,I

(4.39)
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4. FORMULACIÓN NUMÉRICA

Expresando el sistema de ecuaciones algebraicas 4.34 a 4.39 en forma de un sistema
matricial Ax = b, considerando un ordenamiento normal por renglones.



∂Fw,1
∂po,1

∂Fw,1
∂Sw,1

∂Fw,1
∂po,2

∂Fw,1
∂Sw,2

∂Fo,1
∂po,i

∂Fo,1
∂Sw,1

∂Fo,1
∂po,2

∂Fo,1
∂Sw,2

∂Fw,2
∂po,1

∂Fw,2
∂Sw,1

∂Fw,2
∂po,2

∂Fw,2
∂Sw,2

∂Fw,2
∂po,3

∂Fw,2
∂Sw,3

∂Fo,2
∂po,1

∂Fo,2
∂Sw,1

∂Fo,2
∂po,2

∂Fo,2
∂Sw,2

∂Fo,2
∂po,3

∂Fo,2
∂Sw,3

• • •

• • •

∂Fw,I
∂po,I−1

∂Fw,I
∂Sw,I−1

∂Fw,I
∂po,I

∂Fw,I
∂Sw,I

∂Fo,I
∂po,I−1

∂Fo,I
∂Sw,I−1

∂Fo,I
∂po,I

∂Fo,I
∂Sw,I



ν 

δpo,1

δSw,1

δpo,2

δSw,2

•

•

δpo,I

δSw,I



ν+1

= −



Fw,1

Fo,1

Fw,2

Fo,2

•

•

Fw,I

Fo,I



ν

(4.40)

Los vectores solución δp
(ν+1)
o,i y δS

(ν+1)
w,i , son las incógnitas a solucionar, las presiones

y saturaciones en la iteración ν + 1 se determinan de la siguiente manera:

p
(ν+1)
o,i = p

(ν)
o,i + δp

(ν+1)
o,i (4.41)

S
(ν+1)
w,i = S

(ν)
w,i + δS

(ν+1)
w,i (4.42)

Se considera que el proceso iterativo converge a la solución cuando los cambios ite-
rativos de las incógnitas, en valor absoluto, son menores que una tolerancia estipulada,
εp:

| δp(ν+1)
o,i |< εp (4.43)

| δS(ν+1)
w,i |< εS (4.44)

Otro criterio de convergencia es considerar la norma del vector de residuos, F :

‖ F (ν+1)
o,i ‖< εFo (4.45)

‖ F (ν+1)
w,i ‖< εFw (4.46)
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4.2 Solución del Sistema de Ecuaciones

La estructura matricial del sistema 4.40 puede ser reescrito de la siguiente manera:

C1 E1

W2 C2 E2

W3 C3 E3

· · ·
· · ·
· · ·
WI CI



(ν) 

δX1

δX2

δX3

·
·
·

δXI



(ν+1)

= −



F 1

F 2

F 3

·
·
·
F I



(ν)

Las matrices y vectores están definidos de la siguiente manera:

Wi =


∂Fw,i
∂po,i−1

∂Fw,i
∂Sw,i−1

∂Fo,i
∂po,i−1

∂Fo,i
∂Sw,i−1

 ; Ci =


∂Fw,i
∂po,i

∂Fw,i
∂Sw,i

∂Fo,i
∂po,i

∂Fo,i
∂Sw,i

 ; Ei =


∂Fw,i
∂po,i+1

∂Fw,i
∂Sw,i+1

∂Fo,i
∂po,i+1

∂Fo,i
∂Sw,i+1

 ;

δXi =

(
δpo,i

δSw,i

)
; Fi =

(
Fw,i

Fo,i

)

O en forma más compacta;

[J ](ν) δX(ν+1) = −F (ν) (4.47)

Donde [J ] es la matriz de derivadas o matriz Jacobiana.

La filosof́ıa para nombrar Wi, Ci y Ei es que se está utilizando la posición del nodo
en el plano cardenal, esto es:

Figura 4.5: Plano cardenal
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Para una malla en dos dimensiones se adicionan dos diagonales que representan
la interacción con las celdas (i, j − 1) e (i, j + 1), como se muestra esquemáticamen-
te en la Figura 4.6. Los elementos de estas diagonales, también, son submatrices de 2x2.

Figura 4.6: Plano cardenal, 2D



C1 E1 N1

W2 C2 E2 N2

· · · ·
· · · ·

· · · · ·
Si Wi Ci Ei Ni

· · · · ·
· · · ·
· · · ·

· · · ·
SI WI CI



(ν)


δX1

δX2

·
·
·
·

δXi

·
·
·
·

δXI



(ν+1)

= −



F 1

F 2

·
·
·
·
F i
·
·
·
·
F I



(ν)

54



4.2 Solución del Sistema de Ecuaciones

Donde las submatrices están definidas por los elementos:

Si =


∂Fw,ij
∂po,ij−1

∂Fw,ij
∂Sw,ij−1

∂Fo,ij
∂po,ij−1

∂Fo,ij
∂Sw,ij−1

 ; Ni =


∂Fw,ij
∂po,ij+1

∂Fw,ij
∂Sw,ij+1

∂Fo,ij
∂po,ij+1

∂Fo,ij
∂Sw,ij+1

 ;

De manera similar a la expansión de una dimensión a dos dimensiones, tenemos
que para una malla en tres dimensiones, esto es, considerando flujo en la dirección z, se
adicionan dos diagonales más que representan la interacción con las celdas (i, j, k − 1)
e (i, j, k + 1), Figura 4.7.

Figura 4.7: Plano cardenal, 3D
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4. FORMULACIÓN NUMÉRICA



C1 E1 N1 D1

W2 C2 E2 N2 D2

· · · · ·
· · · · ·

· · · · · ·
· · · · · ·

· · · · · ·
Ui Si Wi Ci Ei Ni Di

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · ·

· · · · ·
· · · · ·

UI SI WI CI



(ν) 

δX1

δX2

·
·
·
·
·

δXi

·
·
·
·
·
·

δXI



(ν+1)

= −



F 1

F 2

·
·
·
·
·
F i
·
·
·
·
·
·
F I



(ν)

Donde las submatrices U y D son:

Ui =


∂Fw,ijk
∂po,ijk−1

∂Fw,ijk
∂Sw,ijk−1

∂Fo,ijk
∂po,ijk−1

∂Fo,ijk
∂Sw,ijk−1

 ; Di =


∂Fw,ijk
∂po,ijk+1

∂Fw,ijk
∂Sw,ijk+1

∂Fo,ijk
∂po,ijk+1

∂Fo,ijk
∂Sw,ijk+1

 ;

4.3. Algoritmo de Solución

A continuación se presenta el algoritmo que describe, de manera general, la secuen-
cia de pasos a seguir para obtener la solución de las ecuaciones para las fases aceite y
agua que describen el flujo de fluidos dentro del medio poroso.

Tn+1
o,i+ 1

2

[
po,i+1 − po,i − (γo∆D)i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

o,i− 1
2

[
po,i − po,i−1 − (γo∆D)i− 1

2

]n+1
+ qn+1

o,ce,i =

Vb,i
∆t

[
(φSobo)

n+1
i − (φSobo)

n
i

]

Tn+1
w,i+ 1

2

[
pw,i+1 − pw,i − (γw∆D)i+ 1

2

]n+1
− Tn+1

w,i− 1
2

[
pw,i − pw,i−1 − (γw∆D)i− 1

2

]n+1
+ qn+1

w,ce,i =

Vb,i
∆t

[
(φSwbw)n+1

i − (φSwbw)ni

]

56



4.3 Algoritmo de Solución

Algoritmo 1 Algoritmo General de Solución:

Simulador Bifásico 2-D, Totalmente Impĺıcito.

Entrada: Información de Inicialización

Salida: presiones y Saturaciones, pn+1
o,ij y Sn+1

w,ij

1: Verificar Consistencia de Unidades

2: Definir la Malla de Simulación

3: Definir un Incremento de Tiempo, Dt, y Tiempo Total de Simulación, Tsim

4: Inicialización de presion, Satutación, Porosidad, Propiedades PVT, Funciones de

Saturación

5: mientras Tacum ≤ Tsim hacer

6: mientras No Converge hacer

7: Obtención de los coeficientes Si,Wi, Ci, Ei, Ni, Fi

8: Resolver el Sistema Pentadiagonal con el Método Numérico Linsolve para

δpν+1
o,ij y δSν+1

w,ij , Cálculo de Potenciales, Cálculo de Transmisibilidades, Deri-

vadas Numéricas e Interpolación de Propiedades

9: Verificar Convergencia con las ecs. 4.43 y 4.44

10: si No Converge entonces

11: Realizar Otra Iteración Newtoniana, ecs. 4.41 y 4.42 y Regresar al Punto 7

12: si no Śı Converge entonces

13: La Solución es, pn+1
o,ij ⇐ pν+1

o,ij y Sn+1
w,ij ⇐ Sν+1

w,ij Ver C.2

14: fin si

15: fin mientras

16: Imprimir para el Tiempo Acumulado, Tacum=Tacum+Dt, las presiones y Satu-

raciones

17: Para Avanzar Otro Paso de Tiempo, Dt=Dt*cte. por ejemplo, Reasignar las

presiones y Saturaciones, pno,ij ⇐ pn+1
o,ij y Snw,ij ⇐ Sn+1

w,ij , Regresar al Punto 7

18: fin mientras Se alcanza el Tiempo Total de Simulación, Parar el Proceso
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Caṕıtulo 5

Análisis de Resultados

Primeramente, se establece la validación del modelo numérico construido, al ela-
borar un modelo de simulación y comparar los resultados que se obtuvieron con los
resultados arrojados por el simulador comercial Eclipse 100. Posteriormente se muestra
la aplicación que se le dió al simulador para la elaboración de este trabajo al correr
tres casos de simulación, cambiando únicamente las curvas de permeabilidades relativas
para las fases aceite y agua, de esta manera se puede mostrar de una manera concreta
el efecto que tiene la mojabilidad en la recuperación total de aceite.

Las curvas de permeabilidades relativas para las fases aceite y agua pueden ser
obtenidas con el modelo del exponente de Corey:

krw = krw(Sor)

(
Sw − Swc

1− Swc − Sor

)nw
(5.1)

krow = kro(Swc)

(
1− Sw − Sor
1− Swc − Sor

)no
(5.2)

Donde krw(Sor) y kro(Swc) son referenciados como los “end-point” de las curvas
de permeabilidades relativas, nw y no son llamados exponentes de Corey para el agua
y para el aceite respectivamente. Para el sistema mojado por agua, la permeabilidad
relativa al aceite se caracteriza por tener una saturación de aceite residual del orden de
0.3 o más, un exponente de Corey, no, de entre 2-3 y un “end-point” de permeabilidad
relativa, kro(Swc), entre 0.6-0.8. Su correspondiente permeabilidad relativa al agua se
caracteriza por tener una saturación irreductible de agua, Swc, del orden de 0.1, un ex-
ponente de Corey, nw, de entre 4-6 y un “end-point” de permebilidad relativa, krw(Sor),
entre 0.1-0.4. Para el sistema mojado por aceite, el agua y el aceite solamente cambian
lugares. Para el caso de mojabilidad intermedia, se suponen ambos valores de Swc y
Sor iguales y aproximadamente de 0.20, los exponentes de Corey no y nw con un valor
de entre 3-5 y los “end-point” de kro(Swc) y krw(Sor) con un valor de 0.5.
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5. ANÁLISIS DE RESULTADOS
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Figura 5.1: Permeabilidades relativas, mojabilidad al agua

Sistema mojado por agua

kro krw

Sor 0.3 Swc 0.1

no 2 nw 6

kro,wc 0.8 krw,or 0.3

Tabla 5.1: Parámetros utilizados para la obtención de las curvas de permeabilidades

relativas, mojabilidad al agua
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Figura 5.2: Permeabilidades relativas, mojabilidad intermedia

Sistema con mojabilidad intermedia

kro krw

Sor 0.2 Swc 0.2

no 3 nw 3

kro,wc 0.5 krw,or 0.5

Tabla 5.2: Parámetros utilizados para la obtención de las curvas de permeabilidades

relativas: mojabilidad intermedia
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Figura 5.3: Permeabilidades relativas, mojabilidad al aceite

Sistema mojado por aceite

kro krw

Sor 0.1 Swc 0.3

no 6 nw 2

kro,wc 0.3 krw,or 0.8

Tabla 5.3: Parámetros utilizados para la obtención de las curvas de permeabilidades

relativas, mojabilidad al aceite
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5.1 Caso 0. Validación del Modelo

Las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 muestran de manera resumida los valores de los parámetros
que fueron utilizados dentro del modelo del exponente de Corey para la obtención de
las curvas de permeabilidades relativas para las fases aceite y agua que se muestran en
las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3, mismas que se utilizan para las simulaciones de este trabajo.

5.1. Caso 0. Validación del Modelo

Los resultados para el modelo de simulación propuesto se muestran en las Figuras
5.4 y 5.5 en donde se puede apreciar que los resultados obtenidos con el simulador
construido se ajustan al comportamiento de los resultados que arroja el simulador co-
mercial. Para este modelo se consideró un yacimiento de dos dimensiones de sección
transversal en el plano x − y, simétrico, esto es Lx = Ly, con igual número de nodos
(15) en x y en y, con diferentes transmisibilidades para cada dirección de flujo en cada
una las celdas al cargar un set de datos de permeabilidades. Se considera un pozo inyec-
tando agua a gasto constante de 300 BPD en la celda (1, 1, 1) y un pozo produciendo
a presión de fondo fluyendo (Pwf, por sus siglas en inglés) constante de 2900 psi, en
la celda (15, 15, 1). La presión inicial de todo el yacimiento es de 3000 psi y el tiempo
total de la simulación es de 365 d́ıas. La información necesaria para la inicialización de
la simulación se muestra en el Apéndice C.1.
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QwInyECL

Figura 5.4: Comparación entre SNY y Eclipse, Gastos

Analizando la Figura 5.4 en la cual se grafican los gastos de ambos pozos vs tiempo,
y como es de esperarse el gasto de aceite del pozo productor es variable ya que opera a
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5. ANÁLISIS DE RESULTADOS

Pwf constante. A tiempos muy cortos, aproximadamente un d́ıa, el gasto de aceite dis-
minuye de 400 a poco menos de 100 BPD para evitar que la Pwf caiga. Posteriormente
se observa que la producción de aceite comienza a incrementarse hasta que se logra
estabilizar y prácticamente se mantiene constante a 300 BPD, esto se debe a que se co-
mienza a sentir el efecto que causa el pozo inyector como represionamiento. Después de
aproximadamente 240 d́ıas el gasto de aceite comienza a disminuir nuevamente, debido
a que el aceite móvil contenido dentro del yacimiento comienza a agotarse. Después de
285 d́ıas el frente de agua del pozo inyector logra irrumpir dentro del pozo productor, es
por eso que a partir de ese punto el agua comienza a ser producida en mayor cantidad
conforme transcurre el tiempo y el gasto de aceite ya no caé tan abruptamente. El gasto
de agua del pozo inyector, como se establece desde un inicio, permanece constante a
300 BPD durante todo el tiempo de simulación.

Con respecto a la Figura 5.5 en donde se grafica la Pwf del pozo productor y del
pozo inyector vs tiempo, es conveniente analizar y entender primeramente a que se debe
el comportamiento de la Pwf del pozo inyector, ya que éste opera a gasto constante de
300 BPD y por lo tanto su Pwf es variable.
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Figura 5.5: Comparación entre SNY y Eclipse, Pwf

Como el yacimiento es mojado por agua, la movilidad del agua es menor con respec-
to a la movilidad del aceite, ahora bien, si conforme transcurre el tiempo más cantidad
de agua es inyectada dentro del yacimiento, se requiere de mayor presión para desplazar
al aceite hacia el pozo productor ya que también el agua inyectada tiene que ser despla-
zada, es por esta razón que la Pwf en todo momento mantiene una tendencia ascendente.
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5.1 Caso 0. Validación del Modelo

Además, de forma gradual se va alcanzando la saturación de aceite residual den-
tro de todo el yacimiento, aśı cuando la producción de aceite comienza a disminuir
a aproximadamente 240 d́ıas, la Pwf del pozo inyector comienza a incrementarse más
rápidamente debido a que el aceite residual no puede ser producido y limita aún más
la movilidad del agua.

Cuando prácticamente todo el yacimiento se encuentra inundado por agua, la Pwf
del pozo inyector comienza a estabilizarse a un valor muy grande de presión, aproxi-
madamente 7400 psi ya que se alcanza un equilibrio entre lo que se inyecta, lo que
se desplaza dentro del medio poroso y lo que se produce. Como se establece desde un
inicio la Pwf del pozo productor se mantiene constante a un valor de 2900 psi durante
el todo el tiempo de simulación.

La malla de simulación de las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8 muestra la distribución de la
saturación de agua dentro del yacimiento al inicio, después de un periodo de 182 d́ıas
y al final del tiempo de simulación, respectivamente. La escala para los valores de la
saturación de agua tiene un rango de 0.25 a 0.70, que corresponden a los valores de
saturación de agua inicial Swi y a 1 − Sor que es el valor máximo que puede alcanzar
la saturación de agua.
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Figura 5.6: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 0 d́ıas

La Figura 5.6 muestra la distribución de saturación de agua a las condiciones ini-
ciales, esto es, al tiempo cero. Una vez que inicia la simulación y los pozo entran en
operación, la saturación de agua en el yacimiento cerca del pozo inyector aumenta muy
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Figura 5.7: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 182 d́ıas
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Figura 5.8: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 365 d́ıas
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5.2 Caso 1: Yacimiento con Mojabilidad al Agua

rápidamente, debido al agua que es inyectada, lo que indica que el aceite está siendo
desplazado hacia el pozo productor. A un tiempo de 182 d́ıas se puede observar que la
saturación de agua en las celdas cercanas al pozo productor aún mantienen el valor de
saturación de agua inicial, Swi = 0.25, Figura 5.7, lo que quiere decir que el frente de
agua aún no llega a esa zona y por lo tanto se continúa produciendo solamente aceite.
Al final de los 600 d́ıas de simulación, la saturación de agua es muy alta en todo el
yacimiento e incluso en una gran zona cercana al pozo inyector ya se ha alcanzado el
valor máximo, Sw = 0.70, Figura 5.8.

5.2. Caso 1: Yacimiento con Mojabilidad al Agua

El modelo de simulación utilizado para este caso toma como base el que fue elabo-
rado para la validación del modelo numérico del caso 0, con la diferencia de que aqúı
se utiliza una permeabilidad constante de 200 mD para todo el yacimiento, además de
que se utilizan las curvas de permeabilidades relativas que se muestran en la Figura
5.1, las cuales corresponden a un yacimiento ideal con mojabilidad al agua. Un pozo
productor a Pwf constante de 2900 psi en la celda (15,15,1) y un pozo inyector de agua
a un gasto constante de 300 BPD en la celda (1,1,1), ambos operando durante todo el
tiempo de simulación que es de 600 d́ıas.

La malla de simulación que se muestra en la Figura 5.9 presenta la distribución que
tiene la saturación de agua al inicio de la simulación, con un valor de 0.10 para todas
las celdas, después de 290 d́ıas se puede ver como el frente de agua ha avanzado ya que
la saturación de agua es muy alta cerca del pozo inyector, lo que indica que el agua ha
ido desplazando al aceite, a este tiempo la irrupción de agua aún no se presenta ya que
la saturación de agua en las cercańıas del pozo productor sigue siendo de 0.10, Figura
5.10. El volumen original de aceite es de 194,761 Bls. y un valor máximo recuperable
de 136,333 Bls. o sea un Frmax = 70 % ya que la saturación de aceite remanente tiene
un valor de 0.30.

En la Figura 5.11 se puede apreciar que la irrupción de agua se presenta cuando se
da el cambio de pendiente en la curva de producción acumulada de aceite ya que en
ese momento comienza a ser producida el agua. Estos hechos se dan después de que
transcurre un tiempo de aproximadamente 400 d́ıas. Posterior a este tiempo se continúa
con la inyección de agua, durante 200 d́ıas más, para visualizar que la recuperación adi-
cional de aceite posterior a la irrupción es mı́nima con un valor de 2.89 % con respecto
al volumen original.

En la Figura 5.11 también es graficada la curva de relación agua-aceite, que mantie-
ne un valor de cero antes de la irrupción de agua, ya que la saturación de agua inicial es
igual al valor de la saturación de agua irreductible. La relación agua-aceite comienza a
crecer muy rápidamente una vez que el frente de agua alcanza al pozo productor, ya que
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Figura 5.9: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 0 d́ıas
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Figura 5.10: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 290 d́ıas

68



5.3 Caso 2: Yacimiento con Mojabilidad Intermedia
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Figura 5.11: Producción acumulada, relación agua-aceite, mojabilidad al agua

prácticamente todo el aceite móvil (91.76 %) dentro del yacimiento ha sido producido
y para mantener la condición del pozo productor de 2900 psi, el agua que es inyectada
comienza a ser producida en mayor cantidad.

Al final de los 600 d́ıas de simulación se tiene un factor de recuperación del 64.23 %,
cabe hacer notar que a los 400 d́ıas ya se teńıa un factor de recuperación del 61.34 %.

5.3. Caso 2: Yacimiento con Mojabilidad Intermedia

El modelo de simulación es prácticamente el mismo que el modelo del caso anterior,
con la única diferencia de que aqúı se cambiaron las curvas de permeabildades relativas,
Figura 5.2, para que la mojabilidad de la formación sea intermedia. Para estas condi-
ciones de mojabilidad el volumen original de aceite es de 173,121 Bls., con un valor
máximo recuperable de 138,497 Bls. o sea un Frmax = 80 % debido a las condiciones
que impone la saturación de aceite residual.

La malla de simulación presentada en la Figura 5.12 contiene la distribución de
saturación de agua en todo el yacimiento al inicio de la simulación, con un valor de
0.20. En la Figura 5.13 se puede observar que después de haber transcurrido un tiempo
de 290 d́ıas, la saturación de agua es mucho mayor a la saturación inicial en todas
las celdas, a excepción de la última celda la cual corresponde a la localización el pozo
productor, ah́ı la saturación de agua recientemente ha comenzado a incrementarse y
por consiguiente muy pronto se presentará la irrupción de agua.
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Figura 5.12: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 0 d́ıas
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Figura 5.13: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 290 d́ıas
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5.4 Caso 3: Yacimiento con Mojabilidad al Aceite
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Figura 5.14: Producción acumulada, relación agua-aceite, mojabilidad intermedia

En la Figura 5.14 se puede apreciar que la irrupción de agua se presenta a un tiempo
aproximado de 296 d́ıas después de haber iniciado la simulación, recuperándose hasta
este punto una cantidad de aceite de 88,571 Bls. lo que equivale a un 51.16 % del volu-
men original, posterior a este punto se continúa con la inyección de agua hasta que se
alcanza el tiempo total de simulación de 600 d́ıas. La recuperación adicional de aceite
posterior a la irrupción alcanza un valor del 8.41 %.

La relación agua-aceite incrementa rápidamente, y el aceite aún puede seguirse pro-
duciendo después de la irrupción pero con un corte de agua muy elevado. Debido a que
la inyección de agua se está llevando a cabo, la relación agua-aceite forsozamente tiene
que incrementar conforme transcurre el tiempo.

Cuando se presenta la irrupción de agua dentro del pozo productor se tiene un
factor de recuperación del 51.16 %, y al final de los 600 d́ıas de simulación se tiene un
factor de recuperación del 59.57 %.

5.4. Caso 3: Yacimiento con Mojabilidad al Aceite

Para este caso al igual que los dos casos anteriores el modelo de simulación única-
mente difiere en la utilización de las curvas de permeabilidades relativas, ya que aqúı
se utilizan las curvas que se presentan en la Figura 5.3, para que de esta manera la
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Figura 5.15: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 0 d́ıas

formación sea mojada por aceite. El volumen original de aceite es de 151,481 Bls. y un
valor máximo recuperable de 136,333 Bls. o sea un Frmax = 90 % ya que para este caso
la saturación de aceite residual mantiene un valor de únicamente 0.10.

La malla de simulación, Figura 5.15, muestra la distribución de saturación de agua
al inicio de la simulación, con un valor de 0.30 para cada una de las 225 celdas que
discretizan al yacimiento. Después de 290 d́ıas la saturación de agua ya se ha incre-
mentado en todas las celdas, lo que indica que a ese tiempo el agua ya logró irrumpir
dentro del pozo productor, Figura 5.16. A pesar de la irrupción de agua, aún hay aceite
móvil contenido dentro del yacimiento debido a que la saturación de agua no es muy
alta.

Como se puede apreciar en la Figura 5.17, la irrupción de agua se presenta apro-
ximadamente a los 152 d́ıas después de haber iniciado la simulación, a este punto la
recuperación de aceite tiene un factor del 29.82 %, es un tiempo y un factor de recupe-
ración relativamente pequeños para que se tenga agua dentro del pozo productor, esto
se debe a que el agua fluye mejor y más libremente dentro de los poros grandes de la
roca.

Posterior a la irrupción se continúa con la inyección de agua para mostrar que el
aceite se puede seguir recuperando, al inicio con un moderado corte de agua pero con-
forme transcurre el tiempo la relación agua-aceite se ve incrementada. El incremento en
la relación agua-aceite se presenta de una manera no tan abrupta, lo cual da la pauta
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Figura 5.16: Malla de simulación, distribución de saturación de agua, 290 d́ıas

para que el aceite siga produciéndose en pequeñas cantidades junto con el agua.

Para este caso la recuperación adicional de aceite posterior a la irrupción es de
22,000 Bls. esto equivale al 14.52 % del volumen original, este valor es considerable-
mente grande. Al final de los 600 d́ıas de simulación se tiene un factor de recuperación
del 44.34 %, cabe hacer notar que a los 152 d́ıas únicamente se tenia un factor de recu-
peración del 29.82 %.
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Figura 5.17: Producción acumulada, relación agua-aceite, mojabilidad al aceite
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Una vez que se construyó el simulador numérico de yacimientos bifásico bajo el
esquema Totalmente Impĺıcito, se procedió a la validación del mismo utilizando
el simulador comercial Eclipse 100, se considera que el funcionamiento del simu-
lador construido es correcto ya que los resultados obtenidos concuerdan con los
resultados que arroja el simulador comercial.

Validado el simulador se manipuló para presentar una aplicación práctica. Se
elaboraron y corrieron tres modelos de simulación con diferentes mojabilidades:
mojabilidad al agua, mojabilidad intermedia y mojabilidad al aceite. De esta ma-
nera se pudo analizar el comportamiento del flujo bifásico dentro del yacimiento,
por consiguiente, el efecto directo que tiene en la recuperación de aceite.

Las condiciones de operación para los tres casos son idénticas, para que se obtuvie-
ran resultados concretos sobre el efecto que tiene la mojabilidad en la recuperación
total de aceite, los tres casos se simularon a 600 d́ıas.

Para los tres casos se tiene que la mayor cantidad de aceite producido se obtiene
antes de la irrupción de agua, Figura 6.1. Es conveniente analizar lo que pasa
con la recuperación de aceite posterior a la irrupción, ya que la inyección de agua
continúa, para los tres casos, a un gasto constante de 300 BPD hasta que se
alcanza el tiempo total de simulación.

Mojabilidad al agua. Después de la irrupción, la recuperación es exagerada-
mente mı́nima, tan solo un 2.89 % adicional durante aproximadamente 200
d́ıas.

Mojabilidad intermedia. La recuperación adicional de aceite posterior a la
irrupción es baja, con un factor del 8.41 % durante 304 d́ıas de inyección de
agua.
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Figura 6.1: Producción acumulada

Mojabilidad al aceite. La producción adicional de aceite es moderada con un
valor del 14.52 % pero el tiempo que se llevó para la obtención de este factor
es de aproximadamente 450 d́ıas.

Aunque para los tres casos el volumen poroso es el mismo, se tienen diferentes
valores de volumen original de aceite, debido a la saturación de agua inicial que
marcan las curvas de permeabilidades relativas para cada caso: Swi,MW = 0.10,
Swi,MI = 0.20, Swi,MO = 0.30.

De manera análoga, al punto anterior, la saturación de aceite residual, Sor, es dis-
tinta para cada caso, Sor,MW = 0.30, Sor,MI = 0.20, Sor,MO = 0.10, lo cual provo-
ca que el factor de recuperación de aceite máximo, Frmax, sea distinto para cada
uno de los tres casos, Frmax,MW = 70 %, Frmax,MI = 80 %, Frmax,MO = 90 %.

Analizando las curvas de relación agua-aceite, o lo que es lo mismo el corte de
agua dentro del pozo productor para cada uno de los casos, podemos ver en la
Figura 6.2 que al final de los 600 d́ıas todos los cortes de agua prácticamente
se emparejan, pero lo que hay que analizar es el tiempo al que se presenta y el
tiempo que tarda en alcanzar un valor grande, se considera un corte de agua de
0.60.

Mojabilidad al agua. La irrupción de agua ocurre a un tiempo de 400 d́ıas, es
el mayor tiempo dentro de los tres casos, ya que como el agua se localiza en
las paredes de la roca como una fina peĺıcula y el aceite dentro de los poros
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Figura 6.2: Relación agua-aceite

grandes de la roca, el agua que es inyectada tiene que desplazar al aceite
dentro de la roca pero debido a la baja movilidad del agua con respecto al
aceite, se hace un barrido muy eficiente del aceite. Una vez que el frente de
agua alcanza al pozo productor, la relación agua-aceite crece de una manera
casi instantánea, ya que con una alta saturación de agua su movilidad supera
a la del aceite, al tiempo que la saturación de aceite remanente es alcanzada,
de esta manera a los pocos d́ıas (tres) ya se tiene un corte de agua del 0.60.

Mojabilidad intermedia. Para el segundo caso la irrupción ocurre a un tiem-
po de 296 d́ıas, el tiempo es intermedio con respecto a los otros dos casos.
El aceite fluye mejor que el agua dentro del medio poroso al inicio de la
inyección, pero debido a que la inyección es constante, conforme transcurre
el tiempo la saturaión de agua cada vez es mayor hasta que su movilidad
supera a la del aceite y una vez que alcanza al pozo productor, la relación
agua-aceite crece de una manera no tan rápida como en el Caso 1 pero de
igual manera alcanza un valor muy grande en poco tiempo, 0.60 a los 10 d́ıas.

Mojabilidad al aceite. La irrupción se presenta a un tiempo de 152 d́ıas, es
el menor de los tiempos considerando los dos casos anteriores. Debido a la
localización del agua dentro de los poros grandes de la roca y a la inyección
constante de agua es que se van creando caminos de flujo, y en poco tiempo
el agua inyectada alcanza al pozo productor. El aceite que se produce pos-
terior a la irrupción es por que se van arrastrando poco a poco pequeñas
cantidades de aceite que son desprendidas de la masa total que se encuen-
tra adherida a las paredes de la roca y dentro de los poros más pequeños.
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Figura 6.3: Factor de recuperación

El corte de agua presenta una tendencia creciente, menor que los dos casos
anteriores, alcanzando un valor de 0.60 en 30 d́ıas.

Es evidente que si se continúa con la inyección de agua por mucho más tiempo, se
podŕıa obtener para los tres casos su recuperación máxima, ya que son casos idea-
les. Aqúı con el simulador nada nos limita pero en realidad habŕıan que tomarse
en cuenta restricciones tanto técnicas como económicas.

La Figura 6.3 en donde se grafica el factor de recuperación vs tiempo, solamente
muestra como la mayor recuperación de aceite se tiene en la formación que es
mojada por agua (Fr = 64 %), la formación con mojabilidad intermedia tiene
un factor de recuperación medio (Fr = 59 %), y por último la formación que es
mojada por aceite presenta la menor recuperación de aceite (Fr = 44 %). La ten-
dencia del factor de recuperación es muy similar a la tendencia de la producción
acumulada.
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Apéndice A

Elementos de la Matriz Jacobiana

A.1. ACEITE

FUNCIÓN DE RESIDUO DEL ACEITE:

Fn+1
oijk

= ∆
[
To (∆po − γo∆D)

]n+1

ijk
+
[
boqo

]n+1

ijk
−
Vr,ijk
∆t

∆t

[
φ (1− Sw) bo

]
ijk

(A.1)
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A. ELEMENTOS DE LA MATRIZ JACOBIANA

Expansión de la función de residuo del Aceite:
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Potoy1


n+1

+

Toij,k+ 1
2︸ ︷︷ ︸

Toz2

(
poij,k+1

− poijk − (γo∆D)ij,k+ 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

Potoz2


n+1

−

Toij,k− 1
2︸ ︷︷ ︸

Toz1

(
poijk − poij,k−1

− (γo∆D)ij,k− 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

Potoz1


n+1

+



T. Flujo

[
boqo

]n+1

ijk︸ ︷︷ ︸
T. Fuente

−
V pijk

∆t

{[ [
1 + Cr

(
pn+1
o − pno

)] [
bo (1− Sw)

]n+1
]
−
[
bo (1− Sw)

]n}
ijk︸ ︷︷ ︸

T. Acumulación

= 0

(A.2)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo ijk:

∂Fo,ijk
∂po,ijk

=
∂{T. Flujo}
∂po,ijk

+
∂{T. Fuente}

∂po,ijk
+
∂{T. Acum.}

∂po,ijk
(A.3)
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Término de Flujo:

∂{T. Flujo}
∂po,ijk

=

(
Tox2

∂Potox2

∂po,ijk
+ Potox2

∂Tox2

∂po,ijk

)
−

(
Tox1

∂Potox1

∂po,ijk
+ Potox1

∂Tox1

∂po,ijk

)
+(

Toy2
∂Potoy2

∂po,ijk
+ Potoy2

∂Toy2

∂po,ijk

)
−

(
Toy1

∂Potoy1

∂po,ijk
+ Potoy1

∂Toy1

∂po,ijk

)
+(

Toz2
∂Potoz2
∂po,ijk

+ Potoz2
∂Toz2
∂po,ijk

)
−

(
Toz1

∂Potoz1
∂po,ijk

+ Potoz1
∂Toz1
∂po,ijk

)
(A.4)

Término Fuente:

∂{T. Fuente}
∂po,ijk

=

{
bo
∂qo
∂po

+ qo
∂bo
∂po

}
ijk

(A.5)

Término de Acumulación:

∂{T. Acum.}
∂po,ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂po,ijk
∆t

[
φbo (1− Sw)

]
ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂po,ijk

[(
φ{1− Sw}bo

)n+1 −
(
φ{1− Sw}bo

)n]
= −

V pijk
∆t

{
(1− Sw)

[[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

) ]∂bo
∂po

+ boCr

]}
ijk

(A.6)

Derivadas de los Potenciales del aceite con respecto a la presión de aceite:

∂Potox2

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poi+1,jk

− poijk − γoi+ 1
2 ,jk

(
Di+1,jk −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γoijk
∂poijk

(A.7)

∂Potox1

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poijk − poi−1,jk

− γo
i− 1

2 ,jk

(
Dijk −Di−1,jk

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γoijk
∂poijk

(A.8)
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∂Potoy2

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poij+1,k

− poijk − γoij+ 1
2 ,k

(
Dij+1,k −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γoijk
∂poijk

(A.9)

∂Potoy1

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poijk − poij−1,k

− γo
ij− 1

2 ,k

(
Dijk −Dij−1,k

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γoijk
∂poijk

(A.10)

∂Potoz2
∂poijk

=
∂

∂poijk

[
poijk+1

− poijk − γoijk+ 1
2

(
Dijk+1 −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γoijk
∂poijk

(A.11)

∂Potoz1
∂poijk

=
∂

∂poijk

[
poijk − poijk−1

− γo
ijk− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γoijk
∂poijk

(A.12)

Derivadas de las Transmisibilidades del aceite con respecto a la presión de aceite:

La transmisibilidad está definida como:

Tox2 = To
i+ 1

2 ,jk
= (Fgλo)i+ 1

2
,jk

Tox1 = To
i− 1

2 ,jk
= (Fgλo)i− 1

2
,jk

Toy2 = To
i,j+ 1

2 ,k
= (Fgλo)i,j+ 1

2
,k

Toy1 = To
i,j− 1

2 ,k
= (Fgλo)i,j− 1

2
,k

Toz2 = To
i,j,k+ 1

2

= (Fgλo)i,j,k+ 1
2

Toz1 = To
i,j,k− 1

2

= (Fgλo)i,j,k− 1
2
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A.1 ACEITE

Figura A.1: Representación de las transmisibidades en el nodo i

Donde el factor geométrico para la dirección en x es Fg =
Ax

∆x
, para la dirección en

y es Fg =
Ay

∆y
, y para la dirección en z es Fg =

Az

∆z
.

Y Donde la movilidad es: λo =
kkro
µoBo

=
kkrobo
µo

De la ec. A.2 se observa que para cada celda se definen dos transmisibilidades para
cada dirección, esto es:

Las transmisibilidades, To
i+ 1

2 ,jk
, To

i− 1
2 ,jk

, To
ij+ 1

2 ,k
, To

i,j− 1
2 ,k

, To
i,j,k+ 1

2

y To
i,j,k− 1

2

se

evaluarán corriente arriba, es decir, se evaluarán a las condiciones de la celda de
mayor potencial. Considerar la Figura A.1 para la dirección x.

Si Potox2 = poi+1,jk
− poijk − γoi+ 1

2 ,jk
(Di+1,jk −Dijk) es mayor o igual a cero, en-

tonces la transmisibilidad Tox2 = To
i+ 1

2 ,jk
será considerada como Tox2 ⇒ Toi+1,jk

y la

derivada con respecto a poi+1,jk
existirá. La derivada con respecto a poijk será cero.

Nótese que NO se está considerando la derivada con respecto a poi−1,jk
debido a que

esta transmisibilidad, To
i+ 1

2 ,jk
, únicamente depende de poi+1,jk

, poijk siendo congruente

con el concepto de corriente arriba.
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Similarmente, si Potox1 = poijk−poi−1,jk
−γo

i− 1
2 ,jk

(Dijk −Di−1,jk) es mayor o igual a

cero, entonces la transmisibilidad Tox1 = To
i− 1

2 ,jk
será considerada como Tox1 ⇒ Toijk y

la derivada con respecto a poijk existirá. Por lo tanto la derivada con respecto a poi−1,jk

será cero. Nótese que NO se está considerando la derivada con respecto a poi+1,jk
de-

bido a que esta transmisibilidad, To
i− 1

2 ,jk
, únicamente depende de poijk , poi−1,jk

siendo

congruente con el concepto de corriente arriba.

En forma general la derivada de la transmisibilidad con respecto a la presión de
aceite es la siguiente:

To = Fgλo ⇒
∂To
∂po

= Fgkkro
∂ (bo/µo)

∂po
(A.13)

∂To
∂po

= Fgkkro
µo

∂bo
∂po
− bo ∂µo∂po

µ2
o

(A.14)

= Fgkkro
µobo
µ2
o

(
1

bo

∂bo
∂po
− 1

µo

∂µo
∂po

)
(A.15)

= Fg
kkrobo
µo

(
1

bo

∂bo
∂po
− 1

µo

∂µo
∂po

)
(A.16)

∂To
∂po

= To

{
1

bo

∂bo
∂po
− 1

µo

∂µo
∂po

}
(A.17)

Derivadas de Transmisibilidades del aceite con respecto a la presión de aceite:

∂Tox2

∂poijk
= To

i+ 1
2 ,jk

{
1

bo
i+ 1

2 ,jk

∂bo
i+ 1

2 ,jk

∂poijk
− 1

µo
i+ 1

2 ,jk

∂µo
i+ 1

2 ,jk

∂poijk

}
(A.18)

∂Tox1

∂poijk
= To

i− 1
2 ,jk

{
1

bo
i− 1

2 ,jk

∂bo
i− 1

2 ,jk

∂poijk
− 1

µo
i− 1

2 ,jk

∂µo
i− 1

2 ,jk

∂poijk

}
(A.19)

∂Toy2

∂poijk
= To

i,j+ 1
2 ,k

{
1

bo
i,j+ 1

2 ,k

∂bo
i,j+ 1

2 ,k

∂poijk
− 1

µo
i,j+ 1

2 ,k

∂µo
i,j+ 1

2 ,k

∂poijk

}
(A.20)

∂Toy1

∂poijk
= To

i,j− 1
2 ,k

{
1

bo
i,j− 1

2 ,k

∂bo
i,j− 1

2 ,k

∂poijk
− 1

µo
i,j− 1

2 ,k

∂µo
i,j− 1

2 ,k

∂poijk

}
(A.21)

∂Toz2
∂poijk

= To
ij,k+ 1

2

{
1

bo
ij,k+ 1

2

∂bo
ij,k+ 1

2

∂poijk
− 1

µo
ij,k+ 1

2

∂µo
ij,k+ 1

2

∂poijk

}
(A.22)
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∂Toz1
∂poijk

= To
ij,k− 1

2

{
1

bo
ij,k− 1

2

∂bo
ij,k− 1

2

∂poijk
− 1

µo
ij,k− 1

2

∂µo
ij,k− 1

2

∂poijk

}
(A.23)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo en ijk:

∂Fo,ijk
∂Sw,ijk

=
∂{T. Flujo}
∂Sw,ijk

+
∂{T. Fuente}

∂Sw,ijk
+
∂{T. Acum.}

∂Sw,ijk
(A.24)

Término de flujo:

∂{T. Flujo}
∂Sw,ijk

=

(
Potox2

∂Tox2

∂Sw,ijk

)
−

(
Potox1

∂Tox1

∂Sw,ijk

)
+(

Potoy2
∂Toy2

∂Sw,ijk

)
−

(
Potoy1

∂Toy1

∂Sw,ijk

)
+(

Potoz2
∂Toz2
∂Sw,ijk

)
−

(
Potoz1

∂Toz1
∂Sw,ijk

) (A.25)

Término fuente:

∂{T. Fuente}
∂Sw

= 0 (A.26)

Término de Acumulación:

∂{T. Acum.}
∂Sw,ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂Sw,ijk
∆t

[
φ
[

(1− Sw) bo
]]
ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂Sw,ijk

[(
φ{1− Sw}bo

)n+1 −
(
φ{1− Sw}bo

)n]
ijk

=
V pijk

∆t

{[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

)]
bn+1
o

}
ijk

(A.27)
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Derivadas de los Potenciales del aceite con respecto a la saturación de agua:

∂Potox2

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poi+1,jk

− poijk − γoi+ 1
2 ,jk

(
Di+1,jk −Dijk

)]
= 0 (A.28)

∂Potox1

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poijk − poi−1,jk

− γo
1− 1

2 ,jk

(
Dijk −Di−1,jk

)]
= 0 (A.29)

∂Potoy2

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poij+1,k

− poijk − γoij+ 1
2 ,k

(
Dij+1,k −Dijk

)]
= 0 (A.30)

∂Potoy1

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poijk − poij−1,k

− γo
ij− 1

2 ,k

(
Dijk −Dij−1,k

)]
= 0 (A.31)

∂Potoz2
∂Swijk

=
∂

∂Swijk

[
poijk+1

− poijk − γoijk+ 1
2

(
Dijk+1 −Dijk

)]
= 0 (A.32)

∂Potoz1
∂Swijk

=
∂

∂Swijk

[
poijk − poijk−1

− γo
ijk− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)]
= 0 (A.33)

Derivadas de las Transmisibilidades del aceite con respecto a la saturación de agua:

En forma general la derivada de la transmisibilidad es la siguiente:

∂To
∂Sw

=

{
A

∆x

kbo
µo

∂kro
∂Sw

}
=

{
Fg

kbo
µo

∂kro
∂Sw

}
(A.34)

Derivadas de la Transmisibilidad del aceite con respecto a la saturación de agua:

∂Tox2

∂Swijk
=

{
Fg

kbo
µo

}
i+ 1

2
,jk

∂kro
i+ 1

2 ,jk

∂Swijk
(A.35)

∂Tox1

∂Swijk
=

{
Fg

kbo
µo

}
i− 1

2
,jk

∂kro
i− 1

2 ,jk

∂Swijk
(A.36)
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∂Toy2

∂Swijk
=

{
Fg

kbo
µo

}
i,j+ 1

2
,k

∂kro
i,j+ 1

2 ,k

∂Swijk
(A.37)

∂Toy1

∂Swijk
=

{
Fg

kbo
µo

}
i,j− 1

2
,k

∂kro
i,j− 1

2 ,k

∂Swijk
(A.38)

∂Toz2
∂Swijk

=

{
Fg

kbo
µo

}
ij,k+ 1

2

∂kro
ij,k+ 1

2

∂Swijk
(A.39)

∂Toz1
∂Swijk

=

{
Fg

kbo
µo

}
ij,k− 1

2

∂kro
ij,k− 1

2

∂Swijk
(A.40)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i-1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂poi−1,jk

= 0 (A.41)

∂{T. Acum.}
∂poi−1,jk

= 0 (A.42)

∂{T. Flujo}
∂poi−1,jk

= −

(
Tox1

∂Potox1

∂poi−1,jk

+ Potox1
∂Tox1

∂poi−1,jk

)
(A.43)

∂Potox2

∂poi−1,jk

= 0 (A.44)

∂Potox1

∂poi−1,jk

= −1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γoi−1,jk

∂poi−1,jk

(A.45)

∂Tox2

∂poi−1,jk

= 0 (A.46)

∂Tox1

∂poi−1,jk

= To
i− 1

2 ,jk

{
1

bo
i− 1

2 ,jk

∂bo
i− 1

2 ,jk

∂poi−1,jk

− 1

µo
i− 1

2 ,jk

∂µo
i− 1

2 ,jk

∂poi−1,jk

}
(A.47)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i-1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi−1,jk

= 0 (A.48)
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∂{T. Acum.}
∂Swi−1,jk

= 0 (A.49)

∂{T. Flujo}
∂Swi−1,jk

= −

(
Potox1

∂Tox1

∂Swi−1,jk

)
(A.50)

∂Potox2

∂Swi−1,jk

= 0 (A.51)

∂Potox1

∂Swi−1,jk

= 0 (A.52)

∂Tox2

∂Swi−1,jk

= 0 (A.53)

∂Tox1

∂Swi−1,jk

=

{
Fg

kbo
µo

}
i− 1

2
,jk

∂kro
i− 1

2 ,jk

∂Swi−1,jk

(A.54)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j-1,k:

∂{T. Fuente}
∂poi,j−1,k

= 0 (A.55)

∂{T. Acum.}
∂poi,j−1,k

= 0 (A.56)

∂{T. Flujo}
∂poi,j−1,k

= −

(
Toy1

∂Potoy1

∂poi,j−1,k

+ Potoy1
∂Toy1

∂poi,j−1,k

)
(A.57)

∂Potoy2

∂poij−1,k

= 0 (A.58)

∂Potoy1

∂poij−1,k

= −1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γoij−1,k

∂poij−1,k

(A.59)

∂Toy2

∂poij−1,k

= 0 (A.60)

∂Toy1

∂poi,j−1,k

= To
i,j− 1

2 ,k

{
1

bo
i,j− 1

2 ,k

∂bo
i,j− 1

2 ,k

∂poi,j−1,k

− 1

µo
i,j− 1

2 ,k

∂µo
i,j− 1

2 ,k

∂poi,j−1,k

}
(A.61)
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Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j-1,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi,j−1,k

= 0 (A.62)

∂{T. Acum.}
∂Swi,j−1,k

= 0 (A.63)

∂{T. Flujo}
∂Swi,j−1,k

= −

(
Potox1

∂Toy1

∂Swi,j−1,k

)
(A.64)

∂Potoy2

∂Swij−1,k

= 0 (A.65)

∂Potoy1

∂Swij−1,k

= 0 (A.66)

∂Toy2

∂Swij−1,k

= 0 (A.67)

∂Toy1

∂Swi,j−1,k

=

{
Fg

kbo
µo

}
i,j− 1

2
,k

∂kro
i,j− 1

2 ,k

∂Swi,j−1,k

(A.68)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j,k-1:

∂{T. Fuente}
∂poij,k−1

= 0 (A.69)

∂{T. Acum.}
∂poij,k−1

= 0 (A.70)

∂{T. Flujo}
∂poij,k−1

= −

(
Toz1

∂Potoz1
∂poij,k−1

+ Potoz1
∂Toz1
∂poij,k−1

)
(A.71)

∂Potoz2
∂poijk−1

= 0 (A.72)

∂Potoz1
∂poijk−1

= −1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γoijk−1

∂poijk−1

(A.73)

∂Toz2
∂poijk−1

= 0 (A.74)
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∂Toz1
∂poij,k−1

= To
ij,k− 1

2

{
1

bo
ij,k− 1

2

∂bo
ij,k− 1

2

∂poij,k−1

− 1

µo
ij,k− 1

2

∂µo
ij,k− 1

2

∂poij,k−1

}
(A.75)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j,k-1:

∂{T. Fuente}
∂Swij,k−1

= 0 (A.76)

∂{T. Acum.}
∂Swij,k−1

= 0 (A.77)

∂{T. Flujo}
∂Swij,k−1

= −

(
Potoz1

∂Toz1
∂Swij,k−1

)
(A.78)

∂Potoz2
∂Swijk−1

= 0 (A.79)

∂Potoz1
∂Swijk−1

= 0 (A.80)

∂Toz2
∂Swijk−1

= 0 (A.81)

∂Toz1
∂Swij,k−1

=

{
Fg

kbo
µo

}
ij,k− 1

2

∂kro
ij,k− 1

2

∂Swij,k−1

(A.82)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i+1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂poi+1,jk

= 0 (A.83)

∂{T. Acum.}
∂poi+1,jk

= 0 (A.84)

∂{T. Flujo}
∂poi+1,jk

=

(
Tox2

∂Potox2

∂poi+1,jk

+ Potox2
∂Tox2

∂poi+1,jk

)
(A.85)

∂Potox2

∂poi+1,jk

= 1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γoi+1,jk

∂poi+1,jk

(A.86)

∂Potox1

∂poi+1,jk

= 0 (A.87)
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∂Tox2

∂poi+1,jk

= To
i+ 1

2 ,jk

{
1

bo
i+ 1

2 ,jk

∂bo
i+ 1

2 ,jk

∂poi+1,jk

− 1

µo
i+ 1

2 ,jk

∂µo
i+ 1

2 ,jk

∂poi+1,jk

}
(A.88)

∂Tox1

∂poi+1,jk

= 0 (A.89)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i+1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi+1,jk

= 0 (A.90)

∂{T. Acum.}
∂Swi+1,jk

= 0 (A.91)

∂{T. Flujo}
∂Swi+1,jk

=

(
Potox2

∂Tox2

∂Swi+1,jk

)
(A.92)

∂Potox2

∂Swi+1,jk

= 0 (A.93)

∂Potox1

∂Swi+1,jk

= 0 (A.94)

∂Tox2

∂Swi+1,jk

=

{
Fg

kbo
µo

}
i+ 1

2
,jk

∂kro
i+ 1

2 ,jk

∂Swi+1,jk

(A.95)

∂Tox1

∂Swi+1,jk

= 0 (A.96)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j+1,k:

∂{T. Fuente}
∂poi,j+1,k

= 0 (A.97)

∂{T. Acum.}
∂poi,j+1,k

= 0 (A.98)

∂{T. Flujo}
∂poi,j+1,k

=

(
Toy2

∂Potoy2

∂poi,j+1,k

+ Potoy2
∂Toy2

∂poi,j+1,k

)
(A.99)

∂Potoy2

∂poi,j+1,k

= 1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γoij+1,k

∂poji+1,k

(A.100)

91



A. ELEMENTOS DE LA MATRIZ JACOBIANA

∂Potoy1

∂poi,j+1,k

= 0 (A.101)

∂Toy2

∂poi,j+1,k

= To
i,j+ 1

2 ,k

{
1

bo
i,j+ 1

2 ,k

∂bo
i,j+ 1

2 ,k

∂poi,j+1,k

− 1

µo
i,j+ 1

2 ,k

∂µo
i,j+ 1

2 ,k

∂poi,j+1,k

}
(A.102)

∂Toy1

∂poi,j+1,k

= 0 (A.103)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j+1,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi,j+1,k

= 0 (A.104)

∂{T. Acum.}
∂Swi,j+1,k

= 0 (A.105)

∂{T. Flujo}
∂Swi,j+1,k

=

(
Potoy2

∂Toy2

∂Swi,j+1,k

)
(A.106)

∂Potoy2

∂Swi,j+1,k

= 0 (A.107)

∂Potoy1

∂Swi,j+1,k

= 0 (A.108)

∂Toy2

∂Swi,j+1,k

=

{
Fg

kbo
µo

}
i,j+ 1

2
,k

∂kro
i,j+ 1

2 ,k

∂Swi,j+1,k

(A.109)

∂Toy1

∂Swi,j+1,k

= 0 (A.110)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j,k+1:

∂{T. Fuente}
∂poij,k+1

= 0 (A.111)

∂{T. Acum.}
∂poij,k+1

= 0 (A.112)
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∂{T. Flujo}
∂poij,k+1

=

(
Toz2

∂Potoz2
∂poij,k+1

+ Potoz2
∂Toz2
∂poij,k+1

)
(A.113)

∂Potoz2
∂poij,k+1

= 1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γoijk+1

∂pojik+1

(A.114)

∂Potoz1
∂poij,k+1

= 0 (A.115)

∂Toz2
∂poij,k+1

= To
ij,k+ 1

2

{
1

bo
ij,k+ 1

2

∂bo
ij,k+ 1

2

∂poij,k+1

− 1

µo
ij,k+ 1

2

∂µo
ij,k+ 1

2

∂poij,k+1

}
(A.116)

∂Toz1
∂poij,k+1

= 0 (A.117)

Derivada de la función de residuo del aceite con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j,k+1:

∂{T. Fuente}
∂Swij,k+1

= 0 (A.118)

∂{T. Acum.}
∂Swij,k+1

= 0 (A.119)

∂{T. Flujo}
∂Swij,k+1

=

(
Potoz2

∂Toz2
∂Swij,k+1

)
(A.120)

∂Potoz2
∂Swij,k+1

= 0 (A.121)

∂Potoz1
∂Swij,k+1

= 0 (A.122)

∂Toz2
∂Swij,k+1

=

{
Fg

kbo
µo

}
ij,k+ 1

2

∂kro
ij,k+ 1

2

∂Swij,k+1

(A.123)

∂Toz1
∂Swij,k+1

= 0 (A.124)
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A.2. AGUA

FUNCIÓN DE RESIDUO DEL AGUA:

Fn+1
wijk

= ∆
[
Tw (∆pw − γw∆D)

]n+1

ijk
+
[
bwqw

]n+1

ijk
−
Vr,ijk
∆t

∆t

[
φSwbw

]
ijk

(A.125)

Expansión de la función de residuos del Agua:

Fn+1
wijk

=

Twi+ 1
2 ,jk︸ ︷︷ ︸

Twx2

(
poi+1,jk

− poijk − Pcwoi+1,jk
+ Pcwoijk − (γw∆D)i+ 1

2
,jk

)
︸ ︷︷ ︸

Potwx2


n+1

−

Twi− 1
2 ,jk︸ ︷︷ ︸

Twx1

(
poijk − poi−1,jk

− Pcwoijk + Pcwoi−1,jk
− (γw∆D)i− 1

2
,jk

)
︸ ︷︷ ︸

Potwx1


n+1

+

Twi,j+ 1
2 ,k︸ ︷︷ ︸

Twy2

(
poi,j+1,k

− poijk − Pcwoi,j+1,k
+ Pcwoijk − (γw∆D)i,j+ 1

2
,k

)
︸ ︷︷ ︸

Potwy2


n+1

−

Twi,j− 1
2 ,k︸ ︷︷ ︸

Twy1

(
poijk − poi,j−1,k

− Pcwoijk + Pcwoi,j−1,k
− (γw∆D)i,j− 1

2
,k

)
︸ ︷︷ ︸

Potwy1


n+1

+

Twij,k+ 1
2︸ ︷︷ ︸

Twz2

(
poij,k+1

− poijk − Pcwoij,k+1
+ Pcwoijk − (γw∆D)ij,k+ 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

Potwz2


n+1

−

Twij,k− 1
2︸ ︷︷ ︸

Twz2

(
poijk − poij,k−1

− Pcwoijk + Pcwoij,k−1
− (γw∆D)ij,k− 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

Potwz1


n+1

+



T. Flujo

[
bwqw

]n+1

ijk︸ ︷︷ ︸
T. Fuente

−
V pijk

∆t

{[[
1 + Cr

(
pn+1
o − pno

) ]
(bwSw)n+1

]
− (bwSw)n

}
ijk︸ ︷︷ ︸

T. Acumulación

= 0

(A.126)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo ijk:

∂Fw,ijk
∂po,ijk

=
∂{T. Flujo}
∂po,ijk

+
∂{T. Fuente}

∂po,ijk
+
∂{T. Acum.}

∂po,ijk
(A.127)
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Término de Flujo:

∂{T. Flujo}
∂po,ijk

=

(
Twx2

∂Potwx2

∂po,ijk
+ Potwx2

∂Twx2

∂po,ijk

)
−

(
Twx1

∂Potwx1

∂po,ijk
+ Potwx1

∂Twx1

∂po,ijk

)
+(

Twy2
∂Potwy2

∂po,ijk
+ Potwy2

∂Twy2

∂po,ijk

)
−

(
Twy1

∂Potwy1

∂po,ijk
+ Potwy1

∂Twy1

∂po,ijk

)
+(

Twz2
∂Potwz2
∂po,ijk

+ Potwz2
∂Twz2
∂po,ijk

)
−

(
Twz1

∂Potwz1
∂po,ijk

+ Potwz1
∂Twz1
∂po,ijk

)
(A.128)

Término Fuente:

∂{T. Fuente}
∂po,ijk

=

{
bw
∂qw
∂po

+ qw
∂bw
∂po

}
ijk

=

{
bw
∂qw
∂pw

∂pw
∂po

+ qw
∂bw
∂pw

∂pw
∂po

}
ijk

=

{
bw
∂qw
∂pw

+ qw
∂bw
∂pw

}
ijk

(A.129)

Término de Acumulación:

∂{T. Acum.}
∂po,ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂po,ijk
∆t (φbwSw)ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂po,ijk

{[(
φn(1 + Cr(p

n+1
o − pno )Swbw

)n+1 −
(
φSwbw

)n]}
ijk

= −
V pijk

∆t

{
Sw

[[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

) ]∂bw
∂pw

∂pw
∂po

+ bwcr

]}
ijk

= −
V pijk

∆t

{
Sw

[[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

) ]∂bw
∂pw

+ bwcr

]}
ijk

(A.130)
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Derivadas de los Potenciales del agua con respecto a la presión de aceite:

∂Potwx2

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poi+1,jk

− poijk − Pcwoi+1,jk
+ Pcwoijk − γwi+ 1

2 ,jk

(
Di+1,jk −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= −1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

(A.131)

∂Potwx1

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poijk − poi−1,jk

− Pcwoijk + Pcwoi−1,jk
− γw

1− 1
2 ,jk

(
Dijk −Di−1,jk

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= 1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwijk
∂pwijk

(A.132)

∂Potwy2

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poij+1,k

− poijk − Pcwoij+1,k
+ Pcwoijk − γwij+ 1

2 ,k

(
Dij+1,k −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= −1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

(A.133)

∂Potwy1

∂poijk
=

∂

∂poijk

[
poijk − poij−1,k

− Pcwoijk + Pcwoij−1,k
− γw

ij− 1
2 ,k

(
Dijk −Dij−1,k

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= 1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwijk
∂pwijk

(A.134)
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∂Potwz2
∂poijk

=
∂

∂poijk

[
poijk+1

− poijk − Pcwoijk+1
+ Pcwoijk − γwijk+ 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)]
= −1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= −1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

(A.135)

∂Potwz1
∂poijk

=
∂

∂poijk

[
poijk − poijk−1

− Pcwoijk + Pcwoijk−1
− γw

ijk− 1
2

(
Dijk −Dijk−1

)]
= 1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂poijk

= 1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk
∂pwijk

(A.136)

Derivadas de las Transmisibilidades del agua con respecto a la presión de aceite:

Recordando que la transmisibilidad está definida como:

Twx2 = Tw
i+ 1

2 ,jk
= (Fgλw)i+ 1

2
,jk

Twx1 = Tw
i− 1

2 ,jk
= (Fgλw)i− 1

2
,jk

Twy2 = Tw
i,j+ 1

2 ,k
= (Fgλw)i,j+ 1

2
,k

Twy1 = Tw
i,j− 1

2 ,k
= (Fgλw)i,j− 1

2
,k

Twz2 = Tw
i,j,k+ 1

2

= (Fgλw)i,j,k+ 1
2

Twz1 = Tw
i,j,k− 1

2

= (Fgλw)i,j,k− 1
2

Donde el factor geométrico para la dirección en x es Fg =
Ax

∆x
, para la direc-

ción en y es Fg =
Ay

∆y
, y para la dirección en z es Fg =

Az

∆z
. La movilidad es

λw =
kkrw
µwBw

=
kkrwbw
µw
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En forma general la derivada de la transmisibilidad es la siguiente:

Tw = Fgλw ⇒
∂Tw
∂pw

= Fgkkrw
∂ (bw/µw)

∂po
(A.137)

∂Tw
∂po

= Fgkkrw

(
µw

∂bw
∂po
− bw ∂µw∂po

µ2
o

)
(A.138)

= Fg
kkwµwbw

µ2
w

(
1

bw

∂bw
∂po
− 1

µw

∂µw
∂po

)
(A.139)

= Tw

{
1

bw

∂bw
∂pw

∂pw
∂po
− 1

µw

∂µw
∂pw

∂pw
∂po

}
(A.140)

∂Tw
∂po

= Tw

{
1

bw

∂bw
∂pw

− 1

µw

∂µw
∂pw

}
(A.141)

Derivadas de las Transmisibilidades del agua con respecto a la presión de aceite:

∂Twx2

∂poijk
= Tw

i+ 1
2 ,jk

{
1

bw
i+ 1

2 ,jk

∂bw
i+ 1

2 ,jk

∂pwijk
− 1

µw
i+ 1

2 ,jk

∂µw
i+ 1

2 ,jk

∂pwijk

}
(A.142)

∂Twx1

∂poijk
= Tw

i− 1
2 ,jk

{
1

bw
i− 1

2 ,jk

∂bw
i− 1

2 ,jk

∂pwijk
− 1

µw
i− 1

2 ,jk

∂µw
i− 1

2 ,jk

∂pwijk

}
(A.143)

∂Twy2

∂poijk
= Tw

i,j+ 1
2 ,k

{
1

bw
i,j+ 1

2 ,k

∂bw
i,j+ 1

2 ,k

∂pwijk
− 1

µw
i,j+ 1

2 ,k

∂µw
i,j+ 1

2 ,k

∂pwijk

}
(A.144)

∂Twy1

∂poijk
= Tw

i,j− 1
2 ,k

{
1

bw
i,j− 1

2 ,k

∂bw
i,j− 1

2 ,k

∂pwijk
− 1

µw
i,j− 1

2 ,k

∂µw
i,j− 1

2 ,k

∂pwijk

}
(A.145)

∂Twz2
∂poijk

= Tw
ij,k+ 1

2

{
1

bw
ij,k+ 1

2

∂bw
ij,k+ 1

2

∂pwijk
− 1

µw
ij,k+ 1

2

∂µw
ij,k+ 1

2

∂pwijk

}
(A.146)

∂Twz1
∂poijk

= Tw
ij,k− 1

2

{
1

bw
ij,k− 1

2

∂bw
ij,k− 1

2

∂pwijk
− 1

µw
ij,k− 1

2

∂µw
ij,k− 1

2

∂pwijk

}
(A.147)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo ijk:
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∂Fw,ijk
∂Sw,ijk

=
∂{T. Flujo}
∂Sw,ijk

+
∂{T. Fuente}

∂Sw,ijk
+
∂{T. Acum.}

∂Sw,ijk
(A.148)

Término de Flujo:

∂{T. Flujo}
∂Sw,ijk

=

(
Twx2

∂Potwx2

∂Sw,ijk
+ Potwx2

∂Twx2

∂Sw,ijk

)
−

(
Twx1

∂Potwx1

∂Sw,ijk
+ Potwx1

∂Twx1

∂Sw,ijk

)
+(

Twy2
∂Potwy2

∂Sw,ijk
+ Potwy2

∂Twy2

∂Sw,ijk

)
−

(
Twy1

∂Potwy1

∂Sw,ijk
+ Potwy1

∂Twy1

∂Sw,ijk

)
+(

Twz2
∂Potwz2
∂Sw,ijk

+ Potwz2
∂Twz2
∂Sw,ijk

)
−

(
Twz1

∂Potwz1
∂Sw,ijk

+ Potwz1
∂Twz1
∂Sw,ijk

)
(A.149)

Término Fuente:

∂{T. Fuente}
∂Sw,ijk

=

{
bw
∂qw
∂Sw

+ qw
∂bw
∂pw

∂pw
∂Pcwo

∂Pcwo
∂Sw

}
ijk

=

{
bw
∂qw
∂Sw
−qw

∂bw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

}
ijk

(A.150)

Note que la derivada de bw es función de pw. Se aplica la regla de la cadena.

∂pwijk
∂Pcwoijk

= −1 (A.151)

Término de Acumulación:

∂{T. Acum.}
∂Sw,ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂Sw,ijk

[
∆t

(
φbwSw

)]
ijk

= −
V rijk

∆t

∂

∂Sw,ijk

[(
φSwbw

)n+1 −
(
φSwbw

)n]
ijk

= −
V pijk

∆t

{[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

)](
bw + Sw

∂bw
∂pw

∂pw
∂Pcwo

∂Pcwo
∂Sw

)}
ijk

= −
V pijk

∆t

{[
1 + cr

(
pn+1
o − pno

)](
bw−Sw

∂bw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)}
ijk

(A.152)
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Derivadas de los Potenciales del agua con respecto a la saturación de agua:

∂Potwx2

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poi+1,jk

− poijk − Pcwoi+1,jk
+ Pcwoijk − γwi+ 1

2 ,jk

(
Di+1,jk −Dijk

)]
=
∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

=
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1+

1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.153)

∂Potwx1

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poijk − poi−1,jk

− Pcwoijk + Pcwoi−1,jk
− γw

i− 1
2 ,jk

(
Dijk −Di−1,jk

)]
= −

∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

= −
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1−1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.154)

∂Potwy2

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poij+1,k

− poijk − Pcwoij+1,k
+ Pcwoijk − γwij+ 1

2 ,k

(
Dij+1,k −Dijk

)]
=
∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

=
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1+

1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.155)

∂Potwy1

∂Swijk
=

∂

∂Swijk

[
poijk − poij−1,k

− Pcwoijk + Pcwoij−1,k
− γw

ij− 1
2 ,k

(
Dijk −Dij−1,k

)]
= −

∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

= −
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1−1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.156)
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∂Potwz2
∂Swijk

=
∂

∂Swijk

[
poijk+1

− poijk − Pcwoijk+1
+ Pcwoijk − γwijk+ 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)]
=
∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

=
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1+

1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.157)

∂Potwz1
∂Swijk

=
∂

∂Swijk

[
poijk − poijk−1

− Pcwoijk + Pcwoijk−1
− γw

ijk− 1
2

(
Dijk −Dijk−1

)]
= −

∂Pcwoijk
∂Swijk

− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk
∂pwijk

−
∂pwijk
∂Pcwoijk

∂Pcwoijk
∂Swijk

= −
∂Pcwoijk
∂Swijk

[
1−1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk
∂pwijk

]
(A.158)

Derivadas de las Transmisibilidades del agua con respecto a la saturación de agua:

En forma general la derivada de la transmisibilidad es la siguiente:

∂(Tw)

∂Sw
= Γ

∂(λw)

∂Sw
= Γ

∂

∂Sw

(krwbw
µw

)
Γi± 1

2
=
(
K

A

∆x

)
i± 1

2

=
(
K

∆y∆z

∆x

)
i± 1

2

λw,i± 1
2

=
( krw
Bwµw

)
i± 1

2

=
(krwbw

µw

)
i± 1

2

donde bw =
1

Bw

∂(Tw)

∂Sw
= Tw

{ 1

krw

∂krw
∂Sw

+
[ 1

bw

∂bw
∂pw

− 1

µw

∂µw
∂pw

]
�
�
�
�>
−1

∂pw
∂Pcwo

∂Pcwo
∂Sw

}

Multiplcando por (-1), se tiene lo siguiente,

∂(Tw)

∂Sw
= Γ

∂(λw)

∂Sw
= Γ

∂

∂Sw

(krwbw
µw

)
∂(Tw)

∂Sw
= Tw

{ 1

krw

∂krw
∂Sw

+
[ 1

µw

∂µw
∂pw

− 1

bw

∂bw
∂pw

]∂Pcwo
∂Sw

}
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Esta forma de derivar la Tw es correcta; sin embargo, cuando la Sw = Swc existe
una división entre cero (krw = 0). Para evitar esto, se deriva de otra manera. Esta se
muestra acontinuación.

∂(Tw)

∂Sw
= Γ

∂(λw)

∂Sw
= Γ

∂

∂Sw

(krwbw
µw

)
= Γ

∂

∂Sw

{[
krw

][ bw
µw

]}
∂(Tw)

∂Sw
= Γ

{
krw

∂

∂Sw

( bw
µw

)
+
( bw
µw

)∂krw
∂Sw

} (A.159)

Desarrollando la primer derivada (cociente de dos fuciones), se tiene lo siguiete,

∂

∂Sw

( bw
µw

)
=
(µw ∂bw

∂Sw
− bw ∂µw∂Sw

µ2
w

)
(A.160)

Por lo tanto, se tiene lo siguiente,

∂(Tw)

∂Sw
= Γ

{
krw

(µw ∂bw
∂Sw
− bw ∂µw∂Sw

µ2
w

)
+
( bw
µw

)∂krw
∂Sw

}
(A.161)

Manipulando los términos, se tiene,

∂(Tw)

∂Sw
=

Γkrwbw
µw

( 1

bw

∂bw
∂Sw

− 1

µw

∂µw
∂Sw

)
+ Γ

( bw
µw

)∂krw
∂Sw

(A.162)

Aplicando la regla de la cadena para la derivada ∂∗
∂Sw

, se tiene

∂(Tw)

∂Sw
=

Γkrwbw
µw

( 1

bw

∂bw
∂pw

− 1

µw

∂µw
∂pw

)
︸ ︷︷ ︸

∂Tw
∂po

∂pw
∂Pcwo

∂Pcwo
∂Sw

+ Γ
( bw
µw

)∂krw
∂Sw (A.163)

Nótese que el primer término es la ∂Tw
∂po

. Por lo tanto,

∂(Tw)

∂Sw
= −∂Tw

∂Po

∂Pcwo
∂Sw

+
(
Fg

kbw
µw

)∂krw
∂Sw

(A.164)

El signo negativo afectando la derivada es debido a ∂pw
∂Pcwo

= −1

Derivadas de las Transmisibilidades del agua con respecto a la saturación de agua:

∂Twx2

∂Swijk
= −∂Twx2

∂Poijk

∂Pcwo
i+ 1

2 ,jk

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
i+ 1

2
,jk

∂krw
i+ 1

2 ,jk

∂Swijk
(A.165)
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∂Twx1

∂Swijk
= −∂Twx1

∂Poijk

∂Pcwo
i− 1

2 ,jk

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
i− 1

2
,jk

∂krw
i− 1

2 ,jk

∂Swijk
(A.166)

∂Twy2

∂Swijk
= −∂Twy2

∂Poijk

∂Pcwo
i,j+ 1

2 ,k

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
i,j+ 1

2
,k

∂krw
i,j+ 1

2 ,k

∂Swijk
(A.167)

∂Twy1

∂Swijk
= −∂Twy1

∂Poijk

∂Pcwo
i,j− 1

2 ,k

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
i,j− 1

2
,k

∂krw
i,j− 1

2 ,k

∂Swijk
(A.168)

∂Twz2
∂Swijk

= −∂Twz2
∂Poijk

∂Pcwo
ij,k+ 1

2

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
ij,k+ 1

2

∂krw
ij,k+ 1

2

∂Swijk
(A.169)

∂Twz1
∂Swijk

= −∂Twz1
∂Poijk

∂Pcwo
ij,k− 1

2

∂Swijk
+
(
Fg

kbw
µw

)
ij,k− 1

2

∂krw
ij,k− 1

2

∂Swijk
(A.170)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i-1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂poi−1,jk

= 0 (A.171)

∂{T. Acum.}
∂poi−1,jk

= 0 (A.172)

∂{T. Flujo}
∂poi−1,jk

= −

(
Twx1

∂Potwx1

∂poi−1,jk

+ Potwx1
∂Twx1

∂poi−1,jk

)
(A.173)

∂Potwx2

∂poi−1,jk

= 0 (A.174)

∂Potwx1

∂poi−1,jk

= −1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwi−1,jk

∂pwi−1,jk

∂pwi−1,jk

∂poi−1,jk

= −1− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwi−1,jk

∂pwi−1,jk

(A.175)

∂Twx2

∂poi−1,jk

= 0 (A.176)

∂Twx1

∂poi−1,jk

= Tw
i− 1

2 ,jk

{
1

bw
i− 1

2 ,jk

∂bw
i− 1

2 ,jk

∂pwi−1,jk

− 1

µw
i− 1

2 ,jk

∂µw
i− 1

2 ,jk

∂pwi−1,jk

}
(A.177)
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Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i-1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi−1,jk

= 0 (A.178)

∂{T. Acum.}
∂Sgi−1,jk

= 0 (A.179)

∂{T. Flujo}
∂Swi−1,jk

= −

(
Twx1

∂Potwx1

∂Swi−1,jk

+ Potwx1
∂Twx1

∂Swi−1,jk

)
(A.180)

∂Potwx2

∂Swi−1,jk

= 0 (A.181)

∂Potwx1

∂Swi−1,jk

=
∂Pcwoi−1,jk

∂Swi−1,jk

− 1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwi−1,jk

∂pwi−1,jk

∂pwi−1,jk

∂Pcwoi−1,jk

∂Pcwoi−1,jk

∂Swi−1,jk

=
∂Pcwoi−1,jk

∂Swi−1,jk

[
1+

1

2

(
Dijk −Di−1,jk

)∂γwi−1,jk

∂pwi−1,jk

] (A.182)

∂Twx2

∂Swi−1,jk

= 0 (A.183)

∂Twx1

∂Swi−1,jk

= − ∂Twx1

∂Poi−1,jk

∂Pcwo
i− 1

2 ,jk

∂Swi−1,jk

+
(
Fg

kbw
µw

)
i− 1

2
,jk

∂krw
i− 1

2 ,jk

∂Swi−1,jk

(A.184)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j-1,k:

∂{T. Fuente}
∂poi,j−1,k

= 0 (A.185)

∂{T. Acum.}
∂poi,j−1,k

= 0 (A.186)

∂{T. Flujo}
∂poi,j−1,k

= −

(
Twy1

∂Potwy1

∂poi,j−1,k

+ Potwy1
∂Twy1

∂poi,j−1,k

)
(A.187)

∂Potwy2

∂poi,j−1,k

= 0 (A.188)
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∂Potwy1

∂poi,j−1,k

= −1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwij−1,k

∂pwij−1,k

∂pwij−1,k

∂poij−1,k

= −1− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwij−1,k

∂pwij−1,k

(A.189)

∂Twy2

∂poi,j−1,k

= 0 (A.190)

∂Twy1

∂poi,j−1,k

= Tw
i,j− 1

2 ,k

{
1

bw
i,j− 1

2 ,k

∂bw
i,j− 1

2 ,k

∂pwi,j−1,k

− 1

µw
i,j− 1

2 ,k

∂µw
i,j− 1

2 ,k

∂pwi,j−1,k

}
(A.191)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j-1,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi,j−1,k

= 0 (A.192)

∂{T. Acum.}
∂Swi,j−1,k

= 0 (A.193)

∂{T. Flujo}
∂Swi,j−1,k

= −

(
Twy1

∂Potwy1

∂Swi,j−1,k

+ Potwy1
∂Twy1

∂Swi,j−1,k

)
(A.194)

∂Potwy2

∂Swi,j−1,k

= 0 (A.195)

∂Potwy1

∂Swi,j−1,k

=
∂Pcwoij−1,k

∂Swij−1,k

− 1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwij−1,k

∂pwij−1,j

∂pwij−1,k

∂Pcwoij−1,k

∂Pcwoij−1,k

∂Swij−1,k

=
∂Pcwoij−1,k

∂Swij−1,k

[
1+

1

2

(
Dijk −Dij−1,k

)∂γwij−1,k

∂pwij−1,j

] (A.196)

∂Twy1

∂Swi,j−1,k

= 0 (A.197)

∂Twy1

∂Swi,j−1,k

= − ∂Twy1

∂Poi,j−1,k

∂Pcwo
i,j− 1

2 ,k

∂Swi,j−1,k

+
(
Fg

kbw
µw

)
i,j− 1

2
,k

∂krw
i,j− 1

2 ,k

∂Swi,j−1,k

(A.198)
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Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j,k-1:

∂{T. Fuente}
∂poij,k−1

= 0 (A.199)

∂{T. Acum.}
∂poij,k−1

= 0 (A.200)

∂{T. Flujo}
∂poij,k−1

= −

(
Twz1

∂Potwz1
∂poij,k−1

+ Potwz1
∂Twz1
∂poij,k−1

)
(A.201)

∂Potwz2
∂poij,k−1

= 0 (A.202)

∂Potwz1
∂poij,k−1

= −1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk−1

∂pwijk−1

∂pwijk−1

∂poijk−1

= −1− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk−1

∂pwijk−1

(A.203)

∂Twz2
∂poij,k−1

= 0 (A.204)

∂Twz1
∂poij,k−1

= Tw
ij,k− 1

2

{
1

bw
ij,k− 1

2

∂bw
ij,k− 1

2

∂pwij,k−1

− 1

µw
ij,k− 1

2

∂µw
ij,k− 1

2

∂pwij,k−1

}
(A.205)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j,k-1:

∂{T. Fuente}
∂Swij,k−1

= 0 (A.206)

∂{T. Acum.}
∂Swij,k−1

= 0 (A.207)

∂{T. Flujo}
∂Swij,k−1

= −

(
Twz1

∂Potwz1
∂Swij,k−1

+ Potwz1
∂Twz1
∂Swij,k−1

)
(A.208)

∂Potwz2
∂Swij,k−1

= 0 (A.209)
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∂Potwz1
∂Swij,k−1

=
∂Pcwoijk−1

∂Swijk−1

− 1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk−1

∂pwijk−1

∂pwijk−1

∂Pcwoijk−1

∂Pcwoijk−1

∂Swijk−1

=
∂Pcwoijk−1

∂Swijk−1

[
1+

1

2

(
Dijk −Dijk−1

)∂γwijk−1

∂pwijk−1

] (A.210)

∂Twz2
∂Swij,k−1

= 0 (A.211)

∂Twz1
∂Swij,k−1

= − ∂Twz1
∂Poij,k−1

∂Pcwo
ij,k− 1

2

∂Swij,k−1

+
(
Fg

kbw
µw

)
ij,k− 1

2

∂krw
ij,k− 1

2

∂Swij,k−1

(A.212)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i+1,j,k:

∂{T. Fuente}
∂poi+1,jk

= 0 (A.213)

∂{T. Acum.}
∂poi+1,jk

= 0 (A.214)

∂{T. Flujo}
∂poi+1,jk

=

(
Twx2

∂Potwx2

∂poi+1,jk

+ Potwx2
∂Twx2

∂poi+1,jk

)
(A.215)

∂Potwx2

∂poi+1,jk

= 1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwi+1,jk

∂pwi+1,jk

∂pwi+1,jk

∂poi+1,jk

= 1− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwi+1,jk

∂pwi+1,jk

(A.216)

∂Potwx1

∂poi+1,jk

= 0 (A.217)

∂Twx2

∂poi+1,jk

= Tw
i+ 1

2 ,jk

{
1

bw
i+ 1

2 ,jk

∂bw
i+ 1

2 ,jk

∂pwi+1,jk

− 1

µw
i+ 1

2 ,jk

∂µw
i+ 1

2 ,jk

∂pwi+1,jk

}
(A.218)

∂Twx1

∂poi+1,jk

= 0 (A.219)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i+1,j,k:
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∂{T. Fuente}
∂Swi+1,jk

= 0 (A.220)

∂{T. Acum.}
∂Swi+1,jk

= 0 (A.221)

∂{T. Flujo}
∂Swi+1,jk

=

(
Twx2

∂Potwx2

∂Swi+1,jk

+ Potwx2
∂Twx2

∂Swi+1,jk

)
(A.222)

∂Potwx2

∂Swi+1,jk

= −
∂Pcwoi+1,jk

∂Swi+1,jk

− 1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwi+1,jk

∂pwi+1,jk

∂pwi+1,jk

∂Pcwoi+1,jk

∂Pcwoi+1,jk

∂Swi+1,jk

= −
∂Pcwoi+1,jk

∂Swi+1,jk

[
1−1

2

(
Di+1,jk −Dijk

)∂γwi+1,jk

∂pwi+1,jk

]
(A.223)

∂Potwx1

∂Swi+1,jk

= 0 (A.224)

∂Twx2

∂Swi+1,jk

= − ∂Twx2

∂Poi+1,jk

∂Pcwo
i+ 1

2 ,jk

∂Swi+1,jk

+
(
Fg

kbw
µw

)
i+ 1

2
,jk

∂krw
i+ 1

2 ,jk

∂Swi+1,jk

(A.225)

∂Twx1

∂Swi+1,jk

= 0 (A.226)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j+1,k:

∂{T. Fuente}
∂poi,j+1,k

= 0 (A.227)

∂{T. Acum.}
∂poi,j+1,k

= 0 (A.228)

∂{T. Flujo}
∂poi,j+1,k

=

(
Twy2

∂Potwy2

∂poi,j+1,k

+ Potwy2
∂Twy2

∂poi,j+1,k

)
(A.229)

∂Potwy2

∂poi,j+1,k

= 1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwij+1,k

∂pwij+1,k

∂pwij+1,k

∂poij+1,k

= 1− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwij+1,k

∂pwij+1,k

(A.230)
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∂Potwy1

∂poi,j+1,k

= 0 (A.231)

∂Twy2

∂poi,j+1,k

= Tw
i,j+ 1

2 ,k

{
1

bw
i,j+ 1

2 ,k

∂bw
i,j+ 1

2 ,k

∂pwi,j+1,k

− 1

µw
i,j+ 1

2 ,k

∂µw
i,j+ 1

2 ,k

∂pwi,j+1,k

}
(A.232)

∂Twy1

∂poi,j+1,k

= 0 (A.233)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j+1,k:

∂{T. Fuente}
∂Swi,j+1,k

= 0 (A.234)

∂{T. Acum.}
∂Swi,j+1,k

= 0 (A.235)

∂{T. Flujo}
∂Swi,j+1,k

=

(
Twy2

∂Potwy2

∂Swi,j+1,k

+ Potwx2
∂Twy2

∂Swi,j+1,k

)
(A.236)

∂Potwy2

∂Swi,j+1,k

= −
∂Pcwoij+1,k

∂Swij+1,k

− 1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwij+1,k

∂pwij+1,k

∂pwij+1,k

∂Pcwoij+1,k

∂Pcwoij+1,k

∂Swij+1,k

= −
∂Pcwoij+1,k

∂Swij+1,k

[
1−1

2

(
Dij+1,k −Dijk

)∂γwij+1,k

∂pwij+1,k

]
(A.237)

∂Potwy1

∂Swi,j+1,k

= 0 (A.238)

∂Twy2

∂Swi,j+1,k

= − ∂Twy2

∂Poi,j+1,k

∂Pcwo
i,j+ 1

2 ,k

∂Swi,j+1,k

+
(
Fg

kbw
µw

)
i,j+ 1

2
,k

∂krw
i,j+ 1

2 ,k

∂Swi,j+1,k

(A.239)

∂Twy1

∂Swi,j+1,k

= 0 (A.240)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la presión de
aceite en el nodo i,j,k+1:
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∂{T. Fuente}
∂poij,k+1

= 0 (A.241)

∂{T. Acum.}
∂poij,k+1

= 0 (A.242)

∂{T. Flujo}
∂poij,k+1

=

(
Twz2

∂Potwz2
∂poij,k+1

+ Potwz2
∂Twz2
∂poij,k+1

)
(A.243)

∂Potwz2
∂poij,k+1

= 1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk+1

∂pwijk+1

∂pwijk+1

∂poijk+1

= 1− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk+1

∂pwijk+1

(A.244)

∂Potwz1
∂poij,k+1

= 0 (A.245)

∂Twz2
∂poij,k+1

= Tw
ij,k+ 1

2

{
1

bw
ij,k+ 1

2

∂bw
ij,k+ 1

2

∂pwij,k+1

− 1

µw
ij,k+ 1

2

∂µw
ij,k+ 1

2

∂pwij,k+1

}
(A.246)

∂Twz1
∂poij,k+1

= 0 (A.247)

Derivada de la función de residuo del agua con respecto a la saturación
de agua en el nodo i,j,k+1:

∂{T. Fuente}
∂Swij,k+1

= 0 (A.248)

∂{T. Acum.}
∂Swij,k+1

= 0 (A.249)

∂{T. Flujo}
∂Swij,k+1

=

(
Twz2

∂Potwz2
∂Swij,k+1

+ Potwz2
∂Twz2
∂Swij,k+1

)
(A.250)

∂Potwz2
∂Swij,k+1

= −
∂Pcwoijk+1

∂Swijk+1

− 1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk+1

∂pwijk+1

∂pwijk+1

∂Pcwoijk+1

∂Pcwoijk+1

∂Swijk+1

= −
∂Pcwoijk+1

∂Swijk+1

[
1−1

2

(
Dijk+1 −Dijk

)∂γwijk+1

∂pwijk+1

] (A.251)

∂Potwz1
∂Swij,k+1

= 0 (A.252)
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∂Twz2
∂Swij,k+1

= − ∂Twz2
∂Poij,k+1

∂Pcwo
ij,k+ 1

2

∂Swij,k+1

+
(
Fg

kbw
µw

)
ij,k+ 1

2

∂krw
ij,k+ 1

2

∂Swij,k+1

(A.253)

∂Twz1
∂Swij,k+1

= 0 (A.254)
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Apéndice B

Tratamiento de Pozos Productores e

Inyectores

B.1. Pozo Productor

Se definirán dos condiciones para pozos productores. La primera será producción
constante de aceite @ c.e. y la segunda será producción de aceite a presión de fondo
fluyendo, pwf , constante.

A continuación se definen las movilidades para cada fase y la movilidad total con-
siderando flujo bifásico de aceite y agua.

Movilidad del Aceite, λo y sus derivadas

La movilidad de la fase aceite se define como,

λo =
kro
µo

(B.1)

Las derivadas con respecto a presión de Aceite, po, y Saturación de Agua, Sw, son
las siguientes,

∂

∂po

(
kro
µo

)
=
µo

∂kro
∂po
− kro ∂µo∂po

µ2
o

= −kro
µ2
o

∂µo
∂po

(B.2)

∂

∂po
(λo) = −kro

µ2
o

∂µo
∂po

(B.3)
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∂λo
∂Sw

=
∂

∂Sw

(
kro
µo

)
=

1

µo

∂kro
∂Sw

(B.4)

∂λo
∂Sw

=
1

µo

∂kro
∂Sw

(B.5)

Movilidad del Agua, λw y sus derivadas

La movilidad de la fase agua se define como,

λw =
krw
µw

(B.6)

Las derivadas con respecto a presión de Aceite, po, y Saturación de Agua, Sw, son
las siguientes,

∂

∂po

(
krw
µw

)
=
µw

∂krw
∂po
− krw ∂µw∂po

µ2
w

= −krw
µ2
w

∂µw
∂pw �

�
��7

1
∂pw
∂po

(B.7)

∂

∂po
(λw) = −krw

µ2
w

∂µw
∂pw

(B.8)

∂λw
∂Sw

=
∂

∂Sw

(
krw
µw

)
=
µw

∂krw
∂Sw
− krw ∂µw∂Sw

µ2
w

(B.9)

=
1

µw

∂krw
∂Sw

− krw
µ2
w

∂µw
∂pw�

�
��>
−1

∂pw
∂Pcwo

∂Pcwo
∂Sw

(B.10)

∂λw
∂Sw

=
1

µw

(
∂krw
∂Sw

+ λw
∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)
(B.11)

B.1.1. Condición 1: Gasto de Aceite constante @ c.e., especificado,

qo,ce

El gasto de la fase α a condiciones de yacimiento en términos del gasto especificado
es,
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B.1 Pozo Productor

qα,ijk = (qα,ceBα)ijk =

(
qα,ce
bα

)
ijk

(B.12)

También, el gasto @ c.e. se puede expresar como,

qα,sc,ijk =

(
qα
Bα

)
ijk

= (qαbα)ijk (B.13)

Nótese que el último término de la ec. B.13, esto es, (qαbα)ijk es el que aparace en
la función de residuos. Por lo tanto, es el término que se estará derivando con respecto
a las variables primarias.

El gasto de producción de la fase α a condiciones de yacimiento, qα que aporta la
celda (i, j, k) está dado por,

qα,ijk = WIijkλα,ijk∆p

WIijk =
2π
√
kxky∆z

log

[
0.14∆x

√
1+ ∆x2

∆y2

rw

]
λα,ijk =

krα
µα

∆p = pα,ijk − pwf

(B.14)

Nótese que en la ec. B.14, se está usando el modelo de Peaceman. WIijk representa
la parte geométrica del ı́ndice de productividad, se le identifica como ı́ndice de pozo en
la celda ijk. La movilidad de la fase α es λα.

Para el caso de la fase aceite. la ec. B.14 es,

qo,ijk = WIijkλo,ijk∆p

WIijk =
2π
√
kxky∆z

log

[
0.14∆x

√
1+ ∆x2

∆y2

rw

]
λo,ijk =

kro
µo

∆p = po,ijk − pwf

(B.15)
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Nótese que la ec. B.15 está a condiciones de yacimiento. Esta es la ecuación que se
considerará en el análisis cuando se especifique el gasto de aceite como condición.

En el flujo bifásico considerado, el gasto de la fase agua dependerá, por lo tanto, de
las condiciones que cause la extracción de ese gasto de aceite. El gasto de agua estará
expresado en términos del gasto de aceite de la siguiente manera,

Dado un gasto de la fase aceite a condiciones estandar, qo,ce, como restricción. La
cáıda de presión que causa este gasto está dado por:

∆p =
qo,ijk

WIijkλo,ijk
=

qo,scBo,ijk
WIijkλo,ijk

=
qo,sc

WIijkbo,ijkλo,ijk
(B.16)

Por lo tanto, el gasto de agua está dado por:

qw,ijk = WIijkλw,ijk ∆p︸︷︷︸
qo,ijk

WIijkλo,ijk

(B.17)

Esto es,

qw,ijk =
WIijkλw,ijk
WIijkλo,ijk

qo,ijk (B.18)

Nótese que se puede cancelar el término geométrico del ı́ndice de productividad,
esto es, el ı́ndice de pozo, WI. En el caso que el pozo vertical atraviese varias celdas se
deben de mantener en ambos términos para facilitar el análisis. En el caso de una cel-
da disparada, estos términos de pueden cancelar. También, nótese que las expresiones,
como debe de ser, están a condiciones de yacimiento (No aparece el factor de volumen
del aceite).

Las derivadas de los gastos con respecto a las dos incógnitas, esto es, presión del
aceite y Saturación de Agua, son las siguientes:

Derivada del Gasto de Aceite con respecto a presión de Aceite, ∂qo
∂po
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B.1 Pozo Productor

∂qo
∂po

= WI
∂

∂po
(λo∆p) (B.19)

= WI

(
λo
∂∆p

∂po
+ ∆p

∂λo
∂po

)
(B.20)

= WI

[
λo + ∆p

(
−kro
µ2
o

∂µo
∂po

)]
(B.21)

= WI

[
λo −∆p

(
λo
µo

∂µo
∂po

)]
(B.22)

= WIλo

(
1− ∆p

µo

∂µo
∂po

)
(B.23)

∂qo
∂po

= WIλo

(
1− ∆p

µo

∂µo
∂po

)
(B.24)

Derivada del Gasto de Aceite con respecto a Saturación de Agua, ∂qo
∂Sw

∂qo
∂Sw

= WI
∂

∂Sw
(λo∆p) (B.25)

= WI

(
λo
∂∆p

∂Sw
+ ∆p

∂λo
∂Sw

)
(B.26)

= WI

[
0 + ∆p

(
1

µo

∂kro
∂Sw

)]
(B.27)

= WI
∆p

µo

∂kro
∂Sw

(B.28)

∂qo
∂Sw

= WI
∆p

µo

∂kro
∂Sw

(B.29)
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Derivada del Gasto de Agua con respecto a presión de Aceite, ∂qw
∂po

∂qw
∂po

=
∂

∂po

(
λw
λo
qo

)
(B.30)

= qo
λo

∂λw
∂po
− λw ∂λo∂po

λ2
o

+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.31)

= qo

(
λo
λ2
o

∂λw
∂po
− λw
λ2
o

∂λo
∂po

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.32)

= qo
λw
λo

(
1

λw

∂λw
∂po
− 1

λo

∂λo
∂po

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.33)

= qo
λw
λo

(
1

λw

∂λw
∂po
− 1

λo

∂λo
∂po

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.34)

= qo
λw
λo

[
1

λw

(
−krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)
− 1

λo

(
−kro
µ2
o

∂µo
∂po

)]
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.35)

= −qo
λw
λo

[
1

λw

(
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)
− 1

λo

(
kro
µ2
o

∂µo
∂po

)]
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.36)

= −qo
λw
λo

(
1

µw

∂µw
∂pw

− 1

µo

∂µo
∂po

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.37)

∂qw
∂po

= −qw
(

1

µw

∂µw
∂pw

− 1

µo

∂µo
∂po

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂po

(B.38)

Derivada del Gasto de Agua con respecto a Saturación de Agua, ∂qw
∂Sw
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B.1 Pozo Productor

∂qw
∂Sw

=
∂

∂Sw

(
λw
λo
qo

)
(B.39)

= qo
λo

∂λw
∂po
− λw ∂λo∂po

λ2
o

+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.40)

= qo

(
λo
λ2
o

∂λw
∂Sw

− λw
λ2
o

∂λo
∂Sw

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.41)

= qo
λw
λo

(
1

λw

∂λw
∂Sw

− 1

λo

∂λo
∂Sw

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.42)

= qo
λw
λo

(
1

λw

∂λw
∂Sw

− 1

λo

∂λo
∂Sw

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.43)

= qo
λw
λo

[
1

λw

(
1

µw

∂krw
∂Sw

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)
− 1

λo

(
1

µo

∂kro
∂Sw

)]
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw
(B.44)

= qo
λw
λo

(
1

krw

∂krw
∂Sw

+
1

µw

∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

− 1

kro

∂kro
∂Sw

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.45)

∂qw
∂Sw

= qw

(
1

krw

∂krw
∂Sw

+
1

µw

∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

− 1

kro

∂kro
∂Sw

)
+

(
λw
λo

)
∂qo
∂Sw

(B.46)

B.1.2. Condición 2: Gasto de Aceite @ pwf constante

Cuando un pozo productor alcanza una presión de fondo fluyendo ĺımite, éste debe
cambiar de modo de producción para que continúe la producción. Apoyándonos de las
ecs. B.14 y B.15

qo = WIλo(po − pwf ) = WIλo∆p

qw = WIλw(pw − pwf ) = WIλw∆p

Considerando la presión capilar agua-aceite nula, esto es po = pw, y al mantener la
pwf constante, las dos fases estarán sometidas a la misma caida de presión. El gasto,
por lo tanto, dependerá de las movilidades de las fases.

Las derivadas con respecto a las incógnitas son las siguientes:

Derivada del Gasto de Aceite con respecto a presión de Aceite, ∂qo
∂po
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∂qo
∂po

= WI
∂

∂po
(λo∆p) (B.47)

= WI

(
λo
∂∆p

∂po
+ ∆p

∂λo
∂po

)
(B.48)

= WI

[
λo + ∆p

(
−kro
µ2
o

∂µo
∂po

)]
(B.49)

= WI

[
λo −∆p

(
λo
µo

∂µo
∂po

)]
(B.50)

= WIλo

(
1− ∆p

µo

∂µo
∂po

)
(B.51)

∂qo
∂po

= WIλo

(
1− ∆p

µo

∂µo
∂po

)
(B.52)

Derivada del Gasto de Aceite con respecto a Saturación de Agua, ∂qo
∂Sw

∂qo
∂Sw

= WI
∂

∂Sw
(λo∆p) (B.53)

= WI

(
λo
∂∆p

∂Sw
+ ∆p

∂λo
∂Sw

)
(B.54)

= WI

[
0 + ∆p

(
1

µo

∂kro
∂Sw

)]
(B.55)

= WI
∆p

µo

∂kro
∂Sw

(B.56)

∂qo
∂Sw

= WI
∆p

µo

∂kro
∂Sw

(B.57)

Derivada del Gasto de Agua con respecto a presión de Aceite, ∂qw
∂po

∂qw
∂po

= WI
∂

∂po
(λw∆p) (B.58)

= WI

(
λw

∂∆p

∂po
+ ∆p

∂λw
∂po

)
(B.59)

= WI

[
λw + ∆p

(
−krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.60)
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∂qw
∂po

= WIλw

(
1− ∆p

µw

∂µw
∂po

)
(B.61)

Derivada del Gasto de Aceite con respecto a Saturación de Agua, ∂qw
∂Sw

∂qw
∂Sw

= WI
∂

∂Sw
(λw∆p) (B.62)

= WI

(
λw

∂∆p

∂Sw
+ ∆p

∂λw
∂Sw

)
(B.63)

= WI

[
0 + ∆p

(
1

µw

∂krw
∂Sw

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)]
(B.64)

= WI

[
0 +

∆p

µw

(
∂krw
∂Sw

+ λw
∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)]
(B.65)

∂qw
∂Sw

= WI
∆p

µw

(
∂krw
∂Sw

+ λw
∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)
(B.66)
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B.2. Pozo Inyector

A continuación se definirán las condiciones para pozos inyectores. En este caso el
fluido a inyectar será sólo agua ya que nuestro modelo es sólo para flujo de aceite y
agua. La primera condición será la inyección constante de agua y la segunda será la
inyección de agua a presión de fondo fluyendo, pwf , constante.

Al inyectar agua al yacimiento, la caida de presión o resistencia a entrar es causada
por las condiciones existentes en la formación. Por lo tanto, la movilidad que se debe
de considerar es la movilidad de todas las fases existentes, en este caso serán ambas,
esto es, la movilidad de la fase aceite, λo, y la movilidad de la fase agua, λw.

La movilidad total considerando flujo bifásico de aceite y agua es:

λT = λo + λw (B.67)

Por lo tanto, el gasto de inyección de agua que la formación admite estará sometido
a esa condición de movilidad.

qw = WIλT∆p = WI(λo + λw)∆p (B.68)

Las derivadas de las movilidades con respecto a las variables primarias esto es, po y
Sw se obtuvieron anteriormente. Las derivadas de los gastos con respecto a las variables
primarias son las siguientes:

Derivada del gasto de agua con respecto a presión de aceite, ∂qw
∂po

∂qw
∂po

= WI
∂

∂po
(λT∆p) (B.69)

= WI

(
λT
∂∆p

∂po
+ ∆p

∂λT
∂po

)
(B.70)

= WI

[
λT + ∆p

(
−kro
µ2
o

∂µo
∂po
− krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.71)

∂qw
∂po

= WI

[
λT −∆p

(
kro
µ2
o

∂µo
∂po

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.72)
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Derivada del gasto de agua con respecto a saturación de agua, ∂qw
∂Sw

∂qw
∂Sw

= WI
∂

∂Sw
(λT∆p) (B.73)

= WI

(
λT
∂∆p

∂Sw
+ ∆p

∂λT
∂Sw

)
(B.74)

= WI

[
0 + ∆p

(
1

µo

∂kro
∂Sw

+
1

µw

∂krw
∂Sw

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)]
(B.75)

∂qw
∂Sw

= WI∆p

[
1

µo

∂kro
∂Sw

+
1

µw

(
∂krw
∂Sw

+ λw
∂µw
∂pw

∂Pcwo
∂Sw

)]
(B.76)
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B.3. Gasto de Ĺıquido Especificado, qL = qo + qw

Como se estableció anteriormente, el gasto de las fases aceite, qo, y agua, qw, puede
ser expresado en términos del gasto de ĺıquido total, qL, requerido como restricción.

qo =
λo

λo + λw
qL =

λo
λT
qL (B.77)

qw =
λw

λo + λw
qL =

λw
λT

qL (B.78)

Las derivadas de los gastos con respecto a las dos incógnitas, esto es, presión del
aceite, po, y saturación de agua, Sw, son las siguientes:

Gasto de aceite con respecto a presión de Aceite, ∂qo
∂po

∂qo
∂po

=
∂

∂po

(
λo
λT

)
qL = qL

∂

∂po

(
λo
λT

)
= qL

λT
∂λo
∂po
− λo ∂λT∂po

λ2
T

(B.79)

∂qo
∂po

= qL

[
λT
λ2
T

∂λo
∂po
− λo
λ2
T

∂λT
∂po

]
=
qLλo
λT

[
1

λo

∂λo
∂po
− 1

λT

∂λT
∂po

]
(B.80)

∂qo
∂po

= qo

[
1

λo

∂λo
∂po
− 1

λT

∂λT
∂po

]
(B.81)

∂qo
∂po

= qo

[
− kro
λoµ2

o

∂µo
∂po
− 1

λT

(
−kro
µ2
o

∂µo
∂po
− krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.82)

∂qo
∂po

= qo

[
− 1

µo

∂µo
∂po

+
1

λT

(
kro
µ2
o

∂µo
∂po

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.83)

∂qo
∂po

= −qo
[

1

µo

∂µo
∂po
− 1

λT

(
kro
µ2
o

∂µo
∂po

+
krw
µ2
w

∂µw
∂pw

)]
(B.84)

Gasto de aceite con respecto a Saturación de Agua, ∂qo
∂Sw

∂qo
∂Sw

= qL
∂

∂Sw

(
λo
λT

)
=
λT

∂λo
∂Sw
− λo ∂λT∂Sw

λ2
T

= qL

(
1

λT

∂λo
∂Sw

− λo
λ2
T

∂λT
∂Sw

)
(B.85)

∂qo
∂Sw

=
qLλo
λT

(
1

λo

∂λo
∂Sw
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Gasto de Agua con respecto a Saturación de Agua, ∂qw
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Apéndice C

Código/Manuales/Publicaciones

C.1. Código de Inicialización

La siguiente información es requerida como entrada para el simulador y en particu-
lar los datos que se muestra a continuación son los que se utilizaron para la inicialización
del primer modelo de simulación, Caso 0.

1 L.x = 450; % Longitud (ft)

2 L.y = 450; % Longitud (ft)

3 L.z = 30; % Longitud (ft)

4 Res.fi = 0.20; % Porosidad (-)

5 Res.cr = 3e-6; % Compresibilidad de la roca (psi -1)

6 Res.PrsIni = 3000; % Presion Inicial (psi)

7 Res.PrsDRef = 3000; % Presion de referencia (psi)

8 Res.DRef = 0.0; % Profundidad de referencia (ft)

9 Res.SwIni = 0.25; % Saturacion de agua inicial

10 Swc = 0.25; % Saturacion de agua irreductible

11 Sor = 0.30; % Saturacion de aceite residual

12 NN.II = 15; % Numero de nodos en x

13 NN.JJ = 15; % Numero de nodos en y

14 NN.KK = 1; % Numero de nodos en z

15 NN.np = 2; % Numero de fases

16 Time.TSim = 365; % Tiempo de simulacion (dias)

17 Time.dt = 10; % Dt inicial (seg)

18 inc = 1.03; % Incremento de tiempo (-)

19 DtMax = 45; % Dt maximo (dias)
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20 MaxNoIter = 11; % Numero maximo de iteraciones

21 Tol.dp = 389; % Presion de convergencia , (psi)

22 Tol.dSw = 5e-5; % Saturacion de convergencia , (-)

Las funciones de saturación y el PVT se muestran a continuación:

Sw krw kro Pcwo
0.25 0.000000000 0.700000000 0.0
0.30 0.000987654 0.491632373 0.0
0.35 0.003950617 0.329355281 0.0
0.40 0.008888889 0.207407407 0.0
0.45 0.015802469 0.120027435 0.0
0.50 0.024691358 0.061454047 0.0
0.55 0.035555556 0.025925926 0.0
0.60 0.048395062 0.007681756 0.0
0.65 0.063209877 0.000960219 0.0
0.70 0.080000000 0.000000000 0.0

P Bo V o DensO Bw V w DensW
400 1.012 1.17 720.831 1.0 1.0 993.145
800 1.009 1.14 720.831 1.0 1.0 993.145
1200 1.005 1.11 720.831 1.0 1.0 993.145
1600 1.001 1.08 720.831 1.0 1.0 993.145
2000 0.996 1.06 720.831 1.0 1.0 993.145
2400 0.990 1.03 720.831 1.0 1.0 993.145
2800 0.988 1.00 720.831 1.0 1.0 993.145
3200 0.985 0.98 720.831 1.0 1.0 993.145
3600 0.980 0.95 720.831 1.0 1.0 993.145
4000 0.975 0.94 720.831 1.0 1.0 993.145
4400 0.970 0.92 720.831 1.0 1.0 993.145
4800 0.965 0.91 720.831 1.0 1.0 993.145
5200 0.960 0.90 720.831 1.0 1.0 993.145
8600 0.940 0.89 720.831 1.0 1.0 993.145

C.2. Convergencia

Numéricamente no se realizan los siguientes cambios de variables:
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pn+1
o,ij ⇐ pν+1

o,ij y Sn+1
w,ij ⇐ Sν+1

w,ij

Las variables de presiones y saturaciones que se usan dentro del proceso iterativo
de Newton son las mismas que se consideran para la impresión de resultados y para
pasar al siguiente paso de tiempo una vez que el proceso iterativo converge.

Para cada iteración Newtoniana se calculan los vectores solución δp
(ν+1)
o,i y δS

(ν+1)
w,i ,

las presiones y saturaciones en la iteración ν + 1 se determinan de la siguiente manera:

p
(ν+1)
o,i = p

(ν)
o,i + δp

(ν+1)
o,i

S
(ν+1)
w,i = S

(ν)
w,i + δS

(ν+1)
w,i

El proceso iterativo converge a la solución cuando los cambios iterativos de las

incógnitas, en valor absoluto, son menores que una tolerancia estipulada, | δp(ν+1)
o,i |< εp

y | δS(ν+1)
w,i |< εS .

Lo anterior se traduce en el siguiente segmento de código.

1 TolVar=’NoConv ’;

2 m=0;

3

4 for k=1:NN.KK

5 for j=1:NN.JJ

6 for i=1:NN.II

7 m=m+1;

8 Prs.New(i,j,k,1)=Prs.New(i,j,k,1)+DV(1,m,1);

9 Sw.New(i,j,k,1)=Sw.New(i,j,k,1)+DV(2,m,1);

10 end

11 end

12 end

13

14

15 if (DPMax <Tol.dp) && (DSMax <Tol.dSw)

16 TolVar=’SiConv ’;

17 end

129
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